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Resumo

Neste trabalho dissertamos sobre alguns resultados da trigonometria, mais
precisamente, estudamos as leis dos cossenos, senos, tangentes e cotangentes explorando
os pacotes graficos do BTEX: ‘animate’, ‘tikz’, ‘tkz-base’ e ‘tkz-euclide’. Apresentamos
demonstragoes geométricas e “demonstracoes sem palavras” desses resultados, bem como
algumas generalizagoes. Por fim, exploramos alguns generalizagoes desses resultados no
contexto da geometria esférica, e disponibilizamos alguns dos conjuntos de elementos

ETEX necessarios para a producao da maioria das figuras presentes aqui.

Palavras-chave: geometria esférica; lei dos cossenos; leis das cotangentes; leis dos senos;

lei das tangentes; pacotes graficos do LaTeX.
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Abstract

In this work we discuss some results of trigonometry, more precisely, we study the
laws of cosines, sines, tangents and cotangents exploring the graphical packages of IXTEX:
‘animate’, ‘tikz’, ‘tkz-base’ and ‘tkz-euclide’. We present geometric proofs and “proof
without words” of these results, as well as some curious consequences. Finally, we explore
some generalizations of these results in the context of spherical geometry, and we provide

some of the KTEX element sets needed to produce most of the figures presented here.

Key-words: spherical geometry; laws of cosines; laws of sines; laws of tangents; laws of

cotangents; graphical packages of KIEX.
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Introducao

A trigonometria estd contemplada na Base Nacional Comum Curricular (BNCC).
No Ensino Fundamental (9° ano), ela aparece dentro do contexto da ‘Geometria’, e no
Ensino Médio, dentro de ‘Geometrias e medidas’. A BNCC inclui a trigonometria em
habilidades como a de demonstrar relagoes métricas no tridangulo retangulo, identificar as
caracteristicas das fungoes seno e cosseno, e resolver problemas envolvendo fenémenos
periddicos.  Inclusive a BNCC enfatiza a utilizacao de tecnologias digitais para
explorar as fungoes trigonométricas e a comparagao entre diferentes representagoes (ciclo
trigonométrico e plano cartesiano), veja mais detalhes em [3]. Destacamos também que
a BNCC traz o “pensamento computacional”, veja [12], como uma habilidade no Ensino
Meédio [3].

Neste trabalho, dissertamos sobre as leis dos cossenos, lei dos senos, lei das
tangentes e lei das cotangentes, apresentamos as versoes classicas destes resultados,
uma demonstracao, exploramos o apelo intuitivo geométrico destes resultados usando
os pacotes graficos do IXTEX ‘animate’, ‘tikz’, ‘tkz-base’ e ‘tkz-euclide’, bem como
apresentamos algumas consequéncias.

O trabalho esta estruturado da seguinte forma:

O Capitulo [I] intitulado ‘Geometria plana’ é dedicado as versoes classicas das leis dos
cossenos, lei dos senos, lei das tangentes, lei das cotangentes, e algumas consequéncias. A
lei dos cossenos é apresentada como uma generalizagao do teorema de Pitagoras (Neto,
2022, p. 139), conforme Figura , fundamental para a resolu¢ao de problemas envolvendo
triangulos quando se conhecem todos os trés lados ou dois lados e o angulo adjacente a

eles.
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Figura 1: o teorema de Pitagoras
b

b? c

_ N\
el

a
(=)oe(+)

Fonte: Elaborada pelo autor.

As demonstragoes cobrem os casos de angulos agudos, retos e obtusos. O capitulo
inclui demonstracoes com apoio visual baseadas em areas, além de um corolério especifico
e o teorema da mediana. A lei dos senos define a relagao entre os lados de um triangulo,
seus angulos opostos e o raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo. Apresenta
demonstragoes com apoio visual e aborda o “caso ambiguo”, onde a lei pode resultar em
duas solucoes distintas para um dos angulos, explicando as condig¢oes para sua ocorréncia e
como resolvé-lo. O capitulo também inclui o teorema de que o maior lado de um triangulo é
oposto ao maior angulo interno. A lei das tangentes é formulada com relacoes especificas
para triangulos nao isosceles e nao retangulos. A dissertagao oferece duas abordagens
para sua demonstracao: uma baseada na semelhanca de tridngulos e outra alternativa
utilizando a lei dos senos e transformagoes de soma em produto. Demonstragoes com
apoio visual também sao exploradas. A lei das cotangentes relaciona os dngulos internos
de um triangulo, seu semiperimetro e o raio da circunferéncia inscrita. E utilizada para
demonstrar a formula de Heron (Neto, 2022, p. 247), que calcula a area de um triangulo a
partir dos comprimentos de seus lados e semiperimetro. O capitulo encerra com aplicagoes
praticas das leis dos cossenos e senos, como o calculo da distancia de um satélite a uma
estagao ou a distancia através de um rio, e a estimativa do comprimento de um tinel ou
a distancia entre embarcagoes.

O Capitulo |2 intitulado ‘Um breve contexto histérico sobre as leis dos cossenos, senos
e tangentes’ é dedicado a um apanhado histérico sobre tais leis. Este capitulo explora

a evolucao histoérica das leis ja citadas. Menciona as ideias precursoras de Euclides



em “Os Elementos”, a contribuigdo de Hiparco de Niceia (considerado o fundador da
trigonometria), e o uso indireto por Brahmagupta. Destaca a influéncia dos matematicos
arabes, como al-Khwarizmi e al-Battani, que lidaram com a trigonometria esférica em
soluces astronomicas. E ressaltado que Nasir al-Din al-Tusi (século XIII) enunciou e
demonstrou explicitamente a versao plana da lei dos senos e fez uma analise completa
da trigonometria esférica, incluindo a lei das tangentes, da qual Abu al-Wafa (século
X) é amplamente creditado por declarar e utilizar sistematicamente. As contribui¢oes
de Jamshid Kashi e a sistematizacao da trigonometria na Europa por Regiomontanus
também sao abordadas.

O Capitulo [3| intitulado ‘Trigonometria esférica’ é dedicado a nogoes basicas da
geometria esférica, e as leis dos senos, cossenos e tangentes neste contexto. Apresenta
defini¢oes basicas de esfera, circulo méaximo, angulo esférico e triangulo esférico. Em
seguida, detalha e demonstra as versoes esféricas das leis mencionadas.

Destacamos que foram disponibilizados alguns dos conjuntos de elementos IXTEX
necessarios para a producao da maioria das figuras apresentadas aqui neste trabalho.
Acreditamos que isso poderé contribuir com o leitor no processo de ensino e aprendizagem
de todos os temas aqui tratados. A fim de usar os cédigos IXTEX disponiveis aqui
recomendamos que o leitor edite o preambulo do seu texto TEX inserindo os seguintes
pacotes: ‘animate’, ‘tikz’, ‘tkz-base’, ‘tkz-euclide’ e ‘xcolor’. Além disso, essa iniciativa
tem como propoésito o exercicio do pensamento computacional que é uma das competéncias
elencadas na BNCC para os estudantes.

A BNCC aborda o pensamento computacional de forma transversal, ou seja, integrado
a diferentes areas do conhecimento, e nao apenas em disciplinas especificas das ‘Ciéncias
da Computagao’.

Finalmente, para reproducao das animacoes, recomendamos que o leitor use o leitor
de texto PDF ‘Adobe Acrobat Reader’ em um computador. Também, recomendamos
que o leitor consulte o recurso didatico associados & presente dissertacao para ter acesso
a outras animacoes de autoria do préprio autor, em formato de artigo cientifico, a ser

submetido para publicagao.



Sumario

(1 Geometria planal
[LT TJeidoscossenos . . . . . . . . o i
(1.1.1  Apoio visual da let dos cossenos| . . . . . . . . ... ... ... ...
|1'2 lgzi glgz:i {ig:llgz{il -----------------------------------

(1.2.1 Apoio visual da letdossenos|. . . . . . . .. ... ... ... ... .

(1.2.2 O caso ambiguol . . . . . . . . . .. ...

(1.3 Lei das tangentes| . . . . . . . . . . ...

[1.3.1 Apoio visual da lei das tangentes| . . . . . . . ... ... ... ...

(1.4 Lei das cotangentes| . . . . . . . . . . ... ... ...

(1.4.1 Demonstracao da tormula de Heron usando a lei das cotangentes| . .

(1.5 lei dos senos: aplicacoes| . . . . . . . . . . .. ... L.

[1.6 le1 dos cossenos: aplicacoes|. . . . . . . . . . . ... L.

viii

Xiv

2 Um breve contexto historico sobre as leis dos cossenos, senos e tangentes| 45

[3 Trigonometria estérical

[3.1 Definicoes basicas| . . . . . . . . ..

[Refteréncias Bibliograficas|

x1



Lista de Figuras

(1 o teorema de Pitagoras| . . . . . . . ... oo ix
(1.1 Jerdoscossenos). . . . . . . . . . . . 1
[1.2  aleidos cossenos: o caso A < 90°). . . ... 2
[L3 leidos cossenos: o caso A =90°). . . . ... 3
[L4 lei dos cossenos: 0 caso A > 90°0. . . o oo 4
[1.5  Aspecto visual da lei dos cossenos| . . . . . . .. ..o oL 7
[1.6 Aspecto visual da lei dos cossenos| . . . . . . ... ... 8
[L7 TJeidoscossenos] . . . . . . . . . o 9
1.8 Imagem extraida do Instagram: @mathinity] . . . . . . .. ... ... ... 10
(1.9 Jeidoscossenos.) . . . . . . .. 10
(10 let dos senos) . . . . . o oL 13
[1.11 le1 dos senos: caso em que ABC' é acutangulo.| . . . . . .. ... ... ... 13
[1.12 Aspecto visual da lei dossenos|. . . . . . . . .. .. ... ... ... .. .. 16
[1.13 Aspecto visual da lei dos senos|. . . . . . . . . ... ... ... ... ... 16
(.14 ler dos senos) . . . . . . o 21
[1.15 Lei das tangentes.| . . . . . . . . .. ..o 25
[1.16 Demonstracao - lei das tangentes| . . . . . . . . .. ... ... ... .... 26
1.17 Aspecto visual da lei das tangentes| . . . . . . . . . ... ... . ... ... 30
1.18 Aspecto visual da lei das tangentes com 0 = A —12_ B ew = A ; B 30
1.19 Le1 das cotangentes.| . . . . . . . . . . .. ... ... 31
[1.20 Demonstracao - lei das cotangentes.| . . . . . . . ... ... ... ... ... 32
(.21 Formula de Heronld . . . . . . . ... o oo 35
[1.22 Exemplo 1: aplicacao da lei dos senos.| . . . . . . .. ... ... ... ... 37
[1.23 Exemplo 2: aplicacao da lei dos senos.| . . . . . . ... ... ... ... .. 38

xil



[1.24 Exemplo 3: aplicacao da lei dos senos.| . . . . . .. ... ... ... .... 38

[1.25 Exemplo 1: aplicacao da lei dos cossenos.|. . . . . . .. ... ... ... .. 39
[1.26 Exemplo 2: aplicacao da lei dos cossenos.|. . . . . . . ... ... ... ... 40
[1.27 Exemplo 3: aplicacao da lei dos cossenos.|. . . . . . . ... ... ... ... 41
[3.1 A estera de centro O e raio R, e com circulos maximos.| . . . . . . . . . .. 50
[3.2  Definicao de angulo esférico.| . . . . . . ... ... ... 0L 50
[3.3  Triangulo estéricol . . . . . . ..o 51
[3.4 Triangulo estérico de vértices A, BeC.|. . . .. ... ... ... ... ... 52
[3.5 ITriangulo estérico para orientar a demonstracao. . . . . . . . . ... .. .. 53

xiil



Notacoes

Letras maistsculas do alfabeto latino (romano) denotam pontos do plano ou do espago
AB denota a reta determinada pelos pontos A e B.
AB denota a semirreta de origem A.

AB denota a medida do segmento de reta que inicia no ponto A e termina no ponto

AAB denota um arco de circunferéncia de extremidades A e B

A denota a medida do interno a uma poligono com vértice no ponto A

/ A denota a medida do interno a uma poligono com vértice no ponto A

R? denota o espaco euclidiano real tridimensional

S[O; R] denota a esfera tridimensional centrada no ponto O e de raio R

@1 ~ ()2 denota que a quantidade )1 é aproximadamente igual & quantidade ),
‘cos’ denota a abreviacao da funcao cosseno

‘sen’ denota a abreviacao da fungao seno

‘tg’ denota a abreviagao da funcao tangente

‘cot’ denota a abreviacao da funcao cotangente

Xiv



Capitulo 1

(Geometria plana

1.1 le1 dos cossenos

Em trigonometria, a lei dos cossenos (também conhecida como férmula do cosseno ou
regra do cosseno) relaciona os comprimentos dos lados de um triangulo ao cosseno de um
de seus angulos internos. Tal lei generaliza o teorema de Pitagoras, que é valido apenas
para triangulos retangulos. Sua importancia estéa atrelada a simplicidade para a resolugao
de um triangulo quando todos os trés lados ou dois lados e o angulo adjacente a eles sao

fornecidos.

Teorema 1.1 Se ABC' ¢ um triangulo de lados AB = ¢, AC = b e BC = a, com dngulos
mternos medindo ﬁ, Be 6’, conforme a Figura abaixo, entao

Figura 1.1: lei dos cossenos.

C

A ¢ B

Fonte: Elaborada pelo autor.



1.1. LEI DOS COSSENOS CAPITULO 1. GEOMETRIA PLANA

a® = b + ¢ — 2bccos A (1.1)
b* = a® + ¢ — 2accos B (1.2)
P =a’+ b —2abcos C (1.3)

Demonstracao: Demonstraremos a equagao (1.1)), as equagdes (1.2]) e (1.3)) podem ser
demonstradas de modo analogo. Seja H o pé da altura relativa ao lado AB e h seu

comprimento. Consideremos separadamente os casos A< 90°, A=90°e A> 90
(a) A < 90°: neste caso (Figura , os pontos H e B estao em uma mesma semirreta

dentre as determinadas sobre AB pelo vértice A, e pela definicao de seno e cosseno em

triangulo retangulo, temos

Figura 1.2: a lei dos cossenos: o caso A < 90°.

h

A H B

C

Fonte: Elaborada pelo autor.

~

h=bsenA

AH = bcos A.



1.1. LEI DOS COSSENOS CAPITULO 1. GEOMETRIA PLANA

Por outro lado, aplicando o teorema de Pitagoras ao tridngulo BC'H, obtemos

a>=h?>+BH =h*+ (c— AH)?
= (bsenf/l\)2 + (¢ — bcos.f/l\)2
— b*(sen® A + cos® A) + ¢ — 2bccos A
= b? + ® — 2bccos A

onde, na ultima igualdade, utilizamos a relagao fundamental da trigonometria [9].

~

(b) A = 90°, nesse caso, cos A = 0 e segue o teorema de Pitégoras (Figura que

Figura 1.3: lei dos cossenos: o caso A =90°.

A

B a C

Fonte: Elaborada pelo autor.

=0+ =0+*- 2bc cos A.

(c) A > 90°: neste caso (Figura D os pontos H e B estao em uma mesma semirreta

dentre as determinadas sobre AL pelo vértice A.



1.1. LEI DOS COSSENOS CAPITULO 1. GEOMETRIA PLANA

Figura 1.4: lei dos cossenos: o caso A > 90°.

B

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como CAH = 180° — ﬁ, pela definicdo de seno e cosseno no triangulo ACH, e

utilizando seno e cosseno de angulos suplementares, temos

h = bsen(180° — A) = bsen A

AH = bcos(180° — 121\) — —bcos A.

Aplicando novamente o teorema de Pitagoras ao triangulo BC'H e a relacao fundamental

da trigonometria, obtemos

a> = h2+ BH =h*+ (c+ AH)?
— (bsen A)? + (c — beos A)?
— b*(sen A + cos® A) + ¢® — 2bccos A
— b2+ ® — 2bccos A.

|
No que segue disponibilizamos o conjunto de elementos IXTEX necessarios para a

producao das figuras acima.

Figura (1.1}

\begin{figure} [H]
\centering

\begin{tikzpicture}



1.1. LEI DOS COSSENOS CAPITULO 1. GEOMETRIA PLANA

\tkzDefPoints{0/0/A, 5/0/B, 4/3/C}
\tkzDrawSegment [very thick] (A,B)
\tkzDrawSegment [very thick] (A,C)
\tkzDrawSegment [very thick] (B,C)
\tkzDrawPoints[size=0.1cm, fill=black] (A,B,C)
\tkzLabelPoints[below left] (A)
\tkzLabelPoints[below right] (B)
\tkzLabelPoints [above] (C)
\tkzLabelSegment [above] (A,C){$b$}
\tkzLabelSegment [right] (B,C) {$a$}
\tkzLabelSegment [below] (A,B) {$c$}
\end{tikzpicture}

\end{figure}

Figura [I.2}

\begin{figure} [H]

\centering

\begin{tikzpicture}

\tkzDefPoints{0/0/A, 5/0/B, 4/3/C, 4/0/H}
\tkzDrawSegment [very thick] (A,B)

\tkzDrawSegment [very thick] (A,C)

\tkzDrawSegment [very thick] (B,C)

\tkzDrawSegment [dotted,dim={,-0.5cm,below=1mm, }] (A,B)
\tkzDrawPoints[size=0.1cm, fill=black] (A,B,C, H)
\tkzLabelPoints[below left] (A)

\tkzLabelPoints[below right] (B)

\tkzLabelPoints [above] (C)

\tkzLabelPoints [below] (H)

\tkzDrawSegment [dashed] (C,H) \tkzLabelSegment[left=-0.5mm] (C,H){$h$}
\tkzLabelSegment [above] (A,C){$b$}
\tkzLabelSegment [right] (B,C) {$a$}

\tkzLabelSegment [below=0.5cm] (A,B){$c$}
\end{tikzpicture}



1.1. LEI DOS COSSENOS CAPITULO 1. GEOMETRIA PLANA

\end{figure}
Figura |1.3}

\begin{figure} [H]

\centering

\begin{tikzpicture}[scale=1.1]

\tkzDefPoint (0,0){B}

\tkzDefPoint (5,0){C}

\tkzDefTriangle[two angles = 30 and 60] (B,C) \tkzGetPoint{A}
\tkzDrawPolygon[very thick] (A,B,C)
\tkzLabelSegment (B,C) {$a$}

\tkzLabelSegment [above] (A,B){$c$}
\tkzLabelSegment [right] (A,C) {$b$>}
\tkzLabelPoints(B,C)
\tkzDrawPoints[size=0.1cm,fill=black] (A,B,C)
\tkzLabelPoints [above] (A)
\tkzMarkRightAngle[] (B,A,C)
\end{tikzpicture}

\end{figure}

Figura [1.4}

\begin{figure} [H]

\centering

\begin{tikzpicture}

\tkzDefPoints{0/0/B, 3/0/A, 4/3/C, 4/0/H}
\tkzDrawSegment [very thick] (A,B)
\tkzDrawSegment [very thick] (C,A)
\tkzDrawSegment [very thick] (B,C)
\tkzDrawPoints[size=0.1cm, fill=black] (A,B,C, H)
\tkzLabelPoints[below left] (A)
\tkzLabelPoints[below left] (B)
\tkzLabelPoints [above] (C)

\tkzLabelPoints [below] (H)



1.1. LEI DOS COSSENOS CAPITULO 1. GEOMETRIA PLANA

\tkzDrawSegment [dashed] (C,H)
\tkzDrawSegment [dashed] (A,H)
\tkzLabelSegment [above] (B,C) {$a$}
\tkzLabelSegment [below] (A,B) {$c$}
\tkzLabelSegment [1eft] (A,C){$b$}
\tkzLabelSegment [right] (C,H) {$h$>}
\end{tikzpicture}

\end{figure}

1.1.1 Apoio visual da lei dos cossenos

A seguir, apresentamos duas ideias visuais para a demonstracao da lei dos cossenos

usando o conceito de areas de figuras planas.

Figura 1.5: Aspecto visual da lei dos cossenos

2 — 2(/7)('()5(( )

= a? + b? — 2abcos(C)

(=)o(+)

Fonte: Adapatada de [2].



1.1. LEI DOS COSSENOS CAPITULO 1. GEOMETRIA PLANA

Figura 1.6: Aspecto visual da lei dos cossenos

;C)
(§)
S
o, b <
" a %
& o
Qb C OO
[©)
i
| =
\‘ -
N
b g c : N a
I
A B
& C
becosA  acosB
= + -2 x

2 2 2 o
c = b + a —2ba cos C

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observagao 1.1 Perceba que gragas ao Teorema[I.]] temos

~ b? + ¢ —a?
A= (—)
arccos ch

Corolario 1.1 Se ABC ¢ um tridngulo de lados AB = ¢, AC = b e BC = a, com
dngulos internos medindo 21, Be 6’, conforme a Figum abaizo, entao



1.1. LEI DOS COSSENOS CAPITULO 1. GEOMETRIA PLANA

Figura 1.7: lei dos cossenos.
C

A ¢ B

Fonte: Elaborada pelo autor.

sen? (é) > ﬁ%, (1.4)

o

b
2(=Z) >
sen (2)/2\/@’

Sen2 (Q) > L
2/) 7 2/ab
Demonstragao: Provaremos a desigualdade em (1.4)). Usando a lei dos cossenos, temos

(b—¢)* + 2bc(1 — cos ﬁ) = a®.

Ja que
~ A
1 —cos A = 2sen? (5)
segue que
2 2 (A 2
(b — ¢)* + 4bcsen <5> =a’,
onde (b — ¢)? = 0, e consequentemente, temos ([1.4)). n

Observacgao 1.2 O resultado acima foi extraido na postagem da rede social Instagram:
@moathinity | que atualmente possui 94,6 mil sequidores. Mas, destacamos aqui o fato de

que a desigualdade contida na postagem, aparentemente possui um erro tipogrdfico.


https://www.instagram.com/p/DI85fTyitav/

1.1. LEI DOS COSSENOS CAPITULO 1. GEOMETRIA PLANA

Figura 1.8: Imagem extraida do Instagram: @mathinity

EZ Mathinity Sunday Challenge 2025

Sin, but only a half

In triangle with sides of lengths a, b
and ¢ the angle « lays opposite to a.
Prove the following inequality
. o a
SN — <

2~ 2vbe
b

a

Andrzej Kukla | @mathinity

Fonte: Andrzej Kukla, 2025.

Teorema 1.2 (Teorema da Mediana) Seja ABC um tridngulo de lados AB = c,
AC =b e BC = a. Se D ¢ um ponto pertencente ao segmento BC' tal que BC = 2BD, E
€ um ponto pertencente ao segmento AC' tal que AC = 2AE e, F' € um ponto pertencente

ao segmento AB tal que AB = 2AF, conforme a F igum abaizro, entao

Figura 1.9: lei dos cossenos.

C

A F B

Fonte: Elaborada pelo autor.
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R e
b+ = 24D + 5 (1.5)

- b2
a’ 4+ c* = 9BE" + 5

2
a2+§=2€f?+%.

Demonstracgao: Considere o triangulo ADC', pela lei dos cossenos, devemos ter

2
B :Eh%n@%«m,

e considerando o triangulo AD B, pela lei dos cossenos, devemos ter

2
2 =AD" + az *QEgcosD.

Embora estejamos escrevendo cos D nas duas situacoes acima, é preciso perceber que uma
quantidade é menos o valor da outra quantidade, em relacao aos triangulos ADC e ADB.
Logo, somando as identidades acima, obtemos ([1.5]). [

No que segue disponibilizamos o conjunto de elementos IXTEX necessarios para a

producao de algumas das figuras acima.
Figura [1.7}

\begin{figure} [H]

\centering

\begin{tikzpicture}
\tkzDefPoints{0/0/A, 5/0/B, 4/3/C}
\tkzDrawSegment [very thick] (A,B)
\tkzDrawSegment [very thick] (A,C)
\tkzDrawSegment [very thick] (B,C)
\tkzDrawPoints[size=0.1cm, fill=black] (A,B,C)
\tkzLabelPoints[below left] (A)
\tkzLabelPoints[below right] (B)
\tkzLabelPoints [above] (C)
\tkzLabelSegment [above] (A,C) {$b$}

11
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\tkzLabelSegment [right] (B,C){$a$}
\tkzLabelSegment [below] (A,B){$c$}
\end{tikzpicture}

\end{figure}

Figura 1.9

\begin{figure} [H]

\centering

\begin{tikzpicture}

\tkzDefPoints{0/0/A, 5/0/B, 4/3/C, 2.5/0/F, 4.5/1.5/D, 2/1.5/E}
\tkzDrawSegment [very thick] (A,B)
\tkzDrawSegment [very thick] (A,C)
\tkzDrawSegment [very thick] (B,C)
\tkzDrawSegment [very thick] (A,D)
\tkzDrawSegment [very thick] (B,E)
\tkzDrawSegment [very thick] (C,F)
\tkzDrawPoints[size=0.1cm, fill=black] (A,B,C,D,E,F)
\tkzLabelPoints[below left] (A)
\tkzLabelPoints[below right] (B)
\tkzLabelPoints[above] (C)

\tkzLabelPoints[right] (D)

\tkzLabelPoints[below] (F)

\tkzLabelPoints [above left] (E)

\end{tikzpicture}

\end{figure}

1.2 leil dos senos

Teorema 1.3 Se r € o raio da circunferéncia A\ circunscrita a um tridngulo de lados
AB = ¢, AC = b e BC = a, e dngulos internos medindo ﬁ, Be 6’, conforme a Figura
abaixo, entao

12
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Figura 1.10: lei dos senos.

A

~a

Fonte: Elaborada pelo autor.
a b c

= = = = =~ = 2r. (1.6)
senA senB senC

Demonstracao: Seja ABC um tridngulo como no enunciado, com AB = ¢, AC = b
e BC = a (Figura . Supondo ABC' acutangulo, tridngulo que possui os angulos
internos menores que 90°, (a consideragao dos demais casos é analoga), provaremos que

~ a ~ ~ cC
sen A = 2—(as igualdades sen B = 5 © senC = o também podem ser demonstradas de
r r r

modo anélogo).

Figura 1.11: lei dos senos: caso em que ABC' é acutangulo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Seja O o centro do circulo A, circunscrito a ABC', e A’ o simétrico de B em relagao a
O. Entao A’ € A, e pelo teorema do dngulo inscrito[9] BAC = BA'C = A. Por outro lado,
como BA’ é didmetro de A, temos BOA = 90°. Entao, no triangulo retangulo BC'A’,

13
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temos

3
Q
S

sen A = sen BA'C' = = —.
BA’ 2r

]
No que segue disponibilizamos o conjunto de elementos IXTEX necessarios para a
producao das figuras acima.
Figura [1.10}

\begin{figure} [H]

\centering

\begin{tikzpicture}[scale=0.6]
\tkzDefPoints{0/0/B,5/1/C,2/6/A}
\tkzDefTriangleCenter [circum] (A,B,C)
\tkzGetPoint{0}

\tkzDefPointBy [symmetry= center 0] (B)
\tkzGetPoint{A’}

\tkzDrawPolygon[very thick] (A,B,C)
\tkzDrawCircle[very thick, black] (0,B)
\tkzDrawPoints[size=0.1cm,fill=black] (A,B,C,0)
\tkzDrawSegments [dashed] (0,B)

%\tkzLabelPoint [right] (A’){$A’$}
\tkzLabelPoint [above] (A) {$A$}
\tkzLabelPoint [below] (C){$C$}
\tkzLabelPoint [below] (B) {$B$}
\tkzLabelPoint [below] (0){$0$}
\tkzLabelSegment [below right=-.1cm] (0,B){$r$}
\tkzLabelSegment (B,C){$a$}
\tkzLabelSegment [left] (B,A){$c$}
\tkzLabelSegment [right] (A,C){$b$}
\tkzLabelCircle[above left,line width=0.5pt,black] (0,B) (280){$\mathcal{\lambda}$}
\end{tikzpicture}

\end{figure}

Figura [I.11}
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\begin{figure} [H]

\centering

\begin{tikzpicture} [scale=0.6]
\tkzDefPoints{0/0/B,5/1/C,2/6/A}
\tkzDefTriangleCenter [circum] (A,B,C)
\tkzGetPoint{0}

\tkzDefPointBy [symmetry= center 0] (B)
\tkzGetPoint{A’}

\tkzDrawPolygon[very thick] (A,B,C)
\tkzDrawCircle[very thick, black] (0,B)
\tkzDrawPoints[size=0.1cm,fill=black] (A,B,C,A’,0)
\tkzDrawSegments [dashed] (B,A’> C,A’)
\tkzLabelPoint [right] (A’?){$A>$}
\tkzLabelPoint [above] (A) {$A$}
\tkzLabelPoint [below] (C){$C$>}
\tkzLabelPoint [below] (B) {$B$}
\tkzLabelPoint [below] (0) {$0$}
\tkzLabelSegment (B,C) {$a$}
\tkzLabelSegment [left] (B,A){$c$}
\tkzLabelSegment [right] (A,C) {$b$}
\tkzMarkRightAngle[size=0.2,thick] (A’,C,B)
\tkzLabelCircle[above left,thick=0.5,black] (0,B) (280){$\mathcal{\lambda}$}
\end{tikzpicture}

\end{figure}

Observacao 1.3 A lei dos senos pode ser deduzida a partir das lei dos cossenos, e vice-

Versa.

1.2.1 Apoio visual da lei dos senos

A seguir, apresentamos duas ideias visuais para a demonstracao da lei dos senos usando

o conceito de areas de figuras planas.

15
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Figura 1.12: Aspecto visual da lei dos senos
B

LI ) (=i 4]

Fonte: Adapatada de [2]

Figura 1.13: Aspecto visual da lei dos senos

Fonte: Elaborada pelo autor.

No que segue disponibilizamos o conjunto de elementos ETEX necessarios para a

produgao da figura acima.
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\begin{figure} [H]

\centering

\begin{tikzpicture} [scale=.4]
\tkzDefPoints{0/0/A, 10/0/B, -2/-10/G, 8/-10/M}
\tkzDefTriangle[two angles= 50 and 60] (A,B)
\tkzGetPoint{C}

\tkzDrawPolygon[thick] (A,B,C)
\tkzLabelPoints[below left] (A)
\tkzLabelPoints[below right] (B)

\tkzLabelPoints [above] (C)

\tkzLabelSegment [above,red] (A,B){$c$}
\tkzLabelSegment [below left=-.15,blue] (B,C){$\textbf{$a$}$}
\tkzLabelSegment [below,left=-.4,green] (A,C){$b$}

\tkzDefLine[altitude] (A,B,C)\tkzGetPoint{H_b}
\tkzDefLine[altitude] (B,A,C)\tkzGetPoint{H_a}
\tkzDefLine[altitude] (B,C,A)\tkzGetPoint{H_c}
\tkzDrawPoints[size=0] (H_a,H_b,H_c)
\tkzDrawSegments [red, dashed] (A,H_a B,H_b C,H_c)

\tkzDrawPolygon[very thick, red] (B,A)
\tkzDrawPolygon[very thick, blue] (C,B)
\tkzDrawPolygon[very thick, green] (A,C)

\tkzMarkRightAngle[] (A,H_c,C)
\tkzMarkRightAngle[] (B,H_b,C)
\tkzMarkRightAngle[] (A,H_a,C)
\tkzMarkAngle[size=0.5] (B,A,C)
\tkzMarkAngle[size=0.5] (A,C,B)
\tkzMarkAngle[size=0.5] (C,B,A)

\begin{scope} [shift={(-3,-10)}]
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\tkzDefPoints{0/0/A, 10/0/B, -2/-10/G 8/-10/M}
\tkzDefTriangle[two angles= 50 and 60] (A,B)
\tkzGetPoint{C}

\tkzDrawPolygon[thick] (A,B,C)
\tkzLabelPoints[below left] (A)
\tkzLabelPoints[below right] (B)
\tkzLabelPoints [above] (C)

\tkzDefSquare(B,A) \tkzGetPoints{E}{F}
\tkzDefSquare(C,B) \tkzGetPoints{G}{H}
\tkzDefSquare(A,C) \tkzGetPoints{I}{J}

\tkzLabelSegment [above,red] (A,B){$c$}

\tkzLabelSegment [below left=-.15,blue] (B,C){$\textbf{$a$}$}

\tkzLabelSegment [below,left=-.4,green] (A,C){$b$}

\tkzDefLine[altitude] (A,B,C)\tkzGetPoint{H_b}
\tkzDefLine[altitude] (B,A,C)\tkzGetPoint{H_a}
\tkzDefLine[altitude] (B,C,A)\tkzGetPoint{H_c}
\tkzDrawPoints[size=0] (H_a,H_b,H_c)
\tkzDrawSegments [red, dashed] (C,H_c)

\tkzDrawPolygon[very thick, red] (B,A)
\tkzDrawPolygon[very thick, blue] (C,B)
\tkzDrawPolygon[very thick, green] (A,C)

\tkzMarkRightAngle[] (A,H_c,C)
\tkzMarkAngle[size=0.5] (B,A,C)
\tkzMarkAngle[size=0.5] (A,C,B)
\tkzMarkAngle[size=0.5] (C,B,A)

\tkzLabelSegment [below] (A,B){$A_c=\dfrac{1}{2}ac\sin\widehat{B}$}

\end{scope?}

\begin{scope} [shift={(10,-10)}]
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\tkzDefPoints{0/0/A, 10/0/B, -2/-10/G, 8/-10/M}
\tkzDefTriangle[two angles= 50 and 60] (A,B)
\tkzGetPoint{C}

\tkzDrawPolygon[thick] (A,B,C)
\tkzLabelPoints[below left] (A)
\tkzLabelPoints[below right] (B)

\tkzLabelPoints [above] (C)

\tkzDefSquare(B,A) \tkzGetPoints{E}{F}
\tkzDefSquare(C,B) \tkzGetPoints{G}{H}
\tkzDefSquare(A,C) \tkzGetPoints{I}{J}

\tkzLabelSegment [above,red] (A,B){$c$}
\tkzLabelSegment [below left=-.15,blue] (B,C){$\textbf{$a$}$}
\tkzLabelSegment [below,left=-.4,green] (A,C){$b$}

\tkzDefLine[altitude] (A,B,C)\tkzGetPoint{H_b}
\tkzDefLine[altitude] (B,A,C)\tkzGetPoint{H_a}
\tkzDefLine[altitude] (B,C,A)\tkzGetPoint{H_c}
\tkzDrawPoints[size=0] (H_a,H_b,H_c)
\tkzDrawSegments [red, dashed] (B,H_b)

\tkzDrawPolygon[very thick, red] (B,A)
\tkzDrawPolygon[very thick, blue] (C,B)
\tkzDrawPolygon[very thick, green] (A,C)

\tkzMarkRightAngle[] (B,H_b,C)

\tkzMarkAngle[size=0.5] (B,A,C)

\tkzMarkAngle[size=0.5] (A,C,B)

\tkzMarkAngle[size=0.5] (C,B,A)

\tkzLabelSegment [below] (A,B) {$A_b=\dfrac{1}{2}bc\sin\widehat{A}$}
\end{scope?}

\begin{scope} [shift={(23,-10)}]
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\tkzDefPoints{0/0/A, 10/0/B, -2/-10/G, 8/-10/M}
\tkzDefTriangle[two angles= 50 and 60] (A,B)
\tkzGetPoint{C}

\tkzDrawPolygon[thick] (A,B,C)
\tkzLabelPoints[below left] (A)
\tkzLabelPoints[below right] (B)

\tkzLabelPoints [above] (C)

\tkzDefSquare(B,A) \tkzGetPoints{E}{F}
\tkzDefSquare(C,B) \tkzGetPoints{G}{H}
\tkzDefSquare(A,C) \tkzGetPoints{I}{J}

\tkzLabelSegment [above,red] (A,B){$c$}
\tkzLabelSegment [below left=-.15,blue] (B,C){$\textbf{$a$}$}
\tkzLabelSegment [below,left=-.4,green] (A,C){$b$}

\tkzDefLine[altitude] (A,B,C)\tkzGetPoint{H_b}
\tkzDefLine[altitude] (B,A,C)\tkzGetPoint{H_a}
\tkzDefLine[altitude] (B,C,A)\tkzGetPoint{H_c}
\tkzDrawPoints[size=0] (H_a,H_b,H_c)
\tkzDrawSegments [red, dashed] (A,H_a)

\tkzDrawPolygon[very thick, red] (B,A)
\tkzDrawPolygon[very thick, blue] (C,B)
\tkzDrawPolygon[very thick, green] (A,C)

\tkzMarkRightAngle[] (A,H_a,C)

\tkzMarkAngle[size=0.5] (B,A,C)

\tkzMarkAngle[size=0.5] (A,C,B)

\tkzMarkAngle[size=0.5] (C,B,A)

\tkzLabelSegment [below] (A,B){$A_a=\dfrac{1}{2}ab\sin\widehat{C}$}
\end{scope?}

\end{tikzpicture}

\end{figure}
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1.2.2 O caso ambiguo

O caso ambiguo da lei dos senos ocorre sempre que dados um angulo e dois lados de
um triangulo qualquer, a lei dos senos pode resultar em duas solucgoes diferentes para um
dos angulos. Isso acontece porque o seno de um angulo é o mesmo para um angulo agudo
e seu suplemento (angulo obtuso).

Se ABC' é um triangulo de lados AB = ¢, AC = b e BC = a, com angulos internos
medindo ﬁ, BeC , conforme a Figura abaixo.

Figura 1.14: lei dos senos.

C

A ¢ B H D

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considere também o triangulo ADC de lados AD = ¢/, AC = b e DC = a, com
angulos internos medindo ﬁ, Be ZA), conforme a Figura acima. Suponha que todas

as condigoes seguintes sejam validas:

i) As tnicas informagoes conhecidas sdo: o angulo A e as medidas dos lados BC = a
e AC = b;

ii) O angulo Ae agudo, i.e., 0° < A< 90°;
iii) A medida do lado BC ¢ menor do que a medida do lado AC;
iv) A medida do lado BC é maior do que a medida do lado CH = h, onde h = bsen A.

Entao, usando a lei dos senos, temos

sen B sen A

b a
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isto é,

§ = arcsen(bsenA> ou é =T — arcsen(bsenA>.
a a

A fim de chegar a uma conclusao de escolha de uma s6 resposta, considere:

1) Verifique se a situagdo em questdo é ambigua: o caso ambiguo ocorre quando se
conhece um angulo e os dois lados que o contém ou quando se conhece um lado e

dois angulos;

2) Use a lei dos senos para encontrar um dos angulos: Calcule o seno do angulo
procurado e, a partir dele, determine os dois possiveis dngulos resposta (agudo e

obtuso);

3) Verifique qual dos dois angulos é valido: Analise os dados do problema para
determinar qual dos angulos encontrados é o correto, considerando que a soma

dos angulos internos de um triangulo qualquer é sempre igual a 180 graus.

No que segue disponibilizamos o conjunto de elementos ETEX necessarios para a
producao da Figura [I.14]

\begin{figure} [H]

\centering

\begin{tikzpicture}

\tkzDefPoints{-1/0/A, 2.5/0/B, 4/3/C, 4/0/H, 5.5/0/D}
\tkzDrawSegment [very thick] (A,B)
\tkzDrawSegment [very thick] (A,C)
\tkzDrawSegment [very thick] (B,C)
\tkzDrawSegment [very thick] (D,C)
\tkzDrawSegment [very thick] (D,B)
\tkzDrawSegment [very thick] (C,H)
\tkzDrawPoints[size=0.1cm, fill=black](A,B,C,D,H)
\tkzLabelPoints[below left] (A)
\tkzLabelPoints[below] (B)

\tkzLabelPoints [above] (C)

\tkzLabelPoints[below right] (D)
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\tkzLabelPoints [below] (H)
\tkzLabelSegment [above] (A,C) {$b$}
\tkzLabelSegment [right] (B,C) {$a$}
\tkzLabelSegment [right] (D,C){$a$}
\tkzLabelSegment [below] (A,B) {$c$}
\tkzLabelSegment [right] (C,H) {$h$>}
\end{tikzpicture}

\end{figure}

Teorema 1.4 Em um tridngulo qualquer, o maior lado € oposto ao maior dngulo interno.

Demonstracao: Sejam ABC é um triangulo qualquer de lados AB = ¢, AC = b,
BC = a, com angulos internos medindo 121\, B e 6’, e C a medida do maior angulo
interno. Se C' = 90°, entao o resultado ja é bem conhecido. Agora, ou 0° < C < 90°,
ou 90° < C' < 180°. Nestes casos, A<CeB< 6’, e isto implica que sen A < senC e
Sené < sen é .

Suponha que 0° < C <90°. Entio 0 < A <90°e 0 < B < 90°, o que implica que
senﬁ < sen(A}' e sené < sen@.

Agora, suponha que 90° < C < 180°, entao 0° < 180° — C < 90°, bem como
0<A<90el< B < 90° Caso A > 180° —6’, terfamos A + C > 180°, o que é
impossivel. Logo, A+C < 180°, ou seja, A < 180° — C. O mesmo vale para E, ou seja,

temos B < 180° — C. Portanto, pelo que ja sabemos,

sen A < sen(180° — C) = sen C

sen B < sen(180° — 6) —senC.

Finalmente, em qualquer caso, sen A < sen C, implica que

a senA senC
< =1

~ I A~
¢ senC senC

Y

ou seja

a < ¢,

e 0 mesmo argumento assegura que b < ¢, concluindo a demonstragao.
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1.3 Lei das tangentes

Teorema 1.5 Se ABC ¢ um tridngulo, nem isdsceles, nem retangulo, de lados AB = c,
AC = b e BC = a, com dngulos internos medindo 121\, B e 6’, conforme a Figura

abaizo, entao valem as relagoes sequintes:

Figura 1.15: Lei das tangentes.
C

A ¢ B

Fonte: Elaborada pelo autor.

_ 1.
- ——t, (1)
tg 5
A+C
atc T (1.8)
a— C A_
6 ~ ~
+C
b tg 2 )
e . (1.9)

Demonstragao: Demostraremos a equagao ((1.7). As equagdes (1.8) e ([1.9) podem ser

demonstradas de modo analogo.
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No triangulo ABC(Figura [1.16)) abaixo, considere a > b. Trace um circulo A com

centro em C' e raio a. Trace a reta AC , marque os pontos D, E € (An AC) e os segmentos
BE e BD. Trace DH paralelo a BE marcando o ponto H € \. Trace BA tais que

Ge(BAn ) e Fe(BGn DH). Agora, obtemos

Figura 1.16: Demonstragao - lei das tangentes

Fonte: Elaborada pelo autor.

e DBF = 90° — (B + CBE) = =(A— B);

Os triangulos ABE e ADF sao semelhantes pelo caso de semelhanca angulo-angulo;

e EBD = BDF = 90°.
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Primeiro, pela semelhanca entre os triangulos ABE e ADF', temos

AE BE a+b

AD DF a-b

Por outro lado, usando os triangulos retangulos BDE e BDF', obtemos

_ _ 1 -~ ~
BE =BD-tg (A + B)

- 1 ~ ~
DF = BD'tgé(A—B)
Daqui, segue o teorema. ]

No que segue disponibilizamos o conjunto de elementos IXTEX necessarios para a
produgao da Figura [1.16]

\begin{figure} [H]

\centering

\begin{tikzpicture}

\tkzDefPoints{0/0/C, -2.5/0/A}

\tkzDefPoint (0:4){E}

\tkzDefPoint (140:4){B}

\tkzDefPoint (180:4){D}
\tkzInterLC(B,A) (C,E) \tkzGetSecondPoint{G}
\tkzDrawCircle(C,E)

\tkzDrawSegment [very thick] (C,B)
\tkzDrawSegment [very thick] (C,A)
\tkzDrawSegment [very thick] (B,A)
\tkzDrawSegment [dashed] (E,C)
\tkzDrawSegment [dashed] (D,A)
\tkzDrawSegment [dashed] (B,E)
\tkzDrawSegment [dashed] (B,D)
\tkzDrawSegment [dashed] (A,G)
\tkzDefLine[parallel=through D] (B,E) \tkzGetPoint{H}
\tkzDrawSegment [dashed] (E,H)
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\tkzDrawSegment [dashed] (C,H)
\tkzDrawSegment [dashed] (D,H)
\tkzInterLL(B,G) (D,H) \tkzGetPoint{F}
\tkzDrawPoints(E,B,C,D,A,G,F,H)
\tkzLabelPoints(C,G)
\tkzLabelPoints[left] (D)
\tkzLabelPoints [above] (B)
\tkzLabelPoints[below left] (A)
\tkzLabelPoints[below left] (F)
\tkzLabelPoints[right] (E,H)
\tkzLabelSegment [right] (B,C){$a$}
\tkzLabelSegment [below] (A,C){$b$}
\tkzLabelSegment [left] (B,A){$c$}
\tkzLabelCircle[above,black] (C,D) (220) {$\mathcal{\lambda}$}
\end{tikzpicture}

\end{figure}

Faremos agora uma demonstracao alternativa usando a lei dos senos.
Demonstracao: Considere a Figura [1.15] acima. Partindo da lei dos senos e usando a

propriedade das proporgoes, temos

a b

senA senB

dai,
sen A

sen B

Sl S

o que implica
a+b senA+senB

a—b sen A —senB
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Aplicando a transformagao da soma em produto, temos

A+ B A-B A+ B
R . 2sen -cos | —— tg
a+b_senA+senB_ 2 2 2

Cl—b_sen;l—sené A-B ﬁ+§ A-B .
2sen 5 - COS 5 tg 5

Observacgao 1.4 Considere a Figura|l.15 e perceba que

¢ ﬁié senﬁisené
g = = =,
2 cos A + cos B

-+

/Al CA' senﬁisené’
tg 5 =

COSA\—F cosCA"
(é
tg

Teorema 1.6 Em um tridingulo qualquer nao retangular ABC', vale a sequinte rela¢ao

N | H-

6‘ B senéisenCA’
COSE—}-COSG.

tgﬁ—i—tg@—i—tgé’ = tgﬁ-tgﬁ-tga

~ ~

Jéqueﬁ+l§+é=7r,temosA+§=7r—C’,e

Logo

tg A+ tg B3 .
g—,\g,\ z—th,
1—-tgAtgB

e o resultado segue.

1.3.1 Apoio visual da lei das tangentes

A seguir, apresentamos uma ideia visual da demonstragao da lei das tangentes usando

semelhanca de triangulos e razoes trigonométricas no triangulo retangulo.
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Figura 1.17: Aspecto visual da lei das tangentes

(=)oe(+)

Fonte: Elaborada pelo autor.

A+ B A-B
Figura 1.18: Aspecto visual da lei das tangentes com 6 = ;L ew = 5
,,,,,, s E
AL C P

B B

Q
a— %

D E D&Y - B

N4 a+o la

F F
BE a+b BE =BD-tg e DF =DBD - tgw

DE a-—b

Fonte: Elaborada pelo autor.
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1.4 Lei das cotangentes

Teorema 1.7 Se ABC ¢ um triangulo de lados AB = ¢, AC = b e BC = a, com dngulos

internos medindo A, B e C', semiperimetro p = %b“, er o raio da circunferéncia inscrita

ao trigngulo ABC, conforme a Figura[1.19 abaizo, entao

Figura 1.19: Lei das cotangentes.

C

(1.10)
onder é
o [p=a)p -0 —0
p )
que € a medida do raito da circunferéncia inscrita ao tridngulo ABC.
cot | —
2 1
Demonstracao: Considere (Figura [1.20) abaixo. Provaremos ———* = — (as
—a r
B C
cot | — cot | —
2 1 2
igualdades ———*— = — ¢ ———% = — também podem ser demonstradas de modo
p—>b r p—c r

analogo).
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Figura 1.20: Demonstracao - lei das cotangentes.
O

Fonte: Elaborada pelo autor.

De acordo com as propriedades da circunferéncia inscrita em um tridngulo, temos que:
(1) o centro de uma circunferéncia inscrita fica no ponto de interse¢do das bissetrizes
internas do triangulo. Assim, @, BO e CO sio bissetrizes dos angulos A, B e
C, respectivamente. (i7) o raio de uma circunferéncia inscrita em um triangulo é

perpendicular aos lados do tridngulo nos pontos de tangéncia. Portanto, OF, OD e

OF sao perpendiculares aos lados AB, BC e AC, respectivamente.
Considere os triangulos retangulos AFO e AFO. Como OF = OF e AO é hipotenusa

em comum, entao pelo caso de congruéncia cateto-hipotenusa os dois triangulos sao

congruentes. Dali,

AE = AF
De maneira analoga, obtemos

CD=CF
e

BD = BE.

Agora, temos que

AE=c—-BE=c-BD=c—(a—CD)=c—a+CD=c—a+CF=c—a+ (b— AF)
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donde,
AE =c—a+b— AE

2AF =c—a+b.

Adicionando e subtraindo a no segundo membro da equacao acima e dividindo ambos os

membros por 2, obtemos

— b
. 4tovte o
2
isto é,
AFE =p—a.

Assim, considerando o triangulo retangulo AFEO e aplicando a definicao de cotangente em

. . A
relagao ao angulo 7 obtemos

o que implica

p—a r
Para provarmos a segunda parte, a férmula para obter o raio, partiremos da férmula

geral de adicao:

cot av + cot B + cot v — cot a - cot 3 - cot y
cot (v +pHp+7y) = 1.11
( B+) 1 —cota-cotf —cotf-coty— coty-cota ( )

onde «, [ e v sao angulos internos de um triangulo.
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A
2

(D)) (@) e (2) () [2)
(B ()

cot| =) -cot|— | -cot| =] =cot| =) +cot| —=| +cot| —].
2 2 2 2 2 2

Substituindo os resultados demonstrados em ([1.10]), obtemos

(p—a) (p=b) (p—a) (—a) (-b (-0

+

o | 0

c
Aplicando para cot ( E) = cotg = 0, obtemos

)

ou seja,

= + +
T r T r T r

_3p—(a+b+o)

N T

_3p—2p

N T

_P

o

Multiplicando ambos os membros da equacao anterior por r3, temos

(p—a)-(p=0)-(p—c)=p-r?

T_\/<p—a>-<p—b>-<p—c>
- |

o que implica,

34



1.4. LEI DAS COTANGENTES CAPITULO 1. GEOMETRIA PLANA

1.4.1 Demonstracao da férmula de Heron usando a lei das
cotangentes

A férmula de Heron (ou Teorema de Heron) fornece a area de um triangulo quando
conhecidos os comprimentos dos trés lados. Essa férmula relaciona a area do triangulo

com o semiperimetro (metade do perimetro) e os comprimentos dos lados.

Teorema 1.8 Se ABC ¢ um triangulo de lados AB = ¢, AC = b e BC = a ¢

, a+b+c . ,
semiperimetro p = — entao a drea S do tridngulo é dada por

Figura 1.21: Formula de Heron.
C

A ¢ B

Fonte: Elaborada pelo autor.

S =/plp—a)p—b)p—c). (1.12)

Demonstragao: Da lei das cotangentes, temos

cot éA + cot E + cot Q i
2 2 2]

Aplicando (1.11)) para Cot<

reescrita como



1.4. LEI DAS COTANGENTES CAPITULO 1. GEOMETRIA PLANA

ou seja,

(p—a) (p=b) (p—a) @P-a)p-bp-c _p

Multiplicando ambos os membros da equacdo anterior por pr3, obtemos

p(p—a)(p—b)(p—c) = (pr)*.

Como pr é a area S do triangulo ABC' em funcao do raio r da circunferéncia inscrita e

do semiperimetro p, entao

S=+/pp—a)(p—0b)(p—o).
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1.5 lei dos senos: aplicagoes

Exemplo 1 - Um satélite orbitando a Terra passa diretamente acima de duas
estacoes de observagao, que estao a 547 km de distancia uma da outra. Em um instante
em que o satélite estd entre essas duas estagoes, o angulo de elevacao é observado,
simultaneamente, com 60° da estagao B e 75° da estagao A. Qual é a distancia do satélite

até a estacao A?

Figura 1.22: Exemplo 1: aplicacao da lei dos senos.
satélite(C)

75° 60°

A c =547 km B

Fonte: Elaborada pelo autor.

Solucao - Se dois angulos internos em um triangulo sao conhecidos, entdo o terceiro
angulo pode ser determinado. Pois, a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°.
Neste caso, ACB = 180° — (75° + 60°) = 45°. Logo, pela lei dos senos, temos

b c

sen B senC

ou seja,

b 547
sen 60° sen 45°

o que implica,
547 x sen 60°

sen 75°

A distancia do satélite a estacao A é, aproximadamente, 669, 5 km.

~ 669,5 km.
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Exemplo 2 - Para encontrar a distancia através de um rio, uma topografa escolhe
os pontos A e B, que estao a 61 metros de distancia em um dos lados do rio (veja a Figura
. Ela entao escolhe um ponto de referéncia C' no lado oposto do rio e encontra que
ABC = 82° ¢ BAC = 52°. Qual é a distancia, aproximadamente, entre os pontos B e C'?

Figura 1.23: Exemplo 2: aplicacao da lei dos senos.
B 61 m A

C

Fonte: Elaborada pelo autor.

Solucao - Como a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°. Entdo, neste
caso, ACB = 180° — (82° + 52°) = 46°. Logo, pela lei dos senos, temos

Figura 1.24: Exemplo 3: aplicacao da lei dos senos.
B c=61lm A

52°

82°

C

Fonte: Elaborada pelo autor.
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a c

senA  senC

ou seja,
a 61

sen52°  sen 46°

o que implica,
_ 61 xsenb52° 61 x0,79 N

sen46° 0,72 ~ 607,

A distancia entre os pontos B e C' é, aproximadamente, 67 metros.

1.6 lei dos cossenos: aplicacoes

Exemplo 1 - Um tinel sera construido através de uma montanha. Para estimar o
comprimento do tunel, um agrimensor realiza as medi¢oes mostradas na Figura Use

os dados do agrimensor para aproximar o comprimento do ttnel.

Figura 1.25: Exemplo 1: aplicacao da lei dos cossenos.
A

Tinel

Fonte: Elaborada pelo autor.

Solucao - Para aproximar o comprimento AB do ttnel, utilizamos a lei dos cossenos

AB° =652+ 1182 — 265 - 118 cos 82, 4°
~ 4225 + 13924 — 2029 = 16120

39



1.6. LEI DOS COSSENOS: APLICACOES  CAPITULO 1. GEOMETRIA PLANA

o que implica,
AB ~ v/16120 ~ 127.

Assim, o tunel tera aproximadamente 127 metros.

Exemplo 2 - Duas embarcacoes partem do mesmo porto ao mesmo tempo. Uma
viaja a uma velocidade de 48 km/h na dire¢ao N 50° L e a outra viaja a uma velocidade
de 42 km/h na direcao S 70° L (veja a Figura |[1.26). Qual ¢ a distancia entre as duas

embarcagoes ap6s uma hora?

Figura 1.26: Exemplo 2: aplicacao da lei dos cossenos.

N
N, 50° L
r((\)
o¥
50°
0 L
700 42,
72 S, 70° L
S

Fonte: Elaborada pelo autor.

Solucgao - A situacao apresentada pode ser representada pela Figura m
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Figura 1.27: Exemplo 3: aplicacao da lei dos cossenos.

E
r((\)
bib\fv
0 60°
4
2 4772
F

Fonte: Elaborada pelo autor.

Onde F'F ¢ a distancia entre as embarcagoes ap6s uma hora. Entao, pela lei dos cossenos,

temos

EF> = 482 4+ 492 — 2. 48 - 42 c0s 60°
— 9304 + 1764 — 2016 = 2052

o que implica,

EF = /2052 ~ 45.

A distancia entre as embarcacoes é, aproximadamente, 45 km.
No que segue disponibilizamos o conjunto de elementos IXTEX necessarios para a

producao de algumas das figuras acima.

Figura [1.22}

\begin{figure} [H]

\centering

\begin{tikzpicture}[scale=.9]

\tkzDefPoint (0,0){A}

\tkzDefPoint (5,0){B}

\tkzDefTriangle[two angles = 75 and 60] (A,B) \tkzGetPoint{C}
\tkzDrawPolygon[very thick] (A,B,C)
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\tkzLabelSegment [right] (B,C){$a$}
\tkzLabelSegment [below] (A,B){$c=547\ km$}
\tkzLabelSegment [left] (A,C){$b$}

\tkzDrawPoints (A,B)

\tkzLabelPoints(B)
\tkzLabelPoint [above] (C){sat\’elite(C)}
\tkzDrawPoints[size=0.1cm,fill=black] (A,B,C)
\tkzLabelPoints[] (A)

\tkzMarkAngle[size=0.7] (B,A,C)
\tkzFillAngle[fill=red!30, opacity=0.5, size=0.7](B,A,C)
\tkzLabelAngle [pos=1.1] (B,A,C){$75"\circ$}

\tkzMarkAngle [size=0.7](C,B,A)
\tkzFillAngle[fill=blue!30, opacity=0.5, size=0.7]1(C,B,A)
\tkzLabelAngle [pos=1.1](C,B,A){$60"\circ$}
\end{tikzpicture}

\end{figure}

Figura [1.26}

\begin{figure} [H]

\centering

\begin{tikzpicture}

\tkzInit [xmin=-3,xmax=5, ymin=-3,ymax=4]
\tkzDefPoints{-1/0/A, 5/0/B, 0/-2/C, 0/4/D, 0/0/0}
\tkzDefShiftPoint [0] (40:5){E}
\tkzDefShiftPoint [0] (-20:4){F}
\tkzDrawPoints (0)

\tkzDrawSegment [<->,>=Stealth] (A,B)
\tkzDrawSegment [<->,>=Stealth] (C,D)
\tkzLabelPoint [above] (A){0}
\tkzLabelPoint [above] (B){L}
\tkzLabelPoint [below] (C){S}

\tkzLabelPoint [above] (D) {N}
\tkzLabelPoint [right] (E){$N,\ 50~\circ \ L$}

42



1.6. LEI DOS COSSENOS: APLICACOES  CAPITULO 1. GEOMETRIA PLANA

\tkzLabelPoint [right] (F){$S,\ 70~\circ \ L$}
\tkzDrawSegment [red, -triangle 45, thick](0,E)
\tkzLabelSegment [above, sloped] (0,E){$48\ km$}
\tkzDrawSegment [red, -triangle 45, thick](0,F)
\tkzLabelSegment [below, sloped] (0,F){$42\ km$}
\tkzMarkAngle[size=0.7] (E,0,D)
\tkzFillAngle[fill=red!30, opacity=0.5, size=0.7](E,0,D)
\tkzLabelAngle[pos=1.1] (E,0,D){$50"\circ$}
\tkzMarkAngle[size=0.7](C,0,F)
\tkzFillAngle[fill=blue!30, opacity=0.5, size=0.7]1(C,0,F)
\tkzLabelAngle [pos=1.1](C,0,F){$70"\circ$}
\end{tikzpicture}

\end{figure}

Fgura

\begin{figure} [H]

\centering

\begin{tikzpicture}

\tkzInit [xmin=-3,xmax=5, ymin=-3,ymax=4]
\tkzDefPoints{-1/0/A, 5/0/B, 0/-2/C, 0/4/D, 0/0/0}
\tkzDefShiftPoint [0] (40:5){E}

\tkzDefShiftPoint [0] (-20:4){F}
\tkzDrawPoints(0,E,F)

\tkzDrawPolygon[very thick] (0,E,F)
\tkzMarkAngle[size=0.7] (F,0,E)
\tkzFillAngle[fill=red!30, opacity=0.5, size=0.7](F,0,E)
\tkzLabelAngle[pos=1.1] (F,0,E){$60"\circ$}
\tkzLabelPoints[left] (0)

\tkzLabelPoints [above] (E)

\tkzLabelPoints [below] (F)

\tkzLabelSegment [above, sloped] (0,E){$48\ km$}
\tkzLabelSegment [below, sloped] (0,F){$42\ km$}
\end{tikzpicture}
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\end{figure}
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Capitulo 2

Um breve contexto historico sobre as

leis dos cossenos, senos e tangentes

A lei dos cossenos tem uma longa e surpreendente trajetéria que se estende desde a
geometria classica grega até a trigonometria moderna, tendo evoluido de maneira gradual
e por meio de contribuicoes de estudiosos de diversas culturas e regioes.

Uma ideia inicial do que conhecemos hoje como lei dos cossenos esta presente na obra
de Euclides [6], em Os Elementos:

Nos tridngulos obtusangulos (acutangulo), o quadrado sobre o lado que se
estende sob o angulo obtuso (agudo) é maior do que os quadrados sobre os
lados que contém o angulo obtuso (agudo) por duas vezes o contido por um dos
a volta do angulo obtuso (agudo), sobre o qual cai a perpendicular, e também
pela cortada exteriormente (interiormente) pela perpendicular relativamente
ao angulo obtuso (agudo) (EUCLIDES, 2009, p. 137).

Essas proposigoes tratam da relagao entre os lados de um tridngulo (obtusangulo e
acutangulo) e sao expressas de forma puramente geométrica, sem uso de angulos medidos
numericamente ou razoes trigonométricas como conhecemos atualmente.

Em um dos tratados escritos por Euclides e posterior a Os FElementos, chamado Os
dados, ele define um dado como um conjunto tal de partes ou relacoes de uma figura
que, tendo-se todas, menos uma delas, entao a restante esta determinada [7]. Esta nogao
¢ a mesma que atualmente é utilizada para resolver triangulos, ou seja, quando sabe-
se duas informacoes, entao a terceira é calculada. Assim, as partes ZA, a e r de um

triangulo no plano, em que A é um angulo, a é o lado oposto e r é o raio do circulo
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circunscrito, constituem um dado; dadas duas dessas partes, a terceira esta determinada.
Fuclides abordava este problema geometricamente, no entanto, esta relacao é semelhante
aa=2rsen A, que é parte do que chamamos atualmente de lei dos senos.

E interessante destacar que os gregos possufam um conhecimento relativamente sélido
sobre angulos e suas medidas. Segundo Carvalho e Roque (2012, p. 136), “até Os
Elementos de Euclides, os angulos eram medidos por multiplos ou submiltiplos do angulo
reto”. Porém, com o passar dos anos os astronomos gregos foram adotando o sistema
sexagesimal dos babilénios, que ja dividiam a circunferéncia em 360 partes, cada uma
correspondendo a um grau, e estabeleciam subdivisoes em minutos e segundos.

E devido a necessidade dos astrénomos gregos determinarem o movimento dos astros
com precisao que nascem as primeiras ideias sobre trigonometria, sendo, para Carvalho
e Roque (2012, p. 136), “Hiparco de Niceia (120 a.E.C.) considerado o fundador da
trigonometria”.

O astronomo indiano Brahmagupta (século VII, d.E.C), em sua obra Khandakhadyaka,
também lidou de forma indireta com a lei dos senos no plano dentro de sua teoria
planetaria. Porém, o uso aparente desse resultado por Brahmagupta nao nos permite
confirmar se ele possuia conhecimento independente da férmula.

Entre os séculos VII e XIII, durante o periodo de expansao do Isla, matematicos arabes
como al-Khuarizmi (século IX) e al-Battani (século IX), traduziram e aperfeicoaram
alguns resultados da matematica desenvolvida pelos gregos. Os estudiosos arabes também
estavam motivados em resolver problemas astronémicos. Os estudos se concentravam,
fundamentalmente, na trigonometria esférica, que estuda tridngulos esféricos, isto é,
tridngulos sobre a superficie de uma esfera. Conforme van Brummelen (2009, p. 167), “|...]
it is possible to find a great deal of spherical trigonometry buried within early Muslim
solutions to astronomical problems”. “[...| é possivel encontrar uma grande quantidade
de trigonometria esférica embutida nas solugoes astronémicas dos primeiros matematicos
muculmanos” (Traducdo nossa). E numa destas solu¢des que al-Khwarizmi apresenta um
resultados equivalente a lei dos cossenos para triangulos esféricos.

Um problema idéntico a lei dos cossenos esférica foi resolvido por al-Battani décadas
depois. Foi com a contribuicao e influéncia de matemaéaticos islamicos que, segundo van

Brummelen [I1],
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[...] may have been the path that led Regiomontanus to the purely
trigonometric result. So the early Islamic scientists were certainly capable of
finding and using rules of the sophistication and importance of the laws of sines
and cosines, but until later the rules remained in their astronomical contexts,
and were not posited independently. [...Jpode ter sido o caminho que levou
Regiomontanus ao resultado puramente trigonométrico. Assim, os primeiros
cientistas islamicos foram certamente capazes de encontrar e usar regras com
a sofisticagdo e importancia das leis dos senos e cossenos, mas até mais tarde
essas regras permaneceram em seus contextos astronémicos e nao foram postas
de forma independente (VAN BRUMMELEN, 2009, p. 168, tradugio nossa).

Podemos notar que apesar da lei dos cossenos para triangulos esféricos ja ser aplicada
pelos estudiosos éarabes, ela nao foi realgada como um resultado que merecesse um
destaque.

E com o matematico persa Nasir al-Din al-Tusi (século XIII, d.C.), em seu Treatise
on the Quadrilateral (Tratado sobre o Quadrilatero), livro III, onde a lei dos senos é
enunciada explicitamente e demonstrada. Segundo van Brummelen [IT]

The heart of Book III comes next, where two important theorems are
demonstrated. The first is an explicit statement of the plane version of the Law
of Sines, accompanied by two proofs and explanations on how to apply it to
solve triangles. [ O ponto central do Livro III vem a seguir, onde dois teoremas
importantes sao demonstrados. O primeiro é uma declaragao explicita da versao
plana da Lei dos Senos, acompanhada de duas demonstragoes e explicagoes

sobre como aplicé-la para resolver tridngulos.] (VAN BRUMMELEN, 2009, p.
188, tradugédo nossa).

Assim, ao descrever sistematicamente como resolver triangulos por meio de algumas
combinagoes dadas previamente, al-Tusi destaca a lei dos senos para tridngulos no plano
e da um passo importante no desenvolvimento da trigonometria plana.

Ja no Livro V', al-Tusi, faz uma anélise completa da trigonometria esférica conhecida
tendo o triangulo como seu foco principal, em vez do quadrilatero. Sua apresentacao gira
em torno de dois teoremas: a lei dos senos e a lei das tangentes. Com a lei dos senos,
ele comeca com o caso do tridngulo retangulo e oferece uma série de demonstragoes.
Sobre a lei das tangentes, al-Tusi vai além da demonstracao de teoremas e apresenta uma
defesa entusiastica do uso das tangentes e de funcoes relacionadas em geral. O fato de
que ele as define cuidadosamente, com uma abordagem geométrica e moderna, como fez
Abu al-Wafa (século X, d.e.c), indica que ele acreditava que alguns de seus leitores nao
necessariamente aceitariam essas relacoes de forma implicita, ou talvez nem estivessem

familiarizados com elas. Assim como a lei dos senos, a lei das tangentes é demonstrada
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varias vezes.

A lei das tangentes na esfera, tal qual é entendida hoje como uma relacao explicita entre
os elementos de um tridngulo esférico, foi explicitamente formulada e ganhou destaque na
matemaética arabe. Ao matemético persa Abu al-Wafa é amplamente creditado como a
primeira pessoa a declarar e utilizar sistematicamente a lei das tangentes.

Outro matematico persa que forneceu contribui¢oes importantes sobre as leis dos
cossenos e senos foi Jamshid Kashi (século XV). Em seu trabalho denominado Miftah
al-hisab (A Chave da Aritmética), ao discutir triangulos escalenos, assim como fez al-
Tusi, ele obteve e apresentou féormulas que correspondem & lei dos cossenos e a lei dos
senos no plano [I].

Johannes Miiller Regiomontanus, conhecido como Regiomontanus (1436-1476), foi
um matematico europeu que notabilizou-se ao sistematizar a trigonometria como um
campo separado da astronomia. Em sua obra mais famosa, De Triangulis Omnimodis
Libri Quingue (Cinco Livros sobre Todos os Tipos de Tridngulos), ele utilizou o método
dedutivo e axiomético presente no estilo euclidiano de escrita. Ou seja, seguindo as etapas:
definices e/ou axiomas, acompanhados de teoremas e suas demonstracdes. E no livro V,
teorema 2, que a lei dos cossenos para tridngulos esféricos é enunciado e demonstrado pela
primeira vez na Furopa. Essa lei possibilitou o célculo de lados desconhecidos quando
dois lados e o angulo entre eles eram conhecidos, sendo essencial para o desenvolvimento

da astronomia de precisao.
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Capitulo 3
Trigonometria esférica

Entre os conceitos fundamentais e resultados classicos da trigonometria esférica estao a
lei dos senos e a lei dos cossenos. Estas leis fornecem relagoes fundamentais entre os lados
e angulos dos triangulos esféricos, permitindo resolver completamente qualquer triangulo

quando algumas de suas partes sao conhecidas.

3.1 Definicoes basicas

Neste capitulo, estendemos o estudo da lei dos senos e cossenos abordados de um ponto
de vista geométrico do plano para um ponto de vista geométrico da esfera. Para tanto,

precisamos das defini¢oes preliminares apresentadas a seguir.

Definicao 3.1.1 Sejam dados um ponto O do espaco R® e um niimero real positivo R.

A esfera, de centro O e raio R, € o lugar geométrico dos pontos do espaco R? que distam
R de O (veja a Figura|3.1).

Definicao 3.1.2 A intersec¢io da esfera com um plano passando pelo seu centro é
chamada de circulo mdzimo da esfera (veja a Figura .

O termo ‘circulo maximo’ é devido ao fato de que eles sao os circulos de maior raio

contidos na esfera.
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3.1. DEFINICOES BASICAS CAPITULO 3. TRIGONOMETRIA ESFERICA

Figura 3.1: A esfera de centro O e raio R, e com circulos maximos.

Fonte: elaborada pelo autor.

Definigao 3.1.3 Um dngulo esférico é o dngulo entre dois arcos de circulos mdzrimos,

1sto €, o dngulo euclidiano entre os dois planos que contém os arcos de circulos mdximos

(Figura[3.9).

Na Figura o angulo entre o plano que contém o arco PM e o plano que contém o
arco PD mede 6. Logo, pela Definigao [3.1.3

, 0 angulo no vértice P é o angulo esférico 6.

Figura 3.2: Defini¢ao de angulo esférico.

Fonte: elaborada pelo autor.
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3.2. LEI DOS COSSENOS E SENOSCAPITULO 3. TRIGONOMETRIA ESFERICA

Definicao 3.1.4 Um tridngulo esférico € uma superficie limitada por trés arcos de
circulos mdximos, contido em algum hemisfério, sendo estes arcos menores que um
semicirculo mdximo (veja a Figura .

Na Figura [3.3] temos o triangulo esférico de vértices A, B e C. Seus lados sao os arcos

a, b e c. Seus angulos internos sao A, B e C.

Figura 3.3: Triangulo esférico

Fonte: elaborada pelo autor.

3.2 Lel dos cossenos e senos

Teorema 3.1 (Lei dos cossenos) Seja um tridngulo esférico de vértices A, B e C, com
angulos internos medindo A, B e C e cujos lados opostos medem a, b e c, respectivamente,
como na Figura[3.4 Entao, sao verdadeiras:
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3.2. LEI DOS COSSENOS E SENOSCAPITULO 3. TRIGONOMETRIA ESFERICA

Figura 3.4: Triangulo esférico de vértices A, B e C.

Fonte: elaborada pelo autor.

cos(a) = cos(b) - cos(c) + sen(b) - sen(c) - cos A (3.1)
cos(b) = cos(a) - cos(c) + sen(a) - sen(c) - cos B (3.2)
cos(c) = cos(a) - cos(b) + sen(a) - sen(b) - cos C (3.3)

Uma observagao interessante é que nos triangulos esféricos tanto os angulos internos

quanto os lados possuem medidas angulares.

Demonstragao: Demonstraremos a equagao ({3.2)), as outras duas sao obtidas pelo mesmo

processo. Considerando a Figura [3.5] temos
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3.2. LEI DOS COSSENOS E SENOSCAPITULO 3. TRIGONOMETRIA ESFERICA

Figura 3.5: Triangulo esférico para orientar a demonstracao.

Fonte: elaborada pelo autor.

Dos triangulos retangulos euclidianos ANO e NOP, respectivamente, seguem

ON = OA - cos(b)

e
ON = OP - cos(B),
e portanto
OA - cos(b) = OP - cos(B).
Como no plano BCO, v + 8 = a implica 8 = a — -y, obtemos
OA - cos(b) = OP - cos(B)
ou, ainda,
OA - cos(b) = OP - cos(a — 7).
Portanto,
OA - cos(b) = OP [cos(a) - cos(7y) + sen(a) - sen(7)] . (3.4)
M MP
No triangulo retangulo euclidiano MOP, temos que cos(7y) = OO:P e sen(y) = 5P

Substituindo estes dois resultados em ({3.4]), obtemos
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+ Sen((l) B
P oP

P - sen(a).

OA - cos(b) = OP [cos(a) :

SE
5
s

(3.5)

= OM - cos(a) +

=

No triangulo retangulo euclidiano AMO, como OM = OA - cos(c), conclui-se em (3.5)
que

OA - cos(b) = OA - cos(a) - cos(c) + MP - sen(a). (3.6)

Considerando o triangulo retangulo euclidiano AM P, tem-se

cos]\/jz E :>MP=AM-COSJ\/4\.
AM

Mas, pela Definicao [3.1.3] Z M ¢é igual ao angulo esférico /B, ja que ZM ¢é, também, o
angulo euclidiano entre os planos BCO e ABQO. Desse modo,

MPzAM-COSM\:MP:AM-COSE

e substituindo em (3.6)), segue

OA - cos(b) = OA - cos(a) - cos(c) + AM - cos B- sen(a). (3.7)

No triangulo retangulo euclidiano AMO, como AM = OA-sen(c), conclui-se em ({3.7)
que

OA - cos(b) = OA - cos(a) - cos(c) + OA - sen(c) - cos B - sen(a)
cos(b) = cos(a) - cos(c) + sen(a) - sen(c) - cos B.
n

Teorema 3.2 (Lei dos senos) Seja um tridngulo esférico de vértices A, B e C, com

angulos internos medindo A, B e C e cujos lados opostos medem a, b e c, respectivamente,
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como na Figura . Entao, sao verdadeiras:
)

sen(a) sen(b)  sen(c)

sen A sen B sen C

(3.8)

Demonstragao: Considere a Figura [3.5] Nos triangulos retangulos euclidianos MOP e
AMP, temos

AM = OA -sen(c)

_ AP
AM = —
sen M

Mas, pela Definicao /M é igual ao angulo esférico /B, pois /M ¢, também, o

angulo euclidiano entre os planos BCO e ABO. Desse modo,

OA -sen(c) = APA
sen B
ou seja
AP ~
521 sen B - sen(c). (3.9)

Nos triangulos retangulos euclidianos ANO e ANP, temos

AN = OA - sen(b)

AP
sen N
Mas, pela Definicao [3.1.3, ZN é igual ao angulo esférico ZC', pois o ZN ¢é, também, o

angulo euclidiano entre os planos ACO e BCO. Desse modo,

AN =

OA -sen(b) = APA
sen C
ou seja L
A:P = senC - sen(b). (3.10)
OA
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De () e (B10), temos
sen B - sen(c) = sen C - sen(b)

sen(b)  sen(c)

sen B sen C

Isso demonstra que
sen(b)  sen(c)

= = = (3.11)
senB  senC
Repetindo o mesmo processo, demonstra-se que
sen(b) _ sen(a). (3.12)
sen B sen A
Portanto, de (3.11]) e (3.12), conclui-se
sen(a)  sen(b)  sen(c)
send  senB  senC’
[ |

Teorema 3.3 (Lei das tangentes) Seja um tridngulo esférico de vértices A, B e C, com
angulos internos medindo ﬁ, BeCe cujos lados opostos medem a, b e c, respectivamente,

como na Figural|3.5. Entao, sao verdadeiras:

= , (3.13)

Demonstragao: Primeiro, notamos que as seguintes relagoes sao verdadeiras (e

96



3.2. LEI DOS COSSENOS E SENOSCAPITULO 3. TRIGONOMETRIA ESFERICA

conhecidas como férmulas de Delambre):

n (5 (5 ) = on () (*57).

cos () cos (ALY —sen (£ cos (422).

Consequentemente

e (5 e (A52) e (50 e (22),

o que implica que

]
No que segue disponibilizamos o conjunto de elementos IXTEX necessarios para a

producao de algumas das figuras acima.

Figura [3.1}

\begin{figure} [H]

\centering

\fill[black] (0,0) circle (1pt) node[above right]{0};

\draw[thick, black] (0) circle (2cm);

\draw[black, dashed, rotate=70, name path=ellipsel] (0) ellipse (2cm and 1lcm);
\draw[white,dotted, rotate=-70, name path=ellipse2] (0) ellipse (2cm and lcm);
\draw[black, name path=ellipse3] (0) ellipse (2cm and 1lcm);

\path[name intersections={of=ellipse2 and ellipse3, by={D, E, C,F}}];
\fill[black] (D) circle (1pt);

\draw (0) -- (D);
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\tkzLabelSegment [above right] (0,D){$R$}
\end{tikzpicture}
\end{figure}

Figura [3.2}

\begin{figure} [H]

\centering

\begin{tikzpicture}[scale=1.5, rotate=0]

\fill[black] (0,0) circle (1pt) node[above right] {0};

\draw[thick, black] (0) circle (2cm);

\draw[black, rotate=70, name path=ellipsel] (0) ellipse (2cm and 1lcm);
\draw[black, rotate=-70, name path=ellipse2] (0) ellipse (2cm and 1cm);
\draw[black, name path=ellipse3] (0) ellipse (2cm and 1lcm);
\path[name intersections={of=ellipsel and ellipse2, by={P, B}}];
\fill[black] (P) circle (1pt) node[above] {P};

\path[name intersections={of=ellipsel and ellipse3, by={A, M}}];
\fill[black] (M) circle (1pt) node[below left] {M};

\path[name intersections={of=ellipse2 and ellipse3, by={D, E, C,F}}];
\fill[black] (D) circle (1pt) node[below right] {D};

\draw (0) -- (M);

\draw (0) -- (D);

\coordinate (T) at (-0.25,1.5);

\coordinate (R) at (0.25,1.5);

\draw[dashed] (0) -- (P);

\draw[ultra thick] pic[ draw=red, angle radius=.5cm] {angle=M--0--D}
node[below] {$\theta$l};

\draw[ultra thick] pic[ draw=red, angle radius=0.5cm] {angle=T--P--R}
node[above=1.95cm] {$\theta$};

\begin{scope}[on background layer]

\clip(0,0) ellipse (2cm and 1cm);

\clip[rotate=70] (0,0) ellipse (2cm and 1lcm);

\end{scope}

\end{tikzpicture}
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\centering

\end{figure}
Figura (3.3}

\begin{figure} [H]

\centering

\tikzset{every picture/.style={line width=0.75pt}}

\begin{tikzpicture} [x=0.75pt,y=0.75pt,yscale=-1,xscale=1, scale=0.9]

\draw [fill={rgb, 255:red, 0; green, 0; blue, O }, fill opacity=0.25]

(381.71,80.07) .. controls (422.3,120.75) and (458.84,167.88) .. (484.5,211.76)
. controls (463.2,227.42) and (433.04,240.91) .. (396.51,250.07)

controls (398.72,192.5) and (393.47,131.99) .. (380.71,80) .. controls

(381.04,80.02) and (381.38,80.05) .. (381.71,80.07) -- cycle ;

\draw[] (380.7,80) -- (44.99,85.25) ;

\draw[] (396.52,250.06) -- (44.99,85.25) ;

\fill[black] (396.52,250.06) circle (2pt) node[below] {$B$};

\fill[black] (44.99,85.25) circle (2pt) node[above] {$03$};

\tkzDefPoints{384/184/N, 368/210/P, 381.71/80.07/A, 44.99/85.25/0, 326/216/M,

396.52/250.06/B, 484.5/211.76/C}

\draw [dash pattern={on 0.84pt off 2.51pt}] (484.5,211.76) -- (44.99,85.25) ;

\fill[black] (484.5,211.76) circle (2pt) node[right] {$C$};

\fill[black] (381.71,80.07) circle (2pt) nodelabove] {$A$};

\tkzLabelSegment [below right=0.1cm] (B,C){$a$}

\tkzLabelSegment [right=0.2cm] (A,B){$c$}

\tkzLabelSegment [right=0.2cm] (A,C) {$b$}

\end{tikzpicture}

\end{figure}

Figura [3.4}

\begin{figure} [H]

\centering
\begin{tikzpicture}[scale=1.5]
\draw([thick, black] (0,0) circle (2cm);
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\fill[thick,black] (0,0) circle (1pt) nodel[below] {0};

\draw[black, rotate=70, name path=ellipsel] (0,0) ellipse (2cm and 1cm);
\draw[black, rotate=-70, name path=ellipse2] (0,0) ellipse (2cm and 1cm);
\draw[black, name path=ellipse3] (0,0) ellipse (2cm and lcm);

\path[name intersections={of=ellipsel and ellipse2, by={A, B}}];
\fill[black] (B) circle (1pt) node[below left] {$B$};

\path[name intersections={of=ellipsel and ellipse3, by={A, C}}];
\fill[black] (A) circle (1pt) node[above right] {$AS$};

\path[name intersections={of=ellipse2 and ellipse3, by={D, E, C,F}}];
\fill[black] (C) circle (1pt) node[above left] {$C$};

\draw (0,0) -- (A);

\draw (0,0) -- (B);

\draw[dashed] (0,0) -- (C);

\tkzLabelSegment [] (A,B){$c$}

\tkzLabelSegment [above] (A,C) {$b$}

\tkzLabelSegment [left] (B,C) {$a$}

\begin{scope} [on background layer]

\clip(0,0) ellipse (2cm and 1cm);

\clip[rotate=-70] (0,0) ellipse (2cm and 1cm);

\path[fill=black!20, even odd rule] (0,0) ellipse (2cm and 1cm) [rotate=70]
(0,0) ellipse (2cm and 1cm);

\end{scope}

\end{tikzpicture}

\end{figure}

Figura [3.5}

\begin{figure} [H]

\centering

\tikzset{every picture/.style={line width=0.75pt}}

\begin{tikzpicture} [x=0.75pt,y=0.75pt,yscale=-1,xscale=1, scale=0.9]

\draw [fill={rgb, 255:red, 0; green, 0; blue, 0 } ,fill opacity=0.25 ]
(381.71,80.07) .. controls (422.3,120.75) and (458.84,167.88) .. (484.5,211.76)
\draw(380.7,80) -- (44.99,85.25) ;
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\draw(396.52,250.06) -- (44.99,85.25) ;

\fill[black] (396.52,250.06) circle (2pt) node[below] {$B$};
\fill[black] (44.99,85.25) circle (2pt) node[above] {$03$};
\tkzDefPoints{384/184/N, 368/210/P, 381.71/80.07/A, 44.99/85.25/0, 326/216/M,
396.52/250.06/B, 484.5/211.76/C}
\tkzMarkRightAngle[fill=blue!30,size=.3,draw] (A,N,0)
\tkzMarkRightAngle[fill=blue!30,size=.3,draw] (0,M,A)
\tkzMarkRightAngle[fill=red!30,size=.3,draw] (A,P,0)
\tkzMarkRightAngle[fill=red!30,size=.2,draw] (P,M,B)
\tkzMarkRightAngle[fill=red!30,size=.2,draw] (P,N,C)
\tkzMarkRightAngle[fill=green!50,size=.2,draw] (A,P,M)
\tkzMarkAngle [size=200] (P,0,M)

\tkzFillAngle[fill=red!30, opacity=0, size=200](P,0,M)
\tkzLabelAngle [pos=210] (P,0,M) {$\gamma$}

\draw[dash pattern={on 0.84pt off 2.51pt}] (484.5,211.76) -- (44.99,85.25);
\fill[black] (484.5,211.76) circle (2pt) node[right] {$C$};
\draw[dashed] (381.71,80.07) -- (368,210) ;
\draw[dashed] (44.99,85.25) -- (368,210) ;

\draw[] (381.71,80.07) -- (326,216) ;

\fill[black] (326,216) circle (2pt) node[left] {$M$};
\draw [dashed] (381.71,80.07) -- (384,184) ;

\fill[black] (381.71,80.07) circle (2pt) node[above] {$A$};
\draw [dashed] (368,210) -- (326,216) ;

\draw[dashed] (368,210) -- (384,184) ;

\fill[black] (368,210) circle (2pt) node[below] {$P$};
\fill[black] (384,184) circle (2pt) nodel[above] {$N$};
\tkzMarkAngle [size=180] (N,0,P)

\tkzFillAngle[fill=red!30, opacity=0, size=200](N,0,P)
\tkzLabelAngle [pos=190] (N,0,P){$\beta$}

\tkzLabelSegment [below right=0.1cm] (B,C){$a$}
\tkzLabelSegment [right=0.2cm] (A,B){$c$}

\tkzLabelSegment [right=0.2cm] (A,C){$b$}

\end{tikzpicture}
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\centering

\end{figure}
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