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Resumo

Neste trabalho, introduzimos a classe de operadores hiperbdlicos e sua relacao com
os conceitos de sombreamento e estabilidade estrutural forte, ja consolidados na dina-
mica discreta e na teoria ergddica. A partir disso, estudamos uma caracterizagao para
shifts com peso em espagos ¢y ou £, (com 1 < p < c0) que satisfazem a propriedade de
sombreamento, conforme estabelecido por N. C. Bernardes Jr. e A. Messaoudi (2020).
Por fim, discutimos como F. Bayart (2021) demonstrou que, nesse mesmo contexto, a

propriedade de sombreamento é equivalente a estabilidade estrutural forte.

Palavras-chave: Operadores hiperboélicos, sombreamento, estabilidade estrutural forte,

shift com peso.



Abstract

In this work, we present the class of hyperbolic operators and their connection with
the well-established concepts of shadowing and strong structural stability in discrete
dynamical systems and ergodic theory. We then examine a characterization of weighted
shift operators on ¢y or {, spaces (where 1 < p < o0) satistying the shadowing pro-
perty, as demonstrated by N. C. Bernardes Jr. and A. Messaoudi (2020). Furthermore,
we analyze how F. Bayart (2021) established that, in this framework, the shadowing

property is equivalent to strong structural stability.

Keywords: Hyperbolic operators, shadowing property, strong structural stabilit, weigh-

ted shift operators.



Notacoes

A seguir, listamos algumas notagoes utilizadas neste trabalho.
e N - conjunto dos nimeros naturais

L4 No -NU {0}

e 7 - conjunto dos ntimeros inteiros

e R - conjunto dos nimeros reais

e C - conjunto dos nimeros complexos

e K - corpo dos ntimeros reais ou complexos

e K - produto cartesiano do corpo K n-vezes

e M & N - soma direta dos espagos vetoriais M e N

e ¢, - vetor (0,0,...,0,1,0,...) em que o 1 estd na entrada n-ésima
e || -] - norma

e D - elementos cuja norma é menor ou igual a 1

e T - elementos cuja norma ¢é igual a 1

e 1" - n-ésima iterada do operador T

e T° - operador identidade

e B, - operador deslocamento para trés com peso

e I, - operador deslocamento para frente com peso

viil



e Py, - operador projecao sobre um subespaco M
e Lip(+) - conjunto dos mapas Lipschitz

e Lip(a) - constante de Lipschitz associada ao mapa o

o (,(Z) - {(l’n)nez : x, € K, paratodon € Z e Z |z, |P < oo}, 1<p<oo

n=—0oo

e (Z) - {(In)nez : x, € K para todon € Z eml‘iinOO Ty = 0}
e (M,d) - espago métrico M munido da métrica d.

e o(T) - espectro do operador T

e r(T) - raio espectral do operador T

e L(X) - conjunto dos operadores lineares de X em X

e GL(X) - grupo linear dos operadores invertiveis de X em X

X
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Introducao

A Dinamica Linear surgiu como érea de estudo a partir dos trabalhos pioneiros de
Gethner e Shapiro [9] e Kitai [I2] na década de 1980, focando no estudo de operado-
res lineares em espagos completos e suas propriedades dindmicas. O interesse inicial
concentrou-se na densidade das o6rbitas desses operadores, o que levou ao desenvolvi-
mento dos conceitos fundamentais de hiperciclicidade e caoticidade. A hiperciclicidade
ocorre quando existe um vetor cuja orbita é densa no espacgo, enquanto a caoticidade
acrescenta a esse conceito a densidade de 6rbitas periddicas. Inspirados pela Dinamica
Classica, esses estudos evoluiram para incluir outros conceitos adaptados ao contexto
linear, como a propriedade de sombreamento e a estabilidade estrutural forte.

A propriedade de sombreamento, também denominada na literatura como pseu-
doorbit tracing property (POTP) ou apenas shadowing, foi inicialmente introduzida
nos trabalhos de Bowen [0] e Sinai [16], consolidando-se como um conceito de extrema
relevancia na teoria de Sistemas Dinamicos. Esta propriedade garante que, para toda
pseudotrajetoria, uma sequéncia de pontos onde cada iteragao apresenta um pequeno
erro controlado, existe uma Orbita verdadeira do sistema que a aproxima uniforme-
mente. Suas aplicacoes desempenham um papel crucial na Metereologia, com modelos
climaticos, e na engenharia, em controle de sistemas cadticos. Para um tratamento
aprofundado do tema, recomendamos as obras de Palmer [14] e Pilyugin [I5], que
abordam tanto o desenvolvimento tebrico quanto aplicagoes concretas.

A estabilidade estrutural, cujo estudo seminal foi estabelecido por Andronov e
Pontryagin[1], constitui um pilar central na teoria dos sistemas dindmicos, geometria
diferencial e em diversas aplicacoes matemaético-fisicas. Este conceito garante que a
dinamica essencial de um sistema permanece invariante sob pequenas perturbacoes,
propriedade estudada por P. Hartman [11] no contexto de equagoes diferenciais. Sua
generalizagao para a estabilidade estrutural forte amplia o escopo da teoria, exigindo
nao apenas a robustez topologica das trajetorias, mas também a existéncia de uma
conjugagcao topologica (ou linear) entre o sistema original e o perturbado. Um prototipo
de aplicagao ocorre na Teoria do Controle, onde a propriedade assegura a confiabilidade

de sistemas dinamicos sujeitos a incertezas paramétricas ou erros de modelagem.



Introducao

Este trabalho esté organizado em trés capitulos. No Capitulo 1, sao apresentados
os fundamentos tedricos necessarios para o desenvolvimento da pesquisa, com énfase
nos conceitos basicos da Anéalise Funcional e nos resultados preliminares que sustentam
a demonstragao dos principais teoremas abordados no estudo. Particular atencao foi
dedicada a exposicao das nogoes iniciais da teoria, particularmente no que diz respeito
aos estudos iniciais desenvolvidos no artigo [3], os quais servem como alicerce teorico
para as investigacoes realizadas nos capitulos seguintes. Esta secao introdutoria foi ela-
borada com o objetivo de proporcionar ao leitor uma base conceitual solida e coerente,
essencial para a compreensao dos desenvolvimentos posteriores.

No Capitulo 2, organizamos o contetiido em duas sec¢oes principais, visando uma
abordagem didatica e conceitualmente clara. Na primeira secao, dedicamo-nos ao es-
tudo dos operadores shift com peso, objetos fundamentais na teoria de sistemas di-
namicos lineares. Esses operadores, cuja analise serda desenvolvida nos espacos ¢y e
¢, (com 1 < p < 00), destacam-se tanto por sua versatilidade na modelagem de pro-
blemas quanto pela riqueza de propriedades dindmicas e espectrais que exibem. Na
segunda se¢ao, abordamos resultados gerais da dindmica classica, com énfase em como
certas propriedades fundamentais - como a invertibilidade do operador ou a existéncia
de conjugagao isométrica - preservam caracteristicas essenciais no que diz respeito ao
sombreamento e a estabilidade estrutural forte.

No Capitulo 3, dividimos o contetido em duas se¢oes igualmente importantes para
o desenvolvimento do trabalho. Ambas fornecem as ferramentas necesséirias para as
caracterizagoes apresentadas em [4] e [2]. Para isso, introduzimos Lemas auxiliares e
adotamos uma abordagem um pouco menos direta que a original, buscando clareza
e facilidade de compreensao para o leitor. No inicio de cada secao, apresentamos os
resultados preliminares que sustentam as demonstracoes finais de cada segao, visando

guiar o leitor nos conceitos especificos para cada resultado de maneira objetiva.



Capitulo 1
Nocoes Basicas

Este capitulo tem como objetivo compilar as notagoes fundamentais e os resul-
tados preliminares essenciais para o desenvolvimento desta pesquisa, apresentando as
defini¢oes centrais que constituem o embasamento tedrico deste trabalho, bem como
estabelecemos a classe de operadores amplamente utilizados nos resultados principais

deste trabalho, os operadores hiperbolicos, tendo como principais referéncias os artigos
131, [, 51, [7] e [8].

Definigao 1.1. Sejam X e Y espacos de Banach. Denotamos por L(X,Y") o espago
dos operadores lineares continuos entre X e Y. Em particular, se X =Y, denotamos

apenas por L(X).

Defini¢ao 1.2. Sejam X e Y espagos de Banach. Denotamos por GL(X,Y) o grupo,
com a operacao composicao, dos operadores T € L(X,Y") invertiveis. Em particular,

se X =Y, denotamos apenas por GL(X).

Defini¢ao 1.3. Sejam X e Y espagos de Banach. Denotamos por Uy(X,Y) o espago
de todas as aplica¢oes uniformemente continuas e limitadas munidas com a norma do

supremo

[¢lloc = sup [[o(2)]].
zeX
Para o caso em que X =Y, denotamos este espago apenas por U,(X).
Observagao 1.4. Além disso, com esta norma, U,(X,Y’) é um espago de Banach.

Definigao 1.5. Seja X um espago de Banach. Dizemos que T',S € GL(X) sdo conju-

gados isometricamente, se existe um homeomorfismo h : X — X satisfazendo
Toh=hol,

com [[h(z) — h(y)l| = o = yll, para todo .,y € X.

4



1. Nocoes Bésicas

Definigao 1.6. Seja X um espaco de Banach. Um operador P € £L(X) é uma projecao
se PP=PoP =P,

Proposigao 1.7. Sejam X um espaco de Banach e Y C X um subespago. As sequintes

afirmacoes sao equivalentes

(a) Existe uma projegao P : X — X cuja imagem coincide com Y. Neste caso,

dizemos que P € uma projecao de X sobre Y.

(b) Y € fechado e existe um subespaco fechado Z C X tal que X =Y @ Z, isto é,
EFE=F+GeFNG=09.

Demonstragao. Para este resultado, veja [5], Proposicao 3.2.2]. ]

Defini¢ao 1.8. Sejam (M, d;) e (N, ds) espagos métricos. Dizemos que uma aplicagao
¢ : M — N & uma contragao se Lip(¢) < 1, isto é, se existir uma constante k < 1 tal
que

dy(P(x), ¢(y)) < kda(2,y),

para quaisquer x,y € M.

Teorema 1.9 (Teorema do ponto fixo de Banach). Sejam (M,d) um espa¢o métrico

completo e ¢ : M — M uma contragao. Entao, existe um unico ponto xg € M tal que

¢(x0) = o.
Demonstragao. Para este resultado, veja [5], Teorema 9.4.2]. O

Definigao 1.10. Sejam X um espaco de Banach e T" € L(X). O espectro de T,

denotado por o(T), é o conjunto dado por
o(T)={XAe€ C:T — Al énao invertivel.}
Proposigao 1.11. Sejam X um espago de Banach e T € L(X). Entao,
a(T)Cc{reC: |\ <||T|}
Além disso, se T € invertivel, temos que
o(TH={\"1eC:xea(T)}.

Demonstracao. Para este resultado, veja [8, Corolario 27.7] e [8, Exercicio 27.14]. O



1. Nocoes Bésicas

Teorema 1.12. Sejam X um espag¢o de Banach e T € L(X). Suponha que o(T) C
o1 Uag, onde 01,09 C C sao fechados e disjuntos. Entao, existem subespagos fechados

nao triviais e T-invariantes My e My de modo que X = My, & M,
o(T|ay) =01 € 0(T|n,) = 0o

Demonstragao. Para esta demonstragao, veja |10, Teorema B.9]. O

Definigao 1.13. Sejam X um espago de Banach e T € £(X). Chamamos de raio

espectral do operador T' o valor denotado por r(7T") de modo que
r(T) =sup{|A|: A€ a(T)}.
Proposicao 1.14. Sejam X um espaco de Banach e T € L(X). Entao, r(T) satisfaz
. -
o(T) = lim |7 < ||
Caso T" seja um operador invertivel, vale

=inf{|]\| € C: A€ a(TH)}.

r(T-1)
Demonstragao. Para este resultado, veja [8, Teorema 27.12]. O

As defini¢oes abaixo servirao para a classe de operadores que sera bastante utili-
zada neste trabalho, tendo em vista sua riqueza de propriedades na teoria de Sistemas

Dinamicos, Teoria Ergodica e Analise Funcional.

Definigao 1.15. Sejam X um espago de Banach e T' € L(X). Diz-se que T' é hiperbdlico
sed(T)NT =0

Defini¢ao 1.16. Sejam X um espago de Banach e T € GL(X). Diz-se que T' é um

operador hiperbolico generalizado se X é escrito como
X=Ma®N,
onde M e N sio subespacos fechados de X tal que (M) Cc M, T"'(N) C N e
o(T|y)CD e o(Ty) CD.

Lema 1.17. Sejam X um espago de Banach e T € L(X) . Seo(T) C D, entao existem
t€(0,1) ec>0 tal que
17" < et

6



1. Nocoes Bésicas

para todo n € N.

Demonstragao. SejaT € L(X), com o(T) C D. Dai, podemos definir ¢ = r(7") de modo

n oo . Tn
que t € (0,1). Por outro lado, como ||T”||% 272, ¢+, podemos definir ¢ = sup Ht—nH >0
neN

de maneira que

TTL

para todo n € N. O

Observacao 1.18. E oportuno mencionar que, o conjunto dos operadores hiperbolicos
invertiveis esta inteiramente contido no conjunto dos operadores hiperboélicos genera-
lizados, mas nao ¢é igual. Com efeito, se 7' € GL(X) é um operador hiperbélico
generalizado e sendo M e N como na definicdo, quando 7} v NN # @, entao T nao

é hiperbolico. Operadores deste tipo sao ditos shift-hiperbolicos.

Defini¢ao 1.19. Sejam (M, d) um espago métrico e h : M — M um homeomorfismo.

Diz-se que uma sequéncia (x,),ez ¢ uma J-pseudotrajetoria de h se
d(h(zy), Tpt1) <9, Vn € Z.

Aqui apresentamos uma das principais defini¢coes deste trabalho, a saber, o conceito
de sombreamento, e estabeleceremos condigoes necessérias e suficientes para que um

operador em espagos de Banach possua a propriedade de sombreamento.

Defini¢ao 1.20. Sejam (M, d) um espago métrico e h : M — M um homeomorfismo.
Dizemos que h possui propriedade de sombreamento se, para todo € > 0, existe § > 0
de modo que toda d-pseudotrajetoria (z,)nez de h é e-sombreada por uma trajetoria

real de h. Ou seja, existe ©x € M satisfazendo
d(z,,h"(x)) <e, VneZ.

Além disso, caso exista uma constante K > 0 tal que ¢ pode ser escolhido de modo

que £ < K9, entao dizemos que h possui propriedade de Lipschitz-sombreamento.

A Figura abaixo ilustra uma representacao esquemaética das relagoes entre as pseudo-

orbitas e as trajetorias exatas, conforme estabelecido nas defini¢oes anteriores.

Observacao 1.21. Ao considerarmos o caso de mapas nao-invertiveis em um espaco
métrico (M, d), podemos definir o conceito de sombreamento positivo, onde apenas

substituiremos o conjunto Z por Ny na defini¢ao de sombreamento.



1. Nocoes Bésicas

Trajetoria Exata vs. §-Pseudotrajetoria
1 .

Estado (2,)] o= Trajetoria Exata
0.8 1 - o- §-Pseudotrajetoria
— Margem §

0.6 |
9

0.4

0.2 1

Tempo (n)
2 4 6 8 10

Figura 1.1: Comparagao entre uma trajetoria exata e uma d-pseudotrajetoria. A regiao
cinza ilustra a margem de erro 9.

Quando lidamos com homeomorfismos lineares, a verificagao de que estes possuem
sombreamento é simplificada. Com efeito, se a proposicao é verificada para um &g,

entdo ¢ valida para qualquer €. E o que estabelece o proximo resultado.

Proposicao 1.22. Sejam (M, d) um espago métrico, com d uwma métrica homogénea,
eh: M — M um homeomorfismo linear. Suponha que, para algum eq > 0, existe

0o > 0 de modo que para toda dg-pseudotrajetoria de T, existe v € X satisfazendo
d(x,, h"(z)) < e,
para cada n € Z. Entao h possui propriedade de sombreamento.

€
Demonstragao. Tome € > 0 e (Yn)nez € X uma J-pseudotrajetoria de h com § = —d.
€o

€
Defina (z,)nez € X por z, = —Oyn. Entao,
€
d(h(yn)7yn+l) < (57 VneZ.
Desse modo, pela maneira que definimos (z;,),ez, da linearidade de h, obtemos
€o
d(h($n),$n+1) < g(g = (50.
Logo (x)nez € uma dp-pseudotrajetoria de h e, por hipotese, existe x € X satisfazendo
d(h™(x),x,) < eo, Y1 €ZL.

. . . €
Dai, novamente pela linearidade, definindo y = —x, temos
€o

d(h"(y), yn) = d(h" (giow)yn) <e,

8



1. Nocoes Bésicas

para cada n € Z . Portanto, (y,)nez € e-sombreada por uma trajetoria real de h. [

O lema a seguir sera de grande ajuda para a demonstracao de um dos resultados
mais importantes deste capitulo, garantindo que pequenas variagoes induzam corregoes

proporcionais conduzindo, assim, a 6rbitas aproximadas.

Lema 1.23. Sejam X um espago de Banach e T € GL(X). Entao T possui propriedade
de sombreamento se, e somente se, existe uma constante k > 0 tal que para toda

sequéncia limitada (z,)nez € X, eziste uma sequéncia (Yn)nez € X tal que

sup ||lyn|| < ksup ||zall € Yni1 = Tyn + 20, V0 € Z. (1.1)
neL nez

Demonstrac¢ao. Suponha que T possua propriedade de sombreamento e tomemos § > 0
a constante associada para € = 1. Agora, seja (2,)nez € X uma sequéncia limitada de

modo que sup ||z,|| = L e definamos uma sequéncia (z,),ecz de modo que
nez

)
—Zn, Vn€Z.

Tn41 = T:Un + I

Entao (z,)nez € 6-pseudotrajetoria de T pois, para todo n € Z, temos

) )
1720 = nall = | Tn = T+ 22| = [ 320

4]

Desse modo, como 1" possui propriedade de sombreamento, existe x € X tal que
|zn, —Trz|| <1, Vne€Z.

Disto e, definindo y,, = = (x,, — T"x), temos

>

= ksup ||z,
NneZ

ol = || 5o - 70| < 2

1
com k = —. Com isto, vale a primeira parte de (1.1). Por fim, como (z,),cz é uma

o
0-pseudotrajetoria de T,

L L
g(a:nﬂ —T"g) = 5 <Txn + =z, — T"Hx>.

Yn+1 =

Assim,
L
Ypy1 = T(E(xn - T”x)) + zp =Ty, + 2,



1. Nocoes Bésicas

para todo n € Z. Isto conclui a primeira parte da demonstracao. Reciprocamente, su-
ponha que para toda sequéncia limitada (2,)nez € X, exista (y,)nez € X de modo que
vale . Da Proposicao , é suficiente mostrar apenas para um ¢ > (0. Considere
e=10= T com k > 0 dado como na hipotese, e (x,),cz uma d-pseudotrajetoria de
T. Por e definindo a sequéncia (z,)nez por

Zn =TTy — Tpyq.

encontramos

Tptl = Ynt1 = T(xn - yn)'

Desse modo,

Tp —Yn = T(xnfl - ynfl)
= T(T(xn—2 - yn—2))

e, ao repetirmos este processo n-vezes, vemos que
mn
Ty —Yp =T (550 - yo)-

Assim,
o = TG = o)l = gl < Ksup lnl] < 5 = 1.
ne

Portanto, o operador 1" possui propriedade de sombreamento. O

As proximas definigoes introduzem o conceito de estabilidade estrutural, crucial
para sistemas dinamicos, em que pequenas perturbacoes nao alteram qualitativamente
o seu comportamento. Em seguida, apresentaremos a nogao de estabilidade estrutural
forte, que frequentemente exige a hipotese de hiperbolicidade e estabelece, assim, uma

conexao direta com os conceitos de operadores hiperbélicos discutidos anteriormente.

Definigao 1.24. Sejam X um espago de Banach e T € £(X). Dizemos que T é

estruturalmente estdvel se existem € > 0 e h : X — X homeomorfismo satisfazendo
ho(T+¢)=Toh

qualquer que seja ¢ € Lip(X) com ||¢||e < € e Lip(p) < . Ou seja, se h é estrutu-
ralmente estavel, entao uma pertubacao Lipschitz suficientemente pequena mantém as

propriedades dinamicas do operador.

Definigao 1.25. Sejam X um espago de Banach e T € £(X). Dizemos que T é forte-

mente estruturalmente estdvel se, para todo € > 0, existe d > 0 tal que, para qualquer

10
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Y € Lip(X), com ||| < 6 e Lip(y) <9, existe ¢ : X — X um homeomorfismo, com
o — Id]w < <. tal que

To(Id+ )= (Id+ ¢)o (T +1).

Em outras palavras, ao possuir estabilidade estrutural forte, uma pertubacao Lips-
chitz suficientemente pequena mantém suas propriedades dindmicas a menos de um

homeomorfismo proximo a identidade.

Para finalizarmos este capitulo, apresentaremos dois dos resultados mais impor-
tantes para a demonstragao do resultado principal do Capitulo 3. Os teoremas aqui
enunciados mostram que a classe de operadores hiperbdlicos é bastante 1til no estudo
da propriedade de sombreamento. O caso hiperboélico invertivel é um resultado classico
da Dinadmica Cléssica, tratado em [13] e, posteriormente, estendido para o caso sem a

hipotese do operador ser invertivel e operadores hiperbolicos generalizados em [3].

Teorema 1.26. Sejam X um espaco de Banach e T € GL(X). Se T ¢é hiperbdlico,

entao T' possui propriedade de sombreamento.
Demonstrac¢ao. Para a demonstracao, ver [13, Teorema 1]. O

Teorema 1.27. Sejam X um espago de Banach e T € L(X). Se T é hiperbdlico, nao

necessariamente invertivel, entao T possui propriedade de sombreamento.

Demonstragao. SeT € L£(X) éum operador hiperbolico, entdo o(7)NT = @ e podemos
considerar trés casos.
Considere o(T) € D e T° = Id. Do Lema existem ¢ € (0,1) e ¢ > 1 tais

(1—1t)e

c
(n)nen, uma d-pseudotrajetoria de T' e y,, = x, — Tx,,_1, para cada n € N. Entao,

que | T"|] < ct™, para todo n € Ng. Dado ¢ > 0, defina § = . Agora, sejam

Tp = TnfEO + i Tniiyia
=1

para cada n € N. Como ||y,|| <9, temos

mn a n—1 B n—1 t n—i 05
o~ Twoll < 32Tl < Il < S e is < <2 =
=1 =1 =1

1—¢

o que nos diz que T é e-sombreada por uma trajetéria real e temos o primeiro caso.
Se o(T) € C\ D, entdo 0 € o(T). Ou seja, T ¢ um operador hiperbolico invertivel

e, do Teorema [1.26} 7" possui propriedade de sombreamento.

11



1. Nocoes Bésicas

Por fim, suponha que o(T) ND # @ e o(T) NC\ D # @. Neste caso, defina
o1 =o(T)ND e gy = o(T)NC\D de modo que estes formam duas parti¢des ndo vazias
de conjuntos fechados. Do Teorema |l.12] existem susbpagos fechados T-invariantes M;
e M, de X tais que

X=M&M,;, o(T|y,) =01 € 0(T|as,) = 02

Dos casos anteriores, T'|p, € T'|p, possuem propriedade de sombreamento. Provemos
que T possui propriedade de sombreamento. Seja ¢ > 0. Como T restrito a M; tem
sombreamento, existe d; satisfazendo a definicdo de sombreamento. Do mesmo modo
para T restrito a Ms, existe 9, satisfazendo a propriedade de sombreamento. Sejam P,

e P, as projecoes sobre M, e Ms. Note que, se P é uma projecao, vale que
P(Tz) =T (Px),

pois T' é linear. Agora, defina

01 09 }

0 =minq —, —
{HPIH | P2

Dai, seja (xy,)nez uma d-pseudotrajetoria de T qualquer. Como P; e P, s@o continuas,

é facil ver que (P, )nez € (Poy)nez sao d-pseudotrajetorias de T'|y, e T'|ps,. De fato,
[Prznsr — T(Piay)|| = [[Prnsr — Po(Tan) || < | Pilll|znen — Ta)|| < 01,

onde tem-se 0 mesmo para (Pox,)nez. Entdo existem trajetorias reais xq e xo de M e

M, satisfazendo que

|Prz, =T"(z1)|| < 5 e ||Przn —T"(z1)]| <

DO | ™
DO ™

Portanto, se x = x1 + x5, entao x serd uma trajetoria real de T ]

Teorema 1.28. Sejam X um espa¢o de Banach e T € GL(X). Se T € hiperbélico

generalizado, entao T possui propriedade de sombreamento.

Demonstragao. Seja T € GL(X) um operador hiperbdlico generalizado. Dai, existem
M, N C X subspagos fechados satisfazendo as condi¢oes apresentadas na Defini¢ao
Logo, para cada x € X, existem tnicos 2V € M e z® € N de maneira que
z = 2 4+ 2®. Entdo, pela Proposi¢ao , existem Py, Py € L(X) projegdes que

possuem M e N como conjunto imagem, respectivamente. Dessa forma, tomando

12
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d = max{{| Pal], [ Pn]},
1]l = [1Par (@) | < [Pl < dll]]

Analogamente, tem-se [|z5| < d||z||. Da hipétese, temos pelo Lema [I.17) que existem

c>0ete(0,1) tais que

I(Ta)"]| < ct™ e [(T7HN)" < ct™

Agora, seja (2, )nez uma sequéncia limitada em X e, para cada n € Z, definamos

=N "ThD e, 4P ZT 2 eN
k=0 k=1

e seja,

o =y +y.

Observe que (Y, )nez satisfaz a construgao enunciada em (|1.1)), pois

yn—i-l:io:Tk ZTk(Q)k_TO +ZTk 12 ZTk(2k+T0()
k=0

Dai, como T é linear e z, = z( ) 4+ 2(2) podemos reescrever o lado direito da igualdade

como
Yni1 = T(ZT’HZ(I) ZT_’“ ! )+Zn

k=1
= T(ZTkZ ZT F 7(12+k 1) + zn

k=0

= TV +y2) + 2
= Ty, + zn.

Por fim, basta verificarmos a limitacao. Para isto, veja que

(= Z IT* 220 < Z T 22l < thkd\lzn\l < cdl!anZt’“

pois |[(T|a)"|| < ct™ e ||z < d| 2|, para todo n € Z. De maneira semelhante,

encontramos que

21l < edllzall Yt
k=1

13
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Portanto, temos

sup [lgall < sup (vl + [52]) < c(zt'f . Zt'f)dsup Izl
neN neN k=0 =1 neL

Disto e por resultados de séries, obtemos

up [ynl] < 2o sup 2.
neN — U neZ
. 2cd ) .
Entao, para k = T—¢ temos a desigualdade procurada e, pelo Lema [1.23, T" possui
propriedade de sombreamento. m

14



Capitulo 2
Shifts com peso e resultados gerais

Neste capitulo sao definidos os espacos de Banach empregados ao longo deste tra-
balho, os quais fornecem a estrutura necessaria para a introdugao dos shifts com peso,
operadores de fundamental relevancia na Teoria de Operadores e, em particular, no
contexto da Dindmica Linear. A partir dessas construgoes, apresenta-se uma carac-
terizacao de shifts hiperbolicos, resultado que desempenharia um papel essencial na
demonstracao do teorema principal do Capitulo 3.

Adicionalmente, sao discutidos resultados classicos da Teoria de Sistemas Dinami-
cos, os quais estabelecem que operadores e-sombreados e fortemente estruturalmente
estaveis preservam tais propriedades em seus inversos e em seus operadores conjugados

1sometricamente.

2.1 Operadores shift com peso e espectro

Defini¢ao 2.1. Fixando K = R ou C, denota-se por w = K% o espaco vetorial das
sequéncias bilaterais de ntimeros reais ou complexos. Além disso, mesmo que w nao

seja um espacgo de Banach, este contém importantes subespacos de Banach, dentre eles

co(Z) = {(l'n)nez :x, € Kparatodon € Z e lim z, = O}

[n|]—o0

com a norma do supremo
[(Zn)nezlloo = sup ||,
nez
e fixando 1 < p < 0o, tem-se

o0

lp(Z) = {(xn)nel cx, € K, paratodon € Z e Z |z, P < oo}

n=—oo

15



2. Shifts com peso e resultados gerais

com a p-norma
1

el = (3 tnab)”

n=-—o00
Definigao 2.2. Seja w = (wy)nez € w uma sequéncia de escalares reais. O operador

B, : w — w backward shift bilateral com peso é definido por
Bw(ek) = WkCk—1, VkeZ.

Definigao 2.3. Seja w = (w,)nez € w um peso de escalares reais. O operador F, :

w — w forward shift bilateral com peso é definido por
F,(er) = wpepyr, Yk €Z.

Observagao 2.4. Dizemos que w = (w,)nez € w € uma sequéncia admissivel quando

B,, for continuo. E facil ver que uma sequéncia w é um peso admissivel se, e somente

1
se, € uma sequéncia limitada. Além disso, se inf |w,| > 0 e definirmos w’ = (—
nez

wﬂ)nEZ’

temos que F,y é continuo e Iy = B, L

Proposicao 2.5. Sejam w = (wy,)nez wm peso admissivel e By, : w — w o backward
shift , entdo

||BZ|| = sup |wk .. -wk+n—1|
kez

e, caso inf |w,| > 0,
neZ

-n -1
[B," || = sup |wg . .. Wrn—1|"
keZ
Demonstracao. De fato, ao iterarmos uma segunda vez o shift, tem-se
2
Bw(ek) = WEWk—-1€k—2.
Repetindo a aplicacao n-vezes, vemos
n

By (er) = WpWi—1 - . . Weyn—1€k—n

e conclui-se que sua norma seré,

| B|| = sup || Blex|| = sup ||[wrwi—1 . .. Wgyn-1€k—n| = sSup [wxwg_1 ... Wgin_1|.
kcZ ke kcZ

Analogamente, prova-se para o inverso. ]

O resultado seguinte foi originalmente apresentado no artigo [3], onde o autor o

enuncia como uma observacao, enunciando-o para o forward shift. No entanto, opta-
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2. Shifts com peso e resultados gerais

mos por adapta-lo para o backward shift, pois esta formulacao se adequa melhor ao
nosso contexto e facilita a compreensao do leitor, especialmente em sua aplicacao na

demonstracao do Teorema [3.3]

Proposigao 2.6. Sejam X = w, w = (wy,)nez um peso admissivel com ing lw,| >0 e
ne

B, : X — X o backward shift, as sequintes sentencas sao equivalentes:
(i) By € hiperbdlico;
(ii) o(By) C D ou o(B,') C D;

(iii) lim sup |wg . ..wk+n,1\% <1 ou lim inf |wyg.. .wmn,l]% > 1.
n—00 Lkc7, n—o0 kEZ

Demonstracao. | (i) = (ii) | Se B, ¢ hiperbolico, entdao o(B,) NT = @. Dai, como o

espectro do shift B, é conexo, entao para todo A € g(B,,),
Al <1 ou [N >1.
Se o primeiro caso ¢ valido, entdo segue que o(B,) C D. Caso contrario, como
o(BYY)={\1teC:A€a(B,)},

temos que o(B,") C D. Portanto, provamos que (i7) vale.

(ii) = (i77) | Suponha que o(B,) C D ou o(B,') C D. Se 0(B,) C D, entdao 1 ¢

cota superior do espectro de B, e, pela definigao de raio espectral, temos que r(7") < 1.

Ou seja,
lim || B[ = r(B,) < 1
n—o0
como ||B}|| = sup |wg . .. wkin_1|, entdo o(B,) C D satisfaz a primeira desigualdade
keZ

em (7i1). De maneira semelhante, suponha agora que o(B,") C D. Dai, temos que

oy~ A Aea(B D) <1

w

Desse modo,
r(ByY) = lim |B)"|+ > 1
n—oo

como || B,"|| = sup |wy . .. Weyn_1| ", entdo
keZ

lim inf |wy, .. .wk+n_1|% = lim (sup |wy, .. .wk+n_1|_1)_71 > 1
n—oo kEZ n—0o0 L7

donde B, satisfaz a segunda desigualdade em (iii).
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2. Shifts com peso e resultados gerais

(iii) = (i)| Por fim, suponhamos que lim ||B*|= < 1. Dai, pela Proposicao .14
n—o0

temos que r(B,) < 1 e consequentemente vale |A| < 1, para todo A € o(B,,). Desse
modo, para cada A € o(B,), temos que A € B, e, portanto B, ¢ hiperboélico. De
maneira semelhante, se

L 1
lim inf |wy ... Wgp_1|» > 1
n—oo kEZ

temos,

. _p =t . . 1
S 1B = g bk sl > 1

1
donde m > 1. Disto e da Proposigao [1.14] vale entdo que |A\|] > 1 para todo
T\ Dy,

A € o(B,"). Portanto, o(B,)NT = @. O

2.2 Ferramentas para sombreamento e estabilidade

estrutural forte

As Proposicoes 2.8 e constituem resultados classicos na teoria de
propriedade de sombreamento e estabilidade estrutural forte em sistemas dinadmicos.
Embora nao explicitamente enunciados, esses resultados foram empregados nas de-
monstragoes de teoremas centrais nos trabalhos de [4] e [2], os quais sao analisados no

Capitulo 3 deste trabalho.

Proposicao 2.7. Sejam X um espag¢o de Banach ¢ T € GL(X). Se o operador
T possui propriedade de sombreamento, entio o operador S = T~ também possui

propriedade de sombreamento.

Demonstracao. Tome 6 > 0 a constante associada & ¢ = % da definicao de sombrea-
mento para 7. Considere agora (y,),ez uma d-pseudotrajetoria de S arbitraria. Ou
seja,

d(S(Yn), Yns1) <9, Vn € Z.

Dai, definindo uma sequéncia (z,)nez de modo que x,, = S(y_,), temos que
d(x—pn, Tx_(ny1)) <6, Vn € Z.

Desse modo, (z,)nez € uma d-pseudotrajetoria de T e, como T' possui propriedade de

sombreamento, existe z € X tal que

1
d(x,, T"(z)) < 2 Vn € Z.
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Assim, escrevendo Tz = y de modo que para cada n € Z,
Ty — Tn—ly _ T—(—n+1)y _ S—n—l—ly

entao,

d(S(y_n), S " y)) < =, YneZ

DN | —

portanto,

. Y 1
A(yn1, ST Y) < dYonir, S(Y-n)) + d(S(y-n), STHY) ST+ 5 =1

Logo, qualquer d-pseudotrajetoria (y,)ncz € e-sombreada por uma trajetoria real. Ou

seja, S possui propriedade de sombreamento. O

Proposicao 2.8. Sejam X um espago de Banach e T € GL(X). Se o operador T pos-
sui estabilidade estrutural forte, entdo o operador S = T~ também possui estabilidade

estrutural forte.

Demonstragao. Seja T € GL(X) fortemente estruturalmente estavel, §. > 0 corres-

pondente & £ > 0 da definicao de estabilidade estrutural forte e definamos

0,
= ——""—>0.
(0 + DT

Dai, tomemos 5 € Lip(X) de modo que ||f|lcc < 9, Lip(B) < 6. Escrevendo S =
T7' + 8, tem-se que

STt=(T"'+8) " =Ud+TB) oT.
Por outro lado,
(Id+TB)(Id —TB+T?B* —T3p% +--.) = Id.
Logo,

5 = (i(—n’“mﬁ)k) o,

k=0

e podemos definir um homeomorfismo o = (Z(—l)k(Tﬂ)k> oT . Dai, das hipoteses

00
k=1

sobre 3, temos
Lip(a) <Y T Lip(8)* = || T|*Lip(8) Y IT||*Lip(8)*,
k=1 k=0
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2. Shifts com peso e resultados gerais

ou seja,
, |IT|[*Lip(B)
Lip(a) < , =9..
P = T T Lis(5)

Além disso, com argumentos semelhantes, temos ||| < d.. Portanto, como T é

fortemente estruturalmente estavel, existe um homeormorfismo h : X — X tal que
ho(T+a)=Toh
com ||h||o < e. Assim,
T 'oh=hoS=ho(T"+5),

concluindo a demonstragao. m

Proposicao 2.9. Sejam X um espago de Banach e T,S € GL(X). Se o operador
T ¢ conjugado isometricamente a S e possui propriedade de sombreamento, entdo S

também possui propriedade de sombremento.

Demonstrag¢ao. Suponha que T possua propriedade de sombreamento e mostremos que
S também poossuird. Inicialmente, seja 6 > 0 correspodente a ¢ > 0 . Agora, tome
(Yn)nez uma Jd-pseudotrajetoria de S e definamos (x,),cz uma sequéncia dada por
x, = h(y,). Dai,

2 = T(@ns) | = 1B (20) = BN T (@ns))ll = llyn = SYnsa)ll < 6.

Logo, (z)nez € uma d-pseudotrajetoria de T' e, como 71" possui propriedade de sombre-

amento, existe r € X tal que
|z, —T™(2)|| <&, Vn € Z.
Portanto, definindo y = h™!(x), concluimos que
lyn = S" W) = [[2(yn) = RS" W) = llzn = T"(2)|| <&, Vn € Z,

concluindo a demonstracao. O]

Proposicao 2.10. Sejam X um espago de Banach e T,S € GL(X). Se o operador T é
conjugado isometricamente a S e possui estabilidade estrutural forte, entdao S também

possui estabilidade estrutural forte.

Demonstragao. Se T, S € GL(X) sao conjugados isometricamente, entdo existe um

20



2. Shifts com peso e resultados gerais

homeomorfismo A : X — X de modo que
Toh=holS,

com ||h(z) — h(y)|] = ||z — y||, para todo x,y € X. Como T possui estabilidade
estrutural forte, fixemos 1 > ¢ > 0 de modo que exista § > 0 com respeito a este e.
Agora, tome 5 € Lip(X), com ||f|loc < 0 e Lip(f) < J, e mostremos que existe um
homeomorfismo ¥ : X — X tal que

Sot=vo(S+H),

com |[¢]|c < €. De fato, definindo o = h o 30 h™', das hipdteses sobre 3 e como

h: X — X é uma isometria, segue que

ladloo = lTh o Boh™ o =180 o < [IBlloc < 8
e Lip(a)) = Lip(8) < 6. Portanto, existe um homeomorfismo ¢ : X — X tal que
To¢=¢o(T +a)
com [|¢]|oc < e. Dat,
Top=(hoSoh™)op=(hoS)o(h™ogp)
por outro lado,
po(T+a)=¢o(hoSoh™ +hoBoh™)=¢poho(S+p)oh™!,
assim,

(hoS)o(h'op)=¢poho(S+p)oh™ = Soy=10(S+0)

com ¢ = h™' o ¢ o h. Por fim, para verificarmos que ||1)||o < €, utlizaremos [|¢[|o < &

e novamente que h é isometria, teremos que,

[lloe < NP7 0 @0 hllos = ll¢0 hlloo < lI¢lloc <&

satisfazendo as condigoes buscadas e concluindo a demonstragao. O
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Capitulo 3

Sombreamento e estabilidade

estrutural forte para shifts

Neste tltimo capitulo, fixando X = ¢¢(Z) ou €,(Z) com 1 < p < oo, caracteriza-
remos inicalmente os operadores shift nestes espacos que satisfazem a propriedade de
sombreamento. Como resultado principal da Secao 2, demonstraremos que essa mesma
caracterizagao se estende a operadores com estabilidade estrutural forte, estabelecendo

assim uma conexao fundamental entre essas duas classes de operadores.

3.1 Propriedade de sombreamento para shifts

No inicio desta se¢ao, iremos mostrar dois lemas que nos auxiliarao a demonstrar
o Teorema B.3

Lema 3.1. Seja (xp)keny € w uma sequéncia limitada de escalares reais. Entdo, as

sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) lim sup|zgTpsr - -xk+n|% <1
n—oo keN

(i) sup |TeTrs1 - Thon1| < 1, para algum n € N;
N

ke
0
(iii) sup Z |Tr@pgr - Tpyn| < 00;
keN ‘=5
k-1
(iv) sup Z |zpag_q - xp_p| < oc.
keN ‘=3

Demonstragao. |(i) = (ii) | Por permanéncia de sinal, temos que esta implicagao é va-

lida.
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3. Sombreamento e estabilidade estrutural forte para shifts

(73) = (i4i) | Inicialmente, denotaremos ¢ = Sup |TxTg11 -« * Thtng—1/, onde ng € um

keN
valor natural que satifaz a hipotese. Agora, como (z)ren € limitada entao sup |zgx| < L,
keN
para algum L > 0 . Definamos
no—1
M = E L',
i=0
donde, fixando k € N, podemos decompor a série como
00 no—2 2ng—2
E | TkThg1 ** Thon| = E |TkThg1 - Thorn| + E |TkThgt - T | + -+ -
n=0 n=0 n=ng—1

Analisando cada somatorio, teremos uma desigualdade da forma

ng—2

> ki Togn] = okl + o ok Tpame—e| ST H LA LT = M
n=0

e para o segundo termo obteremos,

2ng—2
Z |TkThi1 - Than] = Tk Thano—1] + Tk - Thgno| + -+ |k - - Thgong—2

n=ng—1

< c¢+cl+...+cl™ M =cM

e em cada somatorio subsequente, teremos um bloco de ng elementos multiplicando a

mais do que o somatoério anterior. Em outras palavras,
(o] o
n
E ’SCkCCk+1 s karnl S E c"M.
n=0 n=0

Como ¢ < 1, entao esta é uma série geométrica convergente e, do critério da compara-

¢ao, segue o resultado.

(77) = (iv) | Iremos assumir novamente ¢, L, M como anteriormente. Note que os

termos do somatoério se comportam da forma

k—1

Y " |wrzior - teen| = |kl + [wrzea ]+ |Tpzg 2]

n=0
Obseve que, pela forma como definimos M, a soma até o ng-ésimo termo sera limitada
por M. Basta tratar o somatorio iniciando do (ng—1)-ésimo termo. Para isto, considere

J € N o maior valor de modo que jng < k. Dali,
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3. Sombreamento e estabilidade estrutural forte para shifts

k-1
Z [Th o Then] = Tk Tjng T (mo—1)| + - F [T T | + - F [ -2

n=ng—1

Como ¢ = Sup |TxTg41 - - Thing—1|, €ntdo temos no maximo j blocos limitados pelo
valor ¢ no flftGinno termo da série. Pérem, como jng < k, temos que este, no méximo,
sera limitado por L™ 1¢/. De maneira analoga, sempre que o produtério finaliza sua
sequéncia em z;, com 1 < i < ng, este termo serd limitado por no maximo L™ ¢,
Recursivamente, temos que a cada bloco finalizando em tng < tng +1i < (t + 1)ng com
t < 4, este sera limitado por no maximo L™ ‘@', Assim,

k—1

S olwkwpen SAHLHL 4 AL et + (L LH L+ L)

n=ng—1

Por fim, tem-se

k—1 [e's)
n=ng—1 7=0

Novamente do fato que ¢ < 1, esta é uma série geométrica convergente e, portanto,

limitada. .
(17i) = (i) | Seja K > 0 tal que Ry = Z |zg - Tpin| < K, para todo k € N.
n=0

Agora, também teremos que

o0
Ry = |wp|(1 + [2pqr | + |[Tps1Tpaa| + .. ) = [2k] (1 + Z |Thq - "$k+n+1‘)
n=0

R
para cada k € N. Desse modo, obtemos que |zy| = H—}g para cada k natural e
k41
portanto por uma simples permutagao de ordem,
Ry, Ry Riin

x g_’/‘ .--1’ n — .« . .
e ke (1+ Rpyner) (L+ Riyr) (14 Rign)

Dai, temos da limitacdo |rpTgi1 - Thin| < K - <1+—K> . Logo, temos

. 1
lim sup [2p@pe1 - Tpan|m < 1,
n—oo keN

como queriamos.

(iv) = (i) | Analogo & construgao anterior, apenas alterando a série infinita para

uma série finita de qualquer que seja k € N. Assim temos a demonstragdo do lema

24



3. Sombreamento e estabilidade estrutural forte para shifts

apresentado. O

O seguinte resultado foi obtido como parte da demonstragao do Teorema |3.3] em
[4]. Para maior clareza expositiva, resolvemos apresentar o mesmo separadamente com

demonstracao completa antes de prosseguir com a prova principal.

Lema 3.2. Sejam w = (wy,)nez uma sequéncia admissivel e By, : X — X o shift com

peso. Suponha que

. 1 . 1
lm inf |w_jw_p_q1- - w_p_plm >1 e lm sup |wpwpyg - Wein|m < 1.
n—o0 keN Nn—00 LcN

Entao B, nao possui propriedade de sombreamento.

Demonstracao. Suponha que B,, possua propriedade de sombreamento. Deste modo,
tomemos 0 > 0 que corresponde & € = 1 da definicao de sombreamento. Vamos

construir uma J-pseudotrajetoria de B, do seguinte modo:
Yo = €0, Yn = Buw(yn-1) +0eq paran >1, y, = B, (yns1 + deg) paran < —1.
Agora, para cada n € N, escrevemos

Yn = Bw (Bw<yn72) + 560) + 660
= B? (Bw(yn_g) + 560) + dwpe_q + deg
= B (Bw(yn_4) + 560) + dwow_1€_o + dwpe_1 + deg

= Wy W_pi1€_p+ -+ dwge_1 + deg

Y = By (B, (ynia +de0)) + By (5eo)
)
= B;2 (B;l(yn+3 + 560)) + B;Q((Seo) + w—61
1
)
= B (B, (Ynra + 0e0)) + By (6e0) + ——ea + —e:
wW1W2 w1

0+1 )
—e €2 + —eq.
Wy - - Wp wWi1Ws2 w1

Donde, por B, possuir propriedade de sombreamento, existe b = (b, )nez tal que

Hyn - BZ(b)H <1 , para todo n € Z. (3.1)
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3. Sombreamento e estabilidade estrutural forte para shifts

Agora, para cada k > 1 e cadan > 0, observemos que a (—k—(n+1))-ésima coordenada
de B (b) ¢ dada por w_j_p, - w_p_w_gb_y e, por (3.1)),

+1
||yn+1 - BZ; (b)H <1
Porém, a ( —k—(n+ 1))—ésima coordenada de y,,1 é nula para todo k£ > 1. Ou seja,
|w_k_n s w_k_lw_kb_k| < 1.
Assim, temos que b_;, = 0, pois, caso contrario,
o 1 . 1 1
lim inf |w_g_p - - w_p_qw_g|» = lim inf |w_p_p - W_pqw_g|7|b_g|» <1,
n—o00 kEN n—o00 kEN

0 que negaria uma das hipoteses. De maneira equivalente, para cada k > 1en >0, a

coordenada (k + (n + 1)) de B, "D (b) ¢ dada por (wjwgi1 -+ Wiin) bk €,
ly-eny = BLOV @) < 1.

Como a (k + (n + 1))-ésima coordenada de y,.; ¢ nula para todo k > 1, temos

‘ 1

bk’ < 1.
WEWg41 * * * Wk4n

Portanto, caso by # 0, teriamos que

N 1 0 o 1 IR
lim inf bk‘ = lim inf |bg|m <1
n—00 kEN | WpWk41 * * * Wh4n n—=00 KEN | Wi W41 * * * Wk4n

ou seja,

1
n

<1

. 1
lim inf
n—00 kEN | WpWg41 * * * Wi4n

Entao, teremos que b = byeg, o que contradiz (3.1)). De fato, se X = (,(Z), para cada
n € N,a desigualdade em (3.1)) diz que

lgn = B (o) 2 = 3y — wh - winsabil?
k=0

= (1= bo)P|wo - Wepy1|” + 6P |wg - - - w_p|P + - - - 4 6P| wo|? + &7

ou seja,

|1 — b0|p|w0 . -w_n+1|p <1

- (1 — b0)|w0||w_1 .- -w_n+1| <1
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3. Sombreamento e estabilidade estrutural forte para shifts

e extraindo a n-ésima raiz desta desigualdade,

lim |wy - w_n+1|%|w_nw_n_1\% = lim |w_; - ~w_n+1|% <1
n—oo n—oo

portanto,

o 1 . 1
lim inf |wy - w_p_g|m» < lm |wy - w_p,_q|» <1
n—o0 keN n—00

negando uma das hipoteses. Além disso,

[e.e] bk P
—n— B, (b)||F = =
Iy O =3 s o
ou seja,
| d+1 5 b P
1 > ZLek‘i‘"""_el——k
g | W1 Wk wy Wg+1 """ Wkn
|0+ 1 — bo|P oP
|w1...wn|l) |w1|p'
Portanto,
0+ 1—0bolP
@<1 _— |5+1_b0|<|w1“'wn
’wl...wn|P

que extraindo a n-ésima raiz desta desigualdade e fazendo n — oo,
n—oo

1 < lim |w1-~~wn\% = lim \w1~~wn|%|w1+n|% < lim sup]wk~~wk+n\%

negando uma das hipoteses sob o peso. Logo, se X = (,(Z), temos que B,, nao possui
propriedade de sombreamento. Agora, basta provarmos o mesmo em ¢y(Z). De maneira

semelhanta a anterior, veja que
n
1> [|yn — B"(boeo)lloo = SUP |yx — w - Wr—n11bx],
keN
logo, na n-ésima coordenada, tem-se
(1= bo)|wollw-1 -+ w_ps1| <1
e sua n-ésima raiz, quando n — oo, nos diz que

: S 1 S 1
lm |wy - w1 = lm |wy - w_pyq| v w_pw_py g |» = lim |w_q - w_pyq|» <1
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3. Sombreamento e estabilidade estrutural forte para shifts

ou seja,

o 1 : 1
lim inf |wy - w_p_g|» < lm |wy - w_p,_q|» <1
n—o0 keN n—00

negando assim uma das hipdteses. Além disso,

n by,
1> [ly—n = B,"(0)[loc =sup |y — —————
keN Wg41 ** " Wg4n
Portanto,
0+1—b
M <l = |0+1—=b| <|wy-wy,
’wl"'wn|

e como no caso em (,(Z),

. 1
1 < lim sup [wy, -+ - Wypn| "
n—0o0 keN
mostrando que nao vale uma hipotese dada e concluindo que B,, nao possui propriedade

de sombreamento. Logo, segue o resultado. O

Conforme estabelecido em [4], o resultado que se segue fornece uma caracterizacao
fundamental para a classe dos shifts hiperboélicos na teoria de Dindmica Linear. Este
teorema nao apenas demonstra a importancia desses operadores, como também revela

propriedades essenciais que enriquecem nosso entendimento teorico.

Teorema 3.3. Sejam (w)reny € w um peso admissivel com ’igng |lwg| >0eB, : X - X
€
o shift com peso. Entao, B, possui propriedade de sombreamento se, e somente se,

uma das sequintes condicoes € vdlida:

(A) lim sup [wpwgs: - Wesn|n < 1;
n—oo k)EZ

(B) lim inf |wkwk+1 s wk+n_1]% > 1;
n—oo kEZ

(C) lim sup|w_jw_g_q-- -w_k_nﬁ <1 e lim inf|wpwpyq-- -wk+n]% > 1.
n—00 LcN n—oo keN

Demonstragao. Provaremos que se (A), (B) ou (C) vale, entdao B,, possui propriedade
de sombreamento. Se (4) ou (B) vale, temos pela Proposigao[2.6|que B,, ¢ um operador
hiperbolico, o que implica em sombreamento via Teorema[l.27] Agora, resta provarmos
que (C') implica que B,, possui propriedade de sombreamento. Suponha que (C') vale.

Dai, considere os subespagos fechados M, N C X definidos por

M = {(xy)nez; v, =0 para todo n > 0}

N = {(zp)nez; ©n =0 para todo n < 0}.
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3. Sombreamento e estabilidade estrutural forte para shifts

Entdo X = M ® N, B,(M) ¢ M e B,'(N) C N. Agora, da Proposicio 2.5 e da
definicao de M, opara cada n € N temos

H(Bw|M)nH = Sup |w—kw—k—1 : "w—k—(n—1)|-
neNU{0}

De maneira semelhante, para o subespago N, encontramos
H(B;l‘N)nH = SUD |Wh41Wht2 * * * Wetn-
neN
Desse modo, como (C') vale, da Proposicao temos
o(By|ly) CD e o(B,'y) CD.

Portanto, pelo Teorema [I.28 B,, possui propriedade de sombreamento.
Reciprocamente, suponha que B,, possui propriedade de sombreamento e provemos que

vale (A), (B) ou (C). Para isto, mostraremos :
Afirmagao. Se B, possui propriedade de sombreamento, entao uma das condigoes
abaixo é verdadeira:

. 1
(D1) lm sup |wpwgy1 - Wein|™ < 1;
n—oo keN

(D2) lim inf |wywyis - 'wk+n|% > 1.
n—oo keN

De fato, suponha que (D;) é falso. Agora, seja § > 0 uma constante associada a
e = 1 que provém da defini¢ado de sombreamento. Como (D) é falso, pelo Lema ,
segue entao que o item (7iz) deste resultado é falso. Assim, existe t € N e mg € N de

modo que

il 146
E \wtwtﬂ cee an] Z T (32)
n=0

Agora, dado m > my, definamos uma d-pseudotrajetoria (x,,)nez de B, por

16 6
To = €"Ciim, Tp = By(Trp_1)+ e erim t,

com k=1,---,m. Por fim, para todo n > m + 1, escrevemos
Tp = By(Tn-1),
onde 6y, 04, - ,0,, sao angulos tomados de modo que
MWWt Wik = [WWe1 Wik (3.3)
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3. Sombreamento e estabilidade estrutural forte para shifts

para cada 0 < k£ < m. Desse modo, como B, possui propriedade de sombreamento,

existe a = (a,)nez tal que
|z — Bp(a)|| <1, VneZ. (3.4)

Dai, ao observarmos a (¢ — 1)-ésima coordenada de z,, + 1, sabendo-se que z,,11 =
By () e da forma que a d-pseudotrajetoria (z, ),ez esta definida, podemos reescrever

Tmi1 = Buw(zm,) como

Tmp1 = Bu(Bu(tm 1)+ 0eme,)
= Bi(tm1)+ e mwyey
= quu<Bw (xm_Q) + 567;07”716,54_1) + §6i9mwtet_1
o

= B Jlm,Q) -+ (5619’”*2wt+1wtet,1 + 56107”’(1),56,5,1

onde, quando este calculo é feito n-vezes, concluimos que a (¢ — 1)-ésima coordenada

serd dada por
6o 5 01 17— 0m
Wy Wi+ 0(€7 Wy Wiy - € Wy Wy + €7 wy),
o que por (|3.3)), pode-se reescrever como

wy -+ W | + 8 (Jwe -+ Wemo1 | + -+ -+ Jweawy| + [wy]).

Agora, escrevendo a = ¢% 4+ ~ como B, possui propriedade de sombreamento e
) t+m ) w

tomando n = 0, vemos que

ey — al = |zo — B(a)|| < 1,
ou seja,
W =1=ql=e" —e™ =] =]e™ — arm| < 1. (3.5)
+00
Agora, calculando a (t — 1)-ésima coordenada de B""!(a), sabendo que a = Z agey,
t=—0o0
temos

+oo +00 +oo
By(a) :Bw( Z akek> = Z ax By (e) = Z Q) WECL_1-

k=—0oc0 k=—oc0 k=—o00

Assim, na (m + 1)-ésima iteracdo, encontramos

+oo +oo +oo
B :Bz?ﬂ( > ake’“) = > @Byt e) = ) akwk - WeemChe(mi).

k=—o00 k=—o0 k=—o0
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3. Sombreamento e estabilidade estrutural forte para shifts

Desse modo, fazendo t = k — m e utilizando a definigao de a;1,,, a (t — 1)-ésima

coordenada é dada por

(eieo + ’y)wt+mwt+m—1 s Wy

Disto e por (3.4), para n = m + 1, obtemos que
|5(\wt C Wit | e [ Wewe| + |wt’) — Wi Wigm—1 - Wy < 1. (3.6)
Assim,

|wt+mwt+m—1 - 'wt| =

)
‘_(|wt e Wepme| A [ we]) W Wi Wy

)
_;(‘wt S Wit | ’wtl) )

) 1

m(|wt o 'wt+m—1| + -+ |wt|) - ) - ;(5(|wt s Wipm—1

v

+eee |wt’)) T WepmWepm—1 " W
1
= ’7|Z|wt+mwt+m1 wt|—m|(5|wt"'wt+m—1|+"'

+ Wi = YW Wem—1 - - wy)]

Dai, por (3.2)), (3.6]) e como |y| < 1, obtemos

(1+5)_1>>1
5

WitmWit4m—1 W —
t+mWiym—1 t ] 0 52

Disto e novamente por ([3.4)), vemos que

O(Jwe Wit |+ 4+ [we]) = | WepmWepm—1 - wey + 0 |we - W1 | + -+
Flowr]) = WepmWipmo1 - wey |
< wepmWepm1 - wil [y| + 16 (Jwe - - - Wi | +
o wy]) = Wi W1 - weY |

< |WemWepm—1 - wi| [y + 1.

Agora, dividindo ambos os lados da desigualdade por |w; ,mWiim—_1 -+ - w;|d, encontra-

mos que

3

1 1 1
<<+ <<+1
wt+m * Wtym—n d |wt+mwt+m—1 Ce Wy |5 d

LM
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3. Sombreamento e estabilidade estrutural forte para shifts

Ou seja, como isto vale para todo m > mg, temos

n—=0 t+m * Witm—n

Por fim, tomando k& =t + m — n de maneira que

teremos,

1
apy !
k w el w 5
eN £5 Wktn k

1
Dai, pelo Lema e assumindo x; = —, obtemos que
Wi,

3=

1
lim sup (—) < 1.
n—=00 keN \Wg4n Wk

Assim,

.. 1
lim inf |wyyy, - wg|» > 1.
n—o00 keN

E, portanto, vale (D3). Isto completa a prova da afirmagao.
Agora, como B,, possui propriedade de sombreamento, pela Proposi¢ao 2.7 tam-
bém possuira propriedade de sombreamento o seu operador inverso, ou seja, o shift

para frente com peso dado por

F, (xn)neZ eX— (w;_lxn—l)nez e X

com w!, = , para cada n € Z. Ao definirmos o isomorfismo isométrico

Wn41
¢ : (In)nEZ € X = (x—n)nel € X,

1
vemos que este estabelece uma conjugagao entre F,/ e By, onde w =w' , = ,
W—_n+1
para cada n € Z. De fato, podemos reescrever a composi¢ao ¢ o F,,; de modo que

(¢ © Fw’) (xn)nEZ = qb(Fw’(xn)nEZ) = gb(w;—lxn—l)nel = (w;_ljj—n+1)nel-

Por outro lado, ao calcularmos a composi¢ao B, o ¢, obtemos

(Bw” o ¢) (xn)nEZ = By (:L'—n)nEZ = (wzn+1x—n+1)

32



3. Sombreamento e estabilidade estrutural forte para shifts

onde w,,_; = w,_,. Logo, segue a conjugacao entre F,, e B,». Afirmamos que By
também possuira propriedade de sombreamento, via Proposicao e vale (D) ou
(Ds). Reescrevendo (D;) para B, temos

1
lim sup |w)w) - wyl, |» < 1.
e keII\I) | EWga1 k+n|

Substituindo o peso wj, como foi definido, encontramos

) 1
lim sup - < 1.
n—00 LcN |w—kw—k—1 e w_k_n|ﬁ

Portanto,

lim inf |w_gw_j_q - --w_k_n|% > 1. (3.7)
n—oo keN

Analogamente, para o outro caso obtemos

lim sup |w_jpw_g_1 - -w_k_nﬁ <L (3.8)
N0 keN
Portanto, observe que teremos quatro casos: se (D1) e (3.8]) sao vélidos simultanea-
mente, obtemos a condi¢ao dada em (A). Se (D2) e acontecem, recaimos no caso
(B). Por fim, para a condicao (C), basta que (D2) e (3.8) acontegam . A combinagao
restante, que seria (D1) e nao acontecera pois pelo Lema B,, nao possuiria

propriedade de sombreamento e completamos assim a demonstragao do teorema . [

3.2 Estabilidade estrutural forte

Como extensao de nosso estudo, apresentamos a seguir importantes resultados
estabelecidos por Bayart em [2], os quais estabelecem conexoes diretas com a teoria
dos operadores com propriedade de sombreamento discutida anteriormente.

O lema a seguir constitui uma etapa fundamental para a demonstracao do nosso
teorema principal. Visando garantir clareza expositiva, apresentamos sua formulacao

e prova de maneira independente.

Lema 3.4. Sejam X wum espa¢o de Banach, T € GL(X) um operador hiperbdlico
generalizado, com M,N C X satisfazendo a Definicao eY = M+ T N) um
subspaco fechado de X. Entdo, para qualquer homeomorfismo uniforme R : X — X,

a aplicacao limitada

V:peUp(X;Y) = poR—Tope Uy(X)
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3. Sombreamento e estabilidade estrutural forte para shifts

€ bijetiva e sua inversa € dada por
ZT’“PM (R 1z ZT Py (a(RF 1)), (3.9)

Além disso, sendo d = max{||Py||, ||Px|}, existem ¢ >0 et € (0,1) de modo que ¢~

satisfaz

_ cd(1+1t)
[ (@), < ﬁHan (3.10)
Demonstragao. Inicialmente, fixe a € Uy(X) e tome ¢ € Uy(X;Y) satisfazendo ¢(¢) =

a. Em outras palavras,
o(Rx) — T(np(x)) = o(x) (3.11)

para cada x € X. Assim, para todon € N e z € X, afirmamos que

p(R"z) —T"( ZT” F(a(R¥ ). (3.12)
Provemos, por indugao, que esta igualdade é verdadeira. Para n = 1, segue de ({3.11]).
Suponha que vale n > 1 e mostremos que vale para n + 1. Utilizando a hipotese de

inducao,

p(R"'z) = p(R"(Rx)) = T"(p(Rx)) +ZT” *(a(R*'Rx))

que por (3.11)) nos da

ou seja,
n+1
@(Rn—kl ) Tn+1 +ZTnJrl k Rk 1 ))

Entao vale para n+1 e, consequentemente, para todo n € N. Aplicando T™" em ambas
as partes de (3.12)),

n

olx)=T" (@(Rnx)) — T* (a(Rk’lx)), para todon € Nex € X.
k=1

Escrevamos () = y,(z) + 2,(z), onde
Yn(x) =T " Py (g ZT *Pr (R 1)),
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3. Sombreamento e estabilidade estrutural forte para shifts

zn(x) = TP, ZT Py (a(RF 1)),

Observe que, como N & T~ '-invariante, temos z,(z) € T"*(N) C N para cada z € X.
Mostremos que y,(z) € M. Como y,(z) € X, escrevamos y,(z) = a,(z)+ b,(z) , onde
a, € M, b, € N para cada z € X en € N. Se n = 1, teremos

T(bi(z)) = T(ai(z)) — T (z1(x)) € M

ou seja, by(x) € T~'(M). Por outro lado, como p(z) €Y, a;(x) € M e

o(x) = ay(z) + (bl(x) + zl(m)),

entdo by (r)+z1(x) € TH(N) e, consequentemente, temos que by (r) € T~*(N). Porém,
da defini¢dgo de M e N, sabemos que T (M) NT*(N) = {0}. Assim b;(x) = 0 para
cada z € X e yi(x) = ay(x) € M. Tomemos por hipdtese de indugao que y,(x) € M,
para um certo n > 1 e provemos que y,11(z) € M. Escrevendo y,1(x) utilizando a

definicao dada, obtemos

n+1

Ynpi(x) =T~ Py (o(R™ ) ZT " Py (a(RF ).

Além disso,

n+1

T(ynir(2)) = TPy (o(R"2)) = > T Py (a(RF ),

k=1
donde podemos reescrever o somatoério, a menos do primeiro termo, do seguinte modo

n+1

ZT k+1P a(R*1 )) _ T*1PM(04(R:E)) +~~—|—T’"PM(04(R":(:))
= ZT *Pu(a(R¥' Ra)).
Ou seja,

T(yn+1(z)) = T "Pu(p(R"Rx)) ZT *Pur(a(RF'Ra)) — Py (o))

= yn(Rx)_PM( ( ))

Logo, pela hipotese de indugao, y,+1(x) € M paratodo z € X e, repetindo o argumento
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3. Sombreamento e estabilidade estrutural forte para shifts

utilizado no caso n = 1, concluimos que y,11(z) € M e entao y,(z) € M para cada
n € N. Pelo Lema , obtemos T~ " Py ((p(an)) 27 () e, assim,

ZT *Pn(a( R 1)), (3.13)
Agora, como vale em todo x € X, aplicando esta igualdade para R™"x, temos
plx) =T"(¢ +ZT“ (R "))
o qual, permutando a ordem de termos do somatoério, reescrevemos como
p(x) = T"(p(R "x) +ZT"” (a(R"12)).

Reescrevamos novamente p(x) = v,(z) + w,(x), para cada n € N, onde

n—1

vn(x) = T"Py (p(R"x)) + Y T* Py (a(R7+ '),

n—1

wy(z) = TPy (p(R"z)) + Z T"Py(a(R* "))

k=0
com v,(x) € M, pois este é T-invariante. Mostremos que w,(z) € T~ (N) utilizando

novamente o processo indutivo. Para n = 1, escrevendo p(z) = a+ b com a € M e
b€ N, pois p(z) € X = M @& N, teremos que Py(p(R™'z)) = b. Ou seja,

wi(z) =Tb+ Py(a(R7")) € N.

Como w; + v, = ¢(x) € Y com v; € M, entdo w; € T '(N). Agora, suponha que
isto seja verdade para um certo n > 1 e provemos que vale para n + 1. Pela forma que

wy,(x) é definida, encontramos com uma rapida manipulagao,

Wi (x) = T Py(p(R™" Dy +ZTkPN (R™*1z))
— T(T"PN(go(R"Rlx)) + ZT’HPN (a(Rlex))> + Py (a(R™'z))

= T(w,(R'2)) + Py (Oz(R_l.%;).

Por fim, como por hipdtese de indugao ja sabiamos que, para todo x € X, vale
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w,(r) € T-(N), por calculos semelhantes ao caso n = 1, obtemos a conclusdo que
wy11(z) € TH(N) e, portanto, w, € T"*(N) C N. Novamente do Lema, obtemos
T" Py (p(R™"z)) “== 0. Desse modo,

ZTkPN R—k 1 ))

para todo x € X. Disto e por (3.13)), se existe pq(z) de modo que ©(p2) = «, entdo
© = o e, portanto, ¥ é injetiva. Além disso, pelo Lema teremos

ey )| < S I I e )]

< Yot Pulla(R* )|
k=1
cdt

< Tllodle

e de maneira semelhante,

ZTkPN (R ')

cd
—1-

concluindo que (3.10f) é valida e, para cada ¢ satisfazendo
ZT’“PM (R 12 ZT " Py ((R¥ '),

teremos ¢(x) € Uy(X,Y) e 9 sera sobrejetiva. Isto conclui a demonstragao. O]

Teorema 3.5. Sejam X um espa¢o de Banach e T € GL(X). Se T € um operador

hiperbolico generalizado, entao T € fortemente estruturalmente estdvel.

Demonstracao. Dado 0 < € < 1, tome § > 0 e 8 € U,(X) Lipschitz com ||| < 0
e Lip(P) < 6. Mostremos que existem tnicos hy, hy € Uy(X,Y) tais que as aplicagoes
H =I1d+h; : X - X e Hy=1d+ hy : X — X satisfazem

HioT =50H,, (3.14)

HQOS:TOHQ (315)

e, além disso, ||l < e, ||ho|| < € e Hyo Hy = Hyo Hy = Id. Pelo Lema B.4] se
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3. Sombreamento e estabilidade estrutural forte para shifts

assumirmos R =T', temos
P1(p) =poT —Top, paracada p € Uy(X,Y).

Definamos
¢1:9 € Up(X;Y) — ¢ (Bo (Id+ @) € Up(X;Y).

Entao ¢, é Lipschitz pois, como v é isomorfismo linear, obtemos

v (B o (Id+ @) — 7 (8o (Id+ ¢"))||

[p1(0) — ¢1<90/)H

< i (Bo(Id+¢) —Bo(Id+¢))l
< ot ILip(B)lle — ¢l
cd(1+1)
< ——blle—¢.
< 7 Olle—¢
, e(1—1t) )
assumindo 0 := ———, com ¢ > 0 dado como no Lema [3.4] mostramos que ¢; é
cd(1+1t)

uma contracao. Pelo Teorema existe um tunico hy € Uy(X;Y) tal que ¢1(hy) = hq,
isto ¢, hy = ¢ (B o (Id+ hy)). Como

Bo(Id+h)=1(h)=hoT —Toh = (hi+1Id)oT —To (h +1d),

existe um homeomorfismo uniforme H; = h; + Id satisfazendo (8 +T)o Hy = HyoT.

Por outro lado, utilizando novamente o Lema [3.4] e assumindo R =T + 3, temos
Us() = 9o (T+B) — Toyp, paracadap € Uy(X,Y).

Como [ € Uy(X) e 1y & sobrejetiva, existe hy € Up(X;Y') de modo que 19(hy) = —f.

Portanto,

—B = hyo(T+ ) —Tohy
= hyo(T+8)+(T+8)—(T'+8)—Tohy
= (ha+1d)o(T+p)—To(hy+1d)—f

e temos que existe Hy = hy + Id de modo que Hy o (T + ) =T o Hs, como esperado.
Por fim mostremos que H, ¢ inversa a direita e a esquerda de H;. Por (3.14) e (3.15]),

Hyo(HoT)=Hyo(SoH;,)=(HyoS)oH; =ToHyoH,
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e Hyo Hy = I+ u, com u € Uy(X;Y). Disto e da igualdade anterior,
Pi(u) =uoT —Tou=(woT —-T)— (Tou—-T)=0

Portanto, temos u = 0, donde segue Hy o H; = Id. De maneira semelhante, utilizando

(13.14) e (3.15]), obtemos

HlngoS:SoHloHQ (316)

e HHoHy=1Id+v, comv € Uy(X;Y)e
Po(v)=voS—Tov=v0S—(S—pB)ov=LFouw.
Dai, podemos escrever ¢y(v) = Bo (Id+v) — f de modo que, ao definirmos a aplicagao
¢z 19 € Up(X;Y) = ¢y (Bo (Id +v) = B) € Uy(X3Y),

v serd ponto fixo de ¢. Além disso, como esta aplicacdo é uma contragao, pois
Lip(¢2) < Lip(8) < §, v é o seu tnico ponto fixo. Porém, ¢5(0) = 0, donde v = 0.
Assim, Hy o Hy = Id. Por fim, como h; = ¢;(hy), temos

[ — :g)gllcfn(hl)(x)H
= sup [ (B o (Id+ hy)(z)]|

zeX
< ot sup (1Bl
ye(Id+h1)(X)
d(1+t)
< 18]l

Assim, a definigdo de 5 nos da ||h1]|o < e. De maneira semelhante encontramos

(1+t)

1halloo = sup 3" (=B) ()]l < 3" | sup | B(x)]| < ——Bllo,
zeX zeX

donde ||hs]| < e. Portanto, encontramos um homeomorfismo H = H; : X — X de
modo que HoT = (T + B)o H e |H — Id|| < e. Isto mostra que T ¢ fortamente

estruturalmente estavel. ]

O proéximo resultado surge como um lema auxiliar de grande importancia para
a demonstragao do teorema principal desta secao. Com o objetivo de garantir maior
clareza, adaptamos parte de sua demonstragao, buscando uma construgao mais natural

em comparacao a abordagem original.
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3. Sombreamento e estabilidade estrutural forte para shifts

Lema 3.6. Sejam 6 > 0, m € N, t € Nyg. Entao existem uma aplicacao Lipschitz

a: X = X ex € X que satisfazem as sequintes propriedades:
o Jlaflo < 6;
o Lip(a) < 6;
o api((By + a)m_k_lx) =0 para todo k =0,...,m— 1.

Demonstracao. Para facilitar a notagao, provaremos o caso t = 0. A demonstragao

deste lema se baseia em uma construcao indutiva. Primeiramente, tomemos
Umo =1 € Qmp = Wap -+ Wam—k—1, paracada k =1,...,m — 1,
fixe £ > 0 suficientemente grande de modo que, para cada j # k € {0,...,m — 1},
| keom—t — E@m jeam—j|| > 3,
e considere a aplicagdo p : R — [0,1] definida por p(x) = max{0,1 — |z|}, a qual

satisfaz Lip(p) < 1. Por inducdo em j = 0,...,m — 1, exibiremos mapas o) € Lip(X)

e vetores y) € X, satisfazendo

(a) Para todo k < j,

(Bw + Oé(j))k(f@m) = {m kCom—k + y('“);

(b) al(j) =0, sempre que [ ¢ {m —1—j,...,m — 1};

(c) Para todo k € {0,...,j} ecada z € X,
a1 4(2) = Sp(la — Eampernr — y)):

(d) yY9) € span(epm_;).

No caso j = 0, para cada z € X, definimos y(o) =0, al(o) (x)=0paral#m—1e

oW (@) = 0p(||x — Eeaml]),

de onde segue os itens (b), (¢) e (d) validos. Para (a),

(Bw + 05(0))0(€€2m) = 562m = gam,()eZm + y(O)
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e conclui-se o caso j = 0. Para um melhor entendimento da leitora ou do leitor, vejamos

também a construgao do caso j = 1. Observe que

(Bw + a(o))l(fezm) = fam,1€2m—1 —a® (fGQm)-

Dai, definindo y¥ = o?(€eyp,) €, como al(o) (x) = 0, exceto em | = m—1, pela defini¢ao

de p, temos
! 1(Eeam) = Sp(l€eam — Eean — ) = 6.

Definindo ozl(l) =0paral g {m—-2m—1}e

oM (@) = dp(||z — Eeam — y ), (3.17)
alM) (@) = dp(||z = Eamream — y V), (3.18)

obtemos a validade de (b), (¢) e (d) . Para (a),
(Bw + a(1))0(§€2m) = Eegm = Eampeom + Y,
(Bw + a(l))l(fegm) = Eamieom_1 + V(o)
onde em &egyy,, tera resultado nulo, enquanto diz que
o)y (€eam) = 8 = )y (§eam) = 4.

Assim, por defini¢ao de £ e p, vale (a). Agora, supondo que o e y) estdo bem
definidos para uma quantidade 7 < m — 2, mostremos que o mesmo vale para j + 1.

Replicando a construgao anterior, tem-se para j < m — 2 e do item (a),
(Bw +oz(j))j+l(§egm) = (By +oz(j)) (Bw -I—a(j))j(éegm) = (By +a(j)) (Eam jeam—j +y9),
ou seja,

(Buw + a(j))j+1(f€2m) = Eamjr1€am—+1) + Bu(y?) + oV (Eam jeom—j + y).
Desse modo, definindo 4V por

yIt = B, (") + oV (Eam jeam—; + y),

como y¥) € span(e,_;) e al(j) = 0 paracada l &€ {m —1—j,...,m — 1}, entao
J+1)

a(j)(fam,jegm_j + y(j)) € span(em—(j+1)) e conclui-se que y € span(em—(j+1)). Para
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7D basta tomarmos Oél(j+1) =0emcadalg{m—1—(j+1),...,m—1}

e, para os demais valores,

definirmos o'

o) (2) = p(||z = Eampeam i — y ™))

com(0<k<j<m-—2 Sek;:j—i—l,temosaq&?1 G41) = =0e

O‘(]H) (1) (E@m k€am—t + y™) = 3p(l|€am keam— + Y™ — Elm pom—r — (k)H)>

que assume valor nulo por definicao de £ e p. Ou seja,

a(j+1) (fam,kegm,k + y(k)) = Oé(j) (fam,kegm,k + y(k)) (319)
donde segue (b), (¢) e (d) por construcdo. Para (a), pela forma na qual yU*+Y foi
definido, temos para cada k < 7 <m — 1,

y* ) = By (y™) + a® (ampeam i + y™).
Suponha que k < j de modo que, por (3.19)), tem-se

®) (Campeom—r +y™) = D (Eam peamr + y™*)).
Tomemos r > 0 o maior inteiro satisfazendo k + r < j. Assim,

O[(]H_T) (fam,k€2m—k + y(k)> (f(lm k€2m—k T y(k)>
Ou seja,

y " = By, (y™) + oY (Eam peam—i + y ™). (3.20)
Dessa forma, fixando j = 0,...,m — 1, mostremos por indugao em k < j, que vale (a).

Como ja visto, a condicao é valida se k = 0. Por hipdtese de indugao, suponhamos que

vale para um valor k£ < m — 2. Disto e por (3.20)), temos

(Bw + a(J)) " (562771) - (Bw + a(]))(gam,ke%’n—k + y(k)) = gam,k—&-leZm—(k—&—l) + y(k+1)7

m—l)7 u = 5627”

e mostremos que o par («,u) satisfaz as condigoes que buscamos. Para verificarmos a

entao vale (a). Por fim, para demonstrarmos o lema, tomemos o = al

condigao (), analisaremos os caso em que X = ¢o(Z) e X = {,(Z), com 1 < p < co. Se
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X = ¢o(Z), ao aplicarmos (b) e (¢) com j = m — 1, visto que max |p(z)| = 1, obtemos

sup ||a(z)||oo = sup { Sup | (z )|} = 0 sup { sup p(Hx — &am kCom—k — y(k)H)} =
reX reX ke reX kEZ

Agora, supondo X = (,(Z), com 1 < p < oo, de assumindo a condi¢ao (c¢) para um

valor 00 = — e aplicando (b), teremos
mpr
o) 1 m—1 1
oo = sup fla(@)ll, = sup (3 Jax@)?)” = sup (D law(@)l”)”,
zeX rzeX k—0 zeX =0
ou seja,

m—1
Jalle < sp (3 fiop(le ~ Eamscans ~ y¥ )" < midy =5,

k=0

confirmando assim a primeira condigao. Agora, mostremos que Lip(a) < ¢ separando

novamente em dois casos. Se X = (,(Z), com 1 < p < oo, temos por (b) que

la(z) = aly)ll; = Z low () = au(y ||—Z||ak —a(y)ll-

k=—o00

)
Aplicando (c) para 6y = —,

lec(@) = a@) 15 = [00p (Il = Eamxeam—k — y®1) = dop(Ily — Eamream—r — y ™) [”

k=0

onde, por Lip(p) < 1, encontramos que

la(z) — aly)|2 < & Z Iz = &amream—r — v | = lly — Eampeamr —y™ ||
k=0
ou seja,
m—1
la(z) — aw)llp <" la —yllP = 6"mljz — y|
k=0

= |le(z) = a(y)llp < dflz = yll

De maneira semelhante, se X = ¢y(Z) e tomando dy = J, vemos que

lla(@) = ay)lloe = sup jax(z) = ax(y)]
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ou seja,

le(z) — a(y)]le = 5ﬁgvmx—£%m@m%—ywm—wﬂ@—ﬁ%m@m%—yWM}

IN

5?€UIZJ ||$ — &am kCom—k — y(k)H - ||y — & 1 Com—k — y(k)H
€

< dsup [z -yl
keZ

A

Portanto, temos que Lip(a) < § e concluimos a segunda condi¢do. Por fim, para

mostrarmos a terceira afirmagao, por (a) sabemos que
(Bw + a) m_k_lu) = &amm—1-kEmik+1 + y(m=1=k),
Portanto, utilizando (c¢), tem-se
am_l_k((Bw + a)m_l_ku) =9,

como esperado. Para provarmos nos demais valores de ¢, basta repetir o procedimento

utilizado trocando apenas o ponto inicial por eg,, . O

O seguinte resultado estabelece que, sob certas condi¢oes nos pesos de um opera-
dor shift, é possivel garantir que esse operador nao sera fortemente estruturalmente
estavel. A demonstracao desse fato envolve um conceito nao abordado neste trabalho:

a expansividade.

Lema 3.7. Seja w = (wy)nez € w um peso admissivel. Suponha que

1
n < 1.

. 1 .
lim inf (w_jw_g_1 - w_p_p|* >1 e lm sup |wpwgi1 - Wein
n—o0 keN n—00 kN

Entao B, nao € fortemente estruturalmente estdvel.

Para concluir este capitulo, apresentamos o principal resultado proveniente da ana-
lise desenvolvida em [2]. Este teorema estabelece que, no contexto de shifts, as nogoes
de propriedade de sombreamento e estabilidade estrutural forte sao equivalentes, con-

ceitos fundamentais que permeiam este trabalho.

Teorema 3.8. Sejam X = (,(Z) (1 < p < o) ou X = ¢o(Z), (Wk)gen um peso
admissivel com Iign% |wg| > 0 e By, o backward shift com peso. Entao, B, € fortemente
€

estruturalmente estavel se, e somente se, uma das sequintes condigoes € vdlida:

(A) lim sup |wpwpqg - - 'warn‘% <1
n—oo keZ

. . 1
(B) lim inf jwpwier - Wiena " > 1;
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(C) lim sup|w_jpw_g_q-- -w_k_nﬁ <1 e lim inf |wpwgyq-- -wk+n|% > 1;
n—00 LcN n—oo keN

Demonstragao. Provaremos que se (A), (B) ou (C) vale, entao B, ¢ fortemente es-
truturalmente estavel. Se (A) ou (B) vale, temos pela Proposigao que B, é um
operador hiperbélico e,por ser invertivel, temos que é hiperbolico generalizado. Além
disso, supondo que (C) vale, durante a demonstragao do TeOrema mostramos que
isto implica que B,, é hiperbolico generalizado. Deste modo, via Lema[3.5, temos que
(A),(B) e (C) implicam em estabilidade estrutural forte. Reciprocamente, suponha
que B,, possui estabilidade estrutural forte e provemos que vale (A), (B) ou (C). Para

isto, mostraremos:

Afirmagao. Se B, possui estabilidade estrutural forte, entao uma das condigoes

abaixo é verdadeira:

) 1
(Dy) lim sup |wgpWiiq -« Wein|m < 1;
n—oo keN

. . 1
(D2) Jim 1ol x> 1

De fato, suponhamos que (Ds) nédo vale. Ou seja,

. 1 -
lim sup ( > > 1.
n—00 keN \wkwkﬂ’ © Weyn

1
Assim, pelo Lema com z = —, temos
Wy

m—1
1
sup — | = +00.
meN <; W41~ wm)

Tome t € Ny. Da maneira que o peso foi definido, concluimos da igualdade anterior

que

m—1
1
sup E = +00.
meN \ 1) Whti+t " Wmtt

Dai, tome § > 0 correpondente & ¢ = 1 da definicao de operador fortemente estrutu-

ralmente estavel. Entao existe m € N suficientemente grande de modo que

[asry

m

1 >1—|—6'

W14t " Wingt 02

(3.21)

Agora, seja (a,u) € Lip(X) x X dados como no Lema para os valores o, m,t

apresentados anteriormente. Como B,, é fortemente estruturavelemnte estavel, existe
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um homeomorfismo ¢ : X — X, com ||¢||. <1 tal que
(I+¢)o(Bu+a)=DByo(l+¢)

ou seja,
po(By+a)=—a+ B,oo.

Dai, para cada k € Z, tem-se
¢ 0 (By + a) = —ap + Wi y10k+11, (3.22)

onde, de maneira indutiva, provaremos que

¢t(( )" + Oék+t a) U) ’ (3.23)
—0 We41+4t - Wn4t

¢n+t (u) =

Wit =" Wt

para cada n € N. Inicialmente se n = 1, temos a veracidade via equagao (3.22) e,
supondo que a igualdade é vélida para um valor n € N, mostremos para n + 1. Se

aplicarmos B, em ambos os lados da igualdade dada na hipotese de inducao, obteremos

w11 (Bw + a)"u) + "Zl Wi 104141 (B + )" ) :
w1+t e wn+t

W41 Pttt (U) =

w PR w
=0 k14t n-tt

Por outro lado, como o caso n = 0 é verdade, vemos que

¢t<(Bw + oz)”“u) + Ozt((Bw + a)"u) ‘

Wi41

P11 ((Bw + @)"u) =

Assim,

th((Bw + oz)”+1u) + at((Bw + a)"u) N ”Z_l st ((Bw + a)n—l—ku)

W14t " * * Wnttt1

Prgry1(u) =

w DY w
D kett+2 n+t+1

¢ ((Bw + )" ) N " it ((Bo + )" Fu)

Wr4¢4+1 * * ° Wn4e4+1

w PR w
k=0 k+1+4t n+t+1

0 que comprova o caso n + 1 e segue a igualdade. Agora, utilizando a terceira proprie-

dade do mapa « e n = m, teremos

cbt((B

Wit * ** W4

¢m+t(u) = ‘|‘ (5

)
Wh41+t * ** W+t

i hghi
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quie por [|¢]loe < 1, tem-se que [|gml| < 1, onde

m—1

_ ‘ 6¢((Bu + )"u)

12 )] 2 |
Wit « - Wmtt

w Sw ’ '
o Whtitt mtt

Por fim, por (3.21)), encontramos que

1 > (1 + 6) - 1
|w1+t ce wm+t| 92 J
Por outro lado, de (3.23]), teremos
m—1
0 Z Wit Whit = Wit Wit Omre(U) — ¢t(<Bw + a)mu)7
k=0

ou seja,

3
L

(Wi -+ Wit < 3 + L.
0

e
Il

Como isto é valido para um ntmero infinito de inteiros positivos m, é verdade que

1
sup w W <1l+-.
tENZ| 1t """ Whe| 5

Por fim, pelo Lema com xj = wy, concluimos que

. 1
lim sup |wg -+ - Wgin|» <1
n—oo keN

onde isto coincide com a propriedade (D). Dai, assim como no Teorema tomemos

as sequéncias w' = (w],)pez w” = (W) pez definida por w], = ew! =w",. Como

B,, é fortemente estruturalmente estavel, pela Proposicao +tlem—se que o forward
shift F,,, também sera e, por ser conjugado ao shift B~ via o isomorfismo isométrico ¢
definido como na resolugao do Teorema[3.3] tem-se da Proposi¢ao[2.10|que a conjugagao
ir4 preservar tal propriedade. Ou seja, vale (D) ou (D), com o peso admissivel w”,
valendo uma das seguintes propriedades:

1
(B0 B fa bkl > 1

(Es) lim sup |w_g - - -w_k_nﬁ < 1.
n—oo keN

Portanto, observe que teremos quatro casos: se (Dp) e (F2) s@o validos simultanea-
mente, obtemos a condigdo dada em (A). Se (D) e (E)) acontecem, recaimos no caso

(B). Por fim, para a condigao (C'), basta que (D3) e (E;) aconte¢cam . A combinagao
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restante, que seria (D;) e (F1) nao acontecera pois pelo Lema teriamos que B,
nao possuiria estabilidade estrutural forte e completamos assim a demonstracao do

teorema. N
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