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Resumo

Neste trabalho, estudamos as variedades téricas afins associadas a cones poliedrais
grades, fortementes convexos. Através de colagem de tais variedades definimos as
variedades toricas, bem como descrevemos algumas de suas propriedades. Além disso,

estudamos a acao do toro algébrico nas variedades toricas e descrevemos suas Orbitas.

Palavras-chave: Cones poliedrais, Variedades toricas, A¢ao térica.



Abstract

In this work, we studied about affine toric varieties related to polyhedral lattice
cones that are strongly convexes. From the collage of these varieties, we defined the
toric variety, as well as describing some of their properties. Besides, we analyzed the

action of the algebraic torus in the toric varieties in order to describe their orbits.

Keywords: Polyhedral cones, Toric varieties, Toric action.
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Introducao

A teoria de variedades téricas introduzida em geometria algébrica, tem ganhado
evidéncia na sociedade da matemadtica nas ultimas décadas. Diversos autores tém
demonstrado interesses nesse ramo de estudo. Em 1978, V. Danilov no seu artigo The
Geometry of Toric Varieties [6], afirma que as variedades téricas sdo generalizagoes
dos espacos afim e projetivo, por possuir uma estrutura relativamente simples. Em
[11], W. Fulton afirma que a motivacao inicial para os estudos das variedades téricas,
estd no mergulho do toro algébrico nessas variedades. Podemos destacar também J.-P.
Brasselet [1] que tem trabalhos associados a drea, e além disso, os autores E. Gunter
[10], D. Cox, J. Little, D. O’Shea [3] e T. Oda [15] como referéncias que apresentam as
principais definicoes e resultados a respeito de variedades toricas.

Neste trabalho estudamos as variedades toricas do ponto de vista combinatorio, tal
descricao combinatéria das variedades téricas permitiu a prova de muitos resultados
importantes na geometria algébrica, como por exemplo, o teorema de reducao estavel,
na area de resolugao de singularidades, provado em [13].

Desde a concepcgao da teoria das variedades téricas, no inicio na década de 1970,
com Michel Demazure [7] dando a primeira defini¢do formal para variedades téricas,
tais variedades tiveram importantes aplicacoes em diversas areas tais como teoria da
codificagao [20], modelagem geométrica [9], quadrados mégicos [1], estatisticas algébricas
[8], dentre outras [1, 3, 6, 11]. Sendo assim é notdvel a importancia no estudo das
variedades téricas. Além disso, alguns problemas mateméticos podem ter solucoes
dificeis, entretanto, no caso térico tais problemas podem admitir solugoes simples e
concretas. E o caso da obstrugao de Euler, como afirma T. Dalbelo [4].

Estudar variedades toricas permite-nos estabelecer relagoes entre a geometria
combinatéria e a geometria algébrica. FEm 2016, T. Dalbelo e M. Pereira no artigo
intitulado, Multitoric surfaces and Euler obstruction of a function [5], por meio de
uma aplicacao estudam propriedades de algumas variedades determinantais usando
variedades toricas.

Esta dissertacao esta dividida em 3 capitulos. Inicialmente, estudamos varieda-

des algébricas afins, conjuntos convexos, bem como, apresentamos alguns conceitos



fundamentais sobre geometria convexa, tais como cones poliedrais grades fortementes
convexos, cone dual e face de um cone. E, além disso, estudamos algumas propriedades
relacionadas a esses conceitos. Observamos que para cada cone no R™ associamos um
semigrupo S, finitamente gerado e a S,, fazemos corresponder a uma C-algebra R,
finitamente gerada. Além disso, estabelecemos alguns resultados que serao uteis nos
capitulos posteriores.

No Capitulo 2, associada a C-dlgebra finitamente gerada R, definimos a variedade
torica afim X, := Spec(R,). Além disso, consideramos A uma colegao de cones satis-
fazendo certas propriedades dadas, colamos as correspondentes variedades téricas afins
para construir a variedade torica Xa.

No Capitulo 3, estudamos a agao do toro algébrico T = (C*)" na variedade térica
XA e suas dérbitas. Notamos que cada face 7 de cone o fornece um érbita que é um
toro de dimensao menor ou igual a que n. Em particular, a face nula fornece T que é
uma Orbita desta agdo. Apresentamos algumas propriedades topologicas das variedades
toricas como a compacidade e suavidade. Finalmente, a tltima se¢ao desse trabalho é

dedicada a um caso particular de superficies téricas.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, relembramos algumas definicoes e resultados basicos para o
desenvolvimento desta dissertagao. Iniciamos com as defini¢oes de variedades algébricas
afins e ideais, seguidos de alguns resultados sobre geometria algébrica. As principais

referéncias para este capitulo sdo [3], [4], [10], [11] e [15].

1.1 Conjuntos Algébricos Afins e Ideais

Nessa se¢ao, apresentamos alguns conceitos bésicos tais como a definicao de ideais,
variedades algébricas afins, a versao fraca do teorema de Hilbert’s Nullstellensatz e suas
consequéncias. Esses resultados fundamentam a construcao da teoria de variedades
toricas afins.

Denotamos por C[¢] = C[y, ..., &] o anel de polinémios em k varidveis sobre C.

Definicao 1.1. Se F = (f1,..., f,) C C[{], o conjunto
V(E)={zeC: fi(z)=0, Vi=1,....r}

¢ chamado variedade algébrica afim definida por E.

Assim, variedades algébricas afins colecionam raizes de um conjunto finito de po-

lindmios. Quando r = 1, temos que X = V(f) e dizemos que X ¢ uma hipersuperficie.

Defini¢ao 1.2. Sejam (R, +,.) um anel comutativo com unidade e I um subconjunto

nao vazio de R. Dizemos que [ é um ideal de R se,
(i) * +y € I, para quaisquer z,y € I;

(ii) ax € I para quaisquer a € Rex € I.
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Em outras palavras, I é fechado em relacao as operacoes de multiplicacao por elementos
de R e por soma de elementos de I. Se I # R, dizemos que [ é ideal proprio de R.

Seja £ C R um subconjunto de R, entao o conjunto de todas as combinacoes lineares
{hfi -+ hfe: fiooo fo € B b, by € CLE, . &)
é o ideal gerado por E. Denotamos por I = (£).
Observamos que se I denota o ideal gerado por E entao V(I) = V(E).

Exemplo 1.1. Em C?, se [ = (f), onde f(x,y) =y — 2?, temos

V() = {(z,y) €C*: fa,y) =0} = {(z,y) € C* 1y = 27}
¢ uma variedade algébrica afim.
Definicao 1.3. Seja X C C*, entdo
I(X)={f€C: f(p) =0, VpeX}
¢ chamado de ideal de X.

Note que, se X = {}, entao segue por vacuidade que I(f)) = C[¢] e, além disso,

I(C*) = 0, o polinémio nulo.

Lema 1.1. Sejam E, £’ subconjuntos de C[¢] e X, X’ subconjuntos de C*.
(1) Se E C E' entao V(E') C V(E).
(2) Se X C X’ entao I(X') C I(X).

Demonstragao. (1) Dado a € V(E'), entdao f(a) = 0, para todo f € E'. Em
particular, f(a) = 0, para todo f € E, pois E C E’. Portanto, V(E') C V(E).

(2) Consideramos g € I(X’), entdo g(p) = 0, para todo p € X’. Como X C X',
temos g(p) = 0, para todo p € X. Assim, I(X') C I(X).
O

Proposicao 1.2. (1) Seja {V(I,)}aes uma familia de variedades algébricas em C*

entao ﬂ V(I,) é uma variedade algébrica.
aeN

k
(2) Sejam V(Iy),...,V(I;) C C* variedades algébricas entao U V(L) ¢ C* é uma
i=1
variedade algébrica.
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(3) 0 e C* sao variedades algébricas.

Demonstragio. (a) E suficiente mostrar que V(Z 1,) = ﬂ V(1,). De fato, como
aEN aEN
I, C Z I, entdo pelo pelo item (1), do Lema 1.1,

aeN

VOO L) c V(L) c V()

aEN aeN

Para inclusao contraria, dado p € ﬂ V(I,) entdo p € V(I,) para todo o € A,
aeN

dai f,(p) = 0 para todo f, € I,. Se g € Zla, entao g = fo, + - + fa,, Para
acN
certos fo, € I, para todo i € {1,...,k}. Observemos que

g(p) - (foq +oet fak)(p) - fa1(p) +oeee fak(p) = 0.

Portanto, p € V(Z I.,)

aEN

(b) Basta mostrar que V/( ﬂ I;) U V(1;). Com efeito, como I; C ﬂ I;, para todo

i=1 i=1
i €{l,...,n}, entdo pelo item (1) do Lema 1.1, temos

n n

V(ﬂ I;) C V(L) C U V(L)

i=1 =1

Para mostrar a inclusao contréria, seja p € U V (I;) entao p € V(I;) para algum
=1

je{l,....n} , assim f(p) = 0 para todo f € I;. Tomando g € ﬂ]i entao

=1
n

g € I; , assim g(p) = 0. E, assim, p € V(m I;).
i=1
(c) De fato, ) = V(1) e C* = V(0). Portanto, (), C* sdo variedades algébricas.
O

A proposicao acima mostra que o conjunto das variedades algébricas afins forma
uma topologia em C*, denominada topologia de Zariski, onde as variedades afins sdo

os conjuntos fechados desta topologia. Um aberto de Zariski é o complementar de um
fechado de Zariski.

Definicao 1.4. Se X C Y sao variedades algébricas afins em CF, entdao X é uma
subvariedade de Y.
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Definicao 1.5. Dizemos que uma variedade algébrica afim V' C C™ é irredutivel, se V

nao pode ser escrita como uniao V; U V5, onde Vi, V; sao subvariedades proprias de V.

Definicao 1.6. Seja Y uma variedade algébrica afim. Dizemos que um subconjunto

U de Y é uma quase variedade em Y, se U é um aberto de Zariski em Y.

Lema 1.3. Seja U uma quase variedade afim em Y e U uma quase variedade em Y.
Se D C Y éirredutivel, entao DNU também é. Além disso, se DNU # () entao DNU

¢ um subconjunto aberto e denso de D na topologia de Zariski.
Demonstragao. Veja [10], Lemma 1.29, p.209. O

Exemplo 1.2. Para x = (11,...,7;) € C¥, consideremos E = {&; — z1,...,& — xp}
entdao V(E) = {x}, ou seja, qualquer ponto de C¥ é uma variedade algébrica afim e
portanto, um fechado na topologia de Zariski. E ainda, I({z}) = {f € C[¢] : f(z) = 0},

ou seja, f é da forma

Clel(E —a2) ++ -+ + ClEl(& — 22)
assim [({}) = Cl¢](& — x1) + - - + C[E](& — ). Definimos [({x}) := M,
Proposigao 1.4. Para qualquer = € C* o ideal M, é maximal.

Demonstragdo. Com efeito, dado f € C[¢] tal que f(0) # 0, entdo f = ag+>_, 5 @at®,

com ag # 0. Seja f € %i], assim f = [ag] € %i],ao =% 0. Como ag € C, e C é corpo
existe a;' € C. Logo existe 7_1 = [ag] € %i], isto é, %i] é corpo. E, portanto, M, é
maximal. O

Teorema 1.5 (Versao fraca do Nullstellensatz). Todo ideal mazimal em C[€] pode ser

escrito na forma M, para um ponto x.
Demonstragao. Ver [10], p. 204. O

Corolario 1.6. Consideramos CF o espago afim, Spec(C[€]) o conjunto de ideais maxi-
mais M em C[{] e Homc_q,(C[¢], C) o conjunto de homomorfismos de C-édlgebras de
C[¢] em C. Existem correspondéncias biunfvocas entre pontos de C¥ e ideais maximais

em Spec(C[€]) e entre ideais maximais em Spec(C[¢]) e o conjunto Home_q,(C[E], C).
Demonstragao. Ver [10], p.205. O

A primeira correspondéncia associa pontos x = (1, ..., ;) de C* a ideais maximais
M, = C[¢](&1—x1)+ - - +C[¢] (& — k) de C[¢]. Na segunda correspondéncia associamos
a cada ideal maximal M, o homomorfismo ¢ : C[¢] — C tal que ker¢ = M,. Assim,
para cada [ € C[¢] temos que ¢(f) = f(z).

7
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Lema 1.7. Seja I um ideal de C[{], entao
V(I)={xeCt:1cM,}

Demonstragao. Veja [10], p.206. O

Definicao 1.7. Seja I um subconjunto em C[¢]. Denotamos o ideal de V(I) por
Iy = I(V(I)) e Ry = %g] o anel de coordenadas da variedade algébrica V(). Em

particular, Ry é gerado como uma C— algebra pelas classes g de fungoes coordenadas

&

Se I = {0}, entdo V(I) = C* e I(V(I)) = I(C*) = 0, daf Ry = C[¢]. O Coroldrio

1.6 escrito para I = {0} é generalizado para qualquer ideal na seguinte forma:

Corolario 1.8. Sejam V C C¥ uma variedade algébrica afim, Spec(Ry) o espectro do
anel de coordenadas Ry e Homg_qy(Ry, C) o conjunto de homomorfismo de C-dlgebras
de Ry em C. Existem correspondéncias biunivocas entre variedades algébricas afins
V' e ideais maximais M C Ry em Spec(Ry) e entre ideais maximais no Spec(Ry) e

homomorfismos de C-dlgebras de Ry em C.
Demonstragao. Ver [3], p.35. O

Sabemos que as variedades algébricas afins sao os conjuntos fechados da topologia
de Zariski e além disso, se associarmos cada ideal I de C[¢], o conjunto
V(I) = {M € Spec(C[¢]) : I € M}, entdo Spec(C[£]) é um espago topoldgico, cujo
os conjuntos fechados sao as variedades algébricas afins V(I), ou seja, no Spec(C[¢])
definimos a topologia de Zariski. Assim a consequéncia do corolario anterior é que o
conjunto das variedades algébricas afins V' com a topologia de Zariski é homeomorfo

ao Spec(Ry), de seu anel de coordenadas Ry, isto é,
V' =2 Spec(Ry).

Se R é uma C-algebra comutativa finitamente gerada, entao pela correspondéncia
acima R determina uma variedade algébrica afim complexa Spec(R). Assim, se os

geradores de R sao escolhidos, podemos escrever R = Clé- &) &, [ &
em C[¢]. Entdo, Spec(R) é identificado com a subvariedade V(I) C C*, que é o

, onde [ é um ideal

conjunto dos zeros comuns dos polinomios em /.

Observacao 1.1. A C-dlgebra R finitamente gerada pode ser escrita

C[gh Tt 7€k]
—] )

como um anel de coordenadas, para diferentes escolhas de k e do ideal I. Isto signi-

fica que podemos associar de diferentes maneiras os conjuntos algébricos V (I) C CF.

8
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Porém, o Corolario 1.8 mostra que estas diferentes representagoes V (/) sdo homeomor-

fas a variedade Spec(Ry).

1.2 Conjuntos convexos

Essa secao tem por objetivo principal apresentar o importante conceito de cone e

mostrar que cones sao conjuntos convexos.

Definicao 1.8. Dizemos que um conjunto C C R"™ é convexo, se para todos x,y €

C,x # vy, o segmento de reta
[zy]={Az+ (1 -Ny; 0<A< 1}

estd inteiramente contido em C.

Figura 1.1: A convexo e B nao convexo.

Exemplo 1.3. O disco D = D|xg,r] = {x € R"; |z — z¢| < r} é conjunto convexo.
De fato, dados a,b € D, temos que |a — x| < r e |b — xo| < r. Notamos que para

qualquer A € [0, 1] vale que zq = Az + (1 — )z, logo
IAb+ (1 —N)a— x| = AN+ (1 = XN)a— Axg — (1 = N)axg| = |AD—x0) + (1 = A)(a — x0)]-
Agora, usando a desigualdade triangular e o fato que a,b € D, temos
IAb+ (1 = Na —xo] <Ab—mo] + (1= N)|a —xo|] < Ar+ (1= AN)r=r,
e, portanto, D é um conjunto convexo.

Definicao 1.9. Dizemos que z é uma combinacao convexa de zq,...,x, € R", se

existem A1,...,\. € R tal que
(i) =Mz + -+ Ny

(i) M4+ N =1;
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(i) A1 >0,..., A > 0.

Definigao 1.10. O conjunto M C R" de todas as combinagoes convexas de M é

chamado de envoltéria convexa, denotado por Conv(M).

Proposicao 1.9. O conjunto M C R™ é convexo se, e somente se, contém todas suas

combinagao convexas, isto é, M = Conv(M).

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que M é convexo. Dados 2,y € M = Conv(M) existem

Tlyeoos Ty Y1y -y Ys € M€ Xy, oo Ay 1, -+ -, Jbs € R tais que
x:Z/\n-rnvy:Zﬂnyn
n=1 n=1

ondeZ)\ _Z“Z_l Ai>0ep; >0, paratodoi e {l,...,r}eie{l,..., s}
=1 =1
Reorganizando os indices se necessdrio, podemos supor que r = s e z; = vy,

jge{l,...,r}. Para0 < X\ <1, temos

Az + (1 =Ny )\Z)\xn+ (I—=X Z,un:z:n

n=1

=DM+ (1= Np]zr + -+ DA+ (1= Nz,

Como
M+ Q=N+ AN+ 1 =N, =A+1-A=1

e todos os coeficientes sdo nao negativos, temos que A + (1 — \)y é uma combinagao
convexa de 1, . .., T, como M = Conv(M), segue que M é convexo. Reciprocamente,
temos que Conv(M) C M. Por outro lado, como sempre vale que M C Conv(M),
concluimos que M = Conv(M). 4

Definicao 1.11. Denominamos envoltoria positiva, ou cone determinado por M, o

conjunto de todas combinacoes lineares nao negativas,

k
T = E AT
n=1

onde z; € M e \; > 0, paratodoi e 1,... k.

Exemplo 1.4. A regido Q, = {(z1,72) € R* 11 > 0 ¢ x5 > 0}, o primeiro quadrante

do R?, é um cone. Com efeito, dado z = (1, 72) € Q1, podemos escrever
z = (21,22) = (21,0) + (0, 22) = 21(1,0) + 22(0,1) = z1€1 + 2265 = Zmiei,

10
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onde e1, 5 530 0s vetores da base canonica do R?. De maneira geral, qualquer quadrante

em R? é um cone.
Lema 1.10. A envoltoria positiva de qualquer conjunto M é convexa.

Demonstracao. Como todas as combinacoes lineares nao negativas, sao também com-
binagoes convexas, isto é, o conjunto das combinagoes lineares nao negativas contém o
conjunto das combinagoes convexas, entao o resultado segue diretamente da Proposicao
1.9. O

11



Capitulo 2
Variedades Toricas

Neste capitulo, construimos as variedades toricas afins associadas a cones
poliedrais grade, fortemente convexos. E, posteriormente, generalizamos esta cons-
trucao definindo as variedades téricas, através da “colagem” de variedades toricas afins.

As principais referéncias usadas nessa se¢ao foram [1],[4] e [11].

2.1 Conceitos Basicos de Geometria Convexa

Nesta secao, apresentamos algumas defini¢oes e resultados sobre combinatoéria, que
serao muito importantes no decorrer desse trabalho.

Denotamos por N a grade Z™ de R" e definimos M a grade dual Homgz(N;Z) no
espago dual (R™)* de R™ .

Definigao 2.1. Seja A = {v1,...,v,} um conjunto finito de vetores em R", o conjunto
0= {‘r GRT";C: )\1U1+"'+)\T'UT7)\Z' €R7)\z > O}

é chamado cone poliedral. Os vetores vy, ..., v, sao chamados os geradores do cone o.

Se A = (), entao o é o cone nulo.

Observacao 2.1. A definicao de cone poliedral é um caso particular da envoltéria
positiva, pois o numero de geradores do cone poliedral ¢ finito. Logo, segue do Lema

1.10 que cones poliedrais sao conjuntos convexos.
A dimensao de um cone ¢ é a dimensao do menor espago vetorial contendo o.

Definicao 2.2. Dizemos que um cone o em R" é cone grade, se todos os seus geradores
pertencem a N. Um cone o é chamado fortemente convexo se o N (—o) = {0}, onde

—o={—-z:zx €0}

12
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a]
) @ -
L ™= e 0 m=e U

Figura 2.1: Exemplo de cones poliedrais.

Exemplo 2.1. Os cones apresentados na Figura 2.1 sao cones grade e fortemente

convexos. De fato consideramos o cone (] gerado por e, ou Seja,
_ 2. .
01—{$€R.$—/\61,)\€R,)\20}

Suponhamos que o1 N (—oy1) # {0}, entao existe a € oy N (—07), com a # 0. Assim,

a=MXi, A\>0ea=—z,x € 0,. Portanto,
—r =M1 =>x=—Xep, —A <0,

o que nao pode ocorrer. Logo, o1 N (—o1) = {0} e, portanto, o; é fortemente convexo.
De maneira andloga mostramos que os outros dois cones sao fortemente convexos. Além
disso os geradores dos cones sao elementos de N = Z?2, logo todos os cones sao cones

grade.

Exemplo 2.2. O cone 7 C R? gerados pelos vetores e; e ey — Vv/2e; ndo é um cone

grade, pois o gerador e; — V2e, = (—\/5, 1) ndo é um elemento de 72.

Figura 2.2: Cone nao grade.

Definigao 2.3. Dado um cone o no R", o0 seu cone dual ¢ é definido como
o' ={ue ®R") : (uv) >0, Yveda},

13
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onde (u,v) = u(v).

Dados um cone ¢ e f um conjunto de geradores de o em R”, uma maneira para
encontrar seu cone dual (R™)*, é determinar o conjunto * (conjunto de geradores),

pois neste caso, o cone dual é inteiramente determinado por 5*( o dual de 3 ).

Exemplo 2.3. Consideramos o espago (R?)*, com a base canonica {u; = e}, uy = €3 }.
Vamos determinar o cone dual, associado ao conjunto 5 = {v; = e1, vy = 2e1 + €3}.

Dado (z,y) € R? podemos escrever

(z,y) = (x = 2y)v1 + yoa.

Assim, f* = {zx — 2y, y} = {u; = e} — 2e3,uy = e} é o dual desejado.

Figura 2.3: Cone e seu dual.

Exemplo 2.4. No R? consideramos os cones o gerado por {es, 2¢; —e3} e T gerado por
ey. Para encontrar ¢, podemos proceder conforme o exemplo anterior para mostrar

que 0¥ é gerado por e} + 2e3, e7 (Figura 2.4). Agora para obter 7", notamos que
(€],e2) =0, (e3,e9) =1>0,(—ej,e2) =0

E, assim, 7V é gerado por e}, —e}, €5 (Figura 2.4).

Definigao 2.4. Sejam o um cone, A € ¢V N M e denotamos \* = {v € o : (\,v) =0}

entao o conjunto
Tr=0cN\ ={veao\v)=0}
é chamado de face de o escrevemos 7 < ¢. Uma faceta é uma face de codimensao 1.

Dado ¢ um cone em R”, temos que o < 0. De fato, 0 = 0 N 0*+. Se 7 < o, com

T # o, dizemos que 7 ¢ uma face prépria de o e denotamos por 7 < .

14
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Figura 2.4: Exemplos de cones e seus duais.

Definicao 2.5. Compreende-se como o interior relativo de um cone o, é o interior
topoldgico do espago Ro gerado por 0. Denotamos o interior relativo por relint(o). A
fronteira relativa de o é definida por do := o\relint(c). As faces préprias de o estao

contidas na fronteira de o.
Lema 2.1. Seja ¢ C R™ um cone e v € 0. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) v € relint(o);
(ii) (u,v) > 0, para qualquer u € o¥\o™;
(iii) o¥Not =ot.
onde ot ={ueo": (u,v) =0, Yveoar}

Demonstragdo. (i) = (ii) Suponhamos que (ii) nao vale, entao existe u € o¥\ot, tal
que assim (u,v) < 0. Como nao pode acontecer (u,v) < 0, entdo (u,v) = 0, e isso
significa que v € 7 = o Nu*, ou seja, v estd contido na face prépria ¢ Nu’ de o.
Portanto, v ndo pode pertencer ao interior de o e, assim, (i) ndo vale.

(if) = (iii)

c'Not = {ue R : (u,v)>0,Yveaotn{uco”: (uv) =0}

= {uco’ : (uv)=0YveEco}=0o"

(iii) = (i)

Suponhamos (i) nao vale, ou seja, que v nao pertenga ao relint(c). Entao, v € do, ou
seja, v € p, onde p é uma face prépria de o. Assim, podemos escrever p = o Nu'’ para
algum u € ¢, onde u ndo pode pertencer a o, pois p # 0. Logo, u estd em oV N v,

1

mas nao em o, contradizendo a hipotese. Portanto, v esta contido no interior relativo

de o. O

15
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Exemplo 2.5. Consideramos ¢ C R? o cone gerado pelos vetores v, = ey e

vy = 2e; — ey (Figura 2.5). O cone o, possui uma face de dimensado zero, duas

Wy = 261 — €3

Figura 2.5: Exemplo de faces.

faces de dimensao 1 e uma face de dimensao 2. De fato, a face 2-dimensional é o
préprio cone que é igual o N0+, pois (0,v) = 0, para todo v € o; a face de dimensional
nula é igual a 5 = {(0,0)} = o N Ay, onde podemos ter \g = e} + €5, pois dado

Tr = )\162 + /\2(261 — 62) € o,
)\0(3?) = (6; + 6;)()\162 + A2(2€1 - 62)) = 0.

Finalmente, tomando A\ = e} 4 2e3, Ay = €] obtemos as faces de dimensao 1 que sao:
71 = 0 NM e, = 0N )\, respectivamente. Além disso, 7, e 7, sdo facetas, pois

possuem codimensao 1.

Embora muito simples, o conceito de face desempenha um papel muito importante
para construcao das variedades toricas. A seguinte proposicao fundamental para alguns
resultados deste trabalho é uma consequéncia da teoria de conjuntos convexos (veja
[18])

Proposicao 2.2. Se o é um cone poliedral convexo e vy € o, entao existe uy € 0" com

<U0, ’UQ) < 0.

Quando o gera R" e 7 é uma faceta de o, existe u € ¢, inico a menos de multiplos,

tal que 7 = o Nu*. Denotamos um vetor deste tipo por u,.

Proposicao 2.3. Se o cone poliedral convexo que gera R"™ entao
o= mHTz{UE]Rn:(uT,v)}O}.

Demonstragao. Dado v € ¢ entao (u,v) > 0 para todo u € ¢, em particular, para

u, € o'. Logo, v € ﬂ H.. Para mostrar a inclusao contréria, suponhamos que

T<0

16
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ﬂ H, ¢ o,isto é, v € ﬂ H,, mas v € . Por hipétese o é convexo. Entao, dados

T<0 T<0
v',v € o entao [v',v] C o. Consideremos v' € relin(c) e w o tltimo ponto em ¢ no

segmento de reta [v/, v]. Assim, w € Jo e em alguma faceta 7. Entao, temos (u,,v') > 0
e (u;,w) = 0, por outro lado, v € o, pela Proposi¢ao 2.2 temos (u,,v) < 0, o que é

uma contradigao. (I

A demonstracao da proposi¢ao acima fornece um modelo para encontrar os gera-
dores o cone dual ¢¥. Se o gera R™, entao a colecao formada pelos vetores u, tal que
7 é uma faceta de o gera ¢¥. Com efeito, se u € 0¥ e u nao pertence ao cone gerado
por u., aplicando a Proposigao 2.2, temos existe v € R™ tal que (u,v) < 0 e (u,,v) >0
para todas facetas 7, o que contraria Proposicao 2.3.

Se o gera um espaco vetorial proprio W = Ro, entao oV é gerado por levantamento

(R™)"

dos geradores do cone dual W* = T juntamente com vetores u e —u, onde u varia
sobre a base para W+.
Portanto, cones poliedrais podem ser caracterizados da seguinte forma: Se uq, ..., u;

sao vetores em (R™)* que geram o entao,
t
a:ﬂHui:{veR”:(ul,v)>0,...,<ut,v>20}. (2.1)
i=1

Exemplo 2.6. Em R? consideramos o cone p gerado apenas pelo vetor e; (Figura
2.6). Neste caso, W = Rp é subespago préprio do R%. Assim pY ¢é gerado e}, pois
(et,e1) > 0, ou seja, e} € p”, e ainda por e}, —e}, pois eo € W=, Portanto, p¥ é gerado

* * *

Proposigao 2.4. Se 0 C R" é um cone poliedral convexo, entao " é um cone poliedral

convexo.

Demonstra¢ao. Suponhamos que ¢V nao é um cone poliedral convexo. Entao, dados
u,u' € 0, o segmento de reta [u,u’] ¢ 0”. Entdo, existe u; € [u, /] tal que u; & 0",
assim de acordo com a definicdo de dual, existe v € o tal que (u;,v) < 0. Por outro

lado, 0 = {v € R" : (uy,v) > 0,...,(u,v) > 0}, e ainda, podemos escrever
Uj = AUy + - -+ Ay

onde \; € Ryg e uls, i € {1,...,t} sdo os geradores de o".

Usando a linearidade e o fato que (u;,v) > 0, para todo i € {1,...,t}. Obtemos,
(uj,v) = A (ug, v) + - -+ A\(ug, v) >0,

mas isso é uma contradicao. E, portanto, ¥ é convexo. O

17
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Figura 2.6: p e seu dual p".

Proposi¢ao 2.5. Se ¢ é um cone grade em R", entao ¢” também ¢ um cone grade.

Demonstracao. De fato, se 0 é um cone grade entao seus geradores pertencem a N, e
a Equagao (2.1) fornece como construir os geradores de 0¥ N M, ou seja, os u;s desta

equacao que sao os geradores de oV pertencem a M. Portanto ¢¥ é um cone grade. [

Observacgao 2.2. Notamos que se 7 é cone fortemente convexo, nao é necessario que
7V seja fortemente convexo. De fato, basta tomar por exemplo, o cone apresentado na
Figura 2.6. Neste caso, 7 N (—7) # {0}.

Na seguinte proposicao apresentamos algumas propriedades que serao 1iteis no de-

correr desse trabalho.

Proposicao 2.6. Seja 0 C R™ um cone poliedral.

(07)" =

Set <oentao o C 7V

1
2
Toda face 7 de o é também um cone em R";

)
)
)
4)

Se 0 = 01 + 09 entdo 0¥ = 0y Noy;

(
(
(3
(
(

5) Existe uma correspondéncia biunivoca entre as faces de o e as faces de o”. Tal

correspondéncia leva uma face 7 de o em uma face de oV, denotada por A\,.
Demonstracao.
(1) De fato, por defini¢ao sabemos que ¢¥ = {w € (R™)* : (w, z) > 0,Vz € o}. Assim,
(V) ={w e (R")*)*: (w,z) > 0,Vz € 0'}.

Mas como ((R")*)* = R™, entdo o dual de 0¥ é {w € R" : (w, z) > 0,Vz € ¢"}. Logo,

usando a Equagao (2.1) temos
(Y)Y ={weR": (w,z1) 20,...,(w,2,) 20,20,...,2, €Ec’} =0

onde 21, 29, . . ., 2, S0 os geradores de oV.

18
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(2) Lembremos que por defini¢ao
oV ={u e (R")*: (u,v) > 0,Vv € 0}

além disso, como 7 < ¢ temos que dado v € 7, entao v € o.
Assim dado u € ¢, entao (u,v) > 0, para todo v € 0. Em particular, (u,w) > 0

para todo w € 7, o que implica que u € 7V.

(3) Seja 7 uma face de o, dado x € 7, temos que x € 0 N A+, De z € o vale que

n
r = E )\Z'Ui
i=1

onde \; > 0, \; € R, para todo i € {1,...,n}. Logo 7 é um cone em R".

(4) Dado u € 0y Noy, entdo (u,z1) = 0e(u,29) 20,21 €0y, 22 €E09. Sez=21+2 €0

temos
(u,2) = (u. 21 + 22) = (u, 21) + (U, 22) 2 0

entdo u € (01409)” = 0¥ e, portanto, oy Noy C o”. Por outro lado, como o1 < 01409

e gy < 01 + 09 , pelo item (2) temos
(01 +09)Y Cay,(o1+02)Y Cay
Portanto,
0V = (01 +09)" CoyNay
(5) Primeiramente, notamos que as faces de 0¥ sdo os cones 7V = ¢ Nvt, ou seja,
™= Nvt={ueo":(uv)y=0vec= (")}

Consideramos os seguintes conjuntos:

™ ={ue R :(u,w) =0,Yw €7} ev={uc (R : (uv)=0}

\%

Dos conjuntos acima concluimos que v+ C 7Y. Além disso, como v € 7T entdo

7+ C vt dai 7V Not = 71, Portanto,
c'Nnot=oc"N(rVNot)=0o"nNrt

A aplicagao 0 2 7+ 7* = 0¥ N7+ € 0¥ claramente reverte a ordem e 7 C (7%)*,

pois (7*)* = o N (7%)*

() ={meR": (s,m) =0,V €1*}
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De T C (7%)* segue 7* C ((7*)*)* e como a aplicacao reverte ordem, entao ((7*)*)* C 7*
e ,portanto, ((7%)*)* = 7*.

Assim, a correspondéncia é biunivoca. O
Proposigao 2.7. Se 7 = 0 N At (com A € ¢V) é uma face de o, entao

TV =0" +Rxo(—=N),
onde R, denota o conjuntos dos ntimeros reais nao negativos.

Demonstracao. Como os dois lados da igualdade requerida sao cones poliedrais
convexos, pois A € ¢V, é suficiente mostrar que seus cones duais coincidem. Por
um lado temos (7¥)¥ = 7. Por outro, pela Proposigao 2.6 (item (4)) e como (¢V)Y = o

e (Roo(=X))Y :== =AY, temos
(0" +Roo(=A)" = (07)" N (Rzo(=A))" = 0 N (=A)”

Agora, se v € 0 N (=A)" entdo (u, —A) > 0, ou seja, (u, \) < 0.

Como v € o e por hipdtese A € ¢, temos (u, ) > 0, dai (u,A\) = 0, ou seja,
v € o N AL, Consequentemente, o N (=\)Y C o N A+, Finalmente usando o fato de
At C AV, obtemos o N AL C o N (=A)Y. E, assim, 0 N (=\)Y = o0 N At = 7, portanto
(0¥ 4+ Rso(=N)Y =7. 0

Portanto, dado um cone ¢ e uma face 7 de o satisfazendo as hipoteses da proposicao

anterior, temos um “algoritmo” para encontrar a face dual correspondente a face 7.

Exemplo 2.7. Consideramos os cones 7 gerado por ey, o gerado por eq, eg, e respec-

tivamente os seus duais, 7V e o0V.

Figura 2.7: Cones e seus duais.

Notamos que 7 é uma face de o, pois T = e; = 0 N (e})*, além disso o vetor A\ = ¢}
satisfaz ( Figura 2.7):
Aeo' T=onAt
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e, pela proposigao anterior, temos

TV = O'V + Rzo(—el).

2.2 Monoides

Nesta se¢ao, apresentamos o importante conceito de mondide associado a um cone,
além de alguns resultados essenciais para construcao das variedades toricas afins. As
principais referéncias usadas nessa segao foram [1] e [10].

Inicialmente recordamos que um semigrupo S é um conjunto néao vazio com uma

operacao + : S x S — S associativa.

Definicao 2.6. Dizemos que um semigrupo S é um mondide, se é comutativo e contém

elemento neutro 0 € S tal que 0 + s = s, para todo s € S.

Lema 2.8. Se ¢ é um cone no R", entao 0 N N é um mondide.

n n

Demonstracao. Se x,y € o N N entao x = Z Aiv; ey = Z%Ui’ com \; > 0,7, >0e
i=1 i=1

i, € R, para todo i € {1,...,n}. Assim,

n

n n
rty= Z Aiv; + Z%’%‘ = Z(Az + )i
i=1 i=1 i=1
com N+ = 0,\,v €R,ie{l,...,n}. Assimx+y € 0NN, e a operagao é fechada
em o N N.

Dados r,Y,2 € ocNN y L = ZAW@‘,?J = ZViviaz = Zgivia com >\'L7ﬁ)/27€7, 2 Oe
i=1 =1 i=1
)\Z',’“/Z',Si € R, 1€ {]_, R ,TL}. TemOS,

v+ (y+z)= zn: Aivi + (Zn: Yivi + zn:&%) = z”: Aiv; + 2":(% + &)vi
=1 =1 =1 i=1 =1

= Z[)‘z‘ + (Vi + &) = Z[()\i +3) + &lvs

=1

n n
=> Ni+mvi+ Y &ui=(z+y)+ 2
=1 =1
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Deste modo o N N é semigrupo. E ainda,

n

n n
T+y= Z Aiv; + Z Yiv; = Z(Aivz- + 75v;)
i=1 i=1

i=1
n

= Z(Az + i) = Z(%’ + Xi)vi
i=1

=1
- Xn:(%vi + Aivi) = zn: Vivi + zn: A\vi =y + T,
=1 i=1 i=1

ou seja, S é comutativo. E, finalmente, existe 0 = ", 0.v; € 0 N N tal que
i=1 i=1 i=1 i=1
para todo x € 0 N N. Portanto, 0 N N é um mondide. O

Definicao 2.7. Dizemos que um mondide S é finitamente gerado se existem elementos

ai,...,ar € S tais que todo elemento s em S
S:)\16L1+“'+)\kak,

onde para todoi € {1,..., k} temos \; inteiros ndo negativos. Os elementos ay, ..., a; €

S sao denominados geradores do mondide.

Proposicao 2.9 (Lema de Gordon). Se o C R™ é um cone poliedral grade, entdo NN

¢ um mondide finitamente gerado.

Demonstragao. Seja A = {vy, ..., v, } o conjunto de vetores que definem o cone o. Como

o é um cone grade, temos que cada v; € 0 N N. O conjunto

i=1

é compacto. De fato, considere

f:X=[0,1x---x[0,1] — R
(tl,...,tn) — t1’01+"'+tn'vn

que é continua, pois é soma de fungoes continuas e f(X) = K, logo K C N é compacto.
Além disso, M é discreto, portanto K NN é um conjunto finito. De fato, caso contrario
poderiamos ter x € K NN, um ponto de acumulagao de K N N. Entao a intersecao de
toda vizinhanca de x com K N N possuiria infinitos pontos, o que contraria o fato N

ser discreto.
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Como qualquer elemento v € 0 N N pode ser escrito

T

T T
v = E (n; +m;)v; = E n;v; + E m;v;
i=1 i=1

i=1
onde n; sao inteiros nao negativos, 0 < m; < 1 ei € {1,...,r} e cada v; e a soma

Z r;v; pertencem a K N N, entao K NN gera o0 N . O
i=1
Dado um cone grade o, segue da Proposicao 2.5 que oY também é um cone grade.

Portanto, pelo Lema de Gordon, ¢¥ N M é um mondide finitamente gerado. Neste

trabalho S, denota o mondide finitamente gerado o¥ N M.

Exemplo 2.8. No R2?, considere o cone nulo ¢ = 0. Dado qualquer elemento
u € (RY)*, (u,0) = 0, ou seja, 0¥ = (R*)*. Assim, S, = oV N M = (R®)*N M é

erado pelos vetores {e}, —e7, e, —est (Figura 2.8), também por {e},e;, —ef — ei}.
19 12 ©2s 2 1) %~2 1 2

e o o § o o o
e o e e =)
. —e; 0 € (&)
o= {0}
e o o e o o

Figura 2.8: Monoéide para o caso do cone nulo.

Exemplo 2.9. Considere em R? o cone o gerado pelos vetores {eq, ¢1 + 2¢5} (Figura
2.9).

2(’.1 —:
Figura 2.9: Completando o mondide.

No Exemplo 2.4, vimos que nesse caso ¢” tem como geradores e}, e} + 5. Notemos
que nesse exemplo S, = ¢¥ N M, os pontos marcados vermelho (Figura2.9), que sio

multiplos e} + e5 nao sao gerados por e}, e] + 2¢e3, pois

1 1
e] +e; = §€T + §(€T + 2¢€3)
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sendo assim € necessario acrescentar o gerador ej + €3, e portanto S, € gerado por

* * * * *
(e], €] +e5,e] + 2e3)

Para finalizar essa secao, apresentamos a seguinte proposicao, que é fundamental

no processo de construcao das variedades toricas.

Proposicao 2.10. Sejam o um cone poliedral grade e 7 = ¢ N A+ uma face de o, com
Ae S, =0"NM, entao
ST = Sa + ZZO(_)‘)>

onde Z=( denota o conjunto dos inteiros nao negativos.

Demonstracao. Observamos que todas as hipoteses da Proposicao 2.7 sdo satisfeitas.
Assim, temos 77 = 0" 4+ R>g(—A), tomando a intersegdo em ambos os lados com
M = Z". Temos,

™VNAM=0"NM+Rso(—A\)NM
ST = So' + Zzo(—)\)

O

Essa proposicao permite escrever o monodide de uma face de cone, em func¢ao cone

que contém essa face.

Exemplo 2.10. Considerando o caso apresentado no Exemplo 2.7, temos que para

T = ey uma face de o, o vetor A = e], satisfaz as hipdteses da proposicao acima, assim

ST = Sg' + ZZO(_BT).

2.3 Variedades Toricas Afins

Nesta secao, apresentamos o conceito de variedade toérica afim. Para esse feito,
dado um cone o em R", construimos um monoide S,, e um anel R,. Mostramos que
R, é uma C-algebra finitamente gerada e usamos as consequéncias da versao fraca do

Teorema de Nullstelensatz para definirmos a variedade torica afim.

Definicao 2.8. Seja C[zy, ..., z,] 0 anel dos polinémios em n varidveis com coeficientes
em C. O anel

-1 -1

Clzry ey Zny 27 5o e ey 20

’rn

¢ chamado o anel dos polinomios de Laurent, o qual denotamos por C[z, 271]. Qualquer
elemento em C|[z, 2~!] é uma combinagao linear de elementos da forma Az ... z%", onde
rxeChe (ag,...,an) € Z.
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Definicao 2.9. O suporte de um polinomio de Laurent f = Z Ae2® € 0 conjunto

finita
supp(f) ={a € Z" : N\, # 0}

Os polindémios monicos de Laurent sao polinomios, cujo A\, = 1.
Lema 2.11. Sejam f e g polindmios de Laurent. Entao,
(1) supp(f £ g) C supp(f) U supp(g)

(2) supp(f.g) C supp(f) + supp(g)
Demonstragao. (1) Sejam [ = Z A2 g = Z [e2" polindmios de Laurent,
finita finita
supp(f) = {a € Z™ : N\, # 0}, supp(g) = {a € Z" : u, # 0}. Notemos que
supp(f £ g) ={a € Z" : \y + pq # 0}.

Assim, dado = € supp(f £ g) entdo A\, + u, # 0, ou seja, A, # 0 ou p, # 0.
Portanto, = € supp(f) U supp(g).

(2) Agora, consideramos y € supp(fg) = {a € Z" : Aypa # 0}, entdo A\yu, # 0, ou

seja, Ay # 0 e p, # 0. Assim, y € supp(f) + supp(g).
O

Proposicao 2.12. Dado um cone grade ¢ C R", o anel
R, ={f € Clz, 27" : supp(f) C S,}
¢ uma C- algebra finitamente gerada por monomios de Laurent.

Demonstracao. Inicialmente notamos que o Lema 2.11 d& estrutura de anel para R, .

De fato, dados f, g € R, entao supp(f) C S, e supp(g) C S,. Como,
o supp(f +g) C supp(f) U supp(g) C Sy, entdo f + g € Ry,
o supp(fg) C supp(f) + supp(g) C Sy, entao fg € R,.

Consideramos a seguinte a aplicacao

g 7" — Clz, 271

— a __ aq 07
a=(ay,...,0p) —> 2%=2z" . . 20"

(2.2)

Observamos que ¢ é um homomorfismo entre o grupo aditivo Z" e grupo multiplicativo
Clz,27Y. A restrigio 0 de ¢/, 0 : Z" — L = {2{* -2 (aq, ..., ) € Z"} 6 um
isomorfismo de grupos. De fato, dados a = (aq,...,0,), b = (f1,...,5,) ambos

pertencentes a Z", temos
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O(a+b) = 2070 = z‘fﬁ’@l o gt Bn = (0 zf{”)(zfl 2Py = 2020 = 0(a)0(b)

Além disso, # é sobrejetiva e injetiva, portanto isomorfismo.
Pelo Lema de Gordon, existem vy, ..., v, € Sy, que geram S, sobre C. Dado a € S,,

existem Aq,..., A, € Z>q tais que
a = )\1”01 +"'+>\rvr S Zn,)\i S ZZO
Logo,

(a) = 2* = P e AT Z])_\lvl ... Z?\rvr — (zijl)AI ... (Z;cjr)kr

Isto é, qualquer monomio z* pode ser escrito como combinacao linear de z"'...z"".

Portanto, R, é uma C-algebra finitamente gerada por monomios de Laurent. (I

Sendo R, uma C-algebra finitamente gerada, usando o Corolario 1.8, podemos

estabelecer a seguinte definicao.

Definicao 2.10. Seja ¢ C R™ um cone poliedral grade fortemente convexo. Entao, a

variedade térica afim associada a o ¢ definida como
X, = Spec(R,).

Pela Observacgao 1.1, para diferentes escolhas dos geradores S, a C- dlgebra fini-
tamente gerada IR,, pode ter diferentes apresentacoes como um anel de coordenadas.
Isso significa que podemos obter diferentes representagoes da variedade torica afim
Spec(R,) associada a o em diferentes espacos complexos CF. Temos como garantia
que, entao a definicao de variedade térica afim depende dos geradores do anel R,,

tendo em vista o Corolario 1.8 que estas representacoes sao todas homeomorfas.

Exemplo 2.11. Consideramos o cone o do Exemplo 2.9, cujo mondide S, é gerado
por a; = ej,as = e + €5 e a3 = e} + 2¢5. Usando o isomorfismo 6 (construido na

Proposigao 2.12), obtemos os seguintes monémios de Laurent :
up =29 = 2120 = 21, up = 2072 = 2l2) = 212y e ug = 27OV = ][22 = 222,
A C - algebra R, pode ser representada como

Clér, .6

R, = (C[ULUQ,U?)] = b

Agora, consideramos a seguinte combinagao linear, A\ja; + Asas + Azaz = 0, ou seja,
(A1 + A2+ A3)ef + (A2 + 2X3)es = 0. Entdo, Ay = A3 e Ay = —2)q, substituindo na

combinagao linear inicial, obtemos:

)\1&1 + (—2)\1)@2 + )\3(13 =0& )\1((11 — 2a9 + Clg) =0
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Suponho A; # 0, entao a; + az = 2as.

Usando a relagao aditiva a; + a3 = 2a, obtemos, via isomorfismo 6, a relacao

multiplicativa 2,23 = 22, ou seja, ujuz = 2u2. Logo, o ideal I, é gerado pela relagao

binomial &£ = €2 e a variedade térica afim correspondente ao cone o 6 :

X, = V({,) ={x = (21,29, 73) € C3: zyx3 = x%}

Figura 2.10: Representacio da parte real de X, em R?,

No caso geral, temos a seguinte situagao. Sejam aq, ..., a; o sistema de geradores

1

de S,, onde cada a; é escrito a; = (o}, ..., af) € "N M. Do isomorfismo 6 (construido

na Proposigao 2.12), obtemos os monémios monicos de Laurent,

ag

al al _ .
w=2%=2" ...z €Clz,z7"], i=1,... k.

A C-élgebra R, = Cluy, ..., ux] pode ser representada por

— C[Slv e 7En]

Clus, .. ., w] 7

para algum ideal I, a ser determinado.

As relagoes aditivas entre os geradores de S, sao escritas da seguinte forma;

Z via; = Z,ujaj, Hj, Vi S ZZO'

j=1 n=1

Do isomorfismo 6 obtemos as relagoes monomiais;

(Za1)l/1 . (zak)l’k — (Zal)lu . (Zak)uk

(2.3)

Segue de (2.3) que (u1)"* ... (ug)"™ = (u1)" ... (ur)". Finalmente, obtemos as relagoes
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binomiais
(&) - (&)™ = (&) - (&)™ (2.6)

que geram [,. Além disso, pelo Corolario 1.8,
V(I,) = Spec(R,)

Observagao 2.3. Motivados pela equagao (2.4), como R, = Cluy,...,u], nas inde-

terminadas &1, . . ., & existe homomorfismo entre os anéis, da seguinte forma:

0o 1 Cl&, ... &] — Clug, ..., uy
& — w, 1=1,...,k

De modo que o ideal T mencionado na Observacao 1.1, é o ker(p,) = I,. Logo pelo

Teorema dos Isomorfismos, concluimos que,

C[éiv s 75]6] ~
1, N

Assim, para todo f € C[{], f € I, se, e somente se, p,(f) = 0, ou equivalentemente,
f(u) =0¢€ Clu,...,ux.

Defini¢ao 2.11. Dado um conjunto A = {ay,...,a,} C Z" e o vetor (A, u) € (R¥) x

(R*¥), definimos uma relacao linear positiva de A, como

k k
E Aia; = E i@
i=1 i=1

Usamos a notagao A\.A = p.A para representar as somas acima.

Teorema 2.13. Dado o um cone grade em R" ¢ A = (ay,...,a;) um sistema de
geradores do monaoide Sy, a wvariedade torica afim X, correspondente, ¢ dada pela
variedade V (I,) C C*, onde I, é um ideal de C[¢y,...,&], gerado finitamente por

bindomios da forma (2.6) correspondentes as relagoes (2.5) entre os elementos de A.

Demonstracao. Pelo Lema de Gordon o mondide gerado por todas relagoes inteiras,
positivas e lineares (2.5) é finitamente gerado, pois todos os a}s pertencem a S,. Para
concluirmos a prova ¢ necessario mostrar que todo elemento de I, ¢ uma soma de
binémios do tipo (2.6).

Dado um polindémio f = > A&, temos que f(u) = > Au”, mas como
u; = 2%i = 1,...,k, entao f(u) = > N\,24. Notamos também que, para todo

a € o NZ", o cocficiente ¢, de 2% ¢ :
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>oon

viv.A=a
Assim, se ¢, é a aplicagdo dada na Observagao 2.3 temos que, f € I, = ker(p,) se,
e somente se, todos os ;s sdo nulos, e f satisfaz as relagoes (2.6), consequentemente o
teorema segue.
Agora, caso \,, # 0 para algum multi-indice vy € Z’go, existe g # vy que satisfaz
vo. A = pg.A e Ny # 0. O bindmio correspondente A, (£704 — £#0-4) estd em I,
subtraindo este monomio de f, obtemos um polinomio em [, com menos termos que

f. Com efeito,

Flu) = A (€0t =gty = 3 A2t = (674 - 6
— Z )\VZV‘A + )\VQSMO.A
V#1p

Além disso, como vy.A = pg.A, para algum 14 # 0, entdo teremos A, 04 = ), EF0-4,
Isso significa que alguma parcela na soma tem monomio semelhante a \,,&#0-4. Assim,
usando a distributiva, percebemos que para p escolhido acima f possui mais termos
que o binomio A, (£704 — ¢#o-4) . Repetindo o argumento para outros multi-indices (que

sao uma quantidade finita), o resultado segue. O

Observacao 2.4. Como consequéncia do Teorema 2.13 um ponto = = (z1,...,7%) €

CF representa um ponto de X, se, e somente se, a relacao

()" o () = ()" ()M

vale para todo v, u € Z™ satisfazendo

k
ZVJQJ = Z/.L'(lj, Hj, Vj S Zzo.

J=1 J=1

Observacgao 2.5. No Coroldrio 1.8 vimos que para qualquer ideal I, existe uma cor-
respondéncia biunivoca entre V (I, ) e os ideais maximais M no anel de polinémios C[¢]
que contém I,. Além disso, M = sio os ideais maximais em R,. que é justamente
o anel de coordenadas Ry . Portanto, os geradores uq,...,u; de R, sdo as fungoes

coordenadas em X, que definem X, em CF.

Exemplo 2.12. Consideramos o cone nulo ¢ = {0} no R". Como (u,0) = 0, para
u € (R*)", o cone dual 0¥ = (R")*. Assim, S, = (R")*NZ" = Z* = M que
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tem geradores e, ..., e’ —

Y no

ey, ..., —e;. Entao, podemos escolher diferentes sistemas de

geradores de S,. Por exemplo:

Ay = (el ... e, —ef, ..., —eX) € (C)*,  Ay=(el,.... e, (—ef—--—ef)) € (CT)*

Y n? Y

Vamos fazer algumas consideragdes sobre A;. Pelo isomorfismo 6 (construido na

Proposigao 2.12), temos

UL = 21,y Uy = 2y Up 1 = 21 ey Uy = 27
Assim, a C— &lgebra correspondente é
C 517 e 752
Ra‘ = (C[Ul, . ,Ugn] = %
a
Notamos que a; + a,4+; = 0, para todo i € {1,...,n}, ou seja, e; + (—ef) = 0. Do
isomorfismo 6 obtemos u;u,; = 1, paratodo i € {1,...,n}. Consequentemente o ideal
I, é gerado pelos polindmios, tais que &;&,4; = 1, para todo i € {1,...,n}. Portanto,

Xo = V((€1£n+1 - 1)7 SR (€n§2n - 1))

Para n = 1, obtemos a hipérbole complexa, cujo as assintotas sao os eixos & = 0 e
& = 0. A hipérbole pode ser projetada no eixo & = 0 e a imagem ¢é desta projecao é
C*:

oy
[

Y

|
-
oy

Figura 2.11: Representacao da parte real da hipérbole complexa.

No caso geral, para n > 1 seja o o cone nulo em R"”, entao X, ¢ homeomorfa ao

conjunto
T={(z1,...,2,) €C": 2,0, Yi=1,...,n}=(C"H".

De fato, obtemos esse homeomorfismo usando a projegao

o X,cC» — TcC»

(21, -y 20n) +—> (21,-.., 2n).
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A inversa de 7’'é dada por

(7)1 :TcC" — X,CC™

(2100 s 2n) > (21, 2y 21 ey 20 )

1
Dado (21,...,2,) € T, temos 2; # 0 e — € C* para todo i € {1,...,n}. Por outro lado
Z,

(2
usando o segundo sistema de geradores A,, temos

RU’ = (C[glv cee 7§n76n+1]/[a

Portanto, X, = V(& ... &€ — 1) em C*L. Neste caso, também é possivel mostrar

que X, é homeomorfa a T.
Defini¢ao 2.12. O conjunto T = (C*)" é chamado n-toro algébrico complexo.

Observacao 2.6. O toro algébrico T definido acima, nao é o mesmo que o

toro topolégico (S')". Porém, temos que T é isomorfo a (S')™ x (Rsq)".

Com efeito, inicialmente note que podemos escrever um numero complexo z € C*

usando coordenadas polares (7, 0), ou seja,

2z =re? =r(cos + i send),

com 7 =|z]>0e0<60 <2 Consideramos em C* e R.( a estrutura de grupo com

o produto canodnico e definimos o homomorfismos de grupos

g cCr — ]R>0

Notamos que g é continua (com a topologia usual) e sobrejetora. De fato, dado r € R
tome z = r € C* | assim [z] = 7. Para cada » > 0 a fibra
g '(r) = {2z € C*||z| = r} é um circulo de raio . Aplicando valor absoluto para cada

coordenada de (z1,...,z2,) € T, obtemos a aplicagao

v T — (Rso)”
(21, -, 2n) — (|z1],-- -, |2a])
que novamente é um homomorfismo sobrejetivo continuo. Cada fibra ¢»=(ry,...,r,) é

o produto cartesiano de n circulos, que é um toro real compacto de dimensao n. Por

outro lado, seja S* := {z € C||z| = 1}

:Ct — S
2 =
2]
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Entdo, § é um homomorfismo sobrejetor de grupos. Dessa forma, podemos considerar
a aplicagao
6 : T — (S)"

(21,0 20) (Zl zn)

AT
que é continua e ¢ homomorfismo sobrejetivo.

Podemos considerar o n-toro real compacto (S!)" estd em (C*)" e a restricao de 6
a (S')" é a aplicacao identidade, isto é, 6 é uma retragao.

Para cada x em (S')", temos que a fibra 6~!(z) ¢ isomorfa a (Rsq)".

De fato, consideramos a aplicacao,

6 :07x) — (Ro)”

(21, -y 2n) — (|21]s -+ |20l) -

Assim, ¢ é um homomorfismo sobrejetor. Mostremos que a aplicagao ¢ é injetiva.

Notamos que, para n = 1, temos
671 (z) = {z€(0):6(x) =z} = { c@y:Z - } |

Isso significa que os niimeros complexos que pertencem a fibra §~'(x), possuem o
mesmo argumento e diferem apenas pelo médulo, estendendo este raciocinio a cada
coordenada de (C*)", concluimos que a aplicacdo ¢ é injetiva. Portanto, conseguimos
o isomorfismo desejado.

Finalmente, consideramos a aplicacao

(1,0) : T — (Rsg)™ x (SH™

z z
Y SN ERE )

que é continua na topologia produto, logo um homeomorfismo e isomorfismo de grupos.

Assim, exibimos T como um produto (Rs)™ x (S')™.

Observacao 2.7. T é um conjunto fechado de C?*, mas como um subespaco de C,

nao é fechado.

De fato, no exemplo 2.12 vimos que T = Xyq, sendo assim ¢ um conjunto fechado
de C?". No entanto, pela observacao 2.6 o toro algébrico T pode ser identificado como
(Rso)™ x (S")". Considerando n = 1, tomando p € S' e a sequéncia x, = (+,p) €
R.o x S! que converge para (0,p) € (Rsg) x (S!). Portanto, T nio é fechado como

subespago de C™.
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Até agora, nao apresentamos nenhuma justificativa para o nome variedade “térica”.
No entanto, o teorema a seguir apresenta um resultado interessante para entender essa

nomenclatura.

Teorema 2.14. Seja 0 um cone grade e fortemente convexo em R", a variedade torica
afim X, C Ck contém o n-toro algébrico complezo T = (C*)™ como um subconjunto

aberto e denso na topologia de Zariski.

Demonstracio. Sejam (ay, ..., a) os geradores para o mondide S, e V(I,) C Ck a re-
presentacao de X,. Com coordenadas no R", cada a; ¢é escrito
a; = (a},...,a) com o) € Zet € T é escritot = (t,...,t,) com t; € C*.

Consideramos a seguinte aplicagao

h : T — Xs
t= (b, b)) — (19, %)
com (t%,... t%) € X, N (C*)*, onde t% = tf%--
definida, pois h(t) € X, N (C*).

Afirmacao: h é um mergulho.

%" . Notamos que h estd bem

Provemos que h é uma bijecao de (C*)" em X, N (C*)*. Vamos mostrar que h é
injetiva. Seja a € S, tal que todos os pontos a + e estdo S,, com e} base de (R™)*.
Os monoémios de Laurent 2¢ := fy(u), 274 = fi(u) estdao no anel de coordenadas
R, = Clu] € C|z,27!]. Seja h(t) = z um ponto em X, N (C*)k, entdo f;(h(t)) =
totel = ;4% = t; fo(h(t)) e, assim, cada t; é determinado por t; = fi(h(t))/fo(h(t)), em
particular h é injetiva.

A aplicagao h é sobrejetiva, pois dado qualquer ponto x € X, N (C*)*¥ temos

v =h(fi(@)/fo(x),..., fulx)/ fo(2))

uma vez que as fungoes f; sao nao nulas em todo ponto .
Além disso, considerando X, = D, T = U e C* =Y no Lema 1.3, concluimos que

T ¢ aberto ¢ denso em X,,. O

Observacao 2.8. Sex € X, et € T C X, entdo tx = (t"z1,...,t"%z;) € X,. De fato,
basta mostrar que tx satisfaz (tx)* = (tx)” para todos (u,v) satisfazendo pu.A = v. A.

Sendo assim note que,
(tx)t — (tz)” = that — tVa” = that + 'k — tVah — Vo = oh(th — V) + t¥(a — 2¥)

Como z,t € X,, entdao =¥ = z¥ e t* = t. E, portanto, (tx)* — (tx)” = 0.
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Exemplo 2.13. Consideramos o cone o gerado pelos vetores es, 2e; — €5, apresentado
no Exemplo 2.9. Os geradores de S, sao (e}, e} + €3, ef + 2e3). Entao, o mergulho de

T em X, é dado por
(tl,tl) — (tl,tltg, tltg) € XU N (C*)g

Proposigao 2.15. Se ¢ é um cone grade e fortemente convexo em R" entao a dimensao

complexa X, é n.

Demonstracao. Como o toro tem dimensao n e estd mergulhado em X,, entao o

resultado segue. U

Como consequéncia do resultado anterior temos que a dimensao do cone determina

a dimensao da variedade térica afim.

Exemplo 2.14. Consideramos o cone o C R2? gerado por e; e es.
Dado v = (v1,v2) € 0, podemos escrever v = vie1 + vge9,v1 > 0,05 > 0. Por definicao,
0V ={u e (R")*: (u,v) >0, Yove&oa} e concluimos que ov é gerado por e}, e;. Deste
modo, S, = oV NZ? é gerado por (e7, €}).

Pelo isomorfismo 6 (Proposi¢ao 2.12) temos,
U = 2% = 27, Uy = 2%2 = 2y.

Além disso, na combinagao aej + bej = 0, temos a = b = 0, ou seja, os geradores de
S, sao linearmente independentes. Entao a tunica relagao aditiva entre os gerados ¢é a
nula, e como [, é gerado por essas relagoes, entao I, = {0}. A C-dlgebra R, pode ser

representada como
Ra = (C[Zl, 22] = 6[51752]

e, portanto, X, = V(0) = C2.

Exemplo 2.15. Seja 7 € R?, o cone gerado por ey, vimos no Exemplo 2.4, que 7V é
gerado por (e}, —e3, e3). Dal, S, = 7 NZ? é gerado por (e}, —e}, e3). Pelo isomorfismo

0 temos,
* _ % _ *
ulzzel =21,'U/2=Z e1=Zl 17U3=262=22

e, assim, R, = Cluy, us, us]. Notamos que e} + (—ef) = 0, que via o isomorfismo 0,

obtemos z12; ' = 1, isto é, uy = uj .
C[glv 527 53]
§i1& — 1

Desta forma, podemos escrever o anel de coordenadas é dado por R, =

E7 portanto, XT = {(51762753) € (C*)3|£lé2 = 1} = Czl X (ng.
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Figura 2.12: Representacao da parte real da hipérbole complexa no R3.

O exemplo anterior pode ser generalizado da seguinte forma.

Exemplo 2.16. Seja o o cone em R" gerado por ey, ..., e, com p < n. Entao, S, ¢é
gerado por A = (e},... e3¢5, —¢er iy, ..., ch, —cr), donde
_ -1 -1
Ry =Clz1,. .+, 2p, 2p11, Zpy1s - -+ 5 2ns 2

e, portanto, X, = CP x (C*)"P.

Como consequéncia do exemplo anterior seque que variedade toricas afins podem

ter estrutura de produto cartesiano.

2.4 Leques

Nesta se¢ao, introduzimos o conceito de leques em R"™ com a finalidade de apresentar
a definicao de variedade térica construida por meio de colagens de variedades toricas

afins.

Definicao 2.13. Dizemos que um subconjunto A do espago Euclidiano R™ é um leque,

se ele é uma uniao finita de cones tal que:
(i) Todo elemento o em A é um cone poliedral grade fortemente convexo;
(ii) Toda face de um cone em A, ainda é um cone de A;
(iii) Se o e o’ sdo cones de A, entdo o N é face de o e de o .

No que segue, a menos que especificado todos os cones serao considerados fortemente

convexos, poliedrais e grade.
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Exemplo 2.17. Consideramos em R? os subconjuntos A; formado pelo cone gerado
por {eq, ex}, Ay formado pelos cones o7 gerado por {ej, ex} e 09 gerado por {e1, 2e;—ey }
e A3 gerado pelos cones oy gerado por {eq, es}, o9 gerado por {e1, —ey}, o3 gerado por
{—e1, €2} e por g4 gerado por {—e;, —es }(Figura 2.13). Entéo, Aj, Ay e Az sdo leques

em R2.

= 1

Figura 2.13: Leques em R2.

De fato, notamos que A, é unido dos cones o, gerados por e, ey € por o, gerado
) )
por e1, 2e; — ey, ambos sao poliedrais, grades e fortemente convexos. As faces de o7 sdo
o proprio o1, os cones gerados por ej, por e; e o cone nulo, e todos sao cones de A,.
Além disso, as faces de oy sdo o préprio g9, 0s cones gerados por e;, por 2¢; — €9 € 0
) b bl
cone nulo, e eles sao cones de A,. E, por fim, temos que o7 N oy = €1, que é uma face
comum de ambos o cones. Portanto, Ay é um leque no R%2. Um procedimento andlogo

mostra que A; e Az sao leques em R? também.

2.5 Variedades Toricas

Nesta se¢ao, construimos a variedade térica através da colagem de variedades toricas

afins. Para isso iniciamos com um lema que motiva a defini¢cao da aplicagao de colagem.

Lema 2.16. Sejam 7 uma face de o, (ay,...,a;) o sistema geradores de S,, X, e X,
variedades téricas afins obtidas respectivamente por 7 e 0. Entao, X, ¢ homeomorfa a
X, \(ur = 0), isto é,

X = X\ (uy, = 0).

Demonstracao. Como 7 é uma face de o segue da pela Proposicao 2.10, que S, =
S, + Zso(=A), onde A € S, = 0" N M eT =0cnNA Assim, o mondide da face S,
é obtido adicionando o gerador —\ aos geradores de S,. Como A é um elemento de

(aq,...,ax), podemos escolher ay = A e ap 1 = —\. Assim, para obter as relagdes entre
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os geradores de S, consideramos as relagoes ja existentes em S, e a relagao adicional
ap + agiq, = 0.

Como 0 = — A+ X = a1 +ay, segue pelo isomorfismo 6 (Proposicao 2.12) a relagao
multiplicativa uguiy; = 1 no anel de coordenadas R.. Além disso, da Observagao
2.5 os geradores uis sdao as fungoes coordenadas na variedade térica afim X, e X,.

Consideramos a projecao

T X, C Ck+! — X, cCCk

(Ugy ooy Uprr) — (ugy ..., ug)
A inversa 7! de 7 dada por

~l: X,cCt — X, C Ck+t

(U ooup) — (Ug, . g, ug )

Notemos que da relagao multiplicativa ugug, 1 = 1, temos uy # 0. Como a variedade

algébrica afim {(u1,...,ux) € X, 1 ux = 0} ¢ um fechado de Zariski, seque que
o complementar {(uq,...,ux) € X, : up # 0} é um aberto de Zariski. Dai X, é
identificado com o subconjunto aberto de X,. E, portanto, X, = X,\(ux = 0). O

Se 7 é uma face de um cone o, entao pela Proposi¢ao 2.6 (item(2)) ¥ C 7V, dai
oc'NM C 7V N M, isto é, S, C S;. Consequentemente R, C R, e esta inclusao de
C-élgebras induz a inclusao de X, em X,.

Seja 7 uma face comum de dois cones o e ¢’. Entao, o Lema 2.16 permite colar
X, e X, por meio de sua parte comum X,. A seguir, descrevemos com mais detalhes
como ocorre este processo de colagem.

Sejam (vy,...,v;) e (u1,...,u;) as coordenadas em X, e X,, respectivamente.
Entéao, as projecoes 7’ @ X, — X, \(vy = 0) e 7 : X; — X, \(ux = 0) definem

homeomorfismos entre X, e X\ (v; = 0) e entre X, e X, \(uy = 0), respectivamente.

Definigao 2.14. Sejam o e ¢’ cones no leque A e 7 uma face comum de o e o’.

Definimos a aplicagao
gZﬁU’g/ : Xa\(uk = 0) — Xa/\(vl = 0)
como ¢, =7 o (7)7'. Aplicagdo ¢, ¢ chamada aplicagao de colagem.

Exemplo 2.18. Consideremos o leque A em R? formado pelos cones oy, 07 e 09, ge-

rados respectivamente por {ej, es}, {e2, —e1 — €2} e {e1, —e; — ea} (Figura 2.14).

Vamos encontrar as variedades téricas afins correspondentes a cada cone do leque.
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—E — €2

Figura 2.14: Leque A e gy, 0) e 0y cones duais.

(I) A variedade térica afim associada ao cone oy gerado por ej, ey é X, = (C?ZLZZ)
(Exemplo 2.14).

(IT) Agora para o cone o7, temos que oy é gerado {—ej, —ef +e3}. E, assim, S,, tem
(C[ul, ’U,g]

Iy,

Notamos que se t; e 1y sao numeros reais temos a seguinte combinagao linear
ti(—ey) +ta(—ef +¢e3) = 0, ou seja, (t; — t2)ef + t2es = 0. Entao t; = 0,¢, = 0,
e isso significa que os geradores de S,, sao linearmente independentes. Logo,
I,, = {0} e assim R,, = C[z", 2, '2], e portanto, X,, = V({0}) =C2_, _,

(Zl 3% 22)'

os seguintes geradores {—ej, —ef + €3} , dai R,, =

(III) Finalmente, para o2 o cone dual é oy é gerado por —ej, e — e5. Dali, S,, admite
como geradores —ej, ef—es. Repetindo o processo feito anteriormente percebemos
que os geradores do oy sdo linearmente independentes. Assim R,, = C[z; ', 2125 ']

e, portanto, X,, = C2 _,

1.
(22 3Z1 %29 )

Vamos explicitar a colagem de X,, e X,, ao longo de X,, tendo em vista que,
es = T = 0p N oy. Inicialmente seja 7 = e; como uma face de oy, para A = e} temos

S = Syy + Z>o(—A) = Sy + Z>o(—e7). Pelo Lema 2.16 podemos escrever
X =Xo\(ug =2, =0)=C; xC,,

em X,, = C?

(21,22)

Agora, consideramos 7 = ey como uma face de oy, para pu = —e] temos

Sy =Sy, + Zso(—p) = Sy + Zso(e;). Pelo Lema 2.16 podemos escrever
XT = Xﬂ'l\(u2 = 2,’1_1 = 0) = C:II X CZI1z2

e1nl X0'1 = (C2 1 1 .

(21 "o21 " 22)
Pela aplicacao de colagem, temos

¢00701 : XUO\(Zl = 0) — ch\(zl_l = 0)
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O mesmo processo pode ser feito com as variedades X,, e X,, através de X, com
p=re1=09N0o X, e X,, através X, onde nn = —e; — ey = 01 N 0.

Definicao 2.15. Seja A um leque em R”. Considere a uniao disjunta U X,, onde

oeEA
dois pontos = € X, e 2/ € X,/ sao identificados, se ¢, () = 2’. O espago dos pontos

assim obtidos é chamado variedade torica, determinada por A e denotada por Xa.

A variedade térica X € um espaco topoldgico dotado de uma cobertura aberta
por variedades toricas afins complexas que se intersectam em um subconjunto aberto e
denso de Zariski. Essa cobertura é dada pelas variedades toricas afins X, C Xa, para
cada 0 € A. Podemos considerar duas topologias diferentes em X, uma a topologia
de subespaco ou topologia complexa e outra a topologia de Zariski (Lema 1.1), pois
em particular cada X, é uma variedade algébrica afim.

A proposicao a seguir justifica o nome torica, para variedades toricas.

Proposicao 2.17. Toda variedade térica X n-dimensional contém o toro T = (C*)"

como um subconjunto aberto Zariski denso.

Demonstracao. Como ja sabemos através do cone nulo, que é face de todo cone
o € Xa, obtemos o toro T. Além disso, para cada cone ¢ C A, temos que existe
um toro T mergulhado em X, como um aberto de Zariski denso.

Além disso, pelas identificacoes dadas no paragrafo anterior todos os toros corres-
pondentes as variedades téricas afins X, em Xa estao identificados com abertos densos
em Xa.

O

Proposicao 2.18. Com respeito a topologia subespaco definida pelas topologias su-

bespacos nas variedades téricas afins X,, o espaco Xa é Hausdorff.

Demonstra¢ao. Devemos mostrar que dados x, 2" € XA com z # 2/, existem abertos
A, B C Xp taisquexz € A, 2’ € Be AN B = (). Se os dois pontos z,z’ pertencem
a mesma subvariedade aberta X,, eles possuem vizinhangas abertas disjuntas, tais
vizinhancas sao simplesmente abertos na topologia complexa.

Assumamos agora que x,x’ pertencem a subvariedades distintas. Ou seja,
re X, \X, exe X, \X, para cada o, 0’ € A, com 0 # o’

+ satisfazendo

Como 7 = o N o', encontramos um ponto na grade M, m € T

. . ! . . _ ~
m € relin(t NoY) e —m € relin(t+No’Y). Assim existem uy, = 2™, v, = 2~™ fungoes
coordenadas X, e X,/, respectivamente. Assim segue do Lema 2.16 que ug(z) = 0 e

™ = 1 na intersecao X, = X, N X, e assim seque que os

v(r) =0 e gy, = 2™z~
conjuntos A = {|ug| < 1} € X, e B = {|w| < 1} C X, possuem intersegao vazia,

concluindo a demonstragao. O
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Exemplo 2.19. Consideramos o leque A em R"™ formado pelos cones nulo, o1 gerado

€1 € 0 09 pOor —ey.

(Fa ” 71 ['Ti;r ['}

Figura 2.15: Leque A e os cones duais 0y e oy .

Os mondides associados aos cones duais 07,05 e {0}¥ sdo respectivamente, S,
gerados por ej, Sy, por —e; e Sy por (ef, —erx). As C-dlgebras correspondentes
sdo, respectivamente, R,, = Clz1], Ry, = Clz;'] e Rypy = C[z1,27']. Assim, temos
Xoy =Gy, Xoy = C v e Xygp = €, -1y Notamos que 0 = 01 N0y € a face comum

dos cones oy e 0y, pela Proposicao 2.10, podemos escrever
Stoy = Soy + Z>o(—e7) e Sioy = Soy + Zo(e]).
Entao, pela aplicagao de colagem
boy.05 - Coy\(21 =0) — (Czl—l\(zl =0)

¢ um homeomorfismo.

Podemos realizar a colagem entre X,, e X,,, usando a mudanga de coordenadas
21— 21 L

Recordamos que o espaco P!, espaco projetivo complexo, também denotado por
CP!, é coberto por duas cartas. De fato, considere (¢, : t;) as coordenadas homogéneas
em P!

Considerando ty # 0, escrevemos i—; = 21, t; # 0 e também z—(l] =z ', ou seja, cada

carta de P! estd em correspondéncia com C, isso significa que X,, e X,, sdo as cartas

de P!. E, portanto, a colagem dé o espaco projetivo complexo XA = P

Exemplo 2.20. Consideramos o seguinte leque A formando por oy gerado por {ey, ez},
oy gerado por {—ej, ex}, 09 gerado por {—eq, —es} e 03 gerado por {e1, —ey}, além dos

seus respectivos cones duais (Figura 2.16), conforme a imagem a seguir:

Temos os mondides S,, gerado por {ef,es}, Sy, gerado por {—e7, e}, Sy, gerado
por {—ei, —ei} e S,, gerado por {e}, —ei}.

Cada monodide, gera sua respectiva C-dlgebra que sao: R,, = C[z, 2],
R,, = Clz;1, 2], Ry, = Cl27 Y, 25 e Ry, = Clz1, 251].
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Figura 2.16: Leque A e os cones duais oy, 0y,05 e oy.

Associada a cada C-dlgebra descrita, obtemos uma variedade térica afim
= C(m,zz), X01 = C(ZI_I,ZQ)7 XU2 = (C(zl_l,zz_l) € X¢T3 = C(zl,zz_l)'
Vamos colar X,, e X,, ao longo de X, onde 7 = ey = 09 N 07. Observamos que

Sr = Spy + Zxo(—e€7) e S; = Sy, + Z>o(€7) e assim pelo Lema 2.16

Xo

0

e X, =X, \(z1=0)=C; xC,, em X,, =C?

(z1,22)?

o X, =X, \(z1=0)=C*

-1
21

x C,, em X,, = C?

(27 22)’

Podemos colar X, e X,, pela mudanca de coordenadas (21, 25) — (21!, 22) que dé
P! x C com coordenadas ((to : t1), 22) onde z; = to/t;.
Agora, vamos colar X,, e X,, ao longo de X,,, onde ;1 = —ey = 03 N 03. Observe

ainda que S, = Sy, + Zx>o(€}) € S, = Soy + Z>o(—€7) e, assim, pelo Lema 2.16
e X, =X, \(2 =0)=C; x C.rem X;, = C? ., i
® Xu=Xo\(21=0)=C;, xC1em X, =C7  _,;

Deste modo, pela aplicagao de colagem podemos colar X,, e X,, pela mudanga de
coordenadas (21,2, *) = (2, %, 2,") que dd P! x C com coordenadas ((wg : wy), 2, ")
onde z; = wy/w;.

Finalmente, podemos colar P! x C com P! x C por
((to: t1), 21) += ((to = 1), 21
obtendo Xa = P! x P! com coordenadas ((tg : t1), (S0 : 51)) onde 25 = 8¢/51.

Exemplo 2.21. Consideramos o leque A formados pelo cone nulo, o cone gerado por

e; e o cone gerado por ey (Figura 2.17).

Temos os seguintes mondides S, gerado por {e3, €5, —ei}, S,, gerado por {ef, —e7, e}
* * * *
e Stoy gerado por {ej, —e7, €35, —e3}.
Cada mondide acima, gera sua respectiva C-algebra, que sdo: Ry, = Clz1, 22, 25 '],

RUQ = (C[Zl, 2’1_1, 2’2] e R{O} = (C[Zl, Zl_l, Z9, 22_1]
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*

Cada C-dlgebra gera sua respectiva variedade térica afim, que sao: X,, = C,, xC;,

)(02 = Czl X (sz e X{(]} = (C;l X (C;z

Vamos colar X,, e X,, ao longo de X{o}, onde 7 = {0} = 04 No,. Observamos que
Sioy = Soy + Z>o(—€}) e S0y = Soy + Z>o(—e3). Assim, pelo Lema 2.16, temos

[ ] X{O} = Xgl\(Zl = O) = (Czl X sz,

® X{O} = ng\(ZQ = O) = (Czl X CZ

Usando a aplicagao de colagem, colamos X,, e X,, pela seguinte mudanca de

coordenadas (21, 22) = (21, 22) de onde obtemos Xa = C* — {0}.

a2

{01 =R

1] (J'I €1

Figura 2.17: Leque A e os duais {0}, 0} e 03.

2.6 Mudanca de coordenadas entre variedades toricas

Seja o um cone poliedral grade fortemente convexo,no Capitulo 1, vimos que para
diferentes escolhas dos geradores da C-dlgebra finitamente gerada R, as representacoes
da variedade térica afim associada sao homeomorfas. Do Lema de Gordon, S, = ¢¥NM
tem uma quantidade minima de geradores, digamos A = (aq, as, ..., a;). Além disso,
A ¢é tinico a menos da ordenacao dos a;s. Portanto, temos um sistema minimal de
coordenadas, u; = z%,...,u;, = z%. Podemos entao incluir um gerador adicional
e assim uma fungao coordenada a mais. Como motivagao apresentamos o seguinte

exemplo.

Exemplo 2.22. No Exemplo 2.14, vimos que a variedade térica afim X, = C? tem
como geradores a; = €},ay = €}, onde ¢ C R2% Escolhendo o gerador adicional
az = a1 + as para o monéide S,, obtemos uma nova representacao para X,. Notamos

que, nesse caso,
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onde uy = 21, Uy = 21, U3 = 21 29.
Como a3 = a; + ag, pelo isomorfismo 6 (Proposi¢ao 2.12) temos a relagao

multiplicativa uz = ujus, que gera o ideal I,. Assim,
X; = V([a‘) = {(Ul,UQ,Ug) S CS LUz = U1UQ}.

Sabemos que pelo Corolario 1.8 existe um homeomorfismo entre essas representacoes,

que neste caso é dada pela aplicacao

¢ : X,CcC?* — X cC?

(ur,ug) V> (w1, ug, urus)
com sua inversa, ¢! == m a projecao

T: X cC — X,CcC?

(U1,U2,U3) — (U17U2)>

isto é, ¢ é um homeomorfismo entre X, C C% e X! C C3.

Observagao 2.9. A aplicagdo ¢ induz um isomorfismo entre os toros (C*)?2 N X, e
(C*3nX..

Demonstragao. De fato, consideramos os mergulhos (t1,%5) < (t1,t2) € (C*)2°N X, e
(t1,ta, t3) = (t1,t2, t1tz) € (C*)3 N X!, Agora observamos que

¢|(C*)2 . Xa' - (C2 — X{, C Cg
(tlatQ) — (t17t27t1t2)7

isto é, ¢ induz um isomorfismo entre os toros mergulhados. 1

Uma outra propriedade preservada pela mudanca de coordenadas ¢ é: se
r = (11,22) € X,, entdo ¢(x) = (y1,42,vy3) € X, e se tx € X, entdo ¢(tx) € X/.
Com efeito, pela Observagdo 2.8 o ponto tz = (t"x1,t%2x) = (t171,t222) € X, €
o(tr) = d(tixy, taxe) = (t1x1, taxe, titexiwa) = (1% y1, t%2ya, t%3ys3) € X .

A construcao acima, pode ser generalizada considerando que ¢ é um cone polie-
dral grade fortemente convexo. Entao, pelo Lema de Gordon existe tinico conjunto
minimal de geradores A = (ay,...,a;) de S, = ¢¥ N M. Neste caso, podemos incluir
geradores adicionais a; com j € {k+1,...,k’} que sdo combinagoes inteiras positivas

11 Hjk

k . : .
aj = Y i1 vjia;. Além disso, temos as relagdes correspondentes u; = uy”" ... u;

. . , . /
Assim, X, C C* com o sistema de geradores (uy, ..., u;) é enviado em X! C C¥ por
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meio da aplicagao

o X,cCt — X/ ccF

(Ug, ..o ug) — (Upy oo Ugy Upgs - -y Upr)

onde as coordenadas u; extras sao as descrita acima. A aplicacao inversa ¢ a projegao

nas primeiras k coordenadas (ug, ..., ug).
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Capitulo 3
A Acao Torica e Suas Orbitas

A agao de um grupo sobre um conjunto é uma importante ferramenta matemaética
que permite obter informacoes sobre o conjunto. Neste capitulo, apresentamos a acao
do toro algébrico T sobre a variedade térica X, em seguida estudamos as Orbitas
desta agao. Além disso, apresentamos algumas propriedades topolégicas das varieda-
des toricas e finalizamos analisando o caso particular de superficies téricas afins. As

principais referéncias para este capitulo foram [2],[3], [5] e [11].

3.1 A Acao torica

Inicialmente consideramos o toro T = {(21,...,2,) € C" 1 2; #0, Vie {l,...,n}}

em C" e a seguinte operacao . : T x T — T, dada por
tt =t = (tr,... )], ... t)) = (tat], ..., tal)).

Notamos que como t; e t; sao nao nulos para todo i, segue que t;t; # 0, isto é, tt' € T.
Observamos que o toro algébrico munido da operacao produto definida acima é um

grupo. De fato,

(1) Dados t,t',t" € T temos que t.(t'.t") = (t.t).t", pois em particular, ¢, ¢’ t"

pertencem ao grupo multiplicativo C™;
(2) O elemento neutro é e = (1,...,1), pois e.t = t.e =t, para todo t € T;

(3) Dado t = (t,....t,) € T, como t; # 0 para todo ¢ € {1,...,n}, temos que

t=1 = (t;',...,t71) é o elemento inverso de t.

O toro algébrico age em si préprio por multiplicacao. De fato, consideramos a
funcao * : T x T — T dada por t xt' = tt'.
Dados t.t',t",e € T, temos:
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(tt) «t" = ("t =t{t't") =t« (t't") eext = et =t. Isto é, * é uma acdo de T em
T.

Além disso, pelo Teorema 2.14 a aplicacio h : T — X, C CF dada por
t = (t1,...,tn) — (t%,...,t") aplica T bijetivamente em um subconjunto aberto
denso, X, N (C*)* de X,.

Assim a aplicagao

*x 1 TxX, — X,
(t,z) — txax = (t"zq,...,t%1y),

o

1
onde t% = t{" ...t € C*, define uma acio de T em X,. O préximo resultado mostra

que a acao definida acima é a extensao da acao do toro algébrico nele mesmo.

Teorema 3.1. Sejam o C R"™ wum cone poliedral grade fortemente convezo,

A = (ay,a9,...,a,) um sistema de geradores para S,, onde cada a; € da sequinte
forma a; = (al,....a?) com o € Z e um ponto x = (z1,...,11) € Xy, C Ck. A
aplicacao

x :Tx X, — X,
(t,z) — txx=(1"2,...,1%1y),

) al al P ~ (7 . ‘.
onde t% = t;" ...t," € C*, € uma acao do toro algébrico na variedade torica afim

X,, que estende a agao natural do toro em si proprio. O mergulho do toro algébrico

T = (C*)" é uma orbita desta agao.

Demonstracao. Inicialmente notamos que pela Observagao 2.8 que se x = (x1,...,2,) €
X, et €T, entao (t*zy,...,t%x;) € X,. Assim, a aplicagao * estd bem definida e
txx e X,.

Agora, mostremos que x é uma acdo de T em X,. Dados t = (t1,...,t,),

z2=(z1,...,2n)e=(1,...;1) eTex = (x1,...,2) € X, temos

(tz) xx =((tz)"xq, ..., (t2)%*xy)
=((t120)1 . (tpzn) T an, o, (B120) ™ . (Bez) *F )
=157 G ) () L )
= 21y, ... 2%xp)) =tx(zxx
(" (2 2), .ot (2" ay)) =t (2% x)
€
exx=(eMay,...,e%x,) = ((1% ... 1)z, ..., (1% ... 1°F)zy) = (1, ..., z4) = 2.

Por outro lado, notamos que se ¢ = {0}, entdao X, = (C*)" é o toro algébrico.
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Neste caso, a acao é dada por

x:TxT — T

(t,x) —> txx=(t"x,...,1"%7))

onde em cada coordenada da imagem, temos o produto que torna T um grupo. Assim,
para cada x € T a érbita Tz = {txx : ¢t € T} é o préprio toro algébrico T = (C*)™.
Agora, dado x = (1,...,1) € T temos,

Twaw={tx(1,...,1):t €T} = {(t1,... t%1) :t € T} = {(t™, ... ,t%) :t € T} =T
O

A acao definida no teorema anterior é chamada de acao térica. Notamos que a
acao * independe das escolhas dos geradores de S,. Com efeito, suponhamos que
existem dois sistemas de geradores A = (aq,...,ax), A" = (a},...,al,) de S,. Logo,
temos (uy,...,ux) e (u),...,u. ) dois sistemas de coordenadas correspondentes a duas
realizacoes geométricas X, C C¥ e X! C C™. No entanto, sabemos que existe uma
mudanga de coordenadas ¢ : X, — X! que induz uma bije¢ao entre os toros T C
X, e TV C X! (Exemplo 2.9), visto em X, e X/, m e ' sdo as imagens vias as
acoes. Além disso, se x = (r1,...,7,) € X, entdo ¢(x) = (y1,...,yx) € X! e assim
P(t¥ay, ... t%xy) = (t%xy,. .., t%1xy). Isso significa que se mudamos os geradores do

monoide S, a agao é preservada pela mudanga de variaveis entre X, e X_.

Exemplo 3.1. Consideramos o cone do Exemplo 2.9 gerado por {eg,2e; — e2}, cujos
correspondentes geradores de S, sao a; = €], as = €] + €5, a3 = e] + 2e;. Entao neste

caso, a agao torica de T = (C*)? em X, ¢ dada por

FCRE XX, — X,
(t,x) — t*x = (t121, t1toTo, t1t273).

A 6rbita do ponto (1,1) é T = (C*)2

Exemplo 3.2. Consideramos o cone do Exemplo 2.3 gerado por {ej,2e; + e} cujo
cone dual é gerado por {e — 2¢e}, e}, logo S, é gerado por {ef — 2e3, €3, 3ef — eb}.

Entao neste caso, a acao térica de T = (C*)? em X, é dada por

x: (C)x X, — X,

(t, SC) — txx = (t1t2_2$1, tgiCQ, t:{’t;lxg)

Para x = (1,1) temos a 6rbita T & (C*)2.
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Teorema 3.2. Seja A um leque em R™, a acao torica nas variedades toricas afins X,,

para o € A, induz uma acdao torica na variedade torica Xa.

Demonstracao. Sejam cone o € A e 7 uma face do cone o, pelo Lema 2.16, temos que
a projecao
T X, C CH! — X, CCk

(Ugy .oy g, Ugrr) —> (U, ..., ug)

determina um homomorfismo entre X, e X,\(u; = 0).
Consideramos t * x um ponto em X,, w(t* z) = t * 7(x), isto é, a projecao é
compativel com a agao x de T em X,.

Seja 0’ € A tal que 7 também é face de o’. Entdo, a aplicacdo de colagem ¢,
Goor + Xo\(ur =0) — X\ (v, = 0)

também sera compativel com a ac¢ao *. Como dados o, ¢’ cones em A com face comum
a colagem X, e X, segue que * induz uma acao de T em X, da seguinte forma: dado

teTexe Xa, temos que x € X, para algum o € A, entao t.x =1 * x.

x:Tx X, — X,
(t,z) — tx=t=xuz.

3.2 Orbitas da acao torica

Dado um conjunto X e uma acao de um grupo G sobre X, podemos escrever X
como uniao disjunta das érbitas determinadas por esta acao. Nesta secao, descrevemos
com detalhes as 6rbitas da ac¢ao torica. Dado um leque A e o um cone em A, mostramos
que para cada face 7 de o, existe uma orbita associada a 7.

Antes de iniciar os estudos das o6rbitas no caso afim, vamos relacionar a agao térica
com um homomorfismo de semigrupos. Inicialmente, recordamos que se V. C CF
é uma variedade algébrica o Corolario 1.8 apresenta bijecoes entre V', o espectro
do anel de coordenadas Ry e o conjunto de homomorfismos de Ry em C. Agora,

notamos que como um semigrupo a grade dual M = Z" é gerada por =+e, para
1

i€ {l,...,n}. Entao, a C-dlgebra C[M] é finitamente gerada pelos monémios z;, z; ,
com ¢ € {l,...,n}. Pelo Exemplo 2.12, temos que se o é cone nulo, entdo
T = Spec(C[M]), das bijegdes acima, concluimos que o toro algébrico T é isomorfo
a Homg_qy(C[M],C). Isso significa que podemos associar o toro algébrico ao con-

junto de homomorfismo de C -dlgebras de C[M] em C.
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Proposigao 3.3. Denotando por Ty := N ®; C* o toro associado a grade N. Existe
um isomorfismo entre Tx e o conjunto dos homomorfismos de semigrupos de M em
C~.

Demonstracao. De fato, consideramos a aplicagao

¢: Ty — Homy(M,C¥)
t — @, : M — C*
m+— &y(m) = 2" (t) =t™

Notamos que ¢ ¢ um homomorfismo de grupos. De fato, dados t,t" € Ty, temos
D(t.t")(m) = Py (m) = ()™ =" = P(t)(m).D(t) (m)

Vamos mostrar que @; ¢ injetiva. Seja ¢ : M — C* o homomorfismo constante igual

a 1, isto é, p(m) = 1 para todo m € M. Temos,
ker@, = {t € Ty : P(t) = ¢},
Sejam m = (a1, ...,a,) et = (t1,...,t,), entdo

O(m)=1l<=t"=1<=1t".. .t =1

como t; estdo na grade, logo t; = 1, para todo ¢ € {l,...,n}, ou seja,
ker®, = {(1,...,1)}. E, portanto ¢; é injetiva.

Agora suponhamos que @ nao seja sobrejetora. Entao, Hom(M,C*) Z &(Ty), isto
é, existe 1 € Hom(M,C*) tal que ¢ € @(Ty). Sabemos que

O(Ty) ={P, € Hom(M,C*);t € Ty},

logo, se ¢ & &(Ty), entdo nao existe t € Ty tal que @, = ). Em particular, para ¢ = 1
temos @, = 1, isto é, t1'...t¢» =1, ou seja, t; = 1 é o elemento neutro de Ty, mas isso

é um absurdo, pois estamos supondo que nao existe t € Ty tal que &; = 1. O
Deste modo temos os seguintes isomorfismos
T = Spec(C[M]) = Homc—_ay(C[M],C) = Hom,,(M,C*) =2 N ®z C*

onde o tltimo isomorfismo ¢ uma consequeéncia da aplicagao, N®zC* — Homg,(M, C*)
(veja [2], p.271).

Por outro lado, seja o cone grade fortemente convexo. Entdo, S, = ¥ N M ¢
um semigrupo da grade M, uma vez que é fechado com a operacao de soma em M.
Além disso, C[S,] ¢ uma sao sub-dlgebra C[M] gerada pelos monoémios u; = 2%, onde
(aq,...,ax) sdo os geradores de S,. De fato, dados um elementos a, a’ € S,, denotamos

’ ’ ’
2%, 2% elementos correspondentes em C[S,] e 2% 2% = 29T ¢ 2% = 1, onde 0 € Z".
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Consideramos a aplicacao definida na Proposicao 3.3. Dado um homomorfismo
¢ € Hom(S,,C*) o ponto x corresponde a ¢ e tal que p(a) = z%(z) = z° para todo
a € S,. Em particular, segue que = = (¢(a1),...,p(ax)), onde (aj,...,ax) é o sistema
de geradores para S,. Notamos que x é um ponto da variedade térica afim X,. De
fato, dados (p1, ..., k), (v1,. .., ) € Z™ com p;,v; > 0 para todo i € {1,...,k} que

determinam uma relagao aditiva entre os geradores de S,, isto é,

k k
Z a;V; = Z Qg lh; (3].)
i=1 i=1

temos
k k 3
- H[Qp(ai)]vi — H[:Eai]m‘ — Hxa“/i
i=1 i1 Pl
= ™M = p(a) ... p(agiy)

k
como  é homomorfismo de semigrupos segue que x¥ = Zaﬂ/i e pela Equagao 3.1

i=1

temos que ¥ = x*. E, portanto, x € X,.

Podemos também interpretar a agao térica de T em X, da seguinte forma: um
ponto t no toro Ty € identificado com o homomorfismo de grupos 6, : M — C*. Por
outro lado, um ponto x em X, pode ser identificado com homomorfismo de semigrupos
0, : S, — C. Assim podemos identificar ¢ * x com o homomorfismo de semigrupos ¢

dado da seguinte maneira

o S, — C
u — G(u) * 0. (u),

isto é7 ¢ = Qtez
Na proxima definigao apresentamos um conceito fundamental para descricao das

orbitas da acao toérica.

Definigao 3.1. Sejam o um cone e X, a variedade térica afim associada a 0. Para
cada face 7 de ¢ associamos o ponto distinguido x, correspondendo ao homomorfismo

de semigrupo definido, nos geradores a de S, = ¥ N M por

1, se acttnNM,
pr(a) =
0, nos outros casos.

onde ¢, : S, — {1,0}.

Posteriormente mostramos que as érbitas da agao torica em Xa sao completamente
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determinadas pelas orbitas dos pontos distinguidos.

Exemplo 3.3. Consideramos o cone o do Exemplo 2.4 gerado {es,2¢; — ey}
cujos geradores de S, sao a3 = e = (1,0),aa = ef + e = (1,1) e
a3 = e} + 2¢; = (1,2). Considere a face 7 gerada por 2e; — e, entdao somente

as € 7'1L ={u € 0";(u,2e; — e3) = 0}, pois
(€1,2e1 —eg) =2, (€7 +€5,2e1 — e2) =2 e (ef +2€5,2e; — eg) = 0.

Entao, ¢ (a1) = ¢r(a2) = 0 e v, (a3) = 1. Logo o ponto x, tem coordenadas
2 (xy,) = 2"%(x) =0 e 2%(x,) =1, isto é, z,, = (0,0,1).

Considerando agora 7 a face gerada por ey, entdo 75~ ¢ a linha reta gerada por e;.
Obtemos ¢,(a1) =1 e ¢, (az) = ¢, (asz) = 0. Entao, x,, = (1,0,0).

Considerando também o como uma face dele mesmo, o+ = {0}. Entdo, ndo existem
a; € ot ex, = (0,0,0).

Finalmente, se consideramos a face {0} de o, entdao {0}* = (R?)* contém todos os

pontos a;, daf zyoy = (1,1, 1).

Definicao 3.2. Sejam ¢ um cone em R" e 7 uma face de 0. A drbita de T em X,

correspondente a face 7 é a érbita do ponto distinguido z,. Denotada por O,.

Exemplo 3.4. Sejam o € R? cone do Exemplo 2.4, gerado por v, = ey, 13 = 2¢; — €5

e X, a variedade toérica afim obtida por meio de . No Exemplo 3.1 vimos que acao
do toro T = (C*)? em X,, é dada por

¥ (C)Yx X, — X,

(t, fE) — txx = (t1$1, titoxo, tlt%l’g),

onde t = (t1,t2) € T e x € X,. Vamos calcular as 6rbitas desta agao.

Sabemos que a 6rbita do ponto z ¢ dada pelo conjunto T x x = {t x x : t € (C*)*}.
Onde os pontos distinguidos associado as faces de o, foram obtidos no exemplo anterior.
Assim, temos

Se z, = (0,0,0) temos O, = {(0,0,0)};

Se x7, = (0,0,1) temos O, = {(0,0,t1t2) : t = (t1,t2) € (C*)*} = {0} x {0} x C;

Se x,, = (1,0,0) temos O, = {(t1,0,0) : t = (t1,12) € (C*)*} = Cf, x {0} x {0};

Se zoy = (1,1,1) temos Ogoy = {(t1,t2, tats) : t = (t1,t2) € (C*)*} = (C*)? é o toro.

Ao final desta se¢ao mostramos que toda variedade térica (em particular, variedade
torica afim) é escrita como uniao de suas orbitas.

Seja A um leque em R™ e XA a variedade térica associada a A. Pelo Teorema
3.2, a agao térica em cada variedade torica afim X, induz uma acao do toro algébrico

T C XA em Xa. Nosso objetivo é descrever as érbitas O desta agao.
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Quando A = {0}, ou seja, o leque é formado pelo cone 7 nulo, entdo Xy = T.
Segue do Teorema 3.1 que O, é o toro algébrico de dimensao n e esta é uma orbita
densa. Se dim(7) = n, entdo 7+ = {0}, neste caso x, = (0,0,...,0) a origem em R"
e, portanto O, = {x,} . Agora, vamos considerar as outras faces préprias para um
cone o. Veremos que as demais faces geram, orbitas que também toros, com dimensoes
menores que n. Vamos descrever as 6rbitas O, e V(1) := O, seu fecho, abstratamente
e mostrar como mergulhar em XA. Para cada o no cone no leque A e 7 < o de
dimensao 0 < k < n, definimos N, como a subgrade de N, gerada como um grupo, por
N.=7NNe

N(7) :NET :M—]:]N, e M(r)=7"NM
a grade quociente e sua grade dual, respectivamente. Definimos O, o toro correspon-

dendo a estas grades
O, = Ty = Hom(M(7),C*) =2 Spec(C[M(1)]) = N(1) ®z C*

isto é um toro de dimensao n — k.

Notamos que Ty age transitivamente em O,. De fato, considere a sequéncia exata
0— N, — N — N(1) —0
tensorizando por C*, temos a sequéncia exata
0 — N, ®;C* — N ®z;C*— N(17) ®;, C* — 0,
mas como Ty = N ® C* e Ty = N(7) ® C* temos
0— N, ®,C — Ty — Ty — 0

as bijecoes Ty(r) = Hom (M (1), C*) =2 O, sdo compativeis com a agao térica, também

Ty age transitivamente em Q..

Definicao 3.3. Dado um leque A em R™ e 7 um cone em A. O conjunto os cones o

de A, isto é, {0 € A: 7 =< ¢} é chamado de estrela do cone o e denotado por Star(r).

Denotamos Ny := N ®7 R o espaco vetorial real associado a N. A estrela de um
cone 7 ¢ identificada abstratamente, como o conjunto dos cones o € A, que contém 7
como uma face. Os cones que pertencem a Star(7) sao determinadas por suas imagens
em N(1), isto é,
o+ (N:)r c Ngr _

(N T)R (N T)R

Observacao 3.1. A grade Ny é isomorfa ao R™.

o =
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Demonstracao. De fato, Ng .= N Rz R &£ Z" ®7 R, como Z" é um Z-mddulo livre,
podemos escrever Z" = (@ 7). Assim, Ng = (@] ,Z) 7R, pela Proposigao 7 (ver|[2],
p.255) temos que

(M 1Z) 2z R 2 &? (Z @7 R)

E, como (Z ®z R) = R temos Ng = ¢! ;R = R". O

Lema 3.4. Seja 7 uma face de um cone o e vy, v, dois vetores em o. Entao vy + vy
pertence a T se, e somente se, ambos v; e vy pertencem a 7, onde 7 = o N A+ para

algum \ € 0.

Demonstracao. Se vy e vy pertencem a 7 entdo (\,v1) = 0 e (A, vy) = 0 e assim
(A, v1 + vg) = 0. Portanto, vy + vy € T.

Por outro lado, se v1+vy € T entao (A, v;+vy) = 0, ou seja, (A, v1) = —(\, v9). Além
disso, como A € ¢ entao (A, v1) > 0 e (\,v2) > 0, donde concluimos que (A\,v;) =0 e
(A, v2) = 0, isso implica que vy, vy € T. O

Lema 3.5. Dado um leque A em R" e 7 um cone em A. A estrela do cone 7, Star(r) =

N
{7 :7 <0} é um leque em N(7) =N

Demonstragao. De fato, cada cone que pertence ao Star(7) sao também cones do leque
A, assim s@o poliedrais. Além disso, como & C (N, )g, logo os cones sao grades. Agora
vamos mostrar que cada cone g € Star(r) é fortemente convexo, isto é, @ N (—a) = 0.
De fato, tomando o € N (—a), entéo v satisfaz

V=101 + W = —Vy + Wo

para alguns vy, v € 0 € wy, wy € N,
Sejam z1, ..., z, os geradores de N, = 7N N + (—7 N N). Entao, todo elemento =z

de (N;)r pode ser escrito

2= iz — Y biz

onde os a;}s, b;s sao nao negativos.

Isto significa que todo elemento de N(7) pode ser escrito como uma diferenga de

elementos de 7. Em particular, temos
wy = a1 — P, we = g — By
para alguns aq, an, 81, B2 € 7. Assim,

v1 + vy = wy —wy = (g + B1) — (a1 + B2)
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e, assim, vy + vy + (1 + Ba) = g + fi.

Temos que vq + vy € 0, v1 + V3 + (a1 + f2) = ay + 1 € 7. Desde que ¥ é um cone
do Star(r), ele contém 7 e ambos 7 e o sdo cones de A, logo 7 é face de o, aplicando
o Lema 3.4 concluimos v; e vy pertencem a 7. Deste modo temos v € N, portanto
v=0.

Agora, sejam g e 6, elementos do Star(7). Seja ¥ um vetor na intersegao d; N dy
entao podemos escrever v = v, + wy = Vg + Wy, onde v; € 01,vy € 0y W1, Wy € N,.

Como o1, 09 880 cones em A, entdao o1 Noy é um face de o1 e g9. Além disso, 7 C o7,

T C 09. Logo, 7 C 01 Noy. E como,
V1 = Vg + Wy — W1,V = V1 + W — Way
temos v; € 09 € vy € 07. Assim, concluimos que d; + 0o = 01 + 09. Em particular,
a1 + & € Star(7).
Finalmente, consideramos & € Star(r). Seja & N A+ uma face de &, para algum
A € M(7). Como M(7) = 17-NM, entdo a face A € M(7) ¢ da forma p para p = A\ No,
e por construgao p é uma face de o que contém 7, isto significa que p € Star(r). E,

portanto, Star(7) ¢ um leque em N(7). O

Sendo o Star(r) um leque, faz sentido definir uma variedade térica n—k dimensional
associada a ele e denotada por V(7), isto é, V(7) = Xster(r). Notamos que se 7 = {0} €
N(7), temos O, = Ty C V(7), ou seja, V() contém o toro mergulhado.

A variedade térica V(1) tem cobertura afim {X,(7)}, onde o varia sobre todos os

cones no leque A que contém 7 como face. Podemos escrever;
X, (1) = Spec(C[3Y N M(7)]) = Spec(Cle¥ N7t N M]),
pois,
oV =6"NM(7)=(c+N,)"NM(7) =c"N(N)VNM(t) =c"NM(r) =c'N7tNM.

Proposicao 3.6. Seja 7 um cone no leque A. Para cada 0 € A tal que 7 < o existe

um mergulho fechado de X, (7) em X,.

Demonstracao. Recordamos que pontos nas variedades toricas afins, podem ser vis-
tos como homomorfismos de semigrupos, isto é, X,(7) = Homs,(cV N7 N M,C) e
X, = Homgy(a¥ N M,C)

Consideramos a aplicagao

fiHomg(c" NN M,C) < Homg(c' N M,C)

o — flp)
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onde

flp):oVNM — C

o(x), se xeo'NrtnM;
r — o) = v
0, se z&o’'N7-NM.

A aplicacio f(y) ¢ um homomorfismo de semigrupos. De fato, sejam a,b € aVNTtNM.

Entao, pelo Lema 3.4 a +b € ¢V N7t N M, logo
() a.b € 0VNTHNM, entdo f(p)(a+b) = p(a+b) = p(a)+o(b) = f(¥)(a)+f(¢)(b);
(i) ago'NrtNM,entdoa+bg o' NrtNMe f(o)(a+b) =0

Além disso, podemos definir o seguinte homomorfismo sobrejetor de C-dlgebras
¢:Cle¥NM] — Clo¥nrtnM)|

24— (") :{

u

2Mose x€o’NTENM;
0,se xgo'N7rtNM.

De maneira similar feito para f(¢), o homomorfismo ¢ também estd bem definido.
Assim, a sobreje¢ao de C-algebras define o mergulho fechado (Veja [6],p.104).
X,(1) = Homg,(c" N7t N M,C) < Homy,(c" N M,C) = X,.
O

Proposicao 3.7. Seja A um leque em R", para cada 7 € A existe o mergulho
V(T) — XA.

Demonstracao. As seguintes aplicacoes sao compativeis, isto é, satisfazem a aplicacao

de colagem. Se 7 é uma face de o e 0 uma face de ¢’, o diagrama

Xo(1) —— Xy (1)

L

Xy —— X,

comuta, assim também comuta o diagrama

Homg,(c"N7t=NM,C) “—— Homg(cV N7tNM,C)

|

Homg, (0¥ N M,C) ————  Homg,(c"V N M,C)

onde as aplicagoes horizontais sao restrigoes e aplicagoes na vertical sao extensoes por

zero. Realizando a colagem de todas as aplicagoes obtemos mergulho fechado
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V(T) — XAa.

Corolario 3.8. Se 7 é uma face de 7/, entao V(7') — V(7).

Demonstrac¢ao. Basta construir o mergulho nos abertos X, para o € Star(r') por
extensao por zero de Homg,(c¥ N 7+ N M,C) para Homg,(c¥ N7+ N M,C) e re-

alizar um procedimento semelhante feito para variedade térica Xa, concluimos que
V(") — V(7). O

Em resumo, temos correspondéncia em que inverte a ordem de cones 7 em A para o
fecho de 6rbitas V(1) em Xa. Para provar o préximo resultado que descreve as drbitas

de uma variedade torica afim precisamos do seguinte resultado.

Lema 3.9. Sejam 7,0 cones em um leque em Ng. Se 7 £ ¢ entao temos
V(inNX,=10

Demonstra¢ao. Como um subconjunto de Xa, a variedade V(1) é coberta pelas vari-
edades toricas afins X, que 7 < 7 e m é cone do leque A. Assim, basta mostrar que

para cones T = 7 temos tais que
V() nX,)NnX,=0.

Notamos que (V(7) N X,;) N X, = V(1) N X;n,, pois TN o é face de m e 0. Seja
7' =7mNo, entdo 7' é face de o e 7’ ndo contém 7, pois T A 0. Entao, por defini¢ao
existe m € ¢¥ tal que 7’ = o N m=.

Notamos que se 7 £ o, entdo 7 € o. Assim, (7V) € (0¥)", pelo (item(2)) da
Proposicdo 2.6 temos, 0¥ € 7V. E, assim, m € 7¥. Em particular, m € 7+.

Assim, pelo Lema 2.16 podemos identificar X,» C X, com um aberto de Zariski
em X,, tal que u,, == 2™ # 0, para z € V(7). Por outro lado, como m ¢ 71 temos,

Up = 2™ = 0 para x € V(7). Portanto,
V(rNX,)NX,=V(r)NXy =0
O

Proposi¢ao 3.10. Sejam ¢ um cone em um leque A no R” e X, a variedade torica
afim associada a o, as drbitas O, da acdo de T em X, e o fecho das drbitas V(7).

Entao, existem as seguintes relagoes
(a) XO' = HT-<UOT

(b) V(r) =<0
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Demonstracao. (a) Notamos que se a € 11, .,0,, entao existe pelo menos uma face o’
de o tal que a € O, e como O, C X, e X, C X, segue que I,/.,0, C X,.

Para provar a outra inclusao, tomemos z € X,. Entao, associamos a um homomor-
fismo de semigrupos ¢, : 0¥ N M — C. O ponto z pertence a Ty = Oyo) exatamente
quando ¢, (u) # 0 para todo u € oY N M, para entdo estender ao homomorfismo
Pz : M — C* definida por @ (u) = . (u) .

Em geral, se 7 é uma face prépria de o, entdao ¢, : 0¥ N M(1) — C* | isto é,
e 10V NTENM — C* . Assim temos 27 1(C*) = ¢V N7t N M é uma face de ¢”. Pelo
Lema 3.4, soma de dois elementos o N 71 que pertencem z~(C*) se, e somente se,
ambos elementos estao x7!(C*). Isso significa que cada z pertence a uma tnica érbita
(que sdo toros) O, C X, (7).

(b) Dado um cone ¢ em A e 7 < ¢ temos pelo Corolério 3.8 temos que O, C V(7).
Além disso, V(o) pode ser mergulhado em V(7). Portanto, O, C V(o) C V(7). Para
inclusdo contréria, suponhamos que 7 £ o. Assim pelo Lema 3.9, V(7) N X, = 0.
Portanto, V(7) N O, =0, pois X, =11,.,0, e, assim, O, € V(7).

O

Sabemos que realizando a colagem das variedades toricas afins obtemos a variedade
térica, o item (a) garante entdo que Xa é a unido disjunta de suas drbitas O, que sdo
orbitas da acao de Ty em X,

Vamos apresentar exemplos das orbitas da agao térica e de seu fecho na variedade
torica afim X,. Para isso, seja 7 uma face de um cone o, entdo O, C V(1) = O,.
Podemos determinar orbitas e seu fecho, da seguinte maneira. Consideramos um sis-
tema de geradores (ay, ..., a;) do mondide S, e denotamos por I o conjunto de indices
1 <i<ktal que a; € 7-. Em outras palavras, se (v1,...,v,) denotam os vetores que

geram T, temos
i€l << paratodoj,coml<j<s, (a;v;)#0
Em X, com coordenadas u; = z%, entdao V(7) é definido por u; =0, se i € I.

Exemplo 3.5. Consideramos a variedade torica X, apresentada no 2.9, dada nas
fungoes coordenadas (uq, up, us) = (21, 2122, 2122). Temos que S, tem como geradores

ay = ¢}, ag = e] + ¢35 e ag = ¢j + 2¢5. Temos,

1. Para 71 a face gerada por ey, vamos encontrar o conjunto I, que deve satisfazer:
iel & (aje)#0

Como (e} +¢5,e9) =1 # 0 e (e +2¢eb,e2) =2 # 0, logo [ = {2,3}. Assim

3

em X,, temos que V(7) é definido como uy = 0,u3 = 0. Em C* = Cle, £.65)"

V() = C¢ x {0} x {0}.
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2. Para 7, a face gerada por 2e; — ey, o conjunto I deve satisfazer:
iel < (aj,2e; —ey) #0

Como (e},2e1 —eg) =2 # 0 e (e] + 2¢e5,2e; — ex) = 1 # 0, portanto [ = {1, 2}.

3

Assim em X, temos que V(1) é definido como u; = 0, uy = 0. Em C3 = C(§17€27§3),

V(TQ) = {0} X {0} X (C§3‘

3. Finalmente para 73 = o, nesse caso o cone é face dele mesmo, assim I = {1,2, 3}
e em X,, o conjunto V(73) é definido por u; = 0,us = 0,u3 = 0, e, portanto V;

é a origem de C3.

Para encontrar as 6rbitas, recordamos que os pontos distinguidos sao: z,, = (1,0,0),
T, =(0,0,1), 2, = (0,0,0) e gy = (1,1,1).
Por defini¢ao, cada orbita é determinada pelo ponto distinguido associado a face.

Assim,

1. Para o ponto z,, = (1,0,0), temos a 6rbita O, = Cf x {0} x {0}, que representa

um toro de dimensao 1.

2. Do ponto z,, = (1,0,0), temos a érbita O, = {0} x {0} x C;,, que também

representa um toro de dimensao 1.

3. Ja para o ponto z,, = (0,0,0), temos a 6rbita O,, = {(0,0,0)}, que é o ponto
distinguido x, = (0,0, 0).

4. Com o ponto x,, = (1,1, 1), como ja sabemos obtemos o toro complexo algébrico
O0,=T

3.3 Propriedades topoldgicas

Nessa se¢ao, estudamos algumas propriedades topoldgicas das variedades toricas.
Para isto estabelecemos condigoes sobre o leque A para obter informagoes topoldgicas

sobre Xa.
Definicao 3.4. Um leque A C R™ é completo se seus cones cobrem R™, isto é, |A| = R™.

Exemplo 3.6. O leque A em R? formado pelos cones o1 gerado pelos vetores e, ea, 09
gerado pelos vetores —eq, —eg,03 gerado pelos vetores —eq, e5,07 gerado pelos vetores
e1, —ey e o cone nulo é completo, pois qualquer vetor de R? pode ser gerado por
combinagoes lineares dos vetores 0, ey, e5, —€; € —ey. Por exemplo, u = (2, —2) pode

ser escrito como u = 2e; — 2e5.
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Com intuito de estabelecer alguns resultados em breve, vamos apresentar algumas

informagoes. Para k € Z, temos o homomorfismo de grupos algébricos

¢ C* — C*

2 o P(z) =2F

que induz o isomorfismo de grupos algébricos Homyg, 4, (C*, C*) = Z.

Seja N a grade Z" e M = Hom(N,Z) sua grade dual, ja sabemos que T = Ty =
Hom(M,C*) 2 N ®z C* e com a escolha de uma base para N e como Z ®7 C* = C*
entao temos

Hom(C*,T)= Hom(Z © C*, N ® C*)

pela Proposigao 4, (ver [2] p.274) temos que
Hom(C*,T) = Hom(Z,N) ® Hom(C*, C¥)
como Z = Hom(C*,C*) temos que
Hom(C*,T)= Hom(Z,N)® Z = Hom(Z, N) = N

Sendo assim cada A € Hom(C*, T) corresponde a um tinico elemento v em N, onde
Ao(2) = (2", ..., 2")

com v = (vy,...,0,).

De maneira analoga, temos
M = Hom(N,Z) = Hom(N, Hom(C*,C*))
pelo Corolario ([2] p.268) temos que
M = Hom(N © C*,C*).
Finalmente, como T = N w7 C*, temos
M = Hom(T,C").

Assim, cada aplica¢do ¢ em Hom(T,C*) corresponde a um tnico clemento na grade
M. Denotamos por ¢, : T — C* o elemento correspondente a v € M. Para t =
(t1,...,tn) € T, temos que @, (t) = 7" ... 10,

Observamos que para cada z € C* entdo \,(z) € T. Como T = Hom(M,C*), segue

que A\, (z) corresponde a um homomorfismo de grupos de M em C*. Portanto,
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Hom(T,C*) x Hom(C*,T) — Hom(C* C*)

(3.2)
¥ A = Av © Py
dada por
Ao(@u(2)) = @u(2%, .. 2%) = (27)" . (2%)
— Zulv1+"'+unvn
_ L)
onde (,): M x N — Z é tal que (u,v) = uyv; + - - - + u,v,. Portanto,
pu(Ao(2)) = 240 (3.3)

como Hom(T,C*) = M, Hom(C*,T) = N e Hom(C*,C*) = Z, podemos considerar
(3.2) uma aplicagdo de M x N em Z. Isto mostra que partindo do toro T podemos
obter a grade V.

Reciprocamente, dado o mergulho do toro T em X, queremos obter o cone o. Para
fazer isto vamos estudar o comportamento do homomorfismos A, (z) quando v variando

na grade N e z se aproxima de 0.

Exemplo 3.7. Seja ¢ em R™ o cone dado no Exemplo 2.16, isto é, o gerado por
e1,...,€6, com p < n. Entao a variedade térica afim correspondente é X, = CP x
(C*)"=P. Para v = (vy,...,v,) € Z" entdo A\, (2) = (2*,...,2") e o limite ll_r)r(l) Ao(2)
existe e pertence a X, se, e somente se v; > 0,V v; e v; se ¢ > p. Em outras palavras
o limite existe e pertence a X, se, e somente se, v; > 0 para todo 7 e v; =0 se ¢ > p.
Em outras palavras, o limite existe em X, se, e somente se, v € . Neste caso, o ponto

limite é (wy,...,w;, ..., w,), onde

1, se v, =0
w; =
0, se v; >0.

Portanto, os candidatos a limites sao os pontos distinguidos z, para 7 < 0.

Proposi¢ao 3.11. Seja A um leque em R, 7 um cone de A e v € |A] tal que v

pertence ao interior relativo de 7. Entao, lin% Mo(2) = 2.
z—

Demonstracao. Sejam ¢ um cone em A com 7 uma face de o e X, variedade torica
afim associada a 0. Como A,(z) é um elemento em T segue de (3.3) que podemos
associar \,(v) a aplicagdo u — 2{v) - Como v pertence ao interior relativo de 7, segue

pelo Lema 2.1 e do fato que 7 < 0 que para u € 0¥ N M, temos (u,v) > 0. A igualdade
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vale exatamente quando u € 7. Como cada x, corresponde a um homomorfismo de
semigrupos S, em C que envia v em 1, se u € 7+ e 0 em outros casos. O limite

homomorfismo de S, em C define z,. O

Proposicao 3.12. Se v nao pertence a um cone qualquer do leque A, entao nao existe

o limite A\,(z) em XA quando z se aproxima de 0.
Demonstragao. Sev ¢ o, os pontos \,(z) = (2", ..., 2"") ndo tem limite em X, quando
z tende a 0. De fato, recordamos que
o= (") ={veR": (u,v) 20, Yueco'}.
Isso significa que se v & o, entdo existe u € o tal que (u,v) < 0. Logo,

Ao (2)(u) = 2% se torna ilimitado quando z tende a 0. O

Das duas proposicoes acima concluimos que ¢ N N é o conjunto dos vetores v € N
tal que A\,(2)(u) admite limite em X, quando z tende a 0. Além disso, lin% Mo(2) = 2,
2=

quando v pertence ao interior relativo de o.

Lema 3.13. Consideramos aplicagao logaritmo L : Ty — Ng definida da seguinte
maneira: dado um ponto v de Ty , considere a aplicagdo L(vy) : M — R definida
por m — log|y(m)|. Entao, aplicacdo L(y) é um homomorfismo. Além disso, se

L(v) € —o, para o € A, entao |y(m)| < 1, para todo m € " N M.

Demonstracao. De fato, dados mq, ms € M

L(y)(mimg) = log|y(mimg)| = log|y(m1)y(my)|
= log|y(m1)| +log |y(ma)| = L(7)(m1) + L(7)(m2)

isto é, L(v) € Homyz(M,R) = Np.
Agora, suponhamos que se L(7) € —o, para algum o € A. Se m € 0 N M entao a

definicao de L implica que

log [y(m)| = (L(v),m)

Por hipdtese m € ¢¥ e L(y) € —o, entdo (m, L(7y)) que é menor ou igual a zero.

Portanto |y(m)| < 1. Assim,
L(y)€—o=|y(m)| <1, Vmeo' NM

O

Proposicao 3.14. O leque A é completo se, e somente se, a variedade torica X é

compacta.
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Demonstracao. Suponhamos, por absurdo XA compacta e que o leque A nao é com-
pleto. Entao por definicao |A| # R™, ou seja, existe v € R™ tal que v ¢ A (pois A é
finito). Assim pela proposicao anterior o limite de \,(z) nao existe em X, quando z
tende a 0. Isso significa que ndo existe limite de subsequéncia \,(z) convergindo em
Xa. Porém, isso é uma contradicao com o fato de Xz ser compacta. Reciprocamente,
suponhamos A completo. Vamos mostrar que a variedade XA é compacta. Provamos
usando sobre n, onde n é a dimensao de Ng.

Para n = 1, o leque completo em R ¢é o leque do Exemplo 2.19, pois é a uniao dos
cones gerados por e, —e; e o cone nulo. Neste caso, a variedade térica é X = CPL,.
Temos que Xa é homeomorfa a S? (ver Apéndice A), a esfera 2-dimensional, que é
compacta.

Suponhamos que dado um leque de dimensao menor que n, entao a variedade térica
associada a este leque é compacta e seja (7,) um sequéncia de pontos em XA. Vamos
mostrar que existe um subsequéncia (7,,) de (7,) convergente.

De fato, como XA é a uniao finita das 6rbitas O, onde 7 é um cone em A. Podemos
assumir que a sequéncia estd inteiramente contida numa tinica érbita, pois do contrario,
a unido nao seria finita. Se 7 # {0}, entao o fecho de O, em X, é a variedade térica
V(1) = Xsiar(-) que tem dimensdo menor ou igual a n — 1. Notamos que star(r) é

completo em N(7)g, pois
|Star(T)|={c:7 < 0,0 € A} ={T:7 < 0,0 e R"}| = [{o + (N;)r}| = N(7)x.

Assim, por hipétese de inducdo, a variedade térica V(1) é compacta, ou seja, a
sequéncia (7,) possui uma subsequéncia (7,,) convergente em V(7). Consequente-
mente podemos assumir que (7,,) estd contida inteiramente em T .

Agora, como Ty = Homy (M, C*) e para cada elemento ¢t em Ty existe um homo-
morfismo v, : M — C* e dado para qualquer 0 € A, a restricao de v a o¥ N M
¢ um um homomorfismo de semigrupos, Y|ovanr @ 0¥ N M — C, ou seja, como
X, = Hom(c" N M,C) temos v € X,.

Usando aplicagdo L definida (3.13) na sequéncia (7,), obtemos uma sequéncia
L(v,) € Ng. Como A é completo, o leque formado por {—o : ¢ € A} também é.

Portanto, passando para uma subsequéncia, podemos assumir que existe o € A tal que
L(~,) € —o, para todo n natural.

Por (3.13) concluimos que |y,(m)| < 1, para todo m € ¢¥ N M. Segue que 7, sao
sequéncias de aplicagoes no disco fechado unitario em C, que é compacto, ou seja,

existe uma subsequéncia de v, que converge para v € X,. O

Definicao 3.5. Dizemos que um vetor v € Z" é primitivo se suas coordenadas sao

coprimas. Um cone ¢é regular, se todos vetores (v1,...,vs) que geram o cone Sao
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primitivos e existem vetores primitivos (v,.1,...,v,) tal que det(vq,...,v,) = *1.
Em outras palavras os vetores (vy, ..., vs) podem ser completados na base de grade N.

Um leque é regular, se todos seus cones sao cones regulares.

Proposicao 3.15. Um leque A é regular se, e somente se, a variedade térica Xa

associada a A é suave.

Demonstragao. Veja [1] Teorema 3.2, p.21. O

3.4 Superficies toéricas

Para finalizar esse trabalho trazemos uma relagao existente entre as superficies

toricas e as algumas variedades determinantais.

Proposicao 3.16. Sejam e, e, vetores da base canonica do R? e ¢ C R? um cone
fortemente convexo. Entao, o é isomorfo ao cone gerado pelos vetores v; = pe; — ges

e Uy = ey, para alguns inteiros p,q € Zs( tal que 0 < ¢ < p e mdc(p,q) = 1.

Demonstragdo. Como o é um cone do R? consideramos {(a,b), (¢, d)} minimal de ge-
radores de o tais que a e b sao primos entre si. Pelo algoritmo de Euclides, existem
numeros inteiros w, z tal que aw + bz = 1 para alguns inteiros w, z. Consideramos o
automorfismo T} : R* — R? dado por Ty(z,y) = (ay — bx, wz + zy). Entao, aplicando

o 171 aos geradores de o

—-b a a c 0 ad—bc
(w z)(b d>:<1wc—|—zd> (3:4)

ou seja, obtemos vy = (0, 1) um elemento da grade N. Isso significa que podemos tomar
um dos geradores de o sendo justamente wv; ou um miltiplo de wvs.
Depois de uma reflexdo no eixo y (se necessario) podemos supor o segundo gerador
v, = (p,y) = pe1 + yeq, para p > 0. Considerando o automorfismo T : R? — R?
dado por Ty(z,y) = (z,ux +y). Notamos que Tp(vy) = T»(0,1) = (0,1). Além
disso, Tx(p,y) = (p,up + y). Entdo, Ty faz uma translacao da segunda coordenada
por multiplos de p, isto é, é possivel modificar y arbitrariamente médulo p. Assim,
podemos tomar y = —¢q com 0 < g < p. Como gerador v; deve ser minimal entao,
mde(p, q) = 1.

Aplicando o automorfismo T5 temos

1 0 Op:Op (3.5)
u 1 1y 1 up+y '
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Compondo dos automorfismo (3.4) e (3.5) temos o automorfismo desejado. O

Dado um cone o C R? gerado pelos vetores v; = pe; —qea € vy = ¢5, onde 0 < ¢ < p

e p,q sao coprimos, vamos considerar a fracao continua Hirzebruch - Jung .

1
o —ay - = [l a5, . 1]

pP—q a5 — .

a, — 1
onde os inteiros as, ..., a,_1 satisfazem a; > 2, parai € {2,...,n — 1}.
No que segue apresentamos algumas defini¢oes para apresentar um resultado obtido
por O.Riemenschneider em [16, 17| que caracteriza os geradores do I,, onde o é um

cone em R2.

Definicao 3.6. Dados A;, B;,Cj ;11 € Ccomi=1,...,kel=1,...,k—1, uma quase

matriz com entradas A;, B;, Cj ;41 € escrita como

A, Ay oo Apy - A
A=| B By, - By, --- B
Ci2 E Cr-1k

o quasemenores associados a quasematriz A sdo definidos por
AZB] - BiAj(Oi;H-l ce Oj_17j)
para 1 <1< j <k.

Notamos que a ultima linha da quasematriz tem menos entradas que as outras

linhas.

Exemplo 3.8. Considere a seguinte quasematriz

? 1 —1 2
4+ 1+ —1

i —3i
Os quasemenores associados a quase matriz acima sao:
o i(i+1)— (4+14)(i—1)i%
o (i—1)(—i)— (1414)2i(—3i);

o i(—i) — (44 )2ii%(—30).
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Proposicao 3.17. Seja o C R? um cone. Entao, oideal I, é gerado pelos quasemenores

da quasematriz

21 22 Z3 ottt Zp—2 Zn—1
22 z3 24 ccc Zpn—1 Zn

as—2

a—2 ap—1—2
22 ng n—1

Zn—1

onde os a; sao dados pela fracao continua de Hirzebruch-Jung de p%q. Além disso, este

conjunto de geradores é minimal.
Demonstracao. Veja [16, 17]. O

Entao, se a; = 2 para i € {3,...,n — 2}, X, é uma superficie determinantal. Em

particular, se a dimensao minimal do mergulho de X, for 4, isto é, se

P 1

b—q a3

entao X, é uma variedade determinantal e o ideal I, gerado pelos menores 2 X 2 da

-1
21 Z9 2’;3
az—1 :
Z9 Z3 Z4

Exemplo 3.9. Seja X, C C* a superficie térica associada ao cone o C R? gerado pelos

matriz

vetores v; = eg e v9 = 14e; — 11ey. Do processo das fragoes continuas Hirzebruch-Jung,

temos

14 1
T —=—5_=
3 3’

entdo X, = V(I,), onde I, é o ideal gerado pelos menores 2 x 2 da matriz

Z1 Z9 232)
4 .
Z9 Z3 24

Exemplo 3.10. Seja X, C C* a superficie térica associada ao cone o C R? gerado
pelos vetores v; = ey e vy = Tey — 4ey. Do processo das fragoes continuas Hirzebruch-

Jung, temos

T L
3 3

entdo X, = V(I,), onde I, ¢ o ideal gerado pelos menores 2 x 2 da matriz

21 oz 22
2 z3 24
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Exemplo 3.11. Seja X, C C® a superficie térica associada ao cone o C R? gerado
pelos vetores v = e5 e vy = 4e; — ey. Do processo das fragoes continuas Hirzebruch-

Jung, temos

4 1
3= T
9_ =
2

entao X, = V(I,), onde I, é o ideal gerado pelos menores 2 x 2 da matriz

21 22 23 24
22 Z3 Z4 25

Exemplo 3.12. Seja X, C C°® a superficie térica associada ao cone o C R? gerado
pelos vetores v = e5 e vy = He; — ey. Do processo das fragoes continuas Hirzebruch-

Jung, temos

2_ =

entao X,, onde I, ¢ o ideal gerado pelos menores 2 X 2 da matriz

21 Z2 z3 “4 25
22 Z3 24 25 26
Exemplo 3.13. Seja X, C C° a superficie térica associada ao cone 0 C R? gerado

pelos vetores v; = ey e vy = 19¢; — Tey. Do processo das fragoes continuas Hirzebruch-

Jung, temos

Rl o1
12 3o
9_ =

3

entao X, = V(I,), onde I, é o ideal gerado pelos menores 2 x 2 da quasematriz

19 1
=2

21 22 z3 24 25
22 z3 24 25 26
1 z3 1 zZ5
Observacao 3.2. 1. Uma variedade determinantal X C C" e de codimensao

(n—t+1)(p+t—1) pode ser definida por X = f~1(0), onde f é a aplicagao
cujas funcoes coordenadas sao definidas pelos menores ¢t x ¢ de uma matriz
n X p cujas entradas sao funcoes analiticas complexas. Desde ponto de vista as
superficies téricas dos Exemplos 3.9,3.10,3.11 e 3.12 sdo superficies determinan-
tais. No Exemplo 3.13 temos o caso de uma superficie térica que nao é determi-

nantal.
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2. Estudamos a geometria combinatoria dos cones para definir as superficies toricas
e com isso podemos estudar alguns tipos de variedades determinantais. Além
disso, se X, é uma variedade torica que também é determinantal, podemos usar
ferramentas da teoria de variedades determinantais ou da teoria térica para obter

informagoes sobre X, (veja [5]).
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Apeéendice A
Resultados Complementares

Proposicao A.1l. Existe um difeomorfismo entre CP! e S2.

De fato, PC! ¢é o espaco projetivo complexo, que podemos denotar simplesmente
por P!, uma forma de construi-lo é a partir da seguinte relacao de equivaléncia
CP' = (C?\(0,0))/ ~, com (21, 22) ~ (w1, ws) < Tz € C*; (21, 22) = (2wy, 2wy)

Um atlas para CP' ¢ dado por {(Uy, ¢1), (Us, o)} onde as cartas sao:

01 : CPN\[0: 1] =U; — C, [1: 29] = 29
@9 : CP'\[1:0] = U, — C, [z1: 1] = 2z

Com ¢1(U; NUz) = C* = ¢o(U; NUs), onde a aplicacao que leva um aberto em aberto
¢ dada por:

ooyt i Cr— C*, zr 27t
desde que
paopr'(2) =pa([l:2]) = oz 1 1)) =27, VzeC*

Por outro lado sabemos que S* = {(a,b,c) € R : a®> + v* + ¢ = 1}. Um atlas para
a esfera pode ser dado por {(Uy, 1), (Ua, ¥2)}

@@ B a )
Yy :S°\(0,0,1)=V; — C (a,b,c)»—>1_6+zl_c

2 a b
. —]_ = E— — —
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Com 91 (V1 NVy) = C* = (V1 N'V3), onde a aplicacdo que leva um aberto noutro
é dada por:

Yooyt 1 C* — C*, 2z 27t

Para ver isso basta notar que para todo (a,b,c) € S?\(0,0,41) temos

4 4 b)) (-2 — L) =1 e aplique o fato de 1y e 1), serem ambas bijecoes, que
1—c 1—c/\14c 1+c

estao bem definidas da construcao da projecao estereografica.
Finalmente definamos a aplicacio f : CP' — S? por f(p;*(2)) = 1; '(2), para
todo z € C.

1. f esta bem definido. De fato,

e () =¢i'(n1) & m=pop(n)e

=z S n =10l (1) & U3 (2) =11 (21)

2. Esta aplicacao é suave, desde que
Yiofop;!:C — C dada por z — 2
€L
Yjo fop;!:C* — C* dada por z + 271
também sao todos suaves.
3. A aplicacao é um difeomorfismo, ja que a inversa é:
f~1:S§* — CP! dada por v; '(2) = ;' (2), para todo z € C.

Agora vamos recordemos que uma acao de um grupo G sobre um subconjunto X C G

é uma fungao dada por
x GxX — X

(g,2) — gxuw

Que satisfaz as seguintes operacoes. Dados g,¢',e € Gex € X.
(i) g= (g xa)=(g9.9)*x

(ii) gxe=g, Ygei
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A. Resultados Complementares

Onde “.” denota a operacao do grupo G e e denota o elemento neutro do grupo.

Note ainda que a aplicacao
h: X — X

T — g*xT

¢ uma bijecao, onde g é um elemento fixo de G. Com efeito, se gxx = gy entao r =y,
pois g 'x(gxx) = =, mostrando que h é injetiva. Além disso, dado gxw em X (imagem),
existe w € X (dominio) tal que h(w) = g * w, ou seja, tal aplicagdo é sobrejetora,
portanto uma bijegao. Para um elemento z € G, conjunto G xx = {g*x : g € G}
denota a dérbita do ponto x. Note que a imagem da aplicagao h ¢é justamente a érbita
no elemento x, assim existe uma bijegao entre a érbita do elemento x e conjunto X.

Vejamos ainda que se G x z = G x y, com x # y entao g * x = g * y, Ou seja,

z=exx=(glg)xx=g *x(grz) =g 'x(gxy)= (9 'g)xy=exy=y,
e, isso significa que um ponto nao pode pertencer a duas érbitas distintas. Além disso,

se existe somente um érbita na agao, dizemos que a acao é transitiva.

Afirmagao A.1. Um grupo age transitivamente, em si préprio, por multiplicacao.
De fato, - : G x G — G é uma acao de G em G, dados x,y € G, temos
r = (z.y71).y, pois todo elemento em G possui inverso. Portanto, os elementos z,y € G

pertencem a uma unica Orbita.
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