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Resumo

Nesse trabalho, apresentamos uma desigualdade do tipo Hardy-Sobolev em domi-
nios cilindricos e como consequéncia desta obtivemos algumas imersoes de Sobolev em
espagcos de Lebesgue com peso. Provamos que a atingibilidade da melhor constante des-
tas imersoes com peso é equivalente a provar a existéncia de solugoes do tipo ground
state para uma classe de problemas elipticos em RY. Regularidade e comportamento
dos minimizadores também sao obtidos. Como aplicacao das imersoes obtidas, prova-
mos resultados de existéncia e nao existéncia de solugao para uma classe de problemas

elipticos com crescimento critico.

Palavras-chave: Desigualdade de Hardy; Imersao de Sobolev com peso; Melhor cons-

tante; Problemas elipticos; Crescimento critico.



Abstract

In this work, we present a Hardy-Sobolev type inequality in cylindrical domains
and, as a consequence, derive some Sobolev embeddings into weighted Lebesgue spaces.
We prove that the attainability of the best constant for these weighted embeddings is
equivalent to establishing the existence of ground state solutions for a class of elliptic
problems in RY. Regularity and behavior of the minimizers are also analyzed. As an
application of the obtained embeddings, we prove existence and non-existence results

for a class of elliptic problems with critical growth.

Keywords: Hardy inequality; Weighted Sobolev embedding; Best constant; Elliptic

problem; critical growth.
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Notacoes

N denota o conjunto dos niimeros naturais;
e R denota o corpo dos niimeros reais;

e () C R" denota um conjunto aberto;

B(z;7) denota a bola aberta centrada em 2 € R e de raio r > 0;

C' denota uma constante positiva, que pode mudar de uma linha para outra;
e ¢* denota o expoente critico de Sobolev;

e C°(RY) denota o espaco das funcdes testes;

C**(Q) denota o espaco de Holder;

LP(Q) ={u: 2 — R mensuravel : / |ulPdz < o0}, 1 < p < o0
Q

D"*(RM) denota espago obtido pelo completamento de C5°(R”Y) com respeito a

norma do gradiente.
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Em [2], M. Badiale e G. Tarantelo provaram a seguinte desigualdade do tipo Hardy-

Sobolev em dominios cilindricos:

ax(s)

qx(s) q
/‘M M§C</’WW®> , Vue DY(RY), (1)
rV |7 RN

onde C' = C(s,q, N, k) > 0 é uma constante e por um dominio cilindrico entendemos

uma decomposicio do espaco RY da forma

e denotaremos seus elementos por z = (', 2) € R¥ x RN7% Além disso, o expoente

¢+(s) € definido como
q(N — s)

Q*(S) = N_q ?

onde ¢, s sao constantes reais tais que 1 <¢g< N, 0<s<qges<k.
Como consequéncia desta desigualdade, se ¢ : [0,4+00) — [0,+00) é uma fungao

que cumpre as condigoes:

(¢1) ¢ € Cod (R, Ry);

(¢2) ¢(r)r® € Lo(R,);

(¢3) ¢(r) =0 se, e somente se, r = 0,

entdo é possivel mostrar que para ¢ > 2, s € (0,2) e p € [g.(5), ¢:(0)] tem-se a seguinte

desigualdade com peso:

/'mmmmmgo</|wmm9ﬂ Vu € DY(RY). @)
]RN ]RN

Como aplicagdo, quando ¢ = 2, a desigualdade (2) garante a boa defini¢ao do
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funcional energia associado ao problema

—Au = (| ulfTPu em RY,
u > 0 em RV, (3)
u € DY*RY)

definido por
1 2 1 / 1,2(mN
I(u) = = |Vu|*dx — - o(|2')|ufP dz, uwe D(RY).
2 RN P JrN

Do ponto de vista matemético, o interessante em estudar esse problema é que a

existéncia de solugoes ground state equivale & atingibilidade da melhor constante da

/ |Vul? dz
0< S, = inf RY

ueDL2(RN)\{0} 2/p’
([ oeDiup )
RN
onde p € [2,(s),2.(0)].

Agora, para além das motivacbes matematicas, quando N = 3 e s = 1, é possivel

desigualdade (2), quando g = 2, dada por

mostrar, usando um resultado devido a Egnell [11], que as solugdes do problema (3)

possuem o seguinte decaimento assintético
u(r) < —, x| = +oo,

para alguma constante C' > (0. Como consequéncia, nesse caso, tais solu¢oes também

sao solugoes para o problema:

~Au = ¢(|7')u(z)P"t em R?
u > 0 em R3 (5)
/ (2 Nu(e)y " dr < +oo
R3

onde p € [4,6].

Esse problema foi proposto por G. Bertin [4] e L. Ciotti [9] como modelo para
descrever a dinamica de galaxias elipticas. A busca por solugoes com simetria cilindrica
advém das motivagoes fisicas, uma vez que o problema é formulado sob as hipoteses

de que galaxias elipticas possuem simetria axial, a condi¢ao de que
/ ()2’ )u(x)P~ dr < +oo
R3

3
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garante que as solugoes possuem massa total finita.
Inspirados no artigo de Badiale-Tarantello |2], M. Badiale e E. Serra |3] abordaram

de maneira mais geral o problema

—Au = ¢l |u(z)* em RY,
u > 0 em RV, (6)
S

u DM2(RN).

Nesse caso, assumindo que ¢ satisfaz as hipoteses:

(Hy) ¢ € CONR,.,R.) ou ¢ € C’O’"(IR{”_;,IRJF) e lim ¢(r) = +o0, para algum 7 € (0, 1),

loc loc a0t

(Ha) o(r)r* € L=(RY),

os autores estabeleceram resultados de regularidade para as solugoes desse problema.

Com base nos trabalhos mencionados, esta dissertacao foi estruturada da seguinte
forma:

No Capitulo 1, provamos a desigualdade (1) e como aplicagao obtivemos a imersao
de Sobolev com peso (2).

No Capitulo 2, investigamos resultados de existéncia e nao existéncia de fungoes
estremais para a melhor constante desta desigualdade, ou seja, fungoes que atingem
a melhor constante S,. Verificamos que a existéncia de tais func¢oes é equivalente a
encontrar solugoes do tipo ground state (ou de energia minima) para a equagao eliptica

semilinear

—Au=§(|2])|[uf"*u em RY. (7)

Para tanto, na busca por solu¢oes com energia minima definimos as variedades de
Nehari

N ={ue DPRYN\{0}: I'(w)u=0} e N.={uecD*RN{0}: I\(u)u =0},

onde I, é a restricdo do funcional I ao subespaco das funcdes de D'*(RY) com simetria

cilindrica
DI2(RY) = {u € D'2RY) : u(e',2) = u(a”, ), |2'] = |2"]}.

Nesse sentido, estabelecemos principalmente os seguintes resultados:

1. Suponha que ¢ satisfaz as hipoteses (¢1) — (¢3). Se p = 24(s) e a fungao r —
r°¢(r) é estritamente crescente, entdo I e I. ndo atingem seu infimo sobre N e

N, respectivamente.
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2. Suponha que ¢ satisfaz as hipoteses (¢1) — (¢3). Se 2.(s) < p < 2,(0), entdo tanto
I quanto I, atingem seu infimo sobre A e N, respectivamente. Além disso, esse

infimo corresponde a uma solugao para (7), a qual atinge a melhor constante S;.

No Capitulo 3, apresentamos resultados de regularidade para as solugoes do pro-
blema

2:(5)=2, em RN,

—Au = ¢(|2'])|u

e mostramos que tais resultados podem ser transferidos para as solugoes de (7). Dessa

maneira, obtém-se o seguinte:

1. Suponha que ¢ satisfaz (¢) — (¢3) e que u € DV*(RY) seja uma solucdo fraca

nao negativa da equacgao
—Au = (|2 |)|ufu em RY,

onde p € [2,(s),2.(0)) para algum s € (0,2). Entdo as seguintes afirmagoes sao

validas:

i) Se sN < 4, entdo u € "

loc

(RY) para algum o € (0,1).

ii) Se sN < 2, entdo u € CL%(RY) para algum o € (0, 1).
2. Suponha que u € D"*(RY) ¢ uma solucdo fraca nio negativa da equacio
—Au=¢(|2'ufPu em RN,

onde p € [2,(s),2.(0)) para algum s € (0,2) e ¢ satisfaz (¢1) — (¢3). Se sN < 4,

entdo u > 0 em RY.

No Capitulo 4, investigamos a existéncia e a nao existéncia de solugao para a

seguinte classe de problema elipticos envolvendo crescimento critico:
—Au = ¢(|2')|ulf?u + Mu* 2u em RN, (Py)

onde A € R é um pardmetro e p € [2,(s),24(0)) com s € (0,2). Note que, quando
A = 0, recuperamos o problema (7). Empregando técnicas presentes nos trabalhos

[5, 7], obtemos como principais resultados:

i) Suponha (¢;) — (¢3) sejam satisfeitas, 2,(s) < p < 2,(0), com N > 3. Entao,

para todo A > 0, o problema (P,) admite uma solugao fraca nao trivial.
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ii) Suponha que (¢1) — (¢3) sejam validas, N >4 e k > 2. Entao, para todo

2*—p

A< A=— (Cp,NCO) p=2

o problema (P,) admite apenas a solugao trivial.

Finalmente, no Apéndice, apresentamos alguns resultados auxiliares que foram
usados durante o trabalho, envolvendo fun¢des Holder continuas, espacos de Sobolev,
resultados de regularidade e principios de maximo, assim como lemas técnicos utilizados

no decorrer das demonstragoes.



Capitulo 1

Uma desigualdade do tipo
Hardy-Sobolev em dominios

cilindricos

Neste capitulo, com base no trabalho de M. Badiale e G. Tarantello [2], estabelece-
remos algumas desigualdades do tipo Hardy-Sobolev em dominios cilindricos.

Por um dominio cilindrico, entendemos uma decomposi¢ao da forma
r=(2',2) eRV =RF xR"* com 2<k<N.

Além disso, para ntmeros reais g e s taisque 1 < ¢ < N, 0 < s <qes <k,

definimos o expoente
q(N — s)
«(s,N,q) = ——=.
¢:(s,N.q) = —— .
Para simplificar a notagao, também escreveremos ¢.(s) ou simplesmente ¢,, quando
nao houver risco de confusao. No caso particular em que s = g o expoente é dado

por ¢.(¢, N,q) = ¢, ja quando s = 0 o expoente é da forma ¢.(0,N,q) = ¢*, onde
N

q = 9 ¢o expoente critico de Sobolev.
N —q
1.1 Desigualdade de Hardy em dominios cilindricos

Como primeiro resultado, vamos obter a seguinte desigualdade do tipo Hardy:

Teorema 1.1 (Hardy). Suponha que 1 < q < k e2 < k < N. Entao, para toda fun¢ao



1. Uma desigualdade do tipo Hardy-Sobolev em dominios cilindricos

u € DY(RYN), a sequinte desigualdade do tipo Hardy € vdlida:

|ul? g\’
/]R;N |;L‘/|q dz S ]{j——q on |Vu|ng; (11)

Demonstracao. Inicialmente, vamos considerar o sistema de coordenadas cilindricas em
RY, dado por:

' =py, p€0,4o0), ye S dr=da'dz = p"dpdodz,

onde do denota o elemento de superficie de S¥71.
Uma vez que o espago C°(R™) & denso em D*(R™), ¢ suficiente verificarmos que (1.1)
vale para uma funcao arbitraria v € Cg° (RM). Além disso, podemos supor u > 0 .

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, podemos escrever

+oo d
u(z)? =u(py, 2)? = —/ —u(Apy, 2)? dA
1 dA

+o0
= —q/ w(Apy, 2)1 Vru(Apy, 2) - py dA, (1.2)
1

onde usamos a notagao V, para denotar o gradiente com respeito as entradas z’.
Assim, usando a igualdade obtida em (1.2) e fazendo a mudanga de variavel r = Ap,

obtemos

+OO,
_ / / / py, "t dpdodz
RN-k JSk—1
—+00 q 1 /
/ / / / Aoy, 2)T Ve NY,2) Y et oy
1 RN-k JSk—=1 J0 pq
Yoo “+o00 )\ q 1 ' )\
/ / / / PY, z V lu( rY, z ) ypk—l dpdo’dZd)\
1 RN-k JSk—=1 J0 pq
+oo ooy q "W ol
oo S )
1 evn Jsi )y )q 1 )\ )\
/1

+o0 1 T q Ve ‘
i / / / u(ry, ) Vau(ry, 2) Y k=1 qrdedz| di
ANematb | Jpn—k Jgh-1 o

u(x', 2) IV pu(2, 2) - ||
= / / dz'dz.
RN—k JRE |2!|e1

Portanto, temos a seguinte desigualdade

/IR ula)’ g, < 1 /%N u@ V@)l g, (13)

TR B
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Como
w(x)i!

e € LTTRY) e [Vu@) e L'RY),

pela desigualdade de Hélder, obtemos

u(z)? q u(@)  \T [ g
r < e (V]9 A
/RN I dr < - (/RN [ da - |Vu(x)|?de |

assim ) )
. 1 1
/ uz) dr )’ <1 / |Vu(x)|?dx ' ,
Ry |2]9 k—q \Jrvy
o que implica a desigualdade desejada. (I

Observacgao 1. Observe que, no caso particular em que k = N, obtemos a desigualdade

de Hardy classica, a saber

ul
/ ’—'dx < CNq/ |Vul?dz, u € Cg°(RY),
v |7[ "Ry
q q
para 1 < ¢ < N, onde Cn,4 = N—) ¢ a melhor constante da imersao, a qual
—q

nunca é atingida. Para maiores detalhes sobre a desigualdade de Hardy, veja [1].

1.2 Uma desigualdade do tipo Hardy-Sobolev

De maneira mais geral, temos a seguinte desigualdade do tipo Hardy-Sobolev.

Teorema 1.2 (Hardy-Sobolev). Suponha que 1 < ¢ < N e 2 < k < N. Para cada
0<s<gqes<k eziste uma constante C = C(s,q, N, k) > 0 tal que, para toda fun¢do
u € DM(RY),

qx(s)

|u’Q*(s) q
/ T (/ |Vu|qu> , (1.4)
RN x| RN

qg(N —s)
N—q

onde q.(s) =

Demonstracao. Se s = 0, entdo ¢.(s) = ¢* e, nesse caso, a desigualdade (1.4) decorre da
Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (veja Teorema A.1), sendo assim, vamos
nos concentrar em estabelecer o resultado no caso em que s > 0.

Como feito no Teorema 1.1, vamos considerar as coordenadas cilindricas em R",

' =py, pe€l0,4o0), yeS dr=dr'dr=p" tdpdodz,
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onde do é elemento de superficie de S*~!. Além disso, vamos supor u € Ofe (RY) e

u > 0. Procedendo de maneira analoga a prova de (1.3), podemos concluir que

/R ) wla) gy < 2 /R i ule) Vul@)l g, (1.5)

|2’ |* ~k-s

Agora, prosseguiremos considerando os seguintes casos:
Casol:s=1<kes<q.

Nesse caso, de (1.5) temos

g+(1)
/ %dx < 4-(1) / u(x)® MY Vu(r)| dz.
RN ’1’" k—1 RN

Desde que
w(z)*M-1 e LT T(RY) e |Vu(x)| € LYRY),

usando a desigualdade de Holder

/RN %dx < /Z*£11 (/RN u(z)” dx>q;1 (/RN |Vu(x)|qu>;,

agora, fazendo uso da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (veja Teorema A.1)

-

*q_

u(x)®™) q.(1 1 T 7
/N (’i/| d’L’ k (_ im </ ’VU( )’qdl'> (/ ’V'U/( )|qdl’)
R Sq a2 RN
0.(1) 1 < / )
= — Vu(x)|?dx

_ & (1 )# </ |Vu(.r)|qu> ks
k—1 ¢ (q 1 RN

Verificando a desigualdade desejada e obtendo que, nesse caso

IA

Q=

g.(1) 1

E—1 q(q 1) -
Sq

C(s,q, N, k) =

Caso 2: 1 <s<kes<qg.

Primeiro, manipulando o lado direto da desigualdade (1.5), podemos escrever

g (s—1)% .
/ u@) dr < & / u(z) u(z)s HVu(r)|dr.
R

N |2)® T k—s gy J2sT

10



1. Uma desigualdade do tipo Hardy-Sobolev em dominios cilindricos

Como

u(z)e-D%
|IL'/’S_1

€ L=1(RY), u(z)¥7 € L= (RY), |Vu(x)| € LI(RY)

s—1 —s 1
+ 12—,
s sq  q

pela Desigualdade de Hoélder generalizada,

() @ u(e (N [ ator / :
r < o o (T e NI A
/RN o S (/R o @) d [ Ivu(o)dr )",

assim,

(4N%gf¢0igk%S<ANM@f¢0;;(éuvm@wm)ﬂ

(4Nﬁgﬁ*mng(kfs)s(éNuuv%m>ts(@Nwmum%m>ﬂ

e, pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (Teorema A.1)

u(x)™ @ \° 1 / RS / :
dr < * Vu(x)|?dx Vul(x)4dx
/RN || te (k: — s) S% ( RN| u(z)|* dz RNl w(x)|?dx
q

PRI oz s
(k'— ) rde=n] (/ |Vu(93)]qdm> )
S S P JRN

q

logo,

Desenvolvendo o expoente, tem-se

” —Ss S
Ve S Y el S L
¢ q q q ¢ ¢ q

s s 0
./ M@ de( & ) qiﬂ)(/yvm@w¢0 .
RN ’ZL ’S k — S ST RN

q

ou seja,

Assim, a desigualdade fica estabelecida nesse caso, onde

& \ 1
C(S7q7 N7 k) = (k _ S) q*(qg—s) °
S

q2
q

Caso 3: 1 <s<kes=q.

11



1. Uma desigualdade do tipo Hardy-Sobolev em dominios cilindricos

Esse caso corresponde a desigualdade do tipo Hardy, estabelecida no Teorema 1.1.
Caso 4: 0 < s < 1.

Inicialmente, vejamos que

gx(s) = (1 = 8)q" + sq.(1).

De fato,

N N-—-1
(1- )" +sa.(1) = <1—s>N_qq+sqSV_q)

S— S(N(1=5) +s(N = 1))

Como consequéncia, podemos escrever

/ ue dx:/ ufa) 7 s N g,
Ry |7]? RN |2/]

Agora, como

u(x)9 € L

= (RY) e (M)SeLi(RN)

usando a Desigualdade de Holder, vé-se que

ax g (1) °
/ uz) dr = / w(z)1= —u(x) dx
S FE o 7]
I=s a-(1) s
() (] 2552
RN Ry 2]

dessa forma, combinando a Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev e o Caso 1,

(1-s)% 4=
qx 1 q 1 ) 1 2
/ U(l;)s dr < PTG (/ |V”(f’3)|qdm) FLCEn) d E ) (/ [Vu(x)|? d:):)
RN |L | Sq 2 RN Siqg k 1 RN
q

ax(1)

1 (e )T
- q*(q;S) (k—l) (/]RN |VU(JJ)| dz

q
Sq

_ % (Zfli) (/R |Vu(a:)|qu) "

Sq

IN

S

Assim, a desigualdade fica demonstrada, de modo que, nesse caso, a constante da

12



1. Uma desigualdade do tipo Hardy-Sobolev em dominios cilindricos

imersao é dada por

1 (DN’
s~ (L)

Com isso, concluimos a prova do teorema.

0

Observagao 2. Vamos justificar, com maiores detalhes, que a escolha de u € Cg°(R")

durante a demonstragao do Teorema 1.2 implica na validade do resultado para u €

DY(RN) arbitraria.

Primeiramente, se u € D"(RY), entdo |u| € D(RY). Dai, existe uma sequéncia

(tn)n C C(RY), tal que u, — |u| em D*4(RY) e u, > 0. Com isso, segue que

/|Vun]qd3:—>/ |Vu|?dz.
RN RN

Por outro lado, usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev

1

(/ fup, — ]| dx) e (/ IV, — V|u||qu> q
RN RN

donde conclui-se que
U, = [u| em LT (RYN) e w, —|ul qtp.

pelo Lema de Fatou,

4 s
/ [u dr < liminf/ [tn dz,
RN ’1’”3 n—4oo JpN |:13”5

uma vez que pelo Teorema 1.2

|| v
de <C |Vu,|?dz )
/s
ry [2] RN

segue de (1.6) e (1.7) que

C | ' T
de <C |Vul?dx )
JRN |iL'/’s JRN

o que conclui a observagao.

1.3 Uma desigualdade de Sobolev com peso

(1.6)

Nesta secao, nosso principal objetivo é apresentar uma imersao de Sobolev com

peso, que serd de grande importancia para assegurar a boa definicao do funcional

13



1. Uma desigualdade do tipo Hardy-Sobolev em dominios cilindricos

energia associado ao problema eliptico que sera explorado no capitulo seguinte. Antes,

vejamos o seguinte lema técnico.

Lema 1.3. Se ¢ € C°'(R.,R,) e ¢(r)r® € L®(Ry) para algum s € (0,2), entdo
¢ € L7 (Ry).

Demonstra¢ao. Como ¢ € C'(R,, R, ), existe uma constante M > 0 tal que
o(r) < M, Vrel0,1].
Além disso, para r € [1,+00)

o(r) = oy~ < WOl e

/r-S - rS

portanto,
o(r) < max{M, ||¢(r)r’||rem,)},  Vr € [0,400).

Isso verifica que ¢ € L>(Ry). O

Teorema 1.4. Considere ¢ € C°(Ry,R,) tal que ¢(r)r® € L®(R,) para algum s €
(0,2). Para cada p € [q.(s),q.(0)], onde ¢ > 2, existe uma constante positiva C' > 0
tal que para toda u € DM(RY),

/ o(|2)|ulP dz < C (/ |Vu|qd.77> " (1.8)
RN RN

Demonstragao. Inicialmente, vamos analisar o caso em que p = ¢.(s). Usando a hip6-

tese de que ¢(r)r® € L°(R,) e o Teorema 1.2, obtemos

IR

dx

|u|q*(s)
/s

" = [ sl
. qx(s)
0/ [l 42
JRN |5'7/|s
Q*(S)

< c(/ |Vu|qu> q
RN

Agora, se p = ¢.(0), e recorde que ¢.(0) = ¢, desde que pelo Lema 1.3 tem-se que

|2'|

IN

¢ € L®(R,) e fazendo uso da Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (veja

Teorema A.1), entao

/ (12l © dr < o/ u
RN RN




1. Uma desigualdade do tipo Hardy-Sobolev em dominios cilindricos

Por fim, se ¢.(s) < p < ¢«(0), podemos escrever

= (1 — a)q.(s) + aq.(0)

p—q(s

)
¢+(0) = ¢u(s)

Holder e os casos em que p = g.(s) e p = ¢«(0), segue que

para algum « € (0, 1), a saber a = Com isso, usando a Desigualdade de

[ oD s = [ o) ul O O ful O ds
RN RN

-« a
< (/ ¢(|x/|)|u|q*(s)) (/ ¢(|x/|)|u|q*(0) da:)
RN RN
2(3) (1_q) 4 (0) ,
< C (/ |Vu]qda:) </ V|9 dm)
RN RN
= C (/ |Vu]qd:5>q ,
JRN
o que conclui a demonstragao do teorema. 0
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Capitulo 2

Existéncia e nao existéncia de

minimizadores com simetria cilindrica

2.1 A melhor constante

Para ¢ = 2, s € (0,2) e p € [2.(s),24(0)], denotemos por S a melhor constante da
desigualdade (1.8), isto é,

/ |Vul? dx
0<8 = inf T —.
ueD2 (®V)\(0} , /P
[ ot Dlulr s
RN

Como veremos no Teorema 2.8, a constante S, é atingida por uma funcdo u €

(2.1)

DY2(RY)\{0} se, e somente se, u é uma solucio de energia minima da equagao eliptica
semilinear

—Au = ¢(|2')|uff?u em RY. (2.2)

Nesse capitulo, baseado no artigo de M. Badiale e G. Tarantello |2], iremos estudar
existéncia e nao existéncia de minimizador para a melhor constante S, definida em
(2.1), as quais s@o solugoes do tipo ground-state do problema eliptico semilinear (2.2).

Para tanto, vamos supor N > 3, p € [2,(s),2,(0)) para algum s € (0,2) e que a

funcao peso ¢ satisfaz as seguintes hipoteses:
(¢1) ¢ € Cipl (R4, R);
(¢2) o(r)r® € L™(Ry);

(¢3) ¢(r) =0 se, e somente se, 1 = 0.

16



2. Existéncia e nao existéncia de minimizadores com simetria cilindrica

Exemplo 2.1. Um exemplo de fungao ¢ que satisfaz o modelo proposto é dado por:

gzﬁs(r) = m, re [O, +OO)

com s € (0,2). Claramente, ¢, satisfaz a hipotese (¢3). Que ¢, satisfaz (¢;) segue de

S = 1 _%LM)(T Y

T4+r2)trs (1472)s \ 14 r2
(

¢ limitada em [0, +00). Para verificarmos (¢5), observe que

que

,,.1+s r

Gs(1)r® = (1 + r2)t+s - <1 T2

1+s
) <1, Vr>0
0 que nos garante que ¢, € uma fun¢ao modelo para o problema.

R

Ps

Figura 2.1: Grafico da funcao ¢, para s = 1.

Figura 2.2: Grafico da fungao ¢¢r° para s = 1.

Definigao 2.2. Uma fungio u € D"*(R") é solucdo fraca de (2.2) se,
VuVedr — / (|2 )|ulPPupdr =0, Ve € DYAHRY).
RN RN

Note que o funcional energia I : D“?(R") — R associado ao problema (2.2) é dado

por ) )
sz—/lwﬁw——/ o(|2"|)|ul? dz,
2 Jrw D JrN

17



2. Existéncia e nao existéncia de minimizadores com simetria cilindrica

¢ sua boa defini¢ao para cada p € [2.(s),2.(0)] fixado advém do Teorema 1.4. Além
disso, podemos verificar que I é Fréchet diferenciavel, veja por exemplo [19, 10], e sua

derivada é dada por

I'(u)p = VuVepdr — / o(J2')ulPupdr, Ve € DV*(RY).
RN RN

Portanto, pontos criticos de I sdo precisamente as solugoes fracas do problema (2.2).

Com o objetivo de obter minimizadores com simetria cilindrica, vamos introduzir o

subespaco das fungoes simetricamente cilindricas.

Definigao 2.3. Dizemos que uma fungio u € D"*(R") ¢ simetricamente cilindrica

quando

u(z', z) =u(Tr', 2),

para toda transformacao ortogonal 7' : R¥ — R*. Ou ainda, quando

w(z”, z) = u(z', 2)

sempre que |2'| = |z”|.

No que segue, vamos estudar a existéncia de pontos criticos nao triviais com si-
metria cilindrica para o funcional I em D1’2(RN ), 0s quais correspondem a solugoes
com simetria cilindrica para o problema (2.2), que por sua vez, correspondem a mini-
mizadores simetricamente cilindricos para S,. Para tanto, considere o subespaco das

fungdes de D*(R”Y) com simetria cilindrica
D2RY) = {u € DY*RY) 1 u(2/, 2) = u(a”, 2), 2’| = |2”|}

e o funcional I, como sendo a restri¢ao de I ao subespaco D>?(R™). Com isso, busca-
remos pelos pontos criticos nao triviais do funcional I..
A fim de atingir esse objetivo, vamos minimizar tais funcionais sobre suas respecti-

vas variedades de Nehari
N ={ue D?R"N\{0}: I'(w)u=0} e N.={uecDR"N\{0}: I'(v)u=0}.

E claro que, se u é um ponto critico ndo trivial de I (ou I..), entdo u € N (respec-

tivamente, u € N.), j& que, nesse caso

I'(wjv=0, VveD"R"Y) (reciprocamente, I (u)v=0, VYove DI*RY))

18



2. Existéncia e nao existéncia de minimizadores com simetria cilindrica

em particular,
I'wu=0 (I (u)u=0).

O método de Nehari consiste em minimizar o funcional I sobre N, ou seja, obter
up € N tal que
inf I(u) =1
nf I(u) = I(uo),

depois disso, deve-se verificar que o minimizante do funcional é, na verdade, ponto
critico de 1 em D"*(R"). Nesse caso, dizemos que u é solugdo de energia minima ou
solugao ground state.

No caso em que p = 2,(s), nosso principal resultado de nao existéncia de solugao

do tipo ground state para o problema (2.2), é estabelecido como segue.

Teorema 2.1. Suponha que ¢ satisfaz as hipdteses (¢1)— (p3). Se p = 2.(s) e a fung¢do
r — 1°p(r) € estritamente crescente, entio I e I. nao atingem seu infimo sobre N e

N, respectivamente.

Exemplo 2.4. Um exemplo de fungao que satisfaz as hipotese do Teorema 2.1 é dada

por
r

(14 r)tts’

De fato, vejamos inicialmente que 1) satisfaz as hipoteses (¢1), (¢2) e (¢3). Que (¢1) é

hy(r) = para s € (0,2).

satisfeitas segue de que

Py(r) = Axri

é limitada. J& (¢y) ocorre pois

plts r 1+s
¥ = = < 1.
Polr)r (14 7)tts <1+T)

Que (¢3) ocorre é imediato. Por fim, resta verificar que 9,(r)r® é estritamente crescente.

De fato,
1+ s)rs(1+ )t — e 51+ 8)(1 4 7)°
(1 + T)2(1+3)

(s(r)r) =

onde
(14 8)rs(1 +r)t*s — r”s(l +s5) (147 =([1+s)(14+7r)°r" >0

logo, (1s(r)r®) > 0 donde segue a monotonicidade de t)4(r)r®.
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2. Existéncia e nao existéncia de minimizadores com simetria cilindrica

R

(8

Figura 2.3: Grafico da funcao v, para s = 1.

Figura 2.4: Grafico da funcao ¥,r® para s = 1.

No caso em que 2,(s) < p < 2,(0), nosso principal resultado de existéncia de solugao

para o problema (2.2), é estabelecido como segue.

Teorema 2.2. Suponha que ¢ satisfaz as hipdteses (¢1) — (¢3). Se 2,(s) < p < 2,(0),
entdo tanto I quanto I. atingem seu infimo sobre N e N.., respectivamente. Além disso,
esse infimo corresponde a uma solugao para (2.2), a qual atinge a melhor constante S,

para a imersao (1.8).

A prova do Teorema 2.1 é obtida usando argumentos de minimizacao na variedade

de Nehari e o Principio Variacional de Ekeland.

2.2 Resultados preliminares

Nesta sec¢ao, iremos enunciar alguns resultados que possibilitarao a prova do Teo-

rema 2.1 e do Teorema 2.2.

Proposicao 2.3. I e I. sao funcionais limitados inferiormente e coercivos sobre N e

N., respectivamente.

Demonstracao. Desde que,

1 1
Iy =5 [ VaPde— [ olahlup s
2 RN P JrN
entao

]'(u)u:/ |Vu|2dfr,—/ o(|2'|)|ul? dx
RN RN
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2. Existéncia e nao existéncia de minimizadores com simetria cilindrica

e recorde que u € N se, e somente se I'(u)u = 0 ou, equivalentemente,

ul*dr = 2'|)|ul? dx. .
[ vaar= [ (i (2.3

Assim, se u € N tem-se que

1 1 1 1
1= (5-2) [ 1Vukas = (5= 2 ) lulfaes (2.0

como p € [2,(s),2,(0)], entao

>

N-2 1/ N=2\_ 2-s _
N-s) 2(N-—s)

DO | =
[\
=
|
w
S~—
[\

y

DO | =
S

pois N > 3 e s € (0,2). Portanto, obtemos que

1 1

I(U) = (5 — ]—)) ||u||'2D112(RN) > 0, VU - N

ou seja, I ¢ limitado inferiormente sobre A/. Além disso, é imediato que I é coercivo
sobre N, ou seja, I(u) — 400 quando |Ju|pr2gy) — +00.

De maneira analoga, podemos verificar que o mesmo vale para o funcional I. sobre

N.. O

Proposicao 2.4. Se uy € D"*(RY) € ponto critico de I e minimiza I sobre N, en-
tao ug mao muda de sinal. Analogamente, os pontos criticos de I. que também sao

minimizantes para I, restrito a N, também nao mudam de sinal.

Demonstracao. De fato, seja uqg € N tal que

Jg/f[[(u) = I(up).

Suponhamos, por absurdo, que 1y muda de sinal, entdao ug # 0 e uy # 0, e portanto,
0s conjuntos
{x € RN up(x) >0} e {x € RN 1up(z) <0}

possuem medida nao nula. Desde que ug é ponto critico do funcional I, entao
I'(ug)v =0, Yo e DY*RY).
Desde que uy € DV*(RY) entdo uf € D'*(R"), e como consequéncia
0 = I'(up)ug
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2. Existéncia e nao existéncia de minimizadores com simetria cilindrica

= Vug - Vug do — / o(|2'])[ug [P 2upug da
RN

RN
= [ uPas- [ ol Dlugpas
JrN JrN
= I'(ug)uy
ou seja, ug € N. De maneira analoga, podemos mostrar que u; € N. Com isso, se
Ja, U 0

por um lado
I(ug) = inf I(w) < T(s))

por outro, usando 2.4 obtemos

1 1
I(ug) = <§ — 5) /]RN (Vg |? do
— (1_1> / ’VU()Fdl’
2 P/ J{zeRN jup>0}
1 1

1 1
< ———)/ ]Vu0]2dx+<———>/ V| dz
2 p) JiwerN ue>0} 2 ) JiwerN uw<o}
= I(’U,O)

o que contradiz o fato de wy minimizar I sobre N. Portanto, uy nao pode trocar de

sinal. Prosseguindo da mesma forma, o resultado é valido para I. sobre N.. O

Proposigao 2.5. Para cada v € DV*(RY)\{0}, existe um tinico t, > 0 tal que
tuu €N

Similarmente, se u € DY (RM)\{0} existe um tinico t, > 0 tal que t,u € N,.

Demonstragio. De fato, dada u € D"*(R™)\{0} e ¢ > 0, segue que

tue N I'(tu)tu =0

/ 1V (t)|? da / ol ltuf dz = 0
RN RN

2 / IVl do — |t / S|/l dz = 0
]RN ]RN

P Jen [Vul? da

2 = ol dz

t—( Jun [Vl da )
~ \ v o(@Diurdz)

[ A

|

Portanto,

S
Jan O ) |ulp dz
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2. Existéncia e nao existéncia de minimizadores com simetria cilindrica

Da mesma forma, o resultado ¢ verificado para u € DX (RY). O

A proposi¢do anterior nos diz que toda funcao nao nula de D*(R") (ou DY*(RN))
pode ser projetada em N (reciprocamente, N.). Vejamos agora como relacionar o

problema de minimizacao em termos da melhor constante da imersao S;, definida em
(2.1).

Proposicao 2.6. Suponha que ¢ € C°(R.,R,) e que ¢(r)r® € L®(R,) para algum

s € (0,2). A melhor constante da imersao

(/ (|2 )| ulP dx)p < C’/ |Vu|*dz, u € DY(RY)
RN RN

para p € [2,(s),2+(0)], pode ser expressa por

L= inf{/ [Vul*dz :u € DW(RN),/ o)) |ulP = 1}.
RN RN

Analogamente, a melhor constante para a imersao

(/ o(|2']) |ul? dx)p < C’/ |Vul?dz, u € DM(RY)
RN RN

com p € [24(s),24(0)], € dada por

L.= mf{/ Vul?dz :u € D}Z(RN),/ o(|2'])|ulf = 1}.
RN RN

Demonstracao. Essencialmente, devemos verificar que S, = L. Para tanto, considere
0s conjuntos
Jan [Vul? dz

(Ji @)l dz)
B = {/RN Vulds:u e DL?(RN),/RN (12!l d = 1}

onde inf A =8, einf B= L.

Observe que, se

A= cu € DY(RM)\{0}

/ |Vu|?*dr € B
RN
entdo u € DY*(RM\{0} e

[ T
- (’RN o(|z'])ulp dx)p

o

€A
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2. Existéncia e nao existéncia de minimizadores com simetria cilindrica

assim, desde que B C A entao S, < L.

Reciprocamente, considere

fRN |Vu|?dx
(fuw Sl da)?

€A

onde u € D*(RY)\{0}, definindo

u

(Jiw &Pl )

"NaolP o — fRN o(|2'|)[ulP dw B
/R Al o = FEEECCE

V=

entao

isso significa que
/ |Vv|*dz € B
RN
donde segue que
Vul*d
LS/ Vo dy = —Jur [Vl de .
BN (Jen o)) [ulp dz)?

ou seja, L é cota inferior para A, mas entao, por defini¢ao de infimo, segue que L < S,.

Dessa maneira, obtemos que S = L. De modo anéalogo, podemos verificar que o

resultado para L., e isso conclui o resultado.

Teorema 2.7. O funcional I atinge seu infimo sobre N se, e somente se a melhor

constante L € atingida. Analogamente, I, atinge seu infimo sobre N, se, e somente se

a melhor constante L. € atingida.

Pela Proposicao 2.5, se u € D*\{0} existe t, > 0 que o projeta na variedade de

Nehari e, nesse caso

I(tyu) = /]RN |V (t,u)|* do

||UH%1»2(RN)t12L

I
DI BB

N~ N —= DN

2
| |7 fRN Vul?dz \ 72
DL2(RN) fR ’l,/mwp dz

||u||1>12 (RN)

(fu 312D ]ulp da) 72

=

N——— N——— N— —

]
|13
[ V]

||l ’%LZ(RN)

(fow &2/l d) 7

| =

Il
VR VR 7~ N 7 N7 N

24



2. Existéncia e nao existéncia de minimizadores com simetria cilindrica

Dessa forma,

—2
11 el P
inf I(u) = inf I(tyu) = (— — —> inf DL.2(RN) i
ueEN ueDL2(RN )\ {0} 2 p weDL2(RN)\ {0} (fRN (12 )lul? dx)g
desde que, pela Proposicao 2.6
HUH%LZ(RN)

inf =L

o N ([ ol )

SN

entao
1 1
inf I(u) = (— — —) Lvs,
ueN 2 p

Dessa maneira, o infimo de I sobre a Variedade de Nehari N é atingido se, e somente

se, a melhor constante é atingida. De forma analoga, o resultado vale para I, sobre N..

Teorema 2.8. A melhor constante S, € atingida se, e somente se, o problema (2.2)

possui solu¢ao ground state.

Demonstrag¢ao. Se o problema (2.2) possui solugdo ground state, pelo Teorema 2.7
segue que S, € atingida.
Reciprocamente, se S, é atingida, devido a Proposi¢ao 2.6 e Teorema 2.7 o seguinte

infimo é atingido

/ |Vuo|? dz = inf {/ |Vul*dz :u € DI’Q(RN),/ o(|2]) JulP dz = 1}
RN RN RN

e, além disso
1}2/{/ I(u) = 1(tu,uo)

1
=32
onde t,, = (/ |V |* d:z:) > 0.
RN

Agora, considere as aplicagoes

F(u) :/ o(|2')uPdz —1 e J(u) = / |Vul? dx
RN RN
definidas sobre DM?(RY). Observe que se u € M := F~'({0}) entdo

Fm»u=pANwwmmwn:p¢o
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2. Existéncia e nao existéncia de minimizadores com simetria cilindrica

portanto F'(u) #0 Yu € M, como

J(up) :JSL J(u)

pelo Teorema do Multiplicadores de Lagrange (veja Teorema A.10), existe A € R tal

que
J/(UQ) = )\FI(U()),
ou seja
2 [ Vuede=dp [ oDl ueds Ve e DRRY),  (25)
RN RN

tomando ¢ = uy, obtemos que

2
)\=—/ |V |* do > 0.
D Jry

2\ 7%
Por fim, definindo w = (Z_?) ATy € DM2(RM)\{0} e substituindo em (2.5), obte-
mos que

VwVedz :/ (|2 )| wfPwpdr Ve € DV2(RY),
RN

RN

ou seja, w é solugao fraca para (2.2), e além disso, como

1 1
2\ 2-p p—2
(-) ’ )\P£2 = (/ |VU0|2 dl’) ’ = tuo
p RN

segue que w = t,,uy € solugao ground state.

2.3 Nao atingibilidade da melhor constante

Agora, iremos apresentar a prova do Teorema 2.1, a qual seré obtida via argumento

por contradicao.

Prova do Teorema 2.1. Suponha, por contradicao, que exista w € N tal que
I(w) = inf I(u). (2.6)

ueN

Desde que w € N, por (2.3) devemos ter
Jalluoy = [ oD da, 2.)
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2. Existéncia e nao existéncia de minimizadores com simetria cilindrica

Agora, definindo para cada A € (0, 1)

wy(z) = )\T_zw(/\x)
entao,

sl = [ IVOFua)dr = [ aVVu(a)ds
R

RN

fazendo a mudanca de coordenadas y = Az, concluimos que

lwoxlprzeny = lwlipregs)-

Pela Proposigao 2.5, para

1
t — Hw)\||’2D1,2(RN) 24(s)—2
s Jan O(|2])|wa]>®) da

tem-se que t,,, wy € N. Nessa instancia, por (2.6) segue que

I(w) < I(u), Yu e N
e, por (2.4)
”w”%ﬂa?(RN) S ||UH2D1,2(RN), Yu € N

Em particular,

][z gy < [ty wallrzeny = to, 1wllDr @)

assim, necessariamente, devemos ter ¢,,, > 1. Consequentemente,

24(s) dr.

leoalfBrages, > / o1/ Dlws
]RN

Por outro lado, temos

2:(5) dg

/ B2/ wn ) dz = / Bl DN T w(Aa)
RN RN

(N=2)24(s)

= [ s
RN

= [ D e da
]RN

2:(5) d

w(A\x)

Fazendo a mudanca de coordenadas y = A\x, temos

JRC O

27
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2. Existéncia e nao existéncia de minimizadores com simetria cilindrica

No que segue, vamos fazer uso das coordenadas cilindricas em R":

/

y' = pv, p € [0,400), ve S dy = dy/dz = p*tdpdodz,

onde do denota o elemento de superficie de S¥~1. Além disso, usando a monotonicidade

da aplicagao r — °¢(r), obtemos o seguinte

Lo swwroa = [ ] o(5) 5ot
= [ L L) Fw
> [ [ apoa:
= /sz—k /Sk_l/Rcb(p)IW(y) 2t tdpdodz

2*(S)pk—1dpd0,dz

2*(s)pk_1_sdpd0'dz

= [ oDl dy
RN
Consequentemente, por (2.7) e (2.8) concluimos que
[ olleDlun® o> [ ol Dl dy = flnagem, = lusBuagen

o que contraria (2.9). Portanto, sobre as hipoteses assumidas, o funcional I nao atinge
seu infimo na variedade de Nehari M. A mesma argumentacao justifica que I, nao

atinge seu infimo sobre N, e isso conclui a prova do resultado. O

Um vez que o funcional I ndo atinge seu infimo sobre a variedade de Nehari A/, sob

as hipoteses do Teorema 2.1, S, nao é atingida.

2.4 Atingibilidade da melhor constante

Nesta secao iremos apresentar a prova do Teorema 2.2. Para isto, vamos estabelecer
alguns resultados auxiliares.

Primariamente, vamos relembrar o seguinte resultado que é uma consequéncia do
Principio Variacional de Ekeland, cuja demonstragao pode ser encontrada em [14, Co-
rolario 1.10].

Teorema 2.9. Seja f um funcional de classe C* definido em um espaco de Hilbert H

que € coercivo e limitado inferiormente sobre o conjunto

My={u€H:u#0, ¢u):= f'(u)u=0}.
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2. Existéncia e nao existéncia de minimizadores com simetria cilindrica

Suponha que ' (u)u # 0 para toda uw € My, e que para toda sequéncia (Up)nen Mi-
nimizante para f em My, a sequéncia (¢V'(uy))nen € limitada no espago dual H* e
que

lim sup [¢' (u,, )u,,| > 0.
neN

Entao, para toda sequéncia minimizante (v,) para f sobre My, existe uma subsequéncia

(un) C My tal que:
19 -/, . . . _ . /o, . =
fun) < flon), }zlg\ll [un —vnllz=0 e Eg\l] 1" (un)|| 0.

Como consequéncia do Teorema 2.9 temos o seguinte resultado.

Lema 2.10. Eziste uma sequéncia minimizante (up)nen para I em N satisfazendo

lirr& | (u,)|| = 0. Similarmente, existe uma sequéncia minimizante (uy,)nen para L. em
ne
N, satisfazendo lim 112 (uy,)|| = 0.

ne

Demonstragdo. De fato, para H = DY*(RY), f =1 € C*?, M; = N e pela Proposi-
cao 2.3 temos a limitacao inferior e coercividade do funcional I sobre N .

Além disso, se u € N, como p > 2,(s) > 2, entao

P (u)u = 2/N |Vul?dz — p/N o2 ufP dz = (2 = p)[Jul[Br2@n) # 0.
R R

Suponha que (u é uma sequéncia minimizante para I em N, vejamos que existem
n )neN )

constantes 0 < v < (' tais que
0<y< / |Vu,|*dr = / (|2 )un|P dz < C. (2.10)
RN RN

De fato, desde que u,, € N, por (2.3) e pelo Teorema (1.4) entao

[ vurar= [ ¢<|x'|>|un|pdxsc(/ |wn|2dx) C>0
]RN RN ]RN

e portanto,
1

- g/ |Vu,|? dz.
Cr2 RN

Por outro lado, se (u,) C N é minimizante, entao

I(uy,) — Jgﬁl(u)
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2. Existéncia e nao existéncia de minimizadores com simetria cilindrica

portanto, (I(uy,))nen € limitada, ou seja, existe C' > 0 tal que

isto é,

11
C > ()] = ‘(5 _ ]-)> /RN IV, |? daz

)

isso verifica a existéncia das constantes v, C' > 0. Além disso,

[ (un )]

= ‘2 Vun-Vvda:—p/ (2" ]) [t [P 2w da
JRN

JRN

IN

2/ ]Vun||Vv|dm+p/ (|2 |un [P~ | dz
RN RN

IN

p=1 _ 1
2||Un||D1»2(RN)HU”DL?(RN)+p/RN o(12]) 7 |unlP~ ¢(|2']) 7 |v] d

IN

p—1 1
P P
2t 120, [0 2y + ( / (1) un? dm) ( / $(|'])of? dx>
RN RN

-1
2][unllprem)vllpreyy + Cllunllg 2 gy [vllpren)

IN

IN

C||U||D1»2(RN)'

Dessa forma,

V' (U )v
||¢/(un)||(pl,2(RN))* = sup M S C

vept2@M\(0y |Vl pren)

donde podemos concluir que a sequéncia (¢'(u,)) ¢ limitada em (D“*(R"))*. Por fim,

lim sup ¢ (un Ju | = limsup (2 = p) [t |[pr 2wy = (p = 2)7 > 0.

neN neN

Observe que, com as devidas adaptagdes: H = D2*(RY), f = I. e M; = N,, as mesmas

conclusoes podem ser obtidas. Isso verifica as hipoteses do Teorema 2.9 e desta forma,

concluimos a prova do lema. O

Agora, faremos investigacoes mais profundas acerca das sequéncias minimizantes

adquiridas, a fim de obter convergéncia forte.

Proposicao 2.11. Seja (u,) uma sequéncia minimizante dada pelo Lema 2.10. Eris-

tem constantes Ry > ro > 0 tais que,

onde

o2 |) un | dz =

b
Q% -2

Qo ={z=(2",2) cRE xRV * .0y <7 = 2| < Ry}
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2. Existéncia e nao existéncia de minimizadores com simetria cilindrica

Demonstragao. Usando (2.10) podemos escrever

)< / (1P dr = / o1/ loanl? i + / Sl )utnl? d.
RN RN\Qo Qo

Seja ;= R\ Q.

RN—k

R,

Figura 2.5: Representagao do conjunto 2y na regiao hachurada.

P — 2.(9)

Escrevendo p = (1 — a)2.(s) + 02,(0) para o € (0,1), a saber a = m7

temos o seguinte

oDl de = [ G2 ] () g [
Ql Q1
11—« «
s( ¢<|x'r>|un|2*<s>dx) ( ¢<rw'|>run|2*<°>dx)
Ql Q1
11—« «
< ([ oD ar) ol ( [ o ar)
RN RN
2*(3)§1—a) 2*(20)(1
< o[ vupar) T ([ 1vulac) T ol
RN RN
%
= C Vun* ) [l Fq)
]RN
< Cl9l7 ()

assim,
«

/ ¢<|x'|>|un|pdxso{ max o)

|2'|<ro,|z’'|>Ro
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2. Existéncia e nao existéncia de minimizadores com simetria cilindrica

Desde que,
lim ¢(r) = I -
lim o(r) =0 e lim ¢(r)=0
7Y=L
para € = (§)a o 0 existem Ry > 79 > 0 tais que, para |[2'| < rq ou |2/| > Ry

tem-se @(|z']) < ¢, e portanto

¢(|2])|unl? dz <

o2

Q1

donde segue que

oDl e = [ olla Dl dr = [ ol de =5~ = 7.
R 1

Qo
Isso conclui o resultado desejado. O

Agora, vamos definir os seguintes conjuntos
Qi={r=0,2) e RV =RF xRV 0y < |2/| < Ry, 0< |2| <1}, Q=& +Q

onde & = (0,...,0,7,....j). Note que U;ezQ; = Q e que Q; N Qp = 0 para j # k.
S—— =~

x/ z
Além disso, definimos o ntimero

sk =sup | (|2'])]ul” dx
jez J @,

o qual esta bem definido pois por (2.10) tem-se que

/“wwmwwﬂxs/’wuwwwﬂxso
Q; RN
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To

[
!
[
[
[
[
[
[
!

F-----=-=-= - F-—-—=-=-=-= .l
!
!
1
1
1
1
1
1
!
1
1
1

' o R”

©

Figura 2.6: Representagao dos conjuntos Q; sobre o conjunto €.

Com base nessas defini¢oes, vamos ao proximo resultado.

Lema 2.12. A seguinte desigualdade ocorre

liminf s > 0.
keN

Demonstragao. De fato, por (¢1) e (¢3) existem constantes 0 < Cy < (] tais que
0<Cy< ¢(T’) <Cy, Vre [To,RO].

Defina, para cada k e Ne j € Z

donde obtemos o seguinte

2x(s) 2% (s)

V4 24(s) V4
(/ o(|2']) lu[” dﬂi) < G (/ |Uk|pd~’6)
Q; Qj
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IA
Q

IN
Q
T
<
4
>
&, .
S o
N————
[NIES N[
_l’_
(S
<
=
<
[N}
*
=
N———
¥
g)—‘
| IS

IA
Q

24 (s)

2
/|Vuk|2dx +/ ]uk2*(s)dx
Q; Qj

J

IN
"

C / |Vuk|2dx+/ ug|) da |

J QJ

Como existe uma constate C' > 0 tal que

[
Q

J

[
Q.

J

24(s) dx

2:(9) g < C’/ o(|2']) Jug
Qj

j& que
2(Cyto(la’) — 1) dz > 0

entao, obtemos

24 (s)

(/Qj </5(|a:'|)IUk|pda:> o <C [/Q V|2 dz + /Q,- o(2"]) [

J

2+(s) dx] .

feito isso, observe agora que

/Qo QS(’:U/’)’UkV’dI = Z/Q] ¢(|$/|)|Uk|pd:p

JEZ
- Z[/ ¢<|:c'r>|uk|pdm] [/ ¢<|x'r>|uk|pdx]
jez [V Qj
24(s)
1 2x(s) P
< s Z( / ¢<rx'|>rukrpdx>
jez \”7<i
1_2*(5)
< Cs, 7 Z( |Vuk]2dx+/ qz')(]a:'[)]ukz*(s)dx)
JEZ Qj Qj

1- 24 (s)

= Cs, 7 ( |Vuk’2d£17+/ o(|2'])[ur
Qo QO

24(s) dx)
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_2x(s)
< O’Sllc p ( 2*(s)dl,>

/ |Vuk]2dx+/ e
JRN

RN

IN
Q

=
b~

.
=
B
=
-
=
o
=
vV

o2

entao,

Desde que p > 2,(s), temos

e portanto,

liminf s, > 0
keN
como desejavamos verificar. Ol

Como consequéncia do Lema 2.12, existem ky € N e v; > 0 tal que
s> Vk 2> ko,

além disso, para cada k > kg, podemos encontrar j, € Z tal que

/ o1 ul? >
Qi

ja que, como definido, s = sup &(|2'|)|ug|P dz. Reordenando os indices se neces-
JERN JQ;
sario, podemos considerar a sequéncia (u)en-
Definindo

vp(z) = up(z + &)

onde &;, = (0, ...,0, jk, ..., ji), temos o seguinte resultado:
—_—— ———
! z

Lema 2.13. A sequéncia (vy)ren € minimizante e [[I'(vy)||pregay)- — 0.

Demonstragao. Desde que vg(x) = ui(z + &;,) € N, fazendo a mudanca de variaveis

y =z + &, , segue que

1 1 1 1
I(og) = (5 - 5) [ wuar = (5 - 5) [, e+ g
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- (3-3) [, vwwmra
— I(w)

e desde que (uy) é minimizante, segue que (v;) também &, isto é

I(vg) — inf I(u).

ueN

Além disso, como

11" (ur) || (pr2@y)- — 0,

dado w € D*(R™)\{0} temos

|I’(vk)w| S ||[I(Uk)H(Dl,2(RN))* ’lU”Dl,Q(RN) = ||[/(uk)||(pl,2(RN))* w||

logo,
||[I(’Uk)||(D1,2(RN))* < ||II(’uk)||(D1,2(RN))* — 0.
O

Com esses resultados em maos, estamos prontos para concluir a prova do Teo-
rema 2.2, garantindo que o infimo do funcional I assim como I, é atingido sobre N e

N, respectivamente, em uma solugao para (2.2).

Demostragao do Teorema 2.2. Desde que (vi)ren satisfaz a estimativa (2.10), entao
0<~< / |V |* do =/ o) |ugP de < C
RN RN
ou seja, (vg) é limitada em D?(RY). Assim, existe vy € D"*(RY) tal que
vy = vy em DM(RY)

dai, como 1 < p < 2* temos as imersoes

comp.

D2(RY) o H), (RY) T I

loc

(RY)
portanto, a menos de subsequéncia

vy em L

Uk loc

N (RY)
vy — Uy Q.S.
<

h, h €Ll (RV).

’Uk | loc

36



2. Existéncia e nao existéncia de minimizadores com simetria cilindrica

Como

%SLMMWWM

pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

k—4o00

% < lim /Q ol onl? de = /Q ol )leol? da

logo, vy # 0. Desde que,
||[I(’Uk)||('D1,2(RN))* — 0

entao vy satisfaz a equagao no sentido fraco

—Avy = ¢(|2)|ve[P 2y em  DUEHRY).

(2.11)

De fato, para que v, satisfaca (2.11) no sentido fraco é necessario e suficiente que

RN

Inicialmente, fixe ¢ € C5°(RY), vejamos que

VoV de —/ o(|2') o P~ ?vop dz = 0.
RN

RN

Desde que v, — vy em D?(R"), entdo
/ VurVpdr — VgV dr
RN RN

e pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue
[ oDl e dr — [ ol Do 2o d
RN RN
com isso, podemos concluir que
I'(vp)e — I'(vo)p

mas COoI1no

]I/(vk)g0| < ”]/(Uk)H(DW(RN))* SOHDL?(RN) — 0

entao
I'(vg)p =0

37
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donde podemos concluir que

V%V@dﬁ—/‘¢@ﬂmmP4mwdx:0 (2.12)
]RN

RN

onde o € C5°(RY) foi arbitraria.
Agora, fixe ¢ € DY*(RY), desde que C5°(R™) é denso em D'?(R™) existe uma sequén-
cia de fungdes (p5) C C°(RY) tal que

or — 1 em DYHRY)
vejamos que

VooV dx —/ ()2 |vo|P 2voipr dr — / VooV dz: —/ B(|2']) |vo|P 2vgep dar.

RN

A convergéncia

/ VuyVerpder — VooV dx
RN

RN

decorre de ¢j, — 1 em D"*(R"), ja a convergéncia do segundo termo segue de que

\ | ot bl =gz [ oDl
RN RN

< [ oDl o = vl da

B / o1’ )7*T ool ¢(|a )7 o — ¥ da

(/ ¢(|$I|)|U°'pdg’)ﬁl (/ ol lox - ¢|Pd$>;

< Cllex = ¥llep, @vy =0

IN

mas como por (2.12)
VaTouds— [ w( Dl ugids =0, vheN
RN RN

entao

VooV do —/ (|2 oo [P 2verp daz = 0
RN

RN
verificando que vy € solugao fraca para (2.11), ou seja, vy é ponto critico do funcional

I. Além disso, como vy # 0 isso implica que vy € N, consequentemente,

1 1
5= = ) lvollpre@yy = I(vo)
2 p
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2. Existéncia e nao existéncia de minimizadores com simetria cilindrica

> inf I(v)
veN
= }CléINl I(vg)

/1 1 ,
— tim (52 ) IodBaa

1 1
5 — 5 ||’U0HDI,2(]RN)7

v

ou seja, temos a convergéncia forte
vg = vy em DY(RY)

e, além disso
I(vg) = vlgjf[[(v)

Desde que v, é ponto critico de I e minimo do funcional sobre A/, segue que v, é solucao

ground state do problema (2.2). Portanto, S, é atingida. O

2.5 Comportamento Assintotico

Nessa se¢ao, vamos estudar o comportamento assintético quando |z| — +oo das
solugbes do problema (2.2), dessa maneira, estudaremos também o comportamento das
fungbes minimizantes para S,. Para tanto, vamos aplicar o seguinte resultado devido

a Egnell.

Teorema 2.14. Seja u € D"*(RY) uma solucio fraca néio negativa da equagio

—Au= f(z,u) em RV,

onde
0 < f(z,u) <b(x)u’
com ) o\
1 L™ (RY =
<0<y b (RY) e 7 N2 (N—20
Entao,

lim sup |z|V " 2u(r) < +oo.
|z|—+o0

A demonstragao desse resultado pode ser consultado em [11, Teorema 2, p.38|.

Como consequéncia, temos o seguinte Teorema.
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2. Existéncia e nao existéncia de minimizadores com simetria cilindrica

Teorema 2.15. Assuma que ¢ satisfaz as hipoteses (¢1) — (¢3) para s =1 e p € [4,6].

Se u € DV(R?) € solucdo fraca ndio negativa da equagdo
—Au=¢(|z'|)uPt em R (2.13)

entao existe uma constante C' > 0 tal que

@

ue) <

quando |x| — +oc.

Demonstragao. Note que a equagao (2.13) pode ser escrita na forma
—Au = b(x)u’

onde b(z) = ¢(|2'|)u’'"7 e 1 < 0 < p— 1 a ser determinado posteriormente. Desde

que
2-3

— m —
pela Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, usando que C$°(R*) é denso em

2" 6,

D" (R?) e que pelo Lema 1.3 tem-se ¢ € L*(R,.), podemos concluir que
ola)w"' =" € L=t (R?).
Por outro lado, se 0 <35 < 2 é tal que

—2,(3), (2.14)

(p—1—0)§=@

2

entao pelo Teorema 1.2, temos que

1 _
Wu(p—l—a)s c Ll(]R?))
Consequentemente,
o )u®"1"7) € L¥(R?)
ja que

_ _ 1 -
/ ¢(|$I|)S’U(p_1_a)s dr < C/ _7u(p—1—a)s dr < +o0.
RN R

N |$/|S
Agora, note que por (2.14)
6

§=——>0
p+l—o
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e para que s < 2 devemos ter

6

— <2 = <p—2
p+l—o =P

ou seja, o € (1,p — 2), o que esta bem posto, ja que p > 4.
Visto isso, por interpolagao,
6 6

— / p—1—0 t 3
bw) = ¢lla """ € LNRY), 1€ || (2.15)

Agora, com base na construgao feita, vejamos que estamos sob as hipoteses para aplicar

o Teorema 2.14. Para tanto, desde que o € (1,p — 2) e p € [4,6] entdo
1<o<5H

e observe que
6

5—0o
6 6
p+l—c'p—1—0

b(z) € LI'(R*), 7=

De fato, por (2.15) basta verificar que 7 € , para isso, devemos

considerar os casos a seguir

i—6 ;
p+l—0
QT < 6
L —-.
“p—1—0

Para que 7. ocorra,

6 6
<
p+1—0c " b—0

Para que 7i. ocorra,

6 6
<
5—oc p—1—-0

— p<6.

Isso nos garante que podemos aplicar o Teorema 2.14. Portanto, existe C' > 0 de tal

modo que
u(x) < <
|z
quando |z| — +oo.
Isso conclui a prova teorema. Il
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Capitulo 3

Propriedades dos minimizadores da

melhor constante

Neste capitulo, vamos apresentar alguns resultados de regularidade, positividade e

nao existéncia de solugao para o problema (2.2), isto é
—Au= (|2 )|ufPu em RY,

onde p € [2,(s),24(0)), s € (0,2) e ¢ satisfaz (¢1)—(¢3). Em particular, as propriedades
obtidas se estendem para as fungoes minimizantes de S;.
Para tanto, iremos nos basear no artigo de M. Badiale e E. Serra [3], os quais

investigaram resultados de regularidade para o problema

—Au=¢(|)|u/*P2u em RV, (3.1)

ondex:(w’,z)EkaRN_k,N23,2§k§Ne

2(N —s)

2.(5) ==y

para s € (0,2).
Além disso, iremos assumir as seguintes hipoteses sobre a fungao ¢:

(Hy) ¢ € CLM(Ry,R,) ou ¢ € CL(R:, R, ) e lim ¢(r) = 400, para algum 7 € (0, 1);

loc loc 0t

(Hz) o(r)r® € L*(RY).

Observe que se u € DV*(RY) ¢ solugdo para a equacio
Au= (P em R,
para p € [2,(s),2.(0)) com s € (0,2) e ¢ satisfaz (¢1) — (¢3), escrevendo p = 2,(5) em
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3. Propriedades dos minimizadores da melhor constante

que s € (0, s, entao u é solugao da equagao
—Au=¢(|2)|u/>*P 2y em RN,

Além disso, segue das hipoteses sobre ¢ que (H;) e (Hs) sao satisfeitas.
Nesse sentido, os resultados de regularidade obtidos ao longo desse capitulo para as
solugbes do problema (3.1) poderao ser herdados para as solugdes do problema (2.2).

No que segue, poderemos estabelecer os seguintes resultados:

Lema 3.1. Suponha que ¢ satisfaz (¢1) — (¢3) e que u € DV*(RY) seja uma solugdo

fraca nao negativa da equacao
—Au = ¢(|2')|uff?u em RN,

onde p € [2.(s),24(0)) para algum s € (0,2). Entao as sequintes afirmagoes sao vdlidas:
(i) Se sN < 4, entio u € C2S(RY) para algum o € (0,1).
(i) Se sN < 2, entdo u € Co%(RY) para algum o € (0,1).

loc

Proposicao 3.2. Suponha que u € DY*(RY) é uma solugio fraca néio negativa da
equacao
—Au = ¢(fa’)[ul"Pu em RY,

onde p € [2,(s),2.(0)) para algum s € (0,2) e ¢ satisfaz (¢1) — (¢3). Se sN < 4, entdo
u >0 em RY.

Exemplo 3.1. Um exemplo tipico de uma funcdo satisfazendo as hipoteses (Hy) e
(H,) é dada por
1
o(r) = ~, para 7€ (0, 4+00).

De fato, dado X CC (0, 4+00), vamos supor X = [a, b], note que sua derivada é dado
por ¢'(r) = —1/7%, a qual é limitada em [a,b]. Pelo teorema do Valor Médio, segue

que para z,y € [a, b] quaisquer

[d(z) — d(y)] < Clz —y|" "z —y|" < Clz -y

para 7 € (0,1). Além disso, para s = 1 temos que ¢(r)r’* =1 € L=(R7).

3.1 Regularidade de Holder

No caso em que a solugao é nao-negativa temos o seguinte resultado de regularidade:
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3. Propriedades dos minimizadores da melhor constante

Lema 3.3. Suponha que ¢ satisfaz (Hy), (Hy) e que u € DY*(RY) seja uma solugdo

fraca nao negativa da equacao
~Au = ¢(|2'|)u*"" em RV,

Entao as sequintes afirmacoes sao vdlidas:

(i) Se sN < 4, entio u € CL*(RY) para algum o € (0,1).

loc

(i) Se sN < 2, entdo u € CLY(RY) para algum o € (0,1).

loc

q
loc

Demonstracdo. Preliminarmente, vejamos que u € LI (RY) qualquer que seja ¢ > 1.

Para isso, faremos uso do Lema A.6 devido a Brezis e Kato.
Inicialmente, escreva
o(|2'u* " = a(a)(1+u)

onde
21

a(@) = ¢l -

Note que, definida dessa forma, a > 0 e u satisfaz a equacao
—Au = a(z)(1+ u).

N
Agora, vamos verificar que a € L= (R"). De fato, escrevendo

2,—2

_ s sl u
ole) = oo Dl e T
como é limitada e por (Hsy) a fungao ¢(|2|)|2’|* também é limitada, ¢ suficiente
mostrar que
2,2 .
—— € L2 (R").
|$/|S ( )

N
Desde que sN < 4, entao % € (0,2), além disso, realizando as seguintes manipulagoes

sN
)

N:(%N—Q_Q>N_2N—MV_%N—%):L(

N —2 2 N-2  N-2
pelo Teorema 1.2, obtemos que
u(m—z)%

——— € L*(RY).

S
E

2

Isso garante que a € L%(]RN ). Dessa forma, estamos sobre as hipoteses do Lema A.6,
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3. Propriedades dos minimizadores da melhor constante

donde podemos concluir que u € LY, (RY), para todo ¢ > 1.
Com esse resultado em maos, podemos estudar a regularidade de u nos seguintes casos:
Caso 1: sN < 4.

i N
Nesse caso, note que existe p > 5 tal que
olla'))u 7t € Ly (RY),

N
para todo p > A\ > 5

N
De fato, como sN < 4 podemos escolher p > 5 tal que sp < 2. Assim, sendo k > 2

entao )
’SE”SP < Llloc(RN)v
com isso, para p > A > 5
u2+—1 o
|’I’/|s S Lloc(R )
!/
Com efeito, se Q cC RN e (%) é o Conjugado de Lebesgue de %, pela Desigualdade
de Holder obtemos que
(2+=1)X 1 > ’ ,1 !
/ukcwdx < (/ PG d:c) (/ u®=M3) d:c) ®) < o0
Q Q Q
Assim, como
| B | ul
(P = o(la D'} o 0 em RN
entao
¢(Je')u* " € Ly (RY)
N
parap > A > 5
Pelo Teorema A.5, segue que u € W/li’j(]RN ), mas entdo, pelas Imersoes continuas de

Sobolev (Teorema A.2) obtemos que u € Cp:*(RY) para algum a € (0,1).
Caso 2: sN < 2.
Procederemos da mesma maneira como no caso anterior. Inicialmente, vejamos que

existe p > N de modo que
2.1

Y e} (RV),

|1"|5 loc

sempre que p > A > N.
Sendo sN < 2 podemos escolher p > N de modo que sp < 2. Além disso, como k > 2

entao
1
B € Ly,

(RN)7
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3. Propriedades dos minimizadores da melhor constante

/
e daf, parap > A > N,se Q cC RV e (g) denota o Conjugado de Lebesgue de %,

(24— 1))\ o\ Y
/ u /u@*_l))‘(A) dx (X) < +o00.
= (fem) U

Com isso, desde que

entao

o(|a'Ju " = o(|a'])

entao
o(l2')u* " € Ly (RY),

para todop > A > N.
Pelo Teorema A.5, segue que u € I/VlicA (RN ). Novamente, pelas imersoes de Sobolev

(Teorema A.2) obtemos que u € C%(RY) para algum o € (0,1).

loc

Isso conclui a prova do Lema. O

3.2 Sinal da solucao

Com o Lema 3.3 em maos, o proximo resultado ird tratar da positividade das

solugbes do problema (3.1). Precisamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.4. Suponha que u € Dl’Q(RN ) € uma solugdo fraca nao negativa da equagao
—Au = ¢(|2')u*>" em RV,

Se sN < 4, entdo u >0 em RY.

Demonstracao. Faremos a demonstragao desse resultado por etapas.

Afirmacao 1: ¢(]2|)u* ' é localmente Holder continua.

Como sN < 4, pelo Lema 3.3 obtivemos que u é localmente a-Hdélder continua em
RY, e pelo Lema A.14 segue que u**~! também serd. Além disso, como ¢ é localmente

2,—1

n-Holder continua, pelo Lema A.12 segue que ¢u é localmente ~v-Holder continua,

onde v = min{n, a}.
Afirmagdo 2: A = {z € R | 2/ # 0} é conexo.

Para tanto, vamos verificar que A é conexo por caminhos. Sejam z,y € A com
r=(2,2) eERFxRNF ¢ y=(y,w) e R" x RN 7K

onde N >3e N >k > 2. Desde que z,y € A, existem ¢, € {1,...,k} tais que x; # 0
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3. Propriedades dos minimizadores da melhor constante

ey; # 0.
Quando ¢ = j, considere os seguintes caminhos

7 [0,1] — A

t ==tz 4+t xy (L —t)x, +16, (1 — 1)z + tw)
v [0,1] — A

t = (1 (1 =tz +ty;, -+, 1, w)
v [0,1] — A

t = (1=t +ty, -y, (L —t) + tyn, w)

entao v : [0,1] — A dada por

7 (3t), te0,1/3]
() = %@Bt-1), tel1/3,2/3]
(3t —2), te[2/31]

é um caminho ligando z a y.
Agora, quando ¢ # j, supondo sem perda de generalidade que ¢ < j, vamos considerar

os caminhos

)\12 [0,1] — A
Ao [0,1] — A

t H(y1)7(1_t)x’t+ty7n7y]7yn7w)

de modo que, A : [0,1] — A dada por

\E) — A1 (2t), tel0,1/2]
A(2t— 1), te[1/2,1]

¢ um caminho ligando = a y. Portanto, A é conexo por caminhos, donde segue a
conexidade.

Afirmagao 3: u é solugdo classica em A := {z € RY | 2’ # 0}.

Desde que sN < 4, como feito no Lema 3.3, temos que u € L?OC(]RN ) para todo ¢ > 1.

Disso, segue que
—Au = ¢(|z'))u*t € L]

loc

(4)

para todo ¢ > 1. Pelo Teorema A.5, segue que u € I/Vlif(A) para ¢ > 1. Pelas
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3. Propriedades dos minimizadores da melhor constante

Tmersoes continuas de Sobolev (Teorema A.2) obtemos que u € CL%(A). Agora, para

B := B(x;r) CC A com x € A arbitrario, seja 1) solugdo classica do problema

~Ay = ¢(|2)u*"" em B,
¥ = wu sobre 0B

assegurada pelo Teorema A.4. Definindo w = u — ¢ em B, entao no sentido fraco
—Aw=0 em B.

Com isso, segue pelo Lema de Weyl A.7, que w € C*°(B), donde podemos concluir que
u € C*(A).

Afirmagao 4: u > 0 em A.

Suponha que exista o € A tal que u(xy) = 0. Haja vista que u > 0, entao

;g‘u(m) = u(xy).

Desde que A C R & aberto, conexo e
Au<0 em A

pelo Principio do Maximo Forte Classico (Teorema A.8), segue que v = 0 em A. Agora,
como
RY\NA={reR": 2/ =0} ={(0,2)} c R* x RN

entdo R™ \ A possui medida nula em R", e dai, teriamos que u é solucdo trivial, o que
nao ocorre. Portando, de fato, u > 0 em A.

Afirmagdo 5: u > 0 em RV \ A.

Seja 7o € R \ A, a funcdo definida por

~ min{1, ¢(r)}, r € (0, +00)
¢(r) =

lim min{l,¢(r)}, r=0

r—0+

é localmente Holder continua pelo Lema A.15. Mais uma vez, pelos Lemas A.14 e
A.12 tem-se que ¢(]z'|)u> ! é localmente Holder continua, e pelo Teorema A .4 existe

v solugao cléssica do problema

{ —Av = g(|$€/|)u2*_1 em B, (3.2)

v = 0 sobre 0B
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3. Propriedades dos minimizadores da melhor constante

onde B = B(yo; 1) para yo € R" \ A arbitrario. Como no sentido fraco
—Au = (|2 |)u*t > gg(|x’|)u2*_1 =—-Av, em B

e u > v sobre 0B, segue que

u>v em B.

De fato, definindo w = v — u note que

0 sobre 0B

Aw > 0 em B,
w <

portanto, pelo Principio do Méximo para Solugoes Fracas (Teorema A.9)

v—u=w<supw < supwt <0.
B OB

Por outro lado, ja que v é solugao classica de (3.2), Av < 0 e v é ndao constante, pois do
contrario v seria identicamente nula em B, pelo Principio do Méximo Forte Classico,

v > 0 em B, em particular, v(yy) > 0. Mas entdo, como u > v em B = B(y; 1), entao

u(yo) > v(yo) > 0.

Desde que y, € RY \ A foi arbitrario, obtemos que u > 0 em R \ A.

Das afirmacdes 4 e 5 segue que u > 0 em R”. O

3.3 Resultado de Nao existéncia

Nesta secao iremos obter resultados de nao existéncia de solu¢ao para o problema

(3.1). Para isso, iremos primeiramente obter uma identidade do tipo Pohozaev.
Proposicao 3.5 (Pohozaev). Sejap > 1 e a:RY — R uma funcdo tal que
a(z)|2']* € L°(RY) e ae CHA) (3.3)
onde A= {x € RN | 2’ #0}. Seu € DY*(RY) € uma solugdo fraca da equacio
—Au = a(z)|[ulf *u em RY, (3.4)

tal que u € C’llo’f(RN) N LP(RY) N C*(A) para algum 6 € (0,1). Além disso, suponha
que

alulP € L*RY) e Va(x)-z|ulf € L'(RY). (3.5)
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3. Propriedades dos minimizadores da melhor constante

Entao, a sequinte identidade € vdlida

/]RN K¥ - %) a(z) — %Va(ﬂf) x| |uff dz = 0.

Demonstra¢ao. Considere R > 0, € > 0 arbitrarios, a bola B = B(0; R) e os conjuntos
M= (Re)={x€Br|z1>¢€} e Q=Q0(R,e)={x € Br | 11 < —¢}.

Como 5 U Qy C A segue das hipoteses que u é solugao cléassica de (3.4) em €3 U ().
Vamos definir Q = Q; U Q.

)
V)

LN S 4

Figura 3.1: Representagao dos conjuntos §2; e €25.

Pelo Lema A.16, temos as seguintes identidades:

z - VulAu = div ((az -Vu)Vu — %]Vu|2x> + ¥Wu!2, (3.6)
9 (1 N 1

z - Vua(z)|uP ™ u = div | —a(x)|uffz ) — —a(z)|u]’ — =|ulPVa(z) - z. (3.7)
p p p

Assim, desde que por (3.4)

—Au = a(x)|ulfu,

multiplicando ambos os lados da equagao por x - Vu, obtemos

—1 - VulAu =z - Vua(z)|ulP2u,
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3. Propriedades dos minimizadores da melhor constante

por (3.6) e (3.7), tem-se

—div ((:c - Vu)Vu — %!Vu!%) - uw ? = div (%a(I)’U|pﬂj> - %a(aj)’u'p

1
—ulPVa(z) - x
p! PVa(z)

integrando ambos os lados com respeito a €2

1 N -2
—/div <(x-Vu)Vu——|Vu|2m> dx—/—|Vu|2dm
Q 2 o 2

/dlv (—a( )|u|p:c> :g——/ |u|pdx——/ WPVa(z) -z d

aplicando o Teorema da Divergéncia,

/ [ (w Vu)g—n+—|Vu]2x 77—;1)@( )Iu!px-n] do

_N- 2/]V lzdx——/ ]u|pdx——/|u|pVa z) - xdr

) ou . .
onde 7 é o vetor normal exterior a d€), do é elemento de 0f) e o é a derivada exterior.
i

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue aplicado para cada sequéncia

€, — 07, conclui-se que

lim —/ |Vu]2dm——/ |u|pd:1:—1/ lulPVa(z) - zdx
e—0F p

N -2 N 1
= —/ |Vul*dz — — a(z)|ulP do — —/ |ulPVa(z) - zdx
2 Br p Bpr p Br

Agora, como
0= 5,US,US3US,

onde Sy ={r € 0Br: 11 > €}, So={r € O0Br: 11 < —€}, Ss ={r € Bg:x1 =€} e

Sy ={x € Bp: x1 = —¢}, entao

ou 1 1
lim —(x - Vu)— + =|Vul?z - n — =a(x)|ulPx - }da
[ | vag+ givaPe = e

e—0t

ou 1
= T - Vu——l——VuQx — —a(x)|u|Px - }da.
[ v g 5Vl = Sawlps

Vamos agora estudar esse limite sobre S3 U S;. Como em S3, n = (—1,0,...,0) e em
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3. Propriedades dos minimizadores da melhor constante

Sy, n=1(1,0,...,0), podemos escrever

ou 1 1
—(x-Vu)— + =|Vul?z - n — =a(x)|ulPz - 1d0
[ e 0G5Vl Sl

ou 1 9 1 »
/53 [(:1: Vu)(%1 2|Vu| x + pa(m)]u! 3311 o+
ou 1 1
—(r - Vu)— + = 20, — = Pl d
/34 [ (x u)(%1 + QIVu] T pa(x)|u| 551] o
portanto,
ou 1 1
lim —(z - Vu)=— + =|Vul|*r -7 — ~a(z)|ulPx - }doz()
i [ e Vg I ot
assim,
N -2 N 1
— |Vul*dr — — a(z)|ulP dr — - lulPVa(r) - xdx
2
Bgr P Jpg D JBg
ou 1 1
= —(x - Vu)— + =|Vul*z - n — ~a(z)|ulPz - }do. 3.8
[ g+ 5Vl Sz (35)

Note que é possivel obter uma sequéncia de raios R,, de tal modo que R, — +oc e

du

lim {—(x Vu)g

1 1
+ =|Vul?z - — ~a(z upx-n}dozo.
Jm | 51Vuls -0 = ~a(@)l
De fato, desde que

ou 1 1 3 1
—(z-Vu)— + =|Vul?z - n — Za(z)|u|Pz - :|d0’§Rn/ {—VUQ—F—@:C up}da
L, [ 0ge s 5wt Sa@h A1Vl + Lfalo)l

BRn

se nao existisse uma sequéncia (R,) tal que R, — +oo e

3 1
R, {§|Vu|2 + ]—9|a(:c)||u|p} do—0

0B,

entao, terfamos

1
liminfR/ [§|Vu|2 + —|a(a:)Hu]p1 do=C>0
B, |2 p

R—+00

C
disso, para 5 > 0 existe A > 0 tal que para valores de R > A entao

| 3 ., 1 ,
‘o—gg{t/a& [§|VU| + ool ] do}
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3. Propriedades dos minimizadores da melhor constante

ou seja, para R > A

3 1 C
~|Vul|* + - Plde > — 3.9
3w + S| ar > 7 (39)
Como u € D**(RY) e a(x)|ulP € L'(RY), entdo
3, 1
—|Vul|* 4+ —|a(x)||u|’| dz < +oc0
RN [ 2 p

em particular, devemos ter que

3 1
/ [—|Vu|2 + —|a(x)||u|p} do < 400
RN\B(0;A+1) L2 p

mas note que, por (3.9)

3 1
/ {—|Vu|2+—|a(a:)||u|p] do / / { |Vul? + |a( NulP| dodR
RN\ B(0;A+1) 2 p A+1 JOBg
C
> / —dR
st 2R
o que é uma contradic¢ao, ja que

+oo O
— dR = +4o0.
... o

Logo, tal sequéncia (R,) deve existir, desse modo, passando o limite em (3.8), obtemos

que
N -2 1
/ |Vul* dr — —/ z)|ulP dr — —/ lulPVa(z) - zdx = 0.
2 RN p N
Desde que
/ |Vu|>dr = / alul? dz,
RN RN
tem-se N_o N
— 1
<— - —) / alulP de — —/ |ulPVa(x) - zdx =0,
2 p RN P Jry
donde segue o resultado desejado. O

Como consequéncia da Proposi¢gao acima, temos o seguinte resultado de nao exis-

téncia para a equagao (3.1):
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3. Propriedades dos minimizadores da melhor constante

Corolario 3.6. Suponha que sN < 2, ¢ satisfaz (Hy), (Hz) e, além disso
¢ eCRY) e ¢(r)rtte L T™(RY). (3.10)

Se a fungao definida por (r) := ¢(r)r® for mondtona e nao constante, entao o pro-

blema (3.1) nao possui solug¢ao fraca nao negativa.

Demonstragdo. Vamos aplicar a Proposi¢ao 3.5 para p = 2, e a(x) = ¢(|2’]). Note que
Va(z) -z = ¢/(|2'])|2'|

j& que

k

Z¢ (o) s = 0D g D2 = o(la DI’}

=1

N — dx
Agora, por (H3), (3.10) e pelo Teorema 1.2 seguem as hipoteses 3.3 e 3.5, ou seja

a(@)|2'" = ¢(j2'])]']* € L2(RY),  alul’ = ¢(|a"|u* € L'(R)

Va(x) - zluf’ = ¢(|2’|)|2']|ul* € L'(RY)

assim, se u > 0 é solugao do problema

—Au = ¢(Ja'DuP1 em RV,
u € DUYRY)

pelo Lema 3.3 entdo u € C%(RY) e pelo Teorema 3.4 obtemos que u > 0.

loc

Desde que
N — 2_5 N—2 N(N—2)__i
2 2. 2 2(N-s) 2
entao
N —2 N 1 S / 1 /(A [N |
(T_E) a(e) = Valx) x = —go(la']) = 3¢ (e’
1
= —5 [s¢(j2’]) + &' ([2])]a"]
1 / e / / /s
= —W[Scb(!fﬂl)!xl Y9 (|2])]2")7]
1 / /
= —WID(’ID
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3. Propriedades dos minimizadores da melhor constante

Portanto, pela Proposicao 3.5, devemos ter

/ L (e dz = 0.
R

N _’l./|s—1

Como u > 0 e 1) ¢ mondtona e nao constante, segue que 1)’ # 0 nao muda de sinal.

Isso leva a uma contradigao, portanto, o problema (3.1) ndo possui solugao. O
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Capitulo 4

Uma equacao eliptica com crescimento

critico

Neste capitulo vamos considerar a seguinte equacao eliptica semilinear no caso de

massa zero e envolvendo crescimento critico
—Au = ¢(|a’ul"Hu + Mu[* uem RY, (Px)

onde N > 3, A é um parametro real e

2(N —s)

N5 = 2,(s) <p<2,0)=2" paraalgum s € (0,2).

Vamos assumir que a fungao peso ¢ : R, — R, satisfaz as seguinte hipdteses:
(¢1) ¢ € C°(Ry,R,);
(2) o(r)r* € L=(R,);
(¢3) ¢(r) =0 se, e somente se, r = 0.

Exemplo 4.1. Note que a fun¢ao definida por

742(1

m, para « > 0

¢(r) =

facilmente satisfaz as hipoteses (¢1) — (¢3).

Aqui, por uma solucdo fraca de (Py), entendemos uma funcio u € D"*(RY) que

satisfaz

VuVedr — / (|2 ) |ulP?up da — /\/ lul* updr =0, Vo DV(RY).
RN RN
(4.1)

RN

26



4. Uma equagao eliptica com crescimento critico

Note que o funcional energia J : D"?(RY) — R associado a equagdo (P,) é dado por

1 1 A
Ty = 5 /RN IVl dr — E/RN Sl Dlu dr — 2 /RN u

e sua boa definigao para cada p € [2.(s),2,(0)) fixado advém do Teorema 1.4. Além

2 du,

disso, usando argumentos padrao (veja por exemplo [19, 10]) podemos verificar que J

é Fréchet diferencidvel com

J (u)p = VuVydz— [RN o(|7"[)[u|P~?up dr—A /]RN lul* Pupdr, Ve € DYAHRY).

JRN

Portanto, pontos criticos de J sdo precisamente as solugoes fracas do problema (Py).

Usando argumentos que podem ser encontrados nos artigos [5, 7|, provaremos o
seguinte resultado de existéncia de solugdo para a equagao (P,) no caso em que o

parametro A > 0.

Teorema 4.1 (Existéncia). Suponha (¢1) — (¢3) sejam satisfeitas, 2,(s) < p < 2,(0),
com N > 3. Entdo, para todo X > 0, o problema (P)) admite uma solu¢ao fraca nao

trivial.

No caso em que A\ < 0 vamos obter um resultado de nao existéncia, também co-
nhecido na literatura como Teorema do tipo Liouville. Para isto, vamos assumir que

N>4,k>2cx=(2,2) € R" x RN ¥ Considerando as constantes definidas por

p—2
(p—2)=> (2" —p)
(2 = 2)5 s

Cp’N =

o 2 2
- —a 2
G i= 101 o 160 Dl Pl ey (5 )
temos o seguinte resultado de nao existéncia:

-

Teorema 4.2 (Liouville). Suponha que (¢1) — (¢3) sejam vdlidas, N > 4 ek > 3 ¢

um inteiro. Entao, para todo

*

A< X=—(CpnCo) 72 <0, (4.2)

o problema (Py) admite apenas a solugao trivial.

Observacgao 3. Como veremos, um dos principais pontos da demonstracao do Teo-
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4. Uma equagao eliptica com crescimento critico

rema 4.2 passa pelo uso da desigualdade do tipo Hardy para obter que
/RN ol uf* dz < [|é(|2" )" |*[| oo oy Cllull ey

a qual decorre do Teorema 1.1. Para tanto, é necessario que £ > 2 e N > 3. Dessa

forma, a demonstragao que seré apresentada nao é valida no caso em que N = 3.

4.1 Resultado de Existéncia

Nesta segao, iremos provar nosso resultado de existéncia para o problema (Py).
Especificamente, provaremos o Teorema 4.1 utilizando argumentos desenvolvidos por
Brezis e Nirenberg [5, 7]. Para isso, inicialmente, estabeleceremos alguns resultados

auxiliares.

Lema 4.3. Se A\ > 0, o funcional J satisfaz a Geometria do Passo da Montanha, ou

seja,
() Exitem contantes r,p > 0 tais que J(u) > 1 para ||ullpr2@yy = p;
(it) Ewiste e € DV*(RY) com |||l pre@ny > p tal que J(e) < 1.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.4 e a Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev

J(u) = /RNIWF :r:——/ ¢|$!|u|pdx——/

temos que

> HU”Dl 2(RN) D ”uHDl 2(RN) 2(RN)
)\C’ .
= Hu”Dl? (RM) ( ” ||'D1 2(RN) T o ”U %1,22(RN)> .

Agora, por continuidade, existe p > 0 de modo que para ||ul|pr2gy) = p entdo

C )\C 2% _9 1

5““”912]@) +?Hu =

D1,2(RN) - Z

e portanto,

1
J(LL) > sz =r>0, se HUHDLZ(RN) = p.
Por fim, fixado ¢ € D"?(RY) com ¢ # 0, tem-se que

2*

2 dux.

J(tp) = f/ Vel d
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Logo, J(ty) — —oo quando t — 4o00. Dessa maneira, tomando e = tp com t su-
ficientemente grande temos que J(e) < 0 e isso verifica que o funcional J satisfaz a

Geometria do Passo da Montanha. O

Pelo Lema 4.3, o nivel minimax

>y = Iinf J(vy(t
CM ilgrg[gb,}ﬁ (v(1)),

onde I' := {7 € C([0,1], D"*(RY)) : 7(0) =0 e ~(1) = e}, & positivo.
Desta forma, podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha sem a condic¢ao
de Palais-Smale (veja [22]), para obter uma sequéncia (u,) C D"*(R"), chamada de

sequéncia (PS), tal que
J(Un) — Cpy € HJI(’LLn)H(Dl,z(RN))* — 0, (43)

onde (D"?(R™))* denota o espaco dual de D?(R™).
Lema 4.4. Toda sequéncia (PS) para o funcional J é limitada.

Demonstracéo. De fato, suponha que (u,) C DV*(RY) com

J(U,n) — C € ||J/(Un)||(pl,2(RN))* —0

¥ dx

1 11 ) 11
n) — n)Un — P n —A =z — = n
) = 37w = (=2 Tl <A (5 - 5) [ 1o

1 1
> (5-3) bl
Dessa maneira,
11 ) 1,
) —]3 ||un||D172(]RN) < |J(w)l +]_9||J(un)||(D1v2(RN))* Un||pr2@n) (4.4)

< 01 + Cg”Un”Dl,Z(RN), (45)

onde C1, (5 sao contantes independentes de n. Assim, se nao tivéssemos que a sequéncia
(un) ¢ limitada, dividindo os membros da desigualdade por [|u||przgy) e passando o
limite, chegarfamos em uma contradigdo. Portanto, (u,) deve ser limitada, e isso

conclui o resultado. O

Finalmente, vamos obter uma estimativa do nivel minimax c,,.
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Lema 4.5. Para todo A > 0, a sequinte estimativa € vdlida

¢ ) ¥ - SNz
— — \— < R
%X{2AN]V¢] dz )\2* /RN|g0 dz —

- N )7
onde ¢ € uma func¢ao que atinge a melhor constante da Desigualdade de Gagliardo-

Nirenberg-Sobolev, ou seja,

/ |Vul?* dx
S = inf RY

weDLZRN\{0} [ [ A\
(/ || d:v)
JRN

Demonstracao. Note que a constante S pode ser caracterizada por

2*daz=1}.

S = inf {/ |Vul*dz : u € DY2(RY) \ {O},/ lu
RN RN

Suponha que a fungao ¢ atinge esta melhor constante, ou seja,

S:/ Vol?dz e / lo[* do = 1.
RN RN

Note que o maximo da aplicagao

Assim,
t2 ) ¥ o SNz
| 3 [ Vol ol ar} =m0 = S
e isto conclui a prova do lema. O

A existéncia de fungoes extremais para a Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-
Sobolev foram estudadas por Giorgio Talenti, maiores informagoes podem ser consul-
tadas em [21].

Agora, estamos prontos para concluir a prova do Teorema 4.1.
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Prova do Teorema 4.1. Desde que (u,,) é limitada, existe uy € D“*(RY) tal que u, —

ug. Como 1 < p < 2%, temos as imersoes

comp.
Dlyz(RN) — Hlloc(RN) — Lfoc(RN)'
Portanto, a menos de subsequéncia
Up, uy em L7 (RY)

_>
U, — Uy (.8
< h, helLl (R").

| Un | loc

Para cada ¢ € C°(RY) temos que

Vu,Vodr — / (|2 ]) [t P~ P un e dr — /\/ | |* "2 dz = 0, (1).
RN RN

RN

Usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue obtemos

VuOVgodx—/ ¢(|x’|)|u0|p_2uogpdx—/\/ lug|* Pugpdar =0, Vo € OF°(RY),
RN RN

RN

Por densidade, temos que uq é solugdo fraca de (Py).

Afirmamos que ug #Z 0. De fato, por (4.3) temos que

1 1 A x
J(uy,) = §/RN |Vu,|? do — ]_D/RN o(|2']) Jun P dx — > - |u,|* dz — cpr > 0

e a menos de subsequéncia, exitem os limites de cada uma das parcelas. Desta forma,

temos dois casos a considerar:

Caso 1: Suponha que

n——+00

lim / o(|2']) |un P dz = 0.
RN

Neste caso, como ||J'(uy,) || (preryyy — 0 e (uy) € limitada, obtemos

¥ dx

lim |Vu,|*dr = L=\ lim [,
n—4o00 RN n—4o00 RN

1
Cyn = NL (46)
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Por outro lado, de (A.2) temos

2/2*
S (/ |t |* d:c) < / |V, |* dz.
RN RN

Tomando o limite concluimos que

N-2

L\ ~ N 1

Isto combinado com (4.6) implica a seguinte estimativa inferior para o nivel minimax

Cpre N
Sz 1 L
T (.7
Pelo Lema 4.5, podemos estimar o nivel minimax ¢,; como segue
2 2 . 5T 1
< _ 2 N 2 <
C]\/[_I?ZaOXJ(tQ,O)<I£I§JX{2/RN|V()0’ dzx >\2* /RN|g0 d:l:}_ N

o que contradiz a estimativa (4.7). Portanto, o Caso 1 ndo ocorre e devemos ter
Caso 2:

[ oDl e > 0> 0
JR

Neste caso, procedendo como na prova do Teorema 2.2 obtemos que uy # 0 e isto

conclui a prova do Teorema 4.1. O

4.2 Resultado de Nao Existéncia

Nesta sec¢ao, apresentaremos a prova do Teorema 4.2, que sera obtida por meio de
um argumento de contradic¢ao.
Inicialmente, observamos que se 1y € D?(R™) é uma solucio fraca de (P,) devemos
ter
o]y = Aluo) + AB(up),

onde A, B : D**(RY) — R sio os operadores definidos por

¥ da.

Aw = [ oDl e B = [

N

Para cada u € D"*(RY) e t > 0 considere a funcio definida por

G(t,u) = t'2A(u) + M* 2B(u).
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Lema 4.6. Fizados A < 0 e u € D"*(RY)\ {0}, a funcio definida por

h(t) = G(t,u), >0,

atinge um Unico mdarimo no ponto

o~ (Fcm) >0

Além disso,

Figura 4.1: Maximo de h(t) para 2 < p < 2*.

Demonstra¢ao. Primeiramente observemos que

R(0)=0 e lim h(t) = —oc.

t—+o00

Note que

B (t) = (p—2)" 3 A(u) + (2° — 2)M¥ 3 B(u).

Assim I/ (t) = 0 se, e somente se, { =ty com

h(ty) = th2A(u) + M2 72B(u)

= 22 AB)E P

(p—22
_ (p=2 AW T (20 —p)
- (2*—2<—AB<u>>) (ABW) G
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(=252 —p) (A@)™
(2 =2)7  (-AB(w)¥

No que segue vamos obter uma estimativa a priori. O

Lema 4.7. Assuma que N > 4 ¢ 2 < p < 2*. Entdo para cada u € D"*(RY)\ {0} a

sequinte estimativa € vdlida

(A(w)

1/(2*-p)
2
W] < Collullpragny, (4.9)

onde Cy > 0 € uma constante depende apenas de p, N e k.

Demonstrag¢ao. Desde que 2 < p < 2%, existe a € (0,1) tal que p = (1 — a)2 + a2".
Assim,

=/RN <b(|:v’|)|UIpdx=/RN(¢(Ix’I)IUI2)1‘“(¢(Ix’I)|UI2*)°Ydfc

usando a desigualdade de Holder obtemos

< ([ otepmrar) ([ oapi ar)

Desde que ¢ € L=(RY),

([, oa/DIu o) < ol am Bl
Como 2 = 2,(2), usando (¢2) e o Teorema 1.1 temos que
([ 60 ar) ™ < B DI P, O
RN

2
com Cf = (m) . Combinado as desigualdades acima obtemos

Afu) < |6150e e 16127 D2 P15y Ch~ B(w)* [l iz
Consequentemente,

(A(u) /™

(Bl = < ||¢||LOO(RN)||¢(|I/|)|I/|2“LOO(RN)C]C”’LLH%LQ(RN)_
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Observando que

2* —p 1 2 =2 « p—2
5 l—a= s = e —
2% —2 2* =2 l—a 2¢—p l—a 2¢—p

o

para Cy = ||¢||£;OQ(RN)||¢(|x/|)|x/|2||Loo(RN)Ck, obtemos

(A(u))(Q*ﬂ)/(?* -p)
=S < Collullprageny:
(B(u))*=?

ou seja,
(A(w)* ™2

1/(2*—p)
< Cy|lul?
(B(u))p—Q ] — OH ||'D112(RN)

e isto completa a prova do Lema.

O

Prova do Teorema 4.2: Arguindo por contradigao, suponha que (P,) tenha uma so-

lugdo nao trivial ug € D¥*(RY) \ {0}. Pela defini¢io de solucdo fraca (4.1) obtemos

que
HUOHZDL?(RN) = A(uo) + AB(ug) = G(1, uo).

Por outro lado, por (4.8) e pela estimativa (4.9), temos

C, nvC,
G (to, up) < L}Fi”uo”%lﬂ'

(-X)F

Pela hipotese (4.2) temos que

C,nC
PN

p—2

(~F

Consequentemente,

G(to,uo) < [|uol[praem)-

Portanto, obtemos

G(to, uo) < HUOH%L%RN) = G(1,up),

(4.10)

contradizendo o fato que ¢y é o tnico ponto de maximo de G(.,ug) e isto completa a

prova.

65

O



Apéndice A
Resultados auxiliares

Finalizamos esta dissertagao com este apéndice, no qual apresentamos uma série de
defini¢oes e resultados utilizados ao longo deste trabalho.
A.1 Funcoes Holder Continuas

Definigao A.1. Para cada nimero real o € (0, 1], diremos que f : Q C RY — R é

Holder continua com expoente «, ou simplesmente, a-Hdolder continua, quando

wp @ 1@ _
ERISY) |l‘ - y|a
THY

ou, equivalentemente, quando existir C' > 0 tal que

|f(z) = f(y)| < Clz —y|°,

para quaisquer z,y € ). Usaremos a notagao C*(£2) para denotar o espago das fungoes

Holder continua com expoente a.

Defini¢do A.2. Diremos que f : Q C RY — R & localmente Hélder continua com
expoente «, ou simplesmente, localmente a-Holder continua, quando for a-Holder con-

tinua em cada subconjunto X CC €.

Definigdo A.3. Seja Q C RY aberto, definimos o espago de Holder C5¥(Q) como o
conjunto das fungoes para as quais existe as derivadas parciais até ordem k e essas sao

localmente a-Holder continuas.
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A.2 Espacos de Sobolev

Definigdo A.4. Sejam Q C RY aberto, 1 < p < +oo e k € NU{0}. O Espaco de
Sobolev W*P()) consiste no conjunto das funcdes u : Q — R tais que u € LP(1Q),
existem as derivadas parciais no sentido fraco de u até ordem k, e essas também

pertencem a LP(2). Mais formalmente,

WhP(Q) = {u € L(Q) : D*u € LP(Q) para todo multi-indice o com |a| < k}.
Observagao 4. Quando p = 2, costumamos escrever simplesmente H*()) para deno-
tar WH2(RY).

Definicao A.5. Se 1 < p < N, o expoente critico de Sobolev de p é definido por

_ Np
p = N—p~

1 1 1 .
Note que, — = — — — e portanto p~ > p.
p p N

Teorema A.1 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Suponha que 1 < p <

N. Eziste uma constante C', que depende apenas de p e N, tal que
[ull por ey < C NVl o ny (A1)

para toda fungio u € C3(RY).
Demonstragao. Veja [12, Capitulo 5]. O

Vamos denotar por S, a melhor constante da desigualdade (A.1), ou seja,

IVl
S, = inf p—LP(RN)- (4.2)
weCE(RMN)\{0} HUHLP*(RN)

Para simplificar a notagao, denotaremos Sy por S quando p = 2.

Teorema A.2 (Imersdes continuas de Sobolev). Seja Q@ C RY aberto e limitado cuja

fronteira é O, Assuma que u € WHP(Q).

N
i. Sek < —, entaou € LY U), onde
p

|
Q| =
2| =
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com a estimativa,

[ullLage) < Cllullwerg)
onde a constante C' depende apenas de k,p, N e U.

N —
i. Se k> —, entaou € Ck_L%J_M(U), onde
D

N N N
—|+1——, se — nao € inteiro
qualquer nimero positivo < 1, se — € inteiro.
p
com a estimativa
Jull e 8110y, < Cldloey
onde a constante C' depende apenas de k,p, N,v e U.
Demonstragao. Veja [12, Capitulo 5]. O

Teorema A.3 (Rellich-Kondrachov). Seja U C RN ¢ aberto, limitado e que OU é C*.
Suponha que 1 < p < N, entao

comp.

whe) ‘S La(u)

para cada 1 < q < p*.
Demonstragao. Veja [12, Capitulo 5]. O

Definicao A.6. Para 1 < ¢ < N, o espago Dl’q(RN ) é definido como sendo o comple-

tamento de C5°(RY) com respeito a norma

ul| = (/ |Vu|qdas) "
RN

A.3 Resultados de Regularidade

Teorema A.4. Seja Q) um dominio limitado com fronteira reqular. Se f for limitada

e localmente Hélder continua entdao o problema

—Au = [ em(,
u = ¢ sobre d8,

possui solu¢ao para toda funcao continua p : 02 — R.

Demonstracao. Veja [15, Teorema 4.3]. O
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Teorema A.5. Seja Q C RY aberto e limitado. Se u € W''(Q) ¢ solugdo fraca do

problema

Au=f
e f€LP(Q),1<p< +oo. Entio, u € W>P(Q) sempre que ' CC Q.
Demonstracgao. Veja [16, Teorema 9.2.2]. O

Lema A.6 (Brezis-Kato). Seja Q C R aberto e g : Q x R — R uma fungio de
Carathéodory tal que
9(z, u)| < a(@)(1+ [u]) g¢.s em Q

N
2

2.(Q). Seue HL.(Q) € solugdo fraca do problema

loc

para algum 0 < a € L
—Au = g(x,u) em €.

Entao u € LY (Q) para todo 1 < g < 0.

Demonstracao. Veja [20, Lema B.3] ou [§]. O

Lema A.7. Sejam Q C RN aberto e u € L}, () solucdo fraca da equagio
—Au=0 em Q.

Entao, u € C*(2).

Demonstracao. Veja [18, Lema 5.13] O

A.4 Principios de Maximo

Principios de méaximo nos permitem compreender o comportamento de solugoes
de equagoes diferenciais sem conhecé-la explicitamente. Nesse sentido, nesse trabalho

usaremos os seguintes principios de maximo:

Teorema A.8 (Principio do Maximo Forte Classico). Sejam © C RY aberto, conexo
eu € C*(Q).

1. Se Au >0 esupu = u(xg), entdo u é constante.
Q

2. Se Au<Oe i%fu = u(xg), entdo u é constante.

Demonstracao. Veja [15, Teorema 2.2]. O
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Teorema A.9 (Principio do Méximo para solucdes fracas). Seja u € W2(Q) satisfa-
zendo Au > 0 em ). Entao

supu < supu’.
Q 0

Reciprocamente, se Au <0 em ), entao

infu>infu~.
Q 0

Demonstragao. Veja [15, Teorema 8.1]. O

A.5 Resultados Classicos

Teorema A.10 (Multiplicadores de Lagrange). Sejam X um espaco de Banach, J, I €
CYX;R) e M ={u€ X : F(u) = 0} com F'(u) #0 Yu € M. Se J ¢ limitado

inferiormente sobre M e existe uy € M tal que
J(up) = ulél/\f/l J(u),
entao existe X € R tal que
J (ug) = A" (ug).
O niimero \ € chamado Multiplicador de Lagrange.
Demonstracao. Veja [17, Proposigao 14.3] O

Teorema A.11 (Passo da Montanha). Seja X um espaco de Hilbert, f € C*(X,R),
e€ X er >0 tal que |le|| > r e

b= inf f(u)>f(0) = f(e).

llull=r
Entao, para cada € > 0, existe u € X tal que
(a) ¢ —2e < f(u) < c+ 2

(b) If ()] < 2

onde
¢ := inf max f(r()
com
[':={y € C([0,1]; X) : 7(0) = 0, 4(1) = e}.
Demonstracao. Veja [22, Teorema 1.15] O
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A.6 Lemas Técnicos

Nesta secao, apresentamos e demonstramos alguns resultados técnicos utilizados ao

longo deste trabalho.

Lema A.12. Seja Q C RY. Seu e C2%(Q) e v € CYP(Q), entio uv € CY7(Q) onde

loc loc loc
v = min{«, 8}.

Demonstracao. Seja X CC (). Pela continuidade de u e v, existem constantes C7, Cy >
0 tais que
lu(z)] < Cy, VeeX e |u(r)|<Cy Vze

assim, segue que

u(z)o(z) —uly)o(y)] = [u(z)o(z) = ulz)o(y) +u(z)o(y) — uly)v(y)]
= |u(z)(v(z) = v(y)) + v(y)(ulz) — u(y))|
< u(@)][o(z) = v(@)| + lo()]|ulz) — uly)]
< Clz—yl”+Cla—y/*
< Cle—yl
onde v = min{a, 5} O

Lema A.13. Sejam Q C RN, Q C R, u € Cr(Q) ewv € C&f(ﬂ), entdo vou €
CoP(Q).

loc

Demonstracao. De fato, seja X CC 2. Entao, dados z,y € ()

[v(u(r)) —v(u(y))|
Clu(x) — u(y)|”
Clz —y|*”

[vou(z) - vou(y)

IN

IN

o que conclui a prova do lema. O

Lema A.14. Sejam Q C RY, u € C’ﬁf(Q) ep > 1, entio u? € CLY(Q).

loc

Demonstracao. De fato, inicialmente note que a aplicagdo dada por f(z) = z? é local-
mente Holder continua em [0, +00), para p > 1, ja que dado X CC [0, +00), existe
A > 0 tal que

lr] < A, VrelX.
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Com isso, para x,y € X arbitrarios, supondo sem perda de generalidade que x < v,

entao

|f(x) = f(y)] = |27 — y*| =

Yy
/ ptp_ldt‘ < pAPHz —yl.
T

em particular, f é Lipschitz continua. Para concluir o resultado, basta utilizar o Lema
A.13. O

Lema A.15. Suponha que ¢ : [0,+00) — R € localmente n-Hélder continua ou que
¢ (0,400) —> R € localmente n-Hélder continua e 1iI(I)l+ o(r) = +o0, entdo a aplicagio
r—

definida por

g( B min{1, ¢(r)}, r € (0,+00)
E lir(1)1+min{1,qb(r)}, r=0

¢ localmente n-Hélder continua em [0, 400).

Demonstracao. Inicialmente, vejamos que 5 é localmente n-Holder em (0, +00). Sejam
x,y € (0,400). Vamos analisar os seguintes casos:
Caso 1: ¢(z) = ¢(z) e ¢(y) = o(y).

Nesse caso, resultado segue facilmente pois

[6(x) = d(y)| = [¢(x) — d(y)| < Clo = y|".

Caso 2: ¢p(z) =1 ¢ d(y) = 1.

Nesse caso, o resultado também segue facilmente. De fato,
[¢(z) — d(y)| =0 < Clz —y".

Caso 3: ¢(x) =1 e 4(y) = $(y).
Se ¢(z) = 1, entdo 1 = min{1, ¢(z)} < ¢(z), do mesmo modo se G(y) = ¢(y), entdo

$(y) = min{l, ¢(y)} < 1, e dai
() — d(y)| = |1 — d(y)] = 1 — 6(y) < d(x) — P(y) = |o(x) — (y)| < Cla —y|",

Assim, gg é localmente n-Holder em (0, +00).

Se ¢ é localmente Holder em [0, 4+00), fazendo uso dos mesmos argumentos podemos
concluir que ¢ também seré. No caso em que ml_i)rg é(r) = +oo entdo ¢(z) = 1, para
x € [0,¢€) em que € > 0 suficientemente pequeno. Dessa forma, dado y € (0, 4+00), para

0 € [0,¢) com 0 < y entdo

[6(0) = o) = L= o(y)l

= [6(0) - 6(»)|
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< Clo -yl
< Clo—y|”
logo, ¢ ¢ localmente n-Holder continua em [0, +00). O

Lema A.16. Seja Q C RY um aberto e u: Q — R uma funcdo que possui derivadas

de sequnda ordem. As sequintes identidades sao vdlidas:
1 N —2
i) - VulAu = div ((m -Vu)Vu — §]Vu]2m) + T|Vu|2;

i) x - Vua(z)|uP*u = div (]%a(xﬂu]px) - %a(xﬂu!p - ]%]u|pVa(m) LT

Demonstragao. Para provar i) observe que
. 1 2 . . ]- 2
div { (z - Vu)Vu — §]Vu] x| =div((z - Vu)Vu) — div §|Vu| x).

Agora note que

N
div((z - Vu(x))Vu(z)) = div [(Z agif) xj> Vu
0

=, 9x,0x; Oz,
portanto,
div((z - Vu(z))Vau(z)) = i O u(x) 8?‘(5”):@- + |[Vau(z)? + (Vu(z) - 2)Auz). (A.3)
= Onidz; O,

Além disso,

div (%|Vu(:c)|2x> = div [%xj: (853(5))1
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N N 2 N N
1 Ou(r) ou(z) u(x)
B 221:2( Ox; ) +le [Z Or; 0x;0z;
i=1 j=1 i=1 7j=1
N
1 5 Du(x) du(x)
7,7=1
ou seja,
N
A 2 ) 1 9 0?u(x) du(x)
div ( 5 |Vu(z)] g;) = S N|Vu(x) +; dron, Br, " (A.4)
Usando (A.3) e (A.4) obtemos o resultado desejado.
Para provar i), observe que
N
div <Z—17(1(T)\71(T)\pr) = z:ZI aii (%a(q‘)|u(7’)|prz>
N
= 1 8(1_(T) Py p—2 au_(r) . p
- piﬂ( S @)z + ala)plu(o) Pu(a) % + ale) u(z)
= %|u(m)|pVa(x) -z + a(z) |u(z) P 2u(z) Vu(z) - 2 + —a(z)|u(z)P.

Portanto,

(A.5)
O
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