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RESUMO

Este trabalho investiga a origem, a formalizacdo e as aplicagbes dos Numeros
Complexos, enfatizando sua relevancia historica, algébrica e pedagogica. De inicio,
apresentamos o trajeto histérico, desde as contribuigcdes de Cardano e Bombelli até a
consolidacéo alcangada por Euler e Gauss. Depois, destacamos a transformagao dos
complexos em objeto matematico legitimo. Em seguida, discutimos a estrutura
algébrica dos Numeros Complexos, ao evidenciar suas propriedades de corpo e as
diferentes formas de representacdo (algébrica e trigonométrica). No ambito
educacional, realizamos uma analise documental de 87 provas do vestibular da
Universidade Federal da Paraiba (UFPB), aplicadas entre 1965 e 2012, das quais
foram identificadas 25 questdes envolvendo numeros complexos. Todos os itens
foram resolvidos e comentados, o que possibilitou observar a evolugao da abordagem
do assunto ao longo dessas décadas. Constatamos que nos primeiros anos a
presenca do conteudo se restringia a situagdes ligadas a equagdes quadraticas e que
a partir de 1980 houve ampliagdo para operag¢des algébricas, propriedades de
conjugados e moddulos, representagdes geomeétricas e aplicagdes em progressoes e
polinbmios de grau superior. Os resultados apontam que os Numeros Complexos,
embora ausentes na Base Nacional Comum Curricular (BNCC), constituem um marco
na histéria da Matematica, pois mostraram ter, do ponto de vista historico e algébrico,
valor significativo no processo de ensino-aprendizagem e na avaliagdo em exames.
Assim, o estudo contribui para reforcar a importancia de sua reinclusdo no curriculo
do Ensino Médio e fornece material de apoio para professores e estudantes, unindo
rigor teorico e pratica pedagogica.

Palavras-chave: Numeros Complexos; Histéria da Matematica; Curriculo Escolar;
Vestibular UFPB.



ABSTRACT

This final project investigates the origin, formalization, and applications of Complex
Numbers, emphasizing their historical, algebraic, and pedagogical relevance. We
begin by presenting their historical trajectory, from the contributions of Cardano and
Bombelli to the consolidation achieved by Euler and Gauss. We then highlight the
transformation of Complex Numbers into a legitimate mathematical object. We then
discuss the algebraic structure of Complex Numbers, highlighting their field properties
and the different forms of representation (algebraic and trigonometric). In the
educational context, we conducted a documentary analysis of 87 entrance exams for
the Universidade Federal da Paraiba (UFPB), applied between 1965 and 2012, of
which 25 questions involving complex numbers were identified. All items were solved
and commented on, allowing us to observe the evolution of the approach to the subject
over these decades. We found that in the early years, the content was limited to
quadratic equations, but from 1980 onward, it expanded to include algebraic
operations, properties of conjugates and modules, geometric representations, and
applications in progressions and higher-degree polynomials. The results indicate that
Complex Numbers, although absent from the Base Nacional Comum Curricular
(BNCC), constitute a landmark in the history of Mathematics, as they have been shown
to have significant value, from a historical and algebraic perspective, in the teaching-
learning process and in exam assessment. Thus, the study reinforces the importance
of being included again in the high school curriculum and provides support material for
teachers and students, combining theoretical rigor and pedagogical practice.

Keywords: Complex Numbers; History of Mathematics; School Curriculum; Entrance
Exams of UFPB.
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1 INTRODUGAO

O surgimento dos Numeros Complexos representa um marco na histéria da
Matematica, pois expandiu os limites do conceito de numero para além dos Reais.
Conforme Miles (1993), os Complexos foram, a principio, rejeitados por matematicos
pré-renascentistas, no entanto, ao longo do tempo se consolidaram como ferramenta
essencial ndo apenas na resolugao de equagdes polinomiais, mas também em
aplicagbes nas engenharias, na fisica, na computagcdo e em diversas areas do
conhecimento.

No contexto educacional, abordar os Numeros Complexos significa
proporcionar ao estudante uma compreensdo mais ampla da evolugdo da
Matematica, destacando tanto o percurso histérico quanto a formalizagao algébrica
que levou a estrutura de corpo.

Além da fundamentagdo historica e algébrica, este trabalho realizou uma
analise de 48 anos de provas de vestibulares da Universidade Federal da Paraiba
(UFPB) (1965-2012), totalizando 87 exames. Nessa investigacao, foram encontradas
25 questbes relacionadas a numeros complexos. Elas foram resolvidas e
comentadas, permitindo observar a evolugéo da abordagem desse tema ao longo das
décadas.

Cumpre destacar que, embora o conjunto dos Numeros Complexos tenha
desempenhado papel relevante tanto na histéria da Matematica quanto em processos
seletivos, como os vestibulares da UFPB, esse conteudo encontra-se ausente da
Base Nacional Comum Curricular (BNCC) do Ensino Médio. Tal auséncia suscita
reflexdes sobre a necessidade de sua reinclusdo, considerando sua importancia

conceitual e pedagogica.

1.1 Objetivos
1.1.1 Objetivo Geral

Investigar a origem e a formalizacdo do conjunto dos Numeros Complexos,
destacando sua importancia historica, algébrica, e a presenca do tema em provas de

vestibulares.
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1.1.2 Objetivos Especificos

° Contextualizar historicamente o surgimento dos Numeros Complexos e
sua aceitacdo na comunidade matematica;

° Analisar as contribuicbes de matematicos como Cardano, Bombelli,
Viéte, Euler e Gauss sobre o tema;

° Apresentar a estrutura algébrica dos Numeros Complexos,
evidenciando suas propriedades de corpo;

° Discutir a representacdo geométrica no plano de Argand-Gauss,
explorando as formas algébrica e trigopnométrica;

° Investigar a presenca de questdes envolvendo numeros complexos em
87 provas de vestibulares da UFPB (1965-2012), resolvendo e comentando os 25

problemas encontrados.

1.2 Motivagcao

O estudo de numeros complexos € muitas vezes percebido pelos alunos como
abstrato ou desnecessario, por nao fazer parte de seu cotidiano imediato. Conforme
apontado por Chagas (2013), muitos alunos e professores do Ensino Médio
questionam a relevancia desse conteudo, pois o consideram sem aplicagao pratica e
acreditam que n&o necessitarao dele futuramente. Entretanto, sua relevancia histérica
e suas aplicagbes praticas demonstram o contrario. a Matematica avancgou
justamente porque houve a necessidade de expandir o conceito de numero.

No campo pedagogico, a presencga de questdes sobre numeros complexos em
vestibulares, como os da UFPB entre 1965 e 2012, demonstra sua importancia no
processo de selecdo e preparagao académica.

A analise documental dos vestibulares da UFPB entre 1965 e 2012, na qual
foram examinadas 87 provas e identificadas 25 questbes envolvendo numeros
complexos, justifica-se por revelar a recorréncia e a importancia desse tema em
exames seletivos. Esse levantamento reforca a necessidade de preparar os
estudantes para lidar com esse conteudo, tanto sob o ponto de vista conceitual quanto
pratico.

A analise dessas provas acrescenta valor a este trabalho, pois evidencia que,

além de um tema tedrico, os Numeros Complexos foram também cobrados em
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exames que influenciaram o ingresso na instituicdo de ensino superior mencionada.
Assim, a justificativa para este estudo se fortalece na unido entre rigor matematico,

relevancia historica e nexo educacional.

1.3 Metodologia

A pesquisa foi desenvolvida por meio de revisdo bibliografica e analise
documental. Foram examinadas 87 provas do vestibular tradicional da UFPB,
abrangendo o periodo de 1965 a 2012. Identificaram-se 25 questdes relacionadas
aos Numeros Complexos, as quais foram resolvidas e comentadas. Essa analise
permitiu ndo apenas observar a evolugcdo da presenca do tema nas provas, mas
também fornecer subsidios para uma reflexdo sobre sua importancia na histéria da
Matematica e no ensino.

Também foram construidos exemplos ilustrativos utilizando recursos graficos
(plano de Argand-Gauss em LaTeX) para representar as diferentes formas de um
numero complexo, bem como ilustrar algumas solugdes das questées de vestibular
encontradas. Essa abordagem combinou o viés historico, conceitual, didatico e

documental.

2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Histérico dos Numeros Complexos

E muito comum associarmos a origem dos Numeros Complexos a equacdes
de segundo grau, especialmente porque é um tema muito comum no Ensino Médio
brasileiro. Assim sendo, ao estudar funcbées e equacdes quadraticas,

costumeiramente nos deparamos com a seguinte expressao:

ax®>+bx+c=0,

a,b,c e€R e a+0
Cuja férmula resolutiva é:
—b + Vb2 — 4ac
X =
2a

15



Se b? — 4ac for negativo, estaremos diante de uma solugao n3o real. Assim, é
intuitivo dizer que foi a partir desse conjunto de casos particulares que algum
estudioso pensou que v/—1 pudesse ser um nimero admissivel em algum conjunto
numerico e que esse novo conjunto pudesse dispor de propriedades semelhantes as
dos Numeros Reais, por exemplo.

Entretanto, ndo foi dessa forma, pois esse jeito de escrever férmulas, com
letras representando numeros, sé foi introduzido na Europa nos anos finais do
Renascimento pelo matematico e advogado francés Francgois Viéte (1540 — 1603) em

sua obra Infrodugéo a Arte Analitica em 1591.

Mas a maior contribuicdo matematica de Viete é a notagao
literal, a ideia de representar numeros, conhecidos ou néo,
por meio de letras. Ela tem o grande mérito de unificar
problemas que antes pareciam distintos. Na notagéo de Viéte,
ax? + bx + ¢ = 0 representa todas as equagdes de grau 2: até
entdo eram considerados varios casos, dependendo dos
sinais dos coeficientes a, b e c, e a resolugao era diferente em
cada caso. (IMPA, 2021, s.p.).

Viete conseguiu contribuir significativamente para o conceito de numero
quando formalizou a notacéo literal, que introduziu o uso de letras para representar
numeros, tanto conhecidos quanto desconhecidos. Isso unificou problemas que antes
eram tratados de formas distintas, como as equacgdes quadraticas, que, até entao,
eram resolvidas de maneiras diferentes dependendo dos sinais dos coeficientes.

Além disso, o aspecto mais significativo dessa observacao foi a expansao do
conceito de nimero, pois até entdo equagdes como x? = 16 tinham solugéo, ao passo
que as do tipo x? = —16 ndo tinham. Ao trazer a notagdo x? = a, por exemplo,
solucdes do tipo +a passaram a ser usadas com mais naturalidade
independentemente do sinal de a. Esse foi um passo importante para o
desenvolvimento dos Numeros Complexos.

Como dito anteriormente, nao foi a partir de equacdes quadraticas, nem muito
menos através de sua férmula resolutiva com letras representando numeros, pois
essa formalizagcdo da literalidade nas formulas s6 viria a se concretizar
aproximadamente 46 anos depois das primeiras inquietacbes acerca de raizes de
indice par com radicais negativos.

Os primeiros questionamentos surgiram, na verdade, ao se examinar

equacdes cubicas, isto €, alguns matematicos, ao procurarem solugbes para
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equagdes cubicas, encontraram os primeiros dilemas ja por volta do século XVI.

Segundo afirma Milies (1994), um desses matematicos, Girolamo Cardano (1501 —

1576), publicou, em 1545, em seu livro Ars Magna, o que ficou conhecida como a

férmula de Cardano-Tartaglia (descoberta por Niccolo Tartaglia, mas publicada por

Cardano). Essa publicagédo, na notagao literal que posteriormente seria formalizada

por Viete, prometia uma férmula resolutiva para equagdes cubicas do tipo:

x}+px+q=0,
p,q ER

211 Aequagdo x> +px+q=0

Faremos agora uma demonstragdo de como uma equagao cubica genérica de

coeficientes reais, aX® + bX? + cX + d = 0, pode ser escrita na forma x3 + px + q = 0:

Seja:
ax®+bx*>+cx+d =0,
a,b,c,d R, a#0

~ b i ~ .
Fazendo X = x — € substituindo na expressao acima, temos:

Desenvolvendo os termos:

S 2+3b2 il rb(x -2l +b2 + % o d=0
a 3ax 9a2x 27a3 X 3ax 9q? * 3a B

Distribuindo os coeficientes:

2 b3 2 3 bC

3a 27a? 3a 9q? 3a
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Operando com os termos semelhantes:

s _ b +ex+2 b’ ke +d=0
ax 3ax cx 27a* 3a B
Dividindo toda a expressao por a, (a # 0):
TP P S
XT3t TN 27a® 3a? a

Colocando x em evidéncia:

3, c b? o b3 bc_l_d_0
x a 3a? x 27a3 3a2 a

Fazendo
_(c b?
p= a 3a?
e
_ (5 b3 bc +d
1= 27a3 3a? a
Temos:

x> +px+qg=0,
p.q €R

Ou seja, qualquer equagao cubica de coeficientes reais pode ser transformada na
forma:

x3+px+qg=0

2.1.1.1 As solugdes de equagdes do tipo x3 + px+q =0
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Ainda segundo Milies (1993), Tartaglia procurou solu¢cdes para essa nova
equagao. Assim, a seguir, apresentaremos uma maneira de chegar, por meio das
notacoes literais desenvolvidas por Viéte, a algumas conclusées semelhantes

alcangadas por Tartaglia:

Supondo que uma raiz pode ser a soma de dois numeros u e v, isto é, fazendo

x =u+ v, teremos:

uw+v)2+pu+v)+q=0

Desenvolvendo o termo ao cubo:

ud +3utv+ 3uv?+v3+pu+v)+q=0

Colocando 3uv em evidéncia:

wW+vi+3uwu+v)+plu+v)+q=0

Colocando u + v em evidéncia:

wW+vi+GCuw+p)(u+v)+qg=0

Uma possivel solugcao desse problema aparece se fizermos:

ul+v3+q=0

e
3uv+p =0
Ou seja:
{u3 +v3= —q
3uv = —p
Entao:
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wp =2
3
Que implica em:
ud+v3=—q
3
(wv)3 = (— )
E, portanto:
ud+v3= —q
3
b
3,3 — _E_
u-v 57
Fazendo u3 =y, e v3® = y,, temos:
Y1t+Y2= —q
__r
Viy2 57

y, € y, sao raizes (soma e produto de raizes: relacbes de Viéte) da equacgao

quadratica:

3

X p
——=0
yot+qy o7

As raizes da equacgao acima podem ser encontradas através da formula resolutiva:

3
_ 2_a2.1.(_E
qi\/q 4.1 ( 27)

2-1

y:

Isto é:
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2
Separando o denominador:
3
2 28
__a NT T
Y=TE T2
Substituindo 2 por V4:
3
2 28
yo 0y q° +457
27 a
Incorporando a razdo num unico radical:
3
2 b
Uy 457
2~ 4
Separando o denominador dentro do radical:
q_  |q9* p?
=4 |4+
Y=o 77
Teremos:
q [q9*,p
= 3 = —— — P
yi=u > 4 +
s a, |, P
2= Vi =Tt Tt

Logo,

~

w

~



)
NS
S
w

w= T3 a7t 27

O N

V= §+ Z‘Fﬁ

Por fim:
3 2 3 3 2 3
_|_9_ |9 p° _q., |97, P
X= =y a vty T Tt 7T
p,q € R

Essa é a formula resolutiva a qual Tartaglia, segundo Milies (1993), havia

chegado. Se vale para quaisquer p e q reais, entdo vale, em especial, quando:

3

=

<0

2
q
2 +

N
~

Que configura, portanto, um numero negativo dentro de um radical de indice 2 (par).

Assim, é intuitivo dizer que Cardano e os matematicos que trabalharam nessa
férmula, ao buscarem compreender as implicacdes dela, ja se deparavam com os
primeiros dilemas relacionados a raizes quadradas de numeros negativos.

Esses problemas surgiram antes mesmo da formalizacdo da notagéo literal
trazida por Viéte e, de certo modo, anteciparam a necessidade de expandir o conceito
de numero. Do jeito deles e dentro das possibilidades da época deles, esses
estudiosos perceberam que tais resultados ndo se ajustavam aos numeros

conhecidos, abrindo caminho para a posterior consolidagdo dos Numeros Complexos.

2.1.1.2 Exemplo: solugdes de x> —15x—4 =0
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Sejam a,b,c,d € R tais que, pela substituicdo de variavel x = x — %, apresentada

no tépico 2.1.1, a equacéo:
ax®+bx*>+cx+d=0, a#0

se apresente como:

x*—15x—4=0

Pela formula de Cardano-Tartaglia, temos:

X =

=4 [ (153 | (=4  [(—D? (-15)3
_2_j4+27 +_2+j4+27

Fazendo 27 = 33 e operando com os sinais, teriamos:

*la 16 (153 |4 |16 (—15)3

SO A o =R R R
: 15\> ° 15\3
xX= |2— 4+<—?) + |2+ 4+<—?)

x=3\/2— 4+ (=5)3 +3\/2+ 4+ (=5)3

3 3
x=\/2—\/4-—125 +J2+V4—125

3 3
x = \/2 —-v-=121 + J2+V—121
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O mundo estava diante do elemento v—121, que era impossivel no conjunto
dos numeros reais. Ao se deparar com isso, Cardano pensou, de acordo com Milies
(1993), que essas raizes controversas deveriam ser simplesmente desprezadas,
embora ndo houvesse, do ponto de vista algébrico, erro algum em sua férmula
resolutiva. Nas palavras dele: “Em consequéncia, ele chama essas expressoes de
raizes sofisticas da equacgao e diz, a respeito delas, que sao tao sutis quanto inuteis”
(Milies, 1993, s.p.).

2.1.1.2.1 A analise das solugdes de x> — 15x — 4 = 0 do ponto de vista de duas

funcoes

Vamos analisar a mesma equacgao, x> — 15x — 4 = 0, mas agora do ponto de

vista de duas fung¢des. Sejam:

{ fx) =x
g(x)=15x+4

As solugdes de x3 — 15x — 4 = 0 devem vir da intersegéo de f e g, ou seja:
fG) —gx) =0
x3—(15x+4)=0
x3=15x + 4

Analisando o grafico 1, que mostra os graficos de f e g, temos:
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Grafico 1 - Graficos de f(x) = x3 e g(x) = 15x + 4

y
— filx)=x3
— g(x)=15x+4
100
50
0 =
X
—50¢t
—-100|
-4 -2 0 2 4

Fonte: GeoGebra e Paint (autor)

Nesse ponto de vista, observa-se que ha trés pontos de interse¢ao entre os
graficos das fungdes, que implica em trés solugdes reais para x3 — 15x — 4 = 0. No
entanto, a formula de Cardano-Tartaglia apontava um gigante empecilho para
proceder na obtengao dessas raizes. Isso levantou a questao: poderia haver algo de

errado com a férmula de Cardano-Tartaglia?

2.1.1.2.2 As contribuicdes de Rafael Bombelli

Rafael Bombelli (1526 - 1573), em conformidade com o que aponta Milies
(1993), quando esteve analisando o mesmo problema, notou também que x = 4 era
uma solucao para a equagao em questao e, pela primeira vez, estava diante de uma
conjuntura que, embora apresentasse numeros negativos em raizes de indice par,
existia solucdo. Ele reconheceu, portanto, que era necessario investigar o que estava

acontecendo e, para isso, trouxe uma solugao:

Bombelli concebe entdo a possibilidade de que exista uma
expressdo da forma a ++—b que possa ser considerada
como raiz cubica de 2++vV-121 i.e., que verifique
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(a +V=5)" = 2+ V=121. A forma em que ele calcula essa
raiz € um tanto peculiar; ele assume que a raiz cubica de 2 —
v—121 seja da forma a — v—b. Como ele sabe que 4 deve ser

raiz da equagédo, necessariamente a +vV—b+a —+vV—b = 4.
Neste ponto, felizmente, as quantidades nio existentes se
cancelam e obtemos a = 2. Com esse resultado, € muito facil

voltar a equagao (a + \/—b)3 =2 ++/—121 e deduzir que b =

1. Assim, ele obtém que 3\/2 +vV-121=2++V-1eque:x =
2+V-1+2—-+vV—-1=4 é uma solugdo da equagédo dada
(Milies, 1993, s.p.).

A solucgao trazida por Bombelli, segundo Milies (1993), ndo provava b = 1, mas
caminhava no sentindo de encontrar os Numeros Complexos.

Nesse momento, provaremos que b = 1. Para isso, vamos voltar a equagao
3
(a++V=b) =2++/—-121¢ ja sabendo que a = 2, temos:

(2+V=b) =2 +V—121
254322 Vb +3-2- (Vo) + (V=b) =2 + 121 (-1)
8+ 12V—b — 6b — bV—b = 2 +V121-/(-1)
8 —6b + 12V—=b — bvV—b = 2 + 11./(=1)
Colocando V—b em evidéncia:
8 —6b+ (12— b)V-b =2+ 11,/(-1)

Sabendo que b € R, e admitindo que talvez vV—b ndo seja um numero real, assim
como v—1 nao o &, podemos separar os termos em:

(8- 6b) + (12 - b)V=D) = (2) + (11/(-1))

Em que o primeiro termo do lado esquerdo da igualdade € igual ao primeiro termo do
lado direito da igualdade e o segundo termo do lado esquerdo da igualdade é igual
ao segundo termo do lado direito da igualdade. Isto é:

8—6b=2
{(12 — b)V=b =11/(-1)
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Ou seja:

Culminando com o que fora dito por Cardano, segundo Milies (1993):

J2+VTZ = 24v71
J2-VvT1zi=2-V—1

Evidenciando que, de fato, x = 4 € uma solucéo:

x=2-V=-14+2++v-1

Eu achei uma espécie de raiz cubica muito diferente das
outras, que aparece no capitulo sobre o cubo igual a uma
quantidade e um numero. ... A principio, a coisa toda me
pareceu mais baseada em sofismas que na verdade, mas eu
procurei até que achei uma prova... Isto pode parecer muito
sofisticado, mas, na realidade, eu tinha essa opinido, e nao
pude achar a demonstragdo por meio de linhas [i.e.
geometricamente], assim, tratarei da multiplicacédo dando as
regras para mais e menos. (Bombelli, 1572, apud Milies,
1993, s.p.)

Nesse ponto, ao considerar v—1 como um objeto matematico valido, Bombelli
deu um passo definitivo na formalizagao dos Numeros Complexos como conhecemos
hoje.

Segundo O'Connor e Robertson (1998, s.p.), a notagdo que conhecemos hoje,
i =+/—1, sé viria a ser formalizada por Leonhard Euler no século XVIII, entretanto,
Bombelli, de acordo com Milies (1993), ja enunciava o que ele chamou de regras do
produto, baseando-se na expressao piu di meno para se referir ao que conhecemos
como +i e meno di meno para se referir a —i.

Piu via piu di meno fa piu di meno, (+) - (+i) = +i
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Meno via piu di meno fa meno di meno, (=) - (+i) = —i

Piu via meno di meno fa meno di meno, (+) - (i) = —i

Meno via meno di meno fa piu di meno,(—) - (—i) = +i

Piu di meno via piu di meno fa meno,(+i) - (+i) = (-)

Meno di meno via piu di meno fa piu, (—i) - (+i) = (+)

Meno di meno via meno di meno fa meno. (—i) - (—i) = (-)
(Bombelli, 1572, apud Milies, 1993, s.p.).

Assim, a notac&o algébrica moderna comega a se estabelecer na Europa, e a
Matematica se torna, a partir de entdo, cada vez mais abstrata. A partir desse
momento, os Numeros Complexos passaram a ser necessarios para que a formula
de Cardano-Tartaglia fosse funcional para quaisquer p e q reais, visto que toda
equagao cubica tem, ao menos, uma solucgdo real (LANG, 2011). Isso demonstrava
que para desenvolver férmulas capazes de resolver certos tipos de equacgdes seria
inevitavel o uso dos Numeros Complexos.

2.2 Estrutura algébrica dos Numeros Complexos

2.2.1 O conjunto dos Numeros Complexos

Definimos o corpo dos numeros complexos como sendo o conjunto:

C={(y)lxy€eR}

Com as operacdes de adi¢cao e multiplicacao:
Sejam z,w € ¢, tais que z = (a,b) e w = (c,d), entao:
z+w=(a+cb+d)
zw = (ac — bd,ad + bc)
Definimos também:

—z = (—a,—b)
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1 a —b
d =<a2+b2'a2+b2>' z2#0

Notacéo:

1
z7-=—, z#0
z

2.2.1.1 Proposicoes

Apesar de nao necessitarmos de todas as proposi¢coes aqui apresentadas para
as resolucdes das questdes de vestibulares da UFPB, demonstraremo-nas a fim de
ilustrar a aplicagdo dos conceitos fundamentais dos Numeros Complexos, evidenciar
suas propriedades algébricas e fornecer uma base sodlida para o entendimento
completo das operagbes que envolvem esses numeros. A inclusdo dessas
demonstracdes busca ndo apenas ampliar a compreensao dos alunos sobre a teoria,
mas também proporcionar um aprofundamento tedérico que possa ser util em

contextos mais complexos e avancados de Matematica.

Sejam z,w, t € C, entao:

a) z+(w+t)y=(z+w)+t

b) Z+w=w+z

C) 0+z=2z

d) z+(—2z)=0

e) z(wt) = (zw)t

f) ZW = wz

9) 1z=z

h) zz7l=1 z#0

i) zw+t)=zw +zt
Demonstracao:

a) z+w+t)=(CZ+w)+t
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Sejam:

z=(ab), w=(d), t=(ef)

Entao:

z+Ww+t)=(ab)+ ((c,d) + (e [))

b) Z+tw=w+z

Sejam:

Entao:

C) O+z=z

Sejam:

=(a,b)+(c+ed+f)

=(a+(c+e),b+(d+f))

=(a+c)+e (b+d)+f)

=(a+c,b+d)+(e+f)

=(z+w)+t

z=1(ab), w=(cd)

z+w=1(ab)+ (c,d)

=(a+cb+d)

= (c+a,d+Db)

= (¢,d) + (a,b)

=w+z
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z=(a,b) 0 =(0,0)

Entao:
0+ z = (0,0) + (a,b)

=(0+4+a,0+b)
= (a,b)
=z
d) z+(—2)=0
Sejam:
zZ = (a; b), —Z= (_a' _b)l 0= (0,0)
Entao:

z+ (—z)=(a,b) + (—a,—b)

= (a+ (-a),b+ (=b))
= (0,0)
=0
e) z(wt) = (zw)t
Sejam:
z = (a,b), w = (c,d), t=C(ef)
Entdo:

z(wt) = (a,b)((c,d)(e, )

= (a,b)(ce — df,cf + de)
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= (a(ce — df) — b(cf + de), a(cf + de) + b(ce — df))
= (ace — adf — bcf — bde, acf + ade + bce — bdf)
= (ace — bde — adf — bef, acf — bdf + ade + bce)
= ((ac — bd)e — (ad + bc)f, (ac — bd)f + (ad + bc)e)
= ((ac — bd), (ad + bc)) - (e, )

= ((a,0)(c,d)) - (e, f)

= (zw)t
f) ZW = wz
Sejam:
z = (a,b), w = (c,d)
Entdo:
zw = (a,b)(c,d)
= (ac — bd, ad + bc)
= (ca —db,chb + da)
= (¢, d)(a,b)
=wz
g) lz=12z

Sejam:



Entao:

Sejam:

Entao:

Sejam:

z = (a,b), 1 =(1,0)

1z = (1,0)(a, b)

=(1-a—0-b1-b+0-a)

= (a,b)
=z
z(w+t)=zw + zt
1 a -b
z=(ab), z :(a2+b2'a2+b2)' z2#0

1 a —b
= (a'b).(a2+b2'a2+b2)

a —b —
_(a.a2+b2_b.a2+b2'a.a2+b2+b.a2+b2>

3 a?® N b? —ab N ab
“\a2+ b2 a?+b2’a2+b%2 a2+ b2
a® + b?

—([=——Z0
a? + b2
=(1,0)
=1

zw+t)=zw+zt

z = (a,b), w = (c,d), t=(ef)
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Entao:

z(w+t)=(a,b) ((c,d)+(ef))

=(a,b) (c+ed+f)

=(a(c+e)—b(d+f),a(d+ f)+b(c+e))

= (ac +ae — bd — bf,ad + af + bc + be)

= (ac — bd + ae — bf,ad + bc + af + be)

= (a,b)(c,d) + (a,b)(e, f)

=zw + zt

A subtracao, divisdo e potenciagdo de complexos sao definidos de maneira

usual:
Subtracéo:
z—w=2z+(—w)

Divisao:

z -1

—=zZw -, w#0

w
Potenciagao:

%=1
"=z-z-...z
zM=z1.z27v. . z71, z#0, (n=1)

Das proposi¢des anteriormente demonstradas, decorre:

a)
Zq Zy ZiWy + Zowy

i -|- =, Wl * O, W2 * O
wi Wy wiw,
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Prova:
Sejam: z; = (a4, bq), z; = (az, by), wy = (¢1,d1) € wy = (c3,d3)
a) Tomemos -* + 2 e multipliquemos por wyw,, ou seja:
1 2

A 4) Z Zy
— 4+ — 'W1W2:_'W1W2+_'W1W2
w1 Wy 41 Ww»

(garantido pelas proposicoes f) e i))

21 22 -1 -1
—+—]" WiW, = Z4W, *WiWy + ZyW»y *WiWo
Wy Wy

(garantido pela notagéo de divisédo)

R _ -1 -1
—+ =] wywy = zy (W T wwy + Z (W wy)wy

w1 Wy

(garantido pelas propriedades e) e f))

Z1 | 22
—+— ] wiwy = 23w, + Zow,
Wy Wz

(garantido pela propriedade h)

Multiplicando a expresséo por (w;w,)~ 1, temos:

2, 22 -1 _ -1
—+—= | wiwy - (Wywy) 7 = (Zywy + Zowy) - (Wyws)
wy Wy

2R -1 -1
+ s (wywy - (wywy) ™) = (zywy + Zowy) - (Wwywy)
W, W,



Zy Zy

—+—>=ZW + z;wy) - (Wywy) 7t
(5t ) = G+ 22w) - (waw)

(garantido pela propriedade h)
Cuja notagao pode ser dada por:

(Zl Zz) Z1W2 + Z2W1
w; Wy wiWw,

Z1 Zy

-1 -1
— - —= (1w (zyw
= ™) (2w ™)

=22, - (W twy, 1)

(garantido pelas propriedades e) e f))

Cuja notagao pode ser dada por:

2.3 Representagoes de um Numero Complexo

2.3.1 As contribui¢goes de Descartes, Euler e Gauss para a notagao “i”

De acordo com Merino (2006), foi a partir de René Descartes (1596—1650), que
em La Géométrie (1637) se utilizou pela primeira vez o termo nombres imaginaires
para se referir a solugdes de equagdes envolvendo v/—1. Embora de forma nao oficial,
0 conceito comegou a ganhar visibilidade.

Mais de um século depois, Leonhard Euler (1707-1783), por volta de 1777,
introduziu explicitamente a notacdo "i" para representar V-1, segundo afirma
O’Connor e Robertson: “We owe to Euler the notation f(x) for a function (1734), e for
the base of natural logs (1727), i for the square root of -1 (1777), = for pi, X for
summation (1755), the notation for finite differences A y and A% y and many others”

(O'Connor e Robertson, 1998, s.p.).
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Isto é: “Nés devemos a Euler a notagao f(x) para fungdes (1734), e para a
base de logaritmos naturais (1727), i para a raiz quadrada de -1 (1777), m para pi, 2
para somatorio (1755), a notagdo para diferencas finitas Ay e A? y e muitas outras”
(tradugéo nossa).

Posteriormente, de acordo com Milies (1993), Carl Friedrich Gauss (1777—
1855) conferiu rigor a teoria dos numeros complexos, descrevendo-os como pontos
de um plano (o plano de Argand-Gauss) e consolidando i = v—1 como um objeto

matematico legitimo e bem definido.

A observacao de Gauss a respeito da existéncia objetiva dos
numeros complexos ilustra a visdo da Matematica na época.
Parece que o fato de esses numeros poderem ser
representados geometricamente lhes da essa existéncia. Em
outras palavras, parece que, para os matematicos daquele
periodo, os entes geométricos tinham um tipo de realidade
que faltava aos objetos da aritmética. (Milies, 1993, s.p.)

De posse do termo i como unidade imaginaria, definimos um numero complexo z da

seguinte forma:

z=a+bi, ab €eR

Verificaremos, nesse momento, a soma e o produto de numeros complexos, tal como

definimos anteriormente no tépico 2.2.1:
Sejam:
zy =a+bi =(a,b)
Z, =c+di = (cAd)
Entdo a soma € da seguinte maneira:
7z, + z, = (a + bi) + (c + di)
=(a+c)+(b+ad)i

=(a+cb+d)

E o produto € da seguinte maneira:
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zy - 2, = (a + bi) - (¢ + di)

= ac + (ad)i + (bc)i + (bd)i?

Como i? = —1, entéo:
z, -z, = ac + (ad)i + (bc)i — bd
= (ac — bd) + (ad + bc)i
= (ac — bd, ad + bc)
Exemplo:
Tomemos o numero complexo w = i, sabemos que w? = i? = —1. O mesmo

numero complexo w pode ser representado por:

w = (0,1)
Note que:
w? = (0,1)2
= (011) : (0'1)

=©0-0-1-1,0-1+1-0)
=(-10)

= —140-i

2.3.1.1 As poténcias de i

Sabemos que:
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o 3=i2=(-1)"i=—i

o *=22=(-1)-(-1)=1

O
o
3
o
s
I

1, para todo k inteiro vale:

i4k — (i4)k — 1k =1

Logo, para qualquer n inteiro é fato que:

Isto é, as poténcias de i se repetem a cada 4 expoentes.

2.3.1.2 A forma algébrica de um Numero Complexo

Como visto no tépico anterior, o par (a, b) e a expressao a + bi representam o
mesmo numero complexo, mas a forma a + bi é chamada de forma algébrica de um

numero complexo.

2.3.2 Conjugado e médulo de um Numero Complexo

2.3.2.1 O conjugado de um Numero Complexo

Como um numero complexo z = a + bi pode ser representado por (a, b), entao
existe também uma representacdo geométrica dele. O plano cartesiano quando
usado para representar um numero complexo recebe o0 nome de plano complexo (ou
plano de Argand-Gauss); o eixo das abscissas passa a representar o eixo real; e o
eixo das ordenadas passa a representar o eixo imaginario.

Um numero complexo pode ser representado por um ponto ou por um vetor no

plano complexo, que pode ser observado no grafico 2:
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Grafico 2 - Representagdo de um numero complexo no plano complexo.

Im

bl---------"-"-"-----

oQF-----—-—-—-—--

Fonte: Overleaf, autor.
O conjugado Z de um numero complexo z = a + bi é definido da seguinte forma:
Z=a—bi

Z representa o vetor (ou ponto) do plano complexo que sofreu reflexdo do vetor z com
relacao ao eixo real. Sua representacdo no plano complexo pode ser conferida mais

adiante no grafico 3.
2.3.2.2 O médulo de um Numero Complexo

O mdédulo |z|, ou valor absoluto, de um nimero complexo z = a + bi & definido

por:

|z| =+/a? + b2

Graficamente, o moédulo de um numero complexo, que € um numero real
escalar, corresponde ao comprimento do vetor z. Isso também pode ser notado no

grafico 3.
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Grafico 3 - Representagdo do médulo e do conjugado de um nimero complexo

b
z
||
| z
Fonte: Overleaf, autor.
2.3.2.2.1 Propriedades:
Sejam z,w € C, entdo
a) zZ = |z|?
b)  lzw| = |z]|w|
Demonstracgao:
a) zZ = |z|?
Sejam:
z =a+ bi, Z=a— bi
Entao:

zZ = (a + bi)(a — bi)

= (a? — b%i?)
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= (a* = b*(-1))
= (a® + b?)
= |z|?
b)  lzwl| = |z]lw]

Sejam:

z = a+ bi, w=c+di

Entao:
lzw| = |(a + bi)(c + di)|

= |ac + adi + bci + bdi?|

= |ac — bd + (ad + bc)i|

=/ (ac — bd)? + (ad + bc)?

= \/(ac)? — 2abcd + (bd)? + (ad)? + 2abcd + (bc)?

= \/azc2 + b2d? + a?d? + b?c?

= J&2 (2 + d?) + b2 (2 + d?)

= J(@ + b)) (2 + d?)

= /(a2 + b2) - \/(c% + d?)

= |z[|w|

42



2.3.3 A forma trigonométrica de um Numero Complexo

Sejam z = a + bi um numero complexo ndo nulo e 6 o angulo formado pelo
vetor z e 0 semieixo positivo real, entdo podemos representar o vetor z, tomando
como referéncia seu médulo |z| e o menor angulo 6 formado por ele e o semi eixo

real positivo, como demonstrado no grafico 4:

Grafico 4 - Representagao trigonométrica de um numero complexo

Im
z
b ________________
|
|
|
|
|
|
I
0 |
- > Re
Fonte: Overleaf, autor.
Note que:
a
cos(0) = ﬁ = a = |z|cos (@)
Z

b
sen(f) = m = b = |z|sen(6)

Ao substituir na forma algébrica, temos:
z=a+bi
= |z|cos(0) + |z|sen(0)i
= |z|(cos(6?) + isen(H))

z, na forma trigonométrica (ou polar), é dado como sendo:
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z = |z|(cos(8) + isen(9))

Em que 6 é chamado argumento de z, portanto, para um mesmo |z|, qualquer 6 na

forma 6 + 2kn, k € Z, também indica 0 mesmo numero complexo z.
3 0S NUMEROS COMPLEXOS EM VESTIBULARES DA UFPB

A presenca dos Numeros Complexos em exames de selecdo para o ensino
superior no Brasil tem grande relevancia pedagogica, pois evidencia como esse
conteudo foi trabalhado ao longo do tempo no Ensino Médio e qual a sua importancia
no processo avaliativo. No caso especifico da UFPB, que durante décadas realizou
vestibulares tradicionais, € possivel perceber um panorama consistente sobre a
cobranga do tema.

Este trabalho realizou uma analise de 48 anos de provas, abrangendo o
periodo de 1965 a 2012, totalizando 87 provas, uma vez que em alguns anos o
vestibular foi composto por mais de uma etapa ou até por mais de uma edicédo anual.
Desse conjunto, foram identificadas 25 questdes que abordavam direta ou
indiretamente os Numeros Complexos, seja em sua forma algébrica, trigopnométrica
ou em aplicagcdes em equacdes polinomiais.

Todas essas questdes foram resolvidas e comentadas no presente trabalho,
de forma a evidenciar tanto o nivel de complexidade das propostas quanto a evolugao

da abordagem ao longo das décadas.
3.1 O website do professor Lenimar Nunes de Andrade
Os exames de vestibulares da UFPB dos anos de 1965 a 2009 foram baixados

do site do professor Lenimar Nunes de Andrade, cujo ambiente pode ser visualizado

nas figuras 1 e 2:
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Figura 1 - Ambiente do site do professor Lenimar Nunes de Andrade

Provas de Matemdtica anteriores a 1977
dos vestibulares da Universidade Federal da Paraiba

1965 1966 1967 1968
1969 1970 1971 1972
1973 1974 1975 1976

Volta & pagina antedor

Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/

Figura 2 - Ambiente do site do professor Lenimar Nunes de Andrade

Provas dos PSS/Vestibulares da UFPB

( Vvarios arquivos disponibilizados estdo no formato PDFE e comprimidos pelo ZIP )

2009

Portugués, Inglés, Fisica, Quimica, Biologia,
Matematica, Historia, Geografia

12 série DOC (2,8 Mbytes)
PDF (1 Mbyte)
DDF (44 Kbytes) Espanhol Francés
DOC (2,8 Mbytes) DOC (2,8 Mbytes)
PDE (1 Mbyte) PDF (875 Kbytes)

Portugués, Inglés, Fisica, Quimica, Biologia,
Matematica, Historia, Geografia

22 sérije DOC (4 Mbytes)

PDF (608 Kbytes)

GABARITOS n
PDF (150 Kbytes) Espanhol Francés

DOC (282 Kbytes) DOC (20 Kbytes)

PDF (54 Kbytes) PDF (17 Kbytes)

Matematica, Fisica, Biologia, Histéria, Quimica, Geografia
32 sérije PDF (773 Kbytes)

Lingua Portuguesa e Literatura Brasileira, Lingua Estrangeira, Redacéo
PDF (874 Kbytes)

Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/

Esse repertorio se destaca pela organizagao e zelo na preservacgéao histérica,
disponibilizando as provas originais em formato PDF, muitas das quais foram
elaboradas com maquina de datilografar a época. A iniciativa de digitalizar e

disponibilizar esse acervo contribui significativamente para o acesso a memoria
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institucional e a analise de tendéncias e mudangas nos processos seletivos ao longo
do tempo.

Inicialmente, nos anos 1960, as provas de vestibular foram elaboradas pela
Comisséao de Coordenacgao do Concurso de Habilitagdo. Eram utilizadas maquinas de
escrever e mimeodgrafos nessas elaboragbes. Com relagdo as questdes, elas eram
predominantemente subjetivas, como "resolva este problema" ou "complete as
lacunas nas frases".

Ja nos anos 1970, com a criagdo da Comissdo Executiva do Concurso
Vestibular, as provas passaram a ser corrigidas por computador. As provas eram
compostas por questdes objetivas e aplicadas em quatro dias consecutivos,
abordando matérias como Matematica, Comunicagao e Expressao, Estudos Sociais
e Ciéncias Fisicas e Biologicas.

A partir de 1980, o vestibular passou a ser organizado pela COPERVE
(Comissao Permanente do Concurso Vestibular) e houve uma reformulagao
significativa nas provas, que passaram a ser impressas em formato reduzido. Entre
1986 e 1989, e de 1994 a 1999, o vestibular foi dividido em duas etapas: uma primeira
etapa eliminatdria, com questdes objetivas e abertas, e uma segunda etapa com
questdes subjetivas.

Em 1993, foi adotado o sistema de digitalizacao das provas, utilizando o
sistema TeX, e mais tarde, o MS Word. Entre 1971 e 1992, as provas foram corrigidas
com cartdes de resposta perfurados, mas desde 1993 passou-se a utilizar folhas de
leitura édtica.

Em 2000, foi introduzido o Processo Seletivo Seriado (PSS), que dividiu o
conteudo do vestibular em trés etapas, aplicadas ao final de cada série do Ensino
Médio. Embora o PSS tenha sido uma inovagao, ele gerou criticas, especialmente
pela especializacdo excessiva no conteudo da terceira série do Ensino Médio.

As provas dos vestibulares dos anos de 2010, 2011 e 2012, sendo 2012 o
ultimo ano do vestibular tradicional da UFPB, ndo estavam disponiveis na pagina de
internet do professor Lenimar, sendo assim, foram solicitadas diretamente a ele, que

ainda as tinha em seu acervo pessoal.

3.2 Solugoes e comentarios das questoes de vestibular da UFPB de 1965 a
2012
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A partir de agora, apresentaremos as questdes coletadas do site do professor,

bem como sua resolucédo e comentarios:

Figura 3 - Questao 9, secéo |, pagina 1 do Vestibular UFPB 1965

e | ) Esereva na forma a + bi, ,ﬁ-ﬂi N3 e T
1 +¥2'4

Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/
Solugéo:

Basta multiplicar numerador e denominador pelo conjugado de 1 + /2, isto é:

VZ+3i _ V2+8i 1-V2i
14+V2i  14v2i 1-+2i

:\/7—\/7-\/71'+\/§i—\/§i-\/7i
1- (VZi)*

_V2-2i+3i+6
B 1 — 2i2

_V2+V6++3i—2i
o 1-2-(-1)

_(V2+W6\  (V3-2)
-(57)+(5)

Comentarios:

Esta questao envolve a simplificagdo de uma expressao complexa utilizando o
conjugado, técnica fundamental para operagdes com numeros complexos. Ela se
encaixa no subtema de operagdes algébricas com numeros complexos, mais
especificamente na divisdo de numeros complexos. A questdo pode ser classificada
como de dificuldade facil, pois requer apenas o conhecimento da multiplicagéo pelo

conjugado, uma técnica basica, mas que pode gerar erros se o aluno nao tiver pratica.
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Figura 4 - Questéo 9, secao Il, pagina 5 do Vestibular UFPB 1965

9. ( ) Toda equugdc algebrica do grau o, em que o coefi -
ciente do termo de maior grau e diferente da unidade:

) tem todas as rafizes fracionarias

[+

) tem pelo meros uma raiz fracionari

.

[

ten rafizes multiplas

)
) ngo tem raizes fracionarias
)

N9 N

tem pelo mernos ume& reiz imagineria
Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/
Solugéo:
Pelo Teorema Fundamental da Algebra, uma equacao de coeficientes reais ou

complexos tem pelo menos uma raiz complexa. A resposta correta € o item (z).

Comentarios:

A questao envolve raizes das equacgdes algébricas e se encaixa no subtema
de propriedades das raizes de polinbmios. O conteudo exige a aplicagado do Teorema
Fundamental da Algebra e a compreensdo das propriedades das raizes de
polinbmios, como raizes fracionarias, mdultiplas ou imaginarias. Ela pode ser
classificada como de dificuldade média, pois exige conhecimento sobre a natureza

das raizes de polinbmios e a aplicagcado desses conceitos.

Figura 5 - Questao 11, pagina 6 do Vestibular UFPB 1969

h Escreva para cada uma das seguintes equagdes, a maior raiz, quan-
do houver duas, o valor comum quando as rafzes fOrem duplas, ¢ a
letra i (minfisculo) quando n3o houver raiz real:

1) 1 + (3/x) + 2/x° = 0; II) 6x° + 15% + 15 = O;
m)(2x+1)/(x2+x+1);IV)x4-3x2»2-o; v)x2+150

Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/

Solugao:

1)
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Multiplicando toda a equagéo por x? (x # 0):

X’ +3x+2=0

Cujas raizes podem ser encontradas através da formula:

 3+V3—4-1-2
x= 21
—3-1
x1= 2 :_2
—3+1
Xy = > = —

A maiorraizé x = —1

I
6x°>+19x+15=0

Cujas raizes podem ser encontradas através da formula:

—19++192—-4.6-15

X =

2.6
—19-1_ 5

T T3
—19+41 3

2= T T3

. . , 3
A maiorraiz é x = -3
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[II) No enunciado desse item ndo ha sinal de igualdade. Resolveremos ele

admitindo que, como nos outros itens, seja igual a zero:

2x+1 _
x2+x+1

Para que a expressédo seja nula, basta que para um mesmo valor de x o numerador

seja nulo e o denominador seja diferente de zero. Isto é:

1
2x+1=0=~x=—§

Note que:
(3 s (e ri-ger-deo
2 2 4 2 4
Ou seja, a unicaraiz é x = —%
V)

x*=3x2+2=0

Colocando x? em evidéncia:

(x)2-3(x)+2=0

Tomemos x? = t:

t?2—-3t+2=0

Cujas raizes podem ser encontradas através da formula:

(-3 +(-3)?—4-1-2
L= 2-1
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Parat=1=2>x*=1=>x=+1

Parat=2=>x%2=2=x=+2

A maior raiz é x = V2

V)

x = +i

Nao ha raizes reais, portanto, i

Comentarios:

Essa questao trata da analise das raizes de equacdes algébricas, focando na
identificacdo de raizes duplas e imaginarias. Ela exige que o vestibulando determine

a maior raiz das equacoes, considerando o0 caso em que as raizes sao duplas e, em

caso de nao haver raizes reais, como na equacao V, que identifique que as solugdes

sdo imaginarias. Ela pode ser classificada como de dificuldade média, pois envolve

analise e resolugdo de equacgdes polinomiais, aplicando conceitos de algebra

relacionados as raizes reais e imaginarias. A questdo se enquadra no subtema raizes

de equacdes algébricas e € relevante para provas que abordam a resolugdo de

polinbmios e a analise de suas raizes.
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Figura 6 - Questao 6, pagina 16 do Vestibular UFPB 1971.2.

8 Ums egquegdo do tipo ax + bx + e = 0, onde ¢, B, ¢ 850 nume-
rog reals,

a) Pode ter um 20 ruiz fmgz‘rv:z'ria.

b) Munea terd riizes tguais,

e} Tem cvempire duve raives reuis.

@ FPode &c7 1w equayic do primeiro Jrdu.
e) Menkuyma diz allernstivcss

Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/
Solugéo:
Talvez a duvida do vestibulando resida entre as alternativas (a) e (d), porém
pelo Teorema Fundamental da Algebra, a alternativa (a) ndo pode estar correta, pois
se ha uma raiz complexa, existe pelo menos mais outra raiz complexa, que é seu

conjugado.
A resposta correta é o item (d).

Comentarios:

Dada essa solugéo e, embora nao tenha ligagao direta com os Numeros
Complexos, a resolucdo dessa questao ilustra a importancia da compreensao de
conceitos fundamentais da algebra, como o Teorema Fundamental da Algebra, que
garante que qualquer equacédo polinomial de grau n tem exatamente n raizes,
considerando as multiplicidades e levando em conta as raizes complexas. Isso
demonstra que questbes simples envolvendo equagbes quadraticas podem ser
enriquecidas com uma analise mais profunda e com a introducédo de conceitos que

fazem parte do conjunto dos Numeros Complexos.

Figura 7 - Questao 15, pagina 18 do Vestibular UFPB 1971.2.

15. Se ne numerce complexos (1 + W2 ,{a - (/2 odo roizes da
equapao 4;:2 -~dmx +uic + 1 =0, entdo m weler

a) /a 3 b) = 1/a ; e) =-a 3 d) o

Nenhuma das alternetivesa.
Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/
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Solugao:
Seja:
4x2 —4dmx+m? +1=0

Tal que:

a+t+i
x:
1 2
a—1i
x:
2 2

sao raizes, entdo, através das relacdes de Viete, teremos:

(—4m)
+x, =—
X1 T X2 4
Isto é:
a+i+a—i_
2 2 M
2a_
> =m
a=m

A alternativa correta € o item (e).

Comentarios:
Classificagao: nivel médio, ja que requer reconhecimento do padrao conjugado
e uso direto das relagdes de Viete (soma e produto das raizes), além de verificar

consisténcia entre os parametros fornecidos.

Subtema: “polinémios quadraticos com coeficientes reais, pares conjugados e
relagdes de Viete.
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Figura 8 - Questao 18, pagina 19 do Vestibular UFPB 1971.2.

<

8. 0 numero de raizes reafe du egusg&'o Sx” + ::2 -3 =0, £2

a):;@«?; ¢} 3 ; 4d) 4 ; el H.D.A.

Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/
Solugao:
Seja:
5x*+x?—-3=0
Colocando x? em evidéncia:
5(x2)2+x2-3=0
Tomemos x? = t:

5t24+t—3=0

Cujas raizes podem ser encontradas através da formula:

_—1+12-4-5-(=3)

2-5
; _—1—\/61<0
= 10
; _—1+\/61>O
27 10
Para:
—-1-—-+v6l1 ) —-1-—-+ve6l1 —-1—-+61
t = =>x° = >X =
10 10 10
Como:
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-1-+v6l
—<0
10

Entdo, ndo ha raizes reais.

Para
—-1++ve6l1 5 —-1++ve6l —-1++61
t=————— ! =—/—/ > x =4 |[—m
10 10 10
Como
—-1++61
—>0
10

Entdo, ha duas raizes reais.

Gabarito da questao: (b).

Comentarios:

A classificacao é de nivel médio, pois envolve a mudanca de variavel para que
a equagao de grau quatro se apresente como um problema de grau dois. Além disso,
envolve a analise do determinante para consequente distingdo entre raizes reais e
complexas quando se retorna a variavel original. O subtema enquadra-se em

solugdes de equagdes polinomiais de quarto grau e natureza das raizes.
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Figura 9 - Questao 28, pagina 7 do Vestibular UFPB 1973.

- Sy m 2 T - 2
28 = A furg=o quacdratica f(x) = x° - 2x + 2 apresenta as saguin-

tes propriedades:

2) tem z convexidade voltada para baixoe e no bonto x = 0, o
seu valor 3 2

5) nunea se anula e tem & convexidade para Szixo

¢) ¢ nuia nos zentos x = tl ¢ positiva para os valores de x
eXterncs 2s raizes

d) tem a convexidade voltads para cima e & negativa para os
valoreg de x compreendidos entrs 23 paizes

e) 1ao fem raizss ¢ tem a convexidads vol=ada para Laixo
Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/
Solugéo:
Seja:
flx) =x%—2x+2
Vejamos os valores de x para os quais f(x) = 0, isto é:

x> =2x+2=0

Cujas raizes podem ser encontradas através da formula:

DY) 412

2-1

2 — =4
x1=T

2 +V—=4
x2= 2

A fungéo ndo apresenta raizes reais. Como o coeficiente do termo x? é maior
que zero, a concavidade da parabola é voltada para cima, o que implica que a

convexidade € voltada para baixo. Assim, a alternativa correta € o item (e).
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Comentarios:

A questao aborda temas relacionados a concavidade/convexidade das fungdes
quadraticas e a existéncia de raizes reais, que sdo conceitos fundamentais ao estudar
equagdes do segundo grau. A classificagdo dessa questdo seria como facil, pois
requer um conhecimento basico sobre as propriedades das fungdes quadraticas,
como a concavidade da parabola e a condicdo para a existéncia de raizes reais. A
interpretacao do grafico de uma parabola e o calculo do determinante (que neste caso
€ negativo, indicando que nao ha raizes reais) sao suficientes para resolver a questao.

Ela se encaixa diretamente no subtema que trata da analise de funcgdes
quadraticas, envolvendo a concavidade da parabola e a existéncia de raizes reais.
Essa questdo pode ser considerada uma das mais recorrentes em provas de
matematica basica, sendo uma excelente aplicacdo de conceitos fundamentais da

algebra.

Figura 10 - Questao 22, pagina 6 do Vestibular UFPB 1974.

22) Considere o simbolc i que tem as seguintes propriedades:

i) - 1, il=i e i = -1. Além dissc, para este simbclo valenm
as propriedades usuais da Algebra. En*ic podemos escrever que:
¥ mif= -, 4t e 33 2, 80 =% = 1, et
Dando -continuidade a este proacesse, obter

i
ia~0g as seguintes ex-
pressoes:

A An+tl . L4 . vo=4 n=20, 1, 7,.
T jinsl i, i n+Z Ly o ANHS i paran=120,1

Utilizande os conceitcs acima, podemos afirmar gque o 1% termo de
wna P.G. de 4n + % termos cuja razds € i e cujo Gltimo termo &
1+1 @ igual a»

g) 1 - i B} 5 + i c) i+ % @-1—1 e) 1 + 1
Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/
Solugéo:
Sejam:
a,, o primeiro termo de uma P.G;
a;, um termo qualquer de uma P.G;
1, a quantidade de termos de uma P.G;

q, arazao de uma P.G,;
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Entdo a férmula a; = a, - ¢*~! nos fornece a informagdo de um termo qualquer da

P.G. a partir do primeiro termo, da raz&o e da quantidade de termos até chegar a ele.

Assim:

a, =7
ap=1i+1
n=4n+3

q=1i

Logo,
ag=a;-q"*

Como i*"*? = —1, entdo:

i+1=a, (-1

_i_1=a1

Item correto: (d).

Comentarios:

Essa questao explora as propriedades das poténcias de i e sua aplicagdo em
uma progressdo geométrica (P.G.). Ela exige que o vestibulando compreenda as
propriedades usuais da algebra envolvendo numeros complexos, especialmente a
repeticao ciclica das poténcias da unidade imaginaria, que retorna ao valor inicial a
cada quatro poténcias.

A questao pode ser classificada como de dificuldade dificil, pois exige que o
aluno tenha um bom entendimento tanto das poténcias de i quanto das progressoes
geométricas. Ela é relevante em provas que abordam numeros complexos e
progressoes, sendo uma boa pratica para testar o conhecimento dos alunos sobre as
propriedades dos numeros imaginarios e suas aplicacoes.
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Figura 11 - Questao 23, pagina 6 do Vestibular UFPB 1976
23, A equacac fﬁém ~ x° = = 3 possui:
®

"a) quatro ral:ec reais jguais

duas ralzes reais distintas e duas ralzes complexas conjtgadas

r) nenhuma raiz real
d4) guatro raives veais distintas
e} nenhuma das vespostas anteriores

Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/
Solugao:

Seja:
F—x2=—3 (x% #0)
Multiplicando toda a equagéo por x?:

4 — x* = —3x2

x*—3x2—-4=0

Colocando x? em evidéncia:

(x1)2—3(x?) - 4=0

Tomemos x? = t:

t?2—-3t—4=0

Cujas raizes podem ser encontradas através da formula:

_ DV 41 (D
L= 2-1

3-5
t=——=-1
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Parat = —1,

2=—-1=2x=+V-1=2x=+i

Parat =4,

Assim, ha duas raizes reais e duas raizes complexas (uma é o conjugado da outra).

Item correto: (b).

Comentarios:

A questado pode ser classificada como de nivel médio, uma vez que exige
manipulacdo algébrica para reducdo da equagdao a uma forma quadratica e,
posteriormente, interpretacdo das solugdes no conjunto dos numeros reais e
complexos. O subtema a que pertence é “equacgdes polinomiais envolvendo numeros
complexos”, pois combina a resolu¢gao de uma equacao algébrica de quarto grau com
a analise da natureza das raizes encontradas.

Assim, ela ilustra como o vestibular explora ndo apenas a técnica de resolucao,

mas também a compreensao da presenca de raizes complexas em polinbmios.

Figura 12 - Questao 19, pagina 7 do Vestibular UFPB 1983

F

18 Se 2z, =3+t e z, éoseuconjugado, entdo naforma a4+bi &
4
3 4 3
a) -1 bl ———  —| e
. 5 i c) 5 i
4 3 4 3
A —+ —i R e S
5 5 5 5

Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/
Solugéo:
Sejam:
Z1=3+1
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Entao:

9—6i+i?

_9-6i—1
S 9-(-D

Gabarito da questao: (c).

Comentarios:
A questdo apresentada trabalha com a nogado de conjugado de um numero
complexo e exige a manipulagao algébrica da divisdo entre dois numeros complexos.
A classificagcao adequada para esta questao é de nivel facil, visto que se trata
de uma aplicagao direta do conceito de conjugado e da técnica de racionalizagdo do
denominador em fragdes complexas. O subtema envolvido € “operagcdes com
numeros complexos na forma algébrica”, com énfase na divisdo de numeros

complexos utilizando o conjugado.

Figura 13 - Questao 5, pagina 3 do Vestibular UFPB 1986.

05 O niimero complexo — 8 — 10i ¢ raiz da equagdo x4+ bx+ ¢ =0, comb
e c reais, Determinar o valor de b,

Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/

Solugao:
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Se —8 — 10i é raiz de uma equacéo qualquer, entdo —8 + 10i também o é.

Sabemos que a soma das raizes de uma equagao do segundo grau é dada por:
X+ X, =——
1 2 a

Em que x; e x, sdo as raizes de uma equagdo quadratica genérica ax? + bx + ¢ = 0.

Assim, teremos:

b
(=8=100) + (-8 +10i) = — -

~16 = —b

Comentarios:
Trata-se de item de nivel facil, pois demanda apenas o reconhecimento do par
conjugado e a aplicagado direta da soma das raizes. O subtema enquadra-se em

polindmios reais, pares conjugados e relagdes de Viéte.

Figura 14 - Questéao 7, pagina 3 do Vestibular UFPB 1989 12 etapa

07 O valordasoma i +i* +i' +..+ i*® onde i=/ -1 , é

a) 2i b} O c)i—1 d1 el 1 —i

Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/
Solugéo:

Note que i + i? + i3+...+i%° é a soma finita dos termos da P.G. i,i?,i3,...,i%,

i2

cuja razéo q é dada por q = - = i. A soma finita de uma P.G. é dada por:

Em que:
s, € o valor da soma dos n primeiros termos da P.G;
a, é o primeiro termo da P.G;

q € arazaoda P.G.
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Sabemos que:

n = 50 (basta olhar os expoentes de cada termo).

Assim,

Note que i°° = (i*)2-i2 =1-(-1) = —1, entdo:

—1-1
'%=l<i—1>

_ —2i (—1—1’)
140 \—1-i

2i + 2i2
T 1—2

C2i+2(-1)
S 1-(-1

_—2+42i
2

= —1+i

Gabarito da questao: (c).
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Comentarios:
A questdo pode ser classificada como de nivel dificil, pois exige a habilidade

de manipular expressdes algébricas complexas no contexto de uma soma
geométrica. O subtema é o de progressdes envolvendo numeros complexos, com

énfase na aplicagdo da férmula da soma de P.G. cujos termos sado numeros

complexos.
Figura 15 - Questao 16, pagina 5 do Vestibular UFPB 1989 22 etapa
16 Se Z=(x+ iy).{1+1i),com x, y € R, entdo, Z serd um imagindrio puro,se e
somonte se
bl x#Fy dx=-y
Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/
Solugao:

Um numero Z = a + bi € um imaginario puro se, e somente se, sua parte real

for nula, ou seja, se a = 0.

Assim:

Z=(x+iy)-(1+10)
= x + xi + yi + yi?
=x+xi+yi—y
=@ -y)+x+y)

Fazendo:

x—y=0=>x=y

Alternativa correta: (e).

Comentarios:
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O subtema em que se insere € o de operagdes com numeros complexos na
forma algébrica e caracterizagao de tipos especificos de numeros complexos (reais e
imaginarios puros).

A classificagao dessa questao é de nivel médio, pois apesar de demandar uma
manipulagdo algébrica simples, talvez gere duvidas assim como nos gerou no
sentindo da compreensé&o do conceito de imaginario puro. E fato que se x = y, entéo
a parte real de Z sera nula, mas e se x = y = 0?7 Teriamos Z = 0, que implica em um
numero real. Assim, se 0 enunciado pede um Z que seja imaginario puro, entao ja se
subentende que Z # 0, pois caso fosse zero, imaginario puro nao seria.

Portanto, solugdes que garantem x + y # 0 sdo, nesse caso, redundantes (é o
caso do item (a)). Excepcionalmente para esse item, verificamos o gabarito no site do
professor Lenimar Nunes de Andrade, o qual confirma nossa primeira resolugao: a

resposta correta é a alternativa (e).

Figura 16 - Questao 16, pagina 3 do Vestibular UFPB 1992

16. O niimero de raizes reais do polinémio p(x) = x* + x? + 3x - 5 ¢&

2)0 b)1 c)2 d)3 e) 4

Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/
Solugao:
Uma possivel raiz para x3 + x? + 3x — 5 = 0 pode ser algum divisor do termo
independente (-5). Testando cada um desses divisores, € possivel chegar a
concluséo que x = 1 é uma raiz, pois (1)3 + (1)2 + 3 - (1) — 5 = 0. Assim, ao dividir a

expressao x3 + x% + 3x — 5 por x — 1, teremos:

x3+x*>+3x—-5

=x%242x+5
x—1

Isto é:

x3+x2+3x—-5=x%?+2x+5)-(x—1)

Estamos procurando os valores de x tais que (x? + 2x +5) - (x — 1) = 0. Um deles

é, de fato, x = 1. Fazendo x? + 2x + 5 = 0, poderemos encontrar mais raizes:
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x2+2x+5=0
Cujas raizes podem ser encontradas através da formula:

_—2J_m/22—4-1-5
B 2-1

X

_—2—-V-16 -2-V-1-16 —2-+-1-V16 —2-4i

= =—-1-2i
1 2 2 2 2 '
—2++vV=-16 —-2++V-1-16 -24++V-1-V16 —-2+4i ]
X, = = = = =-142i
2 2 2 2
As raizes sdo: x = 1, x=-1-2i e x = —1+ 2i, sendo duas

raizes complexas e uma raiz real.

Gabarito da questao: (b).

Comentarios:

Esse tema faz parte do subtema "raizes de polindmios", que trata da
identificagao e classificagdo das raizes, essenciais no estudo de equagdes algébricas
de grau superior e suas solu¢gdes complexas. A questao pode ser classificada como
de dificuldade média, pois envolve um polindmio de grau 3, sendo necessario “baixar
0 grau”, e envolve a analise das raizes reais, o que requer um entendimento mais

aprofundado sobre a natureza dos polinémios.

Figura 17 - Questao 14, pagina 7 do Vestibular UFPB 1995.

14. Sabendo-se que x € € é uma solugéo da equacéo 2 +1= 0, calcule a scma
des termos da P.G. finita (x*, x8, x12, . x*0)

Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/
Solugao:

Se x é uma solugdo da equacgdo x? + 1 = 0, entdo

x>+1=0
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x = +i

Note que a P.G. x*,x8,x'2%,...,x*° tem 10 termos.

Para x = —i, a P.G. x4 x8 x12, ..., x*0 se mostrara como:
(=% (=D&, (-D*%,...,(-D*°, ou seja, 1,1,1,...,1, cuja soma de seus termos é igual

a.

Para x =i, a P.G. x* x8 x'?,...,x%* se mostrara como: (i)% (V)8 ()?...,(1)*°, ou

seja, 1,1,1,...,1, cuja soma de seus termos € igual a:

Comentarios:

Essa questdo pode ser classificada como de nivel médio, pois exige do
estudante ndo apenas identificar as raizes complexas da equacao dada, mas também
aplicar propriedades de poténcias de numeros complexos e reconhecer a estrutura
de uma progressao geométrica. O subtema em que ela se enquadra €, mais uma vez,
potenciacdo de numeros complexos e aplicacdo em sequéncias. Trata-se, portanto,

de uma questao que conecta diretamente a algebra dos numeros complexos com os
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conteudos de progressdes, mostrando como diferentes areas da matematica se

interrelacionam.

Figura 18 - Questéo 53, pagina 18 do Vestibular UFPB 1998.

53. A representacdo cartesiana dos nimeros complexos 1+2/ , =2+ e -1-2i sao
vértices de um quadrado. O quarto vértice desse quadrado corresponde a

a) 1-i b) 2-i c) 71+ d) 1-2i e) -2-2i

Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/

Solugao:
Sejam:
A=1+2i=(12)
B=-2+i=(-21)
C=-1-2i=(-1,-2)
D =a+bi=(ab)

vértices de um quadrado, entdo sua representacédo no plano complexo pode ser

observada no grafico 5:
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Grafico 5 - A,B,C complexos no plano complexo.

Fonte: GeoGebra (autor)

Note que:
Dist(A, B) = Dist(4,C)

VA= (=2)2+ @2 - 12 =(1-a)? + (2 - b)>
324+12=(1—a)?+ (2 - b)?
10=1—-2a+a*+4—4b+ b?

a’?+b?=2a+4b+5 (x)

Note também que:
Dist(A,C) = Dist(B,D)

VA -(D2+@2-(-2)%=(a—(=2))2+ (b — 1)?
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22442 =(a+2)?2+(b—-1)?

20=a’+4a+4+b>-2b+1

a’?+b*+4a—2b =15 (**)

Note ainda que:
Dist(C,B) = Dist(C,D)

V1= (-2 + (-2 - D2 =/(-1-a)* + (-2 - b)?
12+ (-3)2=1+4+2a+a’*+4+4b+b?
a’+b*+2a+4b+5=10
a’+b%+2a+4b =5 (xxx)
Organizando as trés equacgdes:

a?+b?2=2a+4b+5 (%)
a?+b%?+4a—2b =15 (%)
a?+b%+2a+4b =5 (xx)

Substituindo (*) em (*x)

2a+4b+ 5+ 4a—2b =15
6a + 2b = 10 (*xx*x*)

Substituindo (*) em (**x)

2a+4b+5+2a+4b =5
4a +8b =0 (kxxxx)
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Organizando as equagles (xxxx) € (k¥*xx):

{6a+2b=10
4a+8b =0

E possivel ver que na segunda equagdo a = —2b, e ao substituir na primeira, teremos:
6(—2b) + 2b =10
—12b + 2b =10

—10b = 10

Como b = —1, entado

Logo:
D=2-i=(2-1)
Assertiva correta: (b).

Comentarios:

Essa questao pode ser classificada como de nivel médio, inserida no subtema
de geometria dos Numeros Complexos, com enfoque na distancia entre pontos.
Assim, embora o enunciado esteja formulado em termos de nimeros complexos, uma
estratégia de solugdo para tal problema poderia estar na interpretacdo desses
numeros como pontos no plano, utilizando diretamente as ferramentas da geometria
analitica: distancia entre dois pontos e propriedades de quadrados. Essa abordagem
mostra a versatilidade do tema.
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Figura 19 - Questéo 9, pagina 5 do Vestibular UFPB 2000 - 32 série

9. Sabendo-se que S+i=([/+i){3-2i) e 239—;‘:—{1’+U{3+3U‘r, mostre que

:=q’5+;’)m q’_?_?Q—U‘r & um numero real.

Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/
Solugao:
z=(5+10)%.(239 - i)*

= ((1+DE-20))" (-1 + D3 +20)%*
=1+ B=-2)%-@A+D)* B+20)?°
=1 +i)?%° - 3-20)% - 3+20)
= (14 ((3-20)(3+20)*
=(1+2i+i?)1.(9—4i2)te
=([1+2i—1)"°-(9-4(-1)*
= (20)'° - 13"
= 210.§10. 1316
— (i2)5 .10 . 1316
= (-1)%-2%0. 1316
= —(21°.13%) e R
Comentarios:
Essa questdo pode ser classificada como de nivel dificil, pois envolve uma
manipulacdo extensa de poténcias de numeros complexos, fatoracbes e uso de

identidades fornecidas no enunciado. O subtema ¢é manipulagcdo algébrica e

potenciacdo de numeros complexos, com foco em expressbes que exploram a
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periodicidade das poténcias de i e a simplificagdo de produtos notaveis no plano

complexo.

Figura 20 - Questéo 5, pagina 3 do Vestibular UFPB 2001 - 32 série

5. O numero complexo z=q+ib, onde a, b = Z, é tal que (a, b) pertence

areta 2x—y +]=0. Sabendo-se que |;|:J_7, determine :.

Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/
Solugao:

Sabendo que:

z=a+ bi
E que:
lz| =2
Jaz+ b2 =42
a’?+ b2 =2 (¥
E que:
(a,b)€2x—y+1=0
Entao:

2a—b+1=0

b=2a+1 (x)
Substituindo (**) em (*):

a’?+ 2a+1)?=2

a’?+4a*+4a+1=2

5a°4+4a—-1=0
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Cujas raizes podem ser encontradas com a formula:

_—4+J42-4-5-(-1)

= 2.5
—4-6
a1: 10 :_1
—4+6 1
=710 "5

Para a = —1,
b=2-(-1)+1=-1

~ . 1 .
Como a, b € Z, nao consideraremos a = - nemo desdobramento de b associado.

Portanto,

z=—-1-1i

Comentarios:

Questao classificada como de nivel médio, no subtema geometria dos numeros
complexos no plano cartesiano (forma algébrica e médulo). Trata-se de um item que
integra de forma clara a interpretacdo geométrica do médulo (distancia a origem) com
técnicas de geometria analitica: interse¢ao de reta (b = 2a + 1) com circunferéncia
(a? + b% = 2).
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Figura 21 - Questéo 5, pagina 2 do Vestibular UFPB 2003 - 32 série

UFPB / UFCG

9. Encontre os numeros complexos z, de modulo I,

tais que T.22.7%.z—; |, onde i‘=——] e %

€ 0 conjugado de z.

Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/

Solugao:
Sejaz=a+ bi tal que |z| = 1 e z-z2-73-z% =i
Note que:
z-z*-73-z2*=2.2-2-2-Z 72222

=Z-2)(Z-2)(Z-2)(Z-2)z-2z

=lz|*-|z|? - |z|* - |z]* - z - 2

=12-1%2-12 .12 22

I
N

Comoz-z2-73-z* =i > z? =i, isto é, estamos procurando os valores de z = a + bi,

a,b € R, que satisfazem z2? = i. Isto é:

(a+bi)2=i

a? 4 2abi + b%i? =i

a? + 2abi + b?(—1) =i

a’?—b%>+2abi=0+i

75



Se dois numeros complexos s&o iguais, entao as partes reais de cada um devem ser

iguais e as partes imaginarias devem ser iguais respectivamente, isto é:

{az —b%>=0 (%
2abi =i (xx)
Na expressao (*), temos:

a’ = b?

Na expressao (*x), temos:

2ab=1 ()

Tomando a = —b em (*xx) e substituindo em (x*x*x*):

2(=b)b =1
—b2=1
b= 1
T2

Essa solucéo é incompativel com b € R.

Tomando a = b em (x*x) e substituindo em (**x*x*):

2bb =1
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b2 =

N| =

S
Il
=+
N| =

V2
a=b=>a=+—
2
Portanto, as solugdes séo:
R
zZ = > ) l
e
V2 V2,
zZ = ) ) l

Comentarios:

Essa questao pode ser classificada como de nivel médio e esta inserida no
subtema de propriedades do conjugado de numeros complexos. Trata-se de um item
que exige conhecimento das propriedades de mdodulo e conjugado de complexos,

bem como a extragdo de raizes complexas.

Figura 22 - Questéo 6, pagina 2 do Vestibular UFPB 2004 - 32 série

6. Determine todas as solucdes (reais e complexas) da equacéao
(x?+ 17 =x"+ 1.

Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/
Solugao:
Seja:
(x2+1)?=x%+1
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x*+2x*+1=x*+1

x*+x2=0
Colocando x? em evidéncia:
(x®)?2+x%2=0
Tome x? = t:
t?+t=0

Cujas raizes podem ser encontradas pela formula:

,_T14VIZ 410
- 2-1
-1-1
tl— 2 = -
-1+1
t2: > =

Parat = —1:
x2=—-1=ax=+/-1=2x=+i
Parat = 0:
x2=0=>x=0
(multiplicidade dois)
Comentarios:

A classificacdo é de nivel médio, pois a questdo exige reconhecer a
conveniéncia da substituicdo de variaveis, resolver a equacao resultante e interpretar

corretamente as solugcbes no campo dos numeros complexos. O subtema
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correspondente € o de equacdes polinomiais com redugcdo por substituicdo e

determinacao da natureza das raizes.

Figura 23 - Questéo 5, pagina 2 do Vestibular UFPB 2005 - 32 série.
5. Sejam x e y elementos quaisquer do conjunto G=1{ g=m+ui |m,n €L}, onde ;= J—1. Considere as
seguintes proposicoes e assinale com V a(s) verdadeira(s) e com F, a(s) falsa(s).

() Se y#0, o quociente —‘] = G.

() O produto xy € G.
() Asoma x+ )y € G.

A seqliéncia correta é:

a) VFF b) FVF c) FFV d) VVF e) VFV f) FVV

Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/
Solugao:

(F) Se y # 0, o quociente 5 €G.

Tomex=1+2iey=1+1i,x,y € G, logo:

x_1+2i
y 1+
142 (1—i>
o1+ \1-—i
11—+ 20— 2i
N 1—i?
1+i-2(-1)
1-(-1)
3+
)

3 1. .. 3 3
_E"'ELGEG’pO'SE'EGEZ'

Portanto, assertiva falsa.
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(V) O produto xy € G.

Sejam x, y € G tais que:

x=a+bi
y =c+di,
(a,b,c,d € Z)
Entao:
xy = ac — bd + (ad + bc)i
Tal que:
ac—bd eZ
ad + bc € Z
Portanto, assertiva verdadeira.
(V)Asomax+yeqgG.
Sejam x, y € G tais que:
x=a+ bi
y=c+di
a,b,c,d €Z

Entao:
x+y=a+bi+c+di=(@a+c)+ b+ d)i
Tal que:
a+c€EZ
b+deZ

Portanto, assertiva verdadeira.

Sequéncia correta: FVV. Alternativa correta: (f).
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Comentarios:

Classificagao de dificuldade: nivel dificil, por exigir conhecimento especifico
sobre a distingdo entre fechamento por adicao/multiplicagdo e nao-fechamento por
divisao, além de conter seis alternativas. Trata-se do conjunto dos inteiros gaussianos
(embora ndo precisasse conhecer esse conjunto para resolver o item). Subtema:

estruturas algébricas em C.

Figura 24 - Questéo 11, pagina 4 do Vestibular UFPB 2007 - 32 série - grupo 1

11. A representagaio de um nimero complexo g =a+4#, no plano cartesiano, é o ponto

P(a,b). Suponha que os pontos A, B e C sejam as representacoes das raizes cubicas da Use: \B =173

unidade e que o percurso de uma marcha atlética, com 42 4= de extensio, seja
representado pelo triangulo ABC, cujos lados sao medidos em &z

Nesse sentido, quantas vezes um atleta, partindo de .4, passara pelo ponto B, para completar a prova? I:l

Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/
Solugao:
A,B e C sdo as solugbes de z = V1. Uma solugdo é z = 1 (a mais evidente),

mas ha ainda as possiveis solugdes complexas, isto é:

(a+bi)d=1
a® + 3a?bi + 3ab%i? + b33 =1
a3 + 3a%bi —3ab? — b3i =1
a® —3ab? + (3a®b — b3)i =1+ 0i

Sabemos que dois numeros complexos sao iguais se suas partes reais e imaginarias

forem iguais respectivamente. Isto é:

{a3 —3ab? =1 (»)
3a%2b — b3 =0 (xx)
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De (xx), temos que:
b3 = 3a®b
b? = 3a? (**x)
Substituindo (***) em (*):
a®—-3a(3a?®) =1

a®—-9a® =1

—8a® =1

Substituindo (x*xx) em (xxx*)

3
b? = -
4
V3
b=+—
-2
Logo, as raizes sao:
z=1
__1 V3
zZ = 2 l



Os pontos séo:

No plano complexo:

Grafico 6 - A,B,C complexos no plano complexo

;
C
@
05
A
O
-05 0 05 1
-05
B
o
-1

Fonte: GeoGebra (autor)

Note que:
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Note também que:

Dist(B,C) =3

Note ainda que:

2

piee.n= |(-4-1) +(-)

O triangulo ABC é, portanto, equilatero. Logo, o perimetro P é:

P=3V3km

Entdo, ao dividir a extensdao da marcha atlética, 42 km, pelo perimetro do percurso

triangular, 3+/3 km, teremos:

42 14 14 8092
3v3 V3 1,73 ’

Isto é, dara 8 voltas completas e aproximadamente 0,092 de uma volta. Observe que

0,092 < 1,73 = /3, logo ndo é suficiente para passar pelo ponto B novamente, o que

implica em passar apenas 8 vezes pelo ponto B.

Comentarios:
Classificagao de dificuldade: nivel dificil, pois exige interpretacdo geométrica
no plano complexo e conversdo da distancia total em numero de arestas percorridas.

Subtema: raizes de um numero complexo e distancia entre pontos (geometria
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analitica), ou seja, € um problema que envolve dois conceitos rebuscados. Pode-se
considerar o problema ndo apenas dificil, mas também elegante, pela forma como
conecta propriedades algébricas dos numeros complexos a interpretacdes

geomeétricas.

Figura 25 - Questao 23, pagina 11 do Vestibular UFPB 2008 32 série

Questao 23

Um percurso feito por um atleta, em uma regiio plana, pode ser representado no plano

cartesiano por um segmento de reta AB. Sabendo-se que os pontos .4 e B sio as
-35
N o ) 2445 ..
representagoes geométricas dos numeros complexos 3, =——— e g, =4+37, ¢
3—i
correto afirmar que esse percurso, em unidades de comprimento, mede:

a) 6 b) 4,5 c) 5,5 d) 5 e) 6,5

Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/

Solugao:
Note que:
A=Z+M“
3—1
2440328
3—1

Observe que i3%2 = (i*)8 = 18 = 1 e que i3 = —i, portanto:

2+4-1-(=-D)
B 3—i
2—4i
T 3—

Multiplicando numerador e denominador pelo conjugado do denominador:

_2—4i <3+i>
T 3—i \3+i
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_6+2i—12i—4i2
B 9 — 2

_ 6—10i —4(-1)
99— (=1

_ 10— 10i
10

Zy=1-i=2A=(1,-1)
De Z,, temos que:
Z,=4+3i =B =(43)

O comprimento do segmento AB é a distancia entre os pontos A e B:

Dist(4,B) = /(1 —4)2 + (=1 — 3)2

= (=32 + (=92
=V9+16
=25

=5
Gabarito da questao: (d).

Comentarios:

Essa questdo pode ser classificada como de nivel dificil, pois exige do
vestibulando ndo apenas a manipulagdo algébrica de numeros complexos, mas
também a interpretacdo geométrica no plano complexo. Ela envolve dois subtemas
importantes dentro do estudo dos numeros complexos: raizes de um numero

complexo e distancia entre pontos (geometria analitica), assim € um item cuja
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formulacdo revela elegancia matematica, ao articular conceitos algébricos e

geométricos de maneira integrada.

Figura 26 - Questao 26, pagina 19 do Vestibular UFPB 2009 32 série

Considere, no plano complexo de Argand-Gauss, um relogio cujo centro coimncide com
a origem do plano e que, em determinado instante, a extremudade do ponteiro dos

minutos esta sobre o ponto do plano correspondente ao nimero complexo — \E +7.
Nesse contexto, exatamente cinco minutos apos esse instante, a extrenudade desse
pontetro estard sobre o ponto do plano correspondente ao nimero complexo:

a) V3+i ¢) —1++/3i e) 1++/3i
b) —~3—; d)y —1-+3i

Fonte: mat.ufpb.br/vestibular/
Solugéo:

Sabendo que:

z= IZI(cos(B) + isen(@))

a
cos(0) = m
b
sen(@) = m

Seja z = —/3 + i, temos:

2l = J(~V3)’ + 12 =VE = 2
V3

—/3 5n n
cos(8) = 5 = 0 = arccos — =% (150°) ou 3 (210°)

@) =ss0= (1) _7 (309 ou X (150°
sen(6) = =arcsen|;) =~ ou — ( )

Portanto:
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Um relégio analégico tem 12 marcagdes, em que cada marcagédo percorrida pelo
ponteiro dos minutos corresponde a 5 minutos. Assim, ao dividir o angulo em radianos

de uma volta completa, 2m, pela quantidade de marcacoes, 12, teremos:

Zn_n
12 6

Isto é, a cada 5 minutos, o ponteiro dos minutos varre um angulo de g(ou 30°).

Teremos, entdo, 0 numero complexo:

s _ o (Sn n)_l_. (57‘[ T[)
Z=2|cos{—¢|tisen|———+

Como:

Entao:
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Gabarito da questao: (c).

Comentarios:

Em termos de dificuldade, a questao é dificil, pois exige compreensao tanto de
algebra quanto de geometria no contexto dos numeros complexos, especialmente a
forma trigonométrica de um complexo. A analise dessa questdo também pode
enriquecer a distribuicdo de subtemas do trabalho, destacando a importancia das

operagdes geométricas e representagdes no plano complexo.

Figura 27 - Questéo 19, pagina 6 do Vestibular UFPB 2012 32 série

O fator de poténcia de uma unidade consumidora de energia elétrica é definido pelo
nimero cos¢, em que ¢ ¢ o argumento de um numero complexo S=P+0i,
:

denominado poténcia aparente. O fator de poténcia ¢ uma medida importante, pois
indica se uma umidade consumidora estd utlizando a energia elétrica de forma
eficiente e economica. Se uma unidade consumidora tem poténcia aparente
8§ =40+30i, o seu fator de poténcia ¢:

a) 0,75 b) 0,80 c) 0,85 d) 0,90 e) 0,95

Fonte: arquivo pessoal do professor Lenimar Nunes de Andrade
Solugao:

Basta escrever S = 40 + 30i na forma trigonométrica. Sabemos que:

S| = /402 + 302
= V1600 + 900
= /2500

=50
(tridngulo pitagdrico: 30, 40 e 50)

Sabemos também que:
a

cos(9) =
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40
50

= 0,80
Alternativa correta: (b).

Comentarios:

Essa questao pode ser considerada de nivel facil e se insere no subtema das
aplicagdes da forma trigonométrica dos Numeros Complexos, uma vez que avalia
apenas a capacidade do aluno de identificar o argumento de um niumero complexo e

utilizar o cosseno desse angulo em um problema contextualizado.
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4 CONCLUSAO

A trajetéria dos Numeros Complexos mostra que a Matematica € uma ciéncia
em constante transformacao, fruto da necessidade de resolver problemas até entao
impossiveis no conjunto dos Numeros Reais. De sua rejeigéo inicial a formalizagao
como corpo algébrico, os Numeros Complexos se consolidaram como indispensaveis
tanto no campo tedrico quanto em aplicagdes praticas.

A analise das provas do vestibular da UFPB evidenciou que esse tema esteve
presente de forma consistente ao longo de quase cinco décadas. Resolver e comentar
essas questdes possibilitou identificar a evolugéo do tratamento dado ao assunto e
reforcou a relevancia de seu ensino no nivel médio, ndo apenas como conteudo
tedrico, mas como preparacao efetiva para exames de ingresso ao ensino superior.

Esse estudo permitiu constatar que nas primeiras décadas (1960 e 1970), as
questdes apareciam de forma mais timida, geralmente associadas a equagdes
quadraticas sem solugao real. A partir da década de 1980, percebe-se maior
diversidade, com problemas envolvendo operagdes entre complexos, calculo de
modulos, conjugados e representagdes no plano de Argand-Gauss. Nas décadas de
1990 e 2000, o tema consolidou-se como parte integrante do repertério de questdes,
explorando tanto a parte algébrica quanto a visualizagdo geomeétrica, além de
aplicagdes em progressodes e equagdes polinomiais de grau superior.

A observacao das 25 questdes coletadas permitiu propor uma distribuicdo em
termos percentuais dos subtemas mais recorrentes. Notamos que 10 questdes (40%
dos itens) se concentraram em raizes de polinbmios e equagdes algébricas,
destacando a énfase das bancas em conteudos ligados a natureza das raizes e ao
uso do Teorema Fundamental da Algebra.

Em seguida, 6 questbes (24% das questdes) abordaram a geometria dos
numeros complexos, com representagdes no plano, calculo de médulo, argumento e
aplicagdes trigonométricas.

Ja 16% dos itens (4 questbes) trataram de operagdes algébricas (soma,
produto, divisdo, mdédulo e conjugado), enquanto outros 16% (4 questdes) envolveram
potenciagao e progressées geométricas associadas ao numero imaginario i.

Por fim, apenas uma questao (4% das questdes) explorou estruturas especiais,

como o conjunto dos inteiros gaussianos.
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Essa distribuigdo mostra que, embora diferentes abordagens tenham sido
contempladas ao longo das décadas, o vestibular privilegiou sobretudo o dominio de
técnicas algébricas e o estudo da natureza das raizes, articulando-as com
interpretacdes geométricas e aplicagdes diversas, reforgcando a centralidade didatico-
pedagogica dos Numeros Complexos no vestibular da UFPB e no curriculo de
Matematica do Ensino Médio.

Essa distribuicao pode ser visualizada, em termos de porcentagem, no grafico

7 a sequir:

Grafico 7 - Distribuicdo percentual dos subtemas associados a Numeros Complexos nos exames de
vestibular da UFPB de 1965 a 2012

Distribuicao percentual dos subtemas
associados a Numeros Complexos nos exames
de vestibular da UFPB de 1965 a 2012

m Raizes de Polinbmios e
Equacdes Algébricas

m Geometria dos Numeros
Complexos
Operacgdes Algébricas

m Potenciacéo e Progressodes
Geométricas
m Estruturas Especiais

Fonte: Excel (autor)

Os resultados também evidenciam um contraste relevante: embora
historicamente presentes em exames vestibulares, os Numeros Complexos n&o foram
incluidos no curriculo nacional apontado pela BNCC. Diante de sua relevancia
histérica e algébrica para a Matematica e de seu potencial formativo, defende-se a
necessidade de considerar sua reinclusdo no Ensino Médio.

Assim, compreender o conjunto dos Numeros Complexos ndo é apenas
dominar técnicas algébricas, mas também reconhecer sua importancia histérica,

cientifica e educacional no desenvolvimento humano.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivo investigar a origem e a formalizacdo dos
Numeros Complexos, ao destacar sua importancia histérica, algébrica, além de
verificar sua presenga em provas de vestibular da UFPB.

Ao final do percurso, consideramos que todos os objetivos foram atingidos,
pois o resgate historico permitiu compreender que os Numeros Complexos surgiram
de uma necessidade pratica, foram inicialmente rejeitados, mas se consolidaram
como uma das mais belas extensdes do pensamento matematico. A analise dos
estudos dos matematicos mostrou como o desenvolvimento desse conceito foi
gradativo e em colaboragdo mutua, pois envolveu diferentes geragbes. A
apresentacao da estrutura algébrica e das formas de representagdo geométrica
possibilitou reforgar o entendimento de que os Numeros Complexos constituem um
corpo, com propriedades bem definidas.

A investigacdo das provas da UFPB colaborou ao evidenciar a recorréncia e a
evolugdo do tema ao longo de quase cinco décadas, pois resolver e comentar os 25
problemas encontrados ndo apenas permitiu verificar a predominancia de certos
subtemas, mas também tornou possivel a produgdo de um material de referéncia que
pode ser utilizado por estudantes e professores.

Além de ter cumprido com os objetivos, este trabalho abre espag¢o para novos
estudos. Uma possibilidade é estender a analise para outros vestibulares (de outras
instituicdes que ainda realizam vestibulares tradicionais ou de instituicbes renomadas
que realizam provas de alta dificuldade e grande concorréncia, como o ITA, Unicamp,
Unesp, UERJ, UFSC, PUC, entre outras), ou para o proprio o Exame Nacional do
Ensino Médio (ENEM), embora acredite-se que os Numeros Complexos nunca
estiveram ou estardo nesse ultimo exame.

Essa nova analise pode ter como objetivo verificar se a auséncia dos Numeros
Complexos na BNCC refletiu na redugdo da cobranca desse conteudo nos mais
diversos exames de admissao. Outra opgao de pesquisa seria explorar estratégias
pedagdgicas para o ensino dos Numeros Complexos em turmas do Ensino Médio.
Essas novas estratégias poderiam incluir metodologias ativas e recursos visuais que
favorecessem a compreensao de sua natureza algébrica e trigopnométrica/geométrica.

Por fim, esta pesquisa reforca a perspectiva de que os Numeros Complexos
sdo mais do que uma simples formalidade algébrica. Esse conjunto numérico
representa uma conquista histérica do pensamento matematico e € um conteudo de
grande potencial construtivo (tanto educacional, quanto intelectual). Assim, defende-
se que sua presenca no curriculo da Educacao Basica seja reconsiderada, de modo
a garantir que novas geragdes de estudantes tenham contato com esse topico
fundamental, ndo apenas como preparagao para exames, mas como oportunidade de
desenvolver raciocinio loégico, visdo geométrica, entendimento histérico e
compreensao mais ampla da Matematica como ciéncia.
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