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Resumo

Nosso objetivo neste trabalho é o de introduzir a Teoria Geométrica da Medida (TGM) com
enfoque nos resultados da Férmula da Area e da Cogrea. A férmula da drea pode ser vista como
uma generalizagao do teorema de mudanca de varidveis em integrais miltiplas, geralmente visto
em cursos avancados de Analise. A férmula da codrea, por sua vez, é uma generalizacao do
teorema de Fubini-Tonelli visto em cursos de Teoria da Medida e, tem como caso particular,
a férmula da drea. Tais resultados lidam, a priori, com aplicagoes Lipschitz, mas podem ser
enunciados para aplicacdes de classe C*.

Dedicamos o primeiro capitulo para revisar conceitos e fazer um apanhado de resultados que
usaremos durante o texto e que costumam ser vistos num curso inicial de teoria da medida e
portanto, serao apresentados em sua maioria, sem demonstracao. No segundo capitulo, prepa-
ramos o ambiente para apresentarmos os principais resultados e, por fim, no terceiro capitulo,
vemos sobre os conjuntos retificiveis para também enunciarmos e demonstrarmos as férmulas
da drea e coarea nesse contexto ainda mais geral.

Palavras-chave: Férmula da area; Férmula da coarea; Conjuntos retificaveis.



Abstract

The objective of this work is to introduce Geometric Measure Theory (GMT), with a focus on
the Area and Coarea formulas. The area formula can be viewed as a generalization of the change
of variables theorem for multiple integrals, typically studied in advanced Analysis courses. The
coarea formula, in turn, is a generalization of the Fubini-Tonelli theorem covered in Measure
Theory courses, and includes the area formula as a particular case. These results deal, a priori,
with Lipschitz maps, but can also be stated for maps of class C.

The first chapter is dedicated to reviewing concepts and surveying results used throughout
the text. Since these are typically covered in an introductory measure theory course, most will
be presented without proofs. In the second chapter, we lay the groundwork to present the main
results. Finally, in the third chapter, we discuss rectifiable sets in order to state and prove the
area and coarea formulas within this even more general context.

Keywords: Area formula; Coarea formula; Rectifiable sets.
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Introducao

A TGM pode ser descrita como uma generalizacao da geometria diferencial através da teoria
medida para lidar com aplicagoes e superficies que nao sdo necessariamente suaves. A TGM
consolidou-se na década de 1960, a partir do trabalho de H. Federer e W. Fleming [5], e ela traga
suas origens ao estudar problemas fundamentais como o problema isoperimétrico (encontrar a
regiao plana com um dado perimetro com a maior drea possivel) e em tempos mais modernos, o
problema de Plateau!, de encontrar a superficie no R com menor area possivel cujo bordo seja
uma dada curva suave.

J. Douglas e T. Radé resolveram o problema de Plateau independentemente, o que concedeu
a Douglas a Medalha Fields em 1936 pela sua solugdo. Infelizmente, os métodos desenvolvidos
por Douglas nao se adaptaram bem a extensoes do problema original em dimensoes mais altas.
Surge entao a Teoria das Correntes com Federer e Fleming. Correntes sao funcionais lineares em
espacos de formas diferencidveis e, tal perspectiva leva a uma nova topologia natural no espago
das superficies que tem propriedades boas de compacidade. Essa e outras vantagens que a teoria
das correntes traz, foi o que permitiu que Federer e Fleming, em 1960, provassem a existéncia
de uma solucao para o problema de Plateau em todas as dimensoes e codimensoes.

Apesar da vastidao e da profundidade desses topicos avancados, o foco deste trabalho
concentra-se em uma introdugao fundamental aos pilares da teoria. Dedicaremos nossa andlise ao
estudo da medida de Hausdorff e suas propriedades, a formula da area que é uma generalizacao
do teorema classico de mudancga de varidveis, geralmente visto em cursos de Andlise no R" ou
Medida e Integracao e, a férmula da coarea, uma generalizacao do teorema de Fubini-Tonelli
em teoria da medida. Apresentaremos, para ambas as férmulas da area e codrea, corolarios e
aplicagbes muito importantes que nos ajuda a intuir a teoria e, nos faz entender a importancia
destes resultados. Por fim, falamos sobre os conjuntos retificiveis que de certa forma sao as
superficies generalizadas na teoria da medida. Veremos que estes conjuntos admitem uma nogao
de espacos tangentes aproximados e que a férmula da drea e codrea continuam vélidas sobre eles.
Dentre essas ideias que generalizam conceitos na Andlise em Variedades, também motivamos o
estudo de tais objetos apresentando o Teorema de Estrutura, devido a Besicovitch e Federer,
que nos garante a possibilidade de estudar qualquer conjunto do espago euclidiano, via uma
decomposi¢ao em conjuntos retificidveis e em conjuntos (chamados) nao retificaveis.

Toda a teoria tratada aqui apenas em espacos euclidianos na verdade pode ser generalizada
para abrangir quaisquer espagos métricos. Além disso, a TGM encontra hoje vastas aplicacées
em muitas dreas da matemdtica como, Andlise Complexa e Harmoénica, EDPs, Céalculo das
Variacoes, entre outros. Para os leitores interessados, recomendamos [9] que faz uma coleténea de

muitos resultados e aplicagoes importantes, reservando as demonstragoes para outras referéncias.

!devido ao fisico belga, Joseph Plateau (1801-1883), que estudou fenémenos de tensdes superficiais em geral e,

em particular, peliculas e bolhas de sabao.
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1 Preliminares

O proposito desse capitulo é fazer uma breve revisao de teoria da medida, estabelecendo
notacoes e resultados que serao usados ao longo do texto. Devido a quantidade de proposicoes e
teoremas que serao enunciados aqui, omitiremos grande parte das demonstragoes e caso o leitor
esteja interessado em vé-las, sugerimos as referéncias principais para este capitulo [2], [3], [6]
e [13]. Leitores mais experientes podem partir para os préximos capitulos e voltar aqui caso
necessario.

Na segao 1.1, relembramos defini¢bes bésicas sobre medidas. Na secdo 1.2, comentamos
sobre aplicacOes mensuraveis e integracao com respeito a uma medida, apresentando os teoremas
de convergéncia e o teorema de Fubini-Tonelli. Na secao 1.3, vemos a definicdo de medida e
dimensao de Hausdorff e suas propriedades e, por fim, na secao 1.4, é comentado a respeito de
densidades e diferenciacao de medidas, conceitos esses que serao importantes na apresentacao

da férmula da area.

1.1 Medidas

Apesar de futurarmente trabalharmos apenas em R”, é conveniente comecarmos de maneira

mais abstrata. Seja X um conjunto e P(X) a colecao de todos os subconjuntos de X.
Definicao 1.1. Uma aplicacao p: P(X) — [0, 00] é uma medida em X se cumpre:

1. u@) =0

2. (Monotonicidade) A C B = pu(A) < p(B)

3. (Subaditividade enumeravel) p(lU;"; An) < > 02y pu(Ay).

Observacao 1.1. O leitor mais atento pode notar que a definicdo acima é a de uma medida
exterior, e que na verdade uma medida é uma medida exterior restrita ao conjunto formado pelos
subconjuntos p-mensuraveis de X (veja abaixo). Entretanto, seguindo a maneira mais comum
usada na literatura sobre TGM, usaremos o termo “medida” para ambos tipos de fungoes, a

menos de algum esclarecimento prévio.

Definicao 1.2. (Carathéodory). Um conjunto A C X é chamado p-mensurdvel (ou simples-

mente, mensuravel), se para cada B C X, temos que
w(B) = w(BNA) + u(B\ A)

Exemplo 1.1. Seja p : P(X) — [0, 00] definida por pu(A) = ntmero de elementos de A, se
A é finito, e p(A) = 400, se A é infinito. Entao p é uma medida em X, chamada medida de

contagem.

Exemplo 1.2. (Medida de Lebesgue).
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Sejam X =R" e pu: P(X) — [0, 00] definida por

QeF

onde F é uma cobertura enumeravel de A por cubos com lados paralelos aos eixos coordenados,
e r(Q) denotando o comprimento das arestas de @ (os cubos @) nao sao assumidos como abertos
ou fechados). Entao p é uma medida em R™ chamada medida de Lebesgue n-dimensional e

denotada por L".
Observacao 1.2. Sobre a medida de Lebesgue, valem as seguintes propriedades:

1. L™ é invariante por translagoes, isto é,

LA+ z) = L"(A), Vo € R", VA C R".

2. L™ é homogénea de grau n com respeito a dilatacoes, isto é,

LM(NA) = \"L(A), YA > 0,VA C R".

Definigao 1.3. Dado X um conjunto, M C P(X) é chamado de o-dlgebra se contiver o conjunto
vazio, for fechado por complementacao e por unioes e intersegoes enumeraveis.

Os conjuntos em M sdo chamados mensurdveis com respeito a M, ou (se ficar claro pelo
contexto), mensuraveis. Neste sentido, dizemos que o par (X, M) é um espago mensuravel.

Dada uma o-algebra M chamamos uma fungao p : M — [0, co] de medida em M se satisfizer:
1. u(@) =0

2. (Aditividade enumerdvel). Para toda sequéncia disjunta (A,), .y em M,

i <|_| An> = (A
n=1 n=1
Uma medida ¢ em M é chamada:
1. completa: se para todo £ € M, u(E)=0e A C F implica A € M,
2. finita: se pu(X) < oo;

3. o-finita: se existe uma sequéncia (Ay), oy em M tal que UpenA, = X e, para todon € N,
w(Ay) < oco. Similarmente, um conjunto A C X diz-se o-finito se puder ser coberto por
uma quantidade enumeravel de conjuntos mensuraveis de medidas finitas. Por fim, no caso
de X possuir uma topologia, dizemos que um conjunto A C X é o-compacto se puder ser

coberto por uma quantidade enumerével de conjuntos compactos.

Teorema 1.1. Se i € uma medida em um conjunto X, entdo a colecao de todos 0s subconjuntos

u-mensurdveis de X forma uma o-dlgebra.

14



Definigao 1.4. Uma medida p em X é chamada:
1. regular se, para todo A C X, existe ' y-mensurével, tal que A C E e u(A) = u(E);
2. finita ou o-finita se assim for em todos os conjuntos pu-mensuraveis.

Teorema 1.2. (Sequéncias de conjuntos mensurdveis). Seja (Ap)nen uma sequéncia de con-
juntos p-mensurdveis. Valem as sequintes propriedades:

(1) Se Ay C ... C A, C Apia..., entao
Jim pu(An) = p (G An> :
n=1
(17) Se A1 D ...D Ay D Apyi... e u(A1) < oo, entdio
Jim pu(Ay) = p <ﬁ An> :
n=1

1.1.1 Operagoes com Medidas

Definicao 1.5. Sejam p uma medida em X e C' C X. Entao a restricdo de u a C, denotada
por plLC, é a medida definida por

(bl CY(A) =pu(ANC), VAC X

Definicao 1.6. (Pushforward de medidas). Sejam g uma medida em X e f: X — Y uma
aplicacao. Entao o pushforward de u por f, denotado por fuu, é a medida definida por

fan(A) = p(f~1(A), VACY
Temos a seguinte propriedade em relacao a ambas medidas acima:

Proposicao 1.1. Sejam p uma medida em X, AC X e f: X — Y uma aplicacao. Entdo, dado
B CY, f7Y(B) é u-mensurdvel se, e somente se, é fu(ulL A)-mensurdvel, para todo A C X.

Demonstragao. (=)
Sejam B C Y tal que f~!(B) é u-mensuravel e tome A C X arbitrdrio. Note que, para todo
S CY temos que

Fapl A)(S) = pl A(f71(9) =pn (AN f71(9)
LT (AN TS N TUB)) + (AN FTHSE) N FUB))
=p(ANfH(SNB)+u(Anf1(S\B))
= fp(uL A)(SN B) + fa(uL A)(S\ B)
logo, B é fu(uL A)-mensuravel.
(+=)
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Suponha que para todo A C X, B é fu(uL A)-mensurdvel. Note que, para todo £ C X

temos

p(ENfHB)) +u(EN\fH(B)) = f4(nL B)(B) + f4(nL E)(Y \ B)

def 1.2 fa(uL E)Y) =puL E(X) = u(F)

logo, f~1(B) é y-mensuravel. O

1.1.2 Introduzindo Topologias

Ao entender as nogoes bésicas de medida, é natural comegar a se perguntar a relagao entre
mensurabilidade e conceitos topoldgicos. O leitor interessado pode verificar [12], e descobrir que
na topologia usual do R™, todos os abertos sao Lebesgue mensuraveis e formam uma o-algebra.
Neste sentido, um exemplo de o-dlgebra que tem um papel essencial na Andlise é a chamada
o-dlgebra de Borel em R", denotada por %gn, que por definicdo é a menor o-algebra que contém
todos os abertos de R™. Essa definicao ganha significado ao entendermos bem o que queremos
dizer com “menor”, e ao mostrar que tal o-algebra existe e é tnica.

O termo “menor” significa que se M é qualquer o-algebra que contém todos os abertos de R,
entdo necessariamente Zgn C M. E facil ver que qualquer intersecao de o-algebras é também
uma o-algebra e portanto, podemos definir #g» como a intersecdo de todas as o-algebras que
contém os abertos, ou em outras palavras, a o-algebra gerada pelos abertos do R™. Isso mostra
a existéncia e unicidade da o-4lgebra de Borel.

Partindo dessa nocao, podemos generalizar tal definicao para qualquer espaco topoldgico, é

O que faremos agora.

Definicao 1.7. Seja (X, 7) um espaco topolégico. Definimos a o-algebra de Borel de X como
a intersegao de todas as o-algebras que contém 7 (o-dlgebra gerada por 7, denotada por o(7)).
Denotamos tal conjunto por %x, e os elementos de HBx sdo chamados conjuntos de Borel ou
borelianos.

Uma medida g em X é dita medida de Borel se todo conjunto de Borel é py-mensuravel.
Além disso, 4 é uma medida Borel regular em X, se é uma medida de Borel e, se para todo
A C X, existe E € Bx tal que A C E e u(A) = u(E).

Sendo (X, 7) um espago topoldgico, assumiremos que a o-algebra M de subconjuntos de X
é a o-algebra #Bx de Borel, a menos de alguma referéncia explicita a outra o-dlgebra.
No caso da topologia ser metrizavel por uma métrica d, um critério simples para uma medida

u ser de Borel é dado pelo teorema abaixo.

Teorema 1.3. Seja (X, d) um espago métrico. Uma medida o em X é de Borel se, e somente
se,

u(AU B) = u(A) + u(B)

sempre que A, B C X satisfazem d(A, B) = inf{d(a,b) |a € A,b € B} >0

16



Exemplo 1.3. A medida de Lebesgue L™ é a unica medida Borel regular, invariante por

translacoes no R™ tal que a medida do cubo unitario [0,1]™ é 1.
Defini¢ao 1.8. Uma medida de Borel p em um espago topoldgico (X, ) é dita:

1. aberta o-finita se existe uma sequéncia (Up,)nen de abertos de X tal que

X = UUne,u(Un)<oo, Vn e N.
neN

2. localmente finita se, para cada x € X, existe uma vizinhanca aberta U de x tal que

w(U) < oo.

Podemos perceber que uma medida de Borel localmente finita num espaco topolégico segundo
enumeravel (isto é, satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade) é aberta o-finita.

Uma boa ideia geral que podemos seguir é de que existem duas classes principais de medidas
que interagem bem com a topologia; primeiramente, medidas Borel regular localmente finitas
em espagos métricos separaveis e, segundamente, medidas de Radon (que iremos introduzir na
Definicao 1.9) em espagos de Hausdorff localmente compactos. No decorrer do texto, estaremos
mais interessados em espagos métricos separdveis localmente compactos (por exemplo, aber-
tos do R™ ou, mais geralmente, subconjuntos do R" localmente fechados, como subvariedades

mergulhadas), tipo de espago em que as medidas citadas acima coincidem.

Teorema 1.4. Sejam (X, 7) um espago topoldgico G5 (ou seja, no qual todo fechado é uma
intersecao enumerdvel de abertos) e p uma medida Borel reqular aberta o-finita em X. Valem
as sequintes propriedades:

(1) Para cada A C X, p(A) =inf{u(U) | ACU, Uer}

(13) Para cada A C X com A p-mensurdvel, p(A) = sup{u(C) | C C A,C fechado}

Definigao 1.9. Seja (X, 7) um espago topoldgico Hausdorff localmente compacto. Uma medida

de Radon em X é uma medida de Borel u tal que:
1. Se K C X é um compacto, entdo pu(K) < oo;

2. ParatodoU C X, U € 7,

w(U) = sup{u(K) | K C U, K compacto};

3. Para todo A C X,
p(A) =inf{u(U) | AcCU, Uer}.

Observagao 1.3. Num espaco métrico localmente compacto e separavel (por exemplo, R™), uma

medida é de Radon se, e somente se, for Borel regular localmente finita.
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1.2 Teoria da Integracao

1.2.1 Aplicagoes Mensuraveis

A esse ponto do texto, é importante introduzirmos um termo que sera muito usado. Para isso,
considere uma medida g num conjunto X e seja P(z) uma afirmacao ou férmula que contenha

a varidvel livre € X. Dizemos que P(x) vale para u-q.t.p. (quase todo ponto) x € X se
p({x € X : P(z) é falsa}) = 0.

Dependendo do contexto, dizemos simplesmente que P(x) vale p-q.s. (quase sempre).

Agora extendemos a nogao de mensurabilidade de conjuntos para funcoes.

Definigao 1.10. Dados os espacos mensuraveis (X, M) e (Y, N), dizemos que uma aplica¢ao

f: X — Y é mensurdvel com respeito a M e N (ou simplesmente, mensurédvel) se, para todo

AeN, f1(A)eMm?
Temos, por exemplo:

1. Para X e Y espacos topoldgicos, uma aplicacdo f : X — Y é dita Boreliana ou Borel

mensuravel se ¢ mensuravel com respeito a Bx e By .

2. Para X =R e Y um espago topoldgico (em particular, Y = R), uma aplicacdo f: X — Y
é dita Lebesgue mensuravel se é mensurdvel com respeito a .Z e By, onde Z é a g-algebra

dos subconjuntos Lebesgue mensuraveis de R.

Definicao 1.11. Sejam p uma medida em um conjunto X e Y um espago topoldgico. Uma
aplicacao f : D C X — Y definida em p-q.t.p. de X (isto é, u(X \ D) = 0) é chamada de

p-mensuravel se para todo B € By, f~1(B) é u-mensuravel.

Observagao 1.4. Devido ao fato de que todo subconjunto de medida nula de X é p-mensuravel,
uma aplicacdo f : D C X — Y é pu-mensuravel se, e somente se, qualquer extensio f: X — Y

¢ mensurdvel com respeito a o-dlgebra dos p-mensuraveis e Ay, no sentido da Defini¢ao 1.10.

Vejamos agora algumas propriedades de aplica¢oes mensuraveis (que devido a observagao

acima, também valem para aplicagoes p-mensurdveis).

Teorema 1.5. Sejam (X, M), (Y,N),(Z,0) espagos mensurdveis. Valem as sequintes propri-
edades:

(1) Se f: X =Y eg:Y — Z sido mensurdveis, go f também o é.

(ii) Se X eY sao espagos topoldgicos e f: X — Y ¢é continua, entao f € boreliana.

(iii) Se (fn)pen € uma sequéncia de aplicagoes mensurdveis X — R.3 as sequintes aplicagées
X — R sdo mensurdveis: inf, ey fr,SUP,en fn,liminf, ey fr, limsup, ey frn. Em particular, se

fn converge pontualmente, a funcao limite € mensurdvel. Mais geralmente, se Y € um espaco

2isto é, adaptamos o mantra: “pré-imagem de aberto é aberto” para “pré-imagem de mensurdvel é mensurdvel”.
3definimos R := R U {+o00, —c0}.
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métrico e (fn),en € wma sequéncia pontualmente convergente de fungoes mensurdveis X —Y,
o limite da sequéncia € mensurduvel.
(iv) Se f,g: X — R sdo ambas mensurdveis, entdo f + g, fg, max{f,g} e min{f,g} também

0 sdo. Quando g # 0 entdo 5 também € mensurdvel.

Teorema 1.6. (Egorov). Sejam p uma medida num conjunto X, Y um espaco métrico se-
pardvel, A C X com pu(A) < 0o e (fn)nen uma sequéncia de fungoes p-mensurdveis tomando
valores em Y, a qual converge pontualmente pu-q.s. em A para f: D C X — Y p-mensurdvel.
Entao, para todo € > 0, existe B p-mensurdvel tal que p(A\ B) < & € (fn)nen converge unifor-

memente para f em B.

1.2.2 Integragao

Até o fim desta secao, fixemos uma medida p num conjunto X.

Definigao 1.12. Uma funcao caracteristica de S C X é a funcao yg : X — R definida por

1, sexeS

0, sex &S

xs(z) =

Proposicao 1.2. Seja f : X — [0,00) p-mensurdvel. Entdo existem conjuntos (Ap)nen p-

mensurdveis em X tais que
oo
1
f= Z EXA”'
n=1
Demonstragdo. Defina A; :={z € X | f(z) > 1} e indutivamente defina para n > 2
1 1
Api=qx e X | f(x)> E—I—ZfXAJ-
— j
J
Um argumento indutivo mostra que

1
fZZgXAn’ vVmeN
n=1

e portanto
1
> —
=Y —XAn
n=1
Como 0 < f(x) < oo, entao para infinitos valores de k,x ¢ Ai. Logo, para uma infinidade

de valores de k,

T
L

S|
| =

0< f(x) —

3
Il
—

O]

Na teoria da integracao descrita abaixo, nés consideramos aplicagoes mensuraveis de X em

R. Denotamos por LT (u) o conjunto das aplicacdes p-mensuréaveis de X — [0, oc].
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Definigao 1.13. Dado uma aplicacao ¢ € L*(u), seja Imep = {ai,...,a,} tal que p =

Yoy AiXp-1(q;)- Definimos a integral de ¢ com respeito a u por:

[ =3 aute @) € o.00),
=1

onde convencionamos que 0 - co :=0

Para uma aplicacao arbitraria f € L™ (u), definimos:

7 au= Sup{/so dpt | p € L* () simples ¢ < f} € [0,0].
Pode-se verificar que, dados f,g € LT (u) e c € [0,00),
L [f+gdu=[fdu+ [gdp,

2. [efdp=c/[ fdpu.

Para uma aplicagao f p-mensuravel tomando valores em R, consideramos as partes positiva
e negativa de f, isto é, f := max{f,0} e f~ := max{—f,0} que sao ambas mensurdveis pelo

Teorema 1.5 e satisfazem f = f™ — f~.
Definigao 1.14. Dada uma funcio p-mensurdvel f : X — R, dizemos que f é

1. integrével se [ f*dp < oo ou [ f~du < oo; caso afirmativo, definimos

[ran=[sran- [franc

2. somdvel se [ fTdu < oo e [ f~du < oo, neste caso dizemos que f € L!(u).

Quando precisamos especificar a medida sob a qual estamos nos referenciando a uma aplicacao
integravel, dizemos que a aplicacdo é u-integravel. Além disso, eventualmente, omitiremos o
simbolo p na integral sempre que a medida ja estiver clara pelo contexto. Para um conjunto

mensurdvel £ C X, definimos [ f = [ fxE.
Definigao 1.15. Seja f : X — [0, 00]. Definimos:

1. a integral superior de f, por
/ f dp == inf {/cp dp | ¢ X — [0,00) mensuravel, Im ¢ enumeravel, ¢ > f u-q.s. }
2. a integral inferior de f, por

/f dp == sup {/g@ dp | ¢ : X — [0,00) mensurdvel, Im ¢ enumeravel, ¢ < f M—q.s.}

Proposicao 1.3. Dada f: X — [0,00], valem as sequintes propriedades:
(1) Se f*f:f*f< 0o, entdo f € pu-mensurdvel e ff:f*f:f*f.
(i4)Se f for u-mensurdvel, entio [, f= ["f=[f.
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(7i1) Seja (fn)nen uma sequéncia de fungoes X — [0, 00]. Entdao

Lgnwzglmw
/ ;fndm;/ o dp

Teorema 1.7. (Convergéncia mondtona, TCM). Seja (fn)nen uma sequéncia crescente em

Lt (p), que converge para f € Lt (u) p-q.s. Entdo

[t [

Teorema 1.8. (Lema de Fatou). Seja (fn)nen uma sequéncia em Lt (). Entdo

/lim inf f, <lim inf/fn

Teorema 1.9. (Convergéncia dominada). Sejam (fn)nen uma sequéncia em L' (u) e g somdvel

tais que |fn| < g, para todo n € N. Se (fn)nen converge pontualmente para f p-q.s., entao
feLll(w e[ fa=JFf
1.2.3 Medidas Produto

Definigao 1.16. Sejam p e v medidas nos conjuntos X e Y, respectivamente. Definimos a

medida g X v : P(X x Y) — [0, 00| fazendo para cada E C X x Y,

X v(E) = inf {Z M(An)V(Bn)} )

neN

onde o infimo é tomado sobre todas as colegoes de conjuntos p-mensuraveis A, C X e v-
mensuraveis B, CY (n=1,...) tais que E C |J,,cn(An X Bp).

A medida p X v é chamada medida produto de u e v.

Teorema 1.10. (Fubini-Tonelli). Seja p X v a medida produto de p e v em X X Y. Temos:
(1) Dados A C X p-mensurdvel e B C'Y v-mensurdvel, entao A x B é (u X v)-mensurdvel e
uxv(Ax B)=pu(A)v(B).

(1i) Se E C X XY € o-finito com respeito a p X v, entdo as segoes
By =A{z|(z,y) € E}

€ p-mensurdvel para v-quase todo y € Y,
Ey ={y|(z,y) € E}

¢ v-mensurdvel para p-quase todo x € X. As aplicagoes x — v(E;) ey — u(Ey) sio men-

surdveis e a medida de E pode ser calculada por:
px ) = [ViE:) dute) = [ n(8) avty).
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(7i1) (Tonelli). Se f é uma aplica¢ao integravel definida em X XY tal que {f # 0} é o-finito

com respeito a i X v (o que vale, em particular, se f for somdvel), entdo, o mapa

Yo / f(z,y) du(z)

€ v-integravel, e o mapa
o [ fay) doiy)

€ p-integrdvel, e

/fd,uxu /</fa:y ) dv(y ) /(/fxy du(z )dz/(y).

Exemplo 1.4. A medida de Lebesgue £ em R” também poderia ter sido definida indutivamente
por
LM=Lrtx gt =2 <. x L (n vezes).

1.3 Medida e Dimensao de Hausdorff

A medida de Lebesgue nao é adequada para estudar objetos com uma “dimensao menor” que
a do espago euclidiano R™, como subvariedades mergulhadas ou conjuntos com comportamentos
fractais, como o conjunto de Cantor. E af que entra em acao a medida de Hausdorff. Tal medida
consegue capturar bem o comportamento de conjuntos que, a Lebesgue, nao sao “enxergados”.
Introduzida em 1918 por F. Hausdorff, veremos, dentre outros fatos, que a medida de Hausdorff
H™ é relacionada com a area de uma m-subvariedade mergulhada no R™ e, que € igual a medida

de Lebesgue quando m = n.

Definicao 1.17. 1. Seja ACR", 0 <m < 00, 0 < § < o0o. Definimos:

> diamFE; \ " o
H5'(A) = inf {Z a(m) < 5 Z> | A C U E;, diamF; < 5}

i=1 i=1

onde

(onde T(% +1) = [° t™/2e=tdt é a funcdo gama) de tal forma que, em particular, a(m)
corresponde ao volume da bola unitaria de R™ quando m é inteiro positivo.
Note que tal quantidade cresce conforme § decresce, de tal forma que, o limite abaixo

existe

2. Para A e m como acima, definimos

H™(A) = lim HS'(A) = sup H'(A)

Neste sentido, ¢ imediato verificar que HJ* e H™ sao medidas em R". Chamamos H™ de

medida m-dimensional de Hausdorff e H}* de d-aproximacao de H™.
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Observacao 1.5. Uma observacao importante a se fazer é que podemos definir a medida de

Hausdorff usando coberturas apenas de subconjuntos abertos, ou fechados de R™.

Figura 1: A medida de Hausdorff (drea) de uma superficie é aproximada pelas se¢oes transversais

de pequenas bolas que a cobrem. (Fonte: Morgan [10, p. 9]).

Antes de listar as propriedades imediatas da medida de Hausdorff, vamos relembrar a de-

finigdo de aplicacao Lipschitz entre espacos euclidianos.

Definicao 1.18. 1. Uma aplicacao f : R — R? é chamada Lipschitz se existe uma constante
C tal que
1f (@) = fW)ll < Cllz —yll, Yo,y € R™.

2. A menor constante C' com a propriedade acima é chamada a constante de Lipschitz de f,

denotada por
/() — f()ll

x,yeR”,x%y}-
[z —yll

Lip(f) := sup {

Os seguintes itens da proposicdo abaixo estdo em ordem crescente de trivialidade, de tal

maneira que provaremos apenas o primeiro item.

Proposicao 1.4. (Propriedades imeadiatas da medida de Hausdorff). Para qualquer m €
[0,00), vale:

(1) H™ € uma medida Borel regular em R™.

(i1) HO coincide com a medida de contagem em R™.

(131) Dado uma aplicagio Lipschitz f : R™ — RP, entdo para todo A C R", H™(f(A4)) <
(Lip )" 1™ (A).

(iv) A medida de Hausdorff € invariante por isometrias, isto €, dado uma isometria f : R™ — R"™,
para todo A C R"™, H™(f(A)) = H™(A).

Demonstragao. (i)
FH™ é de Borel.
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Tome A, B C R" com d(4,B) > 0e 0 < § < 1d(A,B). Suponha AU B C UjenE; com
diamFE; <.
Defina A := {E] | E; ﬂA#@} eBB:= {E] | EjﬂB?é @} Entao

AC UEjEAEj e B C UEjEBEj-

Além disso, se E; € A, E; € Bentao E; N E; = (. Daf

ga (dlamE > > Z a(m) <diar2nEj>m
n Z <d1amE >

E;eB

>Hi' (A) +Hs'(B)

Tomando o infimo sobre todos os {Ej}]o.il, temos que HJ'(AU B) > HJ'(A) + HJ(B), com
0 <40 < d(A, B). Fazendo § — 0, temos H"™ (AU B) > H™(A) +H™(B). Donde,

H™(AU B) = H™(A) + H™(B)

para quaisquer A, B C R"™ com d(A,B) > 0. Logo, pelo Teorema 1.3, segue que H™ é uma
medida de Borel, provando nossa afirmacao.
F H™ é Borel regular.

Tome A C R"™ tal que H™(A) < oo; entdo Hi'(A) < oo para todo § > 0. Note que
diamE = diamFE, para todo conjunto E, logo podemos acrescentar a hipétese dos E; (que
cobrem o A) serem fechados na definicao de Hj*(A).

Para cada k > 1, tome fechados {Ef}:il tais que diamEF < %, ACUREF e

> EF 1
S a(m <dlam > <HT(A) + >
P % k

Seja Ay, := UX,EF B = N2 Ag; B é Borel. Além disso A C Ay, para cada k, e portanto A C B.

Por outro lado,

0 k
Za <d1amE > S/HEL(A)%-E
1

1=
Fazendo k — oo, obtemos H"™(B) < H™(A). Mas A C B, e portanto H™(A) = H™(B). O
Proposigao 1.5. Para 0 < s <t < oo e A CR", temos que
(i) H*(A) < 0o = H'(A) = 0.
(ii) H'(A) > 0= H*(A) = oco.
Demonstragao. Note que o item (ii) é apenas a contrapositiva do item (z). Logo, provaremos

apenas (i).

Seja H*(A) < oo e § > 0. Entdo existem conjuntos {E;};2; com diamFE; < §, A C U2 E; e

= diamF;
> afs) <1am > < HI(A) +1 < HY(A) + 1.
=1
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Consequentemente,

> diamFE; )
alt
<3200 (5

(t) 55— tz (dlamE ) (diamE;)' ™

os

)
< O‘(tif—f(st—s (H*(A) +1).

os

Fazendo § — 0 concluimos H!(A) = 0. O
Segue que inf{m € [0,00) | H™(A) = 0} = sup{m € [0,00) | H"(A) = o0} € [0, 0]
Definicao 1.19. A dimensao de Hausdorff de um conjunto A C R™ é
dimy A = inf{s € [0,00) | H*(A) = 0}

Com a notagao acima, note que para todo ¢t > dimyA temos H!(A) = 0 e, para todo
t < dimy A temos H!(A) = oo. Quando t = dimy A, nada podemos dizer sobre H!(A) € [0, 00].
Por outro lado, se existe t € [0,00) tal que 0 < H!(A) < oo, entdo dimyA = t.

Exemplo 1.5. Seja C o conjunto de Cantor usual em R. Entao dimyC = logz2 = se H*(C) =1
(cf. [8]).

Proposicao 1.6. (Propriedades imediatas da dimensao de Hausdorff).

(1) A dimensdo de Hausdorff € invariante por isometrias.

(i) Seja f : R™ — RP uma aplicagao Lipschitz. Para todo A C R"™, dimy f(A) < dimyA.
Em particular, se f for bi-Lipschitz sobre sua imagem (isto €, f € Lipschitz e tem uma inversa
Lipschitz f~' : ITmf — R™ ), entdo para todo A C R™,dimy f(A) = dimyA.

(1i1) Se A C B C R", entao dimyA < dimyB.

(1v) Se A =UpenAyn, C R”, entdo dimy A = sup {dimy A, | n € N}.

Enunciamos abaixo a famosa desigualdade isodiamétrica que tem como consequéncia a igual-

dade das medidas de Hausdorff e Lebesgue n-dimensionais em R™.

Teorema 1.11. (Desigualdade isodiamétrica). Dentre todos os conjuntos com diagmetro fixado,
a bola € a que tem maior volume. Em outras palavras, para todo A C R",
diamA\"
£ < afn) (52
Teorema 1.12. Para todo 6 > 0, L™ = H" = Hf em R"

Corolario 1.1. dimyR"” =n

Demonstragao. Escreva R™ = UgenCl, onde cada Cp é um cubo centrado na origem com raio
k. Logo, cada Cj tem medida de Lebesgue finita e portanto 0 < H"(C)) < oo, de modo que
dimyCy, = n, para todo k € N. Logo, pela Proposicao 1.6, segue que dimyR" = n. ]

Corolario 1.2. Se W ¢ um subespaco vetorial k-dimensional de um espaco normado V', entdo
dimy W = k.
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1.4 Densidades e Diferenciacao de Medidas

Antes de apresentar o que pretendemos, é valido ressaltar que a demonstracao dos resultados
desta se¢ao (incluindo o teorema anterior 1.12) depende dos famosos teoremas de cobertura de
Vitali e Besicovitch, os quais nao vamos enunciar aqui. Sendo assim, sugerimos que o leitor

interessado consulte as referéncias [3], [6] e [8].

Definicao 1.20. Sejam g uma medida num espago métrico X, A C X, ¢ € X,n > 0 real e

B(z,r) a bola fechada centrada em x de raio r. Definimos:

1. a densidade superior n-dimensional de A em x com respeito a p :

0" (1, A, ) = limsup AN B:1)

n st aln)rm € [0, 0.

2. a densidade inferior n-dimensional de A em = com respeito a u :

O%(u, A, ) = liminf WANB@,r))

r—0 a(n)rn € 10, 00].

Se ©*™(u, A, x) = ©2(u, A, x), denotamos o valor comum por O"(u, A, ), o qual é chamado
densidade n-dimensional de A em x com respeito a p.
Para A = X, usamos as notagoes ©*"(u, x), ©7(u, ) e ©™(u, z) para O (u, X, z), O (1, X, )

e ©"(u, X, x), respectivamente.

Teorema 1.13. Sejam p uma medida de Borel num espago métrico X, t >0 e A C B C X.
Se ©*(u, B,x) > t, para todo x € A, entdo tH"(A) < u(B)

Teorema 1.14. (Teorema da densidade superior). Sejam p uma medida Borel-regular num

espago métrico X e A C X p-mensurdvel. Se p(A) < oo, ou se u for aberta o-finita, entdo
0" (u, A,x) =0 para H"-q.t.p. x € X \ A

Teorema 1.15. Se A C R™ é L™-mensurdvel, entao O™ (L™, A, x) existe para L™-q.t.p. x €
R™ " (L" A, x) =1 para L™-q.t.p. £ € A e O™ (L™ A, x) =0 para L"-q.t.p. x € R™\ A.

Definicao 1.21. Sejam p e v medidas de Radon em R™ (isto é, pela Observagao 1.3, u e
v sao medidas Borel regulares e com a propriedade de que para todo compacto K C R”,

u(K),v(K) < o). Para cada x € R", defina

lim sup,_, % se u(B(z,r)) > 0 para todo r > 0

+o0 se u(B(z,r)) = 0 para algum r > 0

m i v(B(zr)
Dya) i liminf, 50 Zpery  se w(B(z,7)) > 0 para todo r > 0

+o0 se u(B(z,r)) = 0 para algum r > 0
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Definigao 1.22. Se D,v(x) = D, v(x) < oo, dizemos que v é diferencidvel com respeito a y em
T e escrevemos

Dyv(x) = Dyv(x) = D,v(x)
D,v ¢é a derivada de v com respeito a f.
Veremos sob quais condigoes D, v existe e quando v pode ser recuperado ao integrar D,v.

Teorema 1.16. Sejam p e v medidas de Radon em R™. Entdo
(i) Dyv existe e € finita p-q.s.

(it) Dyv € p-mensurdvel.
Definicao 1.23. Sejam p e v medidas de Borel em R™.

1. v é absolutamente continua com respeito a u se, para todo A C R™, u(A) =0= v(A) =0.
Notacao: v <

2. v e p sdo mutuamente singulares se existe A C R™ conjunto de Borel, tal que u(R™\ A) =
v(A) = 0. Notacao: v L p

Teorema 1.17. Sejam u,v medidas de Radon em R™, com v < p. Entao

v(A) = / D,v du,
A

para todos os conjuntos u-mensurdveis A C R™.
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2 Formulas da Area e Coarea

Neste capitulo, estudamos aplica¢oes Lipschitz (relembre a Definigdo 1.18) de R™ em R™ e
duas generalizagoes da férmula de mudanca de varidveis classica, a saber, a férmula da &area,
para n < m, e da codrea quando n > m (que por sua vez, também é uma generalizacao do
teorema de Fubini-Tonelli 1.10).

Na secao 2.1, apresentamos resultados importantes a respeito de aplicagoes Lipschitz que
serao usados durante o capitulo. Na secao 2.2, revisamos conceitos de Algebra Linear para
apresentarmos a importante definicao de Jacobiano. Na segao 2.3, vemos a ideia de linearizagao
de aplicagoes Lipschitz, essencial para tratar das férmulas da area e da codrea, as quais apresen-
tamos e demonstramos, respectivamente, nas ultimas duas secoes 2.4 e 2.5, juntamente de seus

respectivos coroldrios e aplicagoes.

2.1 Alguns Resultados Sobre Aplicacoes Lipschitz

2.1.1 Extensoes

Sejam A CR" e f: A — R™ uma aplicagdo Lipschitz. Como veremos nos desenvolvimentos
subsequentes, é 1til extender f a uma aplicagao Lipschitz definida sobre todo o R™, mantendo

a mesma constante Lipf. Vejamos o lema necessario para provar o teorema seguinte.

Lema 2.1. Dada uma colecdo finita de bolas fechadas {B(zy, )}, em R™, seja

N
Cy = ) Bak, tri), t > 0.
k=1

Se s =inf{t > 0| C; # 0}, entdo s < oo e Cy se reduz a um unico ponto xg, o qual é dado pela

combinagao convexa dos xy tal que ||xg — x| = srg.

Teorema 2.1. (Kirszbraun). Sejam A C R™ e f : A — R™ wma aplicagao Lipschitz. Entao
existe uma aplicagdo Lipschitz F : R™ — R™ tal que F' = f em A e LipF = Lipf.

Demonstragao. Mostremos que, se A C R™ propriamente e y € R™ \ A, entao existe z € R™ tal
que, definindo g : AU {y} — R™ por
f(z), sexe A

g(z) =
zZ, e x =1

entao Lipg = Lipf.

De fato, supondo Lipf = 1, buscamos z € R™ com ||z — f(z)| < |ly — ||, para todo = € A.
Em outras palavras, queremos que a colegao {B(f(x), ||y —z||) | z € A} de bolas fechadas em R™
tenha intersecao nao-vazia. Segue da compacidade das bolas que podemos reduzir tal problema,

ao de provar que, para todo subconjunto finito {:rk}{gvzl de A, temos
N
(AB(f (zx), ly — 2ll)} # 0.
k=1
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Pelo Lema 2.1, existe s > 0 e z € R™ tais que, a menos de uma permutacao dos zj e para algum
MeN 1<M<N,

N M

ﬂ )oslly —ail), Nz = f @)l =sly—zxll, 2= S (@),

el k=1
com)\k>0para1§k§MelzZ,iw:1>\k.

Fs<l1

De fato, note que

5

/\k(z — f(a;k

M
Z MeAn(z — fxn), 2z — f(xn))
h:

x>
I
—

Medn([lz = f@)ll® + 1z = f@)ll® = I1f (zx) — F2a)])

—_

N (8%l — ol |2 + 8%y — 2nl® — ||z — 2al?)

—

NeAR (282 (y — o,y — ap) + (5% — 1) ||lzg, — z)|?)

AV
M= M= M=

—

2

M M
=25" Y My —a)|| + (=1 D Mednllag — .
k=1 hh=1

Logo, ou M =1, donde s =0, ou M > 1, donde s < 1, provando nossa afirmacao.

Seja G o conjunto dos pares (g, B) onde A C B, g: B — R™, g = f em A e Lipg < Lipf.
Definimos a relagao de ordem parcial (g1, B1) < (g2, B2) se B1 C By e g2 = g1 em Bj. Pelo lema
de Zorn*, existe um elemento maximal (g, B) em G. Se B for subconjunto préprio de R” entéo,
pelo que provamos acima, (g, B) nao seria maximal. Logo, B = R".

O

2.1.2 Diferenciabilidade

Agora, vamos definir alguns conceitos necessdrios para enunciar e demonstrar o teorema de
Rademacher que diz que aplicacoes Lipschitz sao diferencidaveis quase sempre.

Relembre que uma aplicacao f : R™ — R™ ¢é diferenciavel (no sentido de Fréchet) em z € R”
se existe uma aplicacao linear L : R™ — R™ tal que

o M) = fl@) = Ly —2)| _

e Iz =yl

Se tal aplicagao L existe, ela é tinica e a denotamos por D f(x). Dizemos que D f(x) é a derivada

de f em x.

4sim, nés acreditamos no Axioma da Escolha.
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Definicao 2.1. Seja A C R™. Dizemos que uma aplicagdo f : A — R™ tem limite aproximado
y em a se para todo € > 0, O"(H",R"\ {x € A| ||f(z) — y|]| < €},a) =0, ou também,
L H(R {r € A] |f(x) — y] < ) N B(a,r)

r—0 a(n)rn =0

Escrevemos y = aplim,_,, f(x).

Proposicao 2.1. Seja A C R™. Uma aplicagdo f : A — R™ tem limite aproximado y em a se,
e somente se, existe B C A tal que ©"(H",R"\ B,a) =0 e f|p tem limite y em a.

Demonstragdo. A volta é imediata, vejamos a ida.
(=)

Assumimos y = 0. Por hipétese, para cada i € N, os conjuntos
n 1
A =R\ {r e Alf@)] < 5}

sao tais que O™ (H", A;,a) = 0, para todo i € N.

Tome 1 > ro > ... tal que
H"(A; NB(a,r))
a(n)rm

1
< =,
< o

sempre que 0 < r < r;, para cada ¢ € N.

Note que Ay C Ay C ... e tome R" \ B = (J,;cn(4i NB(a,7;)), donde segue que
n n 1 n
B=[)((R"\ A) U (R"\B(a,r;))) = B= [z € Al[f(2)] < - UR"\ B(a, )
1€EN €N

logo, é claro que f|p tem limite y (= 0) em a.
FO"(H",R"\ B,a) =0

Fixado 4, tome r; > s > r;11. Entao,

H"(R"\ BNB(a,s)) < H"(A; NB(a,s)) + H"(Ai+1 N B(a,ri+1))
+ Hn(Ai+2 M IB%(a, T'i+2)) =+ ...

1 1 1

1 1 1 1
< an)s" (QZ + ST + 372 +.. > = a(n)aniil.
Logo,
H"(R™\ BN B(a,s)) 1
< —.
a(n)sn 2i—1
Fazendo s — 0 entao i — oo, donde segue que O"(H",R" \ B,a) = 0. O

Definicao 2.2. Sejam A C R", a € A e uma aplicagdo f: A — R™.

1. Dizemos que f é aproximadamente continua em a se f(a) = aplimy_,, f(x).
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2. Dizemos que f é aproximadamente diferenciavel em a se existe uma aplicacdo linear L :
R"” — R™ tal que

ot @ = F@ =L =a)]| _

va |l = all

Escrevemos L = apD f(a).

Observagao 2.1. Em geral, o termo “aproximadamente” significa: a menos de um conjunto de

densidade 0.

Proposicao 2.2. Uma fun¢do mensurdvel f : R™ — R € aproximadamente continua L™-quase

sempre.

Teorema 2.2. (Rademacher). Seja f: R™ — R™ Lipschitz. Entao [ é diferencidvel no sentido

de Fréchet L™-quase sempre.

Demonstragdo. A demonstracao tem 5 passos:

(1) Uma fungdo monétona f : R — R é diferencidvel £!-quase sempre.

(2) Toda funcao f : R — R que é localmente de variacao limitada (e portanto, toda fungao
Lipschitz) é diferencidvel £!-quase sempre.

(3) Uma aplicagao Lipschitz f : R™ — R™ tem derivadas parciais £™"-quase sempre.

(4) Uma aplicagao Lipschitz f : R™ — R™ é aproximadamente diferencidvel £"-quase sempre.
(5) Uma aplicacao Lipschitz f : R™ — R™ é diferencidavel £™-quase sempre.

O passo (1) é um resultado padrao em livros avancados de andlise e/ou teoria da medida,
como por exemplo, no capitulo 3 de [12]. O passo (2) segue da decomposigao de uma fungao
de variagao limitada como a diferenga de duas fun¢ées mondtonas. O passo (3) segue imedia-
tamente do passo (2). A deducdo de (4) via (3) é técnica, mas nao surpreendente, dado que
a existéncia de derivadas parciais continuas implica diferenciabilidade e que uma fungéao men-
suravel é aproximadamente continua quase sempre. Se (3) vale sempre, nao segue que (4) vale
sempre.

A conclusao final (5) segue do fato de que, se uma aplicagao Lipschitz é aproximadamente
diferenciavel em um ponto, entao é diferenciavel neste ponto. Concluimos a demonstracao com
uma, prova deste fato.

Suponha por absurdo que existe uma aplicacao Lipschitz f : R® — R™ que é aproximada-
mente diferenciavel em a mas que nao é diferencidvel em a. Para simplificar, vamos assumir
a=0,f(0)=0eapDf(0)=0.

Como f nao é diferencidvel em 0, existe 0 < € < 1 e uma sequéncia (a;);eny com a; — 0, tal

que || f(ai)|| > €lla;]|. Seja C := max{Lipf,1}, entao para todo z € B (ai, E‘?‘)%f”), temos

llaill = If (@) < M1 fla)l| = 1f ()|l < [1f(ai) = f(z)|
ellaill _ ellaill
3C — 3

< Lipflla; — || < Lipf

Além disso, temos

ellaill _ Allaill _ 2llaill _ Jl=ll

2l < lladl + 1z = aul) < flaall + Sttt < = = =2 > B0
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Entéao, para todo z € E = J;cyB (ai, Eg‘g”) temos || f(z)| > 6“;”'
- O"(H", E,0) £ 0

De fato, tomando 7; := ||a;|| + ella|

“3¢- entao perceba que B (ai, 5!(3”) C B(0,7;) e portanto

O™ B,0) = lim TE) » ppy e (3 (o 63@) ) L2y o) (30”)” .
Peealmrt T am) (ol + )" T atm) (Jladl + el

I _
= <4||aiu>” AnCn

> 0.
3

Mas isso é um absurdo, pois pela Proposigao 2.1, ©"(H", E,0) = 0. Logo, f é diferencidvel
em 0.

O]

Coroldrio 2.1. Seguindo o enunciado do teorema, temos que a aplicagao linear D f(x) é bore-

liana para cada v € R™ e Dy = {x € R" | f € diferencidvel em x} € um conjunto de Borel.

Definicao 2.3. Seja 2 C R™ aberto e considere uma aplicacao f : € — R™. Dizemos que f
é localmente Lipschitz se, para todo ponto z € 2, existe uma vizinhanga U de x tal que f|y é

Lipschitz.

Observagao 2.2. L™|q é chamado trago de £ em 2 e denota a restricao P(2) C P(R") da
medida L™ : P(R"™) — [0, o0]

Corolério 2.2. Sejam Q C R™ aberto e f: Q — R™ localmente Lipschitz. Entao f é L™|q-q.s.
diferencidvel no sentido de Fréchet, o conjunto dos pontos onde f € diferencidvel é de Borel e a

derivada de f € boreliana.

Corolério 2.3. Sejam f,g : R™ — R™ localmente Lipschitz e Y = {x € R" | g(f(x)) = =}.
Entao Dg(f(x)) o Df(x) = idgn para L™-q.t.p. x €Y.

Por fim, enunciamos um resultado que nos permite aproximar aplicacoes C'' de aplicacdes

Lipschitz.

Teorema 2.3. Sejam A C R" e f : A — R™ Lipschitz. Dado € > 0, eriste uma aplicagcao
g:R" = R™ que é Cl e tal que L"({x € A| f(z) # g(x)}) <e.

Note que a aproximagao é em um sentido forte: as aplicagoes coincidem exceto num conjunto
de medida .
2.2 Aplicacoes Lineares e Jacobianos

2.2.1 Revisando Algebra Linear

Agora vamos rever alguns resultados em Algebra Linear com o objetivo de definir o jacobiano

de uma aplicagao f : R” — R™.
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Definicao 2.4. ® Sejam K um corpo, V um K-espaco vetorial de dimensdo n e T : V — V uma

aplicagao linear. Como dim A"V = 1, a aplicagao linear

/\TT:/T\U—>/T\V

¢é dada pela multiplicacao por um elemento A € K. Definimos o determinante de T" via det T = A.
Assim, se B = {ej,...,e,} é uma base de V,

T(er)N...NT(en) =det(T)(e1 A... Nep).

O determinante de uma matriz A € M, (K) é o determinante da aplicagao linear 7" : K" — K"

tal que sua matriz relativa a base canonica é [T] = A.

Proposicao 2.3. (Propriedades do determinante).

Sejam V' um K-espaco vetorial de dimensdo n, S, T : V — V aplicagoes lineares e A, B €
M, (K).
(1) det(SoT) = (detS) - (detT).

i) A det A € uma funcgdo alternada nas colunas de A.
i) det I =1, em que I € My, (K) denota a matriz identidade.
v) det(AB) = (det A) - (det B).

(
(
(iv) As colunas de A sdo linearmente independentes se, e sé se, det A # 0.
(
(vi) det A® = det A, em que A' denota a matriz transposta de A.

(

vii) T é um isomorfismo se, e sé se, det(T") # 0.

Definigao 2.5. 1. Seja A : R® — R™ uma aplicacao linear. O adjunto de A é a aplicacgao
linear A* : R™ — R"™ definida por

(z, A%y) = (Az,y)
para todos x € R",y € R™
2. Uma aplicacao linear O : R®™ — R™ é ortogonal se
(Oz,0y) = (z,y)

para todos x,y € R™. Denotamos o conjunto das aplicagoes ortogonais O : R™ — R™ por
O(n,m).

3. Uma aplicagao linear S : R™ — R” é simétrica se

(z,8y) = (Sz,y)

para todos z,y € R™. Denotamos o conjunto das aplicacoes simétricas S : R — R" por
Sym(n).

Srelembre que A"V denota a n-ésima poténcia exterior do espaco vetorial V', cujos elementos sdo da forma

VI AV2A A\ Up.
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Teorema 2.4. Considere A : R™ — R™ e B : R™ — R" aplicacdes lineares.

(i) A% =
(i) (AoB) = B* o A*
(iii) O* = O~ ! se O : R® — R" € ortogonal
(tv) S* =95 se S:R™ = R" € simétrica
(v) Se O : R™ — R™ ¢ ortogonal, entdon <m e
O* 0O = idgn
O o O = idgm

Teorema 2.5. (Decomposic¢ao polar). Seja L : R™ — R™ uma aplicagdo linear.
(1) Se n < m, entdao existe uma aplicagio simétrica S : R™ — R™ e uma aplica¢ao ortogonal
O :R™ - R™ tal que

L=0oS

(1) Se n > m, entao existe uma aplicagao simétrica S : R™ — R™ e uma aplicagdo ortogonal
O :R™ — R" tal que
L=So00"

2.2.2 Jacobianos
Definimos agora o jacobiano de uma aplicagao linear.

Definigao 2.6. Seja L : R™ — R uma aplicagao linear.

7) Se n < m, escrevemos L = O o S e definimos o Jacobiano de L por

(4) : p
[L] := |detS]|.

(i) Se n > m, escrevemos L = S o O* e definimos o jacobiano de L por
[L] := |detS|.

Observagao 2.3. Segue do Teorema 2.6 abaixo que a definigdo de [L] é independente de escolhas

particulares de O e S. Observe também que [L] = [L*].

Teorema 2.6. Seja L : R™ — R™ uma aplicagdo linear.
(1) Sen <m,
[L]? = det(L* o L)

(13) Sen > m,
[L]? = det(L o L*).

Demonstragao. Assuma n < m e escreva
L=0o0oS=L"=S00"

Entao
L*oL=S00*000S8 %52

Daf, det(L* o L) = (detS)? = [L]*. A prova de (i) é anéloga. O
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A férmula de Binet-Cauchy abaixo nos dd4 uma maneira 1til de computar [L].

Teorema 2.7. (Férmula de Binet-Cauchy). Seja L : R™ — R™ aplica¢ao linear com n < m.
Entao

[Ll= | > (detB),

Bep(m,n)
onde p(m,n) é um conjunto de n X n submatrizes na representagao matricial de L com respeito

as bases canonicas de R™ e R™.

Proposicao 2.4. Seja L : R™ — R™ linear com n < m.

(1) Se T : R™ — R™ ¢ linear, entao [LoT] = [L][T]

(i) [L] < ||L||™, onde aqui, || - || representa a norma no espago das aplicagées lineares de R™
em R™. Se L ¢é injetora, entdo |L71||7™ < [L] < ||L||"

Demonstragao. (i)
[LoT]% % det (T* o L* o Lo T) = detT* - det (L* o L) - detT
= det(T* o T) - det (L* o L) = [L]*[T]°.

(17) Para toda aplicagao linear A : R™ — R™, segue como coroldrio da desigualdade cldssica de

Hadamard que |detA| < ||A||". Portanto,

[L] = Vdet(Z o L) < /I o L™ < /(1L 1EI)" = VLT = |IZ]™

Sen =me L € GL(R"), segue do item anterior que [L] - [L~!] = [idgn] = 1. Por outro
lado, pela desigualdade j4 provada, [L™1] < HL‘lHn; portanto, [L] = [L~']~' > HL‘lH_n.

No caso geral, para L injetora, tomamos uma isometria linear P : ImL — R™. Se L=00 S

é a decomposigao polar de L, entdo Po L = (P o O) o S é a decomposicao polar de P o L, de
modo que [L] = |detS| = [P o L].

Por outro lado, é claro que |[Po L|| = ||L| e ||(P o L)~!|| = |[L7}|. Como Po L € GL(R™),
(PoL) M| <[PoL]<|PoL|™ conclui-se que

pelo caso ja provado,
2= < ey <
O

Seja f : R™ — R™ Lipschitz. Pelo teorema de Rademacher 2.2, f é diferencidavel L"-quase

sempre e D f(x) é boreliana e pode ser tratada como aplicagao linear de R™ em R™, para L™-q.t.p.
x € R™

Definigao 2.7. Usando a notagao acima, definimos em cada ponto x onde f é diferencidvel, o

jacobiano de f em x como
Jf(x) = [Df(z)].

Portanto J f(z) é uma aplicagao boreliana definida em £"-q.t.p. = € R™.

Notagao: Para uma aplicagao Lipschitz f : R® — R"" usaremos as seguintes notacoes
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1. Dy :={z € R" |3 Df(x)}.
2. Jf ={x e Dy|Jf(z)>0}.

3. JJQ ={x € Dy | Jf(x) =0}

2.3 Linearizacao de Aplicacoes Lipschitz

Uma técnica basica do Calculo é a de transportar propriedades de aplicagoes lineares para
aplicacdes C! ao explorar a continuidade de gradientes para inferir que eles sdo localmente quase
constantes. Apesar desse procedimento néo fazer sentido para aplicacées Lipschitz, uma ideia
muito elegante, devido a Federer, nos permite reformular aproximagao via aplicacoes lineares

nesse escopo também.

Definicao 2.8. Sejam f : R” — R uma aplicagao Lipschitz com n < m e t > 1. Dizemos que

o par (E,S) é uma t-linearizagao para f se E € %Brn e S € Sym(n) N GL (R") satisfazem:
1. Para todo z € E, f é diferencidvel em x e Jf(z) > 0;
2. Para todos z,y € E, t71||Sz — Sy|| < ||f(z) — f()| < t]|Sz — Sy|;
3. Para todo x € E e para todo v € R, t71||Sv|| < [|[Df(z)v] < t||Sv].

Proposicao 2.5. Sejam f : R" — R™ wuma aplicacdo Lipschitz comn < m,t > 1, e E € PBpn
tais que a condi¢ao 1 da Defini¢ao 2.8 acima vale e S € Sym(n) N GL (R™). Entao, (E,S) €
uma t-linearizacdo para [ se, e somente se, f|g € injetora com inversa Lipschitz e satisfaz:
(2) Lip(flz0§~") < t e Lip(So (flg) ) <t

(3') Para todo x € E, |[Df(z)oS7Y| <te|SoDf(x) | <t

Demonstracdo. Dado que a volta segue analogamente a ida, provemos a ida.

Da primeira desigualdade da condicao 2, segue que f|g é injetora. Da segunda desigualdade
em 2, fazendo x = S~1(2') e y = S~1(y/), entdo f|g o S™! é Lipschitz com Lip(f|g o S™!) < t.
Analogamente, S o (f|g)~! é Lipschitz com Lip(S o (f|g)~!) < t. Logo, vale (2). Pelo mesmo
raciocinio, usando 3, obtemos (3').

Como S~! e So (f|g)~! sdo Lipschitz, entdo (f|g)™' =S~ 1o (So (f|g)~!) é Lipschitz.

O

Corolério 2.4. Sejam f : R™ — R™ uma aplicagdo Lipschitz comn < m, t > 1 e (E,S) uma

t-linearizacao de f. Entdo, para todo x € E,
t7 " det S| < Jf(x) < t"|detS|.

Demonstracao. Note que

Jf(x) = [Df(z)] | det S| det S| 2 [Df(z) o S]] det S|.

det I=1
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Por outro lado, como Df(z) o S~! é injetora, segue das proposicoes 2.4 e 2.5, que
t7"|det S| < Jf(x) = [Df(z) o S| det S| < t"|det S|.
O

Teorema 2.8. (Lineariza¢ao Lipschitz, parte 1). Sejam f : R™ — R™ Lipschitz com n < m e
t > 1. Entao existe uma familia disjunta enumerdvel (Ex)gen C PBrn tal que JJT = pen Er e
para todo k € N, existe S, € Sym(n) N GL(R™) tal que (E), Sk) € uma t-linearizacdo de f.

Demonstracdo. Fixe e > 0 tal que t ™' 4+ < 1 < t —e. Da separabilidade dos espacos seguintes,
considere § um subconjunto enumerével denso de Sym(n) N GL (R™) e G um subconjunto enu-
merdvel denso de J;r. Para todo S € S,k € Ne c € G, definimos E(S,k,c) :=B (c, i) NF (S, k),
onde F (S, k) C J}Fé o conjunto de todos os x € J}Ftais que:
(F1) Para todo v € R™, (t ™t +¢) ||Sv|| < |Df(z)v]] < (t —e)||Svl];
(F2) Para todo v € R” tal que |jv|| < k7L, ||f(x +v) — f(z) — Df(z)v] < el Sv|.

Como Df é boreliana, é claro que F (S, k) € $Bgn, donde E(S,k,c) € Brn. Além disso, para
todo S € S,k € Nece G e, para todos z,y € E(S,k,c),

F2 F1
1(y) = F@) < [IDf()(y — o)l + e[Sy — )| < ¢Sy — )]

17~ 7@ > IDS@)y — o) — €Sty — )] = 15y — )]

Portanto, a condigao 2 na Definigao 2.8 é satisfeita para o par (E(S,k,c),S). Além disso,
em vista de (F1), a condicdo 3 na mesma definicao é trivialmente satisfeita, de modo que
(E(S,k,c),S) é uma t-linearizagao para f.

FJ7 = UkentE(S k,c) | S € S,c€ G}

Fixe z € J;re seja Df(x) = O, 0o S, a decomposic¢ao polar de Df(z), com O, € O(n,m) e
Sy € Sym(n). Note que, como Df(x) é injetora, S, também o é, isto é S, € GL (R"™). Além
disso, como S é denso em Sym(n) N GL (R"), podemos tomar uma sequéncia (5;),cy em S
convergente para S;; portanto, por continuidade, S, o S;” L idgn e S0 St — idgn. Tomando

i suficientemente grande, conclui-se que existe S € S tal que
[S,08 | <t—c e [[Sos; < (t+e)
Daf segue que, para todo v € R™,
IDf @)l = Oz 0 Sa)vll = [1Szv]l = [|(Sz 0 §77) Sv| < [|Sz 0 STH[[1S0]| < (t =€) Sl
' +e) S = (T +e)|[(SoS:t) Sev|| < (8 +2) ||S o S| 1Sevl| < [1Sev] = |Df(2)v]

Ou seja, (F1) é satisfeita. Além disso, pela diferenciabilidade de f em =z, existe R(z,-) :

R™ — [0,00) continua e nula em v = 0, tal que, para todo v € R™ :
1 f(z+v) = f(x) = Df(x)o]| = R(z,v)|[v]| = R(z,v) [|[(S~" 0 S)v|| < R(x,v) ||S7"|| [[Sv].

Como lim,_,0 R(z,v) = R(x,0) = 0, podemos tomar k € N suficientemente grande tal que

R(z,v) HS‘1H < e para |Jv]| < k7L, logo (F2) é satisfeita para este k. Conclui-se, pois, que = €
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F(S,k). Finalmente, como G é denso em JJT, existece Gtal que ce U (a:, i) sSaxel (c, i),
logo x € E(S,k,c) =B (c, i) N F(S, k), provando nossa afirmacao.
Logo, denotando (Ek)keN ={E(S,k,c)| S €S,k €N, ce G}, sabemos que J}r = Uren Ej.

Tome a sequéncia disjunta (Fj)ren dada por Fy := o \ Ufz_llEi, 0 que prova o teorema. O

Agora, enunciamos a versdo da linearizacdo Lipschitz que precisaremos para lidar com a

formula da codrea.

Teorema 2.9. (Linearizacio Lipschitz, parte 2). Sejat > 1, h : R" — R™ Lipschitz. Entdo
existe uma familia disjunta enumerdvel (Ey)ken em %J;J[ tal que L"(J;} \ Upen Ex) = 0 e, para
todo k € N, h|g, € injetora e existe S, € Sym(n) N GL(R™) satisfazendo

(i) Lip(Sy, ' o hlg,) <t e Lip((hlg,) " o Sk) <t

(ii) Para todo x € By, ||S; ' o Dh(z)| <t e || Dh(z) o S| < t.

Por argumentos semelhantes aos usados anteriormente nesta secao, temos imediatamente os

seguintes fatos:

1. As condigoes (i) e (ii) s@o equivalentes a, respectivamente:

(¢) Para todos z,y € h(E)),
S @ =)l < (hlg) " (@) = (e T W) < HISE @ = y)ll-
(i') Para todo = € Ej e para todo v € R™, t71|S, 0| < || Dh(z)~ || < t[|S; 0]
2. A condigao (i) implica que h|g, admite inversa Lipschitz.
3. A condigao (i) implica que, para todo = € Fy:

t7" det Sk| < Jh(z) < t"| det Sk|.

Demonstracdo. Seja (Fi)ren uma familia enumeravel disjunta em %Bgn tal que J,© = Uken Er e
para todo k € N, h|p, é injetora com inversa Lipschitz. A existéncia de uma tal familia segue do
Teorema 2.8 e da Proposigao 2.5 com h no lugar de f. Fixe k € N. Como (h|g, )~! : h(F)) — R
é Lipschitz, pelo Teorema de Kirszbraun 2.1, ela pode ser estendida a uma aplicagao Lipschitz
hi : R" — R"™. Como h(Fy) C {z € R" | ho hy(x) = z}, segue do Coroldrio 2.3 com hj no
lugar de f e h no lugar de g que Dh(hy(x)) o Dhy(x) = idgn para L™-q.s. x € h(F}). Portanto,
definindo

Y = {x € R" | 3Dhy(x), ADh(hi(x)), Dh(hg(z)) o Dhi(z) = idgn},

tem-se Yy, € Brn e L7 (h(Fy) \ Yi) = 0. Além disso, para todo x € Yy, Jh(hg(z)) - Jhg(z) =1,
logo Jhy(x) > 0, donde Yy C J,;rk.

Aplicando o Teorema de Linearizagao Lipschitz 2.8 para hy, existem uma familia enumeravel
disjunta (G?)jeN em HBrn € uma sequéncia (R?)jeN em Sym(n)NGL(R™) tais que J,'l: = jen Gé?
e, para todo j € N, (G?, R;f) é uma t-linearizacao para hy. Defina, para cada j € N,

Ef = Fp N hil(Gf NYy) € Brn e Sjl-c = (Rg?)*1 € Sym(n) N GL(R").
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Provaremos que a familia enumeravel (E’Jk, S Jk )k, jen satisfaz as condi¢oes enunciadas no teorema.
Como, EJ’“ C F}, é claro que (E;?)k,jeN é uma familia disjunta em L%’J; e, para todos k,j € N,
h|E§C é injetora com inversa Lipschitz. A saber, (h]EJ;?)_l é a restrigao de hy a h(Ef) = h(F;)N
GFNY;.
=L (I \ Up jen ) = 0.
De fato, como J;7 = | ;e Fi € h|p, ¢ bi-Lipschitz sobre h(Fy), é suficiente mostrar que,
para todo k € N, L"(h(Fy \ Ujen Ef)) = 0. Como

hFN\ U EP) = MEN R0 b7 (Ven [ GH)) = MFEN\ R (VN ) = h(Fy) \ Vs,
JEN jeN S
=Y}
que ja vimos que tem medida £ nula.
F Vale a condicao (7)
Sabemos que, para todos k,j € N, hg|s estende (h|gr)™t, logo (hi|gr)™! estende h|gx.
J J J J

Portanto, para todos k,j € N,
Lip((S}) ™" o h|gr) = Lip(R} o h| i) < Lip(R} o (hg|gn) ™) <t
J J J

Lip((hl )~ 0 S5) = Lin((hl gy) ™" o (RE) ™) < Lin(hklas o (RS ™) < 1.

onde as ultimas desigualdades em ambas as linhas sao justificadas pelo fato de que (G;“ , R;"’) é
uma t-linearizacao para hy e pela Proposigao 2.5. Assim, para todos k,j € N, a condigao (i) no
enunciado do lema ¢é satisfeita por (Ef, Sf)
F Vale a condigao (1)

Sabemos que, para todos k, j € N e para todo x € E;?, tem-se h(x) € Gf NY; e x = hi(h(x));
em particular, pela definicio de Yy, Dh(z) o Dhy(h(z)) = idgn, isto é, Dh(z) = Dhy(h(z))™ .

Entao segue que, para todos k,j € N e, para todo = € E]k
1(55)~" o Dh(x)|| = || R} o Dhy(h(x))~"|| <,
IDR(z)~! o SF|| = || Dhy(h(x)) o (R) 7! < t,
onde as ultimas desigualdades em ambas as linhas sao justificadas pelo fato de que (G;C , Rf) é
uma t-linearizagdo para hy e pela Proposicao 2.5. Assim, para todos k,j € N, a condigao (i)

no enunciado do lema é satisfeita por (E]k , S’]]-‘:), o que conclui a demonstracgao.

O]

2.4 Férmula da Area

Um lema inicial que precisaremos nesta secao diz respeito ao comportamento da medida
de Lebesgue em relacdo a uma aplicacao linear. A demonstracao desse lema pode ser vista

no capitulo 9 de [1], na segao sobre as propriedades dos determinantes; usando o fato de que
L7(2) = vol(2) com 2 C R™.

Lema 2.2. Seja L : R" — R™ uma aplicagao linear. Entao L™(L(A)) = |det(L)|L™(A), para
todo A C R™.
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Lema 2.3. Seja L : R™ — R™ wuma aplicagdo linear comn < m. Entao H"(L(A)) = [L]L"(A),
para todo A C R™.

Demonstragdao. Seja L = O o S a decomposigao polar de L. Se [L] = 0 entao, det.S = 0 se, e
s6 se, S nao é um isomorfismo se, e sé se, S nao é sobrejetora se, e s6 se, dimS(R") < n — 1.
Como O é ortogonal entdo é isomorfismo sobre a imagem, isto é, dimL(R") = dimO(S(R")) =
dimS(R™) <n — 1. Dai, H"(L(R™)) = 0.

Se [L] > 0, entao det S > 0 (em particular, L é injetivo) e O : R® — R™ é uma isometria
linear sobre R™. Segue que, para todo bola fechada B(z,r) C R™

H™(L(B(z,r))) _ H"(O o SB(x,r))) 1.4 H"(SB(z,7))) 112 L"(S(B(z,7)))

®@n) | LB B, | L) =

Defina para todo A C R", v(A) == H"(L(A)).
F v é medida de Radon.

Como L ¢ isomorfismo sobre ImL, em particular, L : R® — Im7T é um homeomorfismo
(munindo Im7" da topologia relativa). Entdo, a operagdo pushforward Ly define uma bijecao
entre medidas de Borel no R"” e medidas de Borel na ImL, com inversa L;, além disso, essa
bijecao se restringe a uma bijecao entre medidas de Borel regulares.

Como H" |1z € uma medida Borel regular entao segue que v = L; (H"™|1mr) € Borel regular
no R"™.

Além disso, para todo K C R"™ compacto, temos v(K) = H"(L(K)) < (LipL)"H"(K) =
(LipL)"L™(K) < oo, provando nossa afirmacao.

Frv<L?

Se A C R" étal que L™"(A) = 0, entdo v(A) = H"(L(A)) < (LipL)"H"(A) = (LipL)"L"(A) =
0, provando nossa afirmagao.

Além disso,

L v(B(x,r)) B
Denv(z) = },E}%W = [L],

como provamos anteriormente. Dai, pelo Teorema 1.17, para todo A C R™ Borel

V(A) = /A Dpnv dL" = /A [L] dC™ = [L]L™(A).

Como a medida é regular, entdo a igualdade acima deve valer para todo A C R", isto é,
H"(L(A)) = [L]L™(A). O

Lema 2.4. Sejam f : R™ — R™ Lipschitz comn <m e A CR", L"-mensurdvel. Entdo
(i) f(A) € H"-mensurdvel;
(ii) o mapa y — HY(AN f~Hy}), chamado fun¢io multiplicidade de f|a, é H™-mensurdvel em
R™;
(131)
[ Hoan ) @) < Ling)en(4),
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Demonstragao. (i) Como L™ é o-finito, podemos assumir que L£"(A) < oo e, por outro lado,
como L™ é medida de Radon em R", existem compactos K; C A tais que
LK) > LM(A) —

1
Z,ieN.
1

Como L"(A) < 0o e A é L"-mensurével entdo L"(A\ K;) < 1. Como f é continua, f(K;) é com-

pacto, donde f(K;) é H"-mensurdvel e portanto, f(U;cn Ki) = U,en f(Ki) é H"-mensuravel.

Além disso,

H" (f(A) - f (U K)) <H" (f (A\ U K)) < (Lipf)"L" (A\ U K) =0.
1€N €N 1€N

Logo, f(A) é a uniao de um conjunto H"-mensurdvel com um de medida H" nula, portanto,
f(A) é H"-mensuravel.

(71) Defina

i i1
b= {Q‘Q:(al,bl]x...x(an,bn], aizi, b= . 5 CiEZ}

e note que R" = (Jgcp, Q- Temos que g, =D 5cp Xfang) ¢ H"-mensurdvel por (i) e
gx(y) = niimero de cubos Q € By, tais que f~{y} N (ANQ) # 0.

Pontualmente, gi cresce a fungao multiplicidade de f|4, isto é, quando k — oo temos gi(y) —
HO(AN f~Yy}), para cada y € R™, donde y — HO(AN f~{y}) é H"-mensuravel.
(7i1) Pelo TCM 1.7,
HO(AN F~Hy}) dH™ = lim / g dH"
Rm k—oo Jpm

= lim Y H"(f(ANQ))

k—
* QEBy,

<limsup »  (Lipf)"L"(ANQ) = (Lipf)"L"(A).
k—oo QEBy

O]

Teorema 2.10. (Fdérmula da Area). Seja f : R™ — R™ Lipschitz com n < m. Entdo, para todo
A CR"™ L"-mensurdvel, temos

/A T = | HOAN fHy)) dH ().

R™m

Demonstragao. Se L™(A) = 0 entao o lado esquerdo da igualdade acima é 0 e pelo Lema 2.4, o
lado esquerdo também. Além disso, por Rademacher 2.2, podemos assumir A C Dy = J}" (] JJQ.
Pela aditividade da integral, basta considerar os casos A C J]"f e AC J}).
Caso 1: AC Jf+:

Fixe t > 1 e seja (Ex)reny C PBrn sequéncia de conjuntos dados pela linearizacao Lipschitz,
isto é, J;{ = |pen Ex e, para cada k € N, existe S, € Sym(n) N GL(R") tal que (&, Sk) ¢é
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t-linearizacao para f. Entao, para todo k € N,
H'(f(ANER)) = H"((flr, 0 S ' 0 Sk)(AN Ey)) < (Lip(f|m, 0 S, 1) H" (Sk(A N Ey)) W
2.5
< t"H"(Sk(AN EY))
H"(SK(AN E)) = H((Sk o (flr,) " o /(AN ER)) < "H"(f(AN Ey)) (2)
Além disso, segue do Corolario 2.4 que, para todo k € N e, para todo = € E},

77| det Sy| < Jf(z) < | det S| (3)

Portanto, para todo k € N

(1)
U (FAN BR)) < M (S(ANER)) 2 7| det Sy|£™(A N Ey)

(3) 3) (2)
< / Jf(x)dL"(x) < t"|det Sg| L™ (AN EY) 23 t"H" (S(AN Ey)) < "H (f(AN Ey))
ANEy

Em particular,
t2HY(F(ANEy)) < / Jf(x)dL™(z) < t*"H"(f(AN ER)), Vk € N (4)
ANEy
Note que, como f|g, ¢ injetiva para todo k € N, entao, para todo y € R™,

HUANE N fHy}) = Xpanm) W),

de tal forma que

- HO(AN B0 f~Hy}dH" (y) = H" (F(AN Ey)).

Pelo TCM 1.7 e (4), temos

| HAN Ty dH () = D | HO(AN BN £y dH (y)

R™ keN R

= EH (AN By )dL" (@) = | Jf(@)dL" (@)
keZN k % /AﬂEk /A

2 D PHM(f(ANER)) = tQ"/ HO(ANE, O f~ {y})dH" (y)
keN keN

e [ T aha ).

Dai,
| H(AN fTHyHdH (y) < / Jf(z)dC"(x) <" [ HO(AN f~Hy}dH" (y).
R A R™
Fazendo t — 1, segue a igualdade desejada
Caso 2: A C J}):
E imediato que [4J fdL™ = 0, donde temos que mostrar que [p,, HO(AN S~ {y})dH"(y) = 0.

Como L" é o-finito, podemos assumir L™(A4) < oo.
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Fixe 0 < € < 1 e defina g : R — R™™ por g(x) = (f(z),ex) que é Lipschitz, injetora e,
para todo x € Dy = Dy, Dg(x) = (Df(x),€ idrn).
F Existe uma constante C' = C'(n, m, Lipf) > 0 tal que para todo x € A,0 < Jg(z) < Ce.

Temos que a matriz jacobiana de Dg(x) é a matriz

(Dy(a)] = (wf w)
el,
(m+n)xn

Pela férmula de Binet-Cauchy 2.7, (Jg(z))? é a soma dos quadrados das n x n submatrizes da
matriz acima, donde podemos concluir que, para todo € Dy = Dy, Jg(x) > €™ > 0.

Por outro lado, note que a norma da i-ésima linha da matriz [D f(x)] é dada por

IVfi(x)|| = IDf*(z)|| < Lipf* < Lipf,

onde f' é a i-ésima coordenada da f (na base canénica de R™). Além disso, note que a soma
dos quadrados das submatrizes n x n de [Dg(z)] pode ser escrita como Mj 4+ Ms, onde os termos
em M sdo os quadrados das submatrizes n x n com linhas em [Df(z)], isto é, My = (Jf(z))?,
e os termos em My sao os quadrados das demais submatrizes n X n, isto é, aquelas que tém ao
menos uma linha em /. Como € < 1 e as linhas em [Df(x)] tém normas limitadas por Lipf,
cada submatriz do tltimo tipo é limitado por € max{1, (Lipf)"~!'}. Como existem (m;”) - (Vg)
parcelas em Mo, tem-se Mo < (("™") — (™)) 2 max{1, (Lipf)"~1}2.

Logo, para todo x € Dy = Dy:

ot < (r?+ (") = (7)) P maxtr. Wing

n

Em particular, se x € A C JY, segue que Jg(x) < Ce, onde

- \/ <m:n> . (’:) max{1, (Lip/)" "'},

conluindo a prova da nossa afirmacao.

Denotando por pry : Rt = R™ x R" — R™ a projegao no primeiro fator, entao é claro
que temos Lip pr; = 1. Além disso, como g é injetora, temos que H°(A N g~ {y}) = Xg(4)(¥)s
para todo y € R™"  donde,

—_

H(F(A)) =H"((pry 0 9)(A4)) £ (Lip pry)"H"(9(4)) = H"(g(A))

_ / HO(AN gy )dH () 2 / Jgdl" < C=L™(A).
Rm+n A

Logo, como 0 < € < 1 é arbitrario, e assumimos £L"(A) < oo, segue que H"(f(A)) = 0. Como a

funcao multiplicidade y — HY(A N f~1{y}) se anula fora de f(A), temos que

HOAN f ) dH () = / HOAN g} dH" () = 0.
f(A)

Rm
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2.4.1 Corolarios e Aplicagoes da Férmula da Area

Corolario 2.5. Se f : R" — R™ ¢ Lipschitz com n < m, entdo para H"-q.t.p. y € R™, f~y}

é contavel (finito ou enumerdvel).

2.4
Demonstragdo. Como para todo x € Dy, Jf(x) < [|[Df(x)||™ < (Lipf)", segue da Férmula da
Area 2.10 que,

HOK N HydH (y) = / JfdL"™ < oo, para todo K C R" compacto.
K

Rm

Logo, para todo K C R™ compacto e para H"-q.t.p. y € R™, HO(K N f~{y}) < oo. Logo, para
tais y, f~'{y} N K é finito para cada compacto do R™, donde segue que f~!{y} é contdvel. [

Corolario 2.6. (Mudanga de Varidveis). Seja f : R™ — R™ Lipschitz com n < m. Entao, para

toda fungao g : R™ — R L"-mensurdvel com g > 0 ou g somduvel, temos

/"ngdE" /m > gl@))an" ().

zef~Hy}

Demonstragao. Suponha g > 0. Pela Proposigao 1.2, existe uma sequéncia (A;);en de conjuntos

L"-mensuraveis tais que
o

9= Z%XAZ--

i=1
Seja ¥ : R™ — [0, 00] dada por ¢(y) := Za;effl{y} g(z) e note que, pelo TCM 1.7,

= Y e = Y Z%XAM

wEf‘l{y} zef~Hy} ieN
Z > xal Z HO Ain ).
ieN xef Yy} ZEN

Pelo Lema 2.4, sabemos que para todo ¢ € N, a funcdo multiplicidade de f|a, é H"-
mensuravel, donde, segue que ¥ é H"-mensuravel e ¢ > 0. Além disso, aplicando mais uma vez
o TCM 1.7 e a Férmula da Area 2.10, obtemos:

n 0 1 n
[ v = [ > KA f ) )

—Z HO A0 ) dH(y)

€N
=Y / Jfdcr
€N
:/ ZiXAideﬁn:/ gJfdLc",
" ieN R

o que prova o caso g > 0.
Se g : R" — R é L"-soméavel, escrevemos g = g7 — g~ e aplicamos o caso j& provado a g

g~ , o que conclui a demonstragao. O
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Corolario 2.7. Seja f : R™ — R™ Lipschitz e injetora comn < m. Se g : R*" = R € L"-

mensurdvel com g > 0 ou g somdvel, entao

/ gofldHn—/ g JfdLm,
Im f n

Em particular, se g : Im f — [0,00] for boreliana, entdo

/ gd?—[":/ go fJfdL"
Im f n

Demonstracao. Note que, para todo y € R™, temos

Y ) gofMy) yelm f
zef~Hy} 0 Yy < R™ \ Im f

Portanto, segue do Coroldrio 2.6 acima, que

/ gof—ldH":/ gJfdcr.
Im f n

Se g : Im f — [0, o0] for boreliana, podemos aplicar a igualdade acima para g o f no lugar de g,

obtendo
/ gd?-t”:/ go fJfdL™.
Im f n
O

Observagdo 2.4. A férmula da drea e seus coroldrios continuam vélidos se f : R™ — R™ for
substituida por f : 2 C R®™ — R™ localmente Lipschitz, com Q C R" aberto. Neste sentido,
como aplicacdes C' sdo localmente Lipschitz, podemos obter ainda, como consequéncia de 2.6
a férmula classica de mudanca de varidveis, que relembramos abaixo:

Seja U C R™ aberto e ¢ : U — R™ um difeomorfismo C! sobre a imagem V := ¢(U) (que é
um aberto do R™). Se f é uma aplicacdo L™-mensuravel em V, f o ¢ é L"-mensurivel em U,

além disso, se f > 0 ou f € L', entdo

/ facr = / f 0 6(x)| det Dé(x)| dL™(x)
Vv U

A férmula classica na verdade vale assumindo hipdteses muito mais fracas em ¢ : U —
R™; é suficiente, por exemplo, que ¢ seja uma aplicacio C! e injetiva (nfo precisa ser um

difeomorfismo).

Vejamos agora, algumas aplicacoes da formula da area.
Comprimento de uma Curva
Sejam a,b € R com a < b e v : [a,b] = R™ Lipschitz e injetiva. Podemos estender v a uma

aplicagao Lipschitz em R, a qual ainda denotaremos por 7. Note que, para todo t € D,

Jy(t) =17 ®)]
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Portanto, segue do teorema de mudanga de varidveis 2.6 com g = x(q,5] que

/Ilv Mt = [ e 2 [ (3 wan@) ai)

ey~ Hy}

= [ Nt ) 44! () = H (2 ([0,

Area do Grafico
Sejam g : R® — R Lipschitz e f : R® — R"*! dada por f(z) := (z,g(x)). Entao f é Lipschitz

e injetora e, calculando através da férmula de Binet-Cauchy 2.7, para todo x € Dy = Dy,

Jf(@) = V1+[[Vg(@)|?*.

Para cada U C R"™ aberto, podemos aplicar a Férmula da Area 2.10 para se obter uma
férmula cléssica para a drea superficial do grafico de g restrita a U, isto é, a medida de Hausdorff
n-dimensional de graf(g|y) == {(z,g9(x)) |z € U} = f(U):

H" (graf(g|y)) /deﬁ" /\/1+\|Vg 2 dL™ (x

2.5 Formula da Coarea

Lema 2.5. (Foérmula da Codrea, caso linear). Sejam L : R™ — R™ aplica¢ao linear, comn > m
e A C R™, L™-mensurdvel. Entdo
(i) A aplicagio N(L|4) : R™ — [0,00] dada por N(L|a)(y) == H" ™(AN L Yy}) é L™-
mensurdvel.
(i2)

[ man L when ) = 12164,

Demonstragdo. Seja L = S o O* uma decomposicao polar de L. Analisemos 3 casos.
Caso 1: dim L(R™) <m

Entdo, para L™-q.t.p. y € R™, L=y} = 0, e portanto N (L|4)(y) = H* ™(ANL~{y}) = 0.
Isto é, N(L|4) é nulo L™-q.s., portanto é L™-mensuravel. Por outro lado, como O* é sobrejetor,
Im L =Im S, donde S nao é sobrejetor e, donde [L] = |det S| = 0. Nesse caso, concluimos a
igualdade desejada.

Caso 2: L =pr; : R"=R™ x R"™™ — R™ ¢ a projecao no primeiro fator.

Dai, temos S = idgm e O = pr]. Fixe y € R™ e seja pry : R” = R™ x R"™ — R"™™ a
projegao no segundo fator. Entao a restrigao pr, : prfl{y} — R™ ™ ¢ uma isometria que leva
Anpr;t{y} na secio A, = {z | (y,2) € A} € R*™. Portanto, N(pri|a)(y) = H" (AN
pry H{y}) = H*™(A,) = L7 (A,). Pelo teorema de Fubini-Tonelli 1.10 aplicado & medida
produto £™ x L"™ (a qual coincide com L"), conclui-se que N (pr;|4) é L™-mensuravel e

LMA) =L x L™(A) = . L (Ay)dL™ (y /N pry|a)(y)dL™ (y)

como querfamos pois [pr;] = 1.
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Caso 3: L:R" — R™ sobrejetora.

Note que, como Im L =Im S, tem-se S € Sym(m) N GL(R™).
F Existe @ € O(n) tal que O* = pr; o @, onde é a projegao no primeiro fator, como no item
anterior.

De fato, estenda O € O(m,n) a uma isometria linear S : R" = R™ x R"™™ — R" e defina
Q = 5% Como pr] : R — R™ x R*"™™ ¢ a inclusao em R™, temos S o pr] = O, donde
O* = pry o §* = pry o Q, provando nossa afirmacao.

Tomando @ € O(n) como acima, temos, para todo y € R™,
N(L[a)(y) = H*"™(AN L Hy}) = H""™(AN(Sopr 0 Q) Hy))
= H"™Q7MQA) npry H{ST (v)}])
= HTQA) N ST (W)
= N(prilg)) © S~ (y)-

Pelo caso anterior, N (pry|g(4)) ¢ £™-mensurdvel e S~! ¢ continua, donde S~ ¢ boreliana.

Segue entdo que a composicao N(L[4) = N(pry|gay) © S~ é L™-mensurével. Dai,

NLWIE" W) = [ Norilogy) o S~ )L™ () = [det | [ Npriloua)de”

Caso 2

R™

|det S1£7(Q(A)) VLM (L] (4).

Para o préximo resultado, relembre a Definicao 1.15 de integral superior.

Lema 2.6. (Desigualdade de Filenberg) Seja f : R™ — R™ Lipschitz. Entdo, para todos k,l €
[0,00) e A C R", temos

RZ HYAN Ty dH (y) < (M(Lipf)lHk+l(A).

Note que nao assumimos n > m e nem a mensurabilidade de A no enunciado acima. Va-
mos provar apenas o caso [ = m, onde podemos fazer um argumento mais simples, gracas a

desigualdade isodiamétrica 1.11. Apenas esse caso serd necessario na formula da codrea.

Demonstragao. Para cada j € N, existe uma cobertura de A por fechados (Bf )ien com didmetro

< 1/j tal que

-\ k+m
diam B/ m 1
Za(kz—l—m)( 5 > < HY o (5)
1€N

Para todos i,j € N, defina
-\ k
; diam B/
gg = a(k) (2> Xf(Bf)‘

Como f é continua, Bg é fechado (portanto, o-compacto) entao f (Bf ) é o-compacto, donde é

conjunto de Borel, g é boreliano e nao-negativo, donde Y ieN g} é boreliano. Além disso, para

47



caday € R™ e j € N, An f~'{y} estd contido na unido dos Bg tais que y € f(Bf) Dali, segue
que
1
My (AN <D gl
€N
Assim, aplicando as propriedades e teoremas de integral vistos no capitulo 1, temos

*

H’“(Aﬂf Hyb) dH™(y )—/ lim H7,,(AN [~ Hy}) dL™(y)

]—>OO
7 R

< lim inf )dL™ (y 1—3 / lim inf y)dL™(y
_/Rm j—00 Zgz Rm J—00 %gz

1.8 .
< liminf T (y)dL™(y) = LT Jim inf / y)dL™(
< limin /mieZNgZ (y) im in Z gl dL™ (y)

~timint 3 a(k (dlam3> L7 ((BY)).

€N

Rm™

Aplicando agora a desigualdade isodiamétrica 1.11 na 1ltima expressao acima, obtemos

. ] k . ] m
limiana(k:) (dlaHQlBZ> a(m) <<ﬁMrr12m>
k di BJ k+m
gW(Lipf)m h}i}}.}f Z ok +m) <mmz>
emy m 1
alk + ) (LAPS) " liminf (H’fjj (A) + j)

alk)a(m) . ket
=———(L m ™(A).
o (Lip )R ()
Ou seja, provamos a desigualdade desejada para [ = m. O

Lema 2.7. Sejam f: R™ — R™ Lipschitz comn > m e A um conjunto L™-mensurdvel. Entao,
(i) Para L™-q.t.p. y € R™, AN f~Hy} é H* ™ -mensurdvel.
(ii) A aplicagio N(f|a) : R™ — [0,00] dada por N(f|a)(y) == H* ™(AN f~Hy}) é L

mensurdvel.

Demonstragdao. Caso 1: A é compacto.
Fixe t > 0. Para cada ¢ € N, seja U; o conjunto dos pontos y € R™ tais que existe um

conjunto finito de abertos (S;)1<;<k satisfazendo as seguintes condicoes:

ANy cUj S,
diam$; < 1,vj € {1,...,k}, (6)
Sty atn —m) (255 <y

F Para todo ¢ € N, U; é aberto.

=

De fato, seja y € U;. Tome (S;)1<;<k satisfazendo as condicoes (6). Mostremos que existe
r >0 tal que AN f~YU(y,r)) C U§:1 S;
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De fato, suponha por absurdo que nao exista tal » > 0. Entao podemos tomar uma sequéncia
(yn)nen em R™ convergente para y tal que, para todo h € N, existe xj, € ffl{yh}ﬁA\Ulgjgk S;.
Como A é compacto, entao A\U1§ j<k S € compacto, donde existe uma subsequéncia de (Th)hen,
a qual ainda denotaremos por (zp)pen, tal que z, — € A\ Ulgjgk Sj. Por continuidade,
segue que f(x) = lim f(zy) = limy, =y, logo v € f~Hy} N A\ Ui<j<k 5j> chegando-se a uma
contradigao, devido a (6).

Logo, temos que U(y,r) C U;, para todo i € N, provando nossa afirmacao.

F{y e R™ | H"™(AN f~{y}) <t} = Nen Ui» logo é um boreliano.

Como queremos provar uma igualdade entre conjuntos, vamos provar cada inclusao:

Inclusdo C : Seja y € R™ tal que H" ™(A N f~1{y}) < t. Entdo, para todo § > 0,
HE (AN f~{y}) < t. Dado i € N, escolha § € (0,1). Existe uma cobertura enumerével G de
AN f~H{y} por abertos de R™ com didmetros < § tal que

diamS\ "™ 1
Z a(n —m) 5 <t+ 7

Seg

Como AN f~1{y} é compacto, podemos extrair uma subcobertura finita (S;)1<;<r de G satis-
fazendo (6), de modo que y € U;. Como i € N é arbitrario, segue que y € ();cn Us

Inclusao D : Reciprocamente, se para todo i € N, y € U;, entao (6) garante que ’Hl/ (AN
F~Hy}) <t+ 1 portanto, tomando i — oo, conclui-se que H"™(AN f~H{y}) < t.

Logo, nossa afirmacio estd provada e, como {y € R™ | H""™(A N f~1{y}) < t} = 0 para
t < 0, segue da afirmacdo que N(f|4) é boreliana. Como, para todo y € R™, AN f~H{y} é
compacto entao é conjunto de Borel, donde concluimos a demonstracao do caso 1.

Caso 2: A é o-compacto (em particular, isso vale se A é aberto).

Entdo, para todo y € R™, AN f~1{y} é o-compacto, logo boreliano. Além disso, podemos
tomar uma sequéncia crescente (K;);en de subconjuntos compactos de A cuja uniao é A, de modo
que, para todo y € R™, a sequéncia de borelianos (K; N f~'{y})ien cresce para AN f~{y}.
Dai, aplicando o Teorema 1.2 para H"~ ™, segue que N(f|x,) cresce pontualmente para N(f|a).
Pelo caso 1 e com o Teorema 1.5 conclui-se que N(f|4) é boreliana.

Caso 3: L"(A) =0.

Segue da desigualdade de Eilenberg 2.6 com &k = n —m e [l = m, e do Teorema 1.12, que
Jgm N(f|a)dL™ = 0. Logo, da Proposicao 1.3, N(f|4) ¢ L™-mensurdvel e [p N(f|4) dL™ =0,
de modo que N(f|4) =0, £L™-q.s. Ou seja, para L™-q.t.p. y € R™, H*™(AN f~Hy}) =0,
donde AN f~{y} é H" ™-mensuravel.

Caso 4: L"(A) < 0.

Como L™ é uma medida de Radon, podemos tomar uma sequéncia decrescente (Uy)gen de
abertos contendo A tal que inf{L"(Uy) | ¥ € N} = L"(A). Assim, tomando B := (|, Uk €
PBrn, tem-se L(B) = L(A) < oo; como A é L"-mensurdvel, conclui-se que £L"(B\ A) = 0. Em
particular, segue do caso 3 que, para L™-q.t.p. y € R™, H* ™ ((B\ A)N f~{y}) = 0. Para um
taly, ANy} = (BNfH{yH\(B\A)NS~H{y}) ¢ H" "-mensurdvel e H" (BN f~{y}) =
H (AN f~Hy}), o que mostra que N(f|4) = N(f|g) £L™-q.s., de modo que o caso 4 estara
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concluido uma vez que provemos que N(f|p) é L™-mensuravel.

De fato, para cada y € R™ e k € N, U, N f~1{y} é boreliano e a sequéncia (U N f~{y})ren
decresce para B N f~1{y}. Além disso, podemos assumir que £"(U;) < oo (descartando os
primeiros termos da sequéncia (Uy )ken, se necesséario). Entao segue da desigualdade de Eilenberg

26 comk=n—mel=m que

*

A N(fly,)dL™ = A N(flv,) dL™ < .

Portanto, para L™-q.t.p. y € R™, N(f|p,)(y) = H*™(U1 N f~H{y}) < oo; para um tal y,
concluimos, pelo Teorema 1.2 que N(f|y,) decresce L£L™-q.s. para N(f|g). Entao segue que
N(f|g) é L™-mensuravel (em vista do caso 2 e do Teorema 1.5), como afirmado.

Caso geral:

Pela o-finitude de £", podemos escrever A = | |, .y Ak, com, Ay L"-mensurdvel e L™(Ay) <
oo, para todo k € N. Entdao AN f~{y} = [ Jyen(Ar N fH{y}). Segue do caso 4 que, para L™-
q.t.p. y € R™ paratodo k € N, AN f~{y} é H* ™-mensurdvel; logo, para tais y, AN f~{y} é
H""-mensuravel e N(f[a)(y) = > pen N(fla,)(y). Entao N(f|a) é L™-mensuravel (em vista
do caso 4 e do Teorema 1.5).

O

Lema 2.8. Sejamn < m < k, L : R* = R™ ¢ R : R™ — R* aplicacées lineares. Entdo
[Ro L] < ||R|*[L]. Além disso, se R for injetora, entdo |R~||""[L] < [Ro L] < ||R||"[L]

Demonstragao. Denotando por B a bola fechada unitaria em R", segue do Lema 2.3 que:
[RoL] % £"(B)""H"(R o L(B))
< £ (B) " (LipR)"H" (L(B))
< (LipR)"[L] = | RI"[L]

0 que prova a primeira afirmacao.

Sem =keR € GL(R™), entdo L = R~ o Ro L; logo, pela primeira afirmacio, [L] <
|RY"[Ro L] & [Ro L] > | R -"[L].

Se m < k e R é injetora, tomamos uma isometria linear P : ImR — R", de modo que
[RoL]=[PoRoL],|PoR|=|R||e|(PoR)! =|R. A tese segue, entdo, aplicando o
caso ja provado com P o R € GL(R™) no lugar de R. O]

Teorema 2.11. (Formula da Codrea). Seja f : R™ — R™ Lipschitz com n > m. Entdo, para

cada A C R™, L"-mensurdvel
Jaracr= [ weran £ aaen ). )
Observacgao 2.5. 1. Pela Lema 2.7, sabemos que a integral do lado direito estd bem definida.

2. Se f=pr; : R" =R™ x R"™™ — R™ ¢ a projecao no primeiro fator, temos Jf =1 e a

formula da coarea se reduz ao Teorema de Fubini-Tonelli 1.10.
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3. Se n = m, temos a féormula da area 2.10.

Notagao: Seja n > m e considere {eq,...,e,} a base canoénica de R™.

1. Definimos

Aln,n—m) ={X:{1,...,n—m} — {1,...,n} | X estritamente crescente}.

2. Para cada A € A(n,n —m), definimos o subespaco n — m-dimensional
Sy = span{ey; | 1 <i <n—m} CR"
3. Para cada A € A(n,n —m), definimos Py : R™ — S a projegdo ortogonal sobre Sy, isto é,
Py(z1,. ., %0) = (TA(1)s - -+ TA(n—m))-

Demonstragdo. Se A C R™\ Dy, entdo pelo teorema de Rademacher 2.2, £"(A) = 0, donde em
vista de Eilenberg 2.6 com k = n —m e [ = m, obtemos a igualdade 0 = 0 em (7), provando
o teorema. Assim, é suficiente mostrar a igualdade para A C Dy = J:{ U JJQ. Donde, pela
aditividade em L", é suficiente considerar os casos A C JJT e AC JJQ.
Caso 1: AC Jf+

Para cada A € A(n,n —m), defina hy : R™ — R™ x R"~"™ por

ha(z) = (f(z), Px(x)),
Para todo « € Dy, = Dy, tem-se Dhy(z) = (Df(z), Py); logo, Jhy(z) >0z € J}\, onde
J}‘ ={x € JJT | Pxlxer Df(x) € injetora}.

Para cada x € J]T, existe A € A(n,n — m) tal que ker Df(z) é transversal a Sy = R"™™
(logo x € J}‘) Ou seja, J]T = UAGA(n,n_m)J}‘. Portanto, podemos decompor A numa uniao
disjunta A = Uxep(nn—m)Axr, com Ay C J}‘ L™-mensuravel. Entao, pela aditividade de ambos
os membros de (7) em L", é suficiente mostrar a igualdade para cada Ay. Assim, podemos
assumir que A C J}‘ = J}; para um dado A € A(n,n —m).

Por simplicidade de notacao, pomos h := hy : R" — R™. Seja pr; : R®» =R™ x R"™™ — R™
a proje¢ao no primeiro fator, de modo que f = pry o h.

Fixe t > 1. Aplique o Teorema 2.9 para h de forma a obter uma familia enumeravel disjunta
(Ex)ken em e%’J; e uma sequéncia (Sg)ken € Sym(n) N GL(R™) tais que £"(J;" \ UgenEx) = 0
e, para todo k € N, h|g, ¢é injetora e as condigoes (i) e (ii) no enunciado do referido lema
sao satisfeitas. Tome, para todo kK € N, Ap := AN E; que é L"mensuravel, de modo que
LA\ UrenAr) =0 (pois A C J;1).

F Para todo k € N e para todo = € Ay,

t " [pry o S < Jf(z) < t™[pr; o Sk]. (8)
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De fato, como f = pry o h, Df(z) = pry o Dh(z) = pry 0 Sy o (S, ' o Dh(x)). Logo, definindo
C = S, 'oDh(z), tem-se pr;0Sy, = D f(z)oC~, donde (pr0S;)* = (C~1)*oDf(z)*. Portanto,
aplicando o Lema 2.8 com D f(x)* : R™ — R" no lugar de T e (C~1)* € GL(R") no lugar de R,
e notando que (C~1)* = (C*)~! e que a operacao de transposicao® (-)* preserva jacobianos e é

uma isometria linear, conclui-se que
ICI™™ T f(2) < [pry o Sk] < [CTH|™ T f (=),
logo,
—-m 29 —1—-m m 29 m
t7" [pry o S < ICT 7™ [pry 0 Sk] < Jf(2) < [|CJ™ [pry 0 Si] < ' [pry 0 Sk],

concluindo a prova da nossa afirmacao.

Note que, para todo k € N,

2" - H (A0 fHyY) AL (y)

= [ (S o) oS, Bl (A b ) L™ )

=7 TS o hla) TS o h(Ak) N (pry o S) T ) AL ()
< [in((hla,) ™ SO [ HIS o h(A) 0 (pry 0 S0 ) 4L )

?t—"—m [ S o BA) N 0 507 {0)) 2™ )
25 4= "[Ipry o SE]L™(S, Lo h(Ag))
< t~" " pry o S (Lip(S; o hla, )" L™ (Ax)

< t " [pry o Sk]L"(Ax)

(8)
§/ Jfdcr.
Ag

Por um raciocinio analogo, podemos seguir a desigualdade para majorar a integral,

/A pac © i pr, o SL1L(Ar)
= t"[pr; o Sk]]ﬁn((hal o Sy) o (S, St ohla,)(Ap))
< 17 ory o SUI(Lip(Lg) 0 S)" £ (S5 © Ala, (A)
< t" " [pry o SE]L™(S, Lo hla, (Ar))
By [ (S o h(A) 0 (ory 0 507 o)) 4L ()

=i [ o) o (ko SO(S o b N (bry 0 5 )] L")

Slembre que estamos em espacos euclidianos, portanto, adjuncio e transposicéo sio operagdes confundiveis (cf.

[1])-
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= M o bl (Ak N Rl prr D] L7 ()

= ¢mtn TS, "o hla, (A0 fTHyh] AL (y)

1.4 1
< " (Lip(Sy o hla,)" T - H (AR 0 T Hyh) AL (y)

2.9
< ¢ - H (A 0 fHyd) dL™(y).

Em particular, para todo k € N,
¢ A H (AR fHybdL™ (y) < /A JfdLr <t A H (AR fHybdL™ (y). (9)
m k m

Segue do Lema 2.7 que, para L™-q.t.p. y € R™ e, para todo k € N, A, N f~1{y} é H*~™-
mensurdvel, donde H™ " (UgenAr N fH{y}) = S pen H" ™ (Ax N f~H{y}). Dai segue do TCM
1.7 que

Lo (Uansr w)ame =Y [ wman £ ghdene). (o)
keN keN
F Vale a seguinte igualdade:
[owm(Uans ) acm) = [ wem@ans hdene). ()
" keN R

De fato, como UgenAyg C A, a desigualdade “<” vale trivialmente em (11). Por outro lado, por

subaditividade, temos que, para todo y € R™,

H'™(AN ) S H T (Ukende 0 FHyd) +H (AN Ukendr) N f 1),
donde
- HMAN fHy)) dL™ (y)

< [ enden S AL )+ [ HTTAN Uiendn) 05D 427 (),

Como ja vimos que L"(A \ UgenAr) = 0, segue de Eilenberg 2.6 (com k =n—m el =m)
que [pm H"™((A\ UkenAr) N f~{y}) dL™(y) = 0, assim provando a desigualdade oposta e a
afirmacao segue.

Entao segue de (10) e (11) que

H (AN T y)) AL (y) = / WA S ) dEm (). (12)
keN

Rm™

Como L"(A\ UgenAg) = 0, tem-se pelo TCM,

/AdeL”:/UkGNAkadc” Z/ Jfdcr. (13)

keN

Finalmente, de (13), (12) e (9), conclui-se que

=2 [ A g dEm(y) < / Jracr <en [ HrmAn Uy dem ).
Rm™ A Rm

93



Como t > 1 foi tomado arbitrariamente, podemos fazer ¢ — 1 para obter

|owman i) = [ g ac,

o que conclui a prova do caso 1.
Caso 2: AC J](c)

Pela o-finitude de £, podemos assumir que L"(A) < oo.

Fixe € > 0 e defina g : R” x R™ — R™ por g(z,y) = f(x) + ey, pr; : R" x R"™ — R" e
pry : R™ x R™ — R™ as projecoes no primeiro e segundo fatores, respectivamente. Entao g é
Lipschitz e, para todo (z,y) € Dy = Dy x R™, Dg(x,y) = Df(x) o pr; + epry. Portanto, a

transposta da matriz jacobiana [Dg(z,y)] se escreve em blocos como

[Dg(x,y)*] = ([Df(x)*]>
(n+m)x

el

Portanto, pelo mesmo argumento usado no caso 2 da férmula da area, usando a férmula de

Binet-Cauchy 2.7, conclui-se que, para todo (z,y) € Dy = Dy x R™,

Jg(z,y) > ™ >0,
ot < )+ (7)< (1)) & maxtr, @i £ 12

Em particular, se (z,y) € A x R™ C JJQ x R™ podemos concluir que Jg(z,y) < Ce, onde

C = \/ (” ;m> - <;> max{1, (Lip f)™11.

Logo, para todo (z,y) € A x R™, 0 < Jg(z,y) < Ce; em particular, A x R™ C J;, e assim
podemos aplicar o caso 1 com ¢ no lugar de f e qualquer subconjunto £""-mensurdvel de
A x R™ no lugar de A.

Recorde que pelo Lema 2.7, a aplicagao N(f|a) : R™ — [0,00] dada por N(f|a)(y) =
H (AN f~Hy}) é LM-mensurdvel. Como 71 : R™ x R™ — R™ dada por n(y,w) ==y — cw é

linear e sobrejetiva, ela é boreliana. Portanto, a composta N(f|4) on é > 0 e £>™-mensuravel,

e também o é a aplicagdo R™ x R™ — [0, 00] dada por (y,w) — xg(o,1)(w) - N(f|a)(y — ew).
Como £?™ = L™ x L™, temos por Fubini-Tonelli 1.10 que, para todo w € R™,

[owman i aen)

1.2

L / CHTMAN f Y — cw}) L™ (y)

- oz(in) /JB(O 0 /m H' (AN fHy — ew}) dL™(y) dL™ (w)
! | n—m —1 m m
=i o L s () AN £ = ew)) dem ) e (14)

20— [ e () AN £ = ew)) 4L ) 27 ()
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Oc(lrn) /m /]Rm X]B(O,l)(w) ’ Hn_m((A N f_l{y - EUJ}) X {w}) dﬁm(w) dﬁm(y),

onde a tultima igualdade se deve a Proposicao 1.4 aplicada a isometria R™ — R™ x R™ dada por
x— (z,w).

Note que, se £ € R™ e w,y € R™, tem-se
(reAeglz,w)=y) e (rclde flz)=y—cw) ez c AN fHy —cw}.
Logo, definindo B := A x B(0,1) C R™ x R™, vale a seguinte igualdade:

0, se w ¢ B(0,1)

Bng 'y} npry {w} =
(AN f~YHy —ew}) x {w}, sew € B(0,1).

Entao, para todo (y,w) € R™ x R™,

Xe(0,1)(w) - H"™((AN fHy —ew}) x {w}) = H"™(Bng Yy} Npry {w}).

Portanto, segue de (14) que
| armmansaaene) = s [ wemmng oo {uh) 27 w) ae ).

Para continuar este calculo, aplicamos Eilenberg 2.6 & integral interna, com BN g~ '{y} (que é
L _mensuravel) no lugar de A, pry : R” x R™ — R™ no lugar de f, k=n—mel=m, o
que resulta em

1 a(n—m)a(m)

a(m) a(n) Rm™

[wman i hacn) < (B g™ () L ().

Portanto, pelo caso 1, temos

aln=m) [ gm(p gy} dem(y) = 2= nem
o) Jp B O Y AL (y) = = /B JgdL
< e

_ olnmmam) oo o),

a(n)

Como L"(A) < oo e € > 0 é arbitrario, fazendo £ — 0, obtemos

/ WA f ) L") =0 = /A Jfdc,

o que conclui a prova do caso 2 e o teorema segue. O

2.5.1 Corolarios e Aplicagoes da Férmula da Coarea

Corolario 2.8. Seja f : R® — R™ Lipschitz com n > m. FEntao, para toda g : R* — R

L"-mensurdvel com g > 0 ou g somdvel, temos

/nng dcn — /m (/f_l{y}g(x)dH”m(x)> L™ (y).
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Demonstragao. Suponha g > 0. Pela Proposigao 1.2, existe uma sequéncia (A4;);cy de conjuntos

L™-mensuraveis tal que

1 1
g = Z ZXAi' LOgO, 9 Xy} = Z EXAiﬂf—l{y}'
i=1 i=1

Pelo Lema 2.7 e pelo Teorema 1.5, segue que ambos os membros da ultima igualdade acima sao

H"™M-mensuraveis L"-q.s. e também, pelo TCM 1.7, segue que

[ o ru@ae @ = 3 Je i £,
=1

onde o lado esquerdo da igualdade acima, vista como funcao definida em y € R™ (quase sempre),

/. ( /. 0w cm"%)) ac™(y)

= [ 3 e b ar)
=1

é L™-mensuravel e

Z CHTMAN T ) AL ()
523 Z /decn

L7 - n_ n

_/Rn;iXA’deﬁ / gJfdC",

n

o que conclui a prova do caso em que g > 0. Para g soméavel, basta aplicar o caso que acabamos

de provar para as partes positiva e negativa de g.

]
Corolério 2.9. (Integragio em Conjuntos de Nivel). Seja f : R™ — R Lipschitz. Entao,
> 1
Lovstaer = [l e e v (o) = )
Demonstragao. Basta notar que Jf = ||V f]|. O

Observacdo 2.6. Assim como a férmula da area; a férmula da codrea e os corolarios acima

continuam validos se f : R™ — R" for substituida por f : 2 C R®" — R™ localmente Lipschitz,
com 2 C R" aberto.

Vejamos agora, algumas aplicacoes da formula da codarea.

Coordenadas Polares
Seja g : R® — R L™mensurdvel com g > 0 ou g somavel. Tome f : R® — R dada por

f(x) = ||z||. Entao f é Lipschitz e, para todo z € Dy = R" \ {0}, Vf(z) = «/|/z|. Logo
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Jf(x) = |Vf(z)|| = 1. Como, para todo r € R, f~'{r} = 0B(0,r), entdo pelo Coroldrio 2.8,

temos que
/ gdL" :/ (/ gd?—[”1> dr
n 0 8B(0,r)
= / rnt (/ g(rz) d%”l(x)> dr,
0 aB(0,1)

visto que o mapa z — rz muda a medida H"~! por um fator 1.

Em particular, tomando g := xp(p,1), obtemos que

_ H"H(9B(0,1))

o(n) = /0 131 (0B (0, 1)) dr

Funcgoes Distancia
Um fato interessante que nos apresentado no Célculo Diferencial e Integral, é o que nos diz
que a derivada do volume de uma bola (com respeito ao raio), nos déa a area superficial dessa

bola. Por exemplo, no R?, o volume de uma bola de raio r é dada por

4
V(r)= gm“?’

e sua area superficial é dada por
A(r) = 4mr® = V'(r)

A seguinte aplicacdo da Férmula da Codrea nao sé justifica isso, como também generaliza essa
situagao.

Seja K C R™ compacto e ndo-vazio, e considere f(x) = d(z,K) = inf{||lx —y|| | y € K}.
Entao, f é Lipschitz com Lipf < 1, donde, por Rademacher 2.2, f é diferencidvel £™-q.s.

Seja z € R™ \ K onde existe Df(x). Entao, como Lipf < 1, segue que ||V f(z)| < 1.
Considere ¢ € K onde f(x) = ||z — ¢||. Entao,

Flta+ (1= t)e) = tlle — ||, ¥t € [0,1],

e portanto,

[z —cll = (Vf(z),z —c) <[IVF(@)llllz - <],

donde segue que ||V f(z)|| > 1. Logo, ||V f(z)|| = 1 para L"-q.t.p. z € R"\ K.

Dal, para cada 0 < a < b e aplicando a Férmula da Coarea 2.11 com
A={z eR"|a< f(x) <b},

obtemos

b
L'{z eR" [a < fz) <b}) = / H' ™ ({z € R | f(z) = t})dt.
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3 Retificabilidade

Neste capitulo vamos introduzir um conceito muito relevante na TGM, os conjuntos reti-
ficaveis. Pretendemos aqui, apenas motivar e estabelecer resultados bésicos a respeito destes
objetos de tal forma que, nem todos os resultados serao demonstrados, visto que muitos deles
dependem de ferramentas e teoremas ainda mais robustos do que os que foram apresentados até
entao.

Na secao 3.1, vemos a definicdo de conjuntos retificiveis e mostramos como estes objetos
admitem uma geometria em que se pode considerar espagos tangentes em cada ponto e apresen-
tamos um teorema de estrutura que caracteriza todos os conjuntos de R™ com medida H" finita,
onde m > n. As principais referéncias desta segao sao [2], [8], [10] e [11]. Na segao 3.2, tratamos
de uma generalizacao da férmula da area e codrea para conjuntos retificdveis e as referéncias

usadas nesta segao variam entre [2] e [7].

3.1 Conjuntos Retificaveis

Um conjunto £ C R™, H™-mensuravel, é dito n-enumeravelmente retificivel se H"-quase
todo E estd contido numa unido enumeravel de imagens de aplicacoes Lipschitz de R™ em R™.
Esses conjuntos s@o as superficies generalizadas da TGM. Além de subvariedades, incluimos
objetos com singularidades, como por exemplo, cubos ou cones. Na verdade, os conjuntos reti-
ficdveis abrangem objetos extremamente patélogicos; podemos considerar uma uniao enumeravel
de variedades imersas (desde que a area total se mantenha finita) e mais do que isso, conjuntos
retificiveis podem possuir uma quantidade enumeravel de pedagos retificiveis, talvez conecta-
dos por uma quantidade enumerével de tubos e algas, e possivelmente tendo todos os pontos em
R™ como pontos de acumulacao. No entanto, veremos que, sob o ponto de vista da teoria da

medida, conjuntos retificiveis comportam-se como subvariedades de classe C.

Definigao 3.1. Dados m > n > 1, dizemos que um conjunto £ C R™, H™-mensuravel, é n-
enumeravelmente retificivel”, se existir uma sequéncia (f;);en de aplicacdes Lipschitz f; : R" —
R™ tal que
2 (E\ U fZ«(R“)) -0,
€N
ou equivalentemente,
EC EyU <U fi(]R”)) com H"(Ep) = 0.
€N
Observagao 3.1. Note que pelo teorema de Kirszbraun 2.1, a defini¢ao acima também é equiva-
lente a dizer que

H” <E\ U fi(Ai)> =0,

€N

Testamos usando a nomenclatura e defini¢io adotadas nas referéncias [6], [8] e [11] e ressaltamos que em [4] hé

uma generalizagao ainda maior.
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onde, para todo 7 € N, temos que A; C R" e f; : A; = R™ sao aplicacoes Lipschitz.
Note que segue imediatamente da definicdo que, todo subconjunto H"-mensuravel de um

conjunto n-enumeravelmente retificivel é n-enumeravelmente retificivel e, a unidao enumeravel

de conjuntos n-enumeravelmente retificiveis é ainda, n-enumeravelmente retificavel.

Observacao 3.2. Também segue imediatamente da definicao, juntamente do Corolédrio 1.1 e da

Proposicao 1.6 que, se E C R™ for n-enumeravelmente retificivel, entdo dimy E < n.

Exemplo 3.1. Se E C R™ for uma n-subvariedade mergulhada de classe C!, entdo E é n-
enumeravelmente retificavel e dimy F = n.

De fato, podemos cobrir ¥ com uma familia enumerével® {¢; : U; C E — R"};cy de cartas C*
tal que, para todo i € N, ¢; : U; — R™ é bi-Lipschitz sobre sua imagem ¢;(U;) C R™. Entao E se
escreve como uniao enumeravel das imagens das aplicagoes Lipschitz go;l cpi(Us) > R™ 4 €N,
logo F é n-enumeravelmente retificivel. Portanto, segue da Observacao 3.2 que dimy F < n.

Por outro lado, tomando cartas {¢; : U; — R"};cny como acima, segue da Proposi¢ao 1.6 que
dimy E > dimy Uy = dimy ¢1(Ur) = n (pois @1 é bi-Lipschitz sobre sua imagem 1 (Uy), que é

um aberto nao vazio de R"™). Portanto, dimy F = n, como afirmado.

3.1.1 Conjuntos Retificaveis Sao Quase Subvariedades

Lema 3.1. E C R™ ¢ n-enumeravelmente retificivel se, e somente se, E C |J;2q M;, com

H"(My) =0 e cada M;, i > 1, é uma n-subvariedade mergulhada C*.

Demonstragao. A volta é imediata, basta usar que cada M; é localmente grafico de uma aplicacao
C', que por sua vez, sdo localmente Lipschitz. Vejamos a ida.
Se E C Mo U (U;en fi(R™)) com H™(Mp) =0 e f; : R — R™ Lipschitz entéo, fixado i, pelo

Teorema 2.3, para cada j € N, existem aplicacoes C?, gij : R™ — R™ tais que
1
H'({z e R" | fi(z) # gi5(2)}) < i

Dali, fazendo Z; := R™\ (UjEN{$ e R"| fi(z) = gij(a:)}>, temos H"(Z;) = 0, donde para cada
1 €N,
fi®™) C fiZyu | U g)@®™)
JEN
Entao, H"(f;(Z;)) = 0, pois f; é Lipschitz e portanto, H"(No) = 0, onde Ny = U,y [i(Zi).
Logo, temos E C My U N, U (U” gij(R”))
Seja Cjj == {x € R" | Jgij(x) = 0}. Pela Férmula da Area 2.10, temos que

HO(Cy; N gi_jl{y}) =0, para H" — q.t.p. y € R™.

Logo,
Ci; N g;{y} =0, para H" — q.t.p. y € R™, donde, H"(gi;(Ci;)) = 0.

8aproveitamos este momento para avisar o leitor que durante este capitulo, usaremos com total liberdade a

propriedade de Lindeldf que os espagos euclidianos admitem.
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Por outro lado, dado x € R™\ Cj;, pelo Teorema da Aplicagao Inversa, existe uma vizinhanca
Vi C R™ contendo z tal que, g;;(V;) é uma subvariedade euclidiana, dada por uma tnica carta.
Podemos, evidentemente, tomar uma colegao enumeravel de pontos (zx)ren com x € R™\ Cjj,

tais que UgenVy = R™ \ Cj;. Portanto, temos

9i5(R™) = gi5(Cij) U 955 (R™ \ Cij) = i5(Cij) U gij <U Vk) = ij(Cij) U (U gij(vk)> :

keN keN

Logo, segue que

Jgis®™) = Jgi;(Cij) U | 915(Vie), com 1™ | | Jgi;(Ci) | =0.

i, 1,J 0,5,k i,
Portanto,
E c MyuNoU|Jgi;(Cij) u | 95 (Va),
1,J 1,5,k
onde H" (Mo U No U, ; 9:5(Cij)) = 0 e g;;(Vi) sdo n-subvariedades de classe Cl. O

Corolario 3.1. Se E C R™ ¢é n-enumeravelmente retificivel, entdo podemos escrever E como
unigo disjunta E = | |2, E; onde, H"(Ep) = 0 e para todo i > 0, E; C M;, onde M;1 é uma

n-subvariedade de classe CL.

Demonstragao. Basta definir Ey .= EN My e E; .= (ENM;)\ Ué;%) E;, i>1. O

3.1.2 Espacos Tangentes Aproximados

Apesar da nocao de conjuntos retificdveis ser muito delicada, eles também admitem, num
sentido de teoria da medida, espagos tangentes em quase todo ponto, o que é bom o suficiente
para fazer bastante geometria. E possivel, por exemplo, definir uma orientacdo em um conjunto
retificavel, assim como, definir fronteira e munir o conjunto de uma topologia. Entretanto,

reservamos estes ultimos tdpicos para livros como [4], [6] e [11].

Definigao 3.2. Seja £ C R™ n-enumeravelmente retificavel. Dizemos que F é:
1. localmente n-retificavel, se H™ L E for uma medida de Radon em R™.
2. n-retificavel, se H™ L E for uma medida de Radon finita em R™.
Vejamos a definicao de espagos tangentes aproximados.

Definicao 3.3. Seja E C R™, H"-mensurdvel com H"(E N K) < oo, para todo K C R™
compacto. Dizemos que um subespacgo vetorial n-dimensional P C R™ é um espaco tangente

aproximado de F em x € R™ se

Jim F@aH ) = [ @), v € COr™),
=0t JA-1(E-x) P

onde y € \™H(E — ) se, e 86 se, y = A~ (2 — x), para algum z € E.
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Na defini¢io acima, o espaco CY(R™) representa o conjunto de todas as fungdes continuas
com suporte compacto f : R™ — R.

Veremos na Observacio 3.6 que, se £ é uma n-subvariedade C' do R™, entdo o espaco
tangente aproximado coincide com a noc¢ao de espago tangente usual. Além disso, quando P
existe, ele é tinico e o denotamos por T, FE.

O que a igualdade na Definicio 3.3 est4 expressando é que, a medida H"L (A1 (E —z)) est4
“convergindo fraco-estrela” para a medida H"™ L P. Intuitivamente, isso significa que a medida
ao redor do conjunto A~!(E — x) comega a concentrar (conforme A — 0) para a medida ao redor
do plano P. Para uma abordagem via convergéncia fraca-estrela de medidas de Radon, veja [2]
e [7].

Notacao: Sejam >k > 1.

1. Denotamos a Grassmanniana Gr(k,m) como sendo o conjunto formado pelos subespagos

vetoriais k-dimensionais do R™.

2. Dado w € Gr(k,m), relembre que o conjunto ortogonal de 7 é dado por
7t = {2z e R™ | (z,w) = 0,Yw € 7}.

3. Dado 7 € Gr(k,m), denotamos por pr, e pri as projecdes ortogonais em m e m, respec-

tivamente.

4. Dados m € Gr(k,m), a € (0,1) e z € E, denotamos por X, (7, z) o cone duplo com vértice

em x e abertura «, definido por

Xo(mx) ={y e R™ | |prx(y — 2)|| < ally — 2|}
={y eR" |d(y —z,7) < ally — z[|},

onde d representa a funcao distancia de um ponto a um conjunto.

Observagao 3.3. Identificando cada subespago k-dimensional © € Gr(k, m) com a projegao or-
togonal pr., podemos metrizar Gr(k, m) da seguinte forma. Para todos 7,0 € Gr(k,m),
d(ﬂ', U) = Hprﬂ' - pra” = “Sll’llgl{nprw(x) - pI‘U(CL’)H}
Tl

Munido desta métrica, Gr(k,m) é um espago métrico compacto.

Observacdo 3.4. Ao fazermos f : R™ — [0,1], f € C%(R™) se aproximar da fun¢do caracteristica
XB(0,1), com f =1em B(0,1) e f =0 em R™\ B(0, 1 +¢) na Defini¢ao 3.3, vemos que (ao fazer

e — 0), se T, F existe, entao
i (B OB p)

=1.
p—0 a(n)pn

Da mesma forma, se T, E existe e sendo 0 < a < 1, ao fazermos f : R™ — [0,1], f € CO(R™) se
aproximar da fungao caracteristica X x, (r,,0)nB(0,1), VEImMOos que

 HMEN Xa(ra, ) NB(,0))
lim
p—0 a(n)pn

=0,
onde 7, = (T, E)*.
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Teorema 3.1. Seja E C R™, H"-mensurdvel com H"(E N K) < oo, para todo K C R™
compacto. Entdo E € localmente n-retificdvel se, e somente se, o espago tangente aproximado

T.E existe para H"-q.t.p. x € E.

Demonstragao. (=)
Pelo Coroléario 3.1 podemos escrever E = | |72 E; onde, H"(Ep) = 0 e para todo i > 0, E; C
M;, onde M;,1 é uma n-subvariedade de classe C!. Seja R > 0 e f € C2(R™) dada por f =0

em R™ \ B(0, R). Para cada ¢ > 1, podemos escrever
E=(E\M)U(ENM;)=(E\M;)U(M;\ (M \ E)),
e portanto,

/ faH" = / FAH™ + / FaH" — / fAH". (15)
A~ H(E-xz) AL (E\M;—zx) A (M;—zx) ALY (M \E—x)

Se x € E;, entao x € M; que é subvariedade, entao,

lim L T
A—0t A—1(M;—1) T M,

Além disso, temos

/ faH?| < HM (B0, R) 0 A"L(E\ M; — z)) sup | f|
A-1(E\M;—z)

= A""sup |f|H"(B(z,A\R) N E \ M;)

Pelo Teorema da Densidade Superior 1.14, segue que

/ fdH"
Ail(E\Mi—.T)

lim
A—0t

< lim A "sup|f|H"(B(z, AR) N E \ M;)
A—0t

<sup|fla(n)O*(H",E\ M;,z) =0, H" —q.t.p. x € E;

Analogamente, ‘f)\—l(M\Efz) fd’H”‘ — 0, H"-q.t.p. z € E;.
Logo, aplicando o limite em (15), temos que

lim fdH™ :/ fdH™, H"-q.t.p. z € E;.
A=0t JA-1(E—q) T M;

Portanto, T F existe e T, F =T, M;, H"-q.t.p. x € E;, para todo i > 1.
(<)

Nés podemos assumir H"(E) > 0. Defina p = H"L (ENB(0, R)), com algum R > 0 tal que
H"(ENB(0,R)) > 0. Entao p é Borel regular com 0 < pu(R™) < oc.

Pela Observacao 3.4, temos que

para u-q.t.p. = € ENB(0, R), onde 7, = (T, E)*.
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Para cada k € N e H"-q.t.p. z € ENB(0, R), defina

u(B(z,p)) B p(X 1 (72, ) N B(x, p))
snty a(mpr = W T

fr(z) =

Entao, fp(z) — 1 e gx(x) — 0 para p-q.t.p. = € ENDB(0,R). Por Egorov 1.6, existe um
conjunto de Borel M C ENB(0, R) com ambas as convergéncias acima valendo uniformemente

para x € M e com

1
PR™\ M) < Sp(R™). (16)
Entao, para cada € > 0, existe § > 0 tal que
B (X1 (me, z) NB(z, p))
a(n)p” a(n)p”

parax € M e com 0 < p < 4.
Pela Observagao 3.3, como Gr(m —n, m) é compacto, podemos tomar 71, ... 7N subespagos

(m — n)-dimensionais de R™ tais que

Gr(m —n,m) UU<7T“16)

Para qualquer r € M, como m, = (T,E)* € Gr(m — n,m), entdo 7, € U(m, 16) donde
d(mi, m2) < 3,
conjuntos M; = {x € M | d(m;, 7z) < %} Entao, M = Ufil M;.
I Tomando § > 0 tal que (17) vale para ¢ = 1/16""1, entdo

para algum ¢ € {1,...,N}. Consideramos entao, para cada i € {1,...,N}, os

X

0
%(m,m) NM;NB <a:, 2) ={z},Vo e M;,Vie {1,...,N}.
De fato, caso contrario, terifamos um x € M; e um y € X1 (m;, ) N M; NOB(z, p), para algum
4
0<p<é.

Mas como z € M e 2p < 4, temos de (17) com € = 1/16" ! que

a(n)(2p)" _ a(n) (p\"
WXy (e 2) N B(r,20)) < oo he = S22 (8)7 (18)
FB(y, §) C Xi1(m,x) NB(z,2p) Dado z € B(y, §) e, como a funcao distancia é Lipschitz,
2
temos

|d(z — 2, mp) —d(y — z,m)| <[]z —yl.

Dali, segue que

p p
< g tdly—a,m) =2+ (y - 2) - prr, (y — 2|
)
< g Ty —2) =pre(y — 2) | + l[(prr, — pre, )(y — 2]
)
< g Ty —z,m) + [[pry;, — pr lllly — ]l
<lHy*$” <167 pois z€M;
B H H yeali(x,p) E < HZ - x”
8 16 — 2
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donde segue que z € X% (mz, x). A dltima desigualdade segue do fato que ||z — z|| > ||y — z|| —
||z —yl|. Por outro lado, como |[z—z|| < [ly—=| + |z —y| < p+£ = % < 2p, entdo z € B(x,2p),
provando nossa segunda afirmacao.

Temos entao que,

WX () 1B, 20) = 0 (B (5.2)) > atm) (£)" (1 - o) > 2 (2)",

8/ =~ 8
(17) N

1
2

o que é um absurdo com o que encontramos em (18), provando nossa primeira afirmagao.

Tome um xy € M; fixo. Como B(x, g) C B(x, %), para qualquer x € B(xq, g), entao temos

X, (m;,2) 0 (Mmlaa(xo,j» = {x}, vgceMmB<x0,i), ie{l,...,N}. (19)

Se @ é uma aplicacao ortogonal de R com m; = Q({0} x R™~™), (19) evidentemente implica
que M;NB (:Uo, g) estd contido no grafico de uma aplicagao Lipschitz definida sobre um dominio

do R” e portanto, por Kirszbraun 2.1, temos

<MHBij>C@$ﬁﬁy

onde f : R™ — R™™™ ¢ Lipschitz.

Como i € {1,...,N} e xg € M; sao arbitrarios e como M é totalmente limitado, podemos
cobrir M com um ntmero finito de bolas B(x;, g), com x; € M e portanto, concluimos que
existem finitos mapas Lipschitz fi,..., f;y : R — R™™" e aplicagbes ortogonais Q1,...,Q  de
R™ tais que ;

M C UQi(graf fi)-
i=1
Logo, por (16), temos
J
n <Rm \ iUIQi(graf f¢)> < %M(Rm)-

Repetindo todo o argumento, mas com ENB(0, R)\J;_, Qi(graf f;) no lugar de ENB(0, R), de-
duzimos que existe uma familia enumeravel de aplicacoes Lipschitz f; : R™ — R™~" e aplicagoes
ortogonais @; com p(R™ \ |J:2, Qi(graf f;)) = 0.

Considerando o mapa G;(z) := (z, f;(x)) e fazendo F; := Q; o G; : R" — R™, entao temos
que cada F; ¢é Lipschitz e H"(ENB(0, R) \ Us2, F;(R™)) = 0.

Como E = [,y E N B(0,7), temos que E é n-enumeravelmente retificdvel e portanto,

localmente n-retificavel. O

Exemplo 3.2. Este exemplo nos dd uma indicacao modesta do quao “ruim” conjuntos reti-
ficaveis podem ser e consequentemente, o quao forte é o Teorema 3.1 acima.

Primeiramente, vamos construir um conjunto do tipo Cantor de medida positiva da seguinte
forma. Comece com o intervalo [0, 1], remova o intervalo médio aberto de comprimento %. (Veja

a figura 1 abaixo.) Depois, dos dois intervalos restantes, remova os seus respectivos intervalos
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médios abertos cujo comprimento total é %. No n-ésimo passo, dentre os 2"~ ! intervalos restan-

n+1)

tes, remova os seus respetivos intervalos médios abertos cujo comprimento total é 2 ( . Seja

C a intersecao. Claramente C' nao contém nenhum intervalo. Entretanto, como o comprimento

1

total removido foi 27+ = 1, 0 comprimento restante ¢ H!(C) = 3.

ot it e i{ Yttt it el G ST SRt

Figura 2: Um conjunto do tipo Cantor C' com H'(C) = %
Fonte: Morgan [10, p. 30].

Agora defina g : [0,1] — R? por g(z) == (z,d(z,C)). Veja a figura 2.

.AAAAA,/\.AAA.A‘ .A‘A.A./\.A.An,\.

Figura 3: A imagem de g intersecta [0, 1] no conjunto C.
Fonte: Morgan [10, p. 30].

Entao, a imagem de g e, portanto, F := [0,1] U Img sao retificiveis, mesmo que E nao seja
uma subvariedade em todos os pontos de C. Apesar disso, o Teorema 3.1 e a Observacao 3.4

nos garantem que 7T, F é uma reta e que ©'(H!, E,x) = 1 em quase todos os pontos = € E.

Abaixo, enunciamos um resultado que mostra que a no¢ao de espaco tangente aproximado é

local. Para uma demonstracao detalhada, veja [2].
Proposicao 3.1. Sejam Ei, Eo C R™ localmente n-retificaveis. Entdo,

T,F1 = TyEs, para H"-q.t.p. x € E1 N Es.

3.1.3 Conjuntos Nao-Retificaveis

Defini¢ao 3.4. Um conjunto £ C R™ é dito n-puramente nao-retificivel se H"(E N F) = 0,

para todo F' C R™ n-enumeravelmente retificavel.

O teorema seguinte nos mostra que todo conjunto A C R™ com H"(A) < oo pode ser escrito
como uniao disjunta de um conjunto n-enumeravelmente retificivel e um conjunto n-puramente
nao-retificivel. Neste sentido, o estudo de conjuntos mensuraveis com medida finita é reduzido

ao estudo de conjuntos retificiveis e nao-retificaveis.

Teorema 3.2. Seja A C R™ com H"(A) < oo. Entao existe um boreliano B tal que A\ B
€ n-puramente ndo-retificivel. Logo, A admite uma decomposicdo entre conjuntos E e F, n-

enumeravelmente retificdvel e n-puramente nao-retificavel, respectivamente. Isto €,

A=EUF, E=ANB, F=A\B.
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Demonstracdo. Seja R a familia de todos os borelianos n-enumeravelmente retificaveis de R™ e
defina M = sup{H"(ANK) | K € R} < co. Podemos tomar para cada j € N, um B; € R tal
que

1

Considere B := UjeN Bj. Como cada Bj € R, entao B € R, donde AN B € R.
FHY(ANB)=M
Como B;j C B para todo j € N, temos que

H"(ANB) > H"(ANB;) > M —1/j 222 M.

Por outro lado, como B é n-enumeravelmente retificivel segue da definicao de M que H™(AN
B) < M. Logo, segue a igualdade desejada.
F F = A\ B é n-puramente nao-retificivel.

Suponha, por absurdo, que F' nao seja n-puramente nao-retificivel. Logo, existe um conjunto

n-enumeravelmente retificivel E tal que
H'(FNE)>DO0.
Defina o conjunto B = BU E que é n-enumeravelmente retificdvel. Note que,
H (AN B)=H"(AN(BUE))
H'((ANB)U(ANE))
H"((ANB)U((ANE)\ B))
H"((ANB)U((A\ B)N E))
——

F
=H'"(ANB)+H"(FNE).

Substituindo H"(A N B) = M, obtemos H*(ANB) = M +H"(FNE) > M.

Isto contradiz a definicao de M, o que prova que F' é puramente n-nao-retificavel. ]

Claro que caracterizagoes de retificabilidade nos leva automaticamente a caracterizagoes de

nao-retificabilidade; portanto, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.2. Seja E C R™ com H"(E) < oco. Entao, E € n-puramente nao-retificavel se,

e somente se, para H"-q.t.p. x € E, o espaco tangente aprorimado T, E ndo existe.

Uma propriedade muito interessante dos conjuntos puramente nao-retificiveis é que em certo

sentido, eles sao invisiveis de quase todas as diregoes.

Proposicao 3.3. Seja E C R™ com H"(E) < oco. Entao, E € n-puramente nao-retificavel se,

e somente se, H"(pr.E) = 0 para quase todo m € Gr(n,m).

3

Aqui, o termo “quase todo” diz respeito a medida de Haar no grupo ortogonal O(m). Para
entender todos os detalhes e conhecer ainda mais a teoria dos conjuntos nao-retificaveis, reco-

mendamos [8].
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3.2 Férmula da Area e Codrea em Conjuntos Retificaveis

Nosso objetivo nesta secao é estender as formulas da drea e codrea vistas anteriormente, para

conjuntos retificaveis.

3.2.1 Uma Decomposi¢cao Mais Forte

Vimos que E C R™ é n-enumeravelmente retificivel, se a menos de conjunto de medida
H™-nula, E pode ser escrito como uniao enumeravel de imagens de aplicacoes Lipschitz de R”
em R™. Veremos agora que tal decomposicao pode ser tomada de forma ainda mais restrita,
nos garantindo uma boa regularidade nas aplicagoes Lipschitz e nos conjuntos em que sao con-
sideradas as imagens. Tal decomposicao serda muito util para lidarmos com as formulas da area

e coarea em conjuntos retificaveis.

Definicao 3.5. Sejam f : R™ — R™ Lipschitz e A C R™ boreliano limitado. Diz-se que o par
(f, A) define uma imagem Lipschitz regular f(A) em R™ se:

1. f é injetora e diferencidvel em A, com Jf(z) > 0 em todo x € A;

2. Todo z € A é ponto de densidade 1 para A, isto é,

lim LMANB(z,7)) 1.

r—0+ a(n)rm

3. Todo x € A é ponto de Lebesgue para Df : Dy C R" — L(R",R™), isto é,

. 1 () —
i ) L, 1PI0) ~ DI@IAL W) <o

Lema 3.2. Com a notacdo acima, se f(A) é uma imagem Lipschitz regular definida pelo par

(f,A), entdo todo x € A é ponto de Lebesgue para Jf : Dy — R.

Teorema 3.3. Sejam E C R™ é n-enumeravelmente retificdvel e t > 1. Entdo existem Ey C
R™ e (fi(A;))ien sequéncia de imagens Lipschitz requlares induzidas por pares (fi, A;)ien, com
A; C R™ conjuntos borelianos e limitados, para todo i € N, tais que

(i) E = EoUUey fi(A:), com H"(Ep) =0

(13) Para cada i € N, para todos x,y € A; e, para todo v € R,

tH 2 =yl < [Ifi(x) = fiy)]| <tz -y
ol < IDfi(x)o]| < to]
7" < Jfi(z) <"

Reservamos as demonstragoes do lema e teorema acima, para a secao 4.2 de [2] ou a segao
10.1 de [7].
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Observagao 3.5. Podemos ainda tomar, no teorema acima, Ey C R™ e (f;, A;);en satisfazendo
as mesmas condigoes enunciadas na tese e a condicao adicional de que a unido enunciada no
item (i) seja disjunta.

Para cada ¢ > 1, f;(A;) é H"™-mensuravel (pelo Lema 2.4) e tem medida H" finita (pois A; é
limitado). Portanto, { fi(4:)\U,; fj(4;)}i>1 é uma sequéncia disjunta de H"-mensuréveis em £
com medidas H" finitas, cuja unido é a mesma que a da sequéncia (f;(A;))i>1. Como H" é Borel
regular, nao é dificil verificar que podemos, para cada ¢ > 1, tomar N; C fi(4;) \ Uj<l. fi(4;)
boreliano tal que H"([fi(A:) \U,; fi(4;)]\ Ni) = 0, logo Ej :== E\U,;>; N; ¢ H"-nulo e (N;)i>1
¢ uma sequéncia disjunta de borelianos com cada N; contido na imagem de f;|4,. Substitua Ey
por E| e, para cada ¢ > 1, substitua A4; por fz\;lll(Nz) = fl-_l(Ni) NA; € $Brn. Retirando do
novo A; um conjunto Lebesgue-nulo, se necessario (cuja imagem por f; serd H™-nula e pode ser
acrescentada a Ey), ainda podemos supor que todo ponto do novo A; é um ponto de densidade
1 para A; e que, portanto, o par (f;, 4;) ainda define uma imagem Lipschitz regular. A nova

sequéncia (f;(A;))i>1 agora ¢é disjunta e valem as mesmas condicoes anteriores.
Definicao 3.6. Sejam (f;);eny uma sequéncia em Ll (£"). Diz-se que f; — f em LL (L") se,

para todo K C R™ compacto, f;|x — f|x em L'(K).

Lema 3.3. Sejam f € L} (L") ey € R™ ponto de Lebesgue de f. Defina, para r > 0, g, :

loc
R™ — R por g.(w) = f(y +rw). Entdo g. € L} (L") e g, 29, fly) em L (L™).

loc loc

1
loc

Demonstragao. O fato de que g, € Ly (L") para r > 0 é imediato. Além disso, pela hipétese

de ser y ponto de Lebesgue de f, tem-se:

1
lim — x) — dC™(z) =0
/}B @)~ Wl

r—0 a(n)rm

Mas, fazendo uma mudanca de varidveis, para todo R > 0,

1 n(g) LT L o) — "
W‘/m(z/,r)f(x)_f(y)’dﬁ @) a(n) /B(OJ)‘f(y-i‘ ) = f(y)| dL™ (w)
w=u/R 1 r .
T amR /B(O,R) £ (y+ ) = 1) ac”(w).
portanto

lim o ( f (y n %u) - f(y)‘ L™ (u) = 0.

r—0 B
Dai, para todo R > 0, tomando (r;);cn sequéncia em (0, 00) com r; — 0, tem-se
gr: = FWI L1 B0,R) = / |f(y +rw) — f(y)] dC™(w)
B(0,R)
w 1—+00
:/ ‘f (?/+ (TZR)E) — f(y)‘ de™(w) == 0.
B(0,R)

i— 00

—0
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Teorema 3.4. Seja E = f(A) uma imagem Lipschitz reqular definida por (f, A), com f: R"™ —
R™ Lipschitz, A C R™ boreliano limitado. Entao, para todo z € A,

T.E = Df(2)(R"), z = f(2)

Demonstragio. Com efeito, dada ¢ € CO(R™), para todo r > 0, tem-se:

/Tl(E_x) p(y) dH"(y) = ,%n /Eso (y — x) dH"(y)

S <M> Jf(w) dL™ (w) (20)

rh A

- / up(w) A" (w),

onde u, : R — R é dada por

up(w) = xa(z + rw)e Jf(z + rw).

<f(Z+W) - f(2)>

Fu, — ug em L (L"), onde ugp : R™ — R é dada por ug(w) = (D f(z)w)J f(2).

Com efeito, aplicando a desigualdade triangular temos que, para todo R > 0,

||Ur—U0”L1(B(0,R))
flz+rw) - f(2)

s R e G

=1 <(Lip f)
<supgm |¢|

22%0 em L1(B(0,R)) pelo Lema 3.3

w [ e (K)o 1 4w actw
B(0,R) S——
<2suppm |p| e %0 pontualmente

. <(Lip f)»
+ / G(DfW) T+ rw) — Jf()| L™ (w),
B

)

Ssupgm |9l 72000 1 L(B(0,R)) por 3.2, 3.3

0 que prova nossa afirmagao, pois todo o segundo membro converge para zero quando r — 0 (na
segunda integral aplicamos o teorema da convergéncia dominada 1.9).
F Existem rg > 0 e L > 0 tal que, para todo r € (0,7¢), suppu, C U(0, L).

Como Jf(z) >0 e f é diferencidavel em z, existem sp, A > 0 tais que
1F(z) = F() = A2 = 2|l, V2" € U(z, s0).
Assim, se p > 0 é tal que supp p C U(0, p), tem-se,
I f(z +rw) — f(2)|| <7p, Yw € supp u.
Portanto, se w € suppu, e r < %0, entao z + rw € U(z, sp) e,
rp = |[f(z+rw) = f(2)]| = Arflwl],

donde Aljw]|| < p. Tomando L = p/A e ro := 2}, provamos nossa afirmagao.
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Logo, conclui-se que u, — ug em L'(L£"). Portanto, em vista de (20), obtém-se

/ dH™ 2% / ug dL™
r~1(E—zx) n

— [ oD 0I5 de" w)
2:7/ odH".
Df(2)(R™)
Portanto, conseguimos mostrar que T, F = D f(z)(R") para todo =z = f(2) € f(A) = E.
O

Observagcao 3.6. Se E C R™ é n-enumeravelmente retificivel entdo, usando a notacao e os
resultados dos Teoremas 3.3 e 3.4, se F; = f;(4;) for uma vizinhanca de z em F (na topologia
relativa), entdo segue que o espago tangente aproximado em z existe e é dado por T, E =
Dfi(f7 g, (x))(R?). Em particular, se E for uma subvariedade C' mergulhada em R", E

admite espago tangente aproximado em todo x € E, que coincide com o espaco tangente usual

da Anélise em Variedades.

3.2.2 Férmula da Area em Conjuntos Retificaveis

Agora que estamos lidando com conjuntos retificaveis, precisamos redefinir nossas nogoes de

derivada e jacobianos. Vejamos isso agora.

Definigcao 3.7. Sejam E C R" localmente k-retificavel e f : R™ — R™ Lipschitz. Dizemos que
f € tangencialmente diferencidvel em x € E com respeito a E, se o espago tangente aproximado
T, FE existe e se a restricao de f a x + T, F for diferenciavel em z, no sentido de Fréchet. Isto é,
se existe um mapa linear D¥ f(z) € L(T,E,R™) tal que

ho) —
D ey = i 1010 = S0

e a convergéncia é uniforme na esfera {v € T, E | ||v| = 1}. Diz-se entdo que DFf(z) é a
derivada tangencial de f em z com respeito a F.

Também definimos neste caso, o jacobiano tangencial de f em x com respeito a F,

TP () = [D” f(2)] = /det DB f(2)* 0 DE f ()],
onde D¥ f(x)* € L(R™, T, E) denota a transposta de D¥ f(x).

Lema 3.4. Sejam E = g(A) C R™ imagem Lipschitz reqular k-dimensional definida pelo par
(g9,A) e f:R® = R™ Lipschitz. Entdo, para H*-q.t.p. © € E, fog é diferencidvel em g~ (x),

f € tangencialmente diferencidvel em x com respeito a F,

D¥ f(x) = D(fog)(g~ " (x)) o Dg(g~ " (x))".
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Demonstracao. Pelo Teorema 3.4, para todo = € E, o espaco tangente aproximado em x existe
e é dado por T,E = Dg(g~'(x))(R¥). Além disso, temos que Dg(g~'(x)) : R¥ — R™ é um
isomorfismo linear sobre T, F.

Como fog : RF — R™ é Lipschitz entdo por Rademacher 2.2, f o g é diferencidvel em
LF-q.t.p. 2z € R* (em particular, para £¥-q.t.p. z € A). Seja D :={z€ A |3 D(fog)(2)}.

F f é tangencialmente diferenciavel em g(D) com respeito a E e

D¥f(z) = D(f o g)(g~"(x)) o Dg(g~ ()~

Seja z € D e x = g(z). Para todo w € R¥\ {0} e v = Dg(z)(w) € T, E = Dg(z)(RF¥), temos

fl@+v) = f(x) = D(fog)(g~" (x)) o Dg(g~"(x)) "} (v)
= f(9(2) + Dg(z)w) — f(g9(2)) — D(f o g)(z)w (21)
= [f(9(z) + Dg(z)w) — f(g(z + w))] + [f(9(z + w)) — f(g9(2)) — D(f o g)(z)w].
Como lw]| = [ Dg(=)~"o]l < [ Dg(z)~"lv]], tem-se
Portanto,

I (2 +v) = f(x) = D(f 2 9)(g~"(x)) o Dg(g~" ()" (v)[| B+ Lir-+(22)

Il
< ||Dg(z)~Y|(Lip f) lg(z +w) — TJLT|) — Dg(z)w|| N
+1Dg()7 Y 1f(g(z +w)) — f(ﬁij)') —D(f o g)(x)wl

Como w = Dg(z)~!v, se v — 0 entdo w — 0; dai, pela diferenciabilidade de g e de f o g em z,
conclui-se que

iy I (@ +0) = f(2) = D(f 0 g)(9~" () © Dg(g~"(=)) "' (v)]

v—0 ||

0 que prova nossa afirmacao.
Além disso, H¥(E\ g(D)) = H*(g(A\ D)) < (Lipg)*L*¥(A\ D) = 0, por Rademacher 2.2. [

Enunciamos agora uma versao do teorema de Rademacher para aplicagoes Lipschitz em

conjuntos retificaveis, reservamos a demonstragio para [2] e [7].

Teorema 3.5. Sejam E C R" localmente k-retificdvel e f : R* — R™ Lipschitz. Entio D f(z)
existe para H*-q.t.p. x € E.

Teorema 3.6. (Férmula da Area em Conjuntos Retificdveis). Sejam E C R™ localmente k-
retificavel e f : R™ — R™ Lipschitz, com 1 < k < m. Entao:
(i) JEf ¢ uma funcio H*-mensurdvel definida H*-q.5. em E;
(ii) A func¢do N(f|g): R™ — [0, 00| dada por y — HO(E N f~H{y}) é HF-mensurdvel;
(iid)
[E JEfaHs = [ HOE A F ghart(y).

Rm
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Demonstragao. Caso reduzido: E = g(A) é uma imagem Lipschitz regular k-dimensional.
Pelo Teorema 3.4 e pelo Lema 3.4, sabemos que existe o espaco tangente aproximado em
todo z € E dado por T, E = Dg(g~(z))(R¥) e além disso, existe Dy C E H*-mensurdvel com
H*(E\ Dy) = 0 e tal que para todo © € Dy, fog é diferenciavel em g~'(x), f é tangencialmente
diferencidvel em x com respeito a E e D(f o g)(g~(z)) = DF f(z) o Dg(g~'(x)).
Dado x € Dy, segue que

J(fog)(g~ (x)) = [DFf(x) o Dg(g~"(2))] = [D” f(@)][Dg(g~ ()] = T* f(x)Tg(g" ().
(23)
Portanto, JZ f Dy — R é dada por

[J(fog)log™

JEf =
/ [Jglog™t

(24)

1. E — A é mensurdvel, segue do Lema 2.4 que, para todo B C A LF-mensurdvel,

Como g~
g(B) é HF-mensurével, e como Jf e J(f o g) sdo borelianas, concluimos de (24) que JZf ¢é
H¥-mensurdvel, o que prova (4).

Por outro lado, como g : A — E = g(A) é uma bijegao, tem-se, para todo y € R™,

HUENfHyY) = HU(AN(Fog)"H{y))- (25)

Ouseja, N(f|g) = N((fog)|a) e, aplicando-se o Lema 2.4 para a fungao Lipschiz fog, conclui-se
que N(f|g) é H*-mensuravel, provando ().

Finalmente,

HO(E N [ ) () D
R™ RrR™

L[ (egact
A

(23)

= /(JEf)ongd,Ck
A

2;7/ JE§ aHF,
E

HOU(AN (fog) {y})

provando (ii7) e finalizando o teorema para o caso reduzido.

Caso geral: Pela Observacio 3.5, podemos escrever E = Eg U | |;cy gi(4;), com HE(Ey) = 0
e, para cada i € N, g;(A;) é imagem Lipschitz regular definida pelo par (g;, 4;), com A; € Bpx
limitado.

Além disso, pelo caso reduzido e para cada i € N:

1. gi(A;) é HF-mensuravel (Lema 2.4) e H¥(gi(A;)) < oo, donde, H¥ L g;(A;) é uma medida
de Radon finita, e portanto, g;(A4;) é k-retificavel.

2. J9:(A) £ § uma funcao definida H¥-q.s. em gi(A;) e HF-mensuravel. Como Tg;(A;) = T, E
para H*-q.t.p. = € g;(4;) (pela Proposicao 3.1), concluimos que JZf = Joi(4i) f k...

em g;(A;). Portanto, JEf|gi(Ai) é HF-mensuravel, donde JF f é H*-mensuravel.
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3. N(flgica,)) € HF*-mensurdvel. Além disso, é facil ver que N(f|g,) = 0, H*-q.s. em R™,
donde, em particular, N(f|g,) é H*-mensurdvel. Logo, N(f|z) é o limite pontual de uma

sequéncia de funcées H*-mensurdveis e, portanto, é H*-mensuravel em R™.
4. Como JEf = Joild f Pk q.s. em g;(4;),

- [ |
9i(Aq)
Dai, como N(f|g) = N(f|g,) + ZieN N(f’gi(Ai)) e N(flg,) ¢ HF-nula, pelo TCM 1.7,

segue que

R™

Nfleyirt = [ 3w

Rm
0 que prova o teorema para o caso geral.

O]

Corolario 3.2. Sejam E C R™ um conjunto localmente k-retificavel e f : R™ — R™ Lipschitz,
com 1l <k<m.
(i) Se g: E — [0,00] for HF L E-mensurdvel, entdo

/gJEfd’H’“:/ > g) | dH ().
M B \eeEnf—1{y}

(ii) Se flar for injetora e g : Im f — [0, 00] for boreliana, entao

/ gd?-{k:/ go fJEfdHF.
Imf M

Demonstragdo. A demonstragdo de ambos os itens é andloga aos Corolarios 2.6 e 2.7. O

3.2.3 Foérmula da Coarea em Conjuntos Retificaveis

O lema abaixo nos diz que conjuntos retificiveis ocorrem em conjuntos de nivel de aplicacoes

Lipschitz. Reservamos a demonstracao para [4].

Lema 3.5. Sejam n > m e f : R® — R™ Lipschitz. Entdo, para L™-q.t.p. y € R™, f~y} é

n — m-enumeravelmente retificdvel.

Lema 3.6. Sejam E C R™ um conjunto k-enumeravelmente retificdvel e f : R™ — R™ Lipschitz

com k < m. Entao f(E) € k-enumeravelmente retificdvel.

Demonstragio. Podemos tomar uma sequéncia (g;);en de aplicagoes Lipschitz R — R™ e uma
sequéncia de borelianos (A;);eny em R tais que E = EgU (U;ep 9i(4i)), com H*(Ep) = 0. Entao
F(B) = F(E) U (Usen £ © 9:(A3)). onde HE(f(Eo)) < (Lip f)*H*(Eo) = 0 e, para cada i € N,
f o g; é Lipschitz. O

Corolario 3.3. Sejam E C R™ k-enumeravelmente retificavel e f : R™ — R™ Lipschitz, com
k > m. Entao existe um boreliano C C R™ tal que L™(R™ \ C) = 0 e, para todo y € C,

En f~Yy} é (k — m)-enumeravelmente retificdvel.
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Demonstra¢io. Podemos tomar uma sequéncia (g;);en de aplicacoes Lipschitz RF — R” e uma
sequéncia de borelianos (4;);eny em RF tais que £ = Fy U (UieN gi(Ai)), com HF(Ey) = 0.
Entao aplicando, para cada i € N, o Lema 3.5 para f o g;, existe C; C R™ boreliano com
L™(R™\ C;) = 0 e, para todo y € C;, (f 0 g;) H{y} é (k — m)-enumeravelmente retificavel, logo
Ain(fogi)~"{y} também o é. Portanto, para todoy € Ci, gi(A;N(fog:){y}) = gi(A)NfH{y}
é (k — m)-enumeravelmente retificivel pelo Lema 3.6.
Segue da desigualdade de Eilenberg 2.6 que
a(k —m)a(m)
a(k)

Logo, da Proposic¢ao 1.3, conclui-se que existe Cy C R™ boreliano tal que L™(R™ \ Cy) =0 e
para todo y € Co, HF¥"™(Ey N f~{y}) = 0. Em particular, para todo y € Cy, Eo N f~{y} é

[ En s i) < (Lip /)" (Eo) =0

(k — m)-enumeravelmente retificavel.

Tome C := (\;59Ci € Brm. Entao LT(R™\ C) = 0 e, para todo y € C, EgN [~ {y} e
gi(A;) N f~Hy} sdo (k — m)-enumeravelmente retificiveis, para todo i € N. Logo, para todo
yed,

Enf Hy}=(EonfH{yhu <U gi(Ai) N fl{y}>
1€EN

é (k — m)-enumeravelmente retificdvel. O

Teorema 3.7. (Férmula da Codrea em Conjuntos Retificaveis). Sejam E C R™ um conjunto
localmente k-retificdvel e f : R™ — R™ Lipschitz, com k > m. Entdo:

(i) JEf € uma funcao H*-mensurdvel definida H*-q.5. em E;

(i1) A funcio N(f|g) : R™ — [0,00] dada por y +— HF""(E N f~Hy}) é L™ -mensurdvel;

(131)

/ JEFartE = [ HmE A YY) dEm ).
E R™

Demonstragcao. Podemos supor k > m, pois o caso k = m segue da Féormula da Area 3.6.
Vejamos que JF f é HF-mensurdvel. Vamos considerar o caso reduzido em que E = g(A) é
uma imagem Lipschitz regular induzida pelo par (g, A) com g : R* — R™ Lipschitz e A € PBri
limitado; o caso geral segue pelo mesmo raciocinio usado para provar o caso geral na Formula
da Area 3.6.
Pelo Lema 3.4 e pelo Teorema 3.4 segue que, para HF-q.t.p. = € E, f o g é diferencidvel
em g1 (), TLE = Dg(g~}(x))(R*) e DEf(x) = D(f o g)(g~'(x)) o Dg(g~'(x))~". Para tal ,

sabemos que

TP f(x) = [D"f(2)] = \/det DE f(z) 0 DE f(x)".
I As entradas da matriz da aplicacdo linear D¥ f(z) o DF f(x)* na base canénica (ey,...,en)
de R™ sdo, como funcées de z, HF-mensuraveis definidas H*-q.s. em E.
De fato, da dlgebra linear elementar sabemos que a (i, j)-ésima entrada da referida matriz é

dada por
(DFf(x) o DF f(2)* - eiyej) = (D f(w)* - e;, DP f(2)* - ) = Bilw)" - G(x) - B;(w),
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onde, para 1 < i < m e denotando por (fi,..., fx) a base canonica de RF, f;(x) é a matriz

coluna k£ x 1 cuja j-ésima linha é dada por

(D(fog)(g~"(x)) - fi,ei)-

1. EF — R* é6 HF-mensurdvel (pelo Lema 2.4 aplicado a g) e D(f o g) é boreliana,

Como g~
conclui-se que §; é uma funcdo H*-mensurével definida H*-q.s. em E.
Além disso, G(x) é a inversa da matriz dos vetores Dg(g~*(z)) - f1,...,Dg(g ™ (x)) - fx €

T,E C R", isto é, a inversa da matriz k x k cuja (i, j)-ésima entrada é

(Dg(g~"(x)) - fis Dg(g~" (x)) - f;)-

1. E — R* é H*-mensuravel,

Como a inversao de matrizes é continua, Dg ¢é boreliana e g~
conclui-se que G é uma funcao H*-mensuravel definida H*-q.s. em E.

Portanto, nossa afirmacao estd provada e, como /- e det sao fungoes continuas segue que
JE f(x) é H*-mensuravel definida H*-q.s. em E, concluindo a prova do item (4).

Vamos supor H* (E) < 0o. No caso geral, basta considerar uma sequéncia de conjuntos com
medida finita se aproximando de FE.

Note que fE JE fdH* ¢ finita, pois JEf é limitada por (Lip f)¥. Além disso, o Corolério
3.3 garante a existéncia de um boreliano ¢ C R™ tal que L™(R™ \ C) = 0 e, para todo
y € C, En f~Yy} é k — m-enumeravelmente retificivel. Fixado ¢ > 1, pelo Teorema 3.3 e
a Observacao 3.5, podemos tomar a uniao F = Eg U (|_|Z-GN gi(Ai)) onde os pares (g;, 4;)ieN
definem imagens Lipschitz regulares k-dimensionais F; = g;(A;) para cada i € N com H*(Ep) =

0, e valem as condicoes do Teorema 3.3, donde temos, para todo i € N e todo = € A;,
Lipgila, <t, Lipgily! <t, |Dgi(x)l| <t, [[Dgi(z) 7! < t, t7F < Jgi(x) <" (26)
Segue de FEilenberg 2.6 que,
[ e n s acr ) = o

Assim, diminuindo o boreliano C' se necessario, podemos supor H¥~™(Ey N f~{y}) = 0, para
todo y € C. Além disso, pelo Lema 3.5, podemos diminuir C' mais ainda, se necessario, para
garantir que, para todo i € N e todo y € C, A;(y) = A;N(fog:) {y} é k—m-enumeravelmente
retificavel. Portanto, pelo Lema 3.6, para cada y € C e cada i € N, g;(A4;(y)) = E; N f~Hy} é

k — m-enumeravelmente retificivel; em particular, H*~"-mensuravel. Assim, para todo y € C,
HEMENfTHyh) = HE B f T )+ Y HEN Ty =
e ieN

=Y HEN ).

i€N

(27)

Para todo i € N, temos pelo Lema 3.4 e da Observacao 3.6 que, para L£F-q.t.p. z € A;, fo g

é diferencidvel em z, Ty, (,)E; = Dg;(2)(R¥), f é tangencialmente diferencidvel em g;(z) com
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respeito a E; e D(f o g;)(2) = DFi f(gi(2)) o Dg;(2). Além disso, da Proposicio 3.1, segue que
Tgi(z)Ei = Tgi(z)E para Hk—q.t.p z € E;.

Conclui-se entdo que, para todo i € N e LF-qt.p. z € A;, fog; é diferencidvel em z,
Ty E = Dgi(2)(R¥), f é tangencialmente diferencidvel em g;(z) com respeito a E e D(f o
gi)(2) = DP f(gi(2)) o Dg;(2). Para tais z, tomando a adjunta em ambos os membros da tltima
igualdade segue D(f o gi)()* = Dgi(2)* o D f(gi(2))"; dai, tendo em vista que [ Dgi(2)"]| =
|Dgi(2)|| < tel[[Dgi(2)*]7Y| = ||Dgi(2) 7| <t, podemos aplicar o Lema 2.8 com R = Dg;(2)*
e L = D¥ f(g;(2))* para concluir que

tRTE f(9i(2)) < J(f 0 gi)(2) < " TP f(gi(2)). (28)

Temos também que, para todo y € R™, g;| 4, leva A;(y) = A;N(fog;) " {y} bijetivamente sobre
E;n f~Hy} e Lipgila, <t, Lip gi\;lil < t. Portanto, para todo y € R™,

= Fmmgh=m (A (y) < HEE O FHyY) < RTTHETT(A(y). (29)

Finalmente, como para todo i € N, E; = g;(A;) entao, usando o Corolério 2.7 da Férmula da
Area, a Férmula da Codrea 2.11 e via (26) e (28), ambos sendo usados na primeira e tltima

desigualdades abaixo, segue que
¢~ (8h=m) / JEfapb = Ghem) / JEf o g; Jgidc*
A;
< ¢~ (k=m) / J(f og;)dcCk
A

2ty (emm) /Hk_m(Ai N(fog) {y})dL™(y)
=Ai(y)

2 / HEM (B A f () dE™ ()

< [FariEn s g (30)

(29)
2 pm / HE A (f o g0) My} dL™ ()

211 tk_m/ J(fog) dck
A

i

< (3k-m / TP 0 g Jg;dLk
A.

7

& ¢3hem / JEfdn*.
E:

Note que, nas estimativas acima, tomamos as integrais inferior e superior de H¥=™(M; N
f~H}), ao invés de tomar a integral usual contra a medida de Lebesgue, porque nio sabemos,
a priori, se esta funcao é L™-mensuravel.

Claro que, como H*(Ep) = 0, temos on JEfdH* = 0. Logo, conforme o que foi obtido

anteriormente, segue

/ JEfdnt = / HY(Eo 0 fHy ) AL (y) = / *H’f*m<Eomf*1{y}>d£m<y>=0- (31)
Ey *
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De (30), (31) e do TCM 1.7, obtém-se:
t—(3k—m)/ JEf dHF L7 4~ (3k—m) Z/ JEf dHF
B i=0 /i

< §_j / H (O F y)) dE (y)

2 [ wrmn i hac)

*i=0
Usando (27), (31), o fato de que L™ (R™\ C) = 0 e, na tltima desigualdade, usando (30) e (31),

temos

/ SOHEE N 7 ) dem(y) = / HEm(E N 7 y)) dEm(y)
* 0 *
< / B F ) dEm ()

- [ S werEn s e

1=0

2y [ wmEn st hacn
=0

i=0 ' Fi
= g3k / JEfdH*.
E

Em particular,

e [ Epat < [WemEn i) den )
E *
< [ HemEn s i) (32)
E
Como t > 1 foi fixado arbitrariamente e k > m, tomando ¢ — 1 em (32) obtém-se:
[HemEnrwhacne) = [ e En s whdene) = [ IErat <o
X E

Logo, da Proposicao 1.3, conclui-se que valem as afirmagoes (i) e (iii) do enunciado do

teorema, isto é, y — H¥"(E N f~Hy}) é L™-mensuravel e

/ JE f dw — / HE=(E O fH ) dEm (y),
E

o que conclui a demonstracao. O
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