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RESUMO

Este Trabalho de Conclusao de Curso apresenta a construgao dos sistemas numéricos,
partindo dos Axiomas de Peano para estabelecer N como um monoide ordenado,
culminando no Teorema Fundamental da Aritmética. A insuficiéncia de inversos
aditivos motiva a construcao de Z como um dominio de integridade, usando relagoes
de equivaléncia. Esta etapa fundamenta conceitos centrais da teoria de grupos, como
subgrupos normais, quocientes e o Teorema Fundamental dos Homomorfismos, usando
(Z,4+) como exemplo.

A auséncia de inversos multiplicativos em Z leva & construcao do corpo Q, que,
apesar de ser um corpo densamente ordenado e arquimediano, demonstra ser incompleto,
por exemplo, pela inexisténcia de ¢ € Q tal que ¢*> = 2. Para resolver esta incompletude,
R é construido algebricamente como o anel quociente das sequéncias de Cauchy (C(Q))
pelo ideal das sequéncias nulas (I). Demonstra-se que R é o tnico corpo ordenado
Arquimediano e completo, no sentido de que toda sequéncia de Cauchy em R converge.

A incapacidade de R em resolver equacoes como 22 = —1 motiva a construcao do
corpo C a partir de R x R. Conclui-se provando que C nao pode ser um corpo ordenado.

O trabalho encerra-se com um capitulo dedicado ao Teorema Fundamental da
Algebra, onde se utiliza a teoria dos polinoémios simétricos para provar que todo
polinémio de grau positivo com coeficientes complexos possui ao menos uma raiz em C,

estabelecendo-o como um corpo algebricamente fechado.

Palavras-chave: Conjuntos Numéricos. Construcao Algébrica. Relagoes de Equivaléncia.
Isomorfismo de Corpos. Sequéncias de Cauchy. Corpo Ordenado Arquimediano

Completo. Teorema Fundamental da Algebra.



ABSTRACT

This Undergraduate Thesis presents the construction of numerical systems, starting
from the Peano Axioms to establish N as an ordered monoid, culminating in the
Fundamental Theorem of Arithmetic. The insufficiency of additive inverses motivates
the construction of Z as an integral domain, utilizing equivalence relations. This stage
grounds central concepts of group theory, such as normal subgroups, quotients, and the
Fundamental Homomorphism Theorem, using (Z, +) as an example.

The absence of multiplicative inverses in Z leads to the construction of the field Q,
which, despite being a densely ordered and Archimedean field, proves to be incomplete,
as demonstrated by the non-existence of ¢ € Q such that ¢> = 2. To resolve this
incompleteness, R is algebraically constructed as the quotient ring of Cauchy sequences
(C(Q)) by the ideal of null sequences (7). It is demonstrated that R is the unique complete
Archimedean ordered field, in the sense that every Cauchy sequence in R converges.

The inability of R to solve equations such as 22 = —1 motivates the construction
of the field C from R x R. The work concludes by proving that C cannot be an ordered
field.

The work ends with a chapter dedicated to the Fundamental Theorem of Algebra,
employing the theory of symmetric polynomials to prove that every polynomial of
positive degree with complex coefficients possesses at least one root in C, establishing it

as an algebraically closed field.
Keywords: Numerical Sets. Algebraic Construction. Equivalence Relations. Field

Isomorphism. Cauchy Sequences. Complete Archimedean Ordered Field. Fundamental

Theorem of Algebra.
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Introducao

Os sistemas numéricos sao a fundagao sobre a qual se ergue o edificio da anélise
matematica. Na pratica elementar, os conjuntos dos ntimeros Naturais (N), Inteiros
(Z), Racionais (Q), Reais (R) e Complexos (C) sao frequentemente apresentados como
um dado, com suas propriedades e operagoes — adigao, multiplicacao, ordem — aceitas
intuitivamente. No entanto, o rigor matematico exige mais do que intui¢ao; exige uma
construgao logica e formal, onde cada propriedade possa ser provada e cada novo sistema
numérico justificado como uma extensao necessaria do anterior.

Este trabalho tem como objetivo apresentar essa construcao formal. Partimos
do alicerce mais fundamental, os Axiomas de Peano, que definem a prépria esséncia
do conjunto dos nimeros naturais e o principio da inducao finita. A partir desta
base axiomatica, definimos indutivamente as operacoes de adi¢ao e multiplicacao em
N e provamos, passo a passo, suas propriedades familiares, como associatividade,
comutatividade e distributividade. Estabelecemos também as relagoes de ordem e
divisibilidade, culminando na demonstracao de um dos pilares da aritmética: o Teorema
Fundamental da Aritmética.

Uma vez estabelecida a estrutura de N, encontramos sua primeira grande deficiéncia
algébrica: a operacao de adigcao nao possui inversos, tornando a subtracao uma operacao
nao fechada. Para solucionar este problema, empregamos o formalismo das relagoes de
equivaléncia para construir o anel dos Numeros Inteiros (Z) a partir de pares de niimeros
naturais. Nesta nova estrutura, (Z,+) ¢ um grupo abeliano ciclico, e (Z,+,-) é um
dominio de integridade, garantindo o fechamento da subtracao. Esta construcao nos
permite, ainda, aprofundar o estudo das estruturas algébricas, explorando os conceitos de
subgrupos, classes laterais, grupos quocientes e o Teorema de Lagrange.

A estrutura de 7Z, embora robusta, falha em garantir o fechamento da divisdo. A
auséncia de inversos multiplicativos para a maioria de seus elementos nos motiva a repetir
o processo de construcao. Utilizando novamente classes de equivaléncia, desta vez sobre
pares de inteiros, erigimos o corpo dos Numeros Racionais (Q). Demonstramos que
(Q, +, -, <) é um corpo ordenado, denso e que satisfaz a Propriedade Arquimediana. Nele,
todas as quatro operagoes aritméticas basicas sao bem-definidas.

Contudo, a densidade de @Q é iluséria. Demonstramos sua profunda limitacao —

sua incompletude — ao provar que nao existe nimero racional ¢ tal que ¢> = 2. Esta
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descoberta revela que a reta racional é repleta de buracos, pontos para os quais sequéncias
de racionais podem convergir, mas cujo limite nao pertence ao proprio conjunto. Para
preencher estas lacunas, introduzimos o conceito de Sequéncias de Cauchy e construimos
o corpo dos Numeros Reais (R) como o conjunto quociente de todas as sequéncias de
Cauchy de racionais. Demonstramos que R é um corpo ordenado arquimediano completo,
e provamos sua unicidade como tal.

A jornada se aproxima de seu desfecho ao confrontarmos a limitacao algébrica de R:
embora analiticamente completo, o corpo dos reais falha em prover solugoes para equacoes
polinomiais elementares, como 22 + 1 = 0. Esta deficiéncia motiva a construcao do corpo
dos Numeros Complexos (C) como o produto cartesiano R x R. Ao definirmos a unidade
imaginaria 7 e as operagoes sobre este conjunto, demonstramos que esta nova estrutura
constitui um corpo que soluciona o problema inicial, ainda que ao custo de perder a
propriedade de ser um corpo ordenado.

Por fim, o trabalho encerra-se com um capitulo dedicado ao Teorema Fundamental da
Algebra. Utilizando a teoria dos polinémios simétricos e as propriedades demonstramos
que C é um corpo algebricamente fechado. Provamos que todo polinémio de grau positivo
com coeficientes complexos possui ao menos uma raiz em C, confirmando que nao ha
necessidade de novas extensoes numéricas para a resolucao de equagoes polinomiais e

completando, assim, a narrativa logica da construcao dos ntmeros.



Capitulo 1

Naturais

De forma direta, um nimero, em sua esséncia, é um conceito abstrato que
representa quantidade, ordem ou medida. Embora usemos simbolos (como 1, 2, 3) para
representa-los, os nimeros em si sao ideias. Eles nao existem fisicamente no mundo mas
sao ferramentas que nossa mente utiliza para quantificar e organizar o mundo ao nosso
redor.

A ideia de numero surge da necessidade humana fundamental de contar e comparar.
Imagine nossos ancestrais. FEles precisavam saber quantas frutas colheram, quantos
animais havia em um rebanho ou quantos membros formavam seu grupo. A percepg¢ao de
trés ovelhas, trés pedras ou trés dias é a mesma: a abstracao da quantidade. O nimero
trés é essa ideia comum que pode ser aplicada a qualquer conjunto de trés objetos.

Inicialmente, a no¢ao de nimero era puramente intuitiva. A correspondéncia um-a-um
foi o primeiro passo: um pastor podia verificar se todas as suas ovelhas voltaram ao final
do dia comparando cada animal com uma pedra em uma bolsa, sem necessariamente saber
contar como fazemos hoje.

Com o tempo, a civilizagao precisou de um sistema mais robusto. Surgiram os simbolos
(algarismos) e os nomes para os nimeros, permitindo registrar e comunicar quantidades
de forma eficiente. No entanto, do ponto de vista matematico, a pergunta "o que é um
numero?" exige uma resposta mais rigorosa.

No século XIX, essa questao levou a criacao de uma base logica e formal para a
aritmética. A resposta mais célebre veio do matematico italiano Giuseppe Peano, que
prop6s um conjunto de axiomas para definir os numeros naturais (N), o alicerce de todos
0s outros conjuntos numeéricos.

Esses axiomas nao nos dizem o que um nimero é, mas nos dizem como ele se comporta.
A partir dessa estrutura, toda a aritmética dos niimeros naturais pode ser construida de
forma logica e rigorosa, fornecendo a base para a construcao dos inteiros (Z), racionais
(Q), reais (R) e complexos (C), e para a analise de suas estruturas algébricas, como os

monoides e grupos.



CAPITULO 1. NATURAIS 4

1.1 Axiomas de Peano

A estrutura axiomética se baseia em trés nogoes primitivas:
e Um conjunto N, cujos elementos sao chamados de ntimeros naturais;
e Um elemento destacado 0 € N, chamado de zero;

e Uma funcgao sucessor S : N — N, que a cada niimero natural n associa um tnico

sucessor S(n).

O conjunto N e a fungao S devem satisfazer os seguintes cinco axiomas:

Axioma 1: O zero é um ntimero natural.
0eN

Axioma 2: Se n é um namero natural, entdo seu sucessor S(n) também é um nimero
natural.

Vn e N,S(n) e N

Axioma 3: O zero nao é sucessor de nenhum nimero natural.
Vn e N,S(n) #0

Axioma 4: Se os sucessores de dois numeros naturais sao iguais, entao os proprios

nameros sao iguais. (A fungao sucessor é injetiva).
Vn,m e N, (S(n) =S(m) = n=m)

Axioma 5: Se um subconjunto K de N contém o zero e também o sucessor de cada um

de seus elementos, entao este subconjunto é o préoprio conjunto dos niimeros naturais.
e KAN(YneK,S(n)e K)) = K=N

Este axioma é a base 16gica para uma das ferramentas de demonstracao mais poderosas
da matematica, o Principio da Inducao Finita. Ele garante que, se uma propriedade
é valida para o zero e, sempre que é valida para um niimero, também é para seu sucessor,
entao essa propriedade deve ser valida para todos os niimeros naturais.

Podemos visualizar este principio com uma analogia. Imagine o conjunto dos niimeros
naturais, N, como uma fila infinita de carros, um atras do outro. O subconjunto K

representa o conjunto dos carros que serao atingidos em uma colisao em cadeia.
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e A condicao de que 0 € K é o gatilho inicial: garantimos que o primeiro carro da fila

(o zero) acelera e colide.

e A segunda condicdo, Vn € K, S(n) € K, funciona como uma lei de causa e efeito:

se um carro qualquer (n) é atingido, ele inevitavelmente colidirda com o proximo

(5(n)).

O axioma nos diz que, se essas duas condigoes forem satisfeitas, a colisao se propagara
por toda a fila. Se o primeiro carro colide e a regra da colisao em cadeia é valida, entao
nao ha como um carro na fila infinita escapar da colisao. O conjunto dos carros atingidos,

K, seré o conjunto de todos os carros, N.

A partir desses 5 axiomas, podemos entender o conjunto dos niimeros naturais como
o conjunto de todos os elementos que podem ser formados partindo-se do zero e aplicando
a fungao sucessor um nimero infinito de vezes. Esses axiomas garantem que nao existem
outros elementos em N além daqueles gerados por este processo. Assim, construimos
a sequéncia familiar dos niimeros naturais, onde cada novo ntmero é simplesmente o

sucessor do anterior:

s N
0 S(0) S(S5(0)) o---0.5(0)

n Vvezes

Desta forma, todo ntimero natural diferente de zero é o sucessor de outro ntmero

natural, e o conjunto N = {0, 5(0), S(S(0)),... } é gerado por completo.

Proposigao 1.1.1 (Todo Natural Nao-Nulo é um Sucessor). Todo ntimero natural

diferente de zero é o sucessor de algum outro ntimero natural. Formalmente:
VYneN,(n#0 = Jk €N tal que n = S(k))

Demonstragao. A demonstragao sera feita utilizando o Axioma 5 (Principio da Indugao

Finita). Para isso, vamos definir um subconjunto K C N da seguinte forma:
K={0}u{neN|JkeNn=S5(k)}

Em palavras, K é o conjunto que contém o zero e todos os numeros naturais que sao
sucessores. Nosso objetivo é usar o Axioma 5 para provar que K = N. Para isso,

precisamos verificar as duas condi¢oes do axioma.
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Caso Base (0 € K): Por definigao, o conjunto K foi construido como a unido do
conjunto {0} com o conjunto de todos os sucessores. Portanto, 0 pertence a K por
construcao. A condicao base é satisfeita.

Passo Indutivo (Vn € K,S(n) € K): Nossa hipotese de indugao é que n é um
elemento qualquer de K. Devemos provar que seu sucessor, S(n), também pertence a K.

Para que S(n) pertenga a K, ele deve ser ou o zero, ou o sucessor de algum nimero

natural.
e Pelo Axioma 3, sabemos que S(n) # 0 para qualquer n € N.

e Pela propria forma como S(n) é escrito, ele é, por defini¢ao, o sucessor do nimero

natural n.

Como S(n) ¢ o sucessor de n, ele se encaixa na defini¢do de pertencimento ao conjunto
de todos os sucessores, que por sua vez estd contido em K. Portanto, S(n) € K. Isso
mostra que, se um nimero n esta em K, seu sucessor S(n) também esta.

Como o conjunto K contém o zero e também o sucessor de cada um de seus elementos,
pelo Axioma 5, concluimos que K = N. Se K = N, significa que todo nimero natural ou
¢ o zero, ou € o sucessor de algum outro nimero natural. Ou seja, se um nimero natural

n nao é zero, ele deve necessariamente ser o sucessor de algum k£ € N. O]

Definimos:

1:=5(0)

2:=5(1) = 5(5(0))

3:=5(2) = 5(5(5(0)))

4:=5(3) = 5(5(5(500))))

5:=5(4) = S(5(5(5(5(0)))))

6:=5(5) = S(S(S(5(5(5(0))))))

7:=5(6) = S(S(S(S(S(5(5(0)))))))

8:= 5(7) = S(S(S(5(S(5(5(5(0))))))
9:= 5(8) = S(S(S(S(S(S(S(S(SON))

Este processo de criar um novo simbolo para o sucessor de cada niimero é, teoricamente,
infinito. No entanto, tal abordagem exigiria uma memoria infinita para um ntimero infinito
de simbolos, tornando a representacao dos ntimeros impraticavel.

Primeiro, estabelecemos um conjunto finito de simbolos béasicos, os algarismos:

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. A questao fundamental surge ao tentarmos representar o sucessor
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do dltimo algarismo, S(9). Como esgotamos nosso conjunto de simbolos tnicos, a
convencao dita que "reiniciemos a contagem".

Para representar S(9), o algarismo da direita retorna ao simbolo inicial, o 0. Para
registrar que um ciclo completo de algarismos foi percorrido, introduzimos uma nova
posicao a esquerda, e nela colocamos a quantidade de vezes que o conjunto de simbolos
foi utilizada. KEssa notacao é simplesmente uma regra para continuar a sequéncia. O
simbolo 10 significa que todos os algarismos basicos ja foram usados 1 vez, e a contagem
reiniciou. A partir daqui, a aplicagao da fungao sucessor continua a afetar o algarismo
mais & direita: S(10) é representado por 11, S(11) por 12, e assim por diante, até que o
algarismo da direita se torne 9 novamente, for¢cando um novo "reinicio"e um incremento
na posicao a sua esquerda. O simbolo 20 significa que todos os algarismos basicos ja foram
usados 2 vezes, e a contagem reiniciou. O simbolo 30 significa que todos os algarismos

basicos ja foram usados 3 vezes, e a contagem reiniciou. E assim sucessivamente.

1.2 Adicao

A intuigao por tras da soma n 4+ m é a de iniciar com o nimero m e aplicar a func¢ao
sucessor S um total de n vezes. Para formalizar este processo, primeiro definimos uma
familia de fungoes o, : N — N para cada n € N.

A fungao o, ¢é definida como:

a funcao identidade sen =10

SoSo---08 sen #0
—

n vezes

Op —

onde S representa a fungao sucessor e o denota a composicao de fungoes. Assim, og(m) =
m e o,(m) = S(S(...5(m)...)).
———
nvezes
Definicao 1.2.1. Dados dois ntimeros naturais n,m € N, definimos sua soma como o
nimero natural:

n—+m = o,(m)

S S S S
< ‘/W\/\H
m S(m) S(S(m)) S(S(...8(m)...))

Aplicar S em m um total de n vezes

A partir desta definicdo, podemos encontrar algumas propriedades elementares da

adicao.
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Proposicao 1.2.1 (Elemento Neutro & Esquerda). O nimero 0 é o elemento neutro &

esquerda para a adicao. Para todo n € N, temos:
O+n=mn

Demonstragao. Pela definigao de adigao, 0 + n = og(n). Conforme definido, oy é a
funcao identidade, que por sua vez mapeia todo elemento para si mesmo. Portanto,

oo(n) = n. O

Proposigao 1.2.2 (Adi¢ao do Sucessor). Para quaisquer n,m € N, somar o sucessor de

n am é o mesmo que encontrar o sucessor da soma de n e m.
S(n)+m=S(n+m)

Demonstracao. Iniciamos a prova aplicando a definicao de adi¢ao ao termo da esquerda,
S(n) +m:
S(n)+m = ogm(m)

O ponto central da demonstracao ¢ entender o significado da funcao og(,). Por definicao,
0} ¢ a composicao da fungao sucessor S um total de k vezes. Portanto, og(,) representa
a composigao de S por S(n) vezes.

Segue da defini¢cdo que compor S por S(n) vezes é o mesmo que compor S por n vezes
(o que resulta em o,,) e, em seguida, compor com a fun¢ao S mais uma vez. Esta rela¢ao
pode ser expressa como:

0S(n) = So On

Utilizando esta identidade, podemos reescrever a demonstragao com a seguinte cadeia de

igualdades, onde cada passo é justificado:

S(n) +m = ogm(m) (Pela defini¢ao de adigao)
= (Soo,)(m) (Pela relagao mostrada acima)
= S(o,(m)) (Pela de composicao de fungoes)
=S(n+m) (Substituindo o, (m) pela sua definigao, n + m)

Assim, a igualdade S(n) +m = S(n 4+ m) esta provada.
[l

Proposicao 1.2.3. Se a soma de dois niimeros naturais é zero, entao ambos os niimeros
devem ser zero.

VnmeN,(n+m=0 = n=0Am=0)

Demonstra¢ao. Vamos provar por contradi¢cao. Suponha que n # 0. Como todo Natural
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nao nulo é sucessor de algum ntmero, n deve ser o sucessor de algum p € N, ou seja,
n = S(p). Neste caso, a soma n+m = S(p) + m = S(p+m). Se n+m = 0, entdo
teriamos S(p+m) = 0. Isso contradiz o Axioma 3, que afirma que zero nao é sucessor de
nenhum niimero natural. Logo, a nossa suposi¢ao inicial de que n # 0 é falsa. Portanto,
n deve ser 0.

Agora que sabemos que n = 0, a equagao se torna 0 +m = 0. Pela propriedade do

elemento neutro, 0 + m = m. Assim, concluimos que m = 0. ]

Proposicao 1.2.4 (Lei do Cancelamento a Esquerda). Para quaisquer n,z,y € N, se

n+x=mn-+y, entao r = y.
n+r=n+y = r=y

Demonstracao. A prova se baseia na injetividade da funcao o,,.
e Sen =0, 0y é a funcao identidade, que é trivialmente injetiva.

e Se n # 0, 0, ¢ uma composi¢do de n fungdes sucessoras (S o So---05). Como a
funcao S ¢é injetiva (Axioma 4) e a composigao de fungdes injetivas resulta em uma

fungao injetiva, o, é injetiva para todo n # 0.

Dada a equacao n + x = n + y, podemos reescrevé-la usando a definicao de soma como
on(z) = 0,(y). Uma vez que o, é uma fungao injetiva, podemos concluir diretamente que

T =Y. O

Proposicao 1.2.5. Para cada n € N, a fun¢ao sucessor S comuta com a funcao o,.
Soo,=0,08

Demonstracao. Usaremos o Principio da Inducao Finita sobre n. Seja A o subconjunto

dos niimeros naturais que satisfazem a condi¢ao Soo, =0,0 5.
A={neN|Soo,=0,085}

Precisamos mostrar que A = N.
Caso Base (n = 0): Devemos verificar se 0 € A, ou seja, se S ooy =o0p0S.
Por definicao, oy é a funcao identidade. Assim, temos:
Soog=8So0id=275.
opoS=1idoS=2S5.
Como ambos os lados sao iguais a S, a afirmacao é verdadeira para n = 0.

Passo Indutivo: Nossa hipotese de inducao é que n € A para n € N, isto é:

Soo,=0,08
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Devemos provar que S(n) € A, ou seja, que S 0 0gn) = Os(n) © 5.
Lembrando que og(,) = 014n = S 0 0y, vamos trabalhar com o lado esquerdo da

equagao que queremos provar:
Soogm =50(Soo,)=(S0oS8)or, (LE)

Agora, vamos trabalhar com o lado direito, usando a associatividade da composicao e a

nossa hipotese de indugao:
osmy oS =(Soo,)08=S80(0,08) (LD)
Pela hipotese de indugao, podemos substituir o, o .S por S o g,:
So(opo08)=S0(Soag,)=(S0S)oa, (LD)

Como o lado esquerdo e o lado direito sdo ambos iguais a (S o S) o g, provamos que
S o005 = 0sm)095.

Isso mostra que se a propriedade vale para n, ela também vale para S(n). Portanto,
S(n) € A.

Pelo Principio da Induc¢ao Finita, concluimos que A = N, e a propriedade S o g, =

op 0 S é vélida para todo ntimero natural n. O

Proposicao 1.2.6 (Comutatividade da Adi¢ao). Para quaisquer n,m € N, a adigao ¢
comutativa.

n+m=m-+n

Demonstracao. Fixemos um m € N arbitrario e provemos por inducao sobre n que
n+m=m-+n.

Caso Base (n =0):
Precisamos provar que 0 +m = m + 0. Ja sabemos que 0 + m = m (elemento neutro a
esquerda). Resta provar que m + 0 = m para todo m € N.
Lema: m + 0 =m para todo m € N.

Prova do Lema (por indugao sobre m):

e Base (m = 0): A afirmacdo ¢ 0 +0 = 0. Pela defini¢do, 0 + 0 = 0¢(0) = 0.
Verdadeiro.

e Hipotese de Inducao: Suponha que k + 0 = k para algum k € N.

e Passo Indutivo: Devemos mostrar que S(k) + 0 = S(k). Usando a propriedade da

adicao do sucessor e a hipotese de indugao:

S(k)+0=S(k+0)=S(k)
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Como 0 +m =m e m+ 0 = m, concluimos que 0 +m = m + 0. A afirmacao é valida
para o caso base.

Passo Indutivo: Nossa hipotese de indugao é que n+m = m+n para algum n € N.
Devemos provar que a propriedade vale para seu sucessor, S(n), ou seja, S(n) +m =
m+ S(n).

Partindo do lado esquerdo e usando as defini¢bes e proposi¢oes anteriores:

S(n)+m=S(n+m)
Usando a Hipotese de Indugao (n +m = m + n):
S(n+m) = S(m+n)

Agora, usamos a propriedade de que o sucessor comuta com a funcao o,,, 0 que nos

fornece:

S(m +n) = S(om(n)) = om(S(n)) = m + S(n)

Juntando os passos, temos S(n) +m = m + S(n), o que completa o passo indutivo.
Como a propriedade vale para o caso base e o passo indutivo foi provado, pelo Principio

da Indugao, concluimos que n + m = m + n para todos n,m € N. O

Proposicao 1.2.7 (Elemento Neutro da Adigao). O ntmero 0 ¢ o elemento identidade
(ou neutro) para a adigdo no conjunto dos nimeros naturais. Para todo m € N, a seguinte
identidade é valida:

O+m=m+0=m

Demonstracao. A demonstragao desta proposicao decorre diretamente de dois resultados
ja provados: a Proposi¢ao do Elemento Neutro a esquerda (0+m = m) e o lema utilizado
na prova da Comutatividade da Adicao, que estabeleceu o elemento neutro a direita
(m+0=m). O

Proposigao 1.2.8 (Associatividade da Adi¢ao). Para quaisquer n,p,q € N, a adigao é
associativa.
(n+p)+g=n+({p+q

Demonstracao. A demonstracao desta propriedade fica mais clara ao provarmos primeiro
um lema fundamental sobre a funcao o.
Lema: Para todo n,p € N, temos 0,4, = 0, 0 0.

Prova do Lema: Faremos inducao sobre n.
e Base (n =0): 0oy = 0y, € 09 0 0, = id 0 0, = 0,. Vélido.

e Hip6tese de Inducao: Suponha 0,4, = 0, © 0.
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¢ Passo Indutivo: Queremos mostrar que og(m)+p = 0gm) © 0. O lado esquerdo é
TS(m)+p = TSn+p) = S © Optp. Usando a Hipotese de Indugao, temos S o (0, 0 7,).
O lado direito é og(,) 0 0, = (S 0 0,) 0 0,. Pela associatividade da composi¢ao de

funcoes, S o (0, 00,) = (S o0,) 00, Assim, o lema esta provado.

Com o lema demonstrado, a prova da associatividade é direta:

(n+p)+q= Un+p(Q)

Pelo nosso lema, 0,,4,(q) = (0, 00,)(q) = 0n(0,(q)). Pela defini¢do de soma, 0,(q) =

p + q. Substituindo, temos:
on(0p(q)) = onlp +q)

Novamente pela defini¢do de soma, o,(p + q¢) = n + (p + ¢). Portanto, concluimos que
(n+p)+g=n+{P+aq). O

1.3 Multiplicacao

Com a adigao e suas propriedades estabelecidas, podemos definir a segunda operacao
fundamental sobre os nimeros naturais, a multiplicagao. Intuitivamente, o produto n-m

pode ser visto como a soma do nimero m consigo mesmo, um total de n vezes.

Defini¢ao 1.3.1 (Multiplicagao de Naturais). Dados dois nimeros naturais n,m € N,

definimos seu produto, denotado por n - m, como:

0, sen =20

nem= m4+m+---+m, sen#0

n vezes

Proposigao 1.3.1 (Distributividade da Multiplicagao sobre a Adi¢ao). Para quaisquer

n,p,q € N, a multiplicacao distribui sobre a adicao:
n-(p+q)=n-p+n-q (Distributividade & esquerda)

(p+q)-n=p-n+q-n (Distributividade a direita)
Demonstragao. Distributividade & Esquerda

e Caso 1: n=0. Temos 0- (p+¢) = 0. E, no outro lado, 0-p+0-¢=04+0=0. A

igualdade se verifica.

e Caso 2: n # 0. Usando a definigao da multiplicagao, n é o nimero de vezes que
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somamos o termo (p + q):

n-(p+q)=pP+a+p@+a+---+p@+q

. J
-

n vezes

Usando a associatividade e a comutatividade da adicao em N, podemos reagrupar
os termos:

(pP+p+---+p)+(g+q+---+4q)

~ J .
—~ —~

n vezes n vezes

O que, por definicao, é exatamente n-p+n - q.
Distributividade a Direita

e Caso 1: p=0e g=0. O lado esquerdo é (0+0)-n=0-n=0. O lado direito é
(0-n)+(0-n) =0+0=0. A igualdade se verifica.

e Caso 2: Pelo menos p ou ¢ é diferente de zero. Neste caso, o fator p + ¢ é
diferente de zero. Usando a definigdo da multiplicagao, (p + ¢) é o nimero de vezes

que somameos O termo n:

(p+q) - n=n+n+---+n

~
p+q vezes

Pela associatividade da adi¢ao, podemos separar esta longa soma em duas partes:
a primeira contendo p termos e a segunda contendo ¢ termos (se p = 0 ou ¢ = 0,

uma dessas somas ¢ 0).

n+n+---+n|+|n+n+---4+n

p vezes q vezes

O que, por defini¢ao, é exatamente p-n + q - n.
Com ambas as propriedades demonstradas, a prova esta completa. O

Proposigao 1.3.2 (Relagao Recursiva da Multiplicagao). Para quaisquer n,m € N, o

produto do sucessor de n por m ¢ igual ao produto de n por m, somado a m.
S(n)-m=(n-m)+m

Demonstracao. A demonstragao segue diretamente da distributividade da multiplicagao

sobre a adicao.

S(n)-m=(14+n)m=m+nm
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Proposicao 1.3.3 (Elemento Neutro da Multiplicacdo). O ntimero 1 é o elemento

identidade para a multiplicacao em N. Para todo m € N, temos:
Il-m=m e m-1=m

Demonstragao. Segue da definicao de multiplicacao que 1-m = m. Assim, basta provar
que m-1=m.
Podemos construir uma prova por indugao sobre m.

e Caso Base (m = 0): Devemos provar que 0-1 = 0. Pela definigdo de multiplicagao,

o produto é zero se o primeiro termo for zero. Portanto, a base é valida.

e Passo Indutivo: Nossa hipotese de inducao é que k-1 = k para k € N. Devemos
provar que S(k) -1 = S(k).

Partindo do lado esquerdo:

Sk)-1=(k-1)+1 (Pela Relagao Recursiva da Multiplicagao)
=k+1 (Pela hipotese de indugao)
= S5(k)

Como a propriedade vale para o caso base e o passo indutivo foi provado, concluimos por

inducao que m - 1 = m para todo m € N. O

Proposicao 1.3.4 (Comutatividade da Multiplicagdo). Para cada n,m € N, a
multiplicagao é comutativa.
n-m=m-n
Demonstracao. A prova serd feita por inducgao sobre n.
Caso Base (n = 0): Precisamos mostrar que 0-m =m - 0.
Pela defini¢ao, 0 - m = 0. Resta provar que m - 0 = 0 para todo m € N.
Lema: m -0 =0 para todo m € N.

Prova do Lema (por indugao sobre m):

e Base (m =0): A afirmacao ¢ 0-0 = 0. Pela definigao de multiplicagao (caso n = 0),

isso é verdadeiro.
e Hipotese de Inducdo: Suponha que k-0 = 0 para algum k € N.
e Passo Indutivo: Devemos mostrar que S(k)-0 = 0. Usando a Rela¢ao Recursiva da

Multiplicacao e a hipotese de inducao:

S(k)-0=(k-0)+0=04+0=0
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Pelo Principio da Inducao, o lema esta provado.

Como 0-m=0em-0=0, concluimos que 0-m =m-0. A afirmagao é valida para
o caso base.

Passo Indutivo: Nossa hipotese de indugao é que n-m = m-n paran € N. Devemos
provar que S(n)-m =m-S(n).

Partindo do lado esquerdo, pela defini¢ao recursiva de multiplicacao:

S(n)-m=(n-m)+m (LE)

Usando a Hipoétese de Indugao no termo n - m:

(n-m)+m=(m-n)+m (LE)

Agora, para o lado direito, m - S(n), sabemos que S(n) =n + 1.
m-S(n)=m-(n+1) (LD)

Usando a propriedade distributiva:

m-(n+1)=(m-n)+(m-1) (LD)

(m-n)+(m-1)=(m-n)+m (LD)
Comparando os resultados do lado esquerdo e do lado direito, vemos que ambos sao iguais
a (m-n)+m. Assim, S(n)-m=m-S(n).
Pelo Principio da Inducao, a comutatividade é valida para todos n,m € N.
m
Proposigao 1.3.5 (Associatividade da Multiplica¢ao). Para quaisquer n,p,q € N, a
multiplicagao é associativa.
(n-p)-g=n-(p-q)
Demonstragcao. A demonstragao sera feita por indugao sobre n.
Caso Base (n = 0): Precisamos verificar se (0-p)-¢=0-(p-q).
e Lado esquerdo: Pela defini¢do de multiplicagao, 0 - p = 0. Portanto, (0-p)-q =
0-q=0.
e Lado direito: Pela mesma definigao, 0- (p - q) = 0.

A propriedade é valida para o caso base.

Passo Indutivo: Nossa hipotese de inducao é que a propriedade vale para n € N:

(n-p)-q=n-(p-q)
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Devemos provar que a propriedade ¢ valida para S(n), ou seja:

(S(n)-p)-q=25(n)-(p-q)
Vamos analisar cada lado da equacao separadamente.

e Lado esquerdo: Comegamos usando a relagao recursiva da multiplicacao no termo
(S(n) - p):
(S(n)-p)-q=((n-p)+p)-q

Agora, usamos a distributividade da multiplicagao sobre a adigao:
(n-p)+p)-gq=m-p)-q+{-q

e Lado direito: Usamos a relagao recursiva da multiplicacao, tratando (p-¢) como um

anico elemento:

Sn)-(p-q)=m-(p-q9)+ {9

Agora, comparamos os resultados dos dois lados. O lado esquerdo é (n-p)-q+ (p-q)
e o lado direito é n- (p-q) + (p - q).

Pela nossa Hipotese de Indugao, sabemos que (n-p)-qg=n-(p-q). Portanto, as duas
expressoes sao de fato iguais. Isso completa o passo indutivo.

Pelo Principio da Inducao Finita, concluimos que a associatividade da multiplicacao

¢ valida para todos n,p,q € N. ]

1.4 Estruturas algébricas construidas com Naturais

Até agora, dedicamo-nos a construir o conjunto dos ndimeros naturais (N) e a
estabelecer as propriedades de suas operagoes de adicao e multiplicacdo. A proxima
etapa é abstrair essas propriedades. Em vez de olharmos apenas para os niimeros, vamos

analisar a propria estrutura que um conjunto e uma operagao formam.

1.4.1 Operacao Binaria
O primeiro conceito que precisamos para generalizar nossas ideias ¢ o de operagao
binaria.

Defini¢ao 1.4.1 (Operagao Binaria). Dado um conjunto nao vazio G, uma operagao

binaria (ou lei de composigao interna) sobre G é uma funcao *: G X G — G.

Em outras palavras, uma operacao binéaria é uma regra que recebe dois elementos

quaisquer do conjunto G e produz como resultado um tvinico elemento que também
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pertence a (G. Essa segunda condicao — a de que o resultado sempre pertence do
conjunto original — é conhecida como a propriedade de fechamento. Por convencgao, em

vez da notagao de funcao *(a, b), usamos a notagao infixa a * b.

Exemplos:

e A adigao, +, é uma operagao binaria em N, pois a soma de dois niimeros naturais

¢ sempre um numero natural.

e A multiplicacao, -, é uma operagao binaria em N, pois o produto de dois ntiimeros

naturais é sempre um nimero natural.

e A subtracdo, —, nao é uma operagao binaria em N, pois o resultado pode nao
pertencer a N (ex: 3 —5 = —2, e —2 ¢ N). Mais detalhes sobre a subtracao serao

abordados no capitulo dedicado aos inteiros Z

1.4.2 Semigrupo

A primeira estrutura algébrica que podemos definir é o semigrupo, que apenas exige

o fechamento e a associatividade.

Definigao 1.4.2 (Semigrupo). Um semigrupo (G, ), é uma estrutura na qual G é
um conjunto nao vazio e * é uma operacao binaria sobre G que satisfaz a propriedade

associativa:

Va,b,c € G, (axb)xc=ax (bx*c)

Exemplos:

e Como provamos que a adi¢ao é associativa em N, entao (N, +) é um semigrupo.

e Como também provamos que a multiplicagao é associativa em N, entdo (N, ) é um

semigrupo.

Um semigrupo que também apresenta a propriedade comutativa ¢ chamado de

semigrupo comutativo ou abeliano.

1.4.3 Monoide

Um monoide é um semigrupo que possui um requisito adicional: a existéncia de um

elemento especial que nao altera os outros sob a operacao.

Definigao 1.4.3 (Monoide). Um monoide é um semigrupo (G, *) que possui um
elemento identidade (ou elemento neutro). Isto é, existe um elemento e € G tal
que para todo a € G:

a*xe=exa=a
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Um monoide pode ser representado pela tripla (G, *, e).

Exemplos:

e O semigrupo (N, +) é um monoide. O elemento identidade é o niimero 0, pois para

qualquer n € N, temos que n + 0 = 0 +n = n. Portanto, (N, +,0) é um monoide.

e O semigrupo (N, ) também é um monoide. O elemento identidade é o nimero 1,

pois para qualquer n € N, n -1 =1-n =n. Portanto, (N, -, 1) & um monoide.

e Se considerarmos o conjunto dos naturais positivos N* = {1,2,3,...}, (N* +) é
um semigrupo, mas nao ¢ um monoide, pois o elemento neutro da soma, o 0, nao

pertence a N*.

Um monoide que também apresenta a propriedade comutativa é chamado de monoide

comutativo ou abeliano.

Proposicao 1.4.1 (Unicidade do Elemento Identidade). Se (G, %) é um monoide, seu

elemento identidade é tnico.

Demonstracao. Para provar a unicidade, vamos supor que existam dois elementos
identidade em . Vamos chamé-los de e; e e,.

Por serem elementos identidade, eles devem satisfazer as seguintes condigoes para todo
a € G:

l.axeg=e1xa=a
2. axeg=eykxa=a
Agora, vamos considerar o resultado da operagao ey * es.

e Perspectiva 1: Como e; é um elemento identidade, ele nao altera nenhum elemento

com o qual opera. Portanto, ao operar com e, o resultado deve ser e,.

€1 % €9 = €9

e Perspectiva 2: Por outro lado, como e; é um elemento identidade, ele também nao
altera nenhum elemento com o qual opera. Portanto, ao operar com ey, o resultado
deve ser e;.

€1 X €9 = €1

Pela transitividade da igualdade, se e; * e5 € igual a e; e também igual a e, entao e;
e ey devem ser iguais:

€1 = €1 XEy = €9 — €1 = €9
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Como e; e ey foram escolhidos como dois elementos identidade arbitrarios, a conclusao
de que e; = ey significa que nao pode haver mais de um elemento identidade. Portanto,

se um semigrupo possui um elemento identidade, ele é necessariamente tinico. O

Exemplo 1.4.1. Seja o conjunto G = N x N, que consiste em todos os pares ordenados
(n,m) onde n e m sdo nimeros naturais. Sobre este conjunto, definimos uma operagao

de adicao da seguinte forma:

Vamos demonstrar que a estrutura (G,+) ¢ um monoide comutativo. Para isso,
verificaremos as quatro propriedades necessarias, observando que a operacao em cada

coordenada é simplesmente a adigao em N, cujas propriedades ja estabelecemos.

1. Fechamento (Operacao Binaria): Sejam (n,m) e (z,y) elementos de G. Isso
significa que n,m,z,y € N. A soma resulta no par (n + x,m + y). Como (N,+) é
fechado, sabemos que n+x € N e m+y € N. Portanto, o par resultante (n+z, m+y)

também pertence a GG. A operagao é fechada.

2. Associatividade: Sejam a = (n,m), b= (z,y) e c = (p,q) em G.

(a+0b)+c

((n,m) + (2, y)) + (p,q)
=n+z,m+y)+(pq)
(n+2)+p,(m+y)+q)

a+(b+c)=(n,m)+ ((z,y) + (p,q))
= (n,m)+ (z +p,y+q)
=+ (x+p),m+(y+q))

Como ja provamos a associatividade para (N, +), sabemos que (n+z)+p = n+(z+p)
e(m+y)+qg=m+(y+4q). Logo, (a+b)+c=a+(b+c).

3. Elemento Identidade: Procuramos um elemento e = (e, e5) € G tal que (n,m)+
e = (n,m).
(na m) + (617 62) = (TL +e,m+ 62) = (TL, m)
Para que a igualdade seja verdadeira, as coordenadas devem ser iguais: n+e; =n

e m+ e = m. Como o elemento identidade para (N, +) é o0 0, temos que e; =0 e

e = 0. O elemento identidade de G é, portanto, o par (0,0), que pertence a G.
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4. Comutatividade: Sejam a = (n,m) e b = (z,y) em G.
a+b=(n,m)+ (x,y) = (n+z,m+y)

b+a=(z,y)+ (n,m)=(zx+n,y+m)

Como ja provamos a comutatividade para (N, +), sabemos que n +x = x +n e

m+y=y+m. Logo,a+b=>b+ a.

Tendo verificado o fechamento, a associatividade, a existéncia de um elemento
identidade e a comutatividade, concluimos que (N x N,+) é um monoide comutativo,

cujo elemento neutro é o par (0,0).

1.5 Relacoes de Ordem nos Naturais

Além das estruturas algébricas formadas pela adicao e multiplicagao, o conjunto dos
numeros naturais possui outra caracteristica fundamental: seus elementos podem ser

totalmente ordenados.

1.5.1 Definindo a Ordem a partir da Adicao

Definigao 1.5.1 (Ordem em N). Sejam n,m € N. Dizemos que n é menor ou igual a

m, e escrevemos n < m, se e somente se existe um nimero natural k£ € N tal que:
n+k=m

Adicionalmente, dizemos que n é estritamente menor que m, e escrevemos n < m, se
n < m en #* m. Isso é equivalente a dizer que existe um nimero natural nao nulo k € N*

tal que n + k = m.

Exemplo: 4 < 9 porque existe o nimero 5 € N tal que 4+5 = 9. Como 5 # 0, também

podemos afirmar que 4 < 9.

Interpretacao Geométrica: A definicao de ordem tem uma interpretacao geométrica
direta na reta numérica. A condigao n < m significa que podemos partir do ponto que
representa n e, apés avangar um numero k de passos para a direita, chegamos exatamente
ao ponto m. Se k > 0, demos pelo menos um passo, o que corresponde a nocao de que
n esta estritamente a esquerda de m. Quando o nimero de passos a avangar é kK = 0, a
definicao n + k = m se torna n + 0 = m, o que implica n = m. Geometricamente, isso
significa que o ponto de partida n e o ponto de chegada m sao idénticos. A ida de n até

m é um avang¢o nulo; nao damos nenhum passo para a direita.
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k=0

\
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Neste exemplo,n =3, m =8 e k = 5.
Proposigao 1.5.1 (Todo Natural Nao-Nulo é Maior ou Igual a 1). Sejan € N. Se n # 0,

entao n > 1.

Demonstragao. Seja n € N com a hipotese de que n # 0. Como todo Natural nao nulo é
sucessor de algum nimero, entdo um ntmero natural diferente de zero deve ser o sucessor
de algum outro natural. Portanto, existe um k£ € N tal que n = S(k).

Nosso objetivo é provar que n > 1, o que, por definicao, equivale a provar que 1 < n.
Para isso, devemos encontrar um p € N que satisfaca a equagcao 1+ p = n.

Conforme demonstrado anteriormente, sabemos que S(k) = 1 + k Como ja

estabelecemos que n = S(k), podemos substituir para obter:
n=1+k

Escolhendo p = k, encontramos o ntimero natural que satisfaz a condi¢ao da definicao de

ordem. Logo, concluimos que 1 < n, o que prova a proposicao.

1.5.2 Relacao de Ordem

Defini¢ao 1.5.2 (Relagdo de Ordem). Uma relagdo < sobre um conjunto A é chamada

de relagao de ordem se, para quaisquer elementos a, b, c € A, ela for simultaneamente:

1. Reflexiva: Todo elemento esta relacionado a si mesmo.

Yae A, a=<a

2. Antissimétrica: Se um elemento a esta relacionado a b e b esta relacionado a a,
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entao a e b devem ser o mesmo elemento.

Va,be A, (a=XbAb=a) = a=1D

3. Transitiva: Se a esta relacionado a b e b esta relacionado a ¢, entao a esta
relacionado a c.
Va,b,ce A, (a=bAb=<c¢) = a=<c

Adicionalmente, se a relagao satisfaz a propriedade de que quaisquer dois elementos sao
comparéaveis (isto é, Va,b € A, temos a < b ou b = a), ela é chamada de relagao de

ordem total.

Proposicao 1.5.2. A relagao < definida sobre o conjunto dos ntmeros naturais, N, é

uma relacao de ordem total.

Demonstracao. Para demonstrar que < é uma relacao de ordem, devemos provar que
ela satisfaz as propriedades de reflexividade, antissimetria e transitividade, usando a

definicago n <m <= dp e Ntal quen+p=m.

1. Reflexividade (n < n)

Devemos mostrar que, para todo n € N, vale n < n. Pela defini¢ao, isso significa
que devemos encontrar um nimero p € N tal que n + p = n. Sabemos que o nimero 0
é o elemento identidade da adigao, ou seja, n + 0 = n. Como 0 € N, encontramos o p

desejado, neste caso, p = 0. Portanto, a relagao ¢é reflexiva.

2. Antissimetria (n <mAm <n = n=m)
Devemos mostrar que, se n < m e m < n, entao necessariamente n = m. Assumimos

as duas hipoteses:

1. n < m implica que existe um p € N tal que n +p = m.

2. m <n implica que existe um ¢ € N tal que m + ¢ = n.

Vamos substituir a primeira equacao na segunda:
(n+p)+qg=n
Pela associatividade da adi¢ao, temos:
n+(p+q) =n
Pela lei do cancelamento da adigao, podemos simplificar a equacao para:

ptq=0
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Como p e ¢ sao numeros naturais, a tnica forma de sua soma ser zero é se ambos forem

zero. Logo, p =0 e ¢ = 0. Substituindo p = 0 na nossa primeira equagao, obtemos:
n+0=m = n=m

Portanto, a relagao é antissimétrica.

3. Transitividade (n <mAm < q¢ = n <gq)

Devemos mostrar que, se n < m e m < ¢, entao n < ¢q. Assumimos as duas hipoteses:
1. n < m implica que existe um p; € N tal que n + p; = m.
2. m < ¢ implica que existe um p, € N tal que m + p, = q.

Nosso objetivo é mostrar que n < ¢, ou seja, que existe um p3 € N tal que n 4+ p3 = q.

Vamos substituir a primeira equacao na segunda:
(n+p1)+p2=gq

Pela associatividade da adicao:

n+(pr+p2) =¢q

Seja p3 = p1 + p2. Como p; e py sao numeros naturais, e a adicao é fechada em
N, sabemos que p3 também é um nimero natural. Encontramos, assim, um p3 € N

tal que n+ps = ¢. Isso, por definicao, significa que n < ¢. Portanto, a relacao é transitiva.

4. Totalidade (Vn,m € N, oun < m oum < n)

A prova sera feita por inducao sobre n. Seja m um nimero natural qualquer.

Base (n = 0): Devemos mostrar que ou 0 < m ou m < 0. Como vimos na prova da
reflexividade, 0 +m = m, o que implica que 0 < m é sempre verdadeiro para qualquer
m € N. Logo, a condicao é satisfeita.

Passo Indutivo: Assumimos como hipétese de inducao que, para um certo n, a
propriedade ¢ valida, ou seja, ou n < m ou m < n para todo m. Devemos provar que ou
S(n) <moum < S(n).

Pela hipotese de indugao, temos dois casos:

e (Caso 1: n < m. Isso significa que dp € N tal que n +p = m. Se p = 0, entao
n = m. Sabemos que m < m+1 = S(m) = S(n), logo a condicdo m < S(n) é
satisfeita. Como todo Natural nao nulo é sucessor de algum ntumero, se p # 0, ele
deve ser o sucessor de algum outro natural, entdo p = S(gq) para algum ¢ € N. A
equacao fican+ S(¢) =m = S(n+¢q) =m = S(n)+q=m. Como q € N,

isso implica, por defini¢do, que S(n) < m.
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e Caso 2: m < n. Sabemos que n < S(n), pois n+1 = S(n). Como m < n e

n < S(n), pela transitividade (ja provada), concluimos que m < S(n).

Em todos os casos possiveis, mostramos que ou S(n) < m oum < S(n). O passo indutivo
esta completo.
Como a relacao < é reflexiva, antissimétrica e transitiva e total, provamos que ela é
uma relagao de ordem total sobre o conjunto dos ntimeros naturais.
O

Proposicao 1.5.3. Para qualquer n € N, nao existe nenhum nimero natural m que

satisfaga a relagao n < m < S(n).

Demonstrag¢ao. A prova sera feita por contradi¢ao. Suponha que exista um m € N tal
que n <m < S(n).

Pela definicao de ordem estrita, esta dupla desigualdade nos fornece duas condigoes:
e n < m: Isso significa que existe um k € N* (ou seja, k # 0) tal que n + k = m.
e m < S(n): Isso significa que existe um [ € N* (ou seja, [ # 0) tal que m+1 = S(n).

Substituindo a primeira equagao na segunda, obtemos:
(n+k)+1=25(n)
Pela associatividade da adigao:
n+(k+1)=S5(n)

Substituindo S(n) por n + 1:
n+(k+l)=n+1

Pela Lei do Cancelamento para a Adigao:
E+1l=1

Agora, vamos analisar as implicagoes desta igualdade. Como k e [ sao nidmeros
naturais, a equacao k 4+ [ = 1 implica que k < 1.

Ao mesmo tempo, a nossa hipotese inicial é que k£ € N*, ou seja, k # 0. Como provado
na proposicao anterior, a condi¢cao k # 0 implica k > 1.

Agora, temos simultaneamente £ < 1 e k > 1. Pela propriedade Antissimétrica da

relacao de ordem <, a tnica possibilidade é:

k=1
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Substituindo k£ = 1 na equacao k+ 1 =1, temos 1 + 1 = 1. Pela Lei do Cancelamento

para a Adicao, concluimos que:

[=0

Este resultado (I = 0) contradiz diretamente a nossa hipotese inicial de que | € N*.

A contradi¢ao surgiu da nossa suposi¢ao de que tal m existia. Portanto, a suposigao
¢ falsa, e concluimos que nao existe nenhum nimero natural m entre n e seu sucessor
S(n). O
Proposigao 1.5.4 (Lei da Tricotomia). Para quaisquer dois nimeros naturais n e m,

exatamente uma das trés seguintes relagoes é verdadeira:

l.n<m
2. n=m
3. n>m (o que é equivalente a m < n)

Demonstra¢ao. A demonstracao desta lei consiste em duas partes: primeiro, provar que
pelo menos uma das condigdes deve ser verdadeira (Existéncia) e, segundo, provar que

apenas uma pode ser verdadeira (Unicidade).

1. Existéncia (Pelo menos uma condigao é verdadeira)

Esta parte ¢ uma consequéncia direta da propriedade da Ordem Total da relacao <,
que ja demonstramos. A propriedade da totalidade afirma que, para quaisquer n,m € N,
temos:

n<m V m<n
Vamos analisar os dois casos:

e Caso 1: Se n < m é verdadeiro, pela propria definicao da relacao de ordem nao
estrita, isso significa que ou n < m ou n = m. Em ambos os cenérios, uma das trés

condigoes da tricotomia é satisfeita.

e Caso 2: Se m < n é verdadeiro, isso significa que ou m < n (o que é o mesmo que
n > m) ou m = n. Novamente, em ambos os cendrios, uma das trés condigoes da

tricotomia é satisfeita.

Como a totalidade garante que estamos sempre em um desses dois casos, garantimos que

pelo menos uma das trés relacoes é sempre verdadeira.

2. Unicidade (Apenas uma condigao é verdadeira)
Para provar a unicidade, devemos mostrar que é impossivel que duas das condigoes
ocorram simultaneamente. Faremos isso por contradi¢ao, analisando todos os pares

possivelis.
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e Podem n = m e n < m ocorrerem juntos? Nao. Por definicao, n < m implica

que n < m e n # m. Isso contradiz diretamente a condi¢ao n = m.

e Podem n =m e n > m ocorrerem juntos? Nao. A condigdo n > m (ou m < n)

implica que m < n e m # n. Isso também contradiz diretamente a condi¢ao n = m.

e Podem n < m e n > m ocorrerem juntos? Suponha que sim. Se n < m,
entao n < m. Se m > m, entdo m < n, o que implica m < n. Entao, terfamos
simultaneamente n < m e m < n. Pela propriedade da Antissimetria da relacao
<, a Unica forma de isso ser verdade é se n = m. No entanto, as premissas n < m

e n > m exigem que n # m. Chegamos a uma contradigao.

Como nenhuma das trés condi¢oes pode ocorrer em conjunto com qualquer outra, a
condicao que for verdadeira deve ser tnica.

Com a existéncia e a unicidade provadas, a Lei da Tricotomia esta demonstrada. [

Agora que estabelecemos que (N, <) é um conjunto totalmente ordenado, o proximo

passo ¢ investigar como essa ordem interage com as operagoes de adi¢ao e multiplicacao.

Proposigao 1.5.5. A relagao de ordem < em N ¢é compativel com a adi¢do e a

multiplicagao. Isto é, para quaisquer n,m,p,q € N:
1. Sen<mep<gqg,entaon+p<m-+gq.
2.8en<mep<gqg,entaon-p<m-q.

Demonstragcao. Usaremos a definicao de ordem a < b <= dk € N,a+ k =0.

1. Prova para a Adigao: Por hipdtese, n < m e p < ¢. Isso implica que existem
r,s € N tais que:
n+r=m e p+s=gq

Somando as duas equagoes, obtemos:
(n+r)+(p+s)=m+gq

Pela associatividade e comutatividade da adi¢cao, podemos reorganizar o lado
esquerdo:
(n+p)+(r+s)=m+gq

Seja t = r+s. Como N é fechado para a adi¢ao, ¢ € N. Encontramos um niimero
natural ¢ que, somado a (n + p), resulta em (m + ¢). Pela defini¢do de ordem, isso

significa que n +p < m +q.
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2. Prova para a Multiplicacao: Partimos das mesmas hipdteses: n+1r = m e

p+ s = q. Vamos analisar o produto m - ¢:
m-q=n+r)-(p+s)
Usando a distributividade da multiplicacao sobre a adigao:
m-g=n+r)-p+n+r)-s=mn-p+r-p)+n-s+r-s)

Sejat=7r-p+mn-s+r-s. Como N é fechado para adicao e multiplicagao, t € N.
A equacao se torna:

m-q=n-p+t
Isso mostra que existe um ntmero natural ¢ que, somado a n - p, resulta em m - q.
Pela definicao de ordem, concluimos que n-p < m - q.

]

Proposigao 1.5.6 (Propriedade do Produto Nulo). Sejam n,m € N. Se n-m = 0, entao

n=0oum=0.

Demonstracao. Usaremos a propriedade de compatibilidade da ordem com a

multiplicacao. Sen > 1 e m > 1, entao:

n-m>1-1=n-m>1

Isso nos leva a conclusao de que o produto n - m deve ser maior ou igual a 1. No entanto,
nossa hipotese inicial é de que n-m = 0. A conclusao n - m > 1 contradiz diretamente a
hipotese n - m = 0. A contradigao surgiu de nossa suposicao de que n e m eram ambos
nao nulos. Portanto, a suposicao é falsa, e concluimos que pelo menos um deles deve ser

ZEro. O
Proposigao 1.5.7 (Lei do Cancelamento para a Ordem). Sejam n,m,p € N.

1. Adigao: n<m <= n+p<m+p.

2. Multiplicagao: Parap# 0, n <m <= n-p<m-p.

Demonstra¢ao. Como sdo equivaléncias ( <= ), precisamos provar a ida e a volta para
cada caso.

1. Prova para a adigao:

(=) Suponha n < m. Entao Ir € N tal que n +r = m. Somando p a ambos os lados,
temos (n +r) 4+ p = m + p. Reorganizando, (n + p) +r = m + p. Isso significa, por
definicao, que n +p < m + p.
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(<) Suponha n+p < m+p. Entao Ir € N tal que (n+p) +r = m+ p. Reorganizando,
(n+71)+p=m+p. Pelalei do cancelamento para a adigao, podemos cancelar o p,

resultando em n + r = m. Isso significa, por defini¢ao, que n < m.
2. Prova para a multiplicagao:

(=) Suponha n < m. Entao 3r € N tal que n + r = m. Multiplicando por p em ambos
os lados, temos (n+r) - p = m - p. Pela distributividade, n-p+r-p =m-p. Como
r-p € N, isso significa, por defini¢ao, que n-p < m - p.

(<) Agora, suponha, por hipotese, que n-p < m-p (com p # 0). Queremos provar que

n<m.

Considere que a conclusao n < m ¢é falsa. Se n nao é menor ou igual a m, entao a

Gnica alternativa possivel é que m seja estritamente menor que n. Ou seja:
m<n

Se m < n, pela definicao de ordem estrita, sabemos que existe um nimero natural

s # 0 tal que m + s = n.

Multiplicando por p em ambos os lados, temos (m + s) -p = n - p. Pela
distributividade, m - p + s-p =n - p. Pela Propriedade do Produto Nulo s-p € N*,

isso significa, por definicao, que m-p < n - p.

Chegamos a duas afirmagoes conflitantes:
A nossa hipotese inicial nos diz que: n-p < m - p.
A nossa suposi¢ao de que n < m era falso nos levou logicamente a conclusao de que:

m-p<n-p.

E impossivel que m - p seja estritamente menor que n - p e, a0 mesmo tempo, que
n - p seja menor ou igual a m - p. Estas duas afirmagoes sao mutuamente exclusivas.
Portanto, somos forgados a descartar nossa suposicao e concluir que a tese n < m

deve ser verdadeira.
O

Proposigao 1.5.8 (Lei do Cancelamento para a Multiplica¢do). Sejam n,m,p € N com
p # 0. Entao:
n=m < n-p=m-p

Demonstra¢ao. (=) A implicagao de ida é direta e valida independentemente de p ser
diferente de zero. Se n = m a aplicacao da operacao de multiplicacao por p a ambos

os lados deve produzir o mesmo resultado.
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(<) Para a volta, suponha n-p =m-p com p # 0. Pela Lei da Tricotomia, apenas um

dos casos é possivel: n <m, n=m oun > m.

— Se tivéssemos n < m, a Lei do Cancelamento para a Ordem implicaria que

n-p<m-p, o que contradiz a nossa hipotese de que n-p=m - p.

— Se tivéssemos n > m, a mesma lei implicaria que n - p > m - p, o que também

contradiz a hipotese.

A tnica possibilidade que nao leva a uma contradicao é n = m. Portanto, a
equivaléncia é verdadeira.

]

Definig¢ao 1.5.3 (Menor Elemento de um Subconjunto). Seja A um conjunto totalmente
ordenado pela relagdo < e seja B um subconjunto de A (B C A). Dizemos que um
elemento m é o menor elemento (ou minimo) de B se ele satisfaz simultaneamente

duas condigoes:
1. O elemento deve pertencer ao subconjunto: m € B.

2. O elemento deve ser menor ou igual a todos os outros elementos do subconjunto:
Vbe B,m <b.

Proposigao 1.5.9 (Principio da Boa Ordem). Todo subconjunto nao vazio do conjunto

dos numeros naturais admite um menor elemento.

Demonstra¢ao. Suponha, por contradi¢ao, que exista um subconjunto B C N que seja
nao vazio e que nao possua um menor elemento.

Vamos construir um outro conjunto, A, da seguinte forma:
A={neN | n¢BeVbe B,n <b}

Em palavras, A é o conjunto de todos os nimeros naturais que sao estritamente menores
que todos os elementos de B. Note que A esta contido no complementar de B em relagao
a N. Nosso objetivo é mostrar, por inducao, que A = N, o que forgaria o conjunto B a
ser o conjunto vazio.

Caso Base (n = 0): Devemos mostrar que 0 € A. Para que 0 € A, é preciso que
0 < b para todo b € B. Analisemos se 0 pode estar em B. Se 0 € B, como 0 < k
para todo k € N, o 0 seria necessariamente o menor elemento de B. Isso contradiz nossa
suposi¢ao de que B nao tem menor elemento. Logo, 0 ¢ B. Como todo elemento b € B é
um namero natural e b #£ 0, entao b > 0. Assim, 0 < b para todo b € B, o que prova que
0e A

Passo Indutivo: Assumimos como hipétese de inducao que n € A para um n

arbitrario. Devemos provar que S(n) € A. A hipotese n € A significa que Vb € B,n < b.
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Isso implica que n < b e n # b. A condigao n < b nos diz que dp € N tal que n +p = b.
Como n # b, temos p # 0, logo p > 1. Assim, podemos escrever p = S(q) para algum
q € N. A equagao se torna n+S(q) = b, que é o mesmo que S(n+¢q) = b, ou S(n)+q = b.
Esta tultima equacao significa que S(n) < b. Como b era um elemento arbitrario de B,
esta relagao é valida para todos os elementos b € B.

Agora, precisamos nos certificar de que S(n) # b. Se tivéssemos S(n) = b para algum
b € B, como ja sabemos que n < ' para todo b’ € B, teriamos que S(n) seria o menor
elemento de B, pois, S(n) € B e, como estabelecido anteriormente, S(n) < ¢’ para todo
b € B, sendo essas exatamente as condigoes da definigao de menor elemento.

Isso, novamente, contradiz nossa premissa fundamental de que B nao possui menor
elemento. Logo, S(n) # b.

Tendo provado que S(n) < be S(n) # b, concluimos que S(n) < b. Como b era um

elemento arbitrario de B, isso vale para todos os elementos de B. Assim, S(n) € A.

Pelo Principio da Indugao Finita, provamos que A = N. Isso significa que todo numero
natural é menor que todos os elementos de B. Assim, chegamos a conclusao de que B
é vazio. Isso contradiz nossa suposicao inicial de que B era um conjunto nao vazio. A
contradicao nos forca a rejeitar a suposigao. Portanto, todo subconjunto nao vazio de N

deve, necessariamente, possuir um menor elemento. O

1.5.3 Relacao de Divisibilidade

Anteriormente, definimos a relacao de ordem n < m a partir da existéncia de um
k tal que n + k = m. Uma pergunta natural surge: que tipo de relacao obteriamos se
trocarmos a adi¢ao pela multiplicacao? KEssa investigacao nos leva a fundamental nogao
de divisibilidade.

Para manter a consisténcia da estrutura, vamos analisar essa nova relacao sobre o
conjunto dos numeros naturais diferentes de zero, N* = {1,2,3,...}, que forma um

monoide com a multiplicagao (N*, - 1).

Defini¢ao 1.5.4 (Relacdo de Divisibilidade). Sejam n,m € N*. Dizemos que n divide

m, e escrevemos n|m, se existe um niumero natural positivo k£ € N* tal que:
n-k=m
Quando n|m, também dizemos que n é um divisor de m, ou que m é um miultiplo de n.

Exemplo: 4|12 porque existe o nimero 3 € N* tal que 4 -3 = 12. No entanto, 4 nao

divide 13, pois nao existe um natural positivo k que satisfaca 4 - k = 13.
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Proposicao 1.5.10. A relagao de divisibilidade | definida sobre o conjunto N* é uma

relacao de ordem parcial.

Demonstrag¢ao. Para demonstrar esta proposigao, devemos provar que a relagao | satisfaz
as propriedades de reflexividade, antissimetria e transitividade.

1. Reflexividade (n|n)

Devemos mostrar que todo elemento de N* divide a si mesmo. Pela definigao, isso
significa que devemos encontrar um k € N* tal que n-k = n. Sabemos que 1 é o elemento
identidade da multiplicagao, ou seja, n -1 =mn. Como 1 € N*, encontramos o k desejado.
Portanto, a relacao é reflexiva.

2. Antissimetria (n|m Am|n = n =m)

Assumimos como hipotese que n|m e m|n.
e n|m implica que existe um k; € N* tal que n - k;y = m.
e m|n implica que existe um ko € N* tal que m - ky = n.

Substituindo a primeira equagao na segunda:
(TL . k’l) . k’g =N

Pela associatividade da multiplicac¢@o, temos n- (ki -ky) = n. Como estamos em N* n # 0,

e podemos usar a Lei do Cancelamento para a multiplicacao, obtendo:
kl . k‘g - 1

Lema: Sejam kq, ko € N*. Se o produto ki - ks = 1, entao necessariamente k1 = 1 e
ko = 1.

Prova do Lema:

A prova seré feita por contradicdo. Assumimos como hipétese que ki, ko € N* e ky-ky = 1.
Agora, suponha que a conclusao seja falsa. A negacao da conclusao k1 = 1 e ky =1 ¢
ki1 # 1 ou ky # 1.

Sem perda de generalidade, devido a comutatividade da multiplicacao, vamos assumir
que k; # 1. Como k; pertence ao conjunto dos naturais positivos N* = {1,2,3,...},
a condi¢ao k; # 1 implica, pela Lei da Tricotomia, que k; > 1. Sendo k; um nimero
natural, k; > 1 é equivalente a k1 > 2, ja que S(1) = 2, e, para todo n € N nao existe
m € N tal que n <m < S(n).

Ao mesmo tempo, sabemos que ks € N*| 0 que implica ky > 1.

Agora, utilizamos a propriedade de compatibilidade da ordem com a multiplicagao,

que ja foi provada. Se k1 > 2 e ky > 1, entao o produto deve satisfazer:

ky-ko>2-1
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ky-ko>2

Este resultado (ki - ko > 2) contradiz diretamente a nossa hipotese inicial de que
k1 - ko = 1. A contradicao surgiu da nossa suposicao de que pelo menos um dos fatores
era diferente de 1. Portanto, a suposicao é falsa, e a tnica possibilidade é que ambos os
fatores sejam iguais a 1. Logo, k1 =1 e ky = 1.

Com o lema provado, podemos continuar a demonstragao.

Substituindo k; = 1 na nossa primeira equagao, obtemos:
n-l=m — n=m

Portanto, a relagao é antissimétrica.
3. Transitividade (n|m A m|¢ = n|q)

Assumimos como hipotese que n|m e m|q.
e n|m implica que existe um k; € N* tal que n - ky = m.
e m|q implica que existe um ks € N* tal que m - ks = gq.

Substituindo a primeira equagao na segunda:
(n-ki)-ke=gq

Pela associatividade, n - (k1 - k) = ¢q. Seja k3 = k; - k. Como N* é fechado sob a
multiplicagao, k3 € N*. Encontramos, assim, um k3 € N* tal que n - k3 = ¢, o que, por

definigao, significa que n|q. Portanto, a relagdo é transitiva. O

Uma Ordem Parcial, mas nao Total

Provamos que a relacao de divisibilidade é uma relacao de ordem parcial. A questao
agora é: ela é uma ordem total? Para isso, quaisquer dois elementos de N* precisariam
ser comparaveis.

Isso nao é verdade. Considere os nameros 2 ¢ 3 em N*.

e 2 divide 37 Nao. Para provar isso, devemos mostrar que nao existe k& € N* tal que

2 - k = 3. Usaremos uma prova por contradi¢do. Suponha que tal k € N* exista.

Como k € N*, sabemos que £ > 1. Vamos analisar os dois casos possiveis para k:

— Caso 1: k£ = 1. A equacao se torna 2-1 =3 = 2 = 3. O que é uma

contradicao.
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— Caso 2: k > 1. Como nado ha naturais entre 1 e S(1) = 2, a condigao
k > 1 implica k > 2. Agora, usamos a Compatibilidade da Ordem com a
Multiplicagao:

k>2 = 2-k>2-2

Sabemos que 2 -2 = 05(2) = S(S(2)) = S(3) = 4. Assim, 2-k > 4. Nossa
suposic¢ao inicial era 2 - k = 3. Isso implicaria 3 > 4. Isso é uma contradicao,
pois 4 = S(3), o que significa 3 < 4 (pela definigdo de ordem, 3+ 1 = 4, e
1 #0).

Como ambos os casos possiveis (k = 1 e k > 1) levam a uma contradigao, concluimos

que tal k nao pode existir.

e 3 divide 27 Nao. Devemos provar que nao existe k € N* tal que 3 -k = 2. Suponha

que tal & € N* exista.

Como k € N*, sabemos que k£ > 1. Usando a Compatibilidade da Ordem com a
Multiplicacao:
Ek>1 —= 3-k>3-1 = 3-k>3

Nossa suposigao era 3 - k = 2. Isso implicaria 2 > 3. Isso contradiz o fato de que

2 < 3 (pois 2 + 1 = 3). Portanto, tal k£ nao pode existir.

Como encontramos um par de elementos (2,3) para o qual nem 2|3 nem 3|2 é

verdadeiro, a propriedade da totalidade falha.

A relagao de divisibilidade | é uma relacao de ordem parcial sobre N*, mas nao
é uma relacao de ordem total. Isso a diferencia fundamentalmente da relagao <, que
ordena todos os niimeros naturais em uma unica fila. A divisibilidade, por sua vez, cria

uma estrutura de ordem mais complexa, com multiplas ramificagoes.
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1.6 Homomorfismo e Isomorfismo

Definigao 1.6.1 (Homomorfismo). Sejam (G,*) e (H,#) duas estruturas algébricas.
Uma fungao (ou mapeamento) f : G — H é chamada de homomorfismo se ela preserva
a operacao. Isso significa que, para quaisquer dois elementos a, b € G, a seguinte igualdade

¢é satisfeita:

flaxb) = fa)#f (D)

Em outras palavras, operar os elementos em G e depois aplicar a funcao f ao resultado

é o mesmo que aplicar f a cada elemento primeiro e depois operar os resultados em H.

Enquanto um homomorfismo estabelece uma relagao que preserva a estrutura entre
dois conjuntos, um isomorfismo vai além: ele estabelece que duas estruturas sao, para

todos os efeitos, algebricamente idénticas.

Definicao 1.6.2 (Isomorfismo). Um isomorfismo ¢ um homomorfismo f : G — H que

também é uma bijecao. Isto é, a funcao f deve satisfazer trés condi¢oes simultaneamente:

1. Homomorfismo: Preserva a operacao, f(a*b) = f(a)#f(b).

2. Injetividade: Mapeia elementos distintos para resultados distintos. Se f(a) =
f(b), entdo a = b.

3. Sobrejetividade: Todo elemento em H é a imagem de algum elemento em G.

Quando existe um isomorfismo entre duas estruturas, dizemos que elas sao

isomorficas.

Exemplo 1.6.1 (Um Homomorfismo da Adi¢ao para a Multiplica¢do). Vamos construir
um exemplo de homomorfismo entre os dois monoides que definimos sobre os niimeros

naturais:
e O monoide da adigao: (N, +,0)
e O monoide da multiplicagao: (N, -, 1)

Seja a € N um nimero natural fixo, com a > 1. Definimos a func¢ao de exponenciacao

¢q : N — N da seguinte forma:

Onde a™ representa g -a - --- - a, e definimos a® = 1.
—_——

Vamos provar que ¢, ¢ um homomorfismo do monoide (N, +) para o monoide (N, -).
Demonstragao. Para que ¢, seja um homomorfismo, devemos verificar se ¢,(n + m) =
¢a(n) - ¢po(m) para todos n,m € N.

Iniciaremos a prova considerando o caso em que n,m € N* (ambos nao nulos).
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e Lado Esquerdo: Pela definicao da funcao, a operagao no dominio é a adicgao:

Ga(n +m) = a"*"

e Lado Direito: Pela definicio da funcao, a operacao no contradominio é a

multiplicagao:

¢a(n).¢a(m):an.am:g.a ..... a-a-a----- a:an+m

Precisamos agora verificar os casos que envolvem o elemento neutro 0.

e Sen = 0: O lado esquerdo da equag¢ao do homomorfismo é ¢,(0+m) = ¢,(m) = a™.

O lado direito ¢ ¢,(0) - po(m) =a’-a™ =1-a™ = a™. A igualdade se mantém.

e Sem = 0: O lado esquerdo é ¢,(n+0) = ¢(n) = a™. O lado direito é ¢, (n)-¢,(0) =

0

a-a’ =a"-1=a" A igualdade também se mantém.

Como para todos n,m € N, o lado esquerdo é igual ao lado direito, a funcao ¢,

preserva a operacao e é, portanto, um homomorfismo.

Este homomorfismo é um isomorfismo?

e Injetividade: Queremos provar que, se a € N com a > 1, a fungao ¢,(n) = a™ é

injetiva. Isto é, Vn,m € N, se a" = a™, entao n = m.

Assumimos, por hipétese, que a™ = a™. Para provar que n = m, usaremos a Lei da
Tricotomia. Exatamente uma das trés condigoes é verdadeira: n < m, n > m, ou

n = m. Vamos provar por contradicao que os dois primeiros casos sao impossiveis.

— Caso 1: Suponha n > m. Pela definicao de ordem em N, se n > m, entao
existe um k£ € N* (ou seja, k > 1) tal que n = m + k. Substituindo n na nossa

hipotese a™ = a™:

am—l—k —a™
Como provado na verificacdo do homomorfismo, a™** = a™ - a*. A equacao se
torna:

a™ - a" =a™
Como a > 1, temos que @ > 2. Sem = 0, a™ = a®> = 1. Sem > 0,
a” =ga-----a > 2. Em ambos os casos, a™ > 1. Podemos, portanto, aplicar

m vezes

a Lei do Cancelamento para a Multiplicacao & equacao a™ - a* = a™ - 1:

a® =1
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Esta é a contradicao. Como k > 1ea > 2, 0o produtog-a----- a deve ser
—_——

k vezes
maior ou igual a 2. (Formalmente: a > 2 e k > 1. Pela compatibilidade da

ordem com a multiplicacdo, a®* > 2. Como k > 1, 2F > 2! = 2. Logo, a* > 2,

o que contradiz a* = 1). Portanto, a suposicao n > m ¢é falsa.

— Caso 2: Suponha m > n. O argumento é idéntico ao Caso 1, por simetria,

e também leva a uma contradigao.

Como n > m e m > n sao falsos, a tnica possibilidade restante pela Lei da

Tricotomia é n = m. Portanto, a fun¢ao ¢ injetiva.

e Sobrejetividade: A fun¢@o nao é sobrejetiva. Por exemplo, se a = 2, o niimero

3 pertence ao contradominio N, mas nao existe nenhum namero natural n tal que

Como a fungao nao é sobrejetiva, ela ¢ um homomorfismo injetivo (um monomorfismo),

mas nao um isomorfismo. O

Exemplo 1.6.2 (Isomorfismo entre os Naturais e os Pares). Vamos provar que o monoide
dos ntimeros naturais com a adigdo, (N,+,0), é isomoérfico ao monoide dos nimeros
naturais pares com a adicao.

Seja P = {2k | k € N} = {0,2,4,6,...} o conjunto dos ntumeros naturais pares. A
estrutura (P, +,0) é um monoide, pois herda a associatividade e o elemento neutro dos
Naturais, e é fechado pois a soma de dois nliimeros pares ¢ sempre um nimero par.

Definimos a funcao f : N — P da seguinte forma:

f(n) :=2n

Agora, vamos provar que f é um isomorfismo.

Demonstra¢ao. A fungao é um Homomorfismo: Devemos verificar se f(n + m) =
f(n)+ f(m) para todos n,m € N.

e Lado Esquerdo: f(n+m)=2(n+m)=2n+ 2m.
e Lado Direito: f(n)+ f(m) = (2n)+ (2m) = 2n + 2m.
Como os lados sao iguais, f é um homomorfismo.
A funcgao é Injetiva: Suponha que f(n) = f(m) para n,m € N.

2n = 2m
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Pela Lei do Cancelamento da Multiplicagao, podemos concluir que n = m. Portanto, a

funcao é injetiva.

A fungao é Sobrejetiva: Devemos mostrar que todo elemento do contradominio P
¢ a imagem de algum elemento do dominio N.

Seja p um elemento arbitrario de IP. Pela definicao do conjunto P, sabemos que p é
um namero par. Isso significa que existe um nimero natural k£ € N tal que p = 2k.

Para que a funcao seja sobrejetiva, precisamos encontrar um n € N tal que f(n) = p.

Escolhendo n = k, temos:
f(k) =2k =p

Como para todo p € P encontramos um n € N, que o mapeia, a fungao é sobrejetiva.

Como a fungdo f é um homomorfismo bijetivo (injetivo e sobrejetivo), ela é um
isomorfismo. Isso prova que os monoides (N,+) e (P, +) s@o isomorficos. Embora um
conjunto seja um subconjunto proprio do outro, eles possuem exatamente a mesma

estrutura aditiva. N

1.7 Teorema Fundamental da Aritmética

1.7.1 Definicao de Ntiimero Primo

Defini¢ao 1.7.1 (Namero Primo e Composto). Seja n € N um ntimero natural maior

que 1 (n > 1).

e Dizemos que n ¢ um nimero primo se seus unicos divisores em N* sao 1 e ele

mesmo. Formalmente, para todo d € N*, se d|n, entao d = 1 ou d = n.

e Dizemos que n é um niimero composto se ele nao é primo. Isso significa que

existe um divisor d € N* tal que 1 < d < n.

Nota sobre o ntimero 1: O ntimero 1 nao é classificado nem como primo, nem como
composto. Ele é o elemento identidade da multiplicacao, uma unidade. Exclui-lo da

definicao de primo ¢é crucial para a unicidade da fatoracao que veremos a seguir.

1.7.2 O Teorema Fundamental da Aritmética

Teorema 1.7.1 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero natural n > 1 pode
ser escrito como um produto de nameros primos. Essa fatoragao ¢ tinica, desconsiderando

a ordem em que os fatores primos aparecem.
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Demonstracao. A demonstracao é tradicionalmente dividida em duas partes: a prova da

existéncia da fatoracao e a prova de sua unicidade.

Prova da Existéncia (Todo n > 1 tem uma fatoragao em primos)

Usaremos o Principio da Boa Ordem em uma prova por contradicao. Suponha que
exista um conjunto S de nimeros naturais maiores que 1 que nao podem ser escritos como
um produto de primos. Se S nao for vazio, pelo Principio da Boa Ordem, ele deve ter um
menor elemento. Vamos chamar esse menor elemento de m.

Se m fosse primo, ele ja seria sua propria "fatoracao em um produto de um primo",

o que contradiz o fato de m pertencer a S. Portanto, m deve ser um ntmero composto.

Lema: Seja m um ntmero natural. Se m é um ntmero composto, entao existem
nimeros naturais a e b taisque m =a-b,coml <a<mel <b<m.

Prova do Lema: Partimos da definicao de um niimero composto. Se m é composto,
significa que existe um divisor a € N* tal que 1 < a < m.

Pela definicao de divisibilidade, o fato de a ser um divisor de m implica que existe um
numero b € N* tal que m = a-b. Ja temos um fator, a, que satisfaz a condi¢ao 1 < a < m.

Resta-nos provar que o outro fator, b, também satisfaz a condicao 1 < b < m.

e b > 1: Vamos provar por contradi¢ao. Suponha que a conclusao seja falsa, ou seja,
que b < 1. Como b € N*, a tnica possibilidade é b = 1. Se b = 1, a equacao da
decomposi¢ao se torna:

m=a-1 — m=a

Isso, no entanto, contradiz a nossa condicao inicial de que a < m. Portanto, a

suposicao de que b = 1 é falsa. Concluimos que b > 1.

e b < m: Sabemos, da condicao inicial, que a > 1. Partindo da equacao m =a-b e
sabendo que b € N* (logo b > 0), podemos usar a compatibilidade da ordem com a
multiplicagao: Como a > 1, entao a-b > 1-b, o que implica a - b > b. Substituindo
m = a - b, obtemos:

m>b

O que ¢ equivalente a b < m.

Demonstramos a existéncia de dois nmeros naturais, a e b, tais que m = a-b e ambos

satisfazem as condigoes 1 <a <m e 1l <b<m. O lema esta provado.

Agora, como a e b sao menores que m, e m € o menor elemento de S, isso significa
que nem a nem b podem pertencer a S. Se eles nao estao em S, entao ambos podem ser

escritos como um produto de primos.
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Digamos que @ = py -p2---pr € b = q1 - g2---¢;. Mas se isso ¢ verdade, podemos

escrever m da seguinte forma:

m:a'b:(pl'pZ"'pk)'<QI'Q2"'QJ')

Isso mostra que m pode ser escrito como um produto de primos, o que contradiz o fato
de m € S. A contradi¢ao surgiu da suposi¢ao de que o conjunto S era nao vazio. Logo,

S deve ser vazio, e todo nimero n > 1 admite uma fatoragao em primos.
Prova da Unicidade da Fatoragao

Base da Inducgao: Para n = 2, a tinica fatoracao em primos é o préprio 2. Portanto,
a fatoracao ¢ tinica e o resultado ¢ valido para o caso base.

Hipotese de Inducgao: Assuma que a fatoracao em primos é tnica para todo inteiro
k tal que 2 < k < n.

Passo Indutivo: Seja n > 2 e suponha que n admite duas fatoragoes em primos.

Ordenando os primos de forma crescente, podemos escrever:

n=pip2---Pr =q1492" - (qs

onde py <pa < - <preq <q < < gs.
Vamos analisar duas possibilidades para os menores primos, p; e q;.

Caso 1: p1 = q1
Se os menores primos das duas fatoragoes sao iguais, podemos aplicar a lei do

cancelamento da multiplicagao:

P2 o) =qi(q2 - qs) = P2 Pr=0q2 " Gs

Seja a = pg - -+ p.. Como p; > 2, temos que o < n.

Se o« = 1, ambas as fatoragbes originais tinham apenas um primo e eram idénticas.
Temos que o« = po - - - p, = 1. Por definicao, todo niimero primo p; é estritamente maior
que 1. O produto de um ou mais nimeros maiores que 1 é, necessariamente, maior que
1. A tnica forma de a = py - - - p, = 1 ser verdadeira, é se o produto for vazio, ou seja, se
a lista de fatores (po,...,p,) for vazia.

Isso significa que o niimero de fatores r na primeira fatoracao era r = 1, e a fatoracao
era simplesmente n = p;. Como a = ¢o---qs = 1, a lista (¢q,...,qs) também deve ser
vazia, significando s = 1 e a segunda fatoracao era n = ¢;. Como estamos no Caso 1, ja

assumimos que p; = ¢;. Portanto, as duas fatoragoes originais eram n = p; e n = ¢, e
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sao idénticas.
Se a > 1, pela nossa hipotese de indugao, a fatoragao de a é tnica. Isso significa
que a sequéncia de primos (pa,...,p.) deve ser a mesma que a sequéncia (ga,...,s).

Consequentemente, as duas fatoragoes originais de n eram idénticas.

Caso 2: p; < ¢

Assumimos que p; < q;. Pela definicao de ordem nos naturais, existe k& € N* tal que
@ =p1+k.

Sejam o =pg---pr e f=qy---qs. A decomposigao de n é pyav = ¢ 5. Substituindo ¢;:

pa=(p1+k)B=pB+k3

Como kf é um ntmero natural diferente de zero, temos que p;5 < pya. Pela lei do
cancelamento para a ordem, concluimos que § < «. Portanto, existe [ € N* tal que
a=Lg+1.

Substituindo o = 8 + [ na equacao pya = p1 8 + kf:

p(B+1) =pB+kp

p1fB+pil =p1S+ kB

Pela lei do cancelamento da adigao, obtemos:

pil = kﬁ

Agora, considere o ntmero kf. Sabemos que k < ¢; (pois ¢ = p1 + k e p1 > 2). Assim:

kB <qiB=q(gq)=n

Como kB < n, pela hipotese de indugao, a sua decomposicao em fatores primos é tnica.

A igualdade pil = k£ nos diz que p; é um dos fatores primos na decomposi¢ao tinica
de kB. Os fatores primos de k3 sao a uniao dos fatores primos de k e dos fatores primos
de 5 (que sao qo, ..., qs).

Primeiro, vamos mostramos que p; nao pode ser um fator primo de k:

Suponha, por contradi¢ao, que p; divide k, entao k = pym para algum m € N*.
Substituindo em ¢; = py + k, teriamos ¢; = p; + pym = p1(1 +m). Isso implicaria que p;
divide ¢;. Como ¢, é primo, seus tnicos divisores sao 1 e ¢;. Como p; > 1, terfamos que

ter p1 = q1, 0 que contradiz nossa suposicao de que p; < ¢;. Logo, p; nao divide k.

Se p; ¢ um fator primo de kS mas nao de k, ele deve ser um fator primo de 5 = ¢o - - - ¢s.
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Isso implica que p; deve ser igual a um dos ¢; para i € {2,...,s}. Pela nossa ordenagao,
g1 < qs < --- < g, Logo, teriamos ¢ < py.

Isso nos leva a uma contradi¢cao. Nossa suposicao inicial para este caso foi p; < g1, e
a consequéncia logica foi ¢; < p;. A suposicao de que p; < ¢; deve ser falsa.

A suposicao de que p; # ¢ leva a uma contradi¢ao. Portanto, a tnica possibilidade

é p1 = q1, que, como mostrado no Caso 1, implica que as duas decomposicoes sao idénticas.

Assim, a unicidade da decomposicao é vélida para n. Pelo principio da inducao, a
unicidade é valida para todos os niimeros naturais n > 2.

]

Corolario 1.7.1.1 (Lema de Euclides). Seja p um namero primo. Se p divide o produto

de dois nimeros a e b (i.e., p | ab), entao p deve dividir a ou p deve dividir b.
Va,b€eZ, plab = plaVvp|bd

Demonstra¢ao. A prova é uma consequéncia direta da unicidade da fatoragao garantida
pelo Teorema Fundamental da Aritmética. Se a = 0 ou b = 0, a afirmacao é trivialmente
verdadeira. Vamos assumir que a,b > 1.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, a e b possuem fatoragoes em primos tnicas

(desconsiderando a ordem):

a=pip2- Pk
b=qig2--qj

O produto ab é, portanto, o produto dessas duas listas de primos:

ab = (p1p2 e 'pk) : (Q1CI2 : "C]j)

Esta é a tinica decomposic¢ao em fatores primos do niimero ab.
Agora, consideramos a nossa hipotese: p | ab. Isso significa que p deve ser um dos
fatores na decomposicao em primos de ab. Pela unicidade da fatoracao, p deve ser idéntico

a um dos primos da lista (p1, ..., Pk @1, -, 45)-

e Se p for um dos p; (para i € {1,...,k}), entdo p é um dos fatores primos de a, o

que significa que p | a.

e Se p for um dos ¢, (para u € {1,...,j}), entdo p é um dos fatores primos de b, o

que significa que p | b.

Como nao héa outra possibilidade, concluimos que p deve dividir a ou p deve dividir b. [
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1.8 A Necessidade de Expandir N

Até este ponto, estabelecemos uma base axiomética solida para o conjunto dos niimeros
naturais, N. Construimos as operacoes de adicao e multiplicacao e provamos suas
propriedades fundamentais, como associatividade, comutatividade e distributividade. A
estrutura (N, +) ¢ um monoide comutativo, assim como (N, ).

No entanto, esta estrutura possui limitagoes algébricas significativas. Embora algumas
equagoes da forma z +a = b possuam solugao em N (por exemplo, =+ 3 = 5, cuja solugao
¢ x = 2), muitas outras nao.

Considere a seguinte equagao, proposta no contexto dos niimeros naturais:
r+2=1

Podemos provar, usando os axiomas e proposicoes ja estabelecidos, que esta equacao

nao admite solugao no conjunto N.
Proposicao 1.8.1. Nao existe numero natural x € N que satisfaca a equagao r +2 = 1.

Demonstracao. Vamos supor, por contradicao, que exista um tal x € N que satisfaga a
equacao.
r+2=1

Das nossas definigoes, sabemos que 2 = S(1) e, como ja estabelecido, S(k) = k + 1.

Portanto, 2 =1+ 1. A equacao torna-se:

r+(1+1)=1
Pela associatividade da adicao em N, que ja demonstramos:

(x+1)+1=1
Comoxr eNeleN, otermo k=x+1¢éum nimero natural. A equagao se torna:

k+1=1

Pela propriedade do elemento neutro, 1 =1 + 0. Assim:

k+1=140
Utilizando a Lei do Cancelamento para a Adi¢ao, podemos cancelar o 1:

k=0
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Substituindo de volta k = x + 1, obtemos:
r+1=0
Sabemos que 1 = S(0). A equagdo é, portanto:
x+S5(0)=0

Usando a comutatividade da adicao e a proposicao da Adicao do Sucessor, temos que
z+5(0) =5(0)+ 2 =S50+ x) = S5(x). Isso nos leva a conclusao:

S(x)=0

Esta ¢ uma contradi¢ao direta do Axioma 3, que afirma que o zero nao é sucessor de
nenhum ntmero natural.
Como nossa suposicao inicial levou a uma contradicao, ela deve ser falsa. Portanto,

nao existe nenhum ntmero natural x que resolva a equacao = + 2 = 1. O]

Esta limitacao é a motivagao central para a construcao do préximo conjunto numeérico.



Capitulo 2

Inteiros

2.1 Relacoes de Equivaléncia

Em nossa analise anterior, exploramos as relagoes de ordem, como < e |, que nos
permitem comparar elementos e estabelecer uma hierarquia. Agora, vamos nos voltar para
um tipo diferente de relagao, cujo proposito nao é ordenar, mas sim agrupar elementos

que compartilham uma propriedade em comum. Essas sao as relagoes de equivaléncia.

2.1.1 Definicao de Relacao de Equivaléncia

Uma relagao de equivaléncia generaliza a nogao de igualdade. Para ser considerada

como tal, uma relagao precisa satisfazer trés axiomas especificos.

Definigao 2.1.1 (Relagao de Equivaléncia). Uma rela¢ao ~ sobre um conjunto nao vazio
A é chamada de relagao de equivaléncia se, para quaisquer elementos a,b,c € A, ela

for simultaneamente:

1. Reflexiva: Todo elemento é equivalente a si mesmo.

Yae A, a~a

2. Simétrica: Se a é equivalente a b, entao b é equivalente a a.

Va,be A, (a~b) = (b~a)

3. Transitiva: Se a é equivalente a b e b é equivalente a ¢, entao a é equivalente a c.

Va,b,ce A, (a~bAb~c¢c) = (a~c)

44
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2.1.2 Classes de Equivaléncia e o Conjunto Quociente

A consequéncia mais importante de uma relagao de equivaléncia sobre um conjunto é

que ela o particiona em subconjuntos disjuntos, chamados de classes de equivaléncia.

Definigao 2.1.2 (Classe de Equivaléncia). Dada uma relagao de equivaléncia ~ sobre
um conjunto A, a classe de equivaléncia de um elemento a € A, denotada por [a] ou

a, é o conjunto de todos os elementos de A que sao equivalentes a a.
al=a={r € A|z~a}

Defini¢ao 2.1.3 (Conjunto Quociente). O conjunto de todas as classes de equivaléncia

de A pela relagdo ~ é chamado de conjunto quociente, e é denotado por A/ ~.
A/ ~={la] | a € A}

O conjunto de todas as classes de equivaléncia de A forma uma partigao de A.
Isso significa que os subconjuntos (as classes) sao dois a dois disjuntos e que sua unido
reconstroi o conjunto A original. Nenhum elemento de A fica de fora e nenhum pertence

a duas classes diferentes.

Proposicao 2.1.1. Dada uma relagao de equivaléncia ~ sobre um conjunto nao vazio A,
o conjunto quociente A/ ~ (o conjunto de todas as classes de equivaléncia) forma uma

particao de A.

Demonstracao. Para demonstrar que as classes de equivaléncia formam uma particao de

A, precisamos provar duas condi¢des fundamentais:
1. A uniao de todas as classes de equivaléncia é igual ao conjunto A.

2. Quaisquer duas classes de equivaléncia sdo ou idénticas ou disjuntas (sua intersegao

é vazia).

1. A uniao das classes de equivaléncia é o préprio conjunto A
Devemos provar que |J,.4la] = A. Para isso, provamos a inclusdo em ambos os

sentidos.

(€) Prova de que |J,cqla] € A.
Seja x um elemento qualquer da unido, = € |J,c4[al. Por definicdo de unido, isso
significa que x pertence a pelo menos uma classe de equivaléncia. Ou seja, existe
um a € A tal que = € [a]. Pela defini¢ao de classe de equivaléncia, se z € [a], entéo

x € A. Portanto, todo elemento da unido também é um elemento de A.
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(2) Prova de que A C |J,c4la].
Seja a um elemento qualquer de A. Queremos mostrar que a pertence a uniao de
todas as classes. Como ~ é uma relacao de equivaléncia, ela é reflexiva. Portanto,
a ~ a. Pela defini¢ao da classe de equivaléncia [a] = {z € A | 2 ~ a}, a condigao
a ~ a implica que a € [a]. Como a pertence & sua propria classe de equivaléncia, e a
unido contém todas as classes (incluindo [a]), concluimos que a € J,. 4[a]. Portanto,

todo elemento de A também ¢é um elemento da unido.

Como provamos a inclusao em ambos os sentidos, concluimos que J,. 4[a] = A.

2. Duas classes de equivaléncia sao idénticas ou disjuntas

Devemos provar que para quaisquer a,b € A, ou [a] = [b] ou [a] N [b] = 0. Vamos
assumir que as classes nao sao disjuntas, ou seja, que sua intersegao nao ¢ vazia: [a]N[b] #
(). Nosso objetivo é provar que, sob esta condigio, as classes devem ser idénticas: [a] = [b].

Se a intersecao nao é vazia, entao existe pelo menos um elemento ¢ que pertence a
ambas as classes.

cela] e celb
Pela definicao de classe de equivaléncia, isso nos fornece duas relacoes:
ecr~a
ec~b

Como ~ é uma relacao de equivaléncia, ela é simétrica. Da primeira relacao, ¢ ~ a,
podemos concluir que a ~ c¢. Agora, temos as relagoes a ~ ¢ e ¢ ~ b. Como a relagao é
transitiva, podemos concluir que:

a~b

Agora que sabemos que a é equivalente a b, vamos provar que suas classes sao idénticas:

e Seja r um elemento qualquer de [a]. Por definigdo, z ~ a. Como ja sabemos que
a ~ b, pela transitividade da relagao, temos que z ~ b. Se x ~ b, entao por

defini¢ao x € [b]. Logo, todo elemento de [a] esta em [b].

e Seja y um elemento qualquer de [b]. Por defini¢ao, y ~ b. Como sabemos que a ~ b,
pela simetria da relagao, temos que b ~ a. Pela transitividade, de y ~be b ~ a,
concluimos que y ~ a. Se y ~ a, entdo por definigdo y € [a]. Logo, todo elemento

de [b] esta em [a].

Como [a] C [b] e [b] C [a], concluimos que [a] = [b].
Assim, mostramos que se duas classes de equivaléncia tém qualquer elemento em

comum, elas sao necessariamente a mesma classe. A tnica alternativa restante é que, se
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nao sao a mesma classe, nao podem ter nenhum elemento em comum, sendo portanto

disjuntas.

Tendo provado ambas as condicoes, concluimos que o conjunto de todas as classes de

equivaléncia forma uma particao de A. O
Exemplo 2.1.1 (A Relagao de Paridade). Uma das formas mais comuns de agrupar
numeros é pela sua paridade. Podemos formalizar isso com uma relagao de equivaléncia.
Definicoes:

e Dizemos que um nimero n € N é par se existe um k € N tal que n =2 - k.

e Dizemos que um numero n € N é impar se existe um k& € N tal que n = S(2 - k)
(oun=2-k+1).

e Dizemos que n tem a mesma paridade que m (e escrevemos n ~ m) se ocorre
uma das duas condigbes: (1) n e m sdo ambos pares, ou (2) n e m sdo ambos

impares.
E direta a verificacao que esta relagao é:
e Reflexiva: Todo ntiimero tem a mesma paridade que si mesmo.

e Simétrica: Se n tem a mesma paridade que m, entao m tem a mesma paridade

que n.

e Transitiva: Se n tem a mesma paridade que m, e m tem a mesma paridade que k,

entao n tem a mesma paridade que k.

Portanto, a paridade é uma relacao de equivaléncia.

Classes de Equivaléncia
Esta relacao divide o conjunto infinito dos ntimeros naturais em apenas duas classes de

equivaléncia:

1. A classe de equivaléncia do 0, denotada por [0]. Ela contém todos os nimeros

naturais que sao equivalentes ao 0, ou seja, todos os ntimeros pares.

0] ={n €N |népar}=1{0,2,4,6,8,...}

2. A classe de equivaléncia do 1, denotada por [1]. Ela contém todos os ntmeros

naturais que sao equivalentes ao 1, ou seja, todos os niimeros impares.

1] ={n e N|n éimpar} ={1,3,5,7,9,...}
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Note que [2] = [0], [4] = [0], [3] = [1], e assim por diante. Qualquer nimero par pertence

a classe [0] e qualquer impar a classe [1].

Operacgoes com as Classes de Equivaléncia
As operacoes de adicao e multiplicacao de classes de equivaléncia sao definidas sobre os
representantes. Para a adigao de duas classes [a] e [b], o resultado é a classe de sua soma,
[a + b]. O mesmo vale para a multiplica¢do: [a] - [b] = [a - b]. Agora, vamos investigar o
que acontece quando somamos ou multiplicamos elementos pertencentes a essas classes.
Para isso, lembramos que um ntmero par pode ser escrito como 2k e um impar como

2k 4 1 para algum k£ € N.

Analise da Adigao:

e Par + Par: Seja a = 2k; e b = 2ky. A soma é a+ b = 2ky + 2k = 2(k; + k2). O
resultado é um multiplo de 2, logo, é par. Conclusao: [0] + [0] = [0].

e Impar + Impar: Sejaa =2k +1eb =2k, +1. Asomaéa+b=(2k +1)+
(2ko + 1) = 2ky + 2ky + 2 = 2(ky + ko + 1). O resultado é um multiplo de 2, logo, é
par. Conclusao: [1] + [1] = [0].

e Par + Impar: Seja a = 2k; e b= 2k, + 1. A soma é a+ b = 2k, + (2ky + 1) =
2(k1 + ko) + 1. O resultado tem a forma de um ntmero impar, logo, é impar.
Conclusao: [0] + [1] = [1].

Devido & Comutatividade da Adi¢do em N, a soma Impar + Par (b+a = (2k, +
1) 4 2k;) ¢ identica & soma Par -+ Impar (a + b), resultando em 2(ky + k;) + 1,

que também é um ntimero impar. Assim, [1] + [0] = [1].
Analise da Multiplicacao:

e Par - Par: Seja a = 2k; e b = 2ky. O produto é a - b = (2k1)(2ky) = 4kiky =
2(2k1ks). O resultado é par. Conclusao: [0] - [0] = [0].

e Impar - Impar: Sejaa = 2k;+1eb = 2k,+1. O produto é a-b = (2k;+1)(2ky+1) =
Akr ks + 2ky + 2k + 1 = 2(2k ks + k1 + k2) + 1. O resultado é impar. Conclusao:
[1] - [1] = [1].

e Par - Impar: Seja a = 2k, e b = 2ky + 1. O produto é a-b = (2k;)(2ky + 1) =
Ak1ko+2ky = 2(2k1ko+ k). O resultado é um multiplo de 2, logo, é par. Conclusao:
0 1] = [0].

Devido a Comutatividade da Multiplicacdo em N, o produto Impar - Par (b-a=
(2ky + 1)(2k1)) ¢ idéntico ao produto Par - Impar (a - b), resultando na mesma

expressao 2(2k1ky + k1), que ¢ um namero par. Assim, [1] - [0] = [0].
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Note que nao importa qual representante da classe seja tomado, o resultado é sempre

O Imesmao.

Particao e Conjunto Quociente
As duas classes, [0] e [1], formam uma partigdo de N, pois sdo disjuntas ([0] N [1] = 0) e
sua uniao ¢ o proprio conjunto N ([0] U [1] = N).

O conjunto quociente é o conjunto formado por estas classes. E um novo conjunto

com apenas dois elementos:

2.2 Construcao de Z via Relacao de Equivaléncia

Definigao 2.2.1 (Relagao de Equivaléncia em N x N). Seja o conjunto N x N. Definimos

a relagdo ~ sobre este conjunto da seguinte forma: para quaisquer pares (a,b) e (¢, d),
(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=b+c

Proposigao 2.2.1. A relagdo ~ é uma relacao de equivaléncia.

Demonstracao. Devemos verificar as trés propriedades: reflexividade, simetria e
transitividade.

Reflexividade: Devemos provar que (a,b) ~ (a,b). Pela definicdo da relagao, isso
significa provar que a + b = b + a. Isso é verdade devido a comutatividade da adicao em
N.

Simetria: Devemos provar que se (a,b) ~ (c,d), entao (c¢,d) ~ (a,b). A hipotese
(a,b) ~ (¢,d) nos diz que a +d = b+ ¢. Queremos provar que ¢ +b = d + a. Pela

comutatividade da adi¢ao em N, podemos reescrever a hipotese:
a+d=b+c = bt+c=a+d = c+b=d+a

Isso é exatamente a condi¢ao para que (¢, d) ~ (a,b).
Transitividade: Devemos provar que se (a,b) ~ (¢,d) e (c,d) ~ (e, f), entao (a,b) ~

(e, f). Temos como hipoteses:
1. (a,b) ~ (¢,d) = a+d=b+c
2. (c,d)~(e,f) = c+f=d+e

Nosso objetivo é provar que a + f = b+ e. Vamos somar as duas equacoes das hipoteses:

(a+d)+(c+f)=(b+c)+(d+e)
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Usando a associatividade e a comutatividade da adicao em N, podemos reorganizar ambos
os lados:
(a+f)+(c+d)=(b+e)+ (c+d)

Agora, usamos a Lei do Cancelamento para a adi¢ao em N, cancelando o termo (c+ d) de
ambos os lados. O resultado é a + f = b+ e. Esta é a condi¢ao para que (a,b) ~ (e, f).
Como a relacao ~ é reflexiva, simétrica e transitiva, ela € uma relacao de equivaléncia.

]

2.2.1 Classes de Equivaléncia em N x N

Tendo estabelecido que ~ é uma relacao de equivaléncia, sabemos que ela particiona o
conjunto N x N em classes de equivaléncia. Cada uma dessas classes sera, por definicao,
um nimero inteiro.

Para entender a natureza dessas classes, podemos usar a Lei da Tricotomia dos
nimeros naturais, que nos diz que para qualquer par (a,b), exatamente uma de trés

condicoes ¢é verdadeira: a > b, a < b, ou a = b.

O primeiro componente é maior (a > b)
Pela definicao de ordem que estabelecemos, a > b significa que existe um namero
natural nao nulo £ € N* tal que a = b+ k. Isso nos diz que qualquer par nesta situacao

pode ser escrito na forma (b + k, b).

Todo par da forma (b + k,b) é equivalente ao par simplificado (k,0). Para mostrar
que (b + k,b) ~ (k,0), usamos a definicdo da nossa relagao (se (a,b) ~ (¢, d), entao
a+d=">b+c):

(b+k)+0=0+k

Como a igualdade ¢ trivialmente verdadeira, a equivaléncia esta confirmada.

Isto nos diz que qualquer par (a,b) onde a é k unidades maior que b pertence a
mesma classe de equivaléncia do par (k,0). Por exemplo, os pares (5,2), (6,3) e (10,7)
sao todos equivalentes a (3,0), pois em todos eles a primeira componente é 3 unidades

maior que a segunda. Essas classes, representadas por (k,0) com k € N* formardo os

inteiros positivos.

O primeiro componente é menor (a < b)
Neste caso, existe um k € N* tal que b = a + k. O par é da forma (a,a + k).
Todo par da forma (a,a + k) é equivalente ao par simplificado (0, k). Para mostrar

que (a,a + k) ~ (0,k), usamos a definicdo da nossa relagao (se (a,b) ~ (c¢,d), entao
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a+d=0b+c):
a+k=(a+k)+0

A igualdade é novamente verdadeira.
Pares como (2,5), (3,6) e (7,10) sdo todos equivalentes a (0, 3), pois em todos eles a

segunda componente ¢ 3 unidades maior que a primeira. Essas classes, representadas por

(0, k) com k € N*, formarao os inteiros negativos.

Os componentes sao iguais (a = b)

O par é da forma (a,a). Todo par da forma (a,a) é equivalente ao par (0,0):
a+0=a+0

Todos os pares com componentes iguais, como (3,3) e (5,5), pertencem a uma unica

e mesma classe. Esta classe, representada por (0,0), formara o inteiro zero.

Com isso, podemos ver que todo o conjunto infinito de pares em N x N é particionado

em trés tipos de classes, cada uma com um representante canoénico.

Defini¢ao 2.2.2 (O Conjunto dos Numeros Inteiros). O conjunto dos numeros inteiros,
denotado por Z, é definido como o conjunto quociente de NxN pela relagao de equivaléncia

Z:=(NxN)/ ~

Cada elemento de Z é uma classe de equivaléncia (a,b). Podemos representé-lo através

de seus representantes canonicos:

Z = {(k,0) | ke NYU{(0,0)} U{(0,k) | k € N*}




CAPITULO 2. INTEIROS 52

2.3 Adicao e Multipliacao em 7Z

Definigao 2.3.1 (Adigao de Inteiros). Sejam dois inteiros representados pelas classes de

equivaléncia (a,b) e (¢,d). A soma deles é definida como:

(a,b) + (¢,d) := (a+ ¢, b+ d)

Proposigao 2.3.1. A adicao em Z é bem-definida.

Demonstracao. Para que a operacao seja bem-definida, o resultado nao pode depender dos

representantes escolhidos para cada classe. Suponha que (a,b) = (a/,¥) e (¢,d) = (¢, d').

Por defini¢ao de equivaléncia, isso nos fornece duas hipoteses:
l.a+l =b+d
2. c+d =d+¢

Devemos mostrar que a soma leva & mesma classe resultante, ou seja, que (a + ¢,b+ d) =

a +c, b +d). Isso é equivalente a provar que:
( , q p q
(a+c)+ (O +d)=(b+d)+ (a+)
Somando nossas duas equagoes de hipotese, temos:
(a+V)+(c+d)=(b+d)+ (d+)

Usando a associatividade e a comutatividade da adicao em N para reorganizar os termos,
chegamos a:
(at+c)+ O +d)=(b+d)+ (a' + )

Isso é exatamente o que queriamos provar. Portanto, a adicao em Z esta bem-definida. [

Definigao 2.3.2 (Multiplicacdo de Inteiros). Sejam dois inteiros representados pelas

classes de equivaléncia (a, b) e (¢,d). A multiplicagao entre eles é definida como:

(a,b) - (c,d) := (ac + bd, ad + bc)

Proposigao 2.3.2. A multiplicagdo em Z é bem-definida.

Demonstracao. Para que a operacao seja bem-definida, o resultado nao pode depender dos

representantes escolhidos para cada classe. Suponha que (a,b) = (a/,V') e (¢,d) = (¢, d).

Por defini¢ao de equivaléncia, isso nos fornece duas hipoteses:
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1.a+b =b+4d
2. c+d =d+

Devemos mostrar que a multiplicacao leva & mesma classe resultante, ou seja, que
(a,b) - (c,d) = (a',0) - (,d).

A demonstracao sera feita em duas etapas para maior clareza, utilizando a transitividade.

Primeiro, mostraremos que a mudanca de representante na primeira classe nao altera o

resultado. Em seguida, mostraremos o mesmo para a segunda classe.

Etapa 1: Provar que (a,b) - (¢,d) = (¢/,¥) - (¢,d). Usando a hipotese (1), a + bV =
b+ a’, devemos mostrar que (ac + bd, ad + bc) = (a’c + b'd, a'd + b'c). Pela definigao, isso

significa provar a igualdade:
(ac+bd) + (d'd+ V) = (ad + be) + (a'c + b'd)

A partir da hipotese a + b = b+ o/, multiplicando por ¢ e por d (o que é permitido

em N), obtemos:
e cla+b)=clb+d) = ac+bc=bc+dc
e db+d)=dla+V) = bd+dd=ad+d
Somando as duas equagoes resultantes:

(ac+V'c)+ (bd+ d'd) = (bc + d'c) + (ad + b'd)

Pela comutatividade da adicao em N, podemos reorganizar os termos para agrupar os

elementos da classe resultante:

(ac+bd) + (d'd+Vc) = (ad + be) + (a'c + b'd)

Isso prova que (ac + bd, ad + bc) = (a’c + V'd,a'd + V'c), completando a Etapa 1.

Etapa 2: Provar que (a/,¥) - (¢,d) = (/,V) - (¢/,d'). A logica é andloga a da Etapa

1. A hipotese agora é ¢ +d' = d+ . O objetivo é provar que (a’c + Vd,a'd + b'c) =

(' +Vd a'd + ). Pela defini¢ao, é o mesmo que provar a igualdade:
(d'c+Vd)+ (dd +V)=(dd+bc)+ (d'd +0'd)
A partir da hipotese ¢ + d’' = d + ¢/, multiplicando por a’ e por ¥, obtemos:

o d(c+d)=d(d+d) = dc+dd =dd+dd
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e V(d+d)=V(c+d) = Vd+Vd =Vc+bd
Somando as duas equacoes resultantes:
(dc+dd)+ Wd+bd)=(dd+dd)+ e+ Vd)

Pela comutatividade da adicao em N, podemos reorganizar os termos de ambos os lados

para agrupar os elementos da forma que desejamos:

(d'c+Vd)+ (dd +V)=(dd+bc)+ (d'd +0'd)

Isso prova que (a’c + Vd,a'd 4+ Vc) = (a'd + V' d',a’d + V'), completando a Etapa 2.
Pela Etapa 1, sabemos que (a,b) - (¢,d) = (/,V) - (¢,d). Pela Etapa 2, sabemos

que (a,b) - (c,d) = («',V) - (¢, d'). Pela transitividade da igualdade, concluimos que

(a,b) - (c,d) = (a',V/) - (¢, d'). Portanto, a multiplicagdo em Z esta bem-definida. ]

2.3.1 Propriedades das Operacoes em 7Z

Sejam = = (a,b), y = (¢,d) e z = (e, f) nameros inteiros arbitrarios.

Proposicao 2.3.3 (Comutatividade das Operagoes). Tanto a adigdo quanto a

multiplicagao em Z sao comutativas.

Demonstracao. Adigao
Devemos provar que z +y =y + .

Calculamos os dois lados da equagao usando a defini¢ao de adigao em Z:

r+y=(ab)+ (c,d) = (a+c,b+d)

y+x=(c,d)+ (a,b) = (c+a,d+b)

Para mostrar que estas duas classes sao iguais, devemos mostrar que os pares (a+ ¢, b+d)
e (¢ + a,d + b) sdo equivalentes. Pela definigdo da relagao ~, isso significa verificar se
(a+c¢c)+ (d+b)=(b+d)+ (c+a). Como a adi¢do em N é comutativa e associativa, as

duas somas sao claramente iguais. Portanto, z +y =y + z.

Multiplicagao
Devemos provar que z -y =y - x.

Calculamos os dois lados da equagao usando a definicao de multiplicacao em Z:

-y =(a,b)-(c,d) = (ac+ bd,ad + bc)

y-x = (c,d)-(a,b) = (ca+ db,cb+ da)
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Devemos mostrar que as classes sao iguais, ou seja, que (ac+bd, ad+bc) ~ (ca+db, cb+da).

Isso requer verificar se:
(ac + bd) + (cb + da) = (ad + bc) + (ca + db)

Como a adicao e a multiplicacao em N sao comutativas e associativas, os dois lados da
equacao sao claramente iguais. Portanto, x -y =1y - x.
O

Proposicao 2.3.4 (Associatividade das Operagoes). Tanto a adi¢do quanto a

multiplicagao em Z sao associativas.

Demonstracao. Adigao
Devemos provar que (z +y) +z =2z + (y + 2).
Calculamos o Lado Esquerdo (LE):

(LE) = ((a,b) + (¢,d)) + (e, f) = (a+c,b+d)+ (e, f) = ((a+¢c)+e, (b+d) + f)

Calculamos o Lado Direito (LD):

(LD) = (a,b) + ((¢,d) + (e, f)) = (a,b) + (c+e,d+ ) = (a+ (c+e€),b+ (d+ f))

Pela associatividade da adi¢gdo em N, sabemos que (a +¢) + e = a+ (c+e) e
(b+d)+ f=0b+ (d+ f). Portanto, os pares resultantes sao idénticos, e (LE) = (LD).

Multiplicagao
Devemos provar que (z-y)-z=2x-(y - 2).
Calculamos o Lado Esquerdo (LE):

(LE) = ((a,0) - (¢, d)) - (e, f)

(
= (ac+bd,ad + be) - (e, f)

((ac + bd)e + (ad + be) f, (ac + bd) f + (ad + be)e)
= (ace + bde + adf + bef, acf + bdf + ade + bee)

Calculamos o Lado Direito (LD):

(LD) = (a,b) - ((¢,d) - (e, f))

a,b) - (ce +df,cf + de)
a(ce +df) + b(cf + de),a(cf + de) + b(ce + df))
ace + adf + bef + bde, acf + ade + bee + bdf)

(
=
=
=
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Usando a comutatividade da adicdo em N para reordenar os termos nas componentes,

vemos que os pares resultantes sao idénticos. Portanto, (LE) = (LD). O

Proposicao 2.3.5 (Distributividade da Multiplica¢ao sobre a Adi¢ao). A multiplicagao

em Z distribui sobre a adigao.

- (y+z)=(x-y)+(v-2)

Demonstragao. Calculamos o Lado Esquerdo (LE):

(LE) = (a,b) - (¢, d) + (e, )

(
= (a,b) - (c+e,d+ f)
= (
= (

a(c+e)+b(d+ f),ald+ f) +blc+e))
ac+ ae +bd + bf,ad + af + bc + be)

Calculamos o Lado Direito (LD):

(LD)

((a,6) - (¢, d)) + ((a,0) - (e, )

= (ac+ bd,ad + bc) + (ae + bf,af + be)
(

= (

(ac + bd) + (ae +bf), (ad + bc) + (af + be))
ac+bd+ ae + bf,ad + be+ af + be)

Usando a comutatividade da adicao em N para reordenar os termos nas componentes,
vemos que os pares resultantes sdo idénticos. Portanto, (LE) = (LD). O
Proposicao 2.3.6 (Elementos Identidade em Z).

1. A classe de equivaléncia (0,0) ¢ o elemento identidade aditivo em Z.

2. A classe de equivaléncia (1,0) é o elemento identidade multiplicativo em Z.

Demonstragao. Seja (a,b) um elemento arbitrario de Z.

1. Identidade Aditiva
Devemos provar que (a,b) + (0,0) = (a,b) e (0,0) + (a,b) = (a,b). Aplicando a definigdo

de adicao em Z:

(a,b) + (0,0) = (a4 0,b+ 0)

Como 0 é o elemento identidade da adi¢ao em N, sabemos que a +0=a e b+ 0 =b.

(a+0,b40) = (a,b)
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Assim, (a,b)+(0,0) = (a,b). A igualdade (0,0)+ (a,b) = (a,b) segue da Comutatividade

da Adicao em Z, ja demonstrada.

2. Identidade Multiplicativa
Devemos provar que (a,b) - (1,0) = (a,b) e (1,0) - (a,b) = (a,b). Aplicando a definigao de

multiplicagao em Z:

(a,b)-(1,0)=(a-14+b-0,a-0+b-1)

Utilizando as propriedades do elemento identidade multiplicativo (1) e do elemento

absorvente (0) da multiplicagao em N:

ea-1l=a
e bh-0=0
e a-0=0
eb-1=0

Substituindo estes resultados e usando a propriedade da identidade aditiva n + 0 = n:

(@-1+b-0,a-0+b-1)=(a+0,0+0b) = (a,b)

Assim, (a,b) - (1,0) = (a,b). A igualdade (1,0) - (a,b) = (a,b) segue da Comutatividade

da Multiplicacao em Z ja demonstrada.

Portanto, as classes (0,0) e (1,0) atuam como as identidades aditiva e multiplicativa

em 7, respectivamente. O

Proposigao 2.3.7 (Elemento Absorvente). O elemento identidade aditivo de Z, a classe

(0,0), é o elemento absorvente para a multiplicacdo em Z. Para todo x € Z, temos:

z-(0,0) = (0,0) - z = (0,0)

Demonstracao. Como ja provamos que a multiplicacao é comutativa, basta analisar o

caso z - (0,0). Seja x = (a,b) um inteiro arbitrario.

Aplicamos a definicao de multiplicacao em Z:

(@,0)-(0,0)=(@-0+b-0,a-0+0b-0)

Pelas propriedades do zero em N (onde n-0 =0 e 0+ 0 = 0), as coordenadas se tornam:

(04 0,0+0)=(0,0)
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Concluimos que a classe (0,0) ¢ um elemento absorvente para a multiplicagao. O

2.4 Identificando os Naturais Dentro dos Inteiros

Até agora, construimos os inteiros Z como um conjunto de classes de equivaléncia,
m. Esta notacao é formalmente correta, mas inconveniente. Queremos justificar o uso
da notagao usual, como —2,0, 3, e entender como (ou onde?) os nimeros naturais estao
dentro dessa nova estrutura.

Faremos isso mostrando que o subconjunto dos inteiros nao-negativos se comporta

exatamente da mesma maneira que o conjunto dos nimeros naturais.

Proposicao 2.4.1. Existe um isomorfismo entre o monoide dos ntimeros naturais (N, +)

e o subconjunto dos inteiros nao-negativos.

Demonstragao. Para provar isso, vamos definir uma fun¢do (um mapeamento) ¢ : N —
Z>( que leva cada nimero natural para a sua classe de equivaléncia correspondente a um

inteiro nao-negativo.

Agora, vamos mostrar que este mapeamento preserva a estrutura.

O Mapeamento é Injetivo
Devemos mostrar que se dois nimeros naturais sao mapeados para a mesma classe, eles

devem ser o mesmo ntmero. Suponha que ¢(n) = ¢(m) para n,m € N.

(TL, O) = (m’ 0)
Pela definicao da nossa relagao de equivaléncia, isso significa:
n+0=m+0 = n=m

Como o mapeamento leva numeros diferentes a classes diferentes, ele é injetivo.

O Mapeamento é Sobrejetivo
Devemos mostrar que todo inteiro nao-negativo ¢ a imagem de algum niimero natural
através de ¢.

Seja Z>o o subconjunto dos inteiros nao-negativos. Um elemento arbitrario z € Zx( é
uma classe de equivaléncia (a,b) com a,b € N e a > b.

Pela definicao da relagao de ordem em N, se a > b, entao existe um tnico nimero

natural k tal que a = b+ k.
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Assim, podemos reescrever a classe z:

z=(a,b) = (b+k,b) = (k,0)

Para que o mapeamento seja sobrejetivo, precisamos encontrar um n € N tal que

¢(n) =z = (k,0). Escolhendo n = k, temos:

Como para todo elemento z no contradominio encontramos um elemento no dominio que

o mapeia, a fungao ¢ é sobrejetiva.

O Mapeamento Preserva a Adicao
Devemos mostrar que somar dois naturais e depois mapear o resultado é o mesmo que

maped-los primeiro e depois somar as classes. Queremos provar que ¢(n +m) = ¢(n) +

¢(m).

e Lado Esquerdo: ¢(n+m) = (n+ m,0).

e Lado Direito: ¢(n) + ¢(m) = (n,0) + (m,0) = (n+m,0+0) = (n +m,0).

Como os dois lados sao iguais, a estrutura da adi¢ao é preservada.

O Mapeamento Preserva a Multiplicagao

De forma analoga, queremos provar que ¢(n - m) = ¢(n) - ¢p(m).

e Lado Esquerdo: ¢(n-m) = (nm,0).

e Lado Direito: ¢(n)-¢(m) = (n,0)-(m,0)=(n-m+0-0,n-04+0-m) = (nm,0).
A estrutura da multiplicacao também é preservada. O

Como o mapeamento ¢ é bijetivo e preserva todas as operagdes (¢ um homomorfismo),
ele estabelece que o conjunto dos naturais (N,+,:) e o subconjunto de inteiros

{(n,0) | n € N} sao estruturalmente idénticos (isomorficos).

Isso nos permite, sem prejuizos, simplificar nossa notacao e identificar o namero

natural com sua classe correspondente:

e A classe (m,m) = (0,0) sera denotada simplesmente por 0.

e Cada classe (m,0), para m € N*, sera denotada simplesmente por m.
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Com a identificacao dos numeros naturais dentro de Z, resta-nos atribuir um
significado as classes restantes, da forma (0,m) para m € N*. A identidade destes
elementos estd intrinsecamente ligada & nogao de um oposto aditivo, um conceito que

a estrutura dos niimeros naturais nao possufa e que agora podemos formalizar.

Defini¢ao 2.4.1 (Elemento Inverso Aditivo). Para uma classe de equivaléncia (a, b), seu

(z,y) =

inverso aditivo, que denotamos por —(a,b), ¢ uma classe (z,y) tal que (a,b)

(0,0), que é o nosso elemento identidade.

(a+2z,0+y)=(0,0) = (a+2)+0=(b+y)+0 = a+z=>bb+y

A escolha mais simples para x e y que satisfaz esta condicao é v = b e y = a. Portanto,

o inverso de (a,b) é a classe (b, a).

Por exemplo, o inverso de (3,0) ¢ (0, 3).

Proposicao 2.4.2. Todo elemento z € Z possui um tnico elemento inverso aditivo em
7.

Demonstracao. A demonstracao se divide em duas partes: provar a existéncia do
elemento inverso e, em seguida, provar que ele é tinico. Como a existéncia é garantida

pela defini¢ao de inverso aditivo, resta provar que para cada z € Z ele é tnico.

Unicidade
Para provar que o inverso aditivo é tnico, vamos supor que um elemento z = (a,b)
possua dois inversos aditivos distintos, 2’ e z”. Por definicdo de inverso, eles devem

satisfazer:
1. 242 =(0,0)
2. 2+ 2"=(0,0)

Nosso objetivo é mostrar que, necessariamente, 2z’ = 2”.

Propriedade do elemento identidade)

Substituindo pela hipotese 2)

Comutatividade da adigdo em Z)

(
(
2" (Associatividade da adigao em Z)
(
(Substituindo pela hipotese 1)
(

Propriedade do elemento identidade)
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A sequéncia de igualdades nos forca a concluir que 2’ = 2”. Nossa suposicao inicial de que
poderiam existir dois inversos distintos nos levou a conclusao de que eles sao, na verdade,

o mesmo elemento. Portanto, o inverso aditivo de qualquer inteiro é tinico. O

Com base no que foi estabelecido, podemos agora completar nossa notacao. Ja

identificamos o natural m com a classe (m,0). A definigao de elemento inverso nos mostra

que o inverso de (m,0) é a classe (0,m). Portanto, é natural denotar a classe (0, m) como

—m, o oposto aditivo de m.

2.4.1 Subtragao em Z

Definigao 2.4.2 (Subtracao de Inteiros). A subtracao de dois inteiros é definida como a

soma do primeiro com o inverso aditivo do segundo.

(a,b) — (¢,d) := (a,b) + (—(c,d))

Usando a definicao de inverso, isso se torna:

(a’ b) - (C7 d) = (av b) + (da C)

Com a notacao usual: Sejam p,q € N. A operacao p — ¢ em Z corresponde a soma do

inteiro p com o inteiro —q:

p—q=p+(=¢)=®0)+(0,9) =(p+0,0+q) = (p,q)

A classe (p, q) é o resultado formal da operagao.
Proposigao 2.4.3. Para todo n € N, temos que —n = (—1) - n.

Demonstracao. Para provar esta igualdade no conjunto dos inteiros Z, devemos mostrar
que a classe de equivaléncia que representa —n é a mesma que a classe resultante do
produto das classes que representam —1 e n.

Primeiro, vamos identificar cada termo como uma classe de equivaléncia, com base

nas defini¢oes ja estabelecidas:

e O namero natural n é representado pela classe (n,0).

e O inteiro —n é o inverso aditivo de n, representado pela classe (0,n).

e O inteiro 1 é representado por (1,0). Seu inverso aditivo, —1, é, portanto, a classe

©,1).

O lado esquerdo da nossa proposi¢ao, —n, corresponde a classe (0,n).
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Agora, vamos calcular o lado direito, (—1) - n, usando a definigdo de multiplicagao em
7

A definigao de multiplicacao ¢ (a,b) - (¢,d) = (ac + bd, ad + be). Para o nosso caso, temos

a=0,b=1 ¢=ned=0. Substituindo na féormula:

(0,1) - (n,0) = ((0-n) +(1-0)),((0-0) + (1-n))

Avaliando os produtos e as somas dentro das coordenadas, utilizando as propriedades do

0 e do 1 nos naturais, obtemos:

(040,0+mn)=(0,n)

O resultado do produto (—1) - n é a classe (0,n).

Comparando os dois lados, vemos que o lado esquerdo, —n, e o lado direito, (—1) - n,
sao ambos representados pela mesma classe de equivaléncia W Portanto, a igualdade
—n = (—1) - n é verdadeira.

O

2.5 Relagoes de Ordem nos Inteiros

Tendo estabelecido a estrutura algébrica dos inteiros, o préximo passo ¢ dotar o
conjunto Z de uma relacao de ordem. De forma analoga & construcao dos naturais,

nossa abordagem sera fundamentar esta nova relagao na ordem ja conhecida de N.

2.5.1 Definindo a Ordem a partir dos Naturais

Defini¢ao 2.5.1 (Ordem em Z). Sejam = = (a,b) e y = (c¢,d) dois ntumeros inteiros.
Dizemos que x é menor ou igual a y, e escrevemos x < y, se e somente se a seguinte

relacao for valida no conjunto dos ntimeros naturais:
a+d<b+c

Para que esta defini¢cao seja valida, primeiro precisamos garantir que a rela¢cao nao

dependa dos representantes escolhidos para as classes.

Proposigao 2.5.1. A relagao de ordem < em Z é bem-definida.

Demonstra¢ao. Suponha que (a,b) = (a/,0) e (¢,d) = (¢,d’). Isso nos fornece como

hipoteses as igualdades em N:

l.a+b =b+d
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2.d+c =c+d

Devemos mostrar que a+d < b+c¢ <= o +d <V +¢. Vamos provar a implicagao (=).
Assumimos que a + d < b+ c. Pela definicao de ordem em N, existe um k£ € N tal que
(a+d)+k = b+c. Somando as duas equagdes das hipoteses, obtemos (a+b") + (d+ ) =

(b+d') + (c+ d). Pela associatividade e comutatividade, podemos reorganizar para:
(a+d)+ W +)=(0b+c)+ (d +d)
Agora, substituimos b + ¢ pela nossa primeira expressao:
(a+d)+ O +)=((a+d) +k)+(a'+d)
Pela lei do cancelamento da adi¢ao em N (cancelando o termo a + d), obtemos:
V+d=k+(d+d)

Rearranjando, temos (a/ +d') + k = b + . Como k € N, esta equagao é a defini¢ao de
a+d <V +c. Aimplicagdo (<) é analoga. Portanto, a rela¢do esta bem-definida. [

Exemplo 2.5.1. Para ilustrar como a definicao formal se conecta & nossa intuicao

sobre a ordem dos inteiros, vejamos alguns casos:

e Vamos verificar que 3 < 7:

Identificamos os inteiros: © =3 = (3,0) e y =7 = (7,0).

— Temos a=3,0=0ec=7,d=0.
— A condigao a ser verificada em N é a+d < b+ c.
— Substituindo: 3+0<0+7 = 3 < 7. Como a afirmacao é verdadeira nos

naturais, a relacao 3 < 7 é valida nos inteiros.

e Vamos verificar que —4 < 2:

Identificamos os inteiros: © = —4 = (0,4) e y = 2 = (2,0).

— Temosa=0,b=4ec=2,d=0.
— A condigao a ser verificada em N é a+d < b+ c.

— Substituindo: 0 +0<4+2 = 0 < 6. Como a afirmacao é verdadeira nos

naturais, a relagao —4 < 2 ¢ valida nos inteiros.

e Vamos verificar que —5 < —2:

I
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— Identificamos os inteiros: x = —5
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— Temos a =0,b=5ec=0,d=2.
— A condigao a ser verificada em N é a+d < b+ c.

— Substituindo: 0 +2 <5+0 = 2 < 5. Como a afirmacao é verdadeira nos

naturais, a relacao —5 < —2 é valida nos inteiros.

2.5.2 Ordem e a Operacao de Subtracao

Agora que definimos a ordem em Z de maneira formal, podemos conectéi-la a uma
nocao mais intuitiva, utilizando a operacao de subtracao que ja estabelecemos. Veremos
que a nossa definicao abstrata é perfeitamente equivalente a ideia de que um ntmero é

menor que outro se a diferenca entre eles for nao-negativa.

Proposicao 2.5.2. Para quaisquer inteiros z,y € Z, a relacao x < y é equivalente a

afirmar que o resultado da subtragao y — x é um inteiro nao-negativo.

Demonstra¢ao. Sejam x = (a,b) e y = (¢, d) dois inteiros.

A nossa definicao de ordem estabelece que:
r<y <= a+d<b+c (emN)

Agora, vamos calcular a subtracao y — x utilizando a defini¢ao formal:

y—z=(c,d)—(a,b)
= (¢,d) + (—(a,b)) (Definigao de subtragao)
= (¢,d) + (b, a) (Defini¢ao de inverso aditivo)
=(c+b,d+a) (Definigao de adi¢ao em Z)

O resultado da subtracao é a classe de equivaléncia (¢ + b,d + a). Para que este inteiro
seja nao-negativo, por definicao, a sua primeira componente deve ser maior ou igual a

segunda, quando vistas como nimeros naturais. Ou seja:
y —  é ndo-negativo <= c+b>d+a (emN)

Pela comutatividade da adicao em N, a condicao ¢ +b > d 4+ a é a mesma que
b+ c > a+ d. Esta, por sua vez, é a mesma condi¢ao que a nossa definicao original de
ordem, a+d < b+ c.

Portanto, demonstramos a seguinte cadeia de equivaléncias:

r<y <= a+d<b+c < c+b>d+a < y— x é um inteiro nao-negativo
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Isso conclui a prova. A partir desta proposicao, podemos usar a notacao mais familiar:
r<y <= y—xz>0.

Adicionalmente, podemos definir a ordem estrita da seguinte forma:
r<y < x<yAzxr#y <= y—xéum inteiro positivo (maior que zero)
m

Observagao: Afirmar que o inteiro y — x é nao-negativo é equivalente a dizer que
y — x corresponde a um namero natural k£ € N (através do isomorfismo que identifica N
com o subconjunto de inteiros nao-negativos Zsq). Portanto, a condi¢do x < y em Z ¢
equivalente a:

y—x =k, paraalgumk €N
y=x+k, paraalgumk €N

Esta formulagdo (y = = + k com k € N) ¢é precisamente a forma como a ordem foi
definida originalmente no conjunto dos ntimeros naturais. Isso demonstra que a ordem
que definimos em 7Z é uma extensao consistente da ordem natural, preservando a estrutura
de (N, <) dentro de (Z, <).

2.5.3 Propriedades da Relagao de Ordem

Proposigao 2.5.3. A relagao < definida sobre o conjunto dos niimeros inteiros, Z, é uma

relagcao de ordem total.

Demonstracao. Devemos provar que a relagao é reflexiva, antissimétrica, transitiva e total.
1. Reflexividade (z < x)

Seja r = m. Devemos mostrar que m < m. Pela definigao, isso requer que
a+b<b+a Como a adicao em N é comutativa, temos a + b = b + a, o que satisfaz a
condicao. A relagao é reflexiva.

2. Antissimetria (r <yAy <z — x=y)

Suponha que x = (a,b) <y = (¢,d) e y = (¢,d) < x = (a,b). Pela defini¢do, temos

duas condi¢oes em N:

e a+d<b+c

eb+c<a+d

Como a relagao < é antissimétrica em N, estas duas condi¢oes implicam que a+d = b+c.

Esta é precisamente a definigao da relagao de equivaléncia (a, b) ~ (¢, d). Portanto, x = y.
A relagao é antissimétrica.
3. Tranmsitividade (rt <yAy <z = z < 2)

Sejam x = (a,b), y = (¢,d) e z = (e, f). Suponha que z <y e y < z. Temos entao:
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ea+d<b+c¢c = 3k eN(a+d)+k =b+c

ect+f<d+e = Tk €N/ (c+ f)+hkr=d+e

Somando as duas equagoes: (a+d)+ ki + (c+ f)+ ks = (b+¢) + (d+e). Reorganizando:
(a+ f)+ (c+d)+ (k1 + ko) = (b+e) + (c+d). Pela lei do cancelamento da adigdo em
N, cancelamos (¢ + d), resultando em (a + f) + (k1 +k2) = b+e. Como k; + kg € N, esta
equacao significa que a + f < b+ e, o que por sua vez significa que x < z. A relagao é
transitiva.

4. Totalidade

Para quaisquer dois inteiros z = (a,b) e y = (¢,d), devemos mostrar que x < y ou

y < x. Isso equivale a mostrar que, em N, oua+d < b+coub+c < a+d. Como
a,b, c,d sao nimeros naturais, as somas a + d e b + ¢ também o sao. Como jé provado,
a relacao < é uma ordem total em N, portanto, quaisquer dois naturais sao comparaveis.

Assim, a condicao é sempre satisfeita. O

Por ser um conjunto totalmente ordenado, podemos organizar os Inteiros em uma reta

numérica, seguindo a relagao de ordem que definimos:

(0,5) (0,4) (0,3) (0,2) (0,1) (0,0) (1,0) (2,0) (3,0) (4,0) (5,0)

i i i i i ! i i i i U
1 T T T 1 1 1 1 ! T L
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 )

Uma diferenca fundamental entre a estrutura de ordem de N e a de Z é a perda do
Principio da Boa Ordem. Enquanto todo subconjunto nao-vazio de ntimeros naturais
possui um menor elemento, o mesmo nao é verdade para os inteiros. Para demonstrar
isso, basta encontrar um tnico subconjunto de Z que seja nao-vazio mas que nao contenha
um elemento minimo. O préprio conjunto dos inteiros, Z, serve como contraexemplo. Ele
é evidentemente nao-vazio, mas nao possui um menor elemento, pois para qualquer inteiro
z que possamos escolher, o inteiro z — 1 também pertence a Z e é estritamente menor que
z. Como é sempre possivel encontrar um elemento menor, nenhum elemento pode ser o

minimo. Portanto (Z, <) nao é um conjunto bem-ordenado.

2.5.4 Compatibilidade com as Operagoes Algébricas

Proposigao 2.5.4. A relagao de ordem em 7Z é compativel com a adi¢ao. Para quaisquer
x,y, 2z € L
<y = rz+z2<y+z

Demonstragao. Sejam z = (a,b), y = (¢,d) e z = (e, f). A hipdtese x < y significa que
a+d<b+ c. Queremos provar que = + z < y + 2.

r+z=(a+eb+f) e y+z=(c+ed+f)



CAPITULO 2. INTEIROS 67

Pela definicao de ordem em Z, a desigualdade x 4+ z < y + z é verdadeira se:

(a+e)+(d+f) <+ f)+(cte)
Partindo da desigualdade que sabemos ser verdadeira:
(a+d) < (b+c)

Adicionando (e + f) em ambos os lados:
(a+d)+(e+f)<(b+c)+(e+])

Reorganizando os termos pela comutatividade e associatividade em N:
(a+e)+(d+f) <+ f)+(cte)

Chegamos exatamente na condicao que garante que a desigualdade z + 2 < y + 2z é
verdadeira.

]

Proposigao 2.5.5 (Compatibilidade da Ordem com a Multiplicagao). Sejam z,y,z € Z.

A relagao de ordem se comporta da seguinte maneira em relacao a multiplicagao:
1. Sex<yez>0,entdo z -z < y-z (adesigualdade é preservada).
2. Sex<yez<0,entdo z -z > y- 2z (a desigualdade é invertida).
3. S5ez=0,entaoxr-z2=y-2z=0.

Demonstracao. A forma mais clara de demonstrar esta proposicao é utilizar a equivaléncia
r<y <= y—x>0. Seja w =y — x. A nossa hipotese inicial, x < y, significa que o
inteiro w é nao-negativo (w > 0).

Para determinar a relagao entre z-z e y-z, analisaremos o sinal da diferenga (y-z)—(z-2).
Assumindo a distributividade da multiplica¢do sobre a adi¢do (uma propriedade que se

herda da estrutura dos naturais), colocando o z em evidéncia, temos:

y-2)—(z-2)=(—z)2=w-z
A prova se resume, entao, a determinar o sinal do produto w - z, sabendo que w > 0.

e Caso 1: z > 0 (Multiplicador positivo)

Temos w > 0 e z > 0. Como w é nao-negativo, ele pode ser representado pela classe

(k,0) para algum k£ € N. Como z é positivo, ele pode ser representado por (s,0)
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para algum s € N*. Calculando o produto:

w-z=(k,0) (5,0)=(k-5+0-0,k-04+0-5)=(k-s,0)

Como k € N e s € N*, o produto k - s € um namero natural (k-s > 0). A
classe (k- s,0) representa, portanto, um inteiro ndo-negativo. Se w -z > 0, entao

(y-z)—(z-2) >0, 0 que implica -z < y-z. A desigualdade é preservada.

e Caso 2: z <0 (Multiplicador negativo)

Temos w > 0 e z < 0. Novamente, w = (k,0) para k € N. Como z é negativo, ele

pode ser representado pela classe (0, s) para algum s € N*. Calculando o produto:

w-z=(k,0)-(0,5)=(k-0+0-5,k-5s+0-0)=(0,k-5s)

Como k-s é um numero natural, a classe (0, k - §) representa um inteiro nao-positivo.
Se w-z <0, entao (y-2) — (x-2) <0, 0que implica z- 2z > y-z. A desigualdade é

invertida.

e Caso 3: z=0

Se z = 0, entao o produto de qualquer inteiro por z é zero. Logo, x-z2 =0ey-z = 0.

]

2.6 Congruéncia Moédulo m

No capitulo anterior, ao estudarmos as relagoes de equivaléncia, vimos um exemplo
pratico com a nocao de paridade. A relacao de paridade divide o conjunto dos nimeros
naturais (e, por extensdo, o dos inteiros) em duas classes: os pares e os impares. Esta
secao generaliza essa ideia. Em vez de apenas classificar os nimeros com base em sua
relagao com o ntimero 2, a congruéncia modular nos permite classifica-los com base em sua
relacao com um inteiro arbitrario m. Mas antes, precisamos compreender alguns conceitos

importantes:

Defini¢ao 2.6.1 (Modulo ou Valor Absoluto de um Inteiro). Seja z € Z. O médulo ou

valor absoluto de z, denotado por |z|, é o ntimero natural definido da seguinte forma:

z, se z>0
2] =
—z, sez<0

Exemplo 2.6.1.

e |5]: Como 5 >0, |5] =5.
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e | —8|: Como —8<0,|—8 =—(-8)=8.
e |0]: Como 0 >0, |0] =0.

Definigao 2.6.2 (Divisibilidade em Z). Sejam d,z € Z, com d # 0. Dizemos que d

divide z, e escrevemos d | z, se existe um inteiro k € Z tal que:
z=d-k

Se nao existe tal inteiro k, dizemos que d nao divide z, e escrevemos d t z. A
principal diferenca em relacao a divisibilidade em N é que os divisores de um inteiro

sempre aparecem em pares. Se d é um divisor de z, entao —d também é.
Exemplo 2.6.2.

e 4|12, pois 12=14-3.

e —5| 30, pois 30 = (—5) - (—6).

e —8| —40, pois —40 = (-8) - 5.

e 3110, pois ndo existe um inteiro k tal que 10 = 3 - k.

e Para qualquer d € Z com d # 0, temos que d | 0, pois 0 = d - 0.

Defini¢ao 2.6.3 (Maximo Divisor Comum em Z). Sejam a,b € Z, ndo ambos nulos. O
Maximo Divisor Comum de a e b, denotado por mdc(a,b), é o maior inteiro positivo

d que satisfaz as seguintes condigoes:
e d|aed]|b(déum divisor comum).
e Se ¢ € Z & qualquer outro divisor comum (i.e., ¢| a e ¢ | b), entdo ¢ | d.

A condic¢ao de que ¢ | d é equivalente & ideia intuitiva de que d é o maior divisor
comum. Como d é um inteiro positivo e ¢ é um divisor (seja ¢ positivo ou negativo), a

relagdo ¢ | d implica |¢| < d. Assim, d é, de fato, o maior divisor comum.

Teorema 2.6.1 (Identidade de Bézout). Sejam a,b € Z, nao nulos ao mesmo tempo (i.e.
a=0 = b#0eb=0 = a # 0) e seja d = mdc(a,b). Entao, existem inteiros
x,y € 7 tais que:

ar +by =d

Demonstracao. A prova se baseia no Principio da Boa Ordem e no Algoritmo da Divisao.
Consideremos o conjunto S de todas as combinagoes inteiras de a e b que resultam em
um nimero positivo:

S={ax+by|z,y€Zar+by >0}
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S é nao-vazio
Como a e b nao sao ambos nulos, suponha a # 0. O conjunto S contém a-1+b6-0=a
oua-(—1)+b-0=—a. Como a# 0, seu modulo |a| & positivo, e |a| ¢ igual a a ou —a.

Portanto, |a| € S, e S é ndo-vazio. (Um argumento analogo vale se b # 0).

S possui um menor elemento
Como S é um subconjunto nao-vazio de inteiros positivos (logo, um subconjunto
nao-vazio de N), pelo Principio da Boa Ordem, S deve possuir um menor elemento. Seja
d este menor elemento. Por pertencer a S, d deve ter a forma d = ax + by para alguns
x,y € L.

d = mdc(a,b)
Devemos provar que d satisfaz as duas condigoes da defini¢ao de Méximo Divisor Comum
(MDC).

e d & um divisor comum: Pelo Algoritmo da Divisao, podemos dividir a por d:
a=dq+r, com0<r<d
Agora, isolamos o resto r e substituimos a expressao de d:
r=a—dqg=a—(ax+by)g=a(l —zq)+ b(—yq)

Esta equacao mostra que r também é uma combinacao de a e b. Se r > 0, entao r
pertenceria a S. Mas como r < d, isso contradiria a definicao de d como o menor
elemento de S. Portanto, a tinica possibilidade é que r = 0. Se r = 0, entao a = dgq,
o que significa que d | a. Um argumento idéntico, dividindo b por d, mostra que

d | b. Logo, d é um divisor comum de a e b.

¢ Qualquer divisor comum de a e b, também é divisor de d: Seja ¢ qualquer
outro divisor comum de a e b. Entdo ¢ | a e ¢ | b. Por defini¢do, existem ky, ko € Z

tais que a = cky e b = cky. Substituindo na equacao de d:
d=ax + by = (cki)x + (cka)y = c(krx + kay)

Como kyx + koy é um inteiro, esta equagdo mostra que ¢ | d. Como c divide d, e

ambos sao positivos, devemos ter ¢ < d.

Provamos que d é um divisor comum maior ou igual a qualquer outro divisor comum.

Portanto, d = mdc(a, b), e como d € S, ele pode ser escrito como az + by. ]

Corolario 2.6.1.1. Se a,b € Z sao primos entre si (i.e., mde(a,b) = 1), entdo existem
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inteiros x,y € Z tais que:
ar +by =1

Teorema 2.6.2 (Algoritmo da Divisdo nos Inteiros). Sejam a,b € Z, com b # 0. Entao

existem tnicos ¢, r € Z tais que
a=bg+r com 0<r<|[b.

Demonstracao. A prova é dividida em duas partes:
Existéncia
Sejam a,b € Z, com b # 0. Vamos considerar o conjunto S de todos os inteiros

nao-negativos da forma a — bk:
S={a—0bk|ke€Z,a—0bk>0}.

Primeiro, devemos mostrar que S nao é vazio. Se b > 0, podemos tomar k = —|al.
Entao a — b(—|a|) = a + bla]. Como b > 1, este valor ¢ sempre nao-negativo. Se b < 0,
podemos tomar k = |a|, de onde segue que a —b|a|. Como b < 0, o termo —b|a| é positivo,
garantindo que a soma seja nao-negativa para um k suficientemente grande. Portanto,
S 0.

Pelo Principio da Boa Ordem, como S é um subconjunto nao-vazio de niimeros
naturais (inteiros nao-negativos), ele deve possuir um menor elemento. Vamos chamar

esse elemento de r. Por pertencer a S, r satisfaz duas condigoes:

1. r>0.

2. Existe um inteiro ¢ tal que r = a — bg. Esta equacao pode ser reescrita como
a=bq+r.

Com isso, ja temos ¢ e r. Resta apenas mostrar que r satisfaz a condigao r < |b|.
Faremos isso por contradigdo. Suponha que r > |b|. Se r > |b], entdo a diferenca

r — |b] € um nimero nao-negativo:
r— |b] > 0.

Vamos chamar este novo nimero de r’. Precisamos mostrar que ' também pertence a S.

Para isso, ele deve ter a forma a — bk para algum inteiro k. Analisemos os dois casos para
b:

e Caso 1: b > 0. Temos |b| = b.
r'=r—1bl=(a—bg) —b=a—blg+1)

O ntmero 7’ tem a forma a — bk (com k =g+ 1) e’ >0, logo " € S.
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e Caso 2: b < 0. Temos |b] = —b.
r=r—1bl=(a—bg) —(=b)=a—bg+b=a—0b(qg—1)
O ntmero 7’ tem a forma a — bk (com k=g —1)er’ >0, logor’ € S.

Em ambos os casos, mostramos que, se r > |b|, entao existe um elemento ' € S.
Agora, vamos comparar 1’ e r. Por defini¢ao, ' = r — |b]. Como b # 0, sabemos que
|b| > 0. Portanto,

r=r—|b <r.

Isso nos leva a uma contradi¢do: encontramos um elemento ' € S que é estritamente
menor que r, mas r era, por definicao, o menor elemento de S.

A contradi¢ao surgiu da nossa suposicao de que r > |b|. Portanto, a suposi¢ao deve
ser falsa, e a tnica possibilidade restante é que r < |b|. Isso garante a existéncia de g e r

que satisfazem todas as condi¢oes do teorema.

Unicidade
Para provar que o quociente ¢ e o resto r sao Unicos, suponha que existam duas

representacoes para o mesmo inteiro a:

a=>bg+r, com0<r<]|b

a=bq +r', com0<r" <|b

onde ¢,r, ¢ ,r" sdo inteiros.

[gualando as duas expressoes para a, obtemos:
bg+1r =>bg +1
Rearranjando a equagao para isolar os termos com b e os restos, temos:
bg—bd =r"—r = blqg—¢)=1r"—r

A partir desta igualdade, a definicao de divisibilidade nos diz que b divide a diferenca dos
restos, ou seja, b | (r' —r).
Agora, vamos analisar o intervalo em que a diferenga r’ — r pode estar. Das condigoes

do teorema, sabemos que:
o 0 <7 < |b

e 0 <r < |b], oqueimplica —|b| < —r < 0.
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Somando essas duas desigualdades, obtemos os limites para a diferenca 1’ — r:
0—1[b] <7 —r<[b|+0 = —|b] <" —r < b
Temos entao duas condi¢des sobre o nimero inteiro r’ — r:
1. Ele é um miltiplo de b.
2. O seu valor absoluto ¢é estritamente menor que |b|, ou seja, |r' —r| < |b|.

O tnico multiplo de um nimero nao-nulo b que satisfaz a condigao |’ —r| < |b| é o zero.
Todos os outros miltiplos de b (como b, —b, 2b, —2b, ... ) tém um valor absoluto igual ou
maior que |b|.

Dessa forma, a tinica possibilidade é que a diferenca seja zero:
/ /
r—r=0=— r'=r

Com a igualdade dos restos estabelecida, podemos substituir este resultado na equagao
blg—¢)=1r"—nr:
blg—¢)=0

Como, por hipotese, o divisor b nao é nulo (b # 0), a tnica forma de este produto ser zero

é se o outro fator for zero. Logo:
(—qd=0= ¢ =g¢q

Como demonstramos que r = 7"/ eq=4¢ rovamos que o quociente e o resto sao nicos.
)
]

Definigao 2.6.4 (Congruéncia Moédulo m). Sejam a,b, m € Z, com m > 0. Dizemos que

a ¢ congruente a b médulo m, e escrevemos:
a=b (modm)
se, e somente se, m divide a diferenga entre a e b. Ou seja:
a=b (modm) <= m|(a—0)

Quando a relagdo a = b (mod m) é verdadeira, dizemos que a e b sdo congruentes modulo
m. Se m nao divide a — b, dizemos que a é incongruente a b modulo m, e escrevemos

a #Zb (mod m).

Exemplo 2.6.3.
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e 17 =2 (mod 5) ¢ uma afirmagao verdadeira, pois a diferenca 17—2 = 15, e sabemos
que 5 divide 15 (pois 15 =5-3).

e —8 =2 (mod 5) também é uma afirmagao verdadeira, pois a diferenca —8 — 2 =
—10, e 5 divide —10 (pois —10 =5 - (—2)).

e 10 # 2 (mod 3) é uma afirmacao verdadeira. A diferenca ¢ 10 — 2 = 8, e como nao

existe um inteiro k tal que 3 - k = 8, 3 nao divide 8.

e A relagdo de paridade é um caso de congruéncia modulo 2. Um niimero n é par se

n=0 (mod 2) e é impar se n =1 (mod 2).

Proposicao 2.6.1. A relacao de congruéncia moédulo m é uma relacao de equivaléncia

sobre o conjunto dos niimeros inteiros Z.

Demonstracao. Para demonstrar esta proposicao, devemos verificar as trés propriedades

de uma relagao de equivaléncia: reflexividade, simetria e transitividade.

Reflexividade (a = a (mod m))
Para qualquer inteiro a, a diferenca a — a = 0. Sabemos que todo inteiro nao nulo m
divide 0, pois existe o inteiro 0 tal que m -0 = 0. Portanto, m|(a — a), o que significa que

a =a (mod m). A relagao é reflexiva.

Simetria (¢« =b (mod m) = b=a (mod m))
Suponha que a = b (mod m). Pela definigao, isso significa que m|(a —b). Se m divide
a — b, entao existe um inteiro k tal que a — b = m - k. Multiplicando a equagao por —1,
obtemos:
—(a=b)=—(m-k) = b—a=m-(—k)

Como k é um inteiro, —k também é um inteiro. A existéncia de um inteiro —k que
satisfaz a equagao acima significa, por definigao, que m|(b—a). Portanto, b = a (mod m).

A relagao é simétrica.
Transitividade (¢ =b (mod m) Ab=c (mod m) = a =c (mod m))
Suponha que a =b (mod m) e b = ¢ (mod m). Isso nos fornece duas condigoes:
1. m|(a —b), o que implica que existe um inteiro k; tal que a —b=m - ky.
2. m|(b — ¢), o que implica que existe um inteiro ko tal que b —c = m - ks.

Somando as duas equacoes, obtemos:

(a—0)+(b—c)=(m- k1) + (m- ko)
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Simplificando o lado esquerdo e fatorando m no lado direito:
a—c=m- (ki + ko)

Como k; e ko sao inteiros, sua soma ki + ko também é um inteiro. A existéncia deste

inteiro significa que m|(a — ¢). Portanto, a = ¢ (mod m). A relagao é transitiva.

Como a congruéncia moédulo m é reflexiva, simétrica e transitiva, ela é uma relacao de

equivaléncia. O

2.6.1 Classes de Congruéncia e o Conjunto Z,,

Como a congruéncia moédulo m é uma relagao de equivaléncia, ela particiona o conjunto
dos inteiros Z em subconjuntos disjuntos, que sao as suas classes de equivaléncia. Neste
contexto, estas sao chamadas de classes de congruéncia moédulo m. A classe de um

inteiro a é o conjunto de todos os inteiros que sao congruentes a ele:
[al, ={r€Z]|x=a (modm)}

O conjunto de todas as classes de congruéncia moédulo m é denotado por Z,, (lé-se "Z

modulo m"ou "Z m").

Proposigao 2.6.2 (Caracterizagdo das Classes por Restos). Dois inteiros a e b sao
congruentes modulo m se, e somente se, eles deixam o mesmo resto quando divididos

por m.

Demonstracao. Pelo Algoritmo da Divisao para inteiros, podemos escrever a e b de forma
Gnica como: a =m-q,+1r1 € b =m-qs+ 1y, onde g, g2 sao os quocientes e 0 < ry, 79 <M
sao os restos.

(=) Suponha que a = b (mod m). Isso significa que m | (a — b), entdo a —b=m -k

para algum k € Z. Substituindo as expressoes acima:
(m-q+r)—(m-qg+r)=m-k

m(qr —q2) + (1 —r2) =m -k
rm—ro=m-k—m(g —q)=m-(k—q+q¢)

Isso mostra que m | (r; —rz). Como os restos ry e ry satisfazem 0 < r; <me 0 < ry <m,
a diferenca entre eles satisfaz —m < r; — ro < m. O tnico multiplo de m neste intervalo
é o zero. Portanto, r; —ro = 0, o que implica r = rs.

(<) Suponha que a e b tém o mesmo resto r. Entdoa =m-q1+reb=m-qg+r. A

diferenga ¢ a —b= (m-q+7r) —(m-q+1) =m(q — ¢2). Isso mostra que m | (a —b), e
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portanto, a = b (mod m). O

Esta proposicao é extremamente tutil. Ela nos diz que todos os elementos em uma
classe de congruéncia compartilham o mesmo resto na divisao por m. Como os tnicos
restos possiveis na divisao por m sao 0,1,2,...,m — 1, existem exatamente m classes de

congruéncia distintas.
Zm = {[0]"’“ [1]m7 [2]7717 ey [m - 1]m}

2.6.2 Operacoes em Z,,

Podemos definir operacoes de adicao e multiplicacao diretamente sobre as classes de

congruéncia.

Definicao 2.6.5 (Operagoes em Z,,). Sejam [al,, [b]y, € Zy,,. Definimos:
e Adigao: [alm, + [b];, := [a+ b,
e Multiplicagao: [a),, - [b],, := [a - b],

Em outras palavras, para somar ou multiplicar duas classes, somamos ou
multiplicamos seus representantes (quaisquer elementos das classes) e encontramos a classe
do resultado. Para que esta defini¢ao seja valida, precisamos provar que o resultado nao

depende dos representantes escolhidos.
Proposigao 2.6.3. As operagoes de adigao e multiplicacao em Z,, sdo bem-definidas.

Demonstragao. Seja [al,, = [a@']m € [b]m = [b/]m. Isso significa que a = @’ (mod m)eb =V
(mod m). Logo, existem inteiros ki, ks tais que a —a’ =m -k eb—b =m - ks.
Adigao: Devemos mostrar que [a + b],,, = [@’ + V'],,,. A diferenga (a +b) — (o' + V') =
(a—d)+(b—=V)=m- -k +m-ky=m(ki + kz). Comom | ((a+b)— (a’ +¥')), temos
que a+b=da +b (mod m), e a adigdo ¢ bem-definida.
Multiplicagao: Devemos mostrar que [a - b],, = [a@' - V'],,. A diferenca a-b—a" -V

pode ser reescrita como:
a-b—a-V+a-V—d-bV=alb-V)+b(a—d)
Substituindo as expressoes da hipotese:
alm k) +b(m-k))=m-(a-ko+0 k)

Comom | (a-b—da'-b'), temos que a-b = a'-b' (mod m), e a multiplica¢do é bem-definida.
[
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2.7 A Estrutura de Grupo em Z

De forma analoga a analise feita para os nimeros naturais, podemos agora examinar as
estruturas algébricas formadas pelo conjunto dos inteiros Z com as operagoes de adicao e
multiplicagao. Como ja foi demonstrado, a adigao e a multiplicagdo em Z sao associativas
e ambas possuem um elemento identidade (o 0 para a adi¢do e o 1 para a multiplicagao).
Portanto, tanto (Z, 4+, 0) quanto (Z, -, 1) sdo monoides. A questao que surge naturalmente
¢ se com as novas propriedades dos inteiros conseguimos construir novas estruturas que

eram Inviaveis com os naturais.

Definig¢ao 2.7.1 (Grupo). Um grupo ¢ um monoide (G, *) no qual todo elemento possui
um inverso (ou elemento simétrico). Mais formalmente, (G, %) é um grupo se satisfaz os

seguintes axiomas:

1. Associatividade: A operagao * ¢ associativa.

Va,b,c € G, (axb)xc=ax(bx*c)

2. Elemento Identidade: Existe um elemento identidade e € G tal que:

Vae G, axe=exa=a

3. Elemento Inverso (ou simétrico): Para cada elemento a € G, existe um

elemento ¢’ € (G, chamado de inverso de a, tal que:

axad =e

Adicionalmente, se um grupo também satisfaz a propriedade comutativa (a xb = b * a),

ele é chamado de Grupo Comutativo ou Abeliano.

A estrutura dos ntimeros inteiros com a adigao, (Z,+), é um grupo abeliano. As
propriedades necessarias para esta classificacao ja foram demonstradas: a operagao é
associativa e comutativa, o nimero 0 atua como elemento identidade e, fundamentalmente,
foi provado que para cada inteiro z existe um elemento inverso aditivo, —x. Como todos
os axiomas sdo satisfeitos, (Z,+,0) é um grupo abeliano.

O monoide da multiplica¢ao de inteiros, (Z, ), ndo & um grupo. A estrutura falha no
axioma do elemento inverso. Por exemplo, para o inteiro 2, nao existe um inteiro k£ tal
que 2-k = 1. A auséncia de inversos multiplicativos para a maioria dos elementos impede

que (Z,-) seja um grupo.

Exemplo 2.7.1. O conjunto Z x Z, formado por todos os pares ordenados de inteiros

(a,b), com a operacao de adigao definida componente a componente, forma um grupo
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abeliano. A operagao ¢ definida como:
V(a,b),(c,d) GZXZ» (a,b)—l—(c,d) = (G+C,b+d)

A verificagao das propriedades se baseia nas propriedades ja conhecidas do grupo (Z, +):

1. Associatividade: A operagio é associativa, pois a adigdo em Z o é. ((a + ¢) +
e,(b+d)+f)=(a+(cte)b+(d+f)).

2. Elemento Identidade: O par (0,0) é o elemento identidade, pois (a,b) + (0,0) =
(a+0,b+0) = (a,b).

3. Elemento Inverso: Para cada elemento (a, b), existe um inverso (—a, —b) € Z X Z,
pois (a,b) + (—a,—b) = (a —a,b—b) = (0,0).

4. Comutatividade: A operagdo é comutativa, pois a adi¢do em Z o0 é. (a+c¢,b+d) =
(c+a,d+0).

Proposigao 2.7.1 (Unicidade do Elemento Inverso). Seja (G,*) um grupo. Para cada

elemento a € (G, seu elemento inverso é tnico.

Demonstracao. Para provar a unicidade, seja a um elemento arbitrario de G. Suponha
que d' e a” sejam ambos elementos inversos de a. Por definicao de inverso, eles devem

satisfazer:
l.axd =d xa=e
2. axa"=d"xa=e

Nosso objetivo é mostrar que, necessariamente, ' = a”. Vamos comegar com a’ e usar as

propriedades de grupo (identidade, associatividade e as hipoteses acima):

a=adxe (Propriedade do elemento identidade e)
=a' x (ax*a") (Substituindo e pela hipotese 2)
= (a’ xa) xad" (Associatividade da operacao )
=exa’ (Substituindo pela hipotese 1)
=a" (Propriedade do elemento identidade e)

A cadeia de igualdades @' = a” nos forca a concluir que os dois supostos inversos sao
)
na verdade, o mesmo elemento.

Portanto, o inverso de qualquer elemento a € G é tnico.
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Note que esta demonstracao €, em esséncia, a mesma utilizada para provar a unicidade
do inverso aditivo em (Z,+), o que ilustra como os axiomas de grupo generalizam as

propriedades observadas nos inteiros.

Proposigao 2.7.2 (Inverso do Inverso). Seja (G,#*) um grupo com elemento identidade
e. Para qualquer elemento a € GG, o inverso do inverso de a é o proprio a. Denotando o

inverso de a por @', temos:

(@) =a

Demonstracao. Seja a € G. Por definicao de grupo, existe um a’ € G tal que:

axa' =e e dxrxa=ce
Agora, considere o elemento a’. Como o' também pertence a G, ele também deve
possuir um inverso, que denotamos por (a')’. Por definigao, este inverso (a')’ satisfaz:
adx(d)=e e (d)xd=e

Nosso objetivo é mostrar que (a’)" = a.

Considere a equagao da defini¢ao do inverso de a:

Agora, considere a equacao da definicao do inverso de a':
a/ * (al)/ —e
Juntando as duas expressoes:
a*xa=ax*(a)
Operando & esquerda em ambos os lados da equagao com a:
ax*(a *xa)=ax(a*(a))
Pela associatividade:
(axd)xa=(axa)x(a)

Usando a x a’ = e:

exa=ex(a)

Pela propriedade da identidade:

a=(a)

Isso prova que o inverso do inverso de a é o proprio a. O
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Defini¢ao 2.7.2 (Subgrupo). Seja (G, *) um grupo e seja H um subconjunto ndo vazio
de G (H C G,H # (). Dizemos que H é um subgrupo de G se H, munido da mesma

operagao * restrita a seus elementos, também forma um grupo.

Verificar todos os axiomas de grupo para cada subconjunto pode ser trabalhoso.
Felizmente, existe um critério mais simples. Como a associatividade é uma propriedade
da operacao em G, ela serd automaticamente herdada por qualquer subconjunto de G.
Portanto, precisamos apenas garantir o fechamento da operacao, a existéncia do elemento

identidade dentro do subconjunto e a presenca do inverso de cada elemento.

Proposicao 2.7.3. Um subconjunto nao vazio H de um grupo (G, %) é um subgrupo de

G se, e somente se, as duas seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. Fechamento sob a operagao: Para quaisquer a,b € H, o resultado a * b também
pertence a H.
Va,be H, axbe H

2. Fechamento sob inversos: Para todo elemento a € H, seu inverso a’ também
pertence a H.
Vaec H, d€H

Demonstracao. A demonstracao exige provar a implicacdo em ambos os sentidos.

(=) Suponha que H é um subgrupo de G. Por defini¢do, (H,*) é um grupo. A
definicao de grupo exige que * seja uma operagao binaria em H, o que implica diretamente
que a operagao ¢ fechada (condigdo 1). A definicdo de grupo também exige que todo
elemento em H possua um inverso que também esteja em H (condigao 2). Portanto, se
H é um subgrupo, as duas condi¢oes sao necessariamente satisfeitas.

(<) Agora, suponha que H é um subconjunto nao vazio de G que satisfaz as duas

condigoes. Devemos provar que (H,*) é um grupo, verificando os trés axiomas de grupo.

e Associatividade: A operacao * é associativa para todos os elementos de G. Como
H é um subconjunto de G, a operagao continua sendo associativa para todos os

elementos de H. A propriedade é herdada diretamente.

e Elemento Inverso: A existéncia do inverso para cada elemento de H que também

pertence a H ¢é garantida diretamente pela nossa segunda hipotese.

¢ Elemento Identidade: Devemos provar que o elemento identidade e de G pertence
a H.
— Como H é nao vazio, podemos tomar um elemento qualquer a € H.

— Pela nossa segunda hipotese (fechamento sob inversos), se a € H, entdo seu

inverso a’ também deve estar em H.
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— Agora temos dois elementos em H: a e a. Pela nossa primeira hipotese

(fechamento sob a operagao), o resultado de a * a’ deve pertencer a H.
— Como G é um grupo, sabemos que a * a’ = e.

— Portanto, concluimos que o elemento identidade e de G esta em H.

Como a operagao é associativa em H, H contém o elemento identidade e todo elemento
de H tem um inverso em H, e, pela hipdtese 1, a operacao é fechada, concluimos que

(H, x) satisfaz todos os requisitos para ser um grupo. Logo, H é um subgrupo de G. [

Proposicao 2.7.4 (Critério para Subgrupo em Um Unico Passo). Seja (G, *) um grupo
e H um subconjunto nao vazio de G. Entao, H é um subgrupo de G se, e somente se,
para quaisquer a,b € H, o elemento a x &' (onde b’ é o inverso de b) também pertence a
H.

Va,be H, axl € H

Para grupos cuja operagao é a adigao, como (Z,+), o inverso de b é —b. Assim, a condigao

se torna: para quaisquer a,b € H, a diferenca a — b também pertence a H.

Demonstracao. Novamente, a prova exige a demonstracao da equivaléncia, analisando os
dois sentidos da implicagao.

(=) Suponha que H seja um subgrupo de G. Devemos mostrar que a condigao é
satisfeita. Sejam a e b dois elementos quaisquer de H. Como H é um grupo, ele é fechado
sob a tomada de inversos. Portanto, se b € H, seu inverso b’ também deve pertencer a
H. Agora, temos dois elementos em H: o elemento a e o elemento ¥'. Como H é um
grupo, ele também ¢é fechado sob a operacao *. Logo, o resultado da operacao a x b’ deve,
necessariamente, pertencer a H. Assim, a condicao é satisfeita.

(<) Suponha que H é um subconjunto nao vazio de G que satisfaz a condi¢ao de que
VYa,b € H, axb € H. Para provar que H é um subgrupo, podemos demonstrar que esta
tnica condigao implica as duas condigoes do critério anterior (fechamento sob a operagao

e fechamento sob inversos).

1. Existéncia do Elemento Identidade em H: Como H é nao vazio, existe pelo
menos um elemento x € H. Podemos aplicar a nossa hipotese usando este elemento
para ambos a e b. Ou seja, facamos a = x e b = x. A condigao nos diz que a*xb’ € H,
o que se torna x x 2’ € H. Pela definicao de grupo, sabemos que x * ' é o elemento
identidade, e. Portanto, e € H.

2. Fechamento sob Inversos: Agora que sabemos que e € H, podemos usar este
fato. Seja b um elemento qualquer de H. Queremos mostrar que seu inverso, b,
também estd em H. Podemos aplicar a nossa hipotese usando a = e e o elemento

b. A condic¢ao nos diz que ax b € H, o que se torna e x b’ € H. Pela propriedade do
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elemento identidade, sabemos que e x b’ = b'. Portanto, b’ € H. Isso prova que H é

fechado sob a tomada de inversos.

3. Fechamento sob a Operagao: Sejam a e b dois elementos quaisquer de H.
Queremos mostrar que a x b € H. J& provamos que se b € H, entao seu inverso
b também estd em H. A nossa hipotese pode ser aplicada a quaisquer dois
elementos de H. Vamos aplicid-la aos elementos a e ¥'. A condicdo nos diz que
ax (b)) € H. Como o inverso do inverso de um elemento é o proprio elemento,
(b') = b. Substituindo, temos que a * b € H. Isso prova que H é fechado sob a

operagao .

Como a condigao tnica Ya,b € H,a * 0 € H implica que H contém a identidade, é
fechado sob inversos e é fechado sob a operagao, e como a associatividade é herdada de

G, concluimos que H é um subgrupo de G. n

Exemplo 2.7.2. Para qualquer inteiro n > 1, o conjunto dos miiltiplos de n, denotado
por nZ = {nk | k € Z}, ¢ um subgrupo do grupo dos inteiros com a adigao, (Z,+). Por

exemplo, o conjunto dos nimeros pares 27 = {..., —4,—2,0,2,4, ...} é um subgrupo de Z.

Demonstragao. Para provar que (nZ,+) é um subgrupo de (Z, +) para qualquer inteiro
n > 1, devemos verificar que nZ é um subconjunto nao vazio de Z e que satisfaz as duas
condigoes de fechamento (para a operagao e para os inversos).

Primeiro, notamos que nZ nao é vazio, pois o elemento identidade da adicao, O,

pertence a nZ, uma vez que pode ser escrito como 0 = n - 0.

Fechamento sob a Adigao:
Devemos mostrar que, para quaisquer dois elementos em nZ, a sua soma também esta em
nZ. Sejam a e b dois elementos arbitrarios de nZ. Pela definigao de nZ, existem inteiros
ki e ko tais que:

a=n-ki e b=n-key

A soma deles é:
a+b=(n-k)+ (n-ky)

Usando a propriedade distributiva da multiplicacao sobre a adi¢ao, que é valida em Z:
at+b=n-(k + ko)

Seja k3 = k1 + ko. Como kq e ko sao inteiros, a sua soma ks também é um inteiro. A
expressao n - kg tem a forma de um multiplo de n, o que, por definicao, significa que o

resultado a + b pertence a nZ. Portanto, nZ é fechado sob a adicao.
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Fechamento sob Inversos Aditivos:
Devemos mostrar que, para todo elemento em nZ, seu inverso aditivo também esta em

nZ. Seja a um elemento arbitrario de nZ. Logo, existe um inteiro k tal que:

O inverso aditivo de a é —a. Podemos escrevé-lo como:
—a=—(n-k)=n-(—k)

Seja k' = —k. Como k é um inteiro, £’ também é um inteiro. A expressao n - k' tem a
forma de um multiplo de n, o que significa que —a pertence a nZ. Portanto, nZ é fechado
sob inversos aditivos.

Como nZ é um subconjunto nao vazio de Z e ambas as condicoes foram satisfeitas,

concluimos que (nZ,+) ¢ um subgrupo de (Z, +). O
Proposigao 2.7.5. Todo subgrupo H do grupo aditivo dos inteiros (Z,+) é da forma

nZ para algum inteiro nao-negativo n € N.

Demonstragao. Seja H um subgrupo qualquer de (Z, +). Temos dois casos a considerar:

Caso 1: H = {0}. Neste caso, o subgrupo contém apenas o elemento identidade.
Escolhendo n = 0, temos 0Z = {0 -k | k € Z} = {0}. Portanto, H = 0Z, que ¢é da forma
nZ com n = 0.

Caso 2: H contém elementos nao nulos. Se H # {0}, entdo existe pelo menos
um elemento h € H tal que h # 0. Como H é um subgrupo, ele é fechado sob inversos,
entao —h também pertence a H. Um dos dois, h ou —h, deve ser positivo. Portanto, o
conjunto H* = HNN* = {x € H | x > 0} & nao vazio.

Pelo Principio da Boa Ordem, como H' ¢ um subconjunto nao vazio de N*, ele deve
possuir um menor elemento. Seja n este menor elemento positivo pertencente a H.

Agora, devemos provar que H é precisamente o conjunto de todos os multiplos de n,

ou seja, H = nZ. Faremos isso provando as duas inclusoes:

e Prova de que nZ C H: Como n € H e H é um subgrupo (portanto fechado sob

a adigao e inversos):

— O elemento identidade 0 =n -0 estd em H.

— Para qualquer £ € N*, o elemento n-k =n +n+ --- + n deve estar em H pelo

TV
k vezes

fechamento da adigao.
— O inverso de n, que é —n, deve estar em H.

— Para qualquer & € N* o inverso de n -k, que é n - (—=k) =
(=n) + (—n) + -+ (—n), também deve estar em H.

i

Vv
k vezes
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Portanto, todos os multiplos inteiros de n, {nk | k € Z}, pertencem a H. Logo,
nZ C H.

e Prova de que H C nZ: Seja h um elemento arbitrario de H. Podemos aplicar o

Algoritmo da Divisao Euclidiana para dividir A por n:
h=n-q+r

onde ¢g,r € Ze 0 <r<n.

Nosso objetivo ¢ mostrar que r deve ser obrigatoriamente 0. Podemos reescrever a

equagao como r =h —n - q.

— Sabemos que h € H (por hipotese).

— Sabemos que n € H. Como H é um subgrupo, n - ¢ (que é uma soma repetida

de n ou —n) também pertence a H.

— Como H é fechado sob a operagao (adi¢ao) e inversos, ele também é fechado
sob a subtragao (pois a—b = a+(—b)). Portanto, r = h—(n-q) deve pertencer
a H.

Assim, temos que r € H e, pela condic¢ao do algoritmo da divisao, 0 < r < n.

Lembre-se que n foi definido como o menor elemento positivo em H. Como r € H e
r < n, a Unica possibilidade para r nao contradizer a minimalidade de n é se r nao

for positivo. A tnica op¢ao nao-negativa restante é r = 0.

Se r = 0, a equagao da divisao se torna h = n-qg+0 = n-q. Isso significa que h é um
multiplo de n, ou seja, h € nZ. Como h foi escolhido como um elemento arbitrario

de H, concluimos que todo elemento de H é um miltiplo de n. Logo, H C nZ.

Como provamos que nZ C H e H C nZ, concluimos que H = nZ.

Portanto, todo subgrupo de (Z, +) é da forma nZ para algum n € N. O

2.7.1 Grupos Ciclicos e Geradores

Uma das classes mais importantes e fundamentais de grupos é aquela em que toda a
estrutura pode ser construida a partir de um tinico elemento. Esses sao os grupos ciclicos,

e o grupo dos inteiros, (Z,+), é o principal representante dessas estruturas.

Defini¢ao 2.7.3 (Subgrupo Gerado por um Elemento). Seja (G,*) um grupo e seja a
um elemento de G. O conjunto de todas as poténcias inteiras de a, denotado por (a), é

definido como:
(a) = {d" | k € Z}

Onde a notacao de poténcia significa:
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e Sek>0,dF=agxax--xa.
—_—

k vezes

e Se k=0, a” = e (o elemento identidade).
e Se k<0, a"=(d)7" onde d ¢ o inverso de a.

Este conjunto (a) forma um subgrupo de GG, conhecido como o subgrupo ciclico gerado

por a.

Proposigao 2.7.6. Seja (G, *) um grupo, a € G e a’ o inverso de a. Para qualquer inteiro

m € Z, a poténcia m do inverso de a ¢é igual & poténcia —m de a.
(al)m — a—m
Demonstracao. Analisamos os casos para o inteiro m:

1. Caso 1: m > 0. Por definicio da poténcia —m (que é negativa), a =™ = (a')~"™) =
(a’)™. A igualdade ¢é direta da definigao.

2. Caso 2: m =0. (¢')° = e (identidade). a™® = a” = e. Portanto, (a’)° = a°.

3. Caso 3: m < 0. Sejam = —p, onde p = —m > 0, vamos analisar o que ocorre com
(a/)m — afm
O lado esquerdo é (a’')™ = (a’)7?. Pela definigdo de poténcia negativa, (a')™? =
((a")")==P) = ((a')")?. Como (a')' = a (inverso do inverso), temos (a’)™ = aP.

O lado direito é a™™ = a=("P) = g?.
Como ambos os lados sao iguais a a?, a igualdade é valida.

m

Em todos os casos, a igualdade (a’)™ = a™™ se verifica. O

Proposigao 2.7.7. Seja (G, *) um grupo e a € G. O subgrupo ciclico (a) = {a* | k € Z}

é o menor subgrupo de GG que contém o elemento a.

Demonstragao. A demonstracao consiste em duas partes: primeiro, provar que (a) é
de fato um subgrupo de G, e segundo, provar que ele estd contido em qualquer outro

subgrupo que contenha a.

Parte 1: (a) é um subgrupo de G. Devemos verificar duas condigoes: que (a) é
nao vazio e que, para quaisquer z,y € (a), o elemento x * ¢y’ (onde y' é o inverso de y)

também pertence a (a).

0

e Nao Vazio: Considerando k£ = 0 na defini¢ao de (a), temos a” = e, onde e é o

elemento identidade de G. Como e € (a), o conjunto nao ¢é vazio.
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e Verificagao da Condigao z*y’ € (a): Sejam x,y dois elementos quaisquer de (a).

Por definicao de (a), existem inteiros k,m € Z tais que x = a*

ey=a".
O inverso de y = a™ é 3y = (a™)' = a=™. Como m € Z, —m também é um inteiro,

entdo y' pertence a (a).

Agora, devemos calcular z * y e verificar se pertence a (a):

k m k+(—m) _ k—m

zxy =a"*xa " =a =a

Como k € Z e m € Z, a diferenga k —m também é um inteiro. Portanto, zxy’ € (a).

Como (a) é um subconjunto ndo vazio de G que satisfaz a condigao Vz,y € (a), xxy’ € (a),

concluimos que (a) ¢ um subgrupo de G.

Parte 2: (a) é o menor subgrupo contendo a. Seja H um subgrupo qualquer de
G tal que a € H. Devemos mostrar que (a) C H. Seja x um elemento arbitrario de (a).

Por definicao, = a* para algum k € Z. Analisamos os casos para k:

eCaso 1: £k >0. v =ad* =gaxax---xa. Comoa € H e H éum subgrupo
—_—

k vezes
(portanto, fechado sob a operacao ), a operacao repetida de a consigo mesmo deve

resultar em um elemento que também esta em H. Logo, z = a* € H.

e Caso 2: k=0. z = a’ = e. Como H ¢ um subgrupo, ele deve conter o elemento
identidade e. Logo, x = e € H.

e Caso 3: k < 0. Seja k = —m, onde m = —k > 0. Entdo v = a* = a™™. Por
definigao, a™™ = (a’)™, onde @’ é o inverso de a. Como a € H e H é um subgrupo,

o inverso @' também deve pertencer a H. Agora, temos (a’)™ = g *a’ *---xa’.
TV
m vezes

Pelo fechamento da operacao em H, este resultado deve pertencer a H. Logo,
k
r=a" € H.

Como um elemento arbitrario z de (a) demonstrou pertencer a H, concluimos que (a) C
H.

Visto que (a) é um subgrupo de G que contém a, e ele esta contido em qualquer outro
subgrupo H que contenha a, (a) é, por definicdo, o menor subgrupo de G' que contém
a. [

Notagao Aditiva: No contexto de um grupo aditivo como (Z, +), a notagao de poténcia

a® é substituida pela notagao de miltiplo & - a. Assim, o subgrupo gerado por a ¢ (a) =

{k-a|kelZ}.
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Definigao 2.7.4 (Grupo Ciclico e Gerador). Um grupo (G, %) é dito ciclico se existe um
elemento a € G que gera o grupo inteiro. Ou seja, se G = (a). Tal elemento a é chamado

de gerador do grupo.

Exemplo 2.7.3 (O Grupo dos Inteiros). O grupo dos inteiros com a adi¢ao, (Z,+), é

um grupo ciclico infinito.

e O elemento 1 é um gerador, pois (1) ={k-1|keZ}={...,—-2,—-1,0,1,2,...} =
7.

e O elemento —1 também é um gerador, pois (—1) = {k-(-1) | k € Z} =
(..,21,0,~-1,-2,...} =Z.

e Nenhum outro inteiro é gerador de Z. Por exemplo, o subgrupo gerado por 2 é
(2) = {2k | k € Z} = 27, que é o subgrupo dos nimeros pares, e ndo o conjunto Z
inteiro. Note que o subconjunto dos nimeros impares (2Z + 1) nao é um subgrupo,

ja que nao é fechado para a adigao.

De fato, como ja foi exemplificado, todo subgrupo de Z é da forma nZ para algum n € N.

Portanto, todo subgrupo de Z é ciclico, gerado por n (e por —n).

Exemplo 2.7.4 (Grupos de Inteiros M6dulo n). O grupo (Z,,, +) é um exemplo de grupo
ciclico finito. Consideremos o grupo (Z4,+) = {[0], [1], [2], 3]}

e A classe [1] € um gerador. Vejamos as poténcias (multiplos) de [1]:

1-[1] =[1]

2-[) =[]+ 1] =12

3-[1 =[]+ 1]+ [1] = 3]

4-[1] =[]+ 1]+ 1]+ [1] = [4] = [0]

Como todos os elementos de Z, foram gerados, ([1]) = Z4. A classe [3] também é

um gerador.

e A classe [2] nao é um gerador. Seus miltiplos sao:

1-[2] = [2]
2-[2] = [2]+[2] = [4] = [0]
3-[2] =21+ 2]+ 2] = [6] = [2]

~

O subgrupo gerado por [2] é ([2]) = {[0], [2]}, que é um subgrupo proprio de Zj.



CAPITULO 2. INTEIROS 88

Exemplo 2.7.5 (Um Grupo Nao Ciclico: Z xZ). Consideremos o grupo G = Z X Z, onde
os elementos s@o pares ordenados de inteiros (a, b), e a operagao é a adigdo componente a

componente:

(a,b) + (¢,d) = (a4 ¢,b+d)

Ja foi demonstrado que (G, +) é um grupo abeliano. O elemento identidade é (0,0) e o
inverso de (a,b) é (—a,—D).

Vamos provar que este grupo nao é ciclico, ou seja, nao existe nenhum elemento
g € G tal que (g) =G.

Seja g = (a,b) um elemento arbitrario de Z x Z. O subgrupo ciclico gerado por g é:

Para que G fosse ciclico, deveriamos ter ((a,b)) = Z x Z para algum par (a,b). Vamos

mostrar que isso é impossivel.

e Caso 1: a =0 e b =0. Neste caso, g = (0,0). O subgrupo gerado é ((0,0)) =
{(k-0,k-0)| ke Z}={(0,0)}. Este é o subgrupo trivial, que claramente nao é
todo o Z x Z.

e Caso 2: a# 0 e b=0. O gerador é g = (a,0). O subgrupo gerado é ((a,0)) =
{(ka,k-0) | k € Z} = {(ka,0) | k € Z}. Este subgrupo contém apenas elementos
cuja segunda componente é zero. Ele nao contém elementos como (0, 1), portanto

nao pode ser Z X Z.

e Caso 3: a =0eb#0. O gerador ¢ g = (0,b). O subgrupo gerado ¢ ((0,b)) =
{(k-0,kb) | k € Z} = {(0,kb) | k € Z}. Este subgrupo contém apenas elementos
cuja primeira componente é zero. Ele ndo contém elementos como (1,0), portanto

nao pode ser Z X Z.

e Caso 4: a #0 e b # 0. Seja H = ((a,b)) = {(ka,kb) | k € Z}. Suponha, por
contradicao, que H = Z x Z. Se H fosse todo o grupo, ele deveria conter todos
os elementos de Z x Z. Consideremos o elemento (1,0) € Z x Z. Para que (1,0)

pertencesse a H, deveria existir um inteiro k tal que:
(ka, kb) = (1,0)

Isto nos forneceria duas equacoes em Z:
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Como estamos neste caso com b # 0, a segunda equagao (kb = 0) implica que k
deve ser 0. Mas se k = 0, a primeira equagao se torna 0 - a = (0. Chegamos a uma

contradigdo (0 = 1). Portanto, o elemento (1,0) ndo pode ser gerado por (a,b) se

a#0eb#0.

Como nenhum dos casos possiveis permite que um tunico elemento (a,b) gere todo o

grupo Z x 7, concluimos que (Z x Z,+) é um grupo abeliano que nao é ciclico.

Exemplo 2.7.6 (Um Grupo Finito Nao Ciclico: O Grupo de Klein). Consideremos o
grupo finito K = Zgy X Zs, conhecido como o Grupo de Klein. Os elementos deste grupo

sao pares ordenados de classes de congruéncia modulo 2:

K = {([0}; [oD), ([1], [0]), ([0}, [1]), ([1], (1)}

A ordem do grupo ¢é |K| = 4. Para que K fosse ciclico, deveria existir um elemento
gerador g € K com ordem 4, ou seja, (g) = K.

Vamos analisar o subgrupo gerado por um elemento arbitrario g = (a,b) € K:
e Se g = ([0],[0]), o subgrupo gerado é o trivial {([0], [0])}, que tem ordem 1.

e Para qualquer outro elemento g # ([0],[0]), observamos o que acontece quando o

operamos Consigo mesmo:
2-9g=9+9=(a,0)+(a,b) = (a+a,b+b) = (2a,2b)

Como estamos em Zsy, sabemos que [2] = [0]. Portanto:

Isso demonstra que todo elemento nao nulo de Zs X Zy tem ordem 2. Consequentemente,
o maior subgrupo ciclico que podemos formar possui apenas 2 elementos (a identidade e

o proprio gerador), nunca alcangando os 4 elementos necessarios para cobrir todo o grupo
K.

Portanto, Zs x Zy é um exemplo classico de grupo abeliano finito que nao é ciclico.

2.7.2 Ordem de um Grupo e Ordem de um Elemento

Defini¢ao 2.7.5 (Ordem de um Grupo). A ordem de um grupo (G, %), denotada por

|G|, é o nimero de elementos no conjunto G' (ou seja, a cardinalidade de G).
e Se (G possui um numero finito de elementos, dizemos que G é um grupo finito.

e Se GG possui um namero infinito de elementos, dizemos que G é um grupo infinito.
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Exemplo 2.7.7.
e O grupo dos inteiros, (Z, +), ¢ um grupo infinito. Escrevemos |Z| = oc.

e O grupo dos inteiros modulo m, (Z,,, +), é um grupo finito. Como ja estabelecido,
ele possui exatamente m classes de equivaléncia distintas, portanto, sua ordem é

|Z| = m.

O conceito de ordem também pode ser aplicado a elementos individuais de um
grupo. A ordem de um elemento nao se refere ao seu valor, mas sim ao seu comportamento

ciclico dentro do grupo.

Definigao 2.7.6 (Ordem de um Elemento). Seja (G,*) um grupo com elemento

identidade e, e seja a € G.

e Dizemos que a tem ordem finita se existe um inteiro positivo n tal que a” = e.
O menor inteiro positivo n que satisfaz esta condicao é chamado de ordem do

elemento a, denotada por ord(a).

e Se nao existe nenhum inteiro positivo n tal que a” = e, dizemos que a tem ordem

infinita.

Para um grupo aditivo, a condicao a” = e se traduz para n - a = 0, onde 0 é o elemento

identidade aditivo.

Proposicao 2.7.8. Seja G um grupo e a € G. A ordem do elemento a é igual a

cardinalidade do subgrupo ciclico gerado por ele.

ord(a) = [{a)]

Demonstra¢ao. A demonstracao sera dividida em dois casos, dependendo se a ordem de
a é finita ou infinita.
Caso 1: a tem ordem finita. Seja n = ord(a). Por defini¢do, n é o menor inteiro

positivo tal que a" = e. Vamos provar que (a) = {e,a,a?, ..., a" '}

e Elementos distintos: Suponha que a° = o/ para inteiros 0 < i < j < n.

Multiplicando ambos os lados por a~%, obtemos a’~% = e. Como 0 < j —1i < n,

isso contradiz a minimalidade de n. Portanto, os n elementos listados sao distintos.

k

e FExaustio do subgrupo: Seja a® um elemento qualquer de (a), com k € Z. Pelo

Algoritmo da Divisao, podemos escrever k = gn + r, onde 0 < r < n. Assim:

k qn+r

a®=a =(@")?-ad" =el-a" =da"

Como 0 < r < n, a® pertence ao conjunto {e,a,...,a" '}
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Concluimos que (a) tem exatamente n elementos.

Caso 2: a tem ordem infinita. Neste caso, nao existe n > 0 tal que a" = e.
Suponha que |{a)| fosse finito. Entao, existiriam inteiros distintos 7,j tais que a® = a’.
Supondo sem perda de generalidade que i < j, terfamos a’~* = e com j — i > 0. Isso
implicaria que a tem ordem finita, o que é uma contradi¢ao. Portanto, todas as poténcias

de a sao distintas, e o subgrupo gerado tem cardinalidade infinita. O]
Exemplo 2.7.8.
e No grupo (Z,+):

— O elemento identidade, 0, tem ordem 1, pois 1 -0 = 0 e 1 é o menor inteiro
positivo para o qual isso ocorre.

— Qualquer outro elemento nao nulo, como 2, tem ordem infinita. Nao existe
um inteiro positivo n tal que n-2 = 0. O subgrupo gerado, (2) = 27Z, é infinito.

e No grupo (Zg,+): O grupo é Zg = {[0], [1], [2], [3], [4], [5]}-

— ord([0]) = 1. O subgrupo gerado é ([0]) = {[0]}.

— ord([1]) = 6, pois 6-[1] = [6] = [0] e nenhum multiplo positivo menor resulta em
[0]. O subgrupo gerado ¢ ([1]) = {[0], [1], [2], [3], [4], [5]}, que tem 6 elementos.

— ord([2]) = 3, pois 3 - [2] = [6] = [0] e nenhum multiplo positivo menor resulta
em [0]. O subgrupo gerado ¢é ([2]) = {[0], [2], [4]}, que tem 3 elementos.

— ord([3]) = 2, pois 2 - [3] = [6] = [0] e nenhum multiplo positivo menor resulta
em [0]. O subgrupo gerado ¢ ([3]) = {[0], [3]}, que tem 2 elementos.

— ord([4]) = 3, pois 3 - [4] = [12] = [0] e nenhum multiplo positivo menor resulta
em [0]. O subgrupo gerado é ([4]) = {[0], [2], [4]}, que tem 3 elementos.

— ord([5]) = 6, pois 6 - [5] = [30] = [0] e nenhum multiplo positivo menor

resulta em [0]. O subgrupo gerado ¢é ([5]) = {[0], [1], [2], [3], [4], [5]}, que tem 6

elementos.

2.7.3 Grupos de Permutacgoes

Até o momento, nossos exemplos de grupos se concentraram em conjuntos numéricos
com operacoes de adi¢ao ou multiplicacao. Contudo, uma vasta e importante classe de
grupos surge nao de ntimeros, mas do conceito de simetria e rearranjo de elementos de
um conjunto. Estes sao os grupos de permutacoes, que fornecem os primeiros exemplos

concretos de estruturas de grupo nao-abelianas.

Definigao 2.7.7 (Permutagdo). Uma permutagao de um conjunto nao vazio A é uma

bijecao o : A — A. Em outras palavras, é uma regra que rearranja os elementos de A de
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tal forma que cada elemento é mapeado para uma posicao tnica, e todas as posigoes sao

preenchidas.

Defini¢ao 2.7.8 (Grupo Simétrico). Seja S, o conjunto de todas as permutagoes do
conjunto {1,2,...,n}. O conjunto S,, munido da opera¢do de composicao de fungoes

(o), forma um grupo. Este grupo é chamado de Grupo Simétrico de grau n.
Para verificar que (S, 0) é de fato um grupo, observamos:

1. Fechamento: A composicdao de duas bijecoes é sempre uma bijecao. Se 0,7 € S,,,

entao o o 7 também é uma permutacao em .S,,.
2. Associatividade: A composicao de func¢oes é inerentemente associativa.

3. Elemento Identidade: A funcado identidade, e(x) = x para todo z, atua como o

elemento identidade do grupo.

4. Elemento Inverso: Como toda permutacao é uma bijecao, ela admite uma funcao
inversa que também é uma bijecao, garantindo que todo elemento em S,, possui um

Inverso.

A ordem do grupo simétrico 5, é o total de rearranjos possiveis de n elementos, que é n!.

Portanto, |.S,| = nl.

Exemplo 2.7.9 (O Grupo Simétrico S3). O grupo Sz é o grupo de todas as permutagoes
do conjunto {1,2,3}. Sua ordem ¢é |S3| = 3! = 6. Este grupo é pequeno o suficiente
para ser analisado em detalhe, mas complexo o suficiente para ilustrar o comportamento
nao-abeliano. Seus 6 elementos sao:

1 2 3
o c= (a identidade)
1 2 3

1 2 3
o T = (troca 2 e 3)
1 3 2
1 2 3
Ty = troca 1 e 3
’ (3 2 1) ! )
1 2 3
07'3:< (troca 1 e 2)

2 1 3
A notacao de duas linhas acima é a forma mais explicita de representar uma permutacao:

a primeira linha lista os elementos do dominio e a segunda linha, suas respectivas imagens.
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Composicao de Permutagoes A operacao em S, é a composicao de fungoes, que

lemos da direita para a esquerda. Vamos calcular oy o 7y:

1 2 3 1 2 3
01071 = e}
(2 3 1) (1 3 2)

Para encontrar o resultado, seguimos o caminho de cada elemento:

1252

12

o 1
e 2 5321

e 32743

1 2 3
= T73.
2 1 3

Agora, vamos calcular na ordem inversa, 7 o o:

1 2 3 1 2 3
TH 001 = (¢]
1 3 2 2 3 1

Portanto, o1 011 =

o1 23
e 27539

e 3151

1 2 3
Portanto, 7 0 01 = = To.
3 2 1

Como 0107 = T3 € Ty 001 = Ty, VeMOS que 0y 0 7| # 71 0 1. Isso demonstra que Ss,

e em geral S,, para n > 3, ¢ um grupo nao-abeliano.

Notacao de Ciclo e Decomposicao

Notacao de Ciclo: Uma notacao mais compacta é a notagao de ciclo. Um ciclo
(a1, as,...,ax) representa a permutacdo que mapeia a; — as, Gz — as,...,a — a1,
e deixa todos os outros elementos do conjunto fixos. O comprimento de um ciclo é o

nimero de elementos que ele contém.

123 45

pode ser analisada
254 31

Exemplo 2.7.10. Em S5, a permutagao o = (

seguindo seus caminhos:
e Comecando pelo 1: 1 — 2 — 5 — 1. Isso forma o ciclo (1,2, 5).

e Dos elementos restantes, comegamos pelo 3: 3 — 4 — 3. Isso forma o ciclo (3,4).
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Podemos, entdo, escrever o como o produto de seus ciclos: o = (1,2,5)(3,4). Devemos
interpretar cada ciclo como uma permutagao distinta que age apenas nos elementos dentro
do ciclo e como a identidade nos demais elementos do conjunto A = {1,2,3,4,5}.

Definimos duas permutacoes:

e Seja m = (1,2,5). Como fungdo, m : A — A é definida por: m(1) = 2, m(2) =5,
m(5) =1, e m(z) = z para x € {3,4}.

e Seja my = (3,4). Como funcdo, m : A — A é definida por: m(3) =4, m(4) =3, e
ma(x) = x para x € {1,2,5}.

A notagao o = (1,2,5)(3,4) significa que a permutagao o é a composigao (ou produto)
destas duas permutagoes, 0 = m; o M. Vamos verificar que esta composigao resulta na

permutagdio original (lembrando que a composicio é lida da direita para a esquerda):
o o(1) = (m 0m)(1) = m(m(1)) = mi(1) = 2.
o 0(2) = (m 0m)(2) = m(m(2)) = m(2) = 5.
o 0(3) = (m 0m)(3) = m(m(3)) = m(4) = 4.
o o(4) = (my 0 m)(4) = m(my(4)) = mi(3) = 3.

e 0(5) = (m 0 m)(5) = m(m(5)) = m(5) = 1.

_— 1 2 3 45 .
O resultado da composi¢ao (7 o ms) é 05 43 1) que ¢é exatamente a permutagao

o da qual partimos.

Os elementos de S3 na notacao de ciclo sao:

e ¢ = (1) (aidentidade, frequentemente omitida)

o 0 =(1,2,3)
o 0y =(1,3,2)
o 7 =(2,3)
o 7 =(1,3)
o 7 =(1,2)

Proposicao 2.7.9. Toda permutagao em S,, pode ser escrita como um produto de ciclos
disjuntos (ciclos que ndo compartilham elementos). Essa decomposigao é tnica, a menos

da ordem em que os ciclos sao escritos.
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Demonstra¢ao. A demonstracao ¢ dividida em duas partes: a prova da existéncia da
fatoracao e a prova de sua unicidade.

Prova da Existéncia

A prova é construtiva. Seja ¢ € S, uma permutacao qualquer. Construimos sua

decomposigao em ciclos disjuntos através do seguinte algoritmo:

1. Escolha um elemento qualquer a; € {1,2,...,n} que ainda ndo tenha sido incluido

em um ciclo.

2. Construa a sequéncia de imagens sucessivas de a; sob o:

ay,0(ay),0%(ar), 0% (ar),. ..

Como o conjunto {1,2,...,n} é finito, esta sequéncia deve eventualmente se repetir.
Seja k o primeiro inteiro positivo tal que o*(a;) ¢ igual a um elemento anterior da

I a ambos os lados

sequéncia, ¢/(a;) com j < k. Se j > 0, poderfamos aplicar o~
da igualdade o*(a;) = o’(a;) para obter o*(a;) = 077!(a;), contradizendo a
minimalidade de k. Portanto, a primeira repeticao deve ser o proprio ay, ou seja,

j=0ed"a)=a.

3. Isso nos fornece o primeiro ciclo, C; = (a1, 0(ay), ..., 0" (ay)).
4. Se todos os elementos de {1,2,...,n} foram incluidos em C1, o processo termina e
g = Ol.

5. Caso contrario, retorne ao passo 1, escolhendo um novo elemento b; que nao pertence

a (1, e repita o processo para gerar um segundo ciclo, Cs.

Este processo garante que os ciclos gerados sejam disjuntos. Suponha que um ciclo
(s, gerado a partir de by, compartilhasse um elemento com um ciclo anterior C, gerado
a partir de a;. Isso significaria que, para alguns inteiros p e ¢, teriamos o”(ay) = o%(by).
Aplicando 077 a ambos os lados, obteriamos b; = 0P %(a;), o que implicaria que by
pertence ao conjunto de elementos do ciclo C. Isso contradiz a forma como b; foi escolhido
(como um elemento que ndo pertencia a nenhum ciclo anterior).

Como o conjunto {1,2,...,n} é finito, este algoritmo deve terminar apés um nimero
finito de passos, resultando em uma decomposicao de ¢ em um produto de ciclos
disjuntos, o = C1Cy - - - C,.

Prova da Unicidade

Suponha que tenhamos duas decomposigoes de o em produtos de ciclos disjuntos:

c=0Cy---C. e o0=D1Dy--- Dy
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Nosso objetivo é mostrar que os conjuntos de ciclos {Cy,...,C.} e {Dy,...,Ds} sdo
idénticos.
Seja a um elemento qualquer de {1,2,...,n}. Na primeira decomposi¢ao, como o0s

ciclos C; sao disjuntos, a deve pertencer a exatamente um ciclo, digamos C}. Pela forma
como os ciclos sao construidos, o ciclo Cy é unicamente determinado por de a sob a agao
de o, ou seja, Cy é composto precisamente pelos elementos {o(a) | i € Z}.

Da mesma forma, na segunda decomposicao, a deve pertencer a exatamente um ciclo,
digamos D;. Este ciclo D; também ¢ determinado por a sob a acao de 0. Como tanto
C quanto D; sao definidos pelo mesmo conjunto de elementos, eles devem ser o mesmo
ciclo: C = D;.

Como isso vale para qualquer elemento a, cada ciclo na primeira decomposicao deve
ser igual a um ciclo na segunda decomposicao, e vice-versa. Portanto, os dois conjuntos
de ciclos sao os mesmos. A tnica liberdade que resta é a ordem em que os ciclos sao

escritos, pois, como mostraremos a seguir, ciclos disjuntos comutam. ]
Proposigao 2.7.10. Ciclos disjuntos comutam.

Demonstragao. Sejam o = (ay,as,...,a;) e T = (by, by, ..., b) dois ciclos disjuntos. Seja
A ={ay,...,a;} o conjunto de elementos movidos por o, e B = {by,...,b} o conjunto
de elementos movidos por 7. Por serem disjuntos, AN B = .

Devemos mostrar que (oo7)(z) = (Too)(x) para qualquer elemento = € {1,2,... n}.

Analisamos trés casos:
1. Caso 1: z € A.

o (co7)(x)=0(r(x)). Como z ¢ B, 7(x) = x. Logo, o resultado é o(z).

e (Too)(x) = 7(o(z)). Como z € A, seu sucessor o(z) também estd em A.

Portanto, o(z) ¢ B, o que implica que 7 fixa o(z). Logo, o resultado é o(x).
Ambos os lados sao iguais a o(x).
2. Caso 2: z € B.

e (co7)(z) = o(r(z)). Como z € B, seu sucessor 7(x) também estd em B.

Portanto, 7(x) ¢ A, o que implica que o fixa 7(z). Logo, o resultado é 7(z).

o (Too)(x)=7(c(x)). Como z ¢ A, o(x) = z. Logo, o resultado é 7(z).
Ambos os lados sao iguais a 7(z).

3. Caso 3: x ¢ A e x ¢ B. Neste caso, x ¢ fixado por ambos os ciclos.
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Ambos os lados sao iguais a x.

Como a igualdade (coT)(x) = (Too)(x) se verifica para todos os elementos x, concluimos

que coT =ToOO. L]

Ordem de uma Permutacao

Proposicao 2.7.11. A ordem de uma permutacao o € .S,,, escrita como um produto de

ciclos disjuntos, ¢ o minimo multiplo comum (mmc) dos comprimentos desses ciclos.

Demonstragao. Seja o € S, podemos escrever o de forma tnica (a menos da ordem dos

fatores) como um produto de ciclos disjuntos:
O = T1T2...Tm

onde cada m; é um ciclo de comprimento [; > 1. Se o for a identidade, m =1e l; = 1.

k = ¢, onde

A ordem de o, denotada por ord(o), é o menor inteiro positivo k tal que o
e é a permutacao identidade.
A comutatividade entre ciclos disjuntos nos permite calcular as poténcias de o da
seguinte forma:
k

of = (mmy. .. wp)* = abxk ok

Para que o* seja a permutacao identidade e, a composicao nf7h ... 7% deve mapear cada
elemento x € {1,2,...,n} para si mesmo.

Consideremos um elemento x que pertence a um dos ciclos, digamos m;. Como os
ciclos sao disjuntos, = nao é movido por nenhum outro ciclo m; (onde j # 7). Portanto, a

acao de o sobre z é a mesma que a acio de ¥ sobre x:

Para que o%(x) = z (a condi¢do para ser a identidade), devemos ter 7¥(z) = z. Isso deve
valer para todos os elementos x pertencentes a 7;. A condi¢do para que uma poténcia
de um ciclo 7; mapeie todos os seus elementos para si mesmos é que essa poténcia seja a
identidade.

Portanto, a condicao o*

= e é equivalente a exigir que cada ciclo individual elevado a

poténcia k resulte na identidade:

oF=e = Wf:e para todo:=1,2,...,m

A ordem de um tnico ciclo 7; de comprimento /; ¢ precisamente ;. Ou seja, 7 = e se, e

somente se, k ¢ um multiplo de [; (ou seja, [; | k).
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k

Assim, para que ¢° = e, o inteiro k£ deve ser um multiplo comum de todos os

comprimentos dos ciclos disjuntos:
Lk, Lk, ..., lnlk

A ordem de o é o menor inteiro positivo k que satisfaz esta condi¢ao. Por defini¢ao, o
menor inteiro positivo que é um multiplo comum de Iy, ls,...,l,, € 0 minimo miltiplo
comum (mmc) desses nimeros.

Se o contiver pontos fixos, estes correspondem a ciclos de comprimento 1, que podem

ser incluidos ou omitidos sem alterar a permutacao. Ou seja, para o calculo da ordem,

podemos desconsiderar os ciclos de comprimento 1 sabendo que mmc(ly,...,l,,1) =
mmc(ly, ..., ly).
Portanto,
ord(o) = mme(ly,ls, ..., 1)
O

Exemplo 2.7.11.

e A ordem de 0 = (1,2,5)(3,4) € S5 ¢ mmc(3,2) = 6. Isso significa que precisamos

aplicar o seis vezes para que todos os elementos voltem a sua posi¢ao original.

e A ordem de a = (1,2,3,4)(5,6) € S7 ¢ mmc(4,2) = 4.

2.7.4 Classes Laterais

Jé& estabelecemos que um subgrupo é uma estrutura de grupo contida dentro de outra.
Uma das consequéncias mais importantes da existéncia de um subgrupo ¢ a sua capacidade
de particionar o grupo maior em subconjuntos disjuntos e de mesmo tamanho. Essas

partigoes sao chamadas de classes laterais (ou cosets).

Defini¢ao 2.7.9 (Classes Laterais). Sejam (G,*) um grupo, H um subgrupo de G, e g

um elemento qualquer de G.

e A classe lateral & esquerda de H determinada por g é o conjunto:

gH :={g*xh|he H}

e A classe lateral a direita de H determinada por g é o conjunto:

Hg:={hxg|he H}

O elemento g é chamado de representante da classe. Para grupos comutativos

(abelianos), como (Z,+), as classes laterais a esquerda e & direita sdo sempre idénticas,
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pois g* h = h*g. Nesse caso, a notagao aditiva ¢ frequentemente usada: g+ H = {g+h |
he H}.

Exemplo 2.7.12 (Classes Laterais em Z). Consideremos o grupo G = (Z,+) e o

subgrupo H =47 ={...,—8,—4,0,4,8,... }. Vamos determinar suas classes laterais.

e Classe do 0: 04+4Z ={0+h | he€d4Z} ={...,—4,0,4,8,...} = 4Z. Esta é a

classe dos inteiros que deixam resto 0 na divisao por 4.

e Classe do 1: 1 +4Z ={1+h | he€d4Z} ={...,-3,1,5,9,...}. Esta ¢ a classe

dos inteiros que deixam resto 1 na divisao por 4.

e Classe do 2: 2+4Z ={2+h | hed4Z} ={...,—2,2,6,10,...}. Esta é a classe

dos inteiros que deixam resto 2 na divisao por 4.

e Classe do 3: 3+4Z ={3+h|hedZ} ={...,-1,3,7,11,...}. Esta ¢ a classe

dos inteiros que deixam resto 3 na divisao por 4.

e Classe do 4: 4+ 4Z ={4+h|h € 4Z} ={...,0,4,8,12,...}. Note que este é
exatamente o mesmo conjunto que 0 + 47Z. Portanto, 4 + 47 = 0 + 47.

Percebemos que existem exatamente 4 classes laterais distintas, que sao precisamente as
classes de congruéncia modulo 4. De fato, para qualquer subgrupo nZ de Z, as classes

laterais sao as classes de congruéncia que formam o conjunto Z,.

As classes laterais possuem propriedades fundamentais que justificam sua
importancia. A primeira é que todas elas possuem a mesma cardinalidade que o subgrupo

original.

Proposigao 2.7.12 (Equipoténcia das Classes Laterais). Todas as classes laterais (&
esquerda ou & direita) de um subgrupo H em um grupo G tém a mesma cardinalidade

que o proprio H.

Demonstrag¢ao. Para demonstrar que |gH| = |H| para qualquer g € G, construiremos

uma bijegdo f: H — gH. Seja a fungao f(h) = g * h.

e Injetividade: Suponha que f(hy) = f(ha) para hy, he € H.
g*hi=gx*hy
Operando ¢’ a esquerda em ambos os lados, podemos cancelar o elemento g:
g*xg*xh =g xg*xhy = hi = hy

Como f(hy) = f(hg) implica hy = hs, a funcao é injetiva.
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e Sobrejetividade: Seja y um elemento arbitrario da classe lateral gH. Por
definicao, y deve ter a forma y = g x h para algum h € H. Este elemento h
pertence ao dominio H, e é precisamente o elemento tal que f(h) = y. Como para
todo elemento do contradominio existe um correspondente no dominio, a funcao é

sobrejetiva.

Como existe uma bijegao entre H e gH, os dois conjuntos possuem a mesma cardinalidade.
A demonstracao para as classes a Direita (Hg) é analoga.
[

Proposigao 2.7.13 (Partigao de um Grupo por Classes Laterais). O conjunto de todas
as classes laterais a esquerda (ou a direita) de um subgrupo H em G forma uma partigao

de G. Isto é, duas classes laterais quaisquer sao ou idénticas ou disjuntas.

Demonstracao. Sejam aH e bH duas classes laterais & esquerda de H em G. Devemos
provar que ou al = bH ou aH NbH = (.

Para isso, vamos assumir que a intersecao delas nao é vazia e provar que, neste caso,
elas devem ser idénticas. Suponha que aH NbH # (). Isso significa que existe pelo menos

um elemento x que pertence a ambas as classes.
reald e xe€bH
Pela definicao de classe lateral, existem elementos hq, ho € H tais que:
r=axh; e x=0bx*hy

Igualando as duas expressoes para x, temos a * hy = b * hy. Isolando a, obtemos a =

b ho) * by, onde R} €& o inverso de hy. Pela associatividade,
1 1
a="bx (hyxh))

Seja hg = hy x . Como H é um subgrupo, ele é fechado sob a operagao e sob inversos,
entao hsy também deve pertencer a H. Assim, podemos escrever a = b * hg para algum
hs € H.

Agora, vamos provar que aH = bH.

e Prova de que aH C bH: Seja y um elemento qualquer de aH. Entao y = a * hy

para algum h, € H. Substituindo a expressao para a:
y = (b* hg)xhy =bx* (hg * hy)

Como H é um subgrupo, o elemento hs = hsz * hy também estda em H. Logo,

y = bx hs, o que, por definicao, significa que y € bH.
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e Prova de que bH C aH: A partir de a = b * hs, podemos isolar b: b = a * hj.
O argumento é simétrico ao anterior. Seja z um elemento qualquer de bH. Entao

z = b * hg para algum hg € H. Substituindo b:
z = (axhy)*hg =ax (hy*he)

O elemento h; = h x hg esta em H, logo z € aH.

Como aH C bH e bH C aH, concluimos que aH = bH. Portanto, se duas classes laterais
tém qualquer elemento em comum, elas sao idénticas. A tnica outra possibilidade é que
elas nao tenham nenhum elemento em comum, ou seja, sejam disjuntas.

A demonstragao para as classes a Direita (Ha e Hb) ¢ analoga. O

Uma maneira alternativa de compreender as classes laterais é através do conceito de
relacao de equivaléncia. Podemos definir uma relagao especifica sobre os elementos do

grupo G que agrupa os elementos exatamente nas classes laterais de H.

Proposicao 2.7.14 (Relagao de Congruéncia Modulo um Subgrupo). Seja H um
subgrupo de um grupo G. A relagao definida em G por:

ar~pb <= albe H

é uma relacao de equivaléncia. Além disso, a classe de equivaléncia de qualquer elemento

a € G, denotada por [a], é exatamente a classe lateral & esquerda aH.

Demonstracao. Para provar que ~; é uma relacao de equivaléncia, verificamos as trés

propriedades fundamentais:

1

1. Reflexividade: Para todo a € G, temos a 'a = e. Como H é um subgrupo, o

elemento identidade e pertence a H. Logo, a ~, a.

2. Simetria: Se a ~;, b, entdao a~'b € H. Como H ¢ um subgrupo, ele é fechado sob
inversos. Portanto, o inverso de a™1'b, que ¢ (a7'b)™' = b7 (a™')~! = b~'a, também

pertence a H. Isso implica que b ~p, a.

3. Transitividade: Se a ~; be b~y ¢, entdo a b € H e b'c € H. Como H é

fechado sob a operacao do grupo, o produto desses elementos também estd em H:
(a”'o)(b7te) =a (b )e=a"lec=a""tc

Como a~'c € H, concluimos que a ~, c.



CAPITULO 2. INTEIROS 102

Agora, vamos mostrar que a classe de equivaléncia [a] é igual ao conjunto aH. Por
definicao, [a] = {x € G | a ~p x}.

r€la &= a~pr <= a v cH

Seja h = a~'x. Entao h € H e podemos escrever & = ah. Isso mostra que z é um elemento
da forma ah com h € H, ou seja, x € aH. Reciprocamente, se x € aH, entao x = ah

para algum h € H, o que implica a™'z = h € H, logo = € [a]. Portanto, [a] = aH. ]

2.7.5 Teorema de Lagrange

A particao de um grupo por meio das classes laterais de um subgrupo é uma ferramenta
especialmente importante no estudo de grupos finitos. Como todas as classes laterais de
um subgrupo H possuem o mesmo tamanho de H, e como elas separam os elementos do
grupo G sem sobreposi¢ao, podemos concluir uma relagao entre o nimero de elementos

de G e o de H. Essa conclusao ¢ formalizada no Teorema de Lagrange.

Teorema 2.7.1 (Teorema de Lagrange). Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de
G. Entao, a ordem de H divide a ordem de G.

Demonstra¢ao. Seja G um grupo finito de ordem n e H um subgrupo de G de ordem
m. Como ja demonstrado, o conjunto de todas as classes laterais & esquerda de H em
G forma uma particao de G. Sejam ¢1H,g2H, ..., gxH as k classes laterais a esquerda
distintas de H.

Por formarem uma particao, duas propriedades sao verdadeiras:
1. Elas sao mutuamente disjuntas: ¢;H N g;H = () para i # j.
2. Sua uniao reconstroi o grupo G por completo: G = gtH U goH U---U g H.

Como os conjuntos sao disjuntos, a ordem da uniao é a soma das cardinalidades de
cada subconjunto:
Gl = lg1H| + [goH| + -+ + | H]|

Também ja demonstramos que todas as classes laterais tém a mesma cardinalidade que o
subgrupo H. Portanto, para todo i € {1,...,k}, temos |g;H| = |H| = m. Substituindo

essa igualdade na soma, obtemos:

G| = H|+ |H|+ -+ |H]|

k vezes

Ou seja:

n==k-m
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Esta equagao, por definigao, significa que a ordem de H (m) divide a ordem de G (n). O
quociente da divisao é exatamente k, que é o numero de classes laterais distintas. Este
namero k é chamado de indice de H em G, denotado por [G : H]. Portanto, a relagdo
pode ser escrita como |G| = |H| - [G : H]. O

O Teorema de Lagrange é extremamente poderoso nao apenas pelo que afirma,
mas também pelo que restringe. Por exemplo, ele nos diz que um grupo de ordem 10 nao

pode ter um subgrupo de ordem 3.

Proposigao 2.7.15 (Ordem de um Elemento divide a Ordem do Grupo). Em um grupo

finito GG, a ordem de qualquer elemento a € G deve dividir a ordem de G.

Demonstra¢ao. Seja a um elemento de um grupo finito G. A ordem de a, denotada por
ord(a), é, por defini¢ao, a ordem do subgrupo ciclico gerado por a, (a). Como (a) é um
subgrupo de G, pelo Teorema de Lagrange, sua ordem deve dividir a ordem de G. Logo,
ord(a) | |G|. O

Proposigao 2.7.16 (Grupos de Ordem Prima). Todo grupo de ordem prima é ciclico.

Demonstragao. Seja G um grupo de ordem |G| = p, onde p é um namero primo. Como
p > 2, o grupo deve conter pelo menos um elemento além da identidade, e. Seja a um
elemento de G tal que a # e. Consideremos o subgrupo ciclico gerado por a, (a). Pelo
Teorema de Lagrange, a ordem de (a) deve dividir a ordem de G, que é p. Os tnicos
divisores positivos de um numero primo p sdo 1 e p. Como a # e, o subgrupo (a) contém
mais do que apenas o elemento identidade, entao sua ordem nao pode ser 1. A tnica
possibilidade restante é que |(a)| = p. Como (a) é um subgrupo de G e tem a mesma
ordem de G, ele deve ser o proprio grupo G. Portanto, G = (a), o que, por definigao,

significa que G é ciclico. [

Observagao: Como o elemento a # e foi escolhido arbitrariamente, o mesmo argumento
se aplica a qualquer elemento de G que nao seja a identidade. Ou seja, se |G| = p (primo),
entdo para todo a € G com a # e, temos que (@) = G. Em outras palavras, em um grupo

de ordem prima, todo elemento diferente da identidade é um gerador do grupo.
Exemplo 2.7.13. Vamos analisar o grupo G = (Zj2, +), cuja ordem ¢ |G| = 12.

e O elemento [3] gera o subgrupo ([3]) = {[0], [3],[6], [9]}. A ordem deste subgrupo é
4, e 4 divide 12. A ordem do elemento [3] ¢ 4.

e O elemento [8] gera o subgrupo ([8]) = {[0], [4], [8]}. A ordem deste subgrupo ¢ 3, e
3 divide 12. A ordem do elemento [8] é 3.

e O Teorema de Lagrange nos garante que Zi5 nao pode ter subgrupos de ordem 5,

7,8,9, 10 ou 11.
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Exemplo 2.7.14 (Grupos de Ordem Prima). Vamos ilustrar a afirmagao de que todo
grupo de ordem prima ¢é ciclico, usando o grupo G = (Z7,+). A ordem deste grupo é
|G| = 7, que é um numero primo. A afirmagao implica que qualquer elemento nao nulo
de Z7; deve ser um gerador do grupo. Vamos demonstrar que isso é verdade.

Para verificar isso na pratica, podemos calcular o subgrupo gerado por alguns

elementos nao nulos:

e Verificagao para o gerador [2]:

1-[2] = [2]

2-2]=[21+[2] = [4]

3-[2] = [2]+ 2]+ [2] = [6]
4-2]=[6]+ 2] =[8]=[1] (mod7)
5-[2] =[]+ 21 =[3]

6-[2] =[3]+[2] = [5]

-2l =B+ 2] =[7=[0] (mod7)

O conjunto gerado ¢ {[0], [1],[2], [3], [4], [5], [6]}, que & o proprio Z;.

e Verificagao para o gerador [3]:

1-[3] = [3]

2-[3] = 3]+ [3] = [6]

3-[B]=6]+ 3] =[9]=[2] (mod?7)
4-3]=[21+ 3] = [3]

5-8] =B+ 8] =8 =[1] (mod7)
6-[3] = [1]+[3] = 4]

T-Bl =4+ Bl =[1=[0] (modT7)

O conjunto gerado ¢ {[0], [1], [2], [3], [4], [5], [6]}, que novamente é o proprio Zs.



CAPITULO 2. INTEIROS 105

e Verificagao para o gerador [4]:

1[4 = [4]

2-4 =4+ 4 =[8=[1] (mod7)

3-[4] =[] +[4] =[]

4-A4 =0+ 4 =0=[2 (mod7)

5-[4] =21+ [4] = [6]

6-[4] =16]+ [4] =[10] = [3] (mod 7)
T-[4 =B+ M4 =[7=[0] (modT7)

O conjunto gerado ¢ {[0], [1], [2], [3], [4], [5], [6]}, que & o proprio Zs;.

e Verificagao para o gerador [5]:

1-[5] = [5]

2-[5] = [5] + [5] = [10] = [3]  (mod 7)
3-[5] =B8]+ 5] =[8] =[1] (mod7)
4-[5] = [1] + [5] = [6]

5-16] =1[6]+[5] =[11] =[4] (mod 7)
6-[5] =[4]+[5] =[9]=[2] (mod7)
7B =2+ =[7=1[0] (mod7)

O conjunto gerado é {[0], [1], [2], [3], [4], [5], [6]}, que é o proprio Zs;.

e Verificagao para o gerador [6]:

1-[6] = [6]

2-[6] = [6] + [6] = [12] = [5] (mod 7)
3-[6]=1[5]+1[6] =[11] =[4] (mod 7)
4-[6] = [4] +[6] = [10] = [3] (mod 7)
5-16]=[B]+1[6]=[9]=1[2] (mod?7)
6-[6] = [2] +[6] = [8] =[1] (modT)
7-[6]=[]+1[6]=[7]=[0] (mod?7)

O conjunto gerado é {[0], [1], [2], [3], [4], [5], [6]}, que é o proprio Zs;.

Com isso, a verificagao esta completa, demonstrando que todos os 6 elementos nao nulos

de Z; sao, de fato, geradores do grupo.
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2.7.6 Subgrupos Normais

Vimos que qualquer subgrupo H de um grupo G particiona G em classes laterais a
esquerda (gH) e a direita (Hg). Em grupos abelianos, como (Z,+), a comutatividade da
operacao garante que g + H = H + g, ou seja, as classes laterais a esquerda e a direita
sao sempre idénticas. No entanto, em grupos nao-abelianos, isso nem sempre é verdade.

Os subgrupos que satisfazem essa condicao sao chamados de Subgrupos Normais.

Definigao 2.7.10 (Subgrupo Normal). Um subgrupo N de um grupo (G, *) é chamado
de subgrupo normal de G se suas classes laterais a esquerda e a direita coincidem para

todos os elementos do grupo. Ou seja:
Vge G, gN = Ng

Para denotar que N é um subgrupo normal de G, utilizamos a notacao N < G.

Todo grupo G possui pelo menos dois subgrupos normais, chamados de subgrupos
normais triviais: o subgrupo que contém apenas a identidade, {e}, e o proprio grupo

G.
Proposicao 2.7.17. Todo subgrupo de um grupo abeliano é normal.

Demonstra¢ao. Sejam G um grupo abeliano e H um subgrupo qualquer de G. Para provar
que H ¢é normal, devemos mostrar que gH = Hg para todo g € G.

Primeiro, vamos mostrar que gH C Hg. Seja x um elemento qualquer de gH. Por
definicao, x = g * h para algum h € H. Como G é abeliano, a operacao é comutativa,
entao g x h = h * g. A expressao h * g é, por definicao, um elemento da classe lateral a
direita Hg. Portanto, x € Hyg.

A prova de que Hg C gH ¢ andloga. Seja y € Hg, entao y = h* g para algum h € H.
Pela comutatividade, y = g * h, o que implica que y € gH.

Como provamos a inclusao em ambos os sentidos, concluimos que gH = Hg. Portanto,

em um grupo abeliano, todo subgrupo é normal. O

Exemplo 2.7.15 (Subgrupos de Z e Z,). Uma consequéncia direta da proposigao

anterior ¢ que todos os subgrupos que estudamos até agora sao normais.

e Como (Z,+) é um grupo abeliano, todo subgrupo da forma nZ é um subgrupo

normal de Z.
e Como (Z,,+) é um grupo abeliano, todos os seus subgrupos sdo normais.

A definicado gN = Ng é intuitiva, mas para demonstragoes, muitas vezes é mais

pratico usar uma condi¢ao equivalente que envolve a chamada conjugagao.
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Proposigao 2.7.18 (Critério de Normalidade por Conjugacao). Seja N um subgrupo de

G. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

1. N é um subgrupo normal de G (i.e., Vg € G,gN = Ng).
2. Vg€ G,gNg' = N, onde gNg~' :={g*xnx*xgt|neN}

Demonstra¢ao. (1 = 2): Suponha que N é normal, ou seja, gN = Ng para todo
g € G. Vamos provar que gNg—! = N.

e (jNg7' C N) Sejax € gNg~'. Entdo v = g*n* g~! para algum n € N. O termo
g *n é um elemento de gN. Como gN = Ng, este elemento também deve estar em
Ng. Isso significa que g *n = ny * g para algum n; € N. Substituindo na expressao
de x:

.T:(nl*g)*g_l:nl*(g*g_l):nl*eznl
Como n; € N, concluimos que x € N. Logo, gNg~* C N.

e (n C gNg™ ') Sejan um elemento qualquer de N. Queremos mostrar quen € gNg~'.
O termo n % g ¢ um elemento de Ng. Como Ng = gN, este elemento também deve
estar em gN. Isso significa que n * g = g * ny para algum ny € N. Multiplicando

ambos os lados & direita por g~':
(n*xg)xg = (g*ny)xg " = n=g*ng*g '

A expressao g *ng* g~ ' é, por definicao, um elemento de gNg~!. Logo, n € gNg~!.

Como as duas inclusoes sao verdadeiras, gNg~—! = N.

1

(2 = 1): Suponha que gNg~' = N para todo g € G. Queremos provar que

gN = Ng.

e (¢gN C Ng) Seja x € gN, entdo x = g * n para algum n € N. Da nossa hipotese,

sabemos que g *n * ¢! é um elemento de N. Vamos chama-lo de n;.
g*n*g_lznl = g*N="nN1%g

Como n; * g ¢ um elemento de Ng, mostramos que x € Ng.

e (Ng C gN) Sejay € Ng, entdo y = n * g para algum n € N. Da nossa hipotese,

1

sabemos que N = gNg~, o que implica que para qualquer n € N, existem ny € N

tal que n = g * ny * g~'. Substituindo na expressao de y:

y=(g*naxg )xg=grnax (g xg)=gxngke=g*ny

Como g * ny ¢ um elemento de g/N, mostramos que y € gN.
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Como as duas inclusoes sao verdadeiras, gN = Ng, e N é normal. O

Exemplo 2.7.16 (Um Subgrupo Normal em um Grupo Nao-Abeliano). Como ja

estabelecido, o grupo simétrico S3 é um grupo nao-abeliano de ordem 3! = 6. Vamos
1 2 3

demonstrar que o subgrupo gerado pela permutacao 5 3 1) = (1,2, 3) é um subgrupo

normal de S;.

Os elementos de S3, em notagao de duas linhas e ciclo, sao:

12 3 12 3 12,3 1 2 3 139
6: 70-: - = 70-: - N

1237 231 > \la 1 2

12 3 12 3 1 2 3
f— :1’2’ — :173’ = :2,3
1 (2 1 3> ( )72 <3 9 1) ( )T3 (1 3 2) ( )

1 2 3
Seja N o subgrupo ciclico gerado por o7 = ( )

(1,2,3). Seus elementos sao

as poténcias (composigoes) de oy:

12 3
e 0ol = =(1,2,3
= (33 7) -0z
3 1
@)
1 2
12 3 1
e 0} =clo0, = o
o (312) (2
1 2 3 1 2 3 1 2 3
Portanto, o subgrupo é N = , , =
1 2 3 2 31 31 2

{e,(1,2,3),(1,3,2)}. Este subgrupo, conhecido como o grupo alternado Aj, tem
ordem |N| = 3.

° 0%201001:

VoY
N =
wWw N
wWw N
_ W
~
I
~—
W =
— DN
N W
\_/
Il
S
—_
\.C«O
[\
N—

w DN
W
~
I
Y
[ -
N DN
w W
v
Il
Q)

Para provar que N é um subgrupo normal de S5 (N < .S3), devemos mostrar que suas
classes laterais a esquerda e a direita coincidem para todos os elementos do grupo, ou
seja, Vg € S3,gN = Ng. O ntmero de classes laterais distintas (o indice de N em S3) ¢

[S3: N] = |S3|/|N| = 6/3 = 2. Portanto, precisamos encontrar duas classes distintas.

Calculo das Classes Laterais a Esquerda

e Classe de e: A primeira classe é o proprio subgrupo N, que pode ser representada

por qualquer um de seus elementos, como e.

eN =N = {e, 01,02}
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Em notagao de ciclo e de duas linhas, os elementos sao:

123 123\ (123
NZ{(l 2 3)’(2 3 1)’(3 1 2)}:{6’(1’2’3)’(1’3’2)}

e Classe de 11: A segunda classe é obtida escolhendo um elemento g € S3 que nao
pertence a N, como g = 71 = (1,2). A classe é o conjunto N = {ron|n € N}.

Vamos calcular cada elemento:

noe=(1,2)oe=(1,2)=m7n
7—100-1:(172)0(17273):<273):7-3
7—100-2:(172)0(17372):(173>:TQ

Portanto, a segunda classe lateral a esquerda é o conjunto das transposicoes:
TIN - {Tla 73, TQ}

Em notagao de ciclo e de duas linhas:

123\ (1 23\ /123
TlN:{(Q 1 3)’(1 3 2)’(3 2 1)}:{(1’2)’(2’3)’(1’3)}

As duas classes laterais a esquerda, N e 71N, sao disjuntas e sua uniao é Ss.

Calculo das Classes Laterais a Direita

Agora, repetimos o processo para as classes laterais a direita.

e Classe de e: A primeira classe é, novamente, o proprio subgrupo N.

Ne =N ={e, 01,00} ={e,(1,2,3),(1,3,2)}

e Classe de 71: Usando o mesmo representante g = 7, = (1,2), calculamos a classe
N7 ={nor |n€ N}

eorp=eo0(1,2)=(1,2)=mn
orom = (1,2,3)0(1,2) = (1,3) = n
0-207—1:(17372)0(172):<273):T3

A segunda classe lateral a direita é, portanto:

Nt ={m, 7,13}
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Em notagao de ciclo e de duas linhas:

123 12 3 12 3
Nﬁ:{<2 1 3)’(3 2 1)’(1 3 2)}:{(1’2)’(1’3)’(2’3)}

As duas classes laterais a direita, N e N7, também particionam Ss.

Como a particao de S3 em classes laterais & esquerda é a mesma que a particao em
classes laterais a direita, concluimos que gN = Ng para todo g € S;. Portanto, N = A;
¢ um subgrupo normal de S3, fornecendo um exemplo concreto de um subgrupo normal

nao trivial em um grupo nao-abeliano.

2.7.7 Grupo Quociente

A propriedade fundamental de um subgrupo normal N <G é que suas classes laterais a
esquerda e a direita coincidem. Essa simetria nos permite dar um passo adiante: em vez
de ver as classes laterais apenas como uma parti¢ao do grupo original, podemos trata-las
como os elementos de um novo grupo. A construcao deste novo grupo, chamado de grupo

quociente, ¢ uma das ideias mais poderosas da teoria dos grupos.

Defini¢ao 2.7.11 (Grupo Quociente). Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de
G. O grupo quociente de G por N, denotado por G/N, é o conjunto de todas as classes
laterais de N em G,

G/N ={gN | g € G}

munido da operacao binaria definida por:
(aN) % (bN) := (axb)N

para quaisquer aN,bN € G/N.

Para que esta defini¢ao seja valida, a operagao deve ser bem-definida. Isso significa
que o resultado da operagao nao pode depender dos representantes (a e b) escolhidos para

as classes. E aqui que a condicdo de normalidade do subgrupo se torna indispensével.

Proposicao 2.7.19. A operagdo * no conjunto quociente G/N é bem-definida se, e

somente se, N ¢ um subgrupo normal de G.

Demonstracao. Como se trata de uma equivaléncia, devemos provar as duas implicagoes.
(<) Se N é normal, a operagao é bem-definida.
Suponha que N < . Devemos provar que o resultado da operacao independe dos

representantes escolhidos. Sejam a,d’,b, b € G tais que aN = a’N e bN = V/N. Isso
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implica que existem ny,ny € N tais que @’ = a *ny e b/ = b * ny. Queremos mostrar que

(@' * V)N = (a*b)N. Calculando o produto dos novos representantes:
a xb = (a*xny)* (bxny) =ax*(ng*b)*ny

Como N é normal, temos Nb = bN. Logo, o elemento n; x b € Nb deve pertencer a bN.

Isso significa que existe ng € N tal que nq * b = b* nz. Substituindo na equacao anterior:
a xb =ax(bxng)xny = (axb)x*(n3*ny)

Como N é subgrupo, ng * ny € N. Logo, a’ xb' = (a % b) xn, onde n € N. Isso mostra

que o' x b’ € (axb)N, ou seja, (' *xb')N = (a+xb)N. A operagao é bem-definida.

(=) Se a operagao é bem-definida, entao N é normal.

Suponha que a operagdo em G/N esteja bem-definida. Isso significa que, para
quaisquer representantes u € alN e v € bN, o produto u * v deve pertencer & classe
(a x b)N. Para provar que N é normal, vamos mostrar que g * n * g~ ! € N para todo
g € Gen c N. Considere as classes gN e g~ !N. O produto canonico dessas classes
¢ (g* g ')N = eN = N. Agora, escolhamos outros representantes para essas mesmas

classes:

e Como n € N, temos que g *xn € gN. Vamos usar g * n como representante da

primeira classe.

e Vamos manter ¢~ como representante da segunda classe.

Pela hipotese de que a operacao é bem-definida, o produto desses representantes deve cair

na mesma classe resultante (que calculamos ser N). Logo:
(gxn)xg ' €N

Pela associatividade, g x n * g7 € N. Como isso vale para qualquer ¢ € G en € N,

concluimos que N é um subgrupo normal de G. O]

Com a operagao bem-definida, podemos afirmar que (G/N, *) é de fato um grupo:

e Associatividade: A associatividade é herdada da operagao em G.

((aN)(bN))(eN) = ((ab)N)(cN)
= ((ab)c) N
= (a(be))N
= (aN)((bc)N)
= (aN)((bN)(cN))
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e Elemento Identidade: A classe lateral eN = N é o elemento identidade, pois
(aN)(eN) = (a*xe)N = aN.

e Elemento Inverso: O inverso de um elemento gN ¢é a classe g~'N, pois
(gN)(g'N) = (g% g " )N =eN = N.

Exemplo 2.7.17 (O Grupo Quociente S3/A3). Como vimos no exemplo anterior, Az =
{e,(1,2,3),(1,3,2)} é um subgrupo normal de S3. O grupo quociente S3/A3 é o conjunto

de suas classes laterais. Como o indice é 2, existem apenas dois elementos:
S3/As = {A3, TA3}

onde Asz é a classe dos elementos de N e 1Az é a classe das transposicoes. A operacao

entre esses elementos se comporta da seguinte maneira:
e A30A3=(eoce)A3 =cA; = A;
e Azo(mAs) = (eom)A3 =7 A3
o (11A3)0 A3 = (T10e)A3 =71 A3
o (11A3) 0 (11A3) = (T 0m)A3 = €Az = A3

Proposicao 2.7.20. O grupo quociente (S3/As,0) ¢ isomorfico ao grupo dos inteiros
modulo 2, (Zy,+). Formalmente:

53/A3g22

Demonstragao. Para provar que o grupo quociente (S3/Asz, o) é isomorfico ao grupo
(Zy,+), devemos construir uma fun¢do f : S3/A3 — Zs que seja um homomorfismo
bijetivo.

Os dois grupos em questao sao:

o G=05;5/A;3 ={A3, 7 A3}, com a operagao de composigao de classes laterais (o).

o H = (Zy,+)={[0]2,[1]2}, com a operacao de adi¢do modular.

Definicao da Fungao
Definimos a fungao f : S3/A3 — Z, da forma mais natural: mapeando o elemento

identidade de um grupo para o elemento identidade do outro.
e O elemento identidade de S3/A3 ¢ a classe As.

e O elemento identidade de Zs ¢é a classe [0]s.
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Assim, definimos a fun¢ao f da seguinte maneira:
f(As) = 0]

f(TlAs) = [1]2

Verificagao da Bijecao
Como os dois conjuntos s@o finitos e possuem o mesmo nimero de elementos (ordem

2), para provar que a fungao é uma bijegao, basta mostrar que ela é injetiva ou sobrejetiva.

e Injetividade: Os dois elementos distintos do dominio, A3 e 7 A3, sao mapeados
para dois elementos distintos no contradominio, [0]y e [1]o. Portanto, a fungao é

injetiva.

e Sobrejetividade: Todo elemento do contradominio ({[0]s,[1]2}) ¢ a imagem de

algum elemento do dominio. Portanto, a funcao é sobrejetiva.
Como f é injetiva e sobrejetiva, ela € uma bijecao.
Verificagao do Homomorfismo
Devemos verificar se a func¢ao preserva a operagao, ou seja, se f(zoy) = f(x) + f(y)

para todos os z,y € S3/As. Analisamos todas as quatro combinagdes possiveis, utilizando

os resultados das operagoes jé estabelecidos:
e Caso 1: Az0 Az
— f(As 0 A3) = f(A3) = [0]>
— f(A3) + f(As) = [0]2 + [0]2 = [0]2
A igualdade se verifica.
e Caso 2: Azo (1 A;3)
— f(As0(n143)) = f(nds) = 1]
— f(A3) + f(1143) = [0]2 + [1]2 = [1]2
A igualdade se verifica.
e Caso 3: (11 A3) 0 A3
— f((1143) 0 A3) = f(n143) = [1]2
— [(nds) + f(A3) =[]z + [0]2 = [1]2

A igualdade se verifica.
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e Caso 4: (1143) o (1143)

— f((mA3) o (11 A3)) = f(A3) = [0]2
— f(1A3) + f(1iAz) = [1]2 + [1]2 = [0]2

A igualdade se verifica.

Como a funcao f preserva a operacao para todas as combinacoes de elementos, ela é
um homomorfismo.
Tendo demonstrado que a fun¢ao f é um homomorfismo bijetivo, concluimos que ela

¢ um isomorfismo. Portanto, os grupos (S3/As,0) e (Z2,+) sao isomorficos. O

Exemplo 2.7.18 (O Grupo Quociente Z/nZ e sua Relagdo com Zy,). Como o grupo
dos inteiros (Z, +) é abeliano, todo subgrupo da forma nZ (o conjunto infinito de nimeros
inteiros que sdo multiplos de n) é normal. Isso nos permite construir o grupo quociente

Z/nZ, que é o conjunto de todas as classes laterais de nZ:
Z/nZ ={k+nZ|keZ}

Este exemplo é fundamental, pois ele estabelece uma conexao direta entre a estrutura
abstrata dos grupos quocientes e a aritmética modular que ja estudamos. Vamos provar
formalmente que as classes laterais de nZ sao precisamente as classes de congruéncia

modulo n, e que o grupo quociente resultante é isomorfico a (Z,,, +).

Proposicao 2.7.21. Para qualquer a € Z, a classe lateral a + nZ ¢ idéntica a classe de

congruéncia [al,.

Demonstracao. Para provar que os dois conjuntos sao idénticos, devemos mostrar que

cada um esti contido no outro.

Prova de que a+nZ C [a],: Seja  um elemento arbitrario da classe lateral a + nZ.

Por defini¢ao, existe um inteiro k£ tal que:
r=a+n-k

Subtraindo a de ambos os lados, obtemos x — a = n - k. Pela definicao de divisibilidade
em Z, isso significa que n | (z — a). Por sua vez, a defini¢do de congruéncia nos diz que,
se n | (r —a), entdo x = a (mod n). Portanto, x pertence a classe de congruéncia [al,.

Como z foi um elemento arbitrario, concluimos que a +nZ C [al,.

Prova de que [a], C a + nZ: Agora, seja y um elemento arbitrario da classe de

congruéncia [al,. Por definicdo, y = a (mod n), o que significa que n | (y — a). Pela
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definicao de divisibilidade, existe um inteiro j tal que:

y—a=n-j

Adicionando a a ambos os lados, temos y = a + n - j. Esta expressao mostra que y tem
a forma de um elemento da classe lateral a + nZ. Como y foi um elemento arbitrario,
concluimos que [a], C a + nZ.

Como provamos a inclusao em ambos os sentidos, os conjuntos sao idénticos. O

Esta proposigao revela a natureza do grupo quociente Z/nZ: seus elementos sao as
classes de congruéncia. Agora, provaremos que a estrutura do grupo quociente é idéntica

a do grupo (Z,,+), que ja foi definido com base na aritmética modular.

Proposicao 2.7.22. O grupo quociente (Z/nZ,+) é isomorfico ao grupo dos inteiros
modulo n, (Z,,+).

Demonstra¢ao. Para provar o isomorfismo, definimos a funcao ¢ : Z/nZ — 7Z, da seguinte

maneira:

¢(k +nZ) = [k

Devemos mostrar que ¢ ¢ um homomorfismo bijetivo e bem-definido.

A funcao é bem-definida: Suponha que duas classes laterais sejam iguais,
a +nZ = b+ nZ. Isso implica que a — b € nZ, ou seja, a — b ¢ um multiplo de n. Pela
defini¢ao de congruéncia, ¢ = b (mod n), o que significa que as classes de congruéncia
[a, e [b], sdo idénticas. Assim, ¢(a + nZ) = [a], = [b], = ¢(b + nZ), e a fun¢ao nao

depende do representante escolhido.

A funcao é um homomorfismo: Devemos verificar se ¢ preserva a operacao de
grupo, ¢((a + nZ) + (b + nZ)) = ¢(a + nZ) + ¢(b + nZ). Sejam a + nZ e b + nZ dois
elementos de Z/nZ.

e Lado Esquerdo: ¢((a + nZ) + (b+nZ)) = ¢((a+b) + nZ) = [a + b],.

e Lado Direito: ¢(a + nZ) + ¢(b + nZ) = [a}, + [b], = [a + b],. Como ambos os

lados sao iguais, a fun¢ao é um homomorfismo.

A funcgao é uma bijecao:

e Injetividade: Suponha ¢(a + nZ) = ¢(b+ nZ). Isso implica [a],, = [b],, que por
sua vez significa a = b (mod n). Dai, a — b ¢ um multiplo de n, entdo a — b € nZ,

o que garante que a + nZ = b+ nZ. A fungao é injetiva.
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e Sobrejetividade: Para qualquer classe de congruéncia [k, € Z,, existe uma classe

lateral correspondente, k + nZ, tal que ¢(k + nZ) = [k],. A fungao é sobrejetiva.

Como ¢ é um homomorfismo bijetivo, ela é um isomorfismo, e concluimos que Z/nZ =
Z,. O grupo quociente formado ao particionar a linha infinita dos inteiros (Z) pelo
subgrupo dos multiplos de n (nZ) resulta em uma estrutura finita de n elementos que é,

algebricamente, idéntica ao grupo dos inteiros médulo n. O

2.8 Homomorfismos de Grupos

Assim como o conceito de isomorfismo nos permite afirmar que duas estruturas sao
algebricamente idénticas, a nocao de homomorfismo nos permite descrever mapeamentos
que preservam a estrutura entre grupos, mesmo que eles nao sejam idénticos. Um
homomorfismo revela uma relagao fundamental entre a operacao de um grupo e a de

outro.

Defini¢ao 2.8.1 (Homomorfismo de Grupos). Sejam (G, *) e (H,#) dois grupos. Uma
funcao f : G — H é chamada de homomorfismo de grupos se, para quaisquer

elementos a,b € GG, a seguinte identidade ¢é satisfeita:

flaxb) = f(a)#f(b)

Em outras palavras, operar os elementos em G e depois aplicar a funcao f ao resultado é

o mesmo que aplicar f a cada elemento primeiro e depois operar os resultados em H.
Exemplo 2.8.1.

e O Homomorfismo Trivial: Para quaisquer grupos G e H, a funcao f(g) = ey

paratodo g € G, onde ey é o elemento identidade de H, é sempre um homomorfismo.

e A Projecao Canodnica: Sejam o grupo dos inteiros (Z,+) e o grupo dos inteiros
modulo n, (Z,,+). A funcdo de projegao 7 : Z — Z,, definida por w(k) = [k],, é um

homomorfismo. Para quaisquer a,b € Z:
m(a+b) = [a+ b, = [a], + [b], = 7(a) + 7(b)

A igualdade se deve a propria definicao de adigao em Z,.

2.8.1 Propriedades Fundamentais

Proposicao 2.8.1. Seja f : G — H um homomorfismo de grupos. Entao:
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1. f mapeia o elemento identidade de G para o elemento identidade de H, ou seja,

fleq) = en.

2. f mapeia o inverso de um elemento para o inverso de sua imagem, ou seja, f(g~!) =
[f(9)]7! para todo g € G.

Demonstragao.

1. Temos que e = eg * eg. Aplicando f a ambos os lados, obtemos:

flea) = flea *eq) = flea)#[f(ea)

Seja y = f(eg) € H. A equagdo é y = y#y. Multiplicando ambos os lados a

esquerda pelo inverso ¥y~ em H, temos:

Yy H#Hy =y H#yHy) = en = #HYHY = en=entty = en=y
Portanto, f(eq) = ep.
2. Pela defini¢ao de inverso em G, sabemos que:

gxg '=ec e g lxg=ceg

Aplicando o homomorfismo f a ambas as equagoes:

flgxg™ ) =flec) e flg~"*g)= fleq)

Usando f(a*xb) = f(a)#f(b) e o fato de que f(eq) = ep:

Fo)#flg ) =en e flg#f(g)=en

Estas duas equagoes mostram que o elemento f(g~!) satisfaz as condi¢oes necessarias
para ser o inverso do elemento f(g) no grupo H. Como o inverso em um grupo é

lnico, concluimos que:

flog™) =1fg)]™"

2.8.2 Nrcleo e Imagem

Associados a todo homomorfismo, existem dois subconjuntos fundamentais: o niicleo
(ou kernel), que descreve o que é perdido ou colapsado pelo mapeamento, e a imagem,

que descreve o que é alcancado.
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Definigao 2.8.2 (Nucleo e Imagem). Seja f: G — H um homomorfismo de grupos.

e O nucleo (ou kernel) de f, denotado por ker(f), é o conjunto de todos os elementos

em (G que sao mapeados para o elemento identidade de H.
ker(f) ={g9 € G| f(g9) = en}

e A imagem de f, denotada por Im(f), é o subconjunto de H que consiste em todas

as imagens de elementos de G.
Im(f) ={f(g9) | g € G}

A importancia destes conjuntos reside no fato de que eles préprios formam subgrupos,

com o nucleo tendo a propriedade adicional de ser um subgrupo normal.
Proposigao 2.8.2. Seja f : G — H um homomorfismo de grupos.

1. A imagem, Im(f), é um subgrupo de H.

2. O nucleo, ker(f), é um subgrupo normal de G.
Demonstracao.

1. Prova de que Im(f) &€ um subgrupo de H: Usaremos o critério de subgrupo.
Primeiro, Im(f) é nao vazio, pois eg € G, entao f(eg) = ey € Im(f). Agora, sejam
hi, he € Im(f). Por defini¢ao, existem ¢y, go € G tais que f(g1) = h1 e f(g2) = ha.

e Fechamento: hi#hs = f(g1)#f(g2) = f(g1%g2). Como g1 % gy € G, o resultado
h1#hy esta na imagem.

e Inversos: hi' = [f(q1)]™' = f(g;!). Como g;* € G, o resultado hi' estd na
imagem.

Portanto, Im(f) é um subgrupo de H.

2. Prova de que ker(f) é um subgrupo normal de G: Primeiro, provamos que é
um subgrupo.
E nédo vazio, pois f(eg) = en, entdo eq € ker(f). Sejam ki, ky € ker(f), o que
significa que f(k1) =eg e f(ka) = en.

o Fechamento: f(kixkq) = f(k1)#f(k2) = ey#en = en. Logo, ki xky € ker(f).
o Inversos: f(ki') =[f(k1)]™' = ey’ = en. Logo, k' € ker(f).
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Assim, ker(f) ¢ um subgrupo de G. Para provar a normalidade, usamos o critério
de conjugagao. Devemos mostrar que, para qualquer g € G e qualquer k € ker(f),

o elemento g * k * g~! também pertence ao nticleo.

flgxkxg™") = f(g)#f(k)#f(g7")

Como k € ker(f), f(k) = ey. A expressao se torna:

o) #en#tf(g7") = F(@#f(9)) " =en

Como f(gx*k*g™') = ey, o elemento g * k * g~! pertence, por definicao, a ker(f).

Portanto, ker(f) é um subgrupo normal de G.
O

Proposigao 2.8.3 (Todo Subgrupo Normal é um Nucleo). Seja N um subgrupo normal

de um grupo G. Entao, N é o ntcleo do homomorfismo canoénico 7 : G — G/N, definido

por m(g) = gN.

Demonstragao. Seja N < G. Consideremos o grupo quociente G/N = {gN | g € G}, cuja
operagao ¢ (aN)(bN) = (ab)N, e o elemento identidade ¢ e N = N. Definimos a fungao
7:G — G/N como m(g) = gN.

7 &€ um homomorfismo: Devemos mostrar que m(g; * go) = 7(g1) * 7(g2) para

quaisquer ¢y, g» € G.
e Lado Esquerdo: m(g; * g2) = (g1 * g2)N.

e Lado Direito: 7(g1) * m(g2) = (1 V) * (92 V). Pela defini¢ao da operagao em G/N,
(91V) * (g2N) = (g1 * g2)N.

Como os dois lados sao iguais, 7 é um homomorfismo.

Nucleo de 7: O nucleo de 7, ker(7), é o conjunto de todos os elementos g € G que
sdo mapeados para o elemento identidade de G/N. O elemento identidade em G/N ¢ a
classe lateral V.

ker(m) = {g € G' | m(g) = N}

Substituindo a defini¢ao de :
ker(m) ={g € G| gN = N}

Vamos demonstrar que ker(m) = N por dupla inclusao:
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e (C) Seja g € ker(m). Entao, por definigdo, gN = N. Sabemos que o elemento
identidade e pertence ao subgrupo N. Logo, o elemento g = g x e deve pertencer ao

conjunto gN. Como gN = N, concluimos que g € N. Portanto, ker(r) C N.

e (D) Seja n € N. Queremos mostrar que n € ker(rm), ou seja, que m(n) = N.
Isso equivale a mostrar que nN = N. Como N ¢é um subgrupo, ele é fechado
sob a operacao do grupo. Assim, para qualquer h € N, o produto n x h continua
pertencendo a N. Isso implica que nN C N. (Analogamente, N C nN pela
multiplicagdo por n~1). Dessa forma, nN = N, o que significa que m(n) = N.
Portanto, N C ker(7).

Como provamos ambas as inclusdes, concluimos que ker(r) = N. Isso prova que o

ntcleo do homomorfismo candnico 7 é precisamente o subgrupo normal N. O]

O nucleo de um homomorfismo nao é apenas um subgrupo normal; ele também nos

fornece uma maneira direta de determinar se o homomorfismo é injetivo.

Proposicao 2.8.4. Um homomorfismo de grupos f : G — H é injetivo se, e somente se,

seu nucleo ¢ o subgrupo trivial, ou seja, ker(f) = {eq}.

Demonstracao. Como esta ¢ uma declaracao de equivaléncia, devemos provar as duas

implicagoes.

(=) Se f é injetivo, entao ker(f) = {eg}.

Assumimos como hipétese que f é injetivo. Por defini¢ao, o niicleo de f é o conjunto
{9 € G| f(g9) = en}. Seja k um elemento qualquer do nucleo, k € ker(f). Isso significa
que f(k) =ep.

J& provamos que todo homomorfismo mapeia o elemento identidade para o elemento
identidade, ou seja, f(eq) = ey. Agora, temos dois elementos, k e eg, que sdo mapeados

para o mesmo resultado:
f(k?) = f(eG) = €H

Como nossa hipotese é que f é injetivo, se as imagens sao iguais, os elementos originais
devem ser iguais. Portanto,

kZ@G

Isso mostra que o tinico elemento que pode pertencer ao niicleo é a propria identidade.
Logo, ker(f) = {ec}.

(<) Se ker(f) ={eg}, entao f é injetivo.
Agora, assumimos como hipoétese que o nicleo de f é trivial. Para provar que f é
injetivo, devemos mostrar que, para quaisquer a,b € GG, a condi¢ao f(a) = f(b) implica

que a = b.
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Seja f(a) = f(b). Vamos multiplicar ambos os lados da equagao a direita pelo inverso
de f(b) em H, que ¢ [f(b)] .

Como f ¢ um homomorfismo, sabemos que [f(b)]™! = f(b'). Substituindo no lado

esquerdo:
fl@)#f7") = flaxd™)

A equacao se torna:
flaxb™) =ey

Pela definicao do nucleo, se a imagem de um elemento é a identidade de H, entao este

elemento deve pertencer ao niicleo de f. Portanto:
axbt € ker(f)

Agora, usamos nossa hipdtese: o nicleo contém apenas o elemento identidade. Logo, a
tnica possibilidade é:

axb ! =eq

Multiplicando ambos os lados a direita por b:
(axb ) xb=eqgx*b

ax (bl xb)=b
axeg=b = a=>b

Como a premissa f(a) = f(b) nos levou a conclusao de que a = b, provamos que a fungao

f € injetiva. O

Exemplo 2.8.2 (Anélise do Homomorfismo de Proje¢ao Canonica). Consideremos os
grupos G = (Z,+) e H = (Z,,,+). A funcdo 7 : Z — Z,, é definida por:

Como ja foi estabelecido, esta fungdo é um homomorfismo, pois 7(a + b) = [a + b],, =
la], + [b], = 7(a) + 7(b). Agora, vamos investigar detalhadamente sua imagem e seu
nicleo.

Analise da Imagem Im(7)

A imagem de 7 é, por defini¢ao, o conjunto de todas as classes de congruéncia que sao
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alcancadas pela funcao:
Im(m) = {m(k) [ k € Z} = {[k]n | k € Z}

Nosso objetivo é mostrar que a imagem é o proprio grupo Z,. O conjunto Z, é formado
pelas n classes de equivaléncia distintas, representadas por {[0],, [1]a, ..., [n — 1].}.
Para provar que o mapeamento é sobrejetivo (e, portanto, que a imagem é todo o
contradominio), devemos mostrar que cada uma dessas classes em Z, é a imagem de
algum inteiro em Z.
Seja [j], uma classe arbitraria em Z,, onde j é um inteiro tal que 0 < j < n. O
proprio inteiro j é um elemento do dominio Z. Ao aplicarmos a funcao 7 a este inteiro j,

obtemos:

Como para qualquer classe [j],, € Z,, fomos capazes de encontrar um elemento j € Z que
a mapeia, a fungao é sobrejetiva. Consequentemente, a imagem do homomorfismo é o

grupo inteiro:

Analise do Nucleo ker(r)
O nucleo de 7 &, por defini¢do, o conjunto de todos os elementos do dominio (Z) que
sao mapeados para o elemento identidade do contradominio (Z,). O elemento identidade

em (Z,,+) é a classe [0],.
ker(m) ={k € Z | (k) = [0],,}

Vamos desdobrar a condi¢ao de pertencimento ao ntcleo:
1. A condicao 7(k) = [0], é, pela definigao da fungao, o mesmo que [k],, = [0],.

2. A igualdade de classes de congruéncia [k],, = [0], significa, por definigao, que k é

congruente a 0 modulo n, ou seja, k =0 (mod n).

3. A relagdo de congruéncia k& = 0 (mod n) significa, por sua vez, que n divide a

diferenca (k — 0), ou seja, n | k.

4. Finalmente, a condi¢ao de divisibilidade n | k significa que existe um inteiro j tal

que k=n-j.

O conjunto de todos os inteiros k que podem ser escritos na forma n - j é precisamente
a definicao do conjunto dos miltiplos de n, que é o subgrupo nZ. Portanto, concluimos
que:

ker(m) =nZ ={...,—2n,—n,0,n,2n,...}
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Esta anélise se conecta com as proposicoes anteriores. Como ja provado, o niicleo de
qualquer homomorfismo de grupo é sempre um subgrupo normal. Nossa descoberta de
que ker(m) = nZ nos fornece uma confirmagao de que nZ é um subgrupo normal de Z,

um fato que ja conheciamos, pois Z é abeliano.

2.8.3 O Teorema Fundamental dos Homomorfismos

Como ja provamos, o nicleo de qualquer homomorfismo, ker(f), é sempre um subgrupo
normal do dominio. Isso nos permite formar o grupo quociente G/ker(f). O proximo
teorema, frequentemente chamado de Teorema do Isomorfismo, revela que a estrutura

deste grupo quociente é precisamente a mesma da imagem do homomorfismo.

Teorema 2.8.1 (Teorema Fundamental dos Homomorfismos de Grupos). Seja f :
(G,*) — (H,#) um homomorfismo de grupos. Entado, o grupo quociente G/ker(f) é

isomorfico a imagem de f, Im(f). Formalmente:

G/ ker(f) = Im(f)

Demonstra¢ao. Para provar este teorema, devemos construir uma funcdo
¢ : G/ker(f) — Im(f) e demonstrar que ela é um isomorfismo, ou seja, que é um

homomorfismo bijetivo e bem-definido. Seja K = ker(f) para simplificar a notagao.

Definicao da Fungao:
Os elementos do dominio G/K sado as classes laterais gK, e os elementos do
contradominio Im(f) sdo os elementos da forma f(g). Uma fungao que conecta esses

dois conjuntos é:

o(9K) = f(9)
A Fungao é Bem-Definida:

A definicao de ¢ depende do representante g escolhido para a classe lateral gK.
Devemos mostrar que, se escolhermos um representante diferente para a mesma classe,
o resultado da funcao nao se altera. Suponha que gK = ¢'K para g, € G. Pela
propriedade das classes laterais, isso significa que ¢’ = g*k para algum k € K. Aplicando

¢ a classe ¢’ K, temos:
o(gK) = f(g) = flg*k)

Como f ¢é um homomorfismo, f(g* k) = f(g9)#f(k). Mas, como k € K = ker(f), por
defini¢ao, f(k) = ey. Portanto:

f(9)#f(k) = f(g)#en = f(g)

Assim, ¢(¢’K) = f(g9). Como também tinhamos ¢(gK) = f(g), mostramos que
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o(dK) = ¢(gK). A funcdo ¢ esta bem-definida.

A Funcao é um Homomorfismo:
Devemos mostrar que ¢ preserva a operacao de grupo. Sejam aK e bK duas classes
laterais em G/ K.

o((aK) * (bK)) = ¢((a*b)K) (Definigao da operagao em G/K)
= f(axb) (Definicao de ¢)
= f(a)#f(b) (Pois f ¢ um homomorfismo)
= ¢(aK)#o(bK) (Definigao de ¢)

A cadeia de igualdades mostra que ¢ é um homomorfismo.

A Fungao é Injetiva:

Devemos mostrar que, se ¢(aK) = ¢(bK), entdo aK = bK. A igualdade ¢(aK) =
¢(bK) implica, pela definigdo de ¢, que f(a) = f(b). Multiplicando ambos os lados a
direita pelo inverso de f(b) em H:

Fla)#[f )] =en

Como f ¢ um homomorfismo, [f(b)]™! = f(b™'). A equacao se torna:

fla)##f(b7") = flaxb7") = e

Pela definicao do ntcleo, a condigao f(a * b™') = ey implica que o elemento a * b~*
pertence a K. Se a * b~! = k para algum k € K, entdo podemos escrever a = k * b.
Isso demonstra que a é um elemento da classe lateral a direita Kb. Como o nicleo K é
um subgrupo normal, sabemos que Kb = bK, e portanto, a também é um elemento da
classe lateral a esquerda bK. Conforme provado na proposi¢ao sobre a particao de um
grupo, se duas classes laterais (neste caso, aK e bK) possuem um elemento em comum

(o elemento a), elas devem ser idénticas. Portanto, a/ = bK, e a fungdo ¢ ¢é injetiva.

A Funcao é Sobrejetiva:

Devemos mostrar que, para todo elemento h no contradominio Im(f), existe um
elemento no dominio G/K que é mapeado para ele. Seja h € Im(f) um elemento
arbitrario. Pela definicdo da imagem, deve existir um g € G tal que f(g) = h. A

classe lateral gK ¢ um elemento do dominio G/K. Aplicando ¢ a esta classe, obtemos:

P(gK) = f(g) =h
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Encontramos um elemento no dominio que mapeia para h. Portanto, a funcao ¢ é

sobrejetiva.

Como a fungao ¢ é um homomorfismo bijetivo, ela é um isomorfismo. Isso conclui a

prova de que G/ ker(f) = Im(f). O

Exemplo 2.8.3. O Teorema Fundamental dos Homomorfismos nos fornece uma
maneira de reafirmar a conexao entre o grupo quociente Z/nZ e o grupo dos inteiros
modulo n, (Z,,+), que foi provada diretamente na se¢ao anterior.

Vamos analisar a aplicagao do teorema ao homomorfismo de projecao candnica.

e O Homomorfismo: Considere os grupos G = (Z,+) e H = (Z,,+). Como ja
estabelecido, a func¢ao 7 : Z — Z,, definida por w(k) = [k],, € um homomorfismo de

grupos.

e O Nucleo: O nicleo de 7 é o conjunto de todos os inteiros k € Z que sao mapeados

para o elemento identidade de Z,,, que é a classe [0],,.
ker(m) ={k € Z | (k) = [0],,}

A condicao 7 (k) = [k], = [0], é, por defini¢ao, a mesma que a congruéncia k = 0
(mod n). Isso significa que n deve dividir k, ou seja, k deve ser um multiplo de n.

Portanto, o niicleo é precisamente o subgrupo dos miiltiplos de n:

ker(m) = nZ

e A Imagem: A imagem de 7 é o conjunto de todas as classes de congruéncia em 7%,
que sdo alcangadas pela func¢do. Para qualquer classe [k], € Z,, o proprio inteiro k
é um elemento de Z tal que w(k) = [k],. Isso significa que toda classe em Z, é a
imagem de algum elemento de Z, e a fungao é sobrejetiva. Portanto, a imagem ¢é o

proprio grupo Z,:

e Aplicacao do Teorema: O Teorema Fundamental dos Homomorfismos afirma que

G/ ker(f) = Im(f). Substituindo os componentes que identificamos:

Z/nZ =7,

Este resultado confirma, a partir de uma perspectiva mais abstrata, o que
demonstramos anteriormente: a estrutura algébrica que emerge ao particionar o grupo dos
inteiros Z pelo seu subgrupo normal nZ é isomorfa (algebricamente idéntica) a estrutura

do grupo dos inteiros modulo n, Z,.
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Teorema 2.8.2 (Teorema de Cayley). Todo grupo (G, ) é isomorfico a um subgrupo do

grupo de permutagoes de seus elementos, S¢.

Demonstra¢ao. A prova consiste em construir um homomorfismo injetivo ® do grupo
G para o grupo simétrico Sg. Pelo Teorema Fundamental dos Homomorfismos, isso

garantird que G ¢é isomoérfico a imagem de @, que é um subgrupo de Sg.

Construcao das Permutacoes:
Para cada elemento g € G, definimos uma funcao "multiplicagao a esquerda por g",

denotada por A, : G — G, da seguinte forma:
Ag(z) =g*x paratodox € G

Nosso primeiro passo é provar que cada funcao A\, ¢ uma permutagao dos elementos de

(G, ou seja, uma bijecao de G em si mesmo.

e Injetividade: Suponha que A\j(x) = A\,(y) para =,y € G. Pela defini¢ao, isso
significa gxx = g*y. Pela lei do cancelamento a esquerda, que é valida em qualquer

grupo, podemos concluir que x = y. Portanto, A, é injetiva.

e Sobrejetividade: Seja y um elemento arbitrario de G. Precisamos encontrar um
x € G tal que \j(z) = y. Considere o elemento z = ¢g~' x y, que pertence a G.

Aplicando ), a este elemento, temos:

-1

Mg xy) =gx (g *xy)=(g*xg N*xy=ec*xy=y

Como para todo y encontramos um « correspondente, a funcao A, ¢ sobrejetiva.

Como A, ¢ uma bijecao, ela ¢, por definicao, um elemento do grupo simétrico Sg.

Construcao do Homomorfismo:
Agora, definimos uma funcao ® : G — Sg que mapeia cada elemento g de G a sua

permutacao correspondente:

Vamos provar que ® é um homomorfismo de grupos. A operacao em Sg é a composi¢ao

de fungoes, o. Devemos mostrar que ®(g * h) = ®(g) o D(h).
e O lado esquerdo é ®(g * h) = Agup.
e O lado direito € ®(g) o ®(h) = A, 0 Ap.

Para verificar se as fungoes Mg« € Ay o A, sao idénticas, as aplicamos a um elemento
arbitrario x € G:

Agsn () = (g% h) xx
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(Ag o An) () = Ag(An(@)) = Ag(hx ) = g * (h * )

Pela propriedade associativa da operacao * em G, temos que (g * h) x x = g (h * x).
Como as duas funcgoes produzem o mesmo resultado para qualquer entrada, elas sao

idénticas. Portanto, ¢ é um homomorfismo.

Injetividade do Homomorfismo:
Para provar que ® é injetivo, mostraremos que seu nticleo é o subgrupo trivial {eg}. O
nucleo de ® é o conjunto de todos os elementos g € G que sao mapeados para o elemento

identidade de Sg, que é a permutacao identidade.
ker(®) = {g € G | ®(g) = idc}

A condicao ®(g) = idg significa que A\j(z) = x para todo x € G. Pela definicao de A,
isso é:

gxx =x paratodoxr € G

Se r = eg temos que g *x eg = eg Assim, a unica forma de esta igualdade ser
verdadeira para todos os x em um grupo é se g for o elemento identidade, es. Portanto,

ker(®) = {eg}. Como o nicleo ¢ trivial, o homomorfismo & ¢é injetivo.

Conclusao pelo Teorema Fundamental:
Construimos um homomorfismo injetivo ® : G — Sg. Pelo Teorema Fundamental dos

Homomorfismos, sabemos que G/ ker(®) = Im(®P).

e Como ker(®) = {eq}, o grupo quociente G /{e¢} é trivialmente isomorfico ao proprio

G.
e A imagem, Im(®), é um subgrupo do contradominio, S¢.

Portanto, concluimos que G = Im(®), onde Im(®) é um subgrupo de Sg. Isso prova o
teorema.

Em especial todo grupo finito de ordem n, é isomoérfico a um subgrupo de S,,. O

2.9 A Estrutura de Anel em Z

Até agora, analisamos o conjunto dos inteiros Z sob a 6tica da teoria de grupos, focando
na estrutura fornecida pela operacao de adigao, (Z,+). O proximo passo é incorporar a

operagao de multiplica¢do para estudar a estrutura algébrica completa de (Z,+, -).
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2.9.1 Definicao e Exemplos de Anéis

Definigao 2.9.1 (Anel). Um anel é um conjunto nao vazio A munido de duas operagoes
binarias, denotadas por + (adi¢ao) e - (multiplicacao), que satisfazem os seguintes

axiomas:

1. (A,+) é um grupo abeliano. Isso implica que a adigao é associativa, comutativa,

possui um elemento neutro (0) e todo elemento possui um inverso aditivo.

2. A multiplicacao é associativa: para quaisquer a,b,c € A,

(a-b)-c=a-(b-c)

3. A multiplicacao é distributiva sobre a adi¢ao: para quaisquer a,b,c € A,
a-(b+c¢)=(a-b)+ (a-c) (Distributividade & esquerda)
(a+b)-c=(a-c)+ (b-c) (Distributividade a direita)
Defini¢ao 2.9.2 (Anel Comutativo com Unidade).

e Um anel (A, +, ) é dito comutativo se a operagao de multiplicagao for comutativa.

e Um anel é dito um anel com unidade se existir um elemento identidade para a

multiplicacao, denotado por 1, tal que 1-a =a -1 = a para todo a € A.
O principal exemplo que motiva nosso estudo é o préprio conjunto dos inteiros.

Proposicao 2.9.1. O conjunto dos nimeros inteiros com as operacoes de adi¢ao e

multiplicacdo, (Z, +, -), forma um anel comutativo com unidade.
Demonstracao. Devemos verificar se todos os axiomas sao satisfeitos.

1. Conforme exaustivamente demonstrado nesse capitulo, (Z,+) é um grupo abeliano,

com o 0 como elemento neutro e —a como o inverso aditivo de a.

2. A associatividade da multiplicagdo em Z, (a-b) - ¢ =a- (b- ¢), ¢ uma propriedade

herdada da mesma propriedade ja provada para os niimeros naturais.

3. A distributividade da multiplicagao sobre a adi¢do, a- (b+¢) = a-b+a- ¢, também

foi demonstrada na construcao das operagoes em Z.
Adicionalmente:
e A multiplicagdo em Z é comutativa (a-b =10 a).

e O namero 1 atua como o elemento identidade para a multiplicacao.
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Como todas as condigoes sao satisfeitas, (Z, +,-) ¢ um anel comutativo com unidade. [
Exemplo 2.9.1 (Outros Anéis).

¢ O Anel dos Inteiros Moédulo n: O conjunto (Z,,+,-) das classes de
congruéncia modulo n forma um anel comutativo com unidade. As propriedades
de associatividade, comutatividade e distributividade sao herdadas das operacoes
correspondentes em Z. O elemento [0], ¢ a identidade aditiva e [1], ¢ a identidade

multiplicativa.

No caso particular em que n = 1, o conjunto Z, possui apenas um elemento: a classe
{[0]1}. Neste anel, temos a peculiaridade de que a identidade multiplicativa é igual
a identidade aditiva ([1]; = [0];). Um anel no qual isso acontece ¢ denominado anel

nulo ou anel trivial.

e Um Anel sem Unidade: O conjunto dos inteiros pares, (2Z, +, -), também forma
um anel comutativo. Ele herda todas as propriedades de Z, e as operagoes de adi¢ao
e multiplicagao sao fechadas (a soma de dois pares é par, o produto de dois pares
é par). No entanto, este anel ndo possui unidade, pois o elemento identidade da

multiplicagao, o 1, nao é um nimero par e, portanto, nao pertence ao conjunto 27Z.

2.9.2 Unidades e Divisores de Zero

A estrutura de anel nos permite analisar as propriedades multiplicativas dos elementos
de uma forma mais rica do que na teoria de grupos. Duas classificacoes de elementos
sao particularmente importantes para entender a estrutura de um anel: os elementos
que possuem inverso multiplicativo (unidades) e os elementos nao nulos que, ao serem

multiplicados por outro elemento nao nulo, resultam em zero (divisores de zero).

Defini¢ao 2.9.3 (Unidade). Seja (A, +,-) um anel com unidade 1. Um elemento u € A

é chamado de unidade (ou elemento invertivel) se existe um elemento v € A tal que:

O elemento v é o inverso multiplicativo de u. O conjunto de todas as unidades de um

anel A é denotado por U(A).

Distingao de Terminologia
E importante atentar-se ao fato que apesar de usar o mesmo termo (unidade), estes sdo

dois conceitos diferentes:

e A Unidade Multiplicativa: Refere-se a um nico e especial elemento do

anel, denotado por 1, cuja propriedade fundamental é ser o elemento neutro da
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multiplica¢do para todos os elementos do anel (1-a = a-1 = a). Um anel pode
ter ou nao uma unidade multiplicativa, mas se tiver, ela é tnica, pois a estrutura
multiplicativa (A4, -) seria entao um monoide. No anel dos inteiros (Z, +, -), a unidade

multiplicativa é o namero 1.

e As Unidades (ou Elementos Invertiveis): Refere-se ao conjunto de elementos

de um anel que possuem um inverso multiplicativo.
Proposicao 2.9.2. No anel dos inteiros (Z, +, -), as unicas unidades sao 1 e —1.

Demonstracao. Seja u € 7Z uma unidade. Por definicao, deve existir um v € Z tal que
u-v = 1. Aplicando a fun¢ao modulo (valor absoluto) a ambos os lados da equagao,
temos:

u-v] =1 = [ul-Jo[=1

Como u e v sao inteiros, seus modulos, |u| e |v], sdo nimeros naturais. A tnica forma de

o produto de dois ntimeros naturais ser 1 é se ambos forem iguais a 1. Portanto:
luf=1 e Jv|=1

Os tnicos inteiros u que satisfazem a condigao |u| =1sdou=1eu = —1.
e Seu=1,seuinverso é v =1, pois 1-1=1.
e Se u = —1, seu inverso ¢ v = —1, pois (—1) - (—1) = 1.
Logo, o conjunto das unidades de Z ¢ U(Z) = {1, —1}. ]

Definicao 2.9.4 (Divisor de Zero). Seja (A, +,-) um anel. Um elemento nao nulo a € A

¢ chamado de divisor de zero se existe um outro elemento nao nulo b € A tal que:
a-b=0 ou b-a=0

A auséncia de divisores de zero é uma propriedade importante que Z herda dos niimeros

naturais, garantindo que a Lei do Cancelamento da multiplicacao seja valida.
Proposigao 2.9.3. O anel dos inteiros (Z, +, -) ndo possui divisores de zero.

Demonstracao. Para provar esta afirmacao, devemos mostrar que se o produto de dois
inteiros é zero, entao pelo menos um deles deve ser zero. Sejam a,b € Z tais que a-b = 0.

Suponha, por contradi¢ao, que a # 0 e b # 0. Se a # 0, entdao seu modulo |a| é um
nimero natural estritamente positivo (|a| > 1). Da mesma forma, se b # 0, entao |b| > 1.

O modulo do produto é o produto dos médulos:

|a- b = laf - [b]
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Como |a| > 1 e |b| > 1, e a ordem é compativel com a multiplicagao, temos que |a| - |b| >
1-1=1. Isso implica que |a-b| > 1, o que significa que o produto a - b ndo pode ser zero.
Isso contradiz nossa hipotese inicial de que a - b = 0. Portanto, a suposicao de que ambos

a e b sao nao nulos deve ser falsa. Concluimos que a =0 ou b = 0. O

Exemplo 2.9.2 (O Anel Z, e os Divisores de Zero). Ao contrario de Z, os anéis
de inteiros modulo n podem possuir divisores de zero, especificamente quando n
¢ um numero composto.  Consideremos o anel (Zg,+,-). Seus elementos sdo
{[0]s, [1]s, [2]6, [3]6, [4]6, [D]6}- Neste anel, os elementos [2]g e [3]s sdo ambos diferentes

do elemento nulo, [0]g. No entanto, seu produto é:
26 - [3]6 = [2- 3]s = [6]6 = [0]

Como encontramos dois elementos nao nulos cujo produto ¢ nulo, por definigao, [2]s e [3]s
sao divisores de zero em Zg. Esta é uma diferenca estrutural fundamental entre os anéis

Z e Z,, (para n composto).

2.9.3 Dominios de Integridade

A auséncia de divisores de zero é uma propriedade tao importante que os anéis que a
possuem recebem uma classificacao especial. Um dominio de integridade é, em esséncia,

um anel onde a lei do cancelamento da multiplicacao, familiar dos inteiros, continua valida.

Definicao 2.9.5 (Dominio de Integridade). Um dominio de integridade ¢ um anel

(A, 4+, ) que satisfaz simultaneamente trés condigoes:

1. E um anel comutativo.

2. Possui unidade multiplicativa.

3. Nao possui divisores de zero.

Com base no que ja foi provado, a classificacao de Z é uma consequéncia direta.
Proposicao 2.9.4. O anel dos inteiros (Z, +, ) ¢ um dominio de integridade.
Demonstracao. Conforme demonstrado nas subse¢oes anteriores:

1. (Z,+,-) é um anel comutativo com unidade.

2. (Z,+,+) nao possui divisores de zero.

Como todas as condi¢oes da definicao sao satisfeitas, concluimos que Z é um dominio de

integridade. O]
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A propriedade de nao ter divisores de zero ¢é equivalente a validade da lei do

cancelamento para a multiplicagao.

Proposigao 2.9.5 (Lei do Cancelamento da Multiplicagao). Seja A um anel comutativo.
Entao, A é um dominio de integridade se, e somente se, para quaisquer a,b,c € A com

c# 0, a igualdade a - ¢ = b - ¢ implica a = b.

Demonstragao. (=) Suponha que A seja um dominio de integridade. Sejam a,b,c € A

com ¢ # 0 tais que a - ¢ = b - ¢. Subtraindo b - ¢ de ambos os lados, obtemos:
a-c—b-c=0

Pela distributividade, podemos reescrever a expressao como:
(a—0b)-c=0

Como A é um dominio de integridade, ele nao possui divisores de zero. Uma vez que, por

hipotese, ¢ # 0, o outro fator na multiplicacao deve ser zero. Portanto:
a—b=0 = a=0>
Isso prova que a lei do cancelamento é valida.

(<) Agora, suponha que a lei do cancelamento seja valida em A. Devemos provar
que A nao possui divisores de zero. Sejam x,y € A tais que x -y = 0. Suponha que
x # 0. Nosso objetivo é mostrar que y deve ser 0. Podemos escrever a equagao = -y =0

da seguinte forma, usando o fato de que = -0 = 0:
rz-y=x-0

Como, por hipotese, z # 0, podemos aplicar a lei do cancelamento (cancelando o x de

ambos os lados). Isso nos leva diretamente a conclusao de que:
y=0

Portanto, se o produto de dois elementos ¢ zero e um deles nao é zero, o outro deve ser

zero. Isso significa que A nao possui divisores de zero, e ¢ um dominio de integridade. [

Outra propriedade estrutural importante de um dominio de integridade é sua

caracteristica.

Definigao 2.9.6 (Caracteristica de um Anel). A caracteristica de um anel com unidade
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(A, +, ), denotada por char(A), é o menor inteiro positivo n tal que

1414 +1=n-1=0
—_—

n vezes

Se tal inteiro positivo nao existe, dizemos que a caracteristica é 0.

Observagao: Considere o homomorfismo de anéis ¢ : Z — A definido por ¢(k) = k- 14
(a soma de 1,4 consigo mesmo k vezes, ou seu inverso aditivo se k < 0, ou 04 se k =0). O
nicleo deste homomorfismo, ker(¢) = {k € Z | k- 14 = 04}, esta diretamente relacionado

a caracteristica:

e Se char(A) = n > 0, entdo n é o menor inteiro positivo no nicleo, e ker(¢) = nZ.
Pelo Teorema do Isomorfismo para Anéis, a imagem Im(¢) = {k-14 | k € Z} é um

subanel de A isomorfico a Z/ ker(¢) = Z/nZ = Z,,.

e Se char(A) =0, entdo k-14 = 04 apenas para k = 0, logo ker(¢) = {0}. O Teorema

do Isomorfismo implica que Im(¢) é um subanel de A isomorfico a Z/{0} = Z.

Portanto, todo anel com unidade contém um subanel que é isomorfico a Z,, (se char(A) =
n > 0) ou a Z (se char(A) = 0). Isso faz de Z e Z,, os exemplos mais fundamentais de
anéis comutativos com unidade, pois todo anel desta classe contém (uma copia isomorfica

de) um, e apenas um, deles.
Exemplo 2.9.3.

e O anel Z tem caracteristica 0, pois a soma de qualquer quantidade ntimeros de 1s

nunca resultara em 0.

e O anel Z,, tem caracteristica n, pois n - [1],, = [n], = [0],, ¢ nenhum inteiro positivo

menor que n satisfaz essa condicao.

Teorema 2.9.1. A caracteristica de qualquer dominio de integridade ¢ ou 0 ou um

namero primo.

Demonstra¢ao. Seja A um dominio de integridade. Se char(A) = 0, a afirmagao é valida.
Suponha, entao, que a caracteristica seja um inteiro positivo n. Devemos provar que n
nao pode ser um nimero composto.

Suponha, por contradigao, que n seja composto. Isso significa que existem inteiros a, b
tais que n = ab, com 1 < a <n el < b < n. Pela definicao de caracteristica, sabemos

que n - 1 = 0. Substituindo n = ab:

(ab)-1=0
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Usando as propriedades de anel, podemos reescrever esta expressao como:
(a-1)-(b-1)=0

Como A é um dominio de integridade, ele nao possui divisores de zero. Portanto, um dos

fatores no produto acima deve ser zero:
a-1=0 ou b-1=0

No entanto, isso contradiz a definicao de que n é o menor inteiro positivo para o qual
n-1 = 0. Encontramos inteiros menores, a e b, que ao menos um deles satisfaz a condigao.
A contradigao surgiu da nossa suposicao de que n era composto. Portanto, n deve ser um

nimero primo. 0

2.9.4 Subanéis e Ideais

Assim como os grupos contém subgrupos, os anéis contém subestruturas que herdam
suas propriedades. As duas subestruturas mais importantes s@ao os subanéis, que sao
simplesmente anéis dentro de outros anéis, e os ideais, que sao subconjuntos com uma

propriedade de absor¢ao multiplicativa.

Definicao 2.9.7 (Subanel). Seja (A, +,-) um anel. Um subconjunto nao vazio S C A é
chamado de subanel de A se (S, +, -) for, ele proprio, um anel com as mesmas operagoes
de A.

Para verificar se um subconjunto S é um subanel, basta mostrar que ele é fechado sob

a subtracgao e a multiplicacao.

Proposigao 2.9.6 (Critério para Subanel). Um subconjunto nao vazio S de um anel A

¢ um subanel se, e somente se, para quaisquer a,b € S:

1. a — b € S (fechado sob a subtragao, o que implica que (S,4) é um subgrupo de
(4,+)).

2. a-be S (fechado sob a multiplicagao).

Demonstracao. Como a proposicao é uma equivaléncia, devemos provar as duas
implicagoes.
(=) Suponha que S é um subanel de A. Por defini¢ao, (5,4+,) ¢, ele proprio, um

anel. Isso implica que:

1. Como (S, +) é um grupo (em particular, um subgrupo de (A, +)), ele é fechado para

a subtragao.
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2. A operacao de multiplicacao é fechada em S. Portanto, se a,b € S, o produto a - b

deve pertencer a S. A segunda condigao esta satisfeita.

(<) Agora, suponha que S é um subconjunto nao vazio de A que satisfaz as duas
condigoes da hipotese: para quaisquer a,b € S, temos a —b € Sea-b e S. Nosso

objetivo é provar que (.S, +, ) satisfaz todos os axiomas de um anel.

e (S,+) é um grupo: A primeira condi¢ao da hipotese, a — b € S, é o critério de
subgrupo para grupos aditivos. Como (A, +) é um grupo, este critério é suficiente

para garantir que (S, +) é um subgrupo de (4, +).

¢ A multiplicacao é fechada em S: Por hipotese, a - b € S para quaisquer a,b € S.

Sem essa condi¢ao, a operacao nos levaria para fora do conjunto.

2

e A multiplicagao é associativa e distributiva em S: A distributividade e
associatividade valem para todos os elementos de A e, portanto, sao herdadas pelos

elementos de S.

Como (S, +) é um grupo, a multiplicagao é uma operacao binaria fechada e associativa
em S, e a distributividade é valida, concluimos que (S, +, -) satisfaz todos os axiomas de
um anel. Portanto, S é um subanel de A.

m

Exemplo 2.9.4. Para qualquer inteiro n > 0, o conjunto dos multiplos de n, nZ = {nk |
k € Z}, ¢ um subanel do anel dos inteiros (Z, +, -).

Demonstracao. Sejam a,b € nZ. Por definigao, existem inteiros ki, ko tais que a = nky e

b= n/{ig.

1. Fechamento sob a subtracao: A diferenca é a — b = nk; — nky = n(ky — ko).
Como k1 — ko é um inteiro, o resultado é um multiplo de n e, portanto, pertence a
n.

2. Fechamento sob a multiplicagao: O produto ¢ a - b = (nk;)(nks) = n(nkiks).

Como nkiky é um inteiro, o resultado é um miltiplo de n e pertence a nZ.

Como ambas as condigoes sao satisfeitas, nZ é um subanel de Z, visto que, evidentemente

nZ, é nao vazio. ]

O conceito de ideal é mais restritivo. Enquanto um subanel apenas exige que a
multiplicagao entre seus proprios elementos permanega no subanel, um ideal exige que
a multiplicacao de um de seus elementos por qualquer elemento do anel maior puxe o

resultado de volta para dentro do ideal.
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Defini¢ao 2.9.8 (Ideal). Seja (A, +,-) um anel. Um subconjunto I C A é chamado de

ideal de A se satisfaz as seguintes condigoes:
e (I,+) é um subgrupo de (A, +).

e [ satisfaz a propriedade de absor¢ao: para todo a € A e todo ¢ € I, os produtos a - i

e 7 -a também pertencem a I.

Vaoe AViel — a-i€l e i-a€cl

O papel dos ideais na teoria dos anéis é anélogo ao dos subgrupos normais na teoria
dos grupos; eles sao precisamente as subestruturas que nos permitem construir anéis

quocientes.

Exemplo 2.9.5 (Os Ideais de Z). Vamos provar que, para qualquer n € N, o subconjunto
nZ = {nk | k € Z} ¢ um ideal do anel (Z,+,-).

Demonstragao. Como ja demonstramos que (nZ,+) é sempre um subgrupo de (Z,+),

sO precisamos provar a propriedade de absorcao.

Propriedade de Absorcgao: Devemos mostrar que para qualquer elemento do anel
a € Z e qualquer elemento do ideal ¢ € nZ, os produtos a - i e 7 - a pertencem a nZ.

Seja a € Z um inteiro arbitrario. Seja ¢ € nZ. Pela definigao de nZ, existe um inteiro
k tal que i =n- k.

Calculamos o produto a - i:

a-i=a-(n-k)

Usando a associatividade e a comutatividade da multiplicacao em Z:
a-i=(a-n)-k=Mn-a)-k=n-(a-k)

Seja k' = a-k. Como a e k sdo inteiros, seu produto k' também ¢é um inteiro. A expressao
n - k' tem, portanto, a forma de um multiplo de n. Isso significa, por defini¢cdo, que o
resultado a - 7 pertence a nZ.

Como o anel Z é comutativo, o produto 7 - a é idéntico a a - i:
ira=a-i=n-(a-k)

Portanto, 7 - a também pertence a nZ.

Como ambas as condigoes sao satisfeitas, concluimos que nZ é um ideal de Z. n

Proposicao 2.9.7. Todo ideal do anel dos inteiros (Z, +,-) é da forma nZ para algum
n € N.
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Demonstracao. Seja I um ideal de Z. Temos dois casos a considerar:

Caso 1: I = {0}. Neste caso, escolhendo n = 0, temos I = 0Z = {0}. A proposicao
¢ valida.

Caso 2: [ # {0}. Se I possui elementos nao nulos, ele deve conter pelo menos um
nimero positivo (pois se © € [ e z < 0, entdo —z € [ e —z > 0, ji que ideais sao
subgrupos aditivos). Pelo Principio da Boa Ordem, o conjunto dos elementos positivos
de I possui um menor elemento. Seja n esse menor inteiro positivo.

Vamos provar que I = nZ demonstrando a dupla inclusao:

e (nZ CI): Comon € I el éum ideal, pela propriedade de absor¢ao, para qualquer
inteiro k, o produto k - n deve pertencer a I. Logo, todos os miltiplos de n estao

em /.

e (I CnZ): Seja a um elemento qualquer de I. Pelo Algoritmo da Divisao, podemos
dividir a por n:

a=n-qg+r, com0<r<n

Podemos reescrever o resto como:
r=a—mn-q

Sabemos que a € I. Como n € I, o miltiplo n - ¢ também esta em I. Como [ é
fechado para a subtracdo (pois é um subgrupo aditivo), a diferenca r = a —n - ¢
também pertence a I. Assim, temos um elemento r € I tal que 0 < r < n. Como n
foi definido como o menor inteiro positivo de I, r nao pode ser um inteiro positivo.
A tnica possibilidade restante é r = 0. Se r = 0, entdo a = n - ¢, o que significa que

a ¢ um miltiplo de n. Logo, a € nZ.

Como nZ C I e I C nZ, concluimos que I = nZ. n

2.9.5 Anéis Quocientes

Assim como os subgrupos normais nos permitiram construir grupos quocientes, os
ideais sao precisamente a subestrutura necessaria para construir um anel quociente. A
propriedade de absor¢ao de um ideal garante que a operacao de multiplicagao, quando

definida sobre as classes laterais aditivas, seja bem-definida.

Definicao 2.9.9 (Anel Quociente). Sejam (A, +,-) um anel e / um ideal de A. O anel
quociente de A por I, denotado por A/I, é o conjunto de todas as classes laterais aditivas
de I em A:

A/l ={a+1|ac A}

munido das seguintes operagoes de adi¢ao e multiplicacao:
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o Adigao: (a+ 1)+ (b+1):=(a+0b)+1
e Multiplicacao: (a+1)-(b+1):=(a-b)+1

para quaisquer a + I,b+ I € A/I.

Além disso, se A for comutativo, A/I também serd comutativo.

Para que esta construcao seja valida, devemos provar que as operagoes nao
dependem dos representantes escolhidos para as classes, e A/I apresenta as propriedades

caracteristicas de um anel.

Proposicao 2.9.8. As operagoes de adi¢ao e multiplicagdo no anel quociente A/I sdo
bem-definidas.

Demonstra¢ao. Sejam a,b,a’,b/ € A taisque a+1=a +1eb+1 ="+ 1. Por defini¢ao
de igualdade de classes laterais, isso significa que a —a’ € [ e b— 1 € I. Podemos entao

escrever @' = a+i; e b’ = b+ iy para alguns iq,iy € I.

Adigao: A adigao é bem-definida, pois (A, +) é um grupo abeliano e I é um subgrupo

(normal) de (A, +). Isso também garante que a adigdo em A/I ¢ associativa e comutativa.

Multiplicagao: Devemos mostrar que a classe do resultado da multiplicacao é a

mesma, ou seja, (a-b)+ 1 = (a’- V') + 1. Calculamos o produto dos novos representantes:
a-b=(a+i) (b+iz)=a-b+a-ig+i3-b+i-is

Para que as classes sejam iguais, a diferenca (a’-0’) — (a-b) deve pertencer a I. A diferenga
é:
(a’-b’)—(a-b) :a22+21b+@122
Analisamos cada termo do lado direito:
e a-iy: Como [ é um ideal e iy € I, a propriedade de absor¢ao garante que a - iy € I.

e i - b: Da mesma forma, desde que i1 € I, 41 -b € I.

® iy -iy: Como I é um subanel (e, portanto, fechado para a multiplicagao), o produto

11 - 19 pertence a I.

Como [ é um subgrupo aditivo, a soma de elementos que estao em [ também esta em [I.
Logo, a diferenca (a’ - ') — (a - b) pertence a I, o que prova que (a-b)+1 = (a’ -V)+ 1.

A multiplicagao esta bem-definida.
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Com a multiplicaggao bem definida, podemos demonstrar associatividade da

multiplicagao, e a distributividade desta em relagao a adicao:

Associatividade da multiplicagao
Devemos provar que ((a+1)-(b+1))-(c+1)=(a+1)-((b+1)-(c+1)).

((a+D)(b+1D)(c+1)=

A associatividade da multiplica¢do em A/l segue diretamente da associatividade da

multiplicacao no anel A.

Distributividade (4 Esquerda)
Devemos provar que (a+1)-((b+ 1)+ (c+1))=((a+1)-(b+1)+ ((a+1)- (c+1I)).

(a+D)((b+D)+(c+ID)=(a+D)((b+c)+ 1)
= (a(b+c))+1
= (ab+ac)+1
=(ab+ 1)+ (ac+1)
= (

(a+D)b+1)+ ((a+1)(c+1))

A prova da distributividade & direita é anéloga.
Como (A/I,+) é um grupo abeliano, a multiplica¢ao é associativa e a distributividade
é valida, A/I satisfaz os axiomas de um anel.
O

2.9.6 O Teorema Fundamental dos Homomorfismos de Anéis

Definicao 2.9.10 (Homomorfismo de Anéis). Sejam (A, +,-) e (B, ®,®) dois anéis. Uma
funcao f : A — B é chamada de homomorfismo de anéis se, para quaisquer a,b € A,

ela preserva ambas as operagoes:
1. fla+b)= f(a)® f(b) (Preservacao da adigao)
2. f(a-b) = f(a) ® f(b) (Preservagao da multiplicagao)

Adicionalmente, se A e B sdo anéis com unidade (14 e 1p, respectivamente), a seguinte

condicao costuma ser exigida:
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3. f(1a) = 1 (Preservagao da unidade multiplicativa)

Em anéis arbitrarios, as duas primeiras condi¢oes garantem apenas que f(14)-f(14) =
f(14), € ndo necessariamente f(14) = 1lp. Entretanto, se o contradominio B for um
dominio de integridade e f nao for o homomorfismo nulo, a condigao 3 torna-se uma

consequéncia das anteriores.

Proposigao 2.9.9. Sejam A um anel com unidade e B um dominio de integridade. Se
f:A— B éum homomorfismo de anéis (que preserva soma e produto) e f nao é nulo,
entao f(14) = 1p.

Demonstracao. Sabemos que 14 -14 = 14. Aplicando a fun¢ao f e usando a preservacao
da multiplicacao:

J(la) = f(la-1a) = f(1a) - f(1a)

Seja y = f(14) € B. A equagao torna-se y = y?, ou equivalentemente:
v -y=0 = y-(y—15) =0s

Como B é um dominio de integridade, ele nao possui divisores de zero. Logo, o produto

s6 pode ser nulo se um dos fatores for nulo. Temos duas possibilidades:

1. y = 0p: Neste caso, f(14) = 0p. Para qualquer a € A, teriamos f(a) = f(a-14) =
f(a)- f(14) = f(a)-0p = 0p. Isso implicaria que f é a fung¢ao nula, o que contradiz

a hipotese.
2. y— 1p = 0p: Isso implica y = 15, ou seja, f(14) = 15.
Portanto, se f nao é nulo e B é um dominio, a preservacao da unidade é automatica. [

Proposicao 2.9.10. O anel quociente (Z/nZ,+,-) ¢ isomorfico ao anel dos inteiros
modulo n, (Z,, +,-).

Demonstracao. Como ja provamos, o conjunto nZ é um ideal de Z. O anel quociente
Z/nZ é o conjunto das classes laterais {k + nZ | k € Z}, que sao idénticas as classes de
congruéncia {[k], | k € Z}.

Para provar o isomorfismo de anéis, definimos a fungao ¢ : Z/nZ — Z,, por:
o(k +nZ) = [k,

J& demonstramos na segao sobre grupos que esta fungao é um isomorfismo de grupos
para a operacao de adi¢ao. Resta apenas verificar que ela também preserva a operagao

de multiplicacao, ou seja, que é um homomorfismo de anéis.
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Sejam a 4+ nZ e b+ nZ dois elementos de Z/nZ.

o((a+nZ)-(b+nZ)) = é((a-b) +nZ) (Defini¢ao de mult. em Z/nZ)
=la-b], (Definigao de ¢)
= [a], - [b]n (Defini¢ao de mult. em Z,)
=¢(a+nZ) - p(b+nZ)  (Definicio de ¢)

Finalmente, devemos verificar se ¢ mapeia a unidade multiplicativa de Z/nZ na
unidade multiplicativa de Z,. A unidade em Z/nZ é a classe 1 + nZ, e a unidade em 7Z,

¢ a classe [1],. Aplicando a defini¢ao de ¢:
o(1+nZ) =[1],

Como a funcao ¢ é uma bijecao que preserva ambas as operacoes de anel e mapeia a

unidade na unidade, ela é um isomorfismo de anéis (com unidade).

]

Definicao 2.9.11 (Nucleo de um Homomorfismo de Anéis). O niicleo (ou kernel) de
um homomorfismo de anéis f : A — B, denotado por ker(f), é o conjunto de todos os

elementos em A que sdo mapeados para o elemento identidade aditivo (0g) de B.

ker(f) = {a € A[ f(a) = 05}

Proposicao 2.9.11. O nicleo de um homomorfismo de anéis f : A — B é sempre um

ideal do anel de dominio A.

Demonstragao. Seja K = ker(f) ={a € A| f(a) = 0g}. Para provar que K é um ideal

de A, devemos verificar as duas condi¢oes da definicao de ideal:

1. (K,+) é um subgrupo de (A,+): Por definicdo, um homomorfismo de anéis
f:(A+,) = (B,®,®) é também um homomorfismo de grupos entre as estruturas
aditivas (A,+) e (B,®). O nutcleo K definido acima é precisamente o nucleo
deste homomorfismo de grupos (elementos mapeados para a identidade aditiva 0p).
Conforme demonstrado na seccao sobre propriedades do nucleo de homomorfismos
de grupos, o nicleo de um homomorfismo de grupos é sempre um subgrupo (normal)

do grupo de dominio. Portanto, (K, +) é um subgrupo de (A, +).

2. K satisfaz a propriedade de absorgao: Devemos mostrar que, para qualquer
elemento a € A e qualquer elemento k € K, os produtos a - k e k - a também

pertencem a K.

Sejam a € A e k € K. Por definigao de K, sabemos que f(k) = 0p.
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Calculamos f(a - k):

fla-k)= f(a) ® f(k) (f preserva a multiplicacao)
= f(a) ®0p (pois k € K)
=0g

Como f(a-k) = 0p, o elemento a - k pertence a K.

Calculamos f(k - a):

f(k-a)=f(k)©® f(a) (f preserva a multiplicagao)
=05 O f(a) (pois k € K)
=0g

Como f(k-a) = 0p, o elemento k - a pertence a K.

Portanto, K satisfaz a propriedade de absorcao.

Como (K,+) é um subgrupo aditivo e K satisfaz a propriedade de absorgao,
concluimos que ker(f) é um ideal de A.
m

Proposicao 2.9.12 (Caracterizacao da Injetividade pelo Nucleo). Seja f : A — B um
homomorfismo de anéis (ou grupos). A fungdo f é injetiva se, e somente se, o seu nicleo
¢ trivial, isto ¢, ker(f) = {04}.

Demonstrag¢ao. Como se trata de uma equivaléncia, provamos as duas implicagoes.

(=) Se f é injetiva, entao ker(f) = {04}. Seja = € ker(f). Por defini¢ao, f(z) =
0p. Sabemos que todo homomorfismo mapeia o zero no zero, logo f(04) = 0p. Assim,
temos f(z) = f(04). Como f ¢ injetiva, isso implica que x = 04. Portanto, o tunico
elemento no ntcleo é o zero.

(<) Se ker(f) = {04}, entao f é injetiva. Sejam a,b € A tais que f(a) = f(b).
Como f é um homomorfismo, ele preserva a subtragao (pois preserva a soma e 0 inverso
aditivo):

f(a) = f(b) =0p = fla—b)=0p

Isso significa que o elemento (a — b) pertence ao niicleo de f.
(a —b) € ker(f)
Pela nossa hipotese, o ntcleo contém apenas o elemento zero. Logo:

a—b=04 = a=0>
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Como f(a) = f(b) implica a = b, concluimos que f é injetiva. ]

Note que um homomorfismo f : A — B pode falhar em ser um isomorfismo (uma

bijegao) por dois motivos:

1. Falta de Sobrejetividade: A imagem de f pode nao cobrir todo o anel B.

Podemos resolver isso restringindo o contradominio apenas a imagem, Im(f).

2. Falta de Injetividade: Elementos distintos de A podem ser mapeados no mesmo
elemento de B. Isso ocorre quando o niucleo, ker(f), contém mais elementos além

do zero.

O Teorema a seguir nos diz que, se colapsarmos todos os elementos do dominio que
causam a falha de injetividade (agrupando-os nas classes do anel quociente A/ ker(f))
e restringirmos o contradominio a imagem, a funcao resultante torna-se uma bijegao,

preservando a estrutura algébrica original.

Teorema 2.9.2 (Teorema Fundamental dos Homomorfismos de Anéis). Seja f: A — B
um homomorfismo de anéis. Entao, o anel quociente A/ ker(f) é isomorfico a imagem de
f, Im(f). Formalmente:

A/ ker(f) = Im(f)

Demonstragao. Seja I = ker(f). Sabemos que I é um ideal de A. Consideremos as
estruturas aditivas: (A, +) é um grupo abeliano, I é um subgrupo normal de (A, +), e
(B, @) é um grupo. A fungao f, vista apenas como um homomorfismo entre estes grupos
aditivos, tem nucleo I e imagem Im(f).
O Teorema Fundamental dos Homomorfismos para Grupos estabelece que a funcao
¢ : A/I — Im(f) definida por:
¢la+1) = f(a)

¢ um isomorfismo de grupos aditivos. Isso ja garante que:
e ¢ ¢é bem-definida.
e ¢ preserva a operacao de adicao: ¢((a+ 1)+ (b+ 1)) =¢la+ 1)+ ¢(b+1I).
e ¢ é uma bijecao (injetiva e sobrejetiva).

A demonstracao destas propriedades é idéntica aquela realizada na teoria dos grupos e,
portanto, nao sera repetida aqui.
Para completar a prova de que ¢ é um isomorfismo de anéis, resta apenas verificar

se ¢ também preserva a segunda operacao do anel, a multiplicagao.
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Preservagao da Multiplicagao: Devemos mostrar que ¢((a+ 1) (b+ 1)) = ¢(a +
I)-¢(b+1).

¢(la+1)-(b+1))

o((a-b)+1) (Def. - em A/I)
(a-b) (Def. de ¢)
( (
( (

a) © f(b)
a+1)©ob+1)

f ¢ homomorfismo de anéis)

f
f
) Def. de ¢)

A multiplicagao é preservada.

Preservacao da Unidade Multiplicativa (quando aplicavel): Se os anéis A e B
possuem unidades multiplicativas 14 e 1p, respectivamente, e se o homomorfismo f
satisfaz a condicao adicional de preservar a unidade, entao o isomorfismo ¢ também
preserva a unidade. A unidade multiplicativa no anel quociente A/I é a classe 14 + I.
A unidade multiplicativa na imagem Im(f) é f(14), que por hipotese é 15. Aplicando a
definigao de ¢ a unidade de A/I:

dp(la+1)= f(14) = 15

Assim, ¢ mapeia a identidade multiplicativa de A/I na identidade multiplicativa de Im(f).

Como ¢ é uma bije¢ao que preserva tanto a adi¢do quanto a multiplicagao (e, se
aplicavel, mapeia 14 + I para f(14) = 1p, caso estejamos exigindo homomorfismos com

unidade), ¢ é um isomorfismo de anéis. Isso conclui a prova. ]

Exemplo 2.9.6. Considere o anel dos inteiros, A = (Z,+,-), e o anel dos inteiros
modulo n, B = (Z,,+,-). Definimos a fungao de proje¢do canomica f : Z — Z, da

seguinte forma:

Esta funcao mapeia cada inteiro para a sua respectiva classe de congruéncia modulo n.

Vamos provar que f é um homomorfismo de anéis e aplicar o Teorema Fundamental.

Demonstra¢ao. Para provar que f é um homomorfismo de anéis, devemos verificar se ela

preserva a adigao, a multiplicagao e a unidade.

Preservacao da Adicao
A fungao f, vista como um mapeamento entre os grupos aditivos (Z,+) e (Z,,+),
¢ o homomorfismo canonico que leva um elemento a sua classe de equivaléncia.

Ja foi estabelecido que tal mapeamento é um homomorfismo de grupos, ou seja,
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fla+b) =[a+1], = [a]l, + [b], = f(a) + f(b). A adigdo ¢ preservada.

Preservacao da Multiplicacao

Devemos mostrar que f(a-b) = f(a) - f(b) para quaisquer a,b € Z.

e Lado esquerdo: Aplicando a definicao de f ao produto a - b, temos:
fla-b) =la-b],

e Lado direito: Aplicando f a cada termo separadamente, temos:

De forma analoga a adigao, a operacao de multiplicacao em Z,, é definida como a classe

do produto dos representantes. Portanto, por defini¢ao:
[a], - [bln = [a - B],

Como o lado esquerdo ¢ igual ao lado direito, a funcao f também preserva a multiplicagao.

Preservagao da Unidade
A unidade multiplicativa em Z é 1. A unidade multiplicativa em Z, é [1],,. Aplicando f
a unidade de Z:

f) = (1]

Como f mapeia a unidade na unidade, a condigao é satisfeita.

Como f preserva a adi¢ao, a multiplicagao e a unidade, f é um homomorfismo de

anéis (com unidade).

Aplicagao do Teorema Fundamental
Considerando f como um homomorfismo de grupos aditivos, ja sabemos que:

e O Nucleo: ker(f)={ke€Z]| f(k) =1[0],} ={k € Z | [k],, = [0],,}. Esta condi¢ao
significa que k é um multiplo de n, logo ker(f) = nZ.
e A Imagem: Im(f) = {f(k) | k € Z} = {[k]. | k € Z}. Como todo elemento [k],
de Z,, é a imagem do inteiro k, a fungao é sobrejetiva, e Im(f) = Z,.
O Teorema Fundamental dos Homomorfismos de Anéis afirma que A/ ker(f) = Im(f).

Substituindo as estruturas que identificamos:

Z/nZ =7,
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Este resultado demonstra que o anel Z,, construido a partir da nocao de aritmética
modular, é algebricamente idéntico (isomorfico) ao anel quociente Z/nZ, que é construido
a partir da perspectiva mais abstrata de particionar o anel dos inteiros por um de seus
ideais. O]



Capitulo 3
Racionais

No capitulo anterior, analisamos a estrutura algébrica dos ntimeros inteiros. Vimos
que (Z,+) forma um grupo abeliano, no qual todo elemento a possui um inverso aditivo
tnico, —a. Esta estrutura resolveu a deficiéncia do monoide (N, +), que néo era fechado
para a subtragao.

Contudo, ao analisarmos a multiplicagao, vimos que o monoide (Z,-,1) nao é um
grupo. A falha reside na auséncia de elementos inversos para a maioria de seus membros.
Por exemplo, o inteiro 2 nao possui um inverso multiplicativo em 7Z, pois nao existe um
inteiro k que satisfaca a equagao 2 - k = 1.

Esta limitacao da multiplicacao em 7Z ¢é a motivacao para a nossa proxima
construcao. O método serd uma analogia direta ao que foi feito para construir Z a partir
de N. Usaremos pares ordenados do conjunto dos inteiros e definiremos uma relagao de
equivaléncia sobre eles para formalizar a nogao de que diferentes pares, como (1, 2) e (2,4),

podem representar a mesma ideia.

3.1 Construcao de Q via Relacao de Equivaléncia em
7 x 1

Nosso objetivo ao construir este novo conjunto ¢é criar uma estrutura onde equacoes
da forma b - x = a sempre possuam uma solucao. Devemos, no entanto, analisar o caso
em que b = 0. A equacgao se tornaria 0 - x = a. Se a # 0, nao existe solugdo em Z, pois
o produto de qualquer inteiro por zero é zero, e nao a. Se a = 0, a equagao se torna
0-x = 0, que é satisfeita por qualquer inteiro x, nao fornecendo uma solucao tnica.

Visto que o caso b = 0 nao produz solugoes consistentes ou tinicas, ele nao serve ao
nosso proposito de estender a estrutura multiplicativa para incluir inversos. Por esta razao,
restringimos nossa construgao para pares ordenados (a,b) onde o segundo componente é
explicitamente nao nulo.

Seja Z* = Z \ {0} o conjunto dos inteiros nao nulos. O conjunto sobre o qual

147
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trabalharemos é Z x Z*.

Definigao 3.1.1 (Relagao de Equivaléncia em Z x Z*). Seja o conjunto Z x Z*. Definimos

a relacdo ~ sobre este conjunto da seguinte forma: para quaisquer pares (a,b) e (c,d),
com b,d # 0:
(a,b) ~ (¢,d) <= a-d=b-c

Proposicao 3.1.1. A relagao ~ é uma relacao de equivaléncia.

Demonstracao. Devemos verificar as trés propriedades: reflexividade, simetria e
transitividade, usando as propriedades do anel dos inteiros.

Reflexividade: Devemos provar que (a,b) ~ (a,b). Pela defini¢do da relagao, isso
significa provar que a-b = b-a. Isso é verdade devido & comutatividade da multiplicacao
em Z.

Simetria: Devemos provar que se (a,b) ~ (c,d), entao (c¢,d) ~ (a,b). A hipotese
(a,b) ~ (c,d) nos diz que a-d = b-c. Queremos provar que c¢-b = d-a. Pela comutatividade

da multiplicacao e da igualdade em Z, podemos reescrever a hipotese:
a-d=b-c = b-c=a-d = c-b=d-a

Isso é exatamente a condi¢ao para que (¢, d) ~ (a,b).
Transitividade: Devemos provar que se (a,b) ~ (¢,d) e (c,d) ~ (e, f), entao (a,b) ~

(e, f). Temos como hipoteses:
L. (a,b) ~(c,d) = a-d=b-c
2. (c,d)~(e,f) = c-f=d-e

Nosso objetivo é provar que a - f = b - e.

Da hipotese (1), multiplicamos ambos os lados por f (o que é permitido em Z):
(@-d)-f=(@b-c)f
Usando a associatividade e a comutatividade da multiplicagao em Z:
(@-f)-d=b-(c-[)
Agora, usamos a hipotese (2) para substituir o termo (c- f):
(@-f)-d=b-(d-e)

Reorganizando o lado direito:

(0-f)-d=(b-c)-d
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Nos sabemos que d € Z*, ou seja, d # 0, podemos aplicar a Lei do Cancelamento para a
multiplicacgao:

a-f=b-e

Esta é a condicao para que (a,b) ~ (e, f). A transitividade esta provada.
Como a relacao ~ é reflexiva, simétrica e transitiva, ela é uma relacao de equivaléncia.

]

3.1.1 Definicao do Conjunto dos Racionais

Tendo estabelecido que ~ é uma relacao de equivaléncia, sabemos que ela particiona o
conjunto Z x Z* em classes de equivaléncia. Cada uma dessas classes sera, por definicao,

um ndmero racional.

Definicao 3.1.2 (O Conjunto dos Numeros Racionais). O conjunto dos numeros
racionais, denotado por Q, é definido como o conjunto quociente de Z x Z* pela relagao
de equivaléncia ~.

Q= (ZxZ")/ ~

Cada elemento de QQ ¢ uma classe de equivaléncia, (a,b).

3.2 Adicao e Multiplicacao em Q

Agora que definimos o conjunto Q como o conjunto de todas as classes de equivaléncia

(a,b), precisamos definir as operagoes de adigao e multiplicagao sobre este novo conjunto.

Definicao 3.2.1 (Adigao de Racionais). Sejam (a,b) e (¢, d) dois nimeros racionais. A

soma deles é definida como:

(a,b) + (¢,d) :=(a-d+b-ec,b-d)

Note que, como b # 0 e d # 0, o produto b-d também é diferente de zero, garantindo que

a classe resultante pertenga a Q.

Definigao 3.2.2 (Multiplicagdo de Racionais). Sejam (a,b) e (c¢,d) dois ntameros

racionais. O produto deles é definido como:

(a,b) - (¢,d) :=(a-c,b-d)

Novamente, como b # 0 e d # 0, o produto b - d é diferente de zero, e a classe resultante

pertence a Q.

Proposicao 3.2.1. As operacgoes de adi¢ao e multiplicacao em QQ sao bem-definidas.
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Demonstracao. Para que as operacoes sejam bem-definidas, devemos mostrar que se
tomarmos representantes diferentes para as mesmas classes, o resultado da operacgao

pertencera a mesma classe de equivaléncia.

Sejam (a,b) = (a/,V) e (¢,d) = (¢/,d'). Isto nos fornece como hipoteses as seguintes

igualdades em Z:
l.a-b=b-d

2. c-d=d-c

Adigao: Devemos provar que (a,b) + (¢,d) = (a/, V') + (¢/,d’). Ou seja, provar que:

(ad + be,bd) = (a'd' + b/, b'd")

Pela definicao da nossa relacao de equivaléncia, isso é o mesmo que provar a igualdade

em 7Z:

(ad +be) - (V'd') = (bd) - (d'd + V')

Vamos expandir o lado esquerdo (LE) usando a distributividade e a comutatividade em
Z:
(LE) = (ad)(b'd") + (be)(V'd") = (ab')(dd') + (cd')(bb")

Agora, usamos nossas hipoteses (1) e (2) para substituir ab’ e cd':
(LE) = (ba")(dd') + (dc')(bY)
Reorganizando os termos usando associatividade e comutatividade:
(LE) = (d'd)(bd) + (b'¢)(bd)
Colocando bd em evidéncia:
(LE) = (d'd + V) - (bd)

Isso é exatamente o lado direito (LD) da equacdo que queriamos provar. Portanto, a

adicao esta bem-definida.

Multiplicagao: Devemos provar que (a,b) - (¢,d) = (', V) - (¢/,d’). Ou seja, provar

que:

(ac,bd) = (a'c, b/d")

Isso é o mesmo que provar a igualdade:

(ac) - (V'd') = (bd) - (')
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Reorganizando os termos em ambos os lados:
(ab')(cd") = (ba’)(dc)

A validade desta igualdade segue diretamente das hipoteses (1) e (2). Portanto, a

multiplicacao também estd bem-definida. O

3.2.1 A Notacao Fracionaria

Até este ponto, utilizamos a notagao (a,b) para denotar um elemento de Q, ou seja,
uma classe de equivaléncia de pares de inteiros. Esta notagao é precisa, mas logisticamente
inconveniente para manipulacoes algébricas.

Vamos, portanto, definir uma nova notacao para representar estes elementos.

Definigao 3.2.3 (Notagao Fracionéria). Seja (a,b) um numero racional, onde (a,b) €

Z x Z*. Definimos o simbolo § como uma notagao para a classe de equivaléncia (a, b).

7= (a,b)

Nesta notagao, o inteiro a é chamado de numerador e o inteiro nao-nulo b é chamado de

denominador.

Equivaléncia: Nossa definigdo de equivaléncia (a,b) ~ (¢,d) <= a-d = b-c se traduz

para:
%zg <~ a-d=b-c

Adigao: Nossa defini¢ao de adi¢ao (a,b) + (¢,d) = (ad + be, bd) se traduz para:

c_ad+bc

a7

ul

a
b

Multiplicagao: Nossa definigdo de multiplicagao (a,b) - (c,d) = (ac, bd) se traduz para:

ac

a c
b d bd

3.2.2 Propriedades das Operagoes em Q

Definimos as operacoes de adi¢ao e multiplicaggdo em Q. Agora, devemos provar que
essas operagoes possuem as propriedades fundamentais (comutatividade, associatividade
e distributividade) que esperamos de um sistema numeérico.

Sejam q1 = 3, @2 = S € qz = ? nimeros racionais arbitrarios.
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Proposicao 3.2.2 (Comutatividade das Operagoes). Tanto a adigdo quanto a

multiplicacao em Q sao comutativas.

Demonstracao. Adigao
Devemos provar que q; + ¢2 = ¢2 + ¢1. Calculamos os dois lados da equacao usando a

definicao de adigao:

a ¢ ad+bc
v TaT T
c a cb+da
PR T

Para mostrar que estas duas classes sao iguais, basta mostrar que os numeradores e

denominadores sao iguais. Usando a comutatividade da adicao e da multiplicacao em Z:
e Numerador: ad + bc = da + cb = ¢b + da.
e Denominador: bd = db.

Como os numeradores e denominadores sao idénticos, as classes resultantes sao idénticas.
Multiplicagao

Devemos provar que ¢; - g2 = @2 - q1. Calculamos os dois lados da equacao usando a

definicao de multiplicacao:

a C_CLC
b d bd
C CL_CCL
d b db

Usando a comutatividade da multiplicacao em Z:
e Numerador: ac = ca.
e Denominador: bd = db.
Novamente, as classes resultantes sao idénticas. O]

Proposicao 3.2.3 (Associatividade das Operagoes). Tanto a adi¢do quanto a

multiplicagao em Q sao associativas.

Demonstracao. Adicao

Devemos provar que (¢; + ¢2) + g3 = ¢1 + (g2 + ¢3). Calculamos o Lado Esquerdo (LE):

TP T TFT (bd) f

_(a ¢ e ad+bc e (ad+be)f + (bd)e
w5 = (5+3)

Usando a distributividade e associatividade em Z, o numerador é adf + bcf + bde e o

denominador é bdf.
adf + bef + bde

bdf

(LE) =
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Calculamos o Lado Direito (LD):

_a c e\ a cf+de a(df)+b(cf+de)
o) =5+ (54 7) =5+ =

Usando a distributividade e associatividade em Z, o numerador é adf + bcf + bde e o

denominador ¢é bdf .
adf 4+ bef + bde

bdf

(LD) =

Como LE = LD, a adicao é associativa.

Multiplicagao
Devemos provar que (q; - q2) - g3 = q1 - (g2 - g3). Calculamos o Lado Esquerdo (LE):

(LE):<%'E>'?:@?:(bd)f

Calculamos o Lado Direito (LD):

=53 5) =5 i =

Pela associatividade da multiplicacdo em Z, (ac)e = a(ce) e (bd)f = b(df). Portanto,

LE = LD, e a multiplicacao é associativa. O

Proposicao 3.2.4 (Distributividade da Multiplica¢ao sobre a Adi¢ao). A multiplicagao

em Q distribui sobre a adicgao.

1 (@ +q3) = (@1 - q2) + (q1 - q3)

Demonstragao. Calculamos o Lado Esquerdo (LE):

_a (c e\ a cf+de alcf+de)
wn=5-(5+5) =5 -

Usando a distributividade em Z, o numerador é acf 4+ ade e o denominador é bdf .

acf + ade

LE) = =0

Calculamos o Lado Direito (LD):

a c a € ac ae
<LD>=(3';;>+(57):WE
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Para somar estas duas classes, usamos a defini¢ao de adicao:

(ac)(bf) + (bd)(ae) _ achf + bdae
(bd) (o) balb]

(LD) =

Agora, devemos mostrar que as classes de LE e LD sao equivalentes:

acf +ade  acbf + bdae
bdf bdb f

Pela definigao de equivaléncia, devemos verificar se (acf + ade) - (bdbf) = (bdf) - (achf +

bdae). Expandindo o Lado Esquerdo da equivaléncia:

(acf + ade)(bdbf) = (acf)(bdbf) + (ade)(bdbf) = acfbdbf + adebdbf
Expandindo o Lado Direito da equivaléncia:

(bdf )(acbf + bdae) = (bdf)(acbf) + (bdf)(bdae) = bdfacbf + bdfbdae

Usando a associatividade e comutatividade da multiplicagdo em Z, vemos que:

acfbdbf = bdfacbf (ambossao a-b-b-c-d- f- f)

adebdbf = bdfbdae (ambos sdo a-b-b-d-d-e- f)

Como as duas expressoes sao idénticas, a equivaléncia é verdadeira. Portanto, a
distributividade é valida. O]

3.3 A Insercao dos Inteiros em Q

Consideremos o subconjunto )7 de Q que consiste em todas as classes de equivaléncia

com denominador 1:
n
@:={jInez]
Proposicao 3.3.1. A estrutura dos ntumeros inteiros (Z,+,-) é isomorfica a estrutura

(QZ> -+, )

Demonstracao. Para provar que as duas estruturas sao algebricamente idénticas, devemos
construir uma bijecao f : Z — ()7 que preserve ambas as operagoes.

Definimos a fun¢ao f da seguinte maneira:

fn) =7

Devemos provar que f ¢é injetiva, sobrejetiva e preserva as operagoes.
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Injetividade: Suponha que f(n) = f(m) para n,m € Z.

Pela definicao da nossa relacao de equivaléncia, isso significa que n-1 = 1-m, o que

implica n = m. Portanto, f é injetiva.

Sobrejetividade: Seja ¢ um elemento arbitrario de (Jz. Pela definicao de 0z, g deve
n
todo elemento de Q)7 ¢ a imagem de algum elemento de Z, a funcao f é sobrejetiva.

ter a forma % para algum n € Z. Este n pertence ao dominio Z, e f(n) = q. Como

Preservagao da Adigao: Devemos mostrar que f(n+m) = f(n) + f(m).

¢ Lado Esquerdo (LE): f(n+m) = 22,

e Lado Direito (LD): f(n) + f(m) = T + 5. Pela definigao de adigao em Q:

+ 1-1 1

m n-1+41-m n4+m
1

=13

Como LE = LD, a adicao é preservada.

Preservacao da Multiplicagao: Devemos mostrar que f(n-m) = f(n) - f(m).

e Lado Esquerdo (LE): f(n-m) = %,
e Lado Direito (LD): f(n) - f(m) = 7 - F. Pela definicao de multiplicagao em Q:

n
1

=13
N
3
3
3

Como LE = LD, a multiplicagao é preservada.
Como f é uma bijegao que preserva ambas as operagoes, ela ¢ um isomorfismo. Isso

prova que Z e (Qz sao algebricamente indistinguiveis. O

Este isomorfismo nos permite, sem ambiguidade, identificar o inteiro n com o nimero

racional §. Assim, podemos tratar Z como um subconjunto de Q, escrevendo Z C Q.

3.3.1 Inversos Aditivos e Multiplicativos em Q

Antes de podermos discutir inversos, devemos primeiro identificar formalmente os

elementos identidade para cada uma das nossas operagoes em Q.

Proposicao 3.3.2 (Identidade Aditiva). A classe de equivaléncia %

identidade aditivo de Q.

é¢ o elemento
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Demonstragao. Seja ¢ = ¢ um nimero racional qualquer. Devemos provar que q + % =q.

(SlfS]

Pela definicao de adicao em Q:

+

a 0 a-1+b-0
b 1 b-1
Usando as propriedades do 0 e 1 em Z, o numerador se torna a + 0 = a e o denominador

b-1=0.
a-1+b-0_a

b-1 b

Esta ¢ a classe § original, q. O

Definigao 3.3.1 (Elemento Inverso Aditivo). Seja ¢ = § um nimero racional. Seu inverso
aditivo, denotado por —¢, é uma classe % tal que q + % = (g, onde Og = % ¢é o elemento
identidade aditivo. A escolha mais simples ¢ a classe =*. Verificamos:

a —a a-b+b-(—a) ab—ba 0

b b b-b b2 b?

Como (0,6%) ~ (0,1) (pois 0-1=10?-0=10), a classe ;> ¢ a propria identidade aditiva .

Portanto, o inverso aditivo de { € a classe =*.

Proposicao 3.3.3 (Identidade Multiplicativa). A classe de equivaléncia % ¢ o elemento

identidade multiplicativo de Q.

. . . . 1_
Demonstragao. Seja ¢ = § um namero racional qualquer. Devemos provar que ¢ - ; = q.

Pela definicao de multiplicagao em Q:

-1

b-1 b

Sl S
=] =
Q

O

Definigao 3.3.2 (Elemento Inverso Multiplicativo). Seja ¢ = § um ntmero racional
nao-nulo (a # 0 e b # 0). Seu inverso multiplicativo, que denotamos por ¢~! ou (%)71, é

uma classe % tal que ¢ - g = %, que é o nosso elemento identidade multiplicativo.

a- T

2 — (a-x)-1=0b-y)-1 = a-x=b-y
"y

—_ | =

A escolha mais simples para x e y que satisfaz esta condi¢ao é xt =bey =a. Como a # 0
b

(pois ¢ € nao-nulo), a classe 7 ¢ um elemento bem-definido em Q. Portanto, o inverso de

b

a’

% é a classe



CAPITULO 3. RACIONAIS 157

Inverso Multiplicativo de um Inteiro. Como um caso particular desta definicao,
podemos encontrar o inverso de um inteiro a € Z*, que identificamos com o racional {.

Aplicando a regra (com b = 1), temos:

3.3.2 Divisao em Q

Agora que estabelecemos a existéncia de inversos multiplicativos para todos os
elementos nao-nulos, podemos definir a operagao de divisao. A divisao nao é uma operagao

fundamental; ela é formalmente definida como a multiplicacao pelo inverso multiplicativo.

Definicao 3.3.3 (Divisao de Racionais). Sejam ¢i,q2 € Q, com ¢o # Og. Definimos a

divisao de ¢; por ¢o, denotada ¢; = g2, como:
e -1
G+ q=q- ()

Divisao de Racionais Genéricos. Vamos aplicar esta definicao aos representantes
das classes. Sejam ¢, = § e g2 = 5 (onde ¢ # 0, b # 0, d # 0).

i (@)

Usando a proposicao anterior, sabemos que (ﬁ)_l = %l.
a ¢ a d
b d b c
Pela definicao de multiplicacao racional:
a d a-d
b ¢ b-c

Divisao de Inteiros em Q. Vamos agora analisar o caso especial que motivou esta
construgao: a divisao de um inteiro @ por um inteiro b (com b # 0). Dentro de Q,
identificamos a com { e b com % Vamos aplicar a nossa definicao de divisao a estes dois

elementos:
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Aplicando a definicao de multiplicacao:

-1

IS

1-b b

S| =

=

j=p)

Este resultado mostra que a operagao divisao de a por b, quando definida formalmente
como a-b~! dentro da estrutura dos racionais, resulta exatamente na classe de equivaléncia
7, bortanto, a notagao § nao ¢ meramente uma conveniéncia tipografica que se assemelha
a uma divisao. A notacdo § e a operacao a + b (entendida como a - b~1) sdo formalmente
equivalentes em seu resultado. Isso justifica o uso do simbolo de fracao para denotar
tanto a classe de equivaléncia que representa um ntmero racional quanto o resultado da

operacao de divisao.

3.4 Relagoes de Ordem em

Agora que estabelecemos a estrutura algébrica de (Q,+,-), o proximo passo é dotar
este conjunto de uma relagao de ordem, assim como fizemos para N e Z. A nossa defini¢ao
de ordem em @ deve ser consistente com a ordem que ja definimos em Z.

Para evitar ambiguidade, primeiro estabelecemos que qualquer ntimero racional pode

ser representado por uma fragdo com denominador positivo.

Definigao 3.4.1 (Ordem em Q). Sejam ¢, ¢ € Q. Escolhemos seus representantes § e
¢ de tal forma que seus denominadores sejam positivos, ou seja, b > 0 e d > 0. Dizemos
que ¢; ¢ menor ou igual a ¢, e escrevemos ¢; < ¢, se e somente se a seguinte relagao

for valida no conjunto dos niimeros inteiros:
a-d<b-c

Para que esta definicao seja valida, devemos provar que a relacao nao depende dos

representantes especificos que escolhemos (desde que tenham denominadores positivos).

Proposigao 3.4.1 (Representacdo com Denominador Positivo). Toda classe de
equivaléncia ¢ € Q admite um representante da forma ¢ com a € Z e b € Z tal que
b> 0.

<>

Demonstragao. Seja ¢ um ntmero racional. Por defini¢ao, ¢ = § para alguns inteiros a e

b, com b # 0. Temos dois casos possiveis para o inteiro b:

1. Caso 1: b > 0. Neste caso, o representante 3 ja satisfaz a condi¢ao da proposicao.

2. Caso 2: b < 0. Se b < 0, entao seu inverso aditivo, —b, é um inteiro positivo

(=b > 0). Considere a classe =¢. Esta classe ¢ bem-definida, pois —b # 0. Vamos



CAPITULO 3. RACIONAIS 159

provar que esta classe é equivalente a £. Pela definicao de equivaléncia, devemos

verificar se:

a-(=b)="0-(—a)

Usando as propriedades de multiplicagao em Z, sabemos que a - (—b) = —(ab) e
b-(—a) = —(ba). Como a multiplicagdo em Z é comutativa, ab = ba, e, portanto,

¢ = =2 ¢ verdadeira.

—(ab) = —(ba). A equivaléncia § = =}

. / .
Assim, encontramos um representante, { (onde @’ = —a e b’ = —b), que possui um

denominador ¥ > 0.

Proposicao 3.4.2. A relagao de ordem < em QQ é bem-definida.

/

Demonstragio. Sejam q1 = § = & (com b > 0,0 >0) e g = § = % (com d > 0,d > 0).

As hipoteses de equivaléncia nos dao as igualdades em Z:
l.a-V=0b-d
2. ¢c-d =d-c

Devemos provar que a-d < b-¢ <= a -d <V -. Vamos provar a implicagao (=).
Assumimos que a-d < b-c. Como V' >0 e d > 0, a multiplicagao por b’ - d’ > 0 preserva
a ordem em Z:

(a-d)- (¥ -d)< (b-c)- (- )

Usando a associatividade e comutatividade em Z:
(@-b)-(d-d)<(c-d)-(b-V)

Agora, usamos nossas hipoteses (1) e (2) para substituir a - b e ¢ - d"
(b-a)-(d-d) <(d-)-(b-V)

Reorganizando novamente:
(@ -d)-(b-d) < -) (b-d)

Sabemos que b > 0 e d > 0, entao b-d > 0. Pela Lei do Cancelamento para a Ordem em

Z, podemos cancelar o termo b - d:
a-d<bv.d

Como todos os passos acima sao inversiveis, implica¢ao (<) é automatica. O
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Proposicao 3.4.3. A relagao < definida sobre o conjunto Q ¢ uma relagao de ordem
total.

Demonstracao. Devemos provar que a relacao é reflexiva, antissimétrica, transitiva e total,
usando as propriedades da ordem em Z.

Reflexividade (¢ < ¢q) Seja ¢ = § com b > 0. Devemos mostrar que § < ¢. Pela

definicao, isso requer a-b < b-a. Pela comutatividade da multiplicacdo em Z, a-b =b- a,

o que satisfaz a condicgao.

Antissimetria (¢ < A < ¢ = ¢ = q) Sejam q1 = § e go = § (b,d > 0).

Assumimos ¢; < ¢z € ¢2 < q1.
® (1 <@ — a-d<b-c
e 2<q = b-c<a-d

Pela antissimetria da ordem em Z, estas duas condi¢oes implicam a -d = b - c. Pela

definigao de equivaléncia em Q, a - d = b - ¢ significa que 7 = . Portanto, q; = ¢o.

Transitividade (¢t <A@ <q¢ = ¢ <¢) Sejamq1 =§, 2= e @z = $ (com
b,d, f >0). Assumimos ¢; < ¢ € g2 < 3.

® (1 <@ — a-d<b-c
®* p<q3 = c-f<d-e

Nosso objetivo é provar ¢q; < g3, ou seja, a- f < b-e. Da primeira hipotese, multiplicando

por f (que é > 0):
(a-d)- f<(b-c)-f = (a-f)-d<b-(c-f)
Da segunda hipotese, multiplicando por b (que é > 0):
(c-f)-b<(d-e)-b = b-(c-f)<(b-e)-d
Pela transitividade da ordem em Z, combinando as duas novas inequagoes:
(@-f)-d<(b-e)-d
Como d > 0, podemos cancelar o d, preservando a inequagao:
a-f<b-e

Isso é precisamente a definicao de ¢; < gs.



CAPITULO 3. RACIONAIS 161

Totalidade Sejam ¢ = § e ¢ = § (b,d > 0). Devemos mostrar que ¢ < g2 ou
g2 < ¢q1. Consideremos os inteiros a - d e b - c. Como Z é totalmente ordenado, sabemos

que uma das duas condigoes deve ser verdadeira:
e a-d<b-c oqueimplica ¢; < go.
e b-c<a-d,oqueimplica ¢ < ¢.
Como quaisquer dois racionais sao comparaveis, a relacao é uma ordem total. ]

Proposigao 3.4.4 (Compatibilidade da Ordem com a Adigao). Sejam ¢, ¢z, g3 € Q.
G <@ = @+t <qta

Demonstragao. Sejam q1 = ¢, ¢ = 5 € g3 = %, todos com denominadores positivos. A

hipotese ¢; < ¢ significa a - d < b - c. Queremos provar que q; + g3 < g2 + ¢s3.

€ C

+—-< -+

SHES
|
al
|

af + be < cf +de
bf  — df

Como b,d, f > 0, os novos denominadores bf e df sao positivos. Pela definicao de ordem:
(af + be)(df) < (bf)(cf + de)
Expandindo ambos os lados usando as propriedades de Z:
adf?® + bedf < bef? + bdef

Pela compatibilidade da ordem com a adi¢ao em 7Z, podemos cancelar bedf de ambos os
lados:
adf? < bef?

Como f > 0, temos que f? > 0. Pela compatibilidade da ordem com a multiplicacdo em
7, podemos cancelar f?:
a-d<b-c

Esta é a nossa hipotese original. Como todos os passos sao reversiveis, a proposicao é

verdadeira. O

3.5 Representacao Decimal dos Racionais

Até agora, estabelecemos que todo nimero racional pode ser representado por uma

a

¢- No entanto, esta nao ¢ a tnica forma de representar

classe de equivaléncia da forma
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estes nimeros. A notagao que usamos no cotidiano é a notagao decimal.

Vamos formalizar esta notagao usando as estruturas que acabamos de construir.

3.5.1 Notacao Decimal

Conforme introduzido no Capitulo 1, a sequéncia de algarismos d,d,_1...didy,
onde cada d; € {0,1,...,9}, é uma convengao para representar um ntmero natural.

Formalmente, esta notagao ¢ uma abreviagao para uma soma de poténcias do inteiro 10:

n
dndy .. dydg =Y di-10° = dy - 10"+ dpy - 10" 4+ 4+ dy - 10" + dg - 10°
i=0

Um inteiro negativo é simplesmente o inverso aditivo deste ntimero, denotado com o
prefixo "—".

Esta notacao pode ser estendida para representar niimeros racionais que nao sao
inteiros, introduzindo o separador decimal (denotado por virgula em portugués ou
ponto em inglés) e algarismos que representam poténcias do inverso multiplicativo de 10

(ou seja, 15).

Definicao 3.5.1 (Notagdo Decimal Finita). Sejam [ um inteiro nao-negativo
(representado por sua notagdo posicional) e dy,ds,...,dr uma sequéncia finita de
algarismos. A notacao decimal I,dds . ..d, é definida como a representacao do seguinte

nimero racional:

4 d dy,
Ldidy...dy =T+~ + -2 4. 4
Jdydy . dp =T+ (101 +o Tt 10k)

A parte I é chamada de parte inteira, e a parte 0,d;ds ... d; é a parte fracionaria.

Exemplo 3.5.1. Vamos analisar o niimero racional representado pela notacao 13,45. De

acordo com a definicao:

4 ) 4 D
13,45 :=13 — +— | =134+ =4+ —
’ +<101+1O2) +10+100
Para descobrir a representacao desse niimero na notagao ¢, basta encontrarmos um

denominador comum (usando as operagoes de Q):

. 40 N 5 1300+40+5 _ 1300+45 1345
100 100 100 100 100 100

Assim, a notacao decimal 13,45 é simplesmente uma convencao de escrita para o nimero

1 1345

100 due, por sua vez, ¢ a classe de equivaléncia (1345, 100).

raciona

Dizimas Periédicas. Nem todo ntmero racional pode ser escrito com uma sequéncia

finita de algarismos decimais. Por exemplo, o racional % nao pode. Ao tentarmos aplicar
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o algoritmo da divisdo (que sera formalizado adiante), obtemos a representagao infinita
0,333....
Esta notacao (chamada de dizima periédica) representa uma soma infinita:
3 3

3
10 7100 T 1000 T

3.5.2 O Algoritmo de Divisao Euclidiana em Q

Mencionamos que a notacao decimal I,d;d>... é uma representacao para um numero

racional. Agora, formalizamos o algoritmo (o processo) pelo qual encontramos esses

a
b

Este processo é fundamentalmente uma aplicacao repetida do Algoritmo da Divisao

algarismos I e dj a partir de um racional ¢ = ¢ (assumindo a, b > 0).

Euclidiana.

Passo 1: Obtencao da Parte Inteira (I) Pelo Algoritmo da Divisao, aplicamos a
divisao de a por b:
a=b-1+ry, onde0<ry<b

O quociente I é a parte inteira da representacao decimal. O resto ry é o que resta a ser
representado. Podemos escrever:
a b-I+r bl r r
b b b b b
Agora, o problema se reduz a encontrar a representagao decimal da fragao =2.

Passo 2: Obtengao do Primeiro Digito Decimal (d;) Seguindo a defini¢ao de
notagao decimal, esta parte fraciondria %> ¢ o ntimero que queremos representar como a
soma % + 1%—20 + .... Nosso objetivo imediato ¢é isolar o algarismo d;. Para fazer isso,
multiplicamos ambos os lados da equacao pelo racional 11—0:

To dy do d3

D10 100 1000

0o 10 (d dp
1 b 1 10 100 7

Usando a distributividade e a associatividade em @, obtemos:

10'7‘0_ d2 dg
b —d1+(10+100+...)

Esta equacao é a chave: ela nos mostra que o algarismo d; que procuramos €, por definicao,

10-rg da | ds &
5, enquanto o restante (10 +36 1 ) ¢ a nova

a parte inteira do niimero racional

parte fracionaria.
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Portanto, para encontrar d; e o novo resto rq, aplicamos este algoritmo aos inteiros
10 - ro (dividendo) e b (divisor):

10-rg=b-dy+r, onde0<7r <b

O quociente d; é precisamente o algarismo inteiro que procuramos, e o novo resto r; é o
que sera usado para encontrar ds no proximo passo.
Podemos verificar que d; é um algarismo valido (entre 0 e 9). Como sabemos que ry <
b, multiplicando por 10 (uma vez que 10 > 0, a ordem é preservada) temos 10-ry < 10-b.
Na divisao 10-rg = b-dy + 11, como r; > 0, temos b-d; < 10-7ry. Juntando as inequagoes,
b-dy < 10-b, o que implica d; < 10. Sendo d; um inteiro ndo-negativo, d; € {0,1,...,9}.
Ao substituir 10-79 = b-d; +7; de volta na expressao 4>, podemos ver a decomposigao:

r0_10-r0_b-d1+r1_b-d1 T _d1 T

b 106 100 106 10610 T 100

Juntando com o resultado do Passo 1, a representacao de § se torna:

dy 1
— =171 + —= _
b 10~ 100
O problema agora se reduz a encontrar a representagao de 7, o que ¢ feito repetindo o

mesIino processo.

Passo 3: Obtencao dos Digitos Subsequentes (d;) Repetimos o processo com o

novo resto ry para encontrar ds:
10-7r=b-dy+17ry, onde0<ry<b

Isso nos fornece ds como o segundo digito decimal. A expressao se torna:

g . Y B
b 10 100 ~ 1006

Generalizando, para qualquer passo k > 1, encontramos o digito d; e o proximo resto ry

a partir do resto anterior r,_; pela formula:
10-r,_1=0b-dp+1rr, onde0<r,<b

E importante destacar que a suposicdo de que a > 0 é feita por uma questdo de
clareza, pois a notagao decimal I,d;ds ... é mais intuitivamente definida como a soma

I +0,dyds ... para nimeros nao-negativos.

Esta suposi¢ao, no entanto, nao invalida a generalidade do algoritmo. O Algoritmo
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da Divisao Euclidiana, que é a base do Passo 1, é valido para qualquer a € Z, seja ele
positivo ou negativo. Para qualquer a € Z e b > 0, ele nos garante a existéncia de tnicos

leZergeZtaisquea=b-1+rge0<rg<b.

O ponto crucial é que, independentemente do sinal de a, o resto ry é sempre
nao-negativo. O algoritmo de expansao decimal (Passos 2 e 3) opera inteiramente sobre

a fragao %2, que, sendo 19 > 0 e b > 0, é sempre nao-negativa.

Portanto, o caso a < 0 é tratado da mesma forma: o Passo 1 extrai um inteiro I (que
serd negativo ou nulo) e uma parte fracionaria nao-negativa 7. O restante do algoritmo

se aplica sem qualquer modificacao a esta parte fracionaria.

Uma abordagem alternativa para encontrar a representagao decimal de um racional
negativo ¢ = ¢ (com a < 0 e b > 0) & colocar o fator —1 em evidéncia e calcular
q=—1-(7%). Desta forma, o algoritmo de expansao decimal descrito ¢ aplicado a fracao

—a

agora positiva (5%), e o sinal negativo ¢ aplicado ao resultado final.

Terminagao e Periodicidade. O algoritmo pode ter dois resultados:

1. Terminagao (Decimal Finito): Se em algum passo k, o resto rj se torna 0, o

processo para. O termo 15f; se anula e a representacao ¢ finita.

2. Periodicidade (Dizima Periédica): Se o resto r, nunca se torna 0, ele deve
assumir valores no conjunto {1,2,...,b—1}. Como este conjunto de restos possiveis
é finito, ap6s no maximo b — 1 passos, um resto deve se repetir. Quando um resto
r; se repete (digamos, r; = r;;,), a sequéncia de quocientes dj, também se repetira

a partir daquele ponto, gerando uma dizima periddica.

Exemplo 3.5.2. Vamos aplicar o algoritmo para encontrar a representacao decimal do

—12
11 -

=—1- (%) Portanto, basta encontrar a representagao decimal do ntimero positivo

nimero racional g =
—12
11

12
11

Para encontrar a representacao de ¢, usaremos a propriedade

e, ao final, aplicar o sinal negativo ao resultado.

Vamos focar em ¢’ = %, onde a =12 e b=11.

Passo 1: Obtencao da Parte Inteira (I) Pelo Algoritmo da Divisao Euclidiana,

devemos encontrar os tnicos inteiros I e rg taisque a=b-1+1rye 0 < rg < b.
12=11-T4ry (com 0<ry<11)

A tnica solugao é:
12=11-1+1
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e A parte inteira é [ = 1.
e O resto inicial é ry = 1.

A decomposicao do nosso nimero positivo é:

12 To 1
i TR R
TR BT

Passo 2: Obtencao do Primeiro Digito Decimal (d;) Agora, aplicamos o processo

a parte fracionaria 4> = 1—11 Encontramos d; e r; usando a féormula 10 -rqg =b-dy + 71:

10-1=11-dy +m
10=11-0+10
e O primeiro digito decimal é d; = 0.

e O segundo resto é r = 10.

Passo 3: Obtengao dos Digitos Subsequentes (d;) Repetimos o processo usando

r1 = 10 para encontrar ds:
10-r=b-dy+r, = 10-10=11-dy + 1y

100=11-9+1
e O segundo digito decimal é dy = 9.
e O terceiro resto é ro = 1.

Repetimos o processo usando ry = 1 para encontrar ds:
10'T2:b'd3+7'3 — 101:11d3+7“3

10=11-0+10
e O terceiro digito decimal é d3 = 0.

e O quarto resto é r3 = 10.
Terminagao e Periodicidade. Neste ponto, a sequéncia de restos rg,7r1,72,73,... €

1,10,1,10,.... O resto ro = 1 é uma repeticao do resto rg = 1. A sequéncia de digitos
dl,d27d3,d4,. .. sera O, 9,0,9, ce
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O algoritmo produziu a parte inteira I = 1 e a parte fracionaria 0,0909. ... O resultado

para o niimero positivo é:

12
ﬁ:1+0,0909~--:1,0909...

Aplicando o sinal negativo que deixamos em evidéncia no inicio:

“lz (B2 L (1,0909...) = —1,0909
== 7) = (1.0909...) = ~1,0909. .

Note que, se o algoritmo fosse aplicado diretamente ao par a = —12 e b = 11, o
Passo 1 (baseado no Algoritmo da Divisao Euclidiana) nos daria a decomposigao ’1—112 =
-2+ %, levando ao resultado —2 + 0,9090.... Ambas as representacoes, —1,0909... e

—240,9090..., descrevem o mesmo nimero real.

3.6 Estruturas de Grupo e Anel em Q

Com a construgao do conjunto dos niimeros racionais (Q) e a definicdo das operagoes
de adicao e multiplicacao sobre ele, podemos agora investigar as estruturas algébricas
formadas. Assim como fizemos para os inteiros, analisaremos (Q,+), (Q,), e a

combinagao (Q, +, ).

3.6.1 Grupo aditivo

Comecamos analisando a estrutura formada pelo conjunto Q com a operagao de adigao.
Proposigao 3.6.1. A estrutura (Q,+) é um grupo abeliano.

Demonstracao. Para provar esta afirmagao, devemos verificar os axiomas de um grupo

abeliano:

1. Fechamento: Como ja demonstrado, a adicao em QQ é bem-definida, e o resultado

da soma de dois racionais é sempre um racional. A operacao é fechada.

2. Associatividade: Conforme provado anteriormente, a adicao em Q é associativa.
(1 + @) +a=aq+(@+aa)

3. Elemento Identidade: Como provado, o ntimero racional * (que identificamos

0
1
com o inteiro 0) é o elemento identidade aditivo, pois ¢ + % = ¢ para todo q € Q.

4. Elemento Inverso: Como demonstrado, para cada racional ¢ = ¢, o racional

—q = 5 ¢ o seu inverso aditivo.
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5. Comutatividade: Conforme provado anteriormente, a adi¢ao em Q é comutativa.

1 +aq=q +q.

Como todos os axiomas sao satisfeitos, (Q, +) é um grupo abeliano. [

3.6.2 Grupo Multiplicativo

Analisando a multiplicagdo, vimos que (Z, ) era apenas um monoide, pois a maioria
dos elementos nao possuia inverso multiplicativo. Vejamos o que ocorre em Q.
A estrutura (Q,-) nao pode formar um grupo, pois o elemento identidade aditivo,

O0g = %, nao possui um inverso multiplicativo. Por definicao, um inverso para Og seria um

elemento ¢ € Q tal que Og - ¢ = 1g. Se ¢ = %, teriamos % . § = % = %. A equacao se
torna % = %, o que implica 0-1 =y - 1, ou seja, y = 0. Contudo, o denominador de um

numero racional nao pode ser zero, por definicao. Assim, nao existe tal g.
Para obter uma estrutura de grupo com a multiplicacao, devemos, portanto, excluir o

elemento zero.
Proposicao 3.6.2. A estrutura (Q*,-) é um grupo abeliano.

Demonstrag¢ao. Devemos verificar os axiomas de grupo abeliano para o conjunto Q* com

a operagao de multiplicagao:

1. Fechamento: Se ¢q; = § e 2 = 5 pertencem a Q, entao por defini¢ao a, b, ¢, d # 0.
O produto ¢ ¢q; - o = 5. Como Z ¢ um dominio de integridade, o produto de dois

inteiros nao nulos é nao nulo, entao ac, bd # 0. Portanto, o resultado §5 pertence a

Q.

2. Associatividade: Conforme provado anteriormente, a multiplicagao em Q é

associativa. A propriedade é, portanto, herdada pelo subconjunto Q*.

3. Elemento Identidade: O elemento identidade multiplicativo ¢ 1g = §. Como seu

numerador é 1 # 0, o elemento identidade pertence a Q*.

4. Elemento Inverso: Conforme provado na secao sobre inversos multiplicativos
em Q, todo elemento nao-nulo ¢ = ¢ € Q* (com a,b # 0) possui um inverso
multiplicativo tnico, ¢7! = 2. Como com a,b # 0, o inverso ¢~' pertence a Q*.

5. Comutatividade: Conforme provado anteriormente, a multiplicacao em Q é

comutativa. A propriedade é herdada por Q*.

Como todos os axiomas sao satisfeitos, (Q*, ) é um grupo abeliano. O
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3.6.3 Anel

Agora, combinamos as duas operagdes para analisar a estrutura (Q, +, ). Ja sabemos
que (Q, +) é um grupo abeliano, a multiplicagao é associativa e distributiva sobre a adigao,
e que a multiplicacao é comutativa e possui unidade (%) Isso ja classifica (Q, +, ) como
um anel comutativo com unidade.

Além disso, como Z é um dominio de integridade, podemos mostrar que QQ também

o é.
Proposicao 3.6.3. O anel dos racionais (Q, +, -) nao possui divisores de zero.

Demonstragao. Sejam q; = 3 e g = < dois racionais tais que q; - g2 = Og = % Suponha
que q; # 0. Queremos provar que g = 0. A equacao ¢; - g2 = 0 se traduz para:

ac 0

bd 1
Pela definigdo de equivaléncia, isso significa (ac) - 1 = (bd) - 0, ou seja, ac = 0. Como
¢1 # 0, seu numerador a deve ser diferente de zero (a # 0). Como Z é um dominio de

integridade e a # 0, a tnica forma de o produto ac ser zero é se ¢ = 0. Se ¢ = 0, entao o

racional g = § = %. Como (0,d) ~ (0,1) (pois 0-1 = d-0), temos ¢z = % = Og. Portanto,

Q nao possui divisores de zero. O

Como (Q,+,-) é um anel comutativo, com unidade, e sem divisores de zero, ele é

um dominio de integridade.

3.7 A Estrutura de Corpo nos Racionais

A propriedade distintiva de Q, que o diferencia de Z, é a existéncia de inversos
multiplicativos para todos os elementos nao nulos. Essa propriedade adicional eleva a

estrutura de anel para a de um corpo.

Definigao 3.7.1 (Corpo). Um corpo é um conjunto nao vazio F' munido de duas

operacoes binarias, + e -, que satisfazem os seguintes axiomas:
1. (F,+) ¢ um grupo abeliano (com identidade 0).
2. (F*,-),onde F* = F'\ {0}, é um grupo abeliano (com identidade 1).
3. A multiplicacao é distributiva sobre a adicao.

Equivalentemente, um corpo é um anel comutativo com unidade no qual todo

elemento nao nulo possui um inverso multiplicativo.

Proposigao 3.7.1. A estrutura (Q,+,-) é um corpo.
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Demonstracao. Verificamos as condigoes da defini¢ao:

1. Como provado, (Q,+) é um grupo abeliano.

2. Como provado, (Q*,-) é um grupo abeliano.

3. Como provado, a multiplicagao é distributiva sobre a adi¢ao em Q.
Alternativamente, usando a segunda defini¢ao:

1. Como provado, (Q, +, ) é um anel comutativo com unidade.

2. Como provado, todo elemento nao nulo ¢ € Q* possui um inverso multiplicativo
¢t eQ.

Como todas as condigoes sao satisfeitas, (Q,+,-) é um corpo. E conhecido como o corpo

dos niimeros racionais. O

A estrutura de corpo é fundamental em &lgebra, pois garante que as quatro
operagoes aritméticas basicas (adigdo, subtrac¢ao, multiplicagdo e divisao por elementos

nao nulos) podem ser realizadas sem sair do conjunto e mantendo as propriedades

Proposigao 3.7.2 (Ideais de um Corpo). Seja (K, +,-) um corpo. Os tnicos ideais de

K sao os ideais triviais: o ideal nulo {0k} e o proprio corpo K.

Demonstragao. Seja I um ideal do corpo K. Por defini¢do, (I,4) é um subgrupo de
(K,+), e I é fechado sob a multiplicagdo por qualquer elemento de K. Temos dois casos

a considerar para I:

e Caso 1: I = {0k}. Neste caso, I é o ideal nulo, que é um dos ideais triviais.
e Caso 2: [ # {0x}. Seoideal I ndo é o ideal nulo, entdo ele deve conter pelo menos
um elemento x € [ tal que x # O.

Como K é um corpo, todo elemento nao nulo possui um inverso multiplicativo.

Portanto, existe x7! € K tal que - 27! = 1g.

Pela propriedade de absor¢ao de um ideal, se x € [ e k € K, entao k-x € I. Como

z~! ¢ um elemento de K, temos:

xloxel

Isso implica que a identidade multiplicativa, 1k, pertence ao ideal:

1l el
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Agora, usamos a propriedade de absor¢ao novamente. Como 1x € I, para qualquer

elemento k£ € K, o produto k - 1x deve pertencer a 1.
Vke K, k-lx=k = kel

Isso mostra que todo elemento de K pertence a I, ou seja, K C I.

Como [ é um subconjunto de K ( I C K) e K é um subconjunto de I (K C I), a

tinica possibilidade ¢ I = K.

Como estes sao os tnicos dois casos possiveis, provamos que os Unicos ideais de um
corpo K sao {0k} e K. O

Proposigao 3.7.3. Todo corpo (F,+,) é um dominio de integridade.

Demonstragao. Por definicao, um corpo é um anel comutativo com unidade. Resta-nos
provar que F' nao possui divisores de zero. Sejam a,b € F' tais que a - b = Op. Suponha,

por contradi¢ao, que a # Or e b # 0. Como a # O, ele pertence ao grupo multiplicativo

F* e, portanto, possui um inverso multiplicativo a=!.

equacao a - b = 0p a esquerda por a™ '

Multiplicando ambos os lados da

at(a-b)=a" 0p

Pela associatividade da multiplicagao e pela propriedade do zero:

Isso contradiz nossa suposicao de que b # Og. Portanto, a suposicao inicial de que a e b
eram ambos nao-nulos é falsa. Concluimos que a = 0z ou b = O, e F' nao possui divisores

de zero. ]

A estrutura de corpo nao se limita a conjuntos infinitos como Q. No Capitulo 2,
analisamos o anel dos inteiros modulo n, (Z,, +, -). Podemos agora determinar exatamente

quando essa estrutura também forma um corpo.

Teorema 3.7.1. O anel dos inteiros modulo n, (Z,,+,-), € um corpo se, e somente se, n

¢ um numero primo.

Demonstragao. Sabemos que (Z,+,-) ¢ um anel comutativo com unidade. Para ser

um corpo, todo elemento nao nulo [a], € Z, (com [a], # [0],) deve possuir um inverso
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multiplicativo.

(=) Se Z,, € um corpo, entao n é primo.
Provamos pela contrapositiva. Suponha que n nao é primo. Se n = 1, Z; = {[0]}, que
nao é um corpo pois 1 # 0. Se n é composto, entdo n = a - b para inteiros a,b com
l <a<mnel<b<n. Isso significa que [a], # [0], e [b],, # [0],. No entanto, o produto
deles em Z,, é:
[a], - [bln = [abl, = [n]n = [0

Encontramos dois elementos nao nulos cujo produto é nulo. Pela proposicao anterior (de
que todo corpo é um dominio de integridade), Z, nao pode ser um corpo, pois possui

divisores de zero. Portanto, se Z, é um corpo, n deve ser primo.

(<) Se n = p é primo, entao Z, é um corpo.
Seja p um namero primo. Devemos mostrar que todo elemento [a], € Z,, com [a], # [0],,
possui um inverso multiplicativo. A condigao [a], # [0], significa que p f a. Como p &
primo, a tnica possibilidade é que a e p sejam primos entre si, ou seja, mdc(a,p) = 1.

Pela Identidade de Bézout, se mdc(a, p) = 1, entao existem inteiros x e y tais que:
a-v+p-y=1
Agora, vamos aplicar o homomorfismo de projecao candnica 7 : Z — Z,:
m(a-z+p-y)=m(1)

m(ax) + m(py) = [1],

Isso demonstra que o elemento [z], ¢ o inverso multiplicativo de [a],. Como todo elemento

nao nulo possui um inverso, (Z,, +,-) é um corpo. O

3.7.1 Corpos Ordenados

Definimos a relagao de ordem < em QQ e provamos que ela é uma ordem total. Agora,

investigamos como essa ordem interage com a estrutura de corpo.
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Defini¢ao 3.7.2 (Corpo Ordenado). Um corpo (K, +,-) é dito um corpo ordenado
se ele for munido de uma relacao de ordem total < que seja compativel com ambas as

operacoes do corpo:
1. Compatibilidade com a Adigao: Va,b,ce K, a<b = a+c<b+ec.

2. Compatibilidade com a Multiplicacao: Va,b,c € K, (a <bAc>0) =

a-c<b-c.

Proposicao 3.7.4. O corpo dos racionais (Q, +,-), com a relagdo de ordem < definida

anteriormente, ¢ um corpo ordenado.

Demonstragao. Ja provamos que (Q, <) é um conjunto totalmente ordenado e que a ordem
¢ compativel com a adi¢ao. Resta-nos provar a compatibilidade com a multiplicagao.
Sejam q1 = ¢, g2 = S € q3 = ? numeros racionais, com b,d, f > 0. Assumimos as

hipoteses ¢1 < g2 e g3 > Og.
e 1 <q = a-d<b-c(emZ).

e 3>0 = ¢>Y% = ¢e:1>f-0 = ¢>0 (em Z).

7
Queremos provar que ¢ - g3 < ¢z - g3. Note que

€ ae ce

<

S Q
\Hlm
QUl o

Como b,d, f > 0, os novos denominadores bf e df sao positivos. Pela definicao de ordem

em Q, devemos verificar se:

(ae)(df) < (bf)(ce)

Usando a associatividade e comutatividade em Z:

(ad)(ef) < (be)(ef)

Seja k =ef. Como e >0e f >0, temos k£ > 0. Partimos da nossa hipdtese a-d < b - c.
Como a ordem em Z ¢é compativel com a multiplicacao por um inteiro nao-negativo,

podemos multiplicar ambos os lados por k£ = ef:

(ad)k < (bc)k = (ad)(ef) < (be)(ef)
Esta é a condi¢ao que queriamos provar. Portanto, a ordem em Q é compativel com a
multiplicagao. O]

Proposicao 3.7.5 (Corpos Ordenados sao Densamente Ordenados). Todo corpo
ordenado (K, +,-, <) é densamente ordenado. Isto é, para quaisquer z,y € K com

x <y, existe um outro elemento z € K tal que z < z < y.
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Demonstracao. Sejam x,y € K com z < y. Em qualquer corpo ordenado, por convencao

1 > 0 (onde 1 ¢é a identidade multiplicativa). Pela compatibilidade com a adi¢ao, 2 =

1+41>1+0=1,entao 2 > 0. Como 2 # 0, seu inverso multiplicativo, %, existe em K.
Além disso, como 2 > 0, seu inverso % também deve ser positivo.

Consideremos o elemento z = (z +y) - 5.

1. z pertence a K: Como K é um corpo, ele é fechado sob adi¢ao (x+y) e multiplicagao

(multiplicar por %)7 portanto z pertence a K.

2. z > x: Partimos da hipotese © < y. Pela compatibilidade da ordem com a adigao,

somamos z a ambos os lados:

r+r<ytr = 2x<zx+y

Como % é positivo, multiplicamos ambos os lados (compatibilidade da

multiplicac¢do):
1 1
5(21:) < §(x+y) — <z
3. z < y: Partimos da hipotese = < y. Somamos y a ambos os lados (compatibilidade
da adigao):
r+y<y4+y = r+y<2y

Multiplicando pelo elemento positivo %:

1 1
§(x+y)<§(2y) — 2 <y

Como z < z e z < y, encontramos um elemento z € K estritamente entre = e y. O
Corolario 3.7.1.1. O corpo ordenado (Q, +, -, <) ¢ densamente ordenado.

Demonstragao. Conforme demonstrado anteriormente, (Q,+,-, <) satisfaz todos os
axiomas de um corpo ordenado. A proposicao anterior estabelece que todo corpo ordenado
¢ densamente ordenado. Portanto, como um caso particular dessa proposicao, Q é

densamente ordenado. O

Proposigao 3.7.6 (Propriedade Arquimediana). O corpo ordenado Q ¢ Arquimediano.
Isto é, para quaisquer z,y € Q com z > 0, existe um inteiro n € N* (identificado com

2 Q) tal quen-z > y.

Demonstragao. Sejam x = 7 e y = <. Como x > 0, podemos escolher seus representantes
tais que a > 0 e b > 0. Para y, podemos escolher d > 0 (o sinal de ¢ sera o sinal de y).

Queremos encontrar n € N* tal que n - 3 > <, isto ¢,

na

7>

QUl o
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Pela definicao de ordem, como b, d > 0, isso é equivalente a provar em Z:
(na)d > be = n(ad) > be

Como a > 0 e d > 0, o produto ad é um inteiro positivo, ad > 1. O produto bc é um

inteiro (positivo, negativo ou nulo). Se bc < 0, qualquer n > 1 satisfaz a inequagao, pois

%. Como N nao é
= (bc) + 1. Como

ad > 1, temos n(ad) > n = (bc) + 1 > be. Em ambos os casos, tal n existe. O

n(ad) é positivo. Se bc > 0, estamos procurando um n tal que n >

limitado superiormente em Q, podemos sempre escolher o inteiro n

3.7.2 A Incompletude de Q

A propriedade de densidade sugere que a reta numérica estd completa os racionais.
No entanto, esta intuicao esté incorreta. Apesar de denso, o conjunto Q é incompleto.
Demonstraremos esta incompletude provando que existe uma equagao algébrica simples,

2 = 2, que nao possui solucao dentro do corpo dos racionais.
Proposicao 3.7.7. Nao existe ntimero racional ¢ € Q tal que ¢ = 2.

Demonstracao. A prova serd feita por contradigao. Suponha que exista tal ¢ € Q.

a
b’
assumir que a fracao estd em sua forma irredutivel, ou seja, a e b nao possuem fatores

Podemos escrevé-lo como ¢ = onde a,b € Z e b # 0. Podemos, adicionalmente,
primos em comum (o que implica mdc(a,b) = 1).

A equacdo ¢® = 2 se torna:

(2)2_2ia_2_2
b/ 1

Pela definicao de equivaléncia, isso nos fornece uma equacao em Z:

a?-1=0-2 = o%> =20

2 ¢ um namero par (multiplo de 2). Pelo Lema de Euclides,

Esta equacao mostra que a
sabemos que se um nimero primo p divide um produto x - y, entao p deve dividir x ou p
deve dividir y. Como 2 ¢é primo e divide a® (que é a - a), concluimos que 2 deve dividir a.
Portanto, a ¢ um nimero par.
Podemos, entao, escrever a = 2k para algum k € Z. Substituindo a = 2k na equagao
original a? = 2b*:
(2k)* =20 = 4k* = 2

Dividindo ambos os lados por 2 (pela lei do cancelamento em Z):

2k? = b?
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Esta nova equacao mostra que b? também é um nimero par. Se b? é par, b também deve
ser par.

Chegamos a uma contradi¢cao. Concluimos que:
1. a é par (portanto, 2 | a).
2. b é par (portanto, 2 | b).

Isso significa que a e b compartilham o fator primo 2. Isso contradiz diretamente nossa
suposigao inicial de que a fragao § era irredutivel (mdc(a, b) = 1).
Como a suposicao inicial nos levou a uma contradicao, ela deve ser falsa. Portanto,

nao existe niimero racional ¢ tal que ¢ = 2. O]

Esta demonstragao revela que, embora possamos encontrar nimeros racionais cujo
quadrado ¢ tao proximo de 2 quanto quisermos (por exemplo, 1.41% = 1.9881, 1.414% =
1.999396), o valor exato que satisfaz a equagao ¢*> = 2 nao pertence ao conjunto Q. Esta
falha é a motivacao para a construgao do proximo conjunto numeérico, os Nimeros Reais
(R).



Capitulo 4

Reais

4.1 A Ideia de Aproximacao

No capitulo anterior, estabelecemos que o corpo dos racionais (Q, +, -, <) é um corpo
densamente ordenado e arquimediano. No entanto, encerramos o capitulo demonstrando
a sua incompletude: provamos que nao existe um nimero racional ¢ tal que ¢* = 2.

Esta descoberta revela a existéncia de buracos na reta numérica racional. Embora
nao exista um racional tal que seu quadrado seja igual a 2, podemos encontrar racionais
que se aproximam dele tanto quanto quisermos. Por exemplo, a sequéncia de niimeros

racionais:

So=1 — 53 =1
si=1,4 — =196
sy=1,41 — s2=1,9881
s3=1,414 —  s2=1,999396
sy =1,4142 — 55 =1,99996164
—

parece estar chegando perto de algum valor. A ideia fundamental da construcao dos
numeros reais é definir os buracos através das proprias sequéncias que os aproximam.

Para que essa ideia seja rigorosa, nao podemos definir uma aproximacao com base em
sua distancia a um limite que ainda nao provamos existir. Em vez disso, focamos em uma
propriedade da propria sequéncia: seus termos se tornam arbitrariamente proximos uns
dos outros.

Para entender melhor esse conceito, precisamos da nocao de distancia entre dois

nimeros racionais.

Definicao 4.1.1 (Valor Absoluto em Q). Seja ¢ € Q. O valor absoluto (ou médulo)

177
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de ¢, denotado por |g|, é definido com base na ordem total de Q:

q¢, seq=0
lql =
—q, seq<0

A distancia entre dois racionais = e y é definida como |z — y|.

Proposicao 4.1.1 (Propriedades do Valor Absoluto). Sejam z,y € Q. As seguintes

propriedades sao validas:
L. |z| >0
2. |z =0 <= 2=0
3. |-yl = [a] - [yl
4. (Desigualdade Triangular) |z + y| < |z| + |y|

Demonstracao. As trés primeiras propriedades decorrem diretamente da definicao e das
propriedades de ordem em Q. Vamos provar a quarta propriedade, a Desigualdade
Triangular.

Pela defini¢ao de valor absoluto, sabemos que para qualquer ¢ € Q, temos ¢ < |q| e

—q < q|. Sejam z,y € Q. Temos:
v<lz] e y<Jyl

Usando a compatibilidade da ordem com a adi¢ao, podemos somar as duas inequagoes:
r+y <|z[+[yl (1)

Da mesma forma, temos:

—r<lz] e —y<Jy

Somando estas duas inequacoes:
(=2) + (=y) < =] +y|

—(v+y) <l|z[+]yl (2)

Agora, consideramos o valor absoluto de |z + y|. Pela definigao de valor absoluto, |z + y|

¢ igual a z +y ou —(z +y).
e Se |+ y| = x + y, a inequagao (1) nos fornece diretamente |z + y| < |z| + |y|.

e Se |z +y| = —(z+y), ainequagao (2) nos fornece diretamente |z + y| < |x| + |y|.
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Como em todos os casos a relagao é valida, a Desigualdade Triangular esta provada. [

Corolario 4.1.0.1 (Desigualdade Triangular Inversa). Para quaisquer z,y € Q, temos:
|| = [yl < |z =y
Demonstragao. Pela Desigualdade Triangular:
] = |(z —y) +yl < |z —y[+ [yl

Isolando |z| — |y|, obtemos:
[z =yl <z =yl (1)

Trocando os papéis de x e y:

yl =y —z) + 2| < |y — 2| + |2]

Isolando:
lyl — || < ly — 2|
Como |y — z| = |z — y|, podemos multiplicar por —1 (invertendo a desigualdade):
—(z[ =) < |z =yl (2)
As inequagoes (1) e (2) mostram que |z — y| é um limite superior para (|z| — |y|) e

—([z| = |y|). Isso é, por defini¢ao, equivalente a:

[z = [yll < |z =yl

4.2 O Anel das Sequéncias Racionais QY

Definig¢ao 4.2.1 (Sequéncia de Racionais). Uma sequéncia de nimeros racionais é uma

funcdo f : N — Q. Denotamos a imagem de n por f(n) ou f,, e a sequéncia inteira por

(fn>n€N-
(fa) = (fo, f1s fo, - )

Exemplo 4.2.1 (Exemplos de Sequéncias Racionais).

e (1,1,1,...): Uma sequéncia constante, onde ¢, = 1 para todo n.

).

=

Y

W=

* (1) e = (L3



CAPITULO 4. REAIS 180

o (N)pen = (0,1,2,3,...).

Definigao 4.2.2 (Anel de Sequéncias QY). Seja QY o conjunto de todas as sequéncias de
nimeros racionais. Definimos duas operagdes binarias, adi¢ao (+) e multiplicagao (-), de

forma pontual (ou componente a componente). Para quaisquer f, g € QN

e Adigao: A sequéncia f 4+ g é definida por (f + g)(n) := f(n) + g(n) para todo
n € N.

e Multiplicagao: A sequéncia f - g é definida por (f - g)(n) := f(n) - g(n) para todo
n € N.

Proposigao 4.2.1. A estrutura (QV, +,) é um anel comutativo com unidade.

Demonstragao. Para demonstrar que QY ¢ um anel comutativo com unidade, devemos
verificar que (QY, +) ¢ um grupo comutativo, que (QY, ) ¢ um monoide comutativo, e que
a multiplicacao distribui sobre a adigao.

Todas essas propriedades sao herdadas diretamente das propriedades do corpo

(Q, +,), aplicadas a cada componente n € N. Sejam f, g, h € Q.

e (QY,+) & um Grupo comutativo:

— Fechamento: A soma f(n)+ g(n) é uma soma de racionais, resultando em um

racional. Logo, a sequéncia f + g pertence a Q.

— Associatividade: Para todo n,

((f+g)+h)(n) = (f(n)+g(n))+h(n) = f(n)+(g(n)+h(n)) = (f+(g+h))(n)

Isso se deve a associatividade da adi¢ao em Q.

— Comutatividade: Para todo n,

(f +9)(n) = f(n) +g(n) = g(n) + f(n) = (g + f)(n)

Isso se deve a comutatividade da adicao em Q.

— Identidade Aditiva: Seja 0 a sequéncia constante definida por 0(n) = 0 para

todo n. Entao:

(f +0)(n) = f(n) +0(n) = f(n) + 0= f(n)

Logo, 0 é o elemento identidade aditivo.



CAPITULO 4. REAIS 181

— Inverso Aditivo: Para uma sequéncia f, seja —f a sequéncia definida por

(=f)(n) = —f(n). Entao:
(f + (=N))n) = f(n) + (=f(n)) = f(n) = f(n) = 0= 0(n)
Logo, toda sequéncia f possui um inverso aditivo —f € Q.

e (QY,.) & um Monoide comutativo:

— Fechamento: O produto f(n) - g(n) é um racional. Logo, a sequéncia f - g

pertence a Q.

— Associatividade: Para todo n,

((f-9)-h)(n) = (f(n) - g(n)) - h(n) = f(n) - (g(n) - h(n)) = (f - (g - h))(n)

Isso se deve a associatividade da multiplicagao em Q.

— Comutatividade: Para todo n,

(f-9)(n) = f(n)-g(n) = g(n) - f(n) = (g- f)(n)

Isso se deve a comutatividade da multiplicacao em Q.

— Identidade Multiplicativa: Seja 1 a sequéncia constante definida por 1(n) =1

para todo n. Entao:

Logo, 1 é o elemento identidade multiplicativo (a unidade).

e Distributividade: Devemos verificar f - (¢ + h) = (f - g) + (f - h). Para todo n:

(f-(g+h)(n) = f(n)-(g+h)n)
= f(n) - (g9(n) + h(n))
= (f(n)-g(n))+ (f(n)-h(n)) (Distributividade em Q)
= (f-9)(n)+(f-h)(n)
( .

Como a multiplicacao é comutativa, o mesmo vale para a distributividade a direita.

Como todas as condigoes sao satisfeitas, (QN, +,-) é um anel comutativo com unidade.
]
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4.3 O Anel das Sequéncias de Cauchy

4.3.1 Definicao de Sequéncias de Cauchy

Nosso objetivo é formalizar a noc¢ao de uma sequéncia de aproximagao em Q, cujos

termos se tornam arbitrariamente préoximos uns dos outros.

Definigao 4.3.1 (Sequéncia de Cauchy). Uma sequéncia de niameros racionais (¢ )nen €
dita uma Sequéncia de Cauchy, se seus termos se tornam arbitrariamente préximos uns
dos outros a medida que n aumenta. Ou seja, se para qualquer € € Q, € > 0, for possivel
encontrar um ponto na sequéncia, N € N, a partir do qual a distancia entre quaisquer

dois termos é menor que €. Formalmente:
Ve > 0,3N € N tal que Vm,n > N, |gm — qn| < €

Proposicao 4.3.1. Toda Sequéncia de Cauchy em Q ¢é limitada.

Demonstragao. Seja (g,) uma sequéncia de Cauchy. Pela defini¢ao, para e = 1, existe um
N € N tal que para todos m,n > N, temos |¢,, — q,| < 1.

Fixando n = N, isso implica que para todo m > N, temos |¢, — qv| < 1. Pela
Desigualdade Triangular Inversa, sabemos que ||¢n| — |gn|| < |¢m — qn|- Combinando as

duas inequagdes, temos ||¢,| — |gn|| < 1, o que implica:
-1< ‘Qm| - IQN’ <1
Da primeira parte da inequacgao, |¢,| — |gn| < 1, obtemos:

‘Qm| < |QN’ +1

Isso nos da um limite para todos os termos da sequéncia a partir de N.
Agora, devemos considerar todos os termos. Seja M o valor maximo do conjunto finito

de nimeros racionais:

M = max{|ql, |¢1], - .-, |an-1], lgn| + 1}

Como este conjunto é finito, M esta bem-definido.
e Para n < N, temos |q,| < M pela defini¢ao de M.
e Paran > N, temos |¢,| < |gn| +1 < M.

Portanto, encontramos um M > 0 tal que |g,| < M para todo n € N, e a sequéncia ¢
limitada. O
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4.3.2 O Anel C(Q)

Definimos C(Q) como o conjunto de todas as sequéncias de Cauchy de numeros
racionais. Este é um subconjunto do anel de todas as sequéncias, (QV,+,-), onde as
operagoes sao definidas ponto-a-ponto. Vamos agora provar que C(Q) é fechado sob essas

operacoes, formando um subanel.

Defini¢ao 4.3.2. Seja C(Q) o conjunto de todas as sequéncias de Cauchy de ntimeros
racionais.

C(Q) = {(gn)nen € Q" | (¢n) é uma Sequéncia de Cauchy}
Para (¢,), (p.) € C(Q), as operacoes de adi¢ao e multiplicagdo sao herdadas de Q:
e Soma: (qn) + (pn) = (gn + pn)
e Multiplicagao: (¢,) - (pn) := (¢n - Pn)

Proposigao 4.3.2. A estrutura (C(Q),+,-) ¢ um subanel comutativo com unidade do
anel (@, +).

Demonstragdao. Para provar que C(Q) ¢ um subanel de QV, devemos verificar trés

condigoes, utilizando o critério para subanéis:
1. C(Q) nao é vazio.
2. C(Q) ¢é fechado sob a subtragao.
3. C(Q) é fechado sob a multiplicagao.
1. Nao Vazio: A sequéncia nula, 0 = (0,0,0,...), é uma sequéncia de Cauchy. Para

qualquer € > 0, podemos escolher N = 0, e para todos n,m > 0, temos [0 — 0] =0 < e.

Como 0 € C(Q), o conjunto nao é vazio. (Da mesma forma, a sequéncia unidade
1=(1,1,...) também é de Cauchy).

2. Fechamento sob Subtragao: Sejam (g,) e (p,) duas sequéncias de Cauchy.
Devemos mostrar que a sequéncia diferenga (d,,) = (¢, — p,,) também ¢é de Cauchy.
Dado € > 0:

e Como (g,) é Cauchy, existe N; tal que Vm,n > Ny, |¢m — ¢.| < €/2.

e Como (p,) é Cauchy, existe Ny tal que Vm,n > No, |p,, — pa| < €/2.
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Seja N = max (N, Ny). Para m,n > N, aplicamos a Desigualdade Triangular:

|dm - dnl = |(Qm _pm) - (% _pn)|
= |(Qm - C_In> + (pn _pm)|
< |@m = @ul + [P0 — Pl

<€+€_
2T ™€

Portanto, (¢, — p,) € uma sequéncia de Cauchy.

3. Fechamento sob Multiplicagao: Sejam (g¢,) e (p,) duas sequéncias de Cauchy.
Devemos mostrar que a sequéncia produto (m,) = (¢, - p,) também é de Cauchy.

Primeiro, como toda sequéncia de Cauchy é limitada, existem racionais M, > 0 e
M, > 0 tais que |g,| < M, e |p,| < M, para todo n.

Seja € > 0. Queremos mostrar que |m,, — my,| = |[¢gudm — @Pn| < € para m,n

suficientemente grandes. Usamos o artificio de somar e subtrair o termo g,,py:

|GmPm — @nPul = |GmPm — GmPn + GmPn — @upal
< |@m(®Pm = Po)| + [Pn(@m — @)
= |@m| - |Pm — Pul + [Pnl -+ |gm — Gnl
< My - |pm = al + My - 1gm — qn

Como (g,) e (p,) sdo de Cauchy, podemos tornar as diferengas pequenas. Dado € > 0,
existem Ny, N, tais que:

€
2M,

e Para m,n > Ny, |¢m — qn| <
e Para m,n > Ny, [pm — pul < T,

Seja N = max(Ny, Ny). Para m,n > N, temos:

€ € € €
mm_nnSM M, - —_— = — —_ =

p

Portanto, (¢, - pn) € uma sequéncia de Cauchy.
Como C(Q) é um subconjunto nao vazio de Q fechado sob subtragio e multiplicagao,
ele ¢ um subanel. Além disso, como QY é comutativo e possui unidade 1, ¢ 1 = (1,1,...)

é uma sequéncia de Cauchy, C(Q) é um anel comutativo com unidade. O
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4.4 O Ideal das Sequéncias Nulas

A intuicao é que duas sequéncias de Cauchy que convergem para o mesmo valor
(mesmo que esse valor ndo exista em Q) devem ser consideradas equivalentes. Isso

acontece se, e somente se, a diferenca entre elas convergir para zero.

4.4.1 Definicao de [

Primeiro, definimos formalmente o que significa para uma sequéncia de racionais

convergir para zero.

Definigao 4.4.1 (Sequéncia Nula). Dizemos que uma sequéncia de nimeros racionais
(¢,) converge para zero (ou é uma sequéncia nula) se, para todo ntumero racional
e > 0, existe um numero natural N tal que para todo n > N, |g,| < €. Escrevemos

Definigao 4.4.2 (O Ideal I). Seja C(Q) o anel das sequéncias de Cauchy. O conjunto [
é definido como o subconjunto de C(Q) que consiste em todas as sequéncias de Cauchy

que convergem para Zero.
I'={(gn) €C(Q) | lim g, =0}

4.4.2 [ como um Ideal de C(Q)

Proposicao 4.4.1. O conjunto I é um ideal do anel (C(Q),+, ).

Demonstragao. Para provar que I é um ideal de C(Q), devemos verificar que I é um

subgrupo aditivo de C(Q) e que satisfaz a propriedade de absor¢ao.

1. [ é um Subgrupo Aditivo de C(Q): Usaremos o critério de subgrupo para

grupos aditivos.

e Nao Vazio: A sequéncia nula, 0 = (0,0,...), converge para 0. Portanto, 0 € [ e
I#0.

e Fechamento sob Subtragao: Sejam (g,) e (p,) duas sequéncias em I. Devemos
mostrar que (g, — p,) € 1.
Dado € > 0: Como (g,) € I, IN; tal que n > Ny = |q,| < ¢/2. Como (p,) € I,
AN, tal que n > Ny = |p,| < €/2.
Seja N = max(Ny, Ny). Para n > N, pela Desigualdade Triangular:

€

7~ ¢

€
|gn — Pul < |gnl + | —pul = lgn] + |pn] < 5T

L0g0> hmn—mo(Qn - pn) =0,e <Qn - pn) el
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Portanto, (I,+) é um subgrupo de (C(Q),+).

2. Propriedade de Absorcao: Devemos mostrar que para qualquer sequéncia
(cn) € C(Q) (o anel) e qualquer sequéncia (g,) € I (o ideal), o produto (¢, - ¢,) também
pertence a I.

Como (¢,) é uma sequéncia de Cauchy, ela é limitada. Portanto, existe um racional
M > 0 tal que |c,| < M para todo n € N.

Queremos provar que lim, (¢, - ¢,) = 0. Dado € > 0. Como (¢,) € I, ela converge
para 0. Assim, para o racional positivo §; > 0, existe um N tal que para todo n > N,
temos:

€

nl < 7>
lan| < 57

Agora, analisamos o produto para n > N:
€
en ] = leal *laal < M-l < M- (57) = ¢

Isso mostra que lim,, (¢, - ¢,) = 0, e portanto (¢, - g,) € I.

Como [ é um subgrupo aditivo e satisfaz a propriedade de absorcao, I é um ideal de

C(Q). O

4.5 Construcao de R como Anel Quociente

Tendo definido o anel C(Q) e provado que I é um ideal, podemos agora definir
formalmente o conjunto dos ntmeros reais, R, como o anel quociente C(Q)/I. Como
ja foi estabelecido na teoria dos anéis, as operacoes em um anel quociente sao
herdadas naturalmente do anel original e sao bem-definidas precisamente porque estamos

quocientando por um ideal.

4.5.1 Definigao de R

Defini¢ao 4.5.1 (O Anel dos Numeros Reais). O conjunto dos nimeros reais, denotado
por R, é definido como o anel quociente do anel das sequéncias de Cauchy C(Q) pelo seu

ideal de sequéncias nulas I.

R:=C(Q)/I

Cada elemento z € R é uma classe de equivaléncia [(g,)] de uma sequéncia de

Cauchy (¢,). A relagao de equivaléncia é dada por:

[(@2)] = [(pn)] <= (an) — (pn) €I <= lim (g, —ps) =0

n—oo
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As operagoes de anel em R sao definidas pelas operagoes nas classes:
o Adigao em R: [(¢n)] + [(pn)] := [(gn + pPn)]

e Multiplicagao em R: [(¢,)] - [(pn)] := [(¢n - Pn)]

Como C(Q) é um anel comutativo com unidade, a estrutura resultante (R, +,-) é também

um anel comutativo com unidade. Os elementos identidade sdo:
e Identidade Aditiva: Og = 0+ I = [(0,0,0,...)]

e Identidade Multiplicativa: g =1+ 1 =[(1,1,1,...)]

4.5.2 A Insercao de Q em R

O corpo @Q nao é um subconjunto de R (pois um racional ndo é uma classe de
sequéncias), mas R contém uma copia exata de Q. Provamos isso mostrando que existe

um homomorfismo de anéis injetivo de Q em R.

Proposicao 4.5.1. A funcao ¢ : Q — R que mapeia cada nimero racional ¢ para a

classe de equivaléncia de sua sequéncia constante,

o(q) = (¢, 4,4, ---)]

¢ um homomorfismo de anéis injetivo.

Demonstragao. Primeiro, notamos que a sequéncia constante (¢) é de Cauchy, logo
#(q) € R estda bem-definida. Devemos verificar as propriedades de homomorfismo e a

injetividade.

1. Homomorfismo de Anéis: Sejam ¢, ¢ € Q.

e Adicao:
(1 + g1 + 2, )]
(@15 ) + (g2, g2, )]
[(

q,q1,- )]+ [(g2, 425 - - )]
o(q1) + ¢(qa)

P(q1 + q2) =
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o Multiplicagao:

¢(CI1 : Q2) = [(Q1Q2, q1q2; . - . )]
(q1,q1,---) - (g2, 02 - - )]
(g, q1s--)] - (92,02 - -]

(1) - ¢(q2)

o Unidade: ¢(1g) = (1) = [(1,1,...)] = Ip.

Portanto, ¢ é um homomorfismo de anéis.

2. Injetividade:
Para provar a injetividade, mostramos que o ntcleo do homomorfismo é trivial,

ker(¢) = {0g}. O nucleo é o conjunto de ¢ € Q tais que ¢(q) = Og.

¢(Q) =0r = [(qa(.Ian"')] = [(070707"')]

Pela definicao de equivaléncia, isso significa que a sequéncia (q,q,...) — (0,0,...) =

(q,q,...) deve pertencer ao ideal I.

n—0o0

Uma sequéncia constante (¢) s6 converge para 0 se ¢ = 0. Portanto, ker(¢) = {0}, e o

homomorfismo ¢ é injetivo. O

Este homomorfismo injetivo nos permite identificar o corpo Q com sua imagem ¢(Q)
dentro de R. Assim, tratamos Q como um sub-corpo de R, e o numero racional ¢ é o

mesmo que o namero real [(¢,q,...)].

4.6 Estrutura de Corpo em R

Ja estabelecemos que (R,+,-) é um anel comutativo com unidade. Nesta secao,
provamos que o anel comutativo R é, de fato, um corpo. Para isso, mostramos que

todo elemento nao-nulo possui um inverso multiplicativo.

4.6.1 A Tricotomia das Sequéncias de Cauchy

Antes de provar a existéncia de inversos, precisamos de uma propriedade fundamental
que classifica todas as sequéncias de Cauchy. Mostramos que toda sequéncia (g,) € C(Q)

satisfaz exatamente uma de trés condigoes: (1) ela converge para 0 (pertence a I), (2)
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ela é eventualmente positiva (se afasta de 0 positivamente), ou (3) ela é eventualmente

negativa (se afasta de 0 negativamente).

Proposicao 4.6.1 (Tricotomia das Sequéncias de Cauchy). Seja (s,) € C(Q) uma

sequéncia de Cauchy. Entao, exatamente uma das trés seguintes condicoes ocorre:
1. (sp) € I (ou seja, lim, o s, = 0).

2. (Eventualmente Positiva) Existe e € Q,e > 0, e N € N tal que s,, > € para todo
n>N.

3. (Eventualmente Negativa) Existe ¢ € Q,e > 0, e N € N tal que s,, < —e¢ para
todo n > N.

Demonstra¢ao. A prova é dividida em duas partes. Primeiro, provamos que se uma
sequéncia (s,) nao converge para zero (nao satisfaz a condigdo 1), ela deve estar
eventualmente longe de zero (satisfazendo a condigao 2 ou 3). Segundo, provamos que as
condicoes 2 e 3 sao mutuamente exclusivas e que, se uma sequéncia nao converge para

zero, ela deve satisfazer uma delas.

Parte 1: Se (s,) ¢ I, entao (s,) é eventualmente longe de zero.
Vamos provar a contrapositiva: Se (s,) nao estd eventualmente longe de zero (ou

seja, nega as condigoes 2 e 3), entao ela deve convergir para zero (ou seja, (s,) € I).

Se (sp,) satisfaz a condic@o (2) ou (3), entao existe € > 0 e N tal que Vn > N, |s,| > €.

A negacao disso é, portanto:
Ve > 0,YN € N,dn > N tal que |s,| <€

Esta negacao nos diz que, para qualquer ¢ > 0, nao importa o quao longe formos na
sequéncia, sempre encontraremos um termo subsequente s, que esta proximo de zero (ou
seja, |s,| < €). Se isso vale para todo N, significa que a sequéncia deve ter infinitos
termos arbitrariamente proximos de zero.

Agora, usamos esta suposi¢ao (que existem infinitos termos proximos de zero) junto
com o fato de que (s,) é uma sequéncia de Cauchy, para provar que (s,) deve convergir

para zero.

Pela propriedade de Cauchy: Como (s,) é Cauchy, para o valor €/2, sabemos que
existe um indice N, tal que todos os termos apos N, estao proximos uns dos outros:

€

Vn,m > N, = |s, — sm| < )
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Pela nossa suposi¢ao: Sabemos que existem infinitos termos s; tais que |sg| < €/2.
Como existem infinitos termos s, proximos de zero, podemos certamente encontrar um
deles, que chamaremos de sg,, cujo indice ky seja maior que N.. Assim, encontramos um

indice ky > N. que satisfaz |sg,| < €/2.

Segue que para n, kg > N,, temos:

€
‘Sn — 8k0| < 5

Usando a Desigualdade Triangular:
’Sn| = ‘(Sn - Sko) + 8k0| < ‘Sn - Sko‘ + |sk’0’
Substituindo os valores que encontramos:

€ €
‘Sn| < 5 + 5 =€
Mostramos que para qualquer € > 0, existe um N tal que Vn > N, |s,| < e. Estaéa
definigao de lim,,_,~ s, = 0, 0 que implica (s,) € I.
Provamos a contrapositiva. Portanto, se (s,) ¢ I, ela deve ser eventualmente longe

de zero.

Parte 2: Exclusividade de (2) e (3).

Se (sy,) ¢ I, entao existe ¢ > 0 e Ny tal que n > Ny = |s,| > €. Queremos ver
que para n > Ny, ou s, > €y (sempre positivo) ou s, < —¢y (sempre negativo).

As duas condigoes (2) e (3) nao podem ocorrer simultaneamente, pois isso exigiria que
a sequéncia fosse, eventualmente, positiva e negativa, o que é impossivel.

Devemos mostrar que ela nao pode transitar entre s,, > €g e s, < —¢g indefinidamente
apos Np. Usamos o fato de que (s,) é Cauchy. Para ¢ = ¢, existe N. > Ny tal que
Vn,m > Ne, [, — sm| < €.

Suponha que existam n,m > N, tais que s, > €y € S,, < —€g. A distancia entre eles
seria:

|Sn — Sm| = Sn — Sm > €0 — (—€0) = 2¢€9

Isso contradiz o fato de que a distancia deve ser |s, — s;,| < €o.

Portanto, apés o indice N, todos os termos devem permanecer do mesmo lado: ou
todos sdo maiores que € (satisfazendo a condigdo 2) ou todos sdo menores que —eg
(satisfazendo a condicao 3).

Como as condigdes (1), (2) e (3) s@o mutuamente exclusivas e cobrem todas as
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possibilidades, exatamente uma delas deve ocorrer. O

4.6.2 Existéncia do Inverso Multiplicativo

Proposicao 4.6.2. Todo elemento nao-nulo x € R possui um inverso multiplicativo
—1
x e R

Demonstragao. Seja x = [(s,)] um elemento de R tal que x # Og. Pela definigao de Og,
isso significa que a sequéncia (s,) ndo converge para zero, ou seja, (s,) ¢ I.
Pela Proposi¢ao da Tricotomia, se (s,) ¢ I, ela deve estar eventualmente longe de

zero. Ou seja, existe um € € Q,e > 0, e um Ny € N tal que:
Vn > No,  |sn| > €

Isso garante, em particular, que s,, # 0 para n > Nj.
Construcao da Sequéncia Inversa: Vamos construir uma nova sequéncia (r,) que
atuard como representante do inverso. Como os termos iniciais de uma sequéncia (antes

de Np) nédo afetam sua classe de equivaléncia, podemos definir (r,) da seguinte forma:

0 sen < Ny
Ty =
1/s, sen > Ny

(r,) & uma Sequéncia de Cauchy: Devemos mostrar que (r,) € C(Q). Para

n,m > Ny:
1 1

Sn Sm

_ |Sm — Sl

B |5n||5m|

Sm — Sn

"0 — Tm| =

SnSm

Como n,m > Ny, sabemos que |s,| > € e |s,,| > €. Portanto, |s,s,,| > €. Isso nos

fornece:
|Sm — Sn

|7 — 7| < 5

€
Dado § > 0, como (s,,) é Cauchy, existe N, > Ny tal que Vn,m > N, |8, — sn| < €%0.
Para n,m > N,, temos:

25
]rn—rm|<€—2:5
€

Isso prova que (r,,) ¢ uma sequéncia de Cauchy. Seja z~! = [(r,)] € R.

Verificagao do Inverso: Devemos mostrar que -2~ = 1g. Calculamos a classe do

produto:

zea”t = (sn)] - [(rn)] = [(5n - 70)]
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2

A sequéncia produto (s, - ry,) é:

$,-0=0 se n < Ny
Sy Th =
Sp-(1/sp) =1 sen > N
A sequéncia produto ¢ (0,0,...,0,1,1,1,...), onde os 1s comegam no indice Np.

Para mostrar que esta classe é 1g, devemos mostrar que ela é equivalente a sequéncia
1=(1,1,...), ou seja, que a diferenga entre elas pertence a I:

lim ((s,7n) — 1) =0

n—o0

Para n > Ny, a diferenga ¢ |(s,r,) — 1| = |1 — 1] = 0. Dado ¢ > 0, escolhendo N = Nj,
temos |(s,7,) — 1| = 0 < € para todo n > N. A sequéncia diferenca converge para 0.
Portanto, z - 27! = [(s,7,)] = [(1)] = 1. O

Corolario 4.6.0.1. A estrutura (R, +,-) é um corpo.

Demonstragao. Ja estabelecemos que (R, +,-) é um anel comutativo com unidade 1g #
Og. A proposicao anterior demonstra que todo elemento x # Or possui um inverso

multiplicativo. Portanto, R satisfaz todos os axiomas de um corpo. O

4.7 R como um Corpo Ordenado Completo

4.7.1 Definicao da Ordem em R

A Proposicao da Tricotomia mostrou que toda sequéncia de Cauchy ou converge para
zero, ou é eventualmente positiva, ou é eventualmente negativa . Usamos esta divisao

para definir o que significa um ntmero real ser positivo ou negativo.

Defini¢ao 4.7.1 (Numeros Reais Positivos e Nao-Negativos). Seja = € R, representado
pela classe de equivaléncia [(s,)]. Conforme estabelecido na Proposigao da Tricotomia das
Sequéncias de Cauchy, a sequéncia (s,) deve satisfazer exatamente uma de trés condigoes.

Usamos essas condigoes para definir os sinais em R:

e Dizemos que x é positivo, e escrevemos x > Og, se (s,) ¢ eventualmente positiva.

e Dizemos que x é negativo, e escrevemos =z < Og, se (s,) ¢ eventualmente

negativa.

e Dizemos que = é nao-negativo, e escrevemos = > Og, se x nao é negativo (ou seja,

se (s,) converge para zero ou é eventualmente positiva).

A relacao de ordem é, entao, definida comparando dois elementos através da sua

diferenca.
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Defini¢ao 4.7.2 (Ordem em R). Sejam x,y € R. Dizemos que x ¢ menor ou igual a

y, e escrevemos x < y, se e somente se a diferenca y —x for um nimero real nao-negativo.

r<y << (y—x)>0g

4.7.2 Propriedades da Ordem

Devemos primeiro provar que esta definicao independe dos representantes de sequéncia

que escolhemos.
Proposicao 4.7.1. A relagao de ordem < em R é bem-definida.

Demonstragao. Precisamos mostrar que a definicao de < y (que é y — x > Og) nao
depende dos representantes especificos escolhidos para z e .
Sejam = = [(¢,)] = [(¢,)] e v = [(pn)] = [(P),)]. Isto significa que as sequéncias sao

equivalentes:
L (gn) ~ (@) = (@ —q,) €1 = limy00(gn — ¢,) =0

Devemos provar a equivaléncia:
y—x>0 < y —2' >0

Devido a simetria, basta provar uma dire¢cao. Vamos provar que y — x > Op —
Yy — ' > Og.

Seja S = (p, — qn) 0 representante de y — x. Seja S’ = (pl, — ¢},) o representante de
y — 2.

A hipotese y — x > O significa que o niimero real representado por S é nao-negativo.
Em termos de limites racionais, isso implica que lim, ,, .S, = L > 0. Pela definicao
de limite, para qualquer 6 > 0, existe um N; tal que para todo n > Nj, a distancia
|S, — L| < §. Em particular, isso significa que S, > L —¢§. Como L > 0, temos que
S, > 0—9 = —4. Escolhendo § = €/2, obtemos a condi¢ao formal utilizada:

Ve > 0,3N; € N tal que Yn > Ny, S, > —¢/2
Agora, analisamos a relacao entre S e S’. Considere a sequéncia S — S’:
Sp =S = (pn — @) — (P, — @) = (P — 1) — (@0 — @)

Como (p, —pl) € L e (g, —q,) € I, e I é um ideal, a diferenca (S — 5’) também pertence
a I. Logo, S ~ 5, o que significa lim,,_,.. (S, — S!) = 0.
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Pela definigao de limite, para €/2, existe Ny € N tal que:
anNQ7 |Sn_S;L| <€/2

Esta desigualdade implica, entre outras coisas, que S, —S! < €/2, que podemos rearranjar

para:

S > 8, —¢€/2

Agora, queremos provar que y' — =’ > Og, ou seja, que Ve > 0,3dN tal que S/, > —e.
Seja € > 0 um racional arbitrario. KEscolhemos N; e Ny como acima. Seja N =

max (N1, Ny). Para todo n > N, ambas as condigoes sao validas. Podemos combina-las:
1. S/ > S, —€/2 (pela equivaléncia S ~ S’)
2. S, > —¢/2 (pela hipotese y — x > 0)

Portanto, para n > N:

5 (-5) -5~

Isso prova que Ve > 0,dN tal quen > N = S! > —e. Esta ¢ a definigao de S’ > O,
ouy —a' > Og.

Como y —z >0r = y — 2’ > O, a definigao de ordem é bem-definida. ]

Proposicao 4.7.2. O corpo (R,+,:) com a relacio < é um Corpo Totalmente
Ordenado.

Demonstrag¢ao. Devemos provar que < é uma relagao de ordem total e que é compativel

com as operacoes de corpo.

1. Ordem Total: Para provar que (R,<) ¢ um conjunto totalmente ordenado,

devemos verificar que a relagao < é reflexiva, antissimétrica, transitiva e total.

¢ Reflexividade: Devemos provar que z < x para todo x € R. Pela definicao de
ordem, isso é equivalente a provar que r — x > Og. Como = — x = Or a relagao é

reflexiva.

e Antissimetria: Devemos provar que se r < y e y < x, entao x = y. As hipoteses
sasoy—x >0gpex—y >0r. Sejaz=y—x. Entao, xr —y = —z. As hipdteses se

tornam z > Og ¢ —z > Og. Seja z = [(d,,)] um representante de z.

— Se z > O, seu representante (d,,) é eventualmente positivo. Entao (—d,) é
eventualmente negativo, o que implica —z < Ogr. Isso contradiz a hipotese
—Z Z OR.

— Se z < Og, seu representante (d,,) é eventualmente negativo. Isso contradiz a

hipotese z > Og.
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A tnica possibilidade que nao leva a uma contradicao é z = Og. Se z =y — x = O,
entdao y = x. A relacao é antissimétrica.
e Transitividade: Devemos provar que se x < y e y < z, entao = < 2.

As hipoteses, por definicao de ordem, sao:

l.a=y—2x >0,
2. b:z—yZOR

Queremos provar que x < z, 0 que é equivalente a provar que a diferenca z — x é

nao-negativa.

Usando a associatividade da adicao em R, podemos escrever a diferenca como a

soma das nossas hipoteses:
z—r=(z—y)+y—z)=b+a

O problema se reduz a provar que a soma de dois ntimeros reais nao-negativos é, ela

propria, nao-negativa.

Sejam a = [(a,)] e b = [(b,)] os representantes de a e b. A soma a+ b é representada
pela sequéncia (a, +b,). Devemos mostrar que a + b > Og, ou seja, que a sequéncia

(an, + by,) satisfaz a definigdo de nao-negatividade.

Seja € € Q, € > 0, um racional arbitrario. Pela definicao de nao-negatividade, para

o racional €/2 > 0, as nossas hipoteses nos garantem que:

1. Como a > Og, existe N, € N tal que Vn > N, — a,, > —3.

2. Como b > O, existe N, € N tal que Vn > N, = b, > —3.

Seja N = max(N,, Ny). Para qualquer n > N, ambas as condi¢bes acima sao

validas. Somando as duas inequagoes (o que é permitido em Q):

o () ()

Mostramos que para qualquer € > 0, existe N tal que Vn > N,a, + b, > —e. Esta
é precisamente a defini¢do de que a sequéncia (a,, + b, ) representa um niamero real

nao-negativo.

Portanto, z — x = a + b > Og, o que prova x < z. A relacao é transitiva.

e Totalidade (Tricotomia): Para quaisquer z,y € R, exatamente um de x < y, x =
y, ou y < x é verdadeiro. Consideremos o elemento z = y — x. Pela Proposicao da
Tricotomia das Sequéncias de Cauchy, o representante (p, — ¢,) de z deve satisfazer

exatamente uma das trés condigoes:
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— Caso 1: (p, — @n) € I. Isso implica z =y — x = 0g, ou z = y.

— Caso 2: (p, — ¢n) € eventualmente positiva. Isso implica z = y — x > Og, ou
x <.

— Caso 3: (p, — ¢,) é eventualmente negativa. Isso implica z = y — z < Og, ou

y <.
Como exatamente uma dessas condi¢oes deve ocorrer para z, a ordem em R é total.

2. Compatibilidade com a Adigao: Devemos mostrar quexz <y — x+z < y+2.
Assumimos = < y, o que significa y — x > Og. Queremos provar = + z < y + 2, o que é

equivalente a provar (y + z) — (x + z) > Og. Usando as propriedades do grupo aditivo R:
(y+z2)—(z+2)=y+z—z—2=@y—-z)+(z—2)=y—=x
Como y — x > Ogr por hipotese, a condicao esté satisfeita.

3. Compatibilidade com a Multiplicacao: Devemos mostrar que x < y e z >
Op = xz <yz. Assumimos y — z > Or e z > Og. Queremos provar yz — xz > Og. Pela
distributividade em R:

yz —zz = (y —x)z

Sejam a = y — z, temos a > Og. Devemos mostrar que a - z > Og. Sejam a = [(a,)] e
2= [(z0)]

e Se a =0k ou z = O, entao a - z = Og, e Og > Or é verdadeiro.

e Se a>0g e z > O, entdo (a,) e (z,) sdo eventualmente positivas.
Isto é, AN,, e, > 0 tal que n > N, = a,, > €,.
EdN.,e, >0talquen > N, = 2z, > ¢€..
Seja N = max(N,, N,). Paran > N, o produto a,z, > €.€..
Seja € = €,6,. Como ¢ € Q e € > 0, a sequéncia produto (a,z,) é eventualmente

positiva. Portanto, a -z = [(anz,)] > Og.

Em ambos os casos, o produto de dois reais nao-negativos é nao-negativo. Assim,

(y — z)z > Og, e a compatibilidade da multiplicacao ¢é satisfeita.

Como R é um corpo, com uma relagao de ordem total compativel com ambas as

operacoes, R é um corpo ordenado. O

4.7.3 Propriedade Arquimediana

Proposicao 4.7.3 (Propriedade Arquimediana). O corpo ordenado (R,+,:, <) ¢é

Arquimediano.
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Demonstragao. Sejam z,y € R com z > Og. Devemos encontrar um n € N (identificado
com sua imagem ¢(n) = [(n,n,...)] € R) tal que n -z > y.

Sejam = = [(sx)] e y = [(rx)] os nameros reais representados por suas respectivas
sequéncias de Cauchy em C(Q).

Como x > Og, = nao é nulo. Pela Proposi¢ao da Tricotomia, a sequéncia (sy) deve ser

eventualmente positiva. Isto é, existem um racional ¢, > 0 e um indice N, € N tais que:
Vk > Ny, s > €

Como (71) ¢ uma sequéncia de Cauchy, ela é limitada. Portanto, existe um racional

M > 0 tal que |rgy| < M para todo k € N. Isso implica que ry < M para todo k.

Temos agora dois numeros racionais fixos: ¢, > 0 e M. Como Q é Arquimediano,

sabemos que existe um n € N tal que:
n-e>M+1

Vamos provar que este inteiro n satisfaz n - x > .
Isso é equivalente a provar que n - x —y > Og. O ntmero real n - x — y é representado
pela sequéncia D = (n - sy — rg)ren. Para mostrar que n - x — y > Og, devemos mostrar

que a sequéncia D é eventualmente positiva.

Seja N = N,. Para todo k > N, temos:
® 5 >€, = n-S>n-€ (poisn > 0)
o, <M
Combinando estes fatos:
n-sg—rp>Mn-€)—1rg>(n-e5) — M
Usando n - €, > M + 1, temos:
n-sp—rg>M+1)—-M=1

Seja € =1 € Q. Como €' > 0, encontramos um N € N (a saber, N;) tal que Yk > N, o

termo d, =n - s, — 1, > €.

Esta é exatamente a definicao de Sequéncia Eventualmente Positiva. Portanto, n-x —
y > Ogr, 0 que implica n - x > y.
m
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4.7.4 Completude de R

Proposicao 4.7.4 (Q é Denso em R). O corpo dos racionais Q é denso em R. Isto ¢,
para quaisquer dois ntimeros reais x,y € R com x < y, existe um nimero racional ¢ € Q

tal que z < ¢ < y.

Demonstracao. Sejam x,y € R com x < y. A diferenca y — x é um ntimero real positivo,
y—ax>0.
Como R é um corpo Arquimediano, dado y — z > 0, deve existir um n € N* (que

identificamos com sua imagem ¢(n) em R) tal que:
n-(y—z)>1

Isso implica que ny — nx > 1, ou ny > nx + 1.

Agora, considere o elemento nx € R. Pela propriedade Arquimediana, deve existir um
inteiro m € Z tal que m > nx.

Pelo Principio da Boa Ordem (aplicado ao conjunto de inteiros maiores que nz),
podemos escolher m como sendo o menor inteiro que satisfaz m > nx. Se m é o menor

inteiro, entao o inteiro anterior, m — 1, nao pode satisfazer a condic¢ao, ou seja:
m—1<nzx

Agora temos duas desigualdades para m:
1. nx < m (pela nossa escolha de m)
2. m <nz+ 1 (adicionando 1 a m — 1 < nx)

Combinando estas inequagoes com a que obtivemos no inicio (nz + 1 < ny), criamos
a seguinte cadeia:

ne<m<nr+1<ny

Isso nos mostra, em particular, que nz < m < ny.
Como n € N, seu inverso multiplicativo % existe em R e é positivo. Podemos

multiplicar a inequagao nx < m < ny por + sem alterar a direcdo da ordem:
n

m
r< — <y
n

Seja ¢ = . Como m € Z e n € N*, o elemento ¢ ¢, por defini¢ao, um niimero racional
(identificado com sua classe ¢(q) € R).

Demonstramos assim a existéncia de um ¢ € QQ estritamente entre x e . ]

Teorema 4.7.1 (Completude de R). O corpo ordenado (R, +,-, <) é completo. Isto é,

toda sequéncia de Cauchy de nimeros reais converge para um limite em R.
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Demonstragao. Seja (,)neny uma sequéncia de Cauchy em R. Queremos provar que
existe um L € R tal que lim,, .., x, = L. A prova consiste em construir um candidato

para L usando a densidade de Q e depois mostrar que (z,) converge para ele.

Construcao do candidato a limite L

Para cada n € N, definimos o valor positivo §, = nLH € R. Conforme demonstrado
anteriormente, o conjunto dos ntmeros racionais é denso nos reais. Isso significa que,
para quaisquer dois nimeros reais a e b tais que a < b, existe um racional ¢ tal que
a < ¢(q) <b.

Tomando a = xz, — 6, e b = x,, + J,, a propriedade de densidade garante a existéncia

de um ¢, € Q tal que:

1
< n) < Tnp 1
Ogn) < Tn + ——

T

41
onde ¢(q,) é o mergulho de ¢, em R, ou seja, a classe da sequéncia constante (¢, ¢y, - - - )-
Subtraindo x, de todos os membros da desigualdade acima, obtemos a seguinte

expressao equivalente:

< ¢(Qn) — T < ;

n—+1 n+1

Esta dupla desigualdade, implica diretamente que:

1
Como a distancia é simétrica, temos |z, — ¢(q,)| < n+r1 Dessa forma, construimos

uma sequéncia de racionais (¢, )neny cujos valores estdo arbitrariamente proximos dos

termos da sequéncia de Cauchy original.

(¢n) é uma sequéncia de Cauchy em Q
Vamos mostrar que esta nova sequéncia de racionais, (¢,)nen, € uma sequéncia de
Cauchy em Q. Para isso, analisamos a distancia |¢, — ¢| (em Q), que é igual & distancia

|0(qn) — &(¢m)| (em R). Usamos a Desigualdade Triangular em R:

10(qn) — &(am)| = [0(qn) — Tn + Tn — T + Ty — O]
<[0(qn) = Tn| + [0 — Tpu| + [T — D(gn)|

Substituindo as aproximagoes da Etapa 1:

1

1
19(qn) — ¢lam)| < nrl + |z, — x| + —

Seja e € Q,e > 0.
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e Como (z,) ¢ Cauchy (em R), IN; tal que n,m > Ny = |z, — x| < €/3.

e dN, tal que k > Ny — < €/3.

)
Seja N = max(Ny, Np). Para n,m > N, temos —5 < ¢/3 e — < ¢/3. Portanto:

€ € €
n — m| — n) — m)| < = ’ P
(@0 = @l = 10(an) = dlam)l < 5 + 5+ 5 =¢

Logo, (¢,) é uma sequéncia de Cauchy de numeros racionais, (g,) € C(Q).

Definicao do Limite L
Pela nossa definigdo de R, esta sequéncia de Cauchy (g,) define um nimero real.

Definimos L como este numero:

L= [(gn)nen] € R

Prova da Convergéncia z,, — L
Resta provar que a sequéncia original (z,) converge para este L. Devemos mostrar

que lim,, ,oo(x, — L) = Og. Usamos a Desigualdade Triangular novamente:

‘ - L‘ = ’( (QH)) + (¢(QH) - L)l < ’xn - ¢(Qn)| + |¢(Qn) - L‘

Analisamos os dois termos para n suficientemente grande:

® |2,—(qn)|: Pelanossa construcao, [z, —¢(¢,)| < 5. A Propriedade Arquimediana
garante que, para qualquer € > 0, podemos encontrar um inteiro /N tal que N-z > y.
Aplicando a propriedade a z =1 e y = 1/¢, temos N > 1/6 o que implica que para

todon > N, n%l < €. Esta é a definicao de que lim,, o —— n+1 =0.

e |6(q,) — L|: Este termo representa a distancia em R entre o n-ésimo termo da
sequéncia (gx) (mergulhado como a classe constante ¢(g,)) e o limite L da propria

sequéncia (qx). Portanto, lim, . (¢(g,) — L) = Og.
Dado € > 0:
e IN; tal que n > Ny = |z, — ¢(qn)| < €/2.
e IN, tal que n > Ny = |o(qn) — L| < €/2.

Seja Ny = max(Ny, Ny). Paran > Ny:

€ €
|xn_L| < ‘xn_¢(Qn)|+|¢(Qn>_L| < §+§:€

Isso prova que lim,, , x, = L.
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Portanto, toda sequéncia de Cauchy em R converge para um limite L € R. O

Esta propriedade de completude, que garante que R nao possui buracos, é o que o
distingue fundamentalmente de Q. Juntamente com as propriedades de corpo ordenado e
Arquimediano, a completude define R de forma tnica: qualquer corpo que satisfaga todas

estas propriedades é, necessariamente, isomérfico a R.

4.7.5 Unicidade do Corpo Ordenado Arquimediano Completo

Provamos que R é um corpo ordenado arquimediano completo. A notabilidade desta
estrutura é que ela é a unica que satisfaz estas propriedades. Qualquer outra estrutura
que satisfaca estas condigoes sera, necessariamente, idéntica a R em termos algébricos e

de ordem.

Proposicao 4.7.5. Todo corpo ordenado completo (K, ®,®, <) contém um subcorpo

Qx que é isomorfico ao corpo dos nimeros racionais (Q, +, -, <).

Demonstragao. Seja (K, ®,®, <) um corpo ordenado completo.
Como K é um corpo, ele contém os elementos Ok (identidade aditiva) e 1 (identidade
multiplicativa). Podemos definir uma funcao fz : Z — K que mapeia os inteiros para

seus analogos em K, baseando-se na estrutura aditiva de K:
e f2(0) = 0x

o fz(n)=1x® - @ 1k, paran > 0.
—_———

n vezes

e fz(n) = —fz(—n), para n < 0.

Seja Zk = Im(fz) = {fz(n) | n € Z} a imagem desta fungao.

Vamos provar que f7 é um isomorfismo de anéis ordenados entre (Z,+,-,<) e
(Zr,®, O, X).

fz preserva a Adigao:

A prova sera feita por casos, com base nos sinais de n e m.

e Caso 1: n =0oum =0. Sen =0, fz(0+m) = fz(m). O outro lado ¢é
fz(0) ® fz(m) = 0k & fz(m) = fz(m). Para m = 0 o raciocinio é analogo.

e Caso 2: n >0 e m > 0. Por definigao, fz(n +m) é a soma de n + m termos 1.

faln+m) =1k ®--- @ 1g
—_——

n-+m vezes
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Pela associatividade da operacao ¢ em K, podemos separar a soma:

fzln+m)=|1xk@® -l | D |1k - & 1k
N’ N’

n vezes m vezes
O que &, por defini¢ao, fz(n) ® fz(m).

e Caso 3: n<0em<0. Sejam n=—n"em=—m’, onde n’,m' > 0.
fz(n+m) = fz(—(n' +m')) = —fz(n' + m')

Pelo Caso 1, fz(n'+m') = fz(n') @ fz(m'). Substituindo, e usando que —(a + b) =

(—a) + (—b):
fa(n+m) = =(fz(n) & fa(m)) = (—fz(n)) & (= fz(m'))
Por defini¢ao, fz(n) = —fz(n') e fz(m) = —fz(m'). Logo, fz(n +m) = fz(n) ®
fz(m)
e Caso 4: n>0em<0.
Sen > 0em <0, sejam = —m' (com m'" > 0). Queremos provar fz(n —m’') =
fo(n) ® fo(—m').

— Sen >m entao n —m’ = k > 0. Temos n = m' + k. Note que fz(n) =
fz(m' + k) = fz(m') @ fz(k) (pelo Caso 1). Portanto, f7(k) = fz(n) — fz(m’)
e fz(n—m') = fz(n) & (= fz(m')) = fz(n) ® fz(—m).

— Sen<m/,n—m'=—k <0 (onde k =m'—n > 0). Note que fz(m') = fz(n+

k) = fz(n) & fz(k) e fz(n) — fz(m') = — fz(k). Por outro lado, fz(n —m’) =
fz(—=k) = —fz(k). A igualdade se verifica.

— Sen=m',n—m/ =0. Note que fz(n—m') = fz(0) =0k e fz(n) ® fz(—n) =

Ox. A igualdade se verifica.

O raciocinio é analogo paran <0em > 0
Em todos os casos, a adi¢ao é preservada.

fz preserva a Multiplicagao:

e Caso 1: n =0 ou m = 0. Note que fz(n-0) = fz(0) = 0 e fz(n) ® fz(0) =

fz(n) ®0x = 0g. A igualdade é valida. Para m = 0 o raciocinio é anélogo.
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e Caso2: n>0em>0.

fz(n) © fz(m)=[1g®--- @l | O |1k ®-- D 1k
e ~————

Pela distributividade em K, aplicamos o primeiro termo n vezes ao segundo:

=((lkealx|® @ |lxad Dl
—_———— | ———

m vezes m vezes

—~
n vezes

Pela associatividade da adicao @, isso é uma soma de n - m termos 1.
= fz(n-m)

e Caso 3: n<0em<0. Sejam n = —n’ e m = —m/, com n’,m’ > 0. Note que
fz(n-m) = fz((=n') - (=m')) = fz(n'm/). Pelo Caso 1, fz(n'm’) = fz(n) © fz(m’).
Por outro lado: fz(n) ® fz(m) = fz(—n') © fz(—m') = (= fz(n')) © (= fz(m')). Em

qualquer anel, (—a) - (<b) = a - b, logo: (—fz(n')) @ (—fa(m')) = f2(n) @ fa(m).
As duas expressoes sao idénticas.

e Caso 4: n > 0,m < 0). Seja m = —m’, com m' > 0. Note que fz(n-m) =
fz(n - (=m')) = fz(—nm') = —fz(nm'). Pelo Caso 1, fz(nm') = fz(n) © fz(m’).
Portanto, fz(n-m) = —(fz(n) ® fz(m’)).

Por outro lado: fz(n) ® fz(m) = fz(n) ® fz(—m') = fz(n) ® (=fz(m')). Em
qualquer anel, a - (=b) = —(a - b), logo: fz(n) © (—fz(m')) = —(fz(n) ® fz(m)).
As duas expressoes sao idénticas.

O raciocinio é anélogo paran <0em >0

Em todos os casos, a multiplicacao é preservada.

fz €& Injetiva: Devemos provar que o ntucleo do homomorfismo é trivial, ou seja,
ker(fz) ={n € Z | fz(n) = 0k} = {0}. Como K ¢é um corpo ordenado, 1x > Ox. Pela

compatibilidade da ordem com a adigdo (somando 1x repetidamente):
fz(l) =1k > O

fZ(2):1K@1K>' 1 = 0g

Por indugao, para qualquer n > 0, temos fz(n) = Ok. Isso significa que nenhum inteiro
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positivo estd no nicleo. Se n < 0, entdo —n > 0, o que implica fz(—n) > 0. O inverso
aditivo, fz(n) = —fz(—n), deve ser estritamente menor que Ox (fz(n) < Ox). Isso
significa que nenhum inteiro negativo esta no ntucleo. O tnico elemento restante é n = 0,

para o qual f7(0) = Ox. Portanto, ker(fz) = {0}, e a fungao fz é injetiva.

fz Preserva a Ordem: Devemos mostrar que n < m = fz(n) < fz(m). Esta
implicagao é equivalente a mostrar que m —n >0 = fz(m —n) = Ok.
Seja k =m — n. A hipotese é k > 0.

e Se k=0, fz(k) = f2(0) = 0g. A condigao Ox = O é valida.
e Se k > 0, como provado na injetividade, fz(k) > Ox. A condigao fz(k) = Ok &

valida.

Como fz é um homomorfismo, fz(m —n) = fz(m) @ fz(—n) = fz(m) & (—fz(n)) =
fz(m) © fz(n). Portanto, fz(m) © fz(n) = Ok, o que implica fz(m) = fz(n).

Como f7 é um homomorfismo injetivo que preserva a ordem, ele é um isomorfismo de
anéis ordenados entre Z e sua imagem Zg. Isso nos permite identificar Z com Zy sem

ambiguidade.

Agora, definimos o subcorpo Qx C K como o corpo de fragoes de Zg:

Qx = {ax ® (bx) ™" | ax,bi € Zy,bx # O}

Agora, construimos a funcao f : Q — Qg que estende fz: Para qualquer ¢ = 3 € Q
(onde a,b € Z,b # 0):
a
f(3) = fal@)© (F200)

Devemos provar que f é um isomorfismo de corpos ordenados.

[ é bem-definida: Devemos mostrar que se § = $ em Q, entao f(§) = f(§) em K.

A hipotese § = § implica a-d = b-c em Z. Aplicamos o isomorfismo fz a ambos os lados:
fala-d) = fz(b- )

fz(a) © fz(d) = fz(b) © fz(c)

Como b,d # 0, seus isomorfos f7(b) e fz(d) sdo nao-nulos em K e, portanto, possuem
inversos multiplicativos (fz(b))™! e (fz(d))~'. Multiplicamos ambos os lados da equagao

por estes Inversos:

(fz(a) © fz(d)) © (fz(d)) " © (fz(0) " = (fz(b) © fz(c)) © (fz(d)) " © (fz(b)) "
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Usando a associatividade e comutatividade de ©® em K:
(fz(a) © (f2(0)™) © (f2(d) © (f2(d)™") = (fz(e) © (f2(d))™") © (fz(b) © (fz(b))™)

(f2(a) © (fz(0)™") @ 1k = (fz(c) © (fz(d)) ™) © 1k
fo(a) © (f2(0)) " = fale) © (fz(d)) ™
Pela defini¢ao de f, isso ¢ f($) = f(5). A fungao f ¢ bem-definida.

[ preserva a adigao: Devemos provar que f(§ + ) = f(%) ® f(5).

(59 =r(%5)
= fz(ad +bc) © (fz(bd))™

= (fz(ad) & fz(bc)) © (fz(b) © fz(d))™"
= (fz(a) ® fz(d) ® f2(b) ® f2(c)) ® (f2(b))"" ® (fz(d)) ™"

Agora, calculamos o outro lado, f(%)® f(5):

£(3)@f(3) = fzl@© (F20) ™ @ [f2(0) © (F2(d) 7]
= [fz(@) ©

®fz(b))] (f2(b) © fz(d))™

Usando a comutatividade de & e ©® em K, as duas expressoes sao idénticas.

f preserva a multiplicagao: Devemos provar que f(§ - 5) = f(§) © f(5).

1Ga) =7 (a)

f
fzlac) © (fz(bd)) ™
= (f
(f

2(a) © fz(c)) © (fz(b) © fz(d))™"
2(a) © fz(c) © (fz(b) ™ © (fz(d)) ™
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Calculando o outro lado:

F(3)ef(5) =20 © (F20) ™ © [f2(0) © (f2(d) ]
= (fz(a) © f2(0)) © (fz(b) " © (fz(d)) ™"

As duas expressoes sao idénticas.
A preservacao da unidade ¢ direta: f(1/1) = fz(1) © (fz(1))™' = 1.

f € injetiva: Provamos que o niucleo é trivial: ker(f) = {q € Q| f(q) = 0x}.

a

F(3) =0k = fala) © (fa(b)) " = 0k

Como b # 0, fz(b) # Ok, e seu inverso (fz(b))™' também ¢é nao-nulo. Como K é um
corpo (e, portanto, um dominio de integridade), o produto de dois elementos néo nulos
nao pode ser Ox. A tnica possibilidade para fz(a) ® (fz(b))™! = 0k € que fz(a) = Ok.
Como fz é um isomorfismo, f7(a) = 0x = a =0. Se a = 0, entdo q = % = 0g. Logo,
ker(f) = {0}, e f ¢ injetiva.

| é sobrejetiva (em Qg): Seja y um elemento arbitrario de Qg. Por definigao de
Qxk, y = ax ® (bg)~! para alguns ax,bx € Zg (bx # Ox). Como fz é um isomorfismo,
ele é bijetivo. Portanto, existem tnicos a,b € Z (b # 0) tais que fz(a) = ax e fz(b) = bk.

Considere o elemento z = ¢ € Q.

@) =1 (3) = fol@) © (F2(0) " = a © (bi) " = y

Como todo y € Qg é imagem de algum z € Q, f é sobrejetiva.

f preserva a ordem: Devemos mostrar que ¢; < ¢ — f(q1) = f(g2). Sejam
@ =% q=735¢€Q,sabemos que b > 0ed > 0. A hipotese ¢ < ¢o implicaa-d < b-cem

Z.. Como fz é um isomorfismo de anéis ordenados, ele preserva a ordem:

falad) = fu(be) = fz(a) © fa(d) = fu(b) © fz(c)

Queremos provar que f(%) =< f(5), ou seja:

f2(a) © (f2(6)) ™" = fa(e) © (fa(d)) ™

Como b > 0 e d > 0, seus isomorfos fz(b) = Ok e fz(d) = Ox. Em um corpo ordenado,
o inverso de um elemento positivo é positivo, entao (fz(b))™' = Ox e (fz(d))™! = Og.

Partindo da inequacao fz(a) ® fz(d) =X fz(b) ® fz(c), multiplicamos ambos os lados pelos
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INVersos:

(f2(a) ® f2(d)) © (fz(d)) ™" ® (f2(b)) ™" = (fz(b) © fz(c)) © (fz(d))™" ® (f2(b)) ™"

Simplificando com associatividade e comutatividade:

f2(a) © (fz2(6))™" = fa(e) © (f2(d)) ™

F(5) =7 ()

Equivalentemente,

A ordem é preservada.

Conclusao: Como f é um homomorfismo bijetivo que preserva a ordem, é um

isomorfismo de corpos ordenados entre Q e Q. O

Teorema 4.7.2 (Unicidade de R). Qualquer corpo ordenado arquimediano completo

(K, ®,®, %) éisomorfico ao corpo dos numeros reais (R, +, -, <).

Demonstragao. Seja (K, ®,®, =) um corpo ordenado completo.

O Subcorpo Racional de K

Como foi demonstrado na proposicao anterior, todo corpo ordenado completo K
contém um subcorpo, que denotamos Qg , que é isomorfico ao corpo dos niimeros racionais
(@Q,+,-, ).

Seja f: Q — Qg este isomorfismo de corpos ordenados.

Construcao do Isomorfismo ¥ : R — K

Devemos construir uma fun¢ao que mapeie o corpo dos reais R para o corpo K.

Seja x € R. Pela nossa construcao dos niimeros reais, x é uma classe de equivaléncia
de sequéncias de Cauchy de numeros racionais. Seja (g,) uma sequéncia de Cauchy em
Q tal que = = [(g,)]-

Aplicamos o isomorfismo f a cada termo da sequéncia (g,) para criar uma nova
sequéncia (f(q,)) em Qg. Como f é um isomorfismo de corpos ordenados, ele preserva
a distancia. Assim, como (g,) é uma sequéncia de Cauchy em Q, a sequéncia imagem
(f(gn)) € uma sequéncia de Cauchy em Qg (e, portanto, em K).

Por hipotese, K é um corpo ordenado completo. A propriedade de completude
garante que a sequéncia (f(g,)) converge para um limite tnico em K.

Definimos a funcao ¥ : R — K da seguinte forma:
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U é bem-definida

Devemos mostrar que o limite £ € K nao depende da sequéncia de Cauchy (g,)
escolhida para representar x. Suponha que x = [(¢,)] = [(pn)]. Por definicao de
equivaléncia em R, isso significa que (g,) ~ (pn), ou seja, lim, o0 (g, — pr) = 0.

Queremos mostrar que V([(¢,)]) = ¥Y([(pn)]), 0 que é o mesmo que lim(f(g,)) =

lim(f(pn)). Isso é equivalente a provar que a diferenga dos limites ¢ Og:

lim (f(g.)) © lim (f(pn)) = lim (f(g.) © f(pn))

n—oo

Como f é um homomorfismo de grupos aditivos:

= lim (f(Qn _pn))

n—o0

Como f é um isomorfismo de corpos ordenados, ele preserva a ordem e a métrica. Uma
sequéncia (d,) converge para 0 em Q se, e somente se, a sequéncia (f(d,)) converge para
Ok em K. Dado que lim, (¢, — pn) = 0, segue que lim, o f(g, — pn) = f(0) = Ok.
Portanto, lim(f(g,)) = lim(f(p,)), e a fungao ¥ esta bem-definida.

U é um Homomorfismo de Corpos

Sejam x = [(¢,)] e y = [(pn)] dois ntimeros reais.

e Adigao:
Uz +y) =U([(g0 +pn))) (Def. de 4 em R)
= lim (f(gn +pn)) (Def. de W)
= lim (f(g) © f(pn)) (f preserva @)
= lim (f(gn)) @ lim (f(pn)) (Limite da soma em K)
= V(z) & V(y)

e Multiplicacao:

\IJ($ : y) = \P([(Qn : pn)])
= lim (f(gn - pn))
= lim (f(g.) © f(pn))
= lim (f(g.)) © lim (f(pn))

n—0o0

= U(z) © ¥(y)

Def. de - em R)
Def. de ¥)

f preserva ©)

(
(
(
(

Limite do produto em K)

(A preservagao da unidade, W(lg) = Y([(1,1,...)]) = lLm(f(1,1,...)) =
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lim(1g,1k,...) = lg, segue da mesma forma). Portanto, ¥ é um homomorfismo

de corpos.

U é Injetiva

Provamos que o nicleo de ¥ é trivial, ker(V) = {Og}. Seja = € ker(¥), o que significa
U(z) =0g. Se z = [(gn)], entdo ¥ (z) = lim, 0 (f(gn)) = Ox. Como f é um isomorfismo,
a sequéncia (f(g,)) em Qg converge para Ox se, e somente se, a sequéncia (g,) em Q
converge para Og. A condigdo lim, ,«(¢,) = 0 é a definigdo de que (g,) ~ (0,0,...).
Portanto, x = [(¢,)] = [(0,0,...)] = Og. Como ker(V) = {Or}, ¥ ¢é injetiva.

U é Sobrejetiva

Seja k um elemento arbitrario de K. Como K é um corpo ordenado completo, o
subcorpo Qg é denso em K. Isso significa que k é o limite de alguma sequéncia de
Cauchy (k,) onde k, € Q.

Como f : Q — Qg é um isomorfismo, podemos construir a sequéncia (g,) em Q tal
que ¢, = f~(k,). Como f~! também preserva a métrica, a sequéncia (g,) ¢ de Cauchy
em Q. Portanto, z = [(¢,)] ¢ um ntamero real bem-definido.

Agora, aplicamos ¥ a este x:

U(z) = ¥([(ga)]) = lim (f(gn)) = lim (f(f7"(kn))) = lim (k,) = &

n—oo n—o0 n—oo

Como para todo k € K encontramos um = € R tal que ¥(x) = k, a fungdo ¥ é sobrejetiva.

¥ Preserva a Ordem
Devemos mostrar que © <y = VY(z) < U(y). Isso é equivalente a provar que
z >0 = V(z) = 0k. Seja z = [(g,)]

isso significa que Ve > 0,IN,Vn > N,q, > —e. Seja (k,) = (f(g.)) a sequéncia

<
> Ogr. Conforme definido anteriormente,

correspondente em K. Como f preserva a ordem, Vex > Ox (onde ex = f(€)), IN tal
que n > N = k, = —ek. Isso significa que o limite k& = lim,,_,o(k,) = ¥(z) nao
pode ser estritamente negativo (pois, se fosse, estaria abaixo de —ex para algum e,

o que contradiria a condi¢ao dos termos k,,). Portanto, ¥(z) = Ox. A ordem é preservada.

Conclusao: A funcao ¥ é um homomorfismo bijetivo que preserva a ordem. Portanto,
¥ é um isomorfismo de corpos ordenados. Isso prova que qualquer corpo ordenado

arquimediano completo K é isomorfico a R. O

A exigéncia de que o corpo K seja arquimediano é fundamental para garantir a
densidade do subcorpo racional Qg em K. A propriedade arquimediana assegura
que nao existem elementos em K que sejam infinitamente grandes ou infinitamente

pequenos (infinitésimos) em relacdo a unidade. Sem essa propriedade, os nimeros
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racionais nao estariam espalhados por todo o corpo K, e existiriam elementos em
K que nao poderiam ser aproximados arbitrariamente por sequéncias de racionais.
Consequentemente, a funcao ¥ construida na demonstragao nao seria sobrejetiva, pois

esses elementos nao-arquimedianos nao seriam limites de sequéncias de Cauchy de Q.



Capitulo 5
Complexos

No capitulo anterior, estabelecemos que o corpo dos numeros reais (R, +,-, <) é um
corpo ordenado arquimediano completo, resolvendo a deficiéncia de incompletude de Q.
No entanto, a estrutura de R ainda é algebricamente incompleta. A motivacao para a
construcao dos niimeros complexos surge da incapacidade de R em fornecer solugoes para

equacgoes polinomiais simples. Um exemplo fundamental é a equacao:
?4+1=0 ou 2°=-1

Como o quadrado de qualquer nimero real nao-nulo é positivo, nao existe x € R que
satisfaca esta equacao. Nosso objetivo é, portanto, construir um novo corpo, C, que

contenha R e que forne¢a uma solugao para esta equagao.

5.1 Construcao de C como R x R

Em analogia as construcoes anteriores, definimos o novo conjunto a partir de pares

ordenados do conjunto anterior.

Definigao 5.1.1 (O Conjunto dos Numeros Complexos). O conjunto dos numeros

complexos, denotado por C, é o conjunto de todos os pares ordenados de ntimeros reais:
C:=RxR={(a,b) |a e R,beR}
Dois nimeros complexos (a,b) e (¢, d) sao ditos iguais se, e somente se, suas componentes

sao iguais:
(a,b) = (¢,d) <= a=cANb=d

5.1.1 Operacgoes em C

Definimos duas operagoes binérias sobre o conjunto C.

211
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Defini¢ao 5.1.2 (Adi¢do de Complexos). Sejam z; = (a,b) e z2 = (¢, d) dois nimeros

complexos. A soma z; + z3 é definida como a adi¢do componente a componente:
(a,b) + (¢, d) := (a +¢,b+d)

Defini¢ao 5.1.3 (Multiplicacdo de Complexos). Sejam z; = (a,b) e 2o = (¢,d) dois

numeros complexos. O produto z; - z3 é definido por:

(a,b) - (c,d) := (ac — bd,ad + bc)

5.2 A Estrutura de Corpo em C

Verificamos que (C, +, -) satisfaz os axiomas de um corpo.

5.2.1 O Grupo Aditivo (C,+)

Proposigao 5.2.1. A estrutura (C,+) é um grupo abeliano.

Demonstra¢ao. A prova baseia-se nas propriedades do grupo abeliano (R,+). Sejam

21 = (a,b), z2 = (¢,d) e z3 = (e, f) em C.

1. Associatividade:

(z1+2)+2z3=((a+¢),b+d)+(e,f)=((a+c)+e (b+d) + f)
=(a+(c+e)b+(d+ [f)) =(a,b)+ ((c+e€),(d+ [))
:Z1+(ZQ+Z3)

2. Comutatividade:

n+zm=(a+c,b+d)=(c+a,d+b)=2+2

3. Elemento Identidade: O par (0,0) € C ¢é a identidade aditiva (denotada Oc¢),
pois:
(a,b) +(0,0) = (a +0,b+0) = (a,b)

4. Elemento Inverso: Para todo (a,b) € C, existe um inverso (—a, —b) € C, pois:

(a,b) + (—a,—b) = (a —a,b—b) = (0,0) = O¢
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5.2.2 O Grupo Multiplicativo (C*,)
Seja C* = C\ {(0,0)}.
Proposicao 5.2.2. A estrutura (C*,-) é um grupo abeliano.
Demonstragao. Sejam z; = (a,b), zo = (¢,d) e z3 = (e, f) em C*.
1. Associatividade:
(21 22) - z3 = (ac — bd, ad + bc) - (e, f)

= ((ac — bd)e — (ad + be) f, (ac — bd) f + (ad + be)e)
= (ace — bde — adf — bef,acf — bdf + ade + bee)

21 (29 23) = (a,b) - (ce — df,cf + de)
= (a(ce — df) — b(cf + de),a(cf + de) + b(ce — df))
= (ace — adf — bef — bde, acf + ade + bce — bdf)

As expressoes sao idénticas.

2. Comutatividade:

21 - 29 = (ac — bd, ad + bc)
29 - 21 = (ca — db,cb + da) = (ac — bd, ad + be)

3. Elemento Identidade: O par (1,0) € C* é a identidade multiplicativa (denotada
1¢), pois:
(a,b)-(1,0)=(a-1=b-0,a-04+0b-1) = (a,b)

1

4. Elemento Inverso: Seja z = (a,b) € C*. Procuramos 2z~ ' = (z,y) tal que (a,b) -

(z,y) = (1,0).
(ax — by, ay + bx) = (1,0)

Isso gera um sistema de equagoes em R:

ar —by =1
br +ay =0

Como (a,b) # (0,0), temos que a? + b* # 0. Resolveremos o sistema da seguinte

maneira;:
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e Para encontrar x: Multiplicamos a equagao (I) por a, a equagao (II) por b e

somamos as duas equagoes resultantes:

(a®x — aby) + (V’x + aby) = (a- 1) + (b-0)

(a®> +b*)z =a
a

x:aQ—i—bQ

e Para encontrar y: Multiplicamos a equagao (I) por —b, a equagao (II) por a

e somamos as equagoes resultantes:

(—abx + b*y) + (abx + a*y) = (=b- 1) + (a - 0)
(b +a*)y = —b
YT et

Portanto, todo elemento nao nulo (a,b) possui um inverso multiplicativo tnico:

1 a —b
(a,0)"" = (a2 + 027 g2 —1—62)

5. Fechamento: Precisamos garantir que se z1, 25 € C*, entao z; - zo € C* (ou seja,

21 -29 # 0). Suponha, por contradigao, que z; # 0 e z3 # 0, mas que 21 - 2o = 0. Pelo

1

item anterior, sabemos que existe z;!. Multiplicando a equacdo por z; ! a esquerda:

st (2o z) =210

(271 21)-22=0

1-29=0
25=0

Isso contradiz a hipotese de que zo € C*. Portanto, o produto de dois ntimeros

complexos nao nulos é necessariamente nao nulo. O conjunto é fechado.

5.2.3 Distributividade e Estrutura de Corpo

Proposigao 5.2.3. A multiplicagdo em C distribui sobre a adigao.
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Demonstra¢ao. Sejam z; = (a,b), 2z = (¢,d) e z3 = (e, f).

21+ (224 23) = (a,b) - (c+e,d+ f)
= (a(c+e)—b(d+ f),a(d+ f) +b(c+e))
= (ac+ ae — bd — bf,ad + af + bc + be)

(21 22) + (21 - 23) = (ac — bd, ad + bc) + (ae — bf,af + be)
= ((ac — bd) + (ae — bf), (ad + bc) + (af + be))
= (ac —bd+ ae — bf,ad + bc + af + be)
As expressoes sao idénticas. O

Corolario 5.2.0.1. A estrutura (C,+,-) é um corpo.

Demonstragao. Conforme demonstrado, (C,+) é um grupo abeliano, (C*,-) é um grupo
abeliano, e a multiplicacao é distributiva sobre a adi¢cao. Portanto, C satisfaz todos os

axiomas de um corpo. 0

5.3 A Insercao de R em C

Assim como identificamos Z dentro de Q e Q dentro de R, devemos agora mostrar que

C contém uma copia de R.

Proposicao 5.3.1. A funcdo f : R — C definida por f(z) = (x,0) é um homomorfismo

injetivo de corpos.
Demonstragao. Sejam x,y € R.

e Preservacao da Adicao:
flaty)=(x+y,0)=(2,0)+ (y,0) = f(z) + f(y)
e Preservacao da Multiplicagao:

f(z-y) = (2y,0)

Por outro lado,

flx)- fly) = (2,0) (y,0) = (x-y—=0-0,2-0+0-y) = (zy,0)
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e Injetividade: ker(f) = {z € R | f(z) = Oc}.
f(z) = (z,0) =(0,0) = =0

Como o nucleo ¢é trivial ({0}), a fungdo é injetiva.
[

Este isomorfismo entre R e o subconjunto (e subcorpo) R x {0} de C nos permite

identificar o ntimero real x com o nimero complexo (z,0).

5.4 A Unidade Imaginaria e a Forma Algébrica

5.4.1 A Definicao de ¢

Com a estrutura de corpo estabelecida, podemos agora investigar a solu¢ao da equagao

que motivou esta construcao.
Definigao 5.4.1 (Unidade Imaginaria). A unidade imaginaria, denotada por i, é o
niamero complexo definido pelo par ordenado (0, 1).

i:=(0,1)

Proposigao 5.4.1 (Propriedade Fundamental de i). O quadrado da unidade imaginaria
é o nimero real —1.

i?=—1

Demonstra¢ao. Usando a defini¢ao de multiplicagao em C:
i*=i-i=(0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,0-1+1-0) = (—1,0)

Através da identificacao de R com o subcorpo R x {0}, o par (—1,0) é a representagao

do ntimero real —1. OJ

5.4.2 Forma Algébrica (Notagao a + bi)

A notagao de par ordenado (a,b) pode ser simplificada usando a unidade imaginaria
i. Seja z = (a,b) um namero complexo. Usando a definigdo de adigao e multiplicagao,
podemos decompor z:
(a,b) = (a,0) + (0,b)

O termo (0,b) pode ser reescrito como um produto:

(6,0)-(0,1) =(b-0—0-1,b-1+0-0) = (0,b)
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Combinando estes passos e usando a identificacdo z = (x,0) e i = (0,1):
z= (CL?b) - (G,O) + <b70) ’ (071) =a+b-i

Definigao 5.4.2 (Forma Algébrica). A forma algébrica de um nimero complexo z =
(a,b) é:
z=a+b

Onde a = Re(z) ¢ a parte real e b = Im(z) ¢ a parte imaginaria.

5.5 Conjugacao, Mo6dulo e Forma Polar a Inexisténcia
de Ordem

5.5.1 Conjugado Complexo

Definigao 5.5.1 (Conjugado). Seja z = a + bi um nimero complexo. O conjugado de

z, denotado por Z, é definido como:
Z=a—W

Proposicao 5.5.1. Sejam z,w € C. As seguintes propriedades sao validas:

l. z4+w=z4+w

N

2.

gl

.w:?.

N

3. z4+Z=2-Re(z)

4. z—2z=2i-Im(z)

|

d.

=z
Demonstracao. Sejam z = a+bi e w = ¢+ di dois nimeros complexos, onde a, b, ¢, d € R.

1. Prova de z + w = z + w: Calculamos o lado esquerdo (LE):
z+w=(a+c)+ (b+d)i

(LE)=24w=(a+c)— (b+d)i

Calculamos o lado direito (LD):

(LD)=z4+w=(a—bi)+ (c—di)=(a+c)+ (=b—d)i=(a+c)— (b+d)i
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Como LE = LD, a propriedade ¢é valida.

2. Prova de Z-w = z - w: Calculamos o lado esquerdo (LE):

z-w = (ac — bd) + (ad + be)i

(LE) =Z-w = (ac — bd) — (ad + bc)i

Calculamos o lado direito (LD):
Z-w=(a—bi)-(c—di
Aplicando a definicao de multiplicagao:
(LD) = (a(c) = (=b)(=d)) + (a(=d) + (=b)c)i

(LD) = (ac — bd) + (—ad — be)i = (ac — bd) — (ad + be)i

Como LE = LD, a propriedade ¢é valida.

. Prova de z +%Z =2-Re(z): Seja z = a + bi. Entao Re(z) =a ez =a — bi.

z24+Z=(a+bi)+(a—bi)=(a+a)+ (b—>b)i=2a+0i=2a

Como 2 - Re(z) = 2a, a igualdade é verificada.

. Prova de z —zZ = 2i - Im(2): Seja z = a + bi. Entao Im(z) =bez=a — bi.

z—Z=(a+bi)—(a—0bi)=(a—a)+ (b—(=b))i =0+ 2bi = 2bi

Como 2i - Im(z) = 2i - b = 2bi, a igualdade é verificada.

. Prova de Z = z: Seja z = a + bi.

Portanto, zZ = z.

]

Observagao: As duas primeiras propriedades demonstradas (z +w =Z 4+ wW e z-w =

z

- w) revelam que a conjugagao preserva as operagoes de adigdo e multiplicagdo.

Algebricamente, isso implica que uma fun¢ao f : C — C definida por f(z) = Z é um

homomorfismo de corpos. Sob o ponto de vista geométrico, ao associar cada complexo
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z = a-+bi ao seu conjugado Z = a — bi, estamos mapeando o ponto (a,b) no ponto (a, —b).

Visualmente, no Plano Complexo, isso corresponde a uma reflexao em torno do eixo real.

Proposicao 5.5.2. Seja z € C. O nimero z é um ntmero real se, e somente se, ele é
igual ao seu conjugado.
2€ER &= 2=7%

Demonstragao. (=) Suponha que z € R. Podemos escrever z na forma algébrica como
z=a+ 0i. O conjugado de z é Z=a — 0i. Como a+ 0i =a — 07 = a, temos que z = Z.

(<) Suponha que z = Z. Seja z = a + bi. A hipotese nos diz que:
a+bi=a—0b
Subtraindo a de ambos os lados, obtemos:
bi = —bi

Somando bi a ambos os lados:
20t =0

Como estamos em um corpo e 2 # 0 e i # 0, a lei do cancelamento implica necessariamente

que b = 0. Como a parte imaginaria de z é nula, concluimos que z = a € R. O

5.5.2 Modbdulo

Defini¢ao 5.5.2 (Moédulo). O médulo (ou valor absoluto) de um nimero complexo

z = a+ bi é o nimero real ndo-negativo |z| definido por:

|z| = Va2 + b?

Proposigao 5.5.3. Para qualquer z € C, z -z = |z|%.

Demonstragao. Seja z = a + bi. Entao z = a — bi.
z-Z = (a+bi)(a—bi) = a® — (abi) + (bia) — (bi)(bi) = a® — (bi)? = a® — b*i®
Como #? = —1:
z-Z=a®—b(—-1)=a* +b* = |z]?
O

Pode-se obter, através da definicao de modulo, outra forma de forma de demonstrar o

fechamento de C*:

Corolario 5.5.0.1 (Fechamento de C*). Se z,w € C* (s@o nao-nulos), entao z - w # 0.
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Demonstragao. Se z # 0, ent@o |z| > 0. Se w # 0, entao |w| > 0.

Primeiro, demonstraremos a propriedade multiplicativa do modulo: |z - w| = |z] - |w].

Utilizando a propriedade |u|?> = u-%, a propriedade do conjugado do produto, z-w = Z-w,

e a comutatividade da multiplicacao em C, temos:
2wl = (z-w) - (2 w) = (2-w) - (2-@) = (2 7) - (w- ) = |2

Como os modulos sao ntmeros reais nao-negativos, podemos extrair a raiz quadrada de
ambos os lados, concluindo que |z - w| = |z| - |w].

Retornando a prova do corolario: como |z| > 0 e |w| > 0, segue que o produto
|z-w| > 0. Se o modulo de z-w néo é zero, o proprio numero complexo z - w nao pode ser
Oc. Isto prova que nao existem divisores de zero em C*, confirmando que C é um dominio
de integridade. O]

5.5.3 Forma Polar (ou Trigonométrica)

A representacao algébrica z = a+bi associa cada niimero complexo a um par ordenado
(a,b), que pode ser visualizado como um ponto P no plano cartesiano.

Podemos descrever a posicao deste ponto P nao apenas por suas coordenadas
cartesianas (a,b), mas por suas coordenadas polares: a distancia até a origem e o angulo

formado com o eixo real positivo.

e A distancia de P a origem é dada pelo médulo |z| = va? + b2, que ja definimos.

e O angulo # formado pelo segmento OP com o semi-eixo real positivo é chamado de

argumento de z.

A vpartir das relagoes trigonométricas no tridngulo retangulo formado pelas
coordenadas, temos:

a=|z|cos e b=|z|send
Definicao 5.5.3 (Forma Polar). Seja z € C um ntmero complexo nao nulo. A forma
polar (ou trigonométrica) de z é dada por:

z = |z|(cos @ + isend)

Onde 0 é um argumento de z. Embora 6 possa assumir infinitos valores (diferindo por
multiplos de 27), geralmente trabalhamos com o argumento principal, denotado por

arg(z), tal que —m < arg(z) < 7 (ou 0 < arg(z) < 27, dependendo da convengao).
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Im(z)

|z|send b ------comme e

A grande vantagem da forma polar reside na simplificacio das operacoes de
multiplicacao e divisao. Geometricamente, multiplicar nimeros complexos corresponde a

multiplicar seus tamanhos (mo6dulos) e somar seus dngulos (argumentos).

Proposicao 5.5.4 (Multiplicagdo na Forma Polar). Sejam z; = ri(cosf; + isenf;) e

29 = 1r9(cos by + isenfy) dois nimeros complexos. Entao:
Z1 %y = 7“17’2[608(61 + 92) + 7:8611(81 + 62)]

Demonstracao. Realizamos a multiplicacao distributiva e agrupamos as partes real e

imaginaria:
21 - 29 = [r1(cos by + isenb)| - [ra(cos 02 + isendy)]
= ri7a[(cos 6y cos Oy — senfsenby) + i(send; cos by + cos O1sendy)]
Utilizando as féormulas trigonométricas de adigao de arcos para o cosseno e para o seno:
e cos(f + 03) = cos by cos O — senfysendy
e sen(6; + 03) = senf; cos Oy + cos 01senby

Substituindo estas identidades na expressao, obtemos:
21 - 25 = r1ra(cos(0y + o) + isen(0; + 6,))

]

Interpretacao Geométrica: O resultado obtido revela que a multiplicacao de niimeros
complexos nao € apenas uma operacao algébrica, mas uma transformacgao geométrica. Ao
multiplicarmos um ntmero complexo w por um ntmero z (onde z possui moédulo |z| e

argumento 6), o vetor que representa w sofre duas altera¢oes simultaneas:
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1. Seu comprimento ¢ multiplicado por |z|, resultando em uma dilatagao (se |z| > 1)

ou contragao (se |z| < 1);

2. Sua direcao é alterada, sofrendo uma rotagao no sentido anti-horario igual ao angulo

0 (o argumento de z).

Dessa forma, quando visto no plano complexo, z - w possui comprimento igual a r|w| e

argumento igual a arg(w) + 6.

Corolario 5.5.0.2 (Divisao na Forma Polar). Sejam z, zo € C com 23 # 0, representados

na forma polar como acima. Entao:

S E[(:05(91 — 0y) +isen(f; — 6,)]
Z2 T2
Proposicao 5.5.5 (Formula de De Moivre). Seja z = |z|(cosa + isenc) um ntimero

complexo na forma polar. Para todo n > 1, temos:
2" = |z|"(cos(na) + isen(na))

Demonstragao. A prova é feita por indugao sobre n. Base (n = 1): 2! = |z|*(cos(1a) +
isen(la)), o que é trivialmente verdadeiro.
Passo Indutivo: Suponha que a férmula vale para um n > 1, ou seja, z" =
|2|"(cos(nar) + isen(na)). Vamos provar para n + 1:
2= o
= [|z|"(cos(na) + isen(na))] - [|z](cos o + isena)]

= |2|"™[(cos(na) cos a — sen(na)sena) + i(sen(na) cos a + cos(na)senc))
Utilizando as férmulas trigonométricas da soma dos arcos:
cos(na + a) = cos(na) cos a — sen(na)sena

sen(na + a) = sen(na) cos a + cos(na)sena
Substituindo, obtemos:
2" = 2" (cos((n + 1)a) + isen((n + 1)a))

O que conclui a indugao. O
Como consequéncia direta, podemos determinar as raizes de um nimero complexo.

Corolario 5.5.0.3 (Raizes n-ésimas e Raiz Quadrada). Dado z = |z|(cos « + isena), os
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ntmeros complexos definidos por:

. ( <a+27rk) , (a—|—27rk)>
wp = v/ |2| | cos | ——— | +isen [ ———
n n

com k € {0,1,...,n— 1}, satisfazem a equagao X" = z.

Prova: Elevando wy a n e aplicando a Féormula de De Moivre:

(o = (VI (Cos <n - %Wv + dsen (n . M))

n
= |z| (cos(a + 27k) + isen(a + 27k))

= |z|(cos a + isenar) = z

Em particular, para n = 2, isso prova que todo niimero complexo possui raiz quadrada

em C.

5.6 A Impossibilidade de Ordenar C

Proposicao 5.6.1. Nao é possivel definir uma relacao de ordem total < sobre C que o

torne um corpo ordenado.

Demonstracao. A prova é feita por contradicao. Suponha que tal relacao de ordem <

exista. Por definicao de corpo ordenado, esta relagao deve satisfazer:

1. Tricotomia: Para todo z € C, exatamente uma das condigoes é valida: z > 0,

z <0,ouz=0.
2. Compatibilidade: Se a > 0e b > 0, entao a-b > 0.

Consideremos o elemento i = (0,1). Pela Tricotomia, ¢ # 0 (pois ¢ = (0,1) # (0,0)).
Portanto, 7 > 0 ou 7 < 0.

e Caso 1: Suponha 7 > 0. Pela propriedade de compatibilidade, o produto de dois

elementos positivos deve ser positivo.
11> 0
2

© >0

Mas ja provamos que i?> = —1. Isso implicaria que —1 > 0. Se somarmos 1 a ambos

os lados (pela compatibilidade da adigao):

—14+41>04+1 = 0>1
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Isso contradiz o fato de que 1 > 0 (pois 1 = 1%, e o quadrado de qualquer elemento

nao-nulo em um corpo ordenado é positivo).

e Caso 2: Suponha i < 0. Se i < 0, entao seu inverso aditivo —i deve ser positivo:
—1 > 0. Pela propriedade de compatibilidade, o produto de dois elementos positivos
deve ser positivo:

(—i)-(—i) >0

Usando as propriedades de anel, (—i)(—i) = %

i?>0

Isso nos leva exatamente a mesma contradigao do Caso 1 (2 = —1 > 0).

Como ambas as possibilidades levam a uma contradicao, a suposic¢ao inicial de que

uma relagao de ordem compativel existe deve ser falsa. O]



Capitulo 6
Teorema Fundamental da Algebra

A construgao do corpo dos nimeros complexos C foi motivada pela necessidade de
resolver a equacao z? + 1 = 0. No entanto, uma pergunta natural surge: serd que C ¢
suficiente para resolver qualquer equagao polinomial? Ou precisariamos criar um novo
conjunto numérico para resolver z° + 2x — 1 = 07

Neste capitulo, formalizaremos o conceito de polindmios e utilizaremos o Teorema
Fundamental das Fungoes Simétricas para demonstrar o Teorema Fundamental da
Algebra, garantindo que C ¢é algebricamente fechado e encerra nossa cadeia de extensoes

numeéricas.

6.1 O Anel de Polinémios

Comecamos definindo formalmente o objeto de nosso estudo sobre um corpo arbitrario K

(que em nosso contexto sera R ou C).

Definicao 6.1.1 (Polinomio). Seja K um corpo. Um polindémio na indeterminada (ou
variavel) x com coeficientes em K é uma sequéncia infinita de elementos de K, denotada
por (ag, ai, as, ... ), na qual apenas um ntmero finito de termos é ndo-nulo. Usualmente,

representamos este polindmio pela expressao formal:

P(I> :Zail'i :a0+a1x+a2x2+...+anlﬂ
=0

O conjunto de todos os polindémios com coeficientes em K é denotado por Klz].
e O coeficiente a,, é chamado de coeficiente lider.
e O coeficiente ay é chamado de termo independente.

e Se o coeficiente lider for igual & unidade do corpo (ou seja, a, = 1), o polinémio é

chamado de monico.

225
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Observagao: E importante notar que esta definicao pode ser generalizada naturalmente
para o caso em que os coeficientes pertencem a um anel comutativo com unidade (nao

necessariamente um corpo). Faremos uso desta generaliza¢ao posteriormente no texto.

Definigao 6.1.2 (Grau). Seja P(z) = Y =, a;z" um polinémio nao-nulo. O grau de P,
denotado por P ou deg(P), ¢ o maior indice n tal que a,, # 0. Se P(x) é o polindémio

nulo, definimos seu grau como —oo.

6.1.1 Operagoes em K|z|
Sejam P(r) = Y7 ' e Q(x) = YT bl

e Adicao: A soma é realizada termo a termo. Somamos os coeficientes que

acompanham a mesma poténcia de x.

max(n,m)

(P + Q)(Z‘) = Z (ak + bk)l'k

k=0

O grau do polindmio soma sera menor ou igual ao maximo dos graus de P e @,

dependendo se os coeficientes lideres se cancelam ou nao.

e Multiplicagao: O produto baseia-se na propriedade distributiva e na regra de

k

poténcias 2’ - 27 = 2. O coeficiente ¢, do termo z* no produto é obtido pela soma

de todos os produtos a;b; onde i + j = k:

n+m k
P(z)-Q(z) = Z crpaz®,  onde ¢ = Zapbk_p
k=0 p=0

O termo de maior grau possivel no produto surge da multiplicagao dos termos lideres
de P e @, ou seja, (a,z") - (bma™) = (apby,)z"t™. Como estamos trabalhando em
um corpo K, nao existem divisores de zero. Logo, como a,, # 0 e b,, # 0, o produto
apby, € necessariamente diferente de zero. Isso garante que o grau do polinémio

produto é exatamente a soma dos graus dos fatores:
deg(P - Q) = deg(P) + deg(Q)

Proposigao 6.1.1. Seja K um corpo. O conjunto dos polinémios K|[z], munido das
operacgoes de adicao e multiplicacao definidas anteriormente, é um anel comutativo

com unidade.
Demonstragao. Para provar que (Kz],+,-) é um anel comutativo com unidade, devemos
verificar se satisfaz os axiomas de anel. Sejam P(z) = > 7, aix’, Q(z) = > ;2 bja’ e

R(x) = >"2, cxx® polinomios em K[z].
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1. Propriedades do Grupo Aditivo (K[z]|,+): A adi¢do em K|z] ¢ definida termo
a termo. Como a adicao em K é associativa e comutativa, essas propriedades sao

herdadas diretamente pelos polinémios.

e FElemento Neutro Aditivo: O polindomio nulo 0(z), onde todos os coeficientes

sao 0, atua como elemento neutro, pois (a; + 0) = a;.
o Inverso Aditivo: Para cada P(x), existe —P(x) = > (—a;)z" tal que P(x) +
(=P(x)) = 0.

Portanto, (K[z],+) ¢ um grupo abeliano.

2. Associatividade da Multiplicagao: Devemos mostrar que (P-Q)-R = P-(Q-R).
Seja S(z) = P(z) - Q(z). O coeficiente de grau s em S ¢ ds = >, .,
considere o produto T'(z) = S(z) - R(z) = (P - Q) - R. O coeficiente de grau n em

T é:
ey = Z dscr, = Z (Z aibj> Cr

s+k=n s+k=n \it+j=s

a;b;. Agora,

Substituindo s = i + j, a soma percorre todos os indices tais que (i + j) + k = n:

e, = E a;bjcy,

i+j+k=n

Se calcularmos o coeficiente de grau n para P-(Q-R) da mesma maneira, chegaremos
exatamente a mesma soma tripla >, 5., a;(bjcy), devido a associatividade de K.

Logo, a multiplicacao é associativa.

3. Comutatividade da Multiplicacao: O coeficiente de grau k£ de P - @ ¢
> iyji @ibj. O coeficiente de grauk de Q-P &,

corpo K é comutativa (a;b; = bja;) e a adi¢do de inteiros é comutativa (i+j = j+1),

bja;. Como a multiplicacao no

os somatorios sao idénticos. Logo, P-Q = Q - P.

4. Elemento Unidade: Considere o polinémio constante 1(x) = 1+ 0x + 0z + .. ..
O coeficiente de grau k do produto P(z) - 1(x) é:

C — Z aibj

i+j=k

Como by = 1 e b; = 0 para j > 0, o Gnico termo nao nulo da soma ocorre quando

7 =0, o que implica 7 = k.
ck:ak-bozak-lzak

Portanto, P(z) - 1(z) = P(x), e o polinémio constante 1 ¢ a unidade.
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5. Distributividade: O coeficiente de grau k de P - (Q + R) é:

Z ai(bj + Cj)
i+j=k
Pela distributividade em K:
Z ((Iibj + CLZ'Cj> = Z aibj + Z CLiCj
i+j=k i+j=k i+i=k
Este é exatamente a soma dos coeficientes de grau k de P- @ e P - R. Logo,

P.-(Q+R =P-Q+P-R

Concluimos que K]z] satisfaz todos os axiomas e ¢ um anel comutativo com unidade.

]

Proposigao 6.1.2 (K|x| ¢ um Dominio de Integridade). Se K é um corpo (e, portanto,
um dominio de integridade), entao o anel de polinémios K|[x] ndo possui divisores de zero.

Consequentemente, para quaisquer P, Q) € K|[x] ndo-nulos:

deg(P - Q) = deg(P) + deg(Q)

Demonstragao. Sejam P(z) e Q(x) dois polindmios nao-nulos em K[z| com deg(P) =n e

deg(Q) = m. Podemos escrevé-los como:
P(x) = apa™ +---+ag, coma, #0

Q(x) =bupa™ +---+by, com by, #0
O produto P(x) - Q(z) terd coeficientes ¢;. O termo de maior grau possivel provém do
produto dos termos lideres de P e Q):

(an®™) - (bna™) = (ayp - by )2™™™

Como K é um corpo, ele nao possui divisores de zero. Sendo a, # 0 e b,, # 0, o produto
ay - by, € necessariamente diferente de zero. Isso implica que o coeficiente do termo 2™
no produto nao se anula. Portanto, P(z) - Q(z) # 0 (o anel ndo tem divisores de zero) e

o grau do produto é exatamente n + m. O]

6.1.2 Raizes e Divisibilidade

Um polinémio P € K|z] define uma fun¢do polinomial f : K — K através da

substituigao da variavel x por um valor a € K. O valor resultante é denotado por P(«).
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Definicao 6.1.3 (Raiz). Um elemento o € K é chamado de raiz (ou zero) do polinémio
P(z) se:
P(a) =0

Teorema 6.1.1 (Algoritmo da Divisao em K|x|). Sejam P(z) e D(x) polindémios em
K[z], com D(x) # 0. Entao, existem tnicos polinémios Q(z) (quociente) e R(z) (resto)
em K[z] tais que:

P(z) = D(z) - Q) + R(x)

onde deg(R) < deg(D) ou R(z) = 0.

Demonstracao. A prova divide-se em duas partes: a existéncia e a unicidade dos
polinémios Q(z) e R(x).

Sejam deg(P) = n e deg(D) = m. Seja a, o coeficiente lider de P(z) e by, o coeficiente
lider de D(z). Como estamos em um corpo K, e D(x) # 0, sabemos que b, # 0 e possui

inverso multiplicativo b,!.

Existéncia: Faremos a prova por indugao sobre o grau n de P(x).

Caso Base: Se n < m, basta tomarmos Q(z) = 0 e R(z) = P(x). A equagdo
P(z) = D(z) -0+ P(z) é satisfeita e deg(R) = n < m = deg(D), ou R(z) = 0 se
P(z) =0.

Hipotese de Inducdo: Suponha que a existéncia vale para todo polinémio com grau
menor que n.

Passo Indutivo: Seja P(x) um polinémio de grau n > m. Vamos tentar reduzir
o grau de P(z) subtraindo um multiplo adequado de D(z). Considere o monoémio
T(x) = y=~2"~™. Note que a divisao de coeficientes é possivel pois K ¢ um corpo. Agora,

m

construimos um novo polinémio S(x):

Analisando o termo de maior grau:

S(z) = (a2 +...) — (Z—;xn—m) (bz™ + ...

S(z) = (apz" +...) — (apa™ +...)

O termo de grau n se cancela. Portanto, deg(S) < n. Pela hipotese de indugao, como o

grau de S(x) é menor que n, existem ¢;(x) e r(z) tais que:
S(x) = D(z) - q1(x) + r1(x)

onde deg(r;) < deg(D) ou ri(x) = 0.
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Substituindo a expressao de S(z):

Isolando P(z):
P(z) = D(x) - [T(z) + qu ()] + r1(x)

Definindo Q(z) = T(x) + ¢1(z) e R(x) = ri(x), a existéncia esta provada.

Unicidade: Suponha que existam dois pares de polinomios (@, R) e (Q', R') que

satisfacam as condigoes. Entao:
P(z) = D(z)Q(z) + R(z) = D(2)Q'(x) + R'(x)
Isso implica:

D(@)[Q(z) — Q'(z)] = R'(x) — R(x)

Vamos analisar os graus dos dois lados da igualdade. Se Q(x) # Q'(x), entdo o grau do

lado esquerdo é:

deg(D - (@ — Q")) = deg(D) + deg(Q — Q) = deg(D)

Por outro lado, sabemos que deg(R) < deg(D) e deg(R') < deg(D). Portanto, o grau da

diferenca no lado direito deve satisfazer:
deg(R' — R) < deg(D)

Chegamos a uma contradigdo: o grau do lado esquerdo é maior ou igual a deg(D),
enquanto o grau do lado direito é estritamente menor que deg(D). A tnica possibilidade
para evitar a contradigdo é se Q(z) — @Q'(x) = 0, o que implica Q(z) = Q'(x).
Consequentemente, 0 = R'(z) — R(z), o que implica R(z) = R'(z). Portanto, o quociente

e o resto sao Uinicos. O

Teorema 6.1.2 (Teorema do Resto). O resto da divisdo de um polinémio P(x) pelo

bindmio (z — «) é igual a P(«).

Demonstragao. Pelo algoritmo da divisao, temos P(x) = (x —«a)Q(z) + R(x), onde o grau
de R deve ser menor que o grau de (z — «), que ¢ 1. Logo, R(z) deve ser uma constante

r. Substituindo x = a:

Portanto, o resto é P(«). O
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Teorema 6.1.3 (Teorema do Fator ou Teorema de D’Alembert). Um elemento o € K ¢

raiz de um polindémio P(x) se, e somente se, (z — ) divide P(x).
Demonstracao. Pelo Teorema do Resto, P(z) = (z — a)Q(z) + P(«).
e (=) Se v éraiz, P(a) = 0. Logo, P(x) = (z —a)Q(x), ou seja, (z — ) divide P(z).
e (<) Se (z — a) divide P(z), entao o resto é zero, logo P(a) = 0.
[l

Proposicao 6.1.3. Seja P(z) € K[z| um polindémio ndo-nulo de grau n > 0. Entao,

P(z) possui, no maximo, n raizes em K.

Demonstrac¢ao. A demonstragao seré feita por indugao sobre o grau n do polindémio.

Base da Indugao (n = 0): Se deg(P) = 0, entdao P(x) = c¢ para uma constante
¢ € K com ¢ # 0. A condi¢ao para « ser raiz ¢ P(a) = 0, o que implicaria ¢ = 0. Isso
contradiz a hipotese de que o polinémio é nao-nulo. Portanto, P(x) nao possui raizes.
Como 0 < 0, a proposigao é valida para o caso base.

Hipotese de Inducgao: Suponha que a proposi¢ao seja verdadeira para qualquer
polinémio de grau k = n — 1. Ou seja, todo polinémio de grau n — 1 possui no maximo
n — 1 raizes.

Passo Indutivo: Seja P(z) um polindomio de grau n > 0. Temos dois casos a

considerar:

e Caso 1: P(x) nao possui raizes em K. Neste caso, o nimero de raizes ¢ 0. Como

n > 0, temos 0 < n, e a afirmacao ¢é trivialmente verdadeira.

e Caso 2: P(z) possui pelo menos uma raiz a € K. Pelo Teorema do Fator, como

P(a) = 0, o polindémio (z — «) divide P(z). Portanto, podemos escrever:

Como K[z] é um dominio de integridade, o grau do produto é a soma dos graus:

deg(P) = deg(z — a) +deg(Q) = n=1+deg(Q) = deg(Q) =n—1

Agora, seja € K uma raiz qualquer de P(z). Substituindo na equagao fatorada:

PB)=(B—a) Q(B) =0

Como K é um corpo, nao existem divisores de zero. Logo, para que o produto seja

nulo, um dos fatores deve ser nulo:

B-a=0 ou Q) =0



CAPITULO 6. TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA 232

f=a ou féraizde Q(z)

Isso demonstra que qualquer raiz de P(x) ou é o proprio « ou é uma raiz do polinémio
Q(z). Pela hip6tese de indugao, como Q(x) tem grau n— 1, ele possui no maximo
n — 1 raizes distintas. Portanto, o conjunto das raizes de P(x) contém « e, no

méaximo, outras n— 1 raizes provenientes de Q(z). Total de raizes < 1+ (n—1) = n.

Isso completa o passo indutivo e a demonstracao. O

6.2 Polindbmios Simétricos

Definigao 6.2.1 (A¢ao de Permutagao). Dada uma permutagiao o € S,, e um polinémio

P € K|xy,...,z,], definimos a agdo de o sobre P, denotada por P?, como:
PJ(ZL‘l, e ,CBn) = P(CBU(l), ce ,SIJU(n))
Exemplo 6.2.1. Considere o polindmio P(x1, e, 73) = 21— 279 +3. Sejac = (12) € S3
a permutacdo que troca os indices 1 e 2 (ou seja, o(1) = 2,0(2) = 1,0(3) = 3). A agao
de o sobre P resulta em:
Po(l’1,$27563) = P(%(l)aiﬁam),ﬂfa(s)) = P(372,$1,56’3)
Substituindo na expressao do polinémio, temos:

P7 = 1y — 211 + 13

Definigao 6.2.2 (Polindmio Simétrico). Um polinémio P € Klzy,...,x,] é dito

simétrico se ele é invariante sob a acao de qualquer permutacao o € S,. Ou seja:
P°=P Voebs,

Exemplo 6.2.2. Considere o polinémio P = 2% + 2% + 32129 € K[z, 25). Seja 0 =

(1 2) € Sy a transposigao que troca 1 e 2. A ac¢do de o em P resulta em:
PU — 1'3_(1) + .’,L'z_(Q) + 3130-(1)1'0-(2) = I’% + .',U% + 3.’,1321}1

Como a adi¢ao e multiplicagdo em K|z, 23] sdo comutativas, P = P. Logo, P é simétrico.

Ja para QQ = 1 — x9, temos Q7 = xy — 11 = — (21 — x2) # Q. Logo, ) ndo é simétrico.

Definig¢ao 6.2.3 (Polindmios Simétricos Elementares). Definimos os seguintes polinémios
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especiais, chamados de polindmios simétricos elementares:

o1=T1+To+ - +x,= Z 75

1<i<n
02 = T1T2 +X1X3+ -+ Tp_1Tpn = E Tyl
1<i<j<n
03 = E TiXj Tk
1<i<j<k<n

1< << <n

Op = T1X9...Tp

Teorema 6.2.1 (Formula de Viete). Seja P(t) = t" + a, 1t" ' + -+ + ait + ap um
polindémio moénico com coeficientes em um anel A. Suponha que P(t) se fatora totalmente

em A, isto é, existem 1, zo,...,x, € A tais que:
P(t)=(t—x)(t —ax) - (t —x,)

Entao, os coeficientes a; estao relacionados as fungoes simétricas elementares oy, avaliadas

nas raizes da seguinte forma:
— (—1)F
an_r = (—1)%ox(x1,...,2,)

Para 1 <k <n.

Demonstragao. Considere a expansao do produto:

Pt)=(t—x)(t —x2) - (t — )

t"~* nesta expansao, observamos como os termos sao

Para determinar o coeficiente de
formados. Ao expandir o produto, cada termo é resultado da escolha de exatamente um
somando de cada um dos n fatores (t — z;).

Para obter uma poténcia t"~*, devemos escolher a varidvel ¢ em exatamente n — k
fatores. Consequentemente, nos k fatores restantes, somos obrigados a escolher o termo
constante —x;.

Sejam i1, s, ...,1; 0s indices dos k fatores onde escolhemos os termos constantes, com

1 <ip <ig<--- <1 <n. O produto desses termos é:

(_xh)(_a:lé) T (_xlk) = (_1)kxi1xi2 ©r Ty,
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tn—k

O coeficiente total de no polindmio expandido é a soma de todos os produtos possiveis

formados dessa maneira, variando sobre todas as escolhas de k indices distintos:

Coeficiente de t" % = Z (=1)emy 2y, - 2y

1<i1 << <n

k

Podemos colocar o fator (—1)F em evidéncia:

Coeficiente de t" % = (=1)F Z Ty Tiy - T

1<i1 <<, <n

k

Pela definicao de polinémio simétrico elementar o, o somatoério a direita é exatamente

or(x1,...,2,). Portanto:
Coeficiente de "% = (—=1)*oy (21, ..., 2,)
Por outro lado, a forma original do polinémio é dada por:
Pt)=t"+ap 1 t" "+ Fa, "4 tag
Comparando os coeficientes de t"~* nas duas expressoes de P(t), concluimos que:

Qp—f = (—1)k0k($1, . ,ZL‘n)

6.2.1 Teorema Fundamental das Fungoes Simétricas

Teorema 6.2.2 (Teorema Fundamental das Fungoes Simétricas). Todo polinémio
simétrico P € K[zy,...,x,] pode ser escrito como um polinémio nas fungoes simétricas

elementares oy, ...,0,. Isto é, se P é simétrico, existe ) tal que:

P(z1,...,2,) = Q(o1,...,0,)

Demonstracao. A demonstragao sera feita por inducao sobre o nimero de variaveis n.

Base da Indugao (n = 2): Seja P(x1,x2) um polindmio simétrico em duas variaveis.

Podemos encarar P como um polindémio na variavel z; com coeficientes no anel K[z,].

P(xy,19) = Z Aj(zo)]

k
j=0

Sabemos que o1 = x1 + X2, 0 que implica 9 = 07 — x1. Substituindo essa relagao nos
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coeficientes A;(x2), cada A; torna-se um polindmio em z; com coeficientes que dependem
de o1. Reagrupando os termos, podemos reescrever P na forma de um polindmio na

variavel z; cujos coeficientes pertencem a Klo]:
P(x1,3) = Bo(01) + Bi(a1)x1 + Bay(01)a? + - - + By (01) 2T

Vamos definir um polindmio auxiliar K (¢) na variavel ¢ substituindo x; por ¢ na expressao

acima:

K(t) = Bo(O'l) + Bl(O'l)t 4+ 4 Bm(Ul)tm € K[O‘l][t]
Note que, por construcio, K(x;) = P(z1,29). Devido a simetria de P, temos que
P(x1,29) = P(x2,71). Além disso, como os coeficientes Bj(0;) dependem apenas de

01, que é invariante por permutagao, a forma funcional de K é a mesma para qualquer
variavel. Portanto, K (x3) resulta na mesma expressao, apenas trocando x; por zs, o que
corresponde a P(xy,x1). Logo, temos que K(z1) = P e K(z3) = P.

Considere agora o polindmio moénico cujas raizes sao x; e xa:
M<t) = (t - ml)(t - -Tz) = t2 - (331 + Z’Q)t + L1290 = t2 — o1t + 09

Note que M (t) € K[oy,09][t]. Pelo Algoritmo da Divisao de polinémios na variavel ¢ no
anel Koy, 0[], podemos dividir K (t) por M (t):

K(t) = M(t) - Q(t) + R(t)

onde Q(t), R(t) € K[oy, 09][t] e 0 grau de R(t) é estritamente menor que o grau de M (t),
ou seja, deg,(R) < 2. Podemos escrever R(t) = Ct + Cy, com Cy,Cy € Kloy, 09].

Substituindo ¢ = x; na equagao da divisao:

K(l‘l) = M(.’L’l) Q(Q?l) -+ R(Q?l) = P = Cll'l + Co
0
Substituindo t = xq:
K(l‘g) = M(.’L’Q) Q(Q?Q) -+ R(Q?g) = P = Cll'g + Co
0

Igualando as duas expressoes para P:
CliCl + C() = 0133'2 + Co — 01(1’1 — .1'2) =0

Como estamos em um dominio de integridade (anel de polindmios) e z1 # 9

(como variaveis independentes), concluimos que C; = 0. Portanto, P = ;. Como
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Co € Kloy, 03], demonstramos que P é um polinémio nas fungoes simétricas elementares.

Passo Indutivo: Suponha que o teorema seja verdadeiro para n — 1 variaveis. Vamos

provar para n variaveis. Seja P(z1,...,x,) um polindémio simétrico. Encaramos P como
um polinémio em z; com coeficientes em K|z, ..., x,]:
k
_ j
P= E Ai(ze, ..., xp)1]
J=0
Como P é simétrico, ele é invariante por permutagoes das variaveis {zs,...,x,}. Logo,
os coeficientes A; sao polindmios simétricos nas n — 1 varidveis s, ..., z,. Pela hipotese

de inducao, cada A; pode ser escrito em termos das funcoes simétricas elementares dessas
n — 1 variaveis, que denotaremos por 7,...,7,_1. As relagoes entre as fungoes simétricas

T, (de xo,...,x,) € o (de z1,...,z,) sdo dadas por:

01 =1 +T1 — T4 =01 —I1

09 = X1T| + Ty =—> To = 09 — I1T] = O9 —.731(0'1 —Il)

Op = X1Th—1 + T = Tp =0 — T1Tk—1

Recursivamente, vemos que cada 7, pode ser expresso como um polindmio em z; com
coeficientes em K[oy,...,0,]. Substituindo essas expressoes em P, obtemos, de forma
analoga ao caso base, que P pode ser escrito como um polindmio na variavel z; com
coeficientes no anel das fungoes simétricas K[oy,...,0,]. Definimos entdo o polindémio
auxiliar K(t) € Koy, ...,0,][t] tal que K(z1) = P. Pela simetria de P e a invariancia dos
coeficientes (que dependem apenas de o), temos que K (z;) = P para todoi=1,...,n.

Considere o polindémio:

M(t) = ﬁ(t —x) =t"— o t" o (=1)"0,

=1

Temos que M(t) € Kloy,...,0,][t]. Pelo Algoritmo da Divisao em Koy, ..., 0,][t],
dividimos K (t) por M(t):
K(t) = M(t) - Q(t) + R(t)

com deg,(R) < n. Substituindo t = z; para cada ¢ € {1,...,n}, temos M (z;) = 0, logo:

Considere agora o polinomio S(t) = R(t) — P. Neste ponto, estamos considerando S(t)

como um elemento do anel K[zq,...,x,][t]. Isso ocorre porque P € Klzy,...,z,] e
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os coeficientes de R(t), que dependem dos elementares o;, também sdo polindmios nas
variaveis zi,...,x,. O grau de S(f) é o mesmo de R(t), ou seja, menor que n. No
entanto, S(z;) = R(z;) — P = 0 para todo ¢ = 1,...,n. O polindémio S(t) possui n
raizes distintas (x1,...,2,). O tdnico polinémio de grau estritamente menor que n que

possui n raizes ¢ o polindémio identicamente nulo. Logo, S(t) =0 = R(t) = P. Como

R(t) € K|oy,...,0,])[t] e é igual & constante P (em relagao a t), concluimos que P nao
depende de t e seus coeficientes estao em Kloy,...,0,]. Portanto, P € Kloy,...,0,], 0
que conclui a prova. O

6.3 Teorema Fundamental da Algebra

Proposicao 6.3.1 (Polinémios de Grau 2 em C). Todo polinémio de grau 2 com

coeficientes complexos possui raizes em C.
Demonstragdo. Seja P(z) = az* + bz + ¢ com a,b,c € C e a # 0. Podemos completar o
quadrado:

b
0 tbrte=0 e 24 2r=-F
a a

23 (L 2——E+ oy
a 2] o« 2a

N b\? b — dac
24— =—
2a 42

Seja A = b* — 4ac. Pela propriedade das raizes n-ésimas (aplicada aqui para n = 2),
garantimos que existem nameros complexos cujo quadrado ¢ igual a A. Seja VA uma

dessas raizes fixada (tal que (vVA)? = A). Podemos reescrever a equagiao como:

2
b > (VA
24+ —] = —=—
2a 2a

Para simplificar a argumentacgao, defina W = z + % e a constante K = ‘é—ag. A equacao

torna-se W2 = K2, ou equivalentemente, W2 — K2 = 0. Observe que:
e Se substituirmos W por K, temos K2 = K2, logo K ¢é solucao.
e Se substituirmos W por —K, temos (—K)? = (—1)?K? = K?, logo —K também &
solugao.

Como W? — K? = 0 é uma equacao polinomial de grau 2 sobre um corpo, ela possui no
méximo duas raizes distintas. Como jé identificamos duas solugoes (K e —K), estas sdo
as unicas possiveis. Portanto, podemos afirmar com seguranca que:

VA

b
— =4 K =4+ —
Z+2a 2a
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Isolando z:
b VA

2a

Como todas as operagoes envolvidas (soma, produto, inverso e extragao de raiz) sao

z

fechadas em C, as raizes z pertencem a C. ]

Teorema 6.3.1 (Existéncia de Corpos de Decomposigao). Seja K um corpo e P(t) € K]t]
um polindémio de grau n > 1. Existe uma extensao de corpos F O K tal que P(t) se fatora

completamente em F[t] como produto de fatores lineares:
P(t)=c(t—x1)(t —x2) - (t —xp)

onde ¢ € K é o coeficiente lider de P(t) e z1,...,x, € F. O corpo F é chamado de corpo

de decomposigao de P(t).

Demonstracao. A demonstracao sera feita por indugao sobre o grau n do polindémio

P(t).
Caso Base (n = 1): Se 0P = 1, entao P(t) ¢ da forma at + b com a # 0. A raiz
deste polindémio é z; = —a~'b, que pertence ao proprio corpo K. Neste caso, o corpo de

decomposicao é o proprio K (ou seja, F = K), e a base da indugao é valida.
Passo Indutivo: Suponha que o teorema seja verdadeiro para qualquer polinémio de
grau n — 1. Vamos provar que ele vale para um polindémio P(t) de grau n.
Seja p(t) um fator irredutivel de P(t) em K]t]. Construimos a extensao E como o anel
quociente:
_ K]
()
Como p(t) é irredutivel, E é um corpo. Além disso, os elementos de K podem ser
identificados com as classes dos polinémios constantes em [E, de modo que temos a inclusao
K C E.
O elemento ag = [t] = t + (p(t)) € E ¢ uma raiz de p(t), pois p(ay) = [p(t)] = 0.
Consequentemente, o7 também ¢é raiz de P(t). Portanto, no anel de polindmios E[t],

podemos fatorar P(t) como:
P(t) = (t = a1) - Q(t)

Pelas propriedades de grau, como 0P = n, o polinémio Q(t) deve ter grau n — 1.
Agora, aplicamos a Hipotese de Indugao ao polinomio Q(t) € E[t]. Existe um corpo

F D E onde Q(t) se fatora completamente:

Qt) = c(t —wa) -~ (t — )

com xs,...,xr, €F.
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Substituindo de volta na expressao de P(t) e fazendo xy = «y, obtemos:
P(t) =c(t —x1)(t —x) -+ (t — xy)

Como K CE CF, o corpo F é a extensao procurada onde P(t) se decompoe totalmente.
O

Proposigao 6.3.2. Seja P(t) = ap + ait + - -+ + a,_1t""' + " € R[t] um polindmio com
coeficientes reais e grau n > 1. Entdo P(t) admite uma raiz complexa.

Demonstragao. Antes de iniciar a indugao, observe que as raizes de P(t) sdo exatamente

as mesmas raizes do polindémio H(t) = tP(t). De fato, dado um polindémio arbitrario

P(t) com a,, # 0, podemos definir o polinémio normalizado H(t) = a,,' - P(t). Como a,

¢ uma constante nao nula, temos que:
H(a)=0 < a,'-Pla)=0 < Pla)=0

Ou seja, o conjunto de raizes de P(t) ¢ idéntico ao conjunto de raizes de H (t). Portanto,
sem perda de generalidade, assumiremos no restante desta demonstracao que P(t) é
monico, isto é, a,, = 1.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, podemos escrever o grau do polinémio
como n = 2™, onde m > 0 é um inteiro e o ¢ um nimero impar. Faremos a prova por
indugao sobre m.

Base da Indugao (m = 0): Neste caso, n = 2°a = a, que ¢ um ntmero fmpar.
Como assumimos que P(t) ¢ monico, temos P(t) = t" + a, 1t" ' + -+ + ao. Para ||
suficientemente grande, o termo t" determina o sinal do polindémio. Como n é impar,
temos os seguintes limites:

tE+moo P(t) =400 e tEI_nOOP(t) = —00
Portanto, existem ntimeros reais a < b tais que P(a) < 0 e P(b) > 0.

Vamos construir indutivamente uma sequéncia de pares de numeros reais (ag, by) tal
que, para todo k, tenhamos a; < by e P(ai) < 0 < P(bg). Definimos o par inicial como
(ap,bp) = (a,b). Para cada passo k > 0, seja my = % o ponto médio. Temos trés

possibilidades:
1. Se P(my) = 0, encontramos a raiz e a prova termina.
2. Se P(my) < 0, definimos o préoximo par como (agy1,bkr1) = (Mg, by).
3. Se P(my) > 0, definimos o préoximo par como (agy1,bkr1) = (ag, my).

Dessa construgao, obtemos duas sequéncias (ag)ren € (br)reny cOom as seguintes

propriedades:



CAPITULO 6. TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA 240

e A sequéncia (ag) ¢ ndo decrescente (ag < a3 < ay...).
e A sequéncia (bg) é nao crescente (bg > by > by...).
e A distancia entre os termos é dada por b, — ay = b;—,f

Quando k& — o0, a distancia by —ay, tende a zero. Isso implica que (ax) e (bx) sdo sequéncias
de Cauchy em R. Pela completude dos ntimeros reais, ambas as sequéncias convergem
para um mesmo limite £ € R.

Agora, utilizamos as propriedades aritméticas de limites. Como o limite da soma é a

soma dos limites e o limite do produto é o produto dos limites, temos que:
lim P(ay) =P <lim ak> = P(&)
k—o0 k—o0
Como P(a) < 0 para todo k, segue que P(¢) < 0. Analogamente, para a sequéncia (by):

Tim P(by) = P(€)
Como P(bg) > 0 para todo k, segue que P(§) > 0.

Sendo P(&§) < 0 e P(¢) > 0, concluimos obrigatoriamente que P(§) = 0. Portanto,
existe £ € R C C que ¢ raiz de P(t).

Passo Indutivo: Suponha que o teorema seja verdadeiro para qualquer polinémio
com coeficientes reais cujo grau seja da forma 2™~ '3, com 3 impar. Vamos provar que
vale para um polinémio P(t) de grau n = 2™« (m > 1).

Seja P(t) € R[t] com grau n = 2™«a. Pelo Teorema da Existéncia do Corpo de
Decomposicao, sabemos que existe um corpo F que é uma extensao de R (isto é, R C )
tal que P(t) se fatora completamente em F. Sejam x1,...,z, € F as raizes de P(t) neste
corpo estendido. Nosso objetivo é mostrar que, apesar de estarem a principio em um
corpo [ desconhecido, pelo menos uma dessas raizes pertence a C.

Fixe um ntimero real v € R. Para cada par de indices {i,j} com 1 < i < j < n,

definimos o elemento:

()

2 = T+ Tj A+ YTT

n) o n(n—l)'

Seja F» o conjunto de todos os pares {7,7}. O nimero de tais pares é K = (2 = —

Substituindo n = 2™a:

_ 2Ma(2ma —1)

K
2

=2""1a(2ma — 1)

Como « é impar e (2™a—1) é impar (pois m > 1, logo 2™ é par), o produto 8 = a(2™a—1)

¢ impar. Portanto, o nimero de elementos zi(;-) 6 K =2m1p.
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Definimos agora um novo polindémio @), () cujas rafzes sao esses elementos:

Q)= [] =)

{i,7}eF2

O grau de Q,(t) ¢ K =2™15.

Vamos analisar os coeficientes de (), (t). Eles sdo (a menos de sinal) as funcoes
(v
,J
sob permutacoes das raizes originais xy, utilizamos o seguinte resultado auxiliar:

simétricas elementares das raizes 7). Para garantir que esses coeficientes sao invariantes

Lema: (Permutagio em Pares de Indices)
Seja S, o grupo das permutagoes do conjunto {1,2,...,n} e seja Fy o conjunto de todos
os subconjuntos de {1,2,...,n} contendo exatamente dois elementos. Dada uma bijegao

o € S, a funcao induzida ¢* : Fo — F5 definida por:

o"({i,5}) ={o(i),0(j)}
¢ também uma bijecao.

Prova do Lema. Como o é injetiva, se i # j, entdo o(i) # o(j), o que garante que
a imagem {o(i),0(j)} é de fato um elemento de F,. Para mostrar que ¢* é uma
bijecao, basta exibir sua inversa. Considere a permutacao inversa c~! € S,. Definimos
(o7 : Fy = Fy por {u,v} = {o7 (u),c7 (v)}. A composigao (% o (671)*)({u,v}) =
{o(c7 (u)),0(c7(v))} = {u,v} mostra que o* ¢é sobrejetiva e injetiva. Portanto, o* é
bijetiva. ]

Retornando & prova principal: Observe que qualquer permutagao o € S, das

raizes originais xi,...,r, permuta os pares {i,j} e, consequentemente, permuta os
() ()
2V (VA
eles permanecem invariantes sob qualquer permutacao das raizes xp. Pelo Teorema

elementos z Como os coeficientes de Q. (t) sao funcoes simétricas nas variaveis z
Fundamental das Fungoes Simétricas, qualquer expressao polinomial nas raizes xy, ..., z,
que seja invariante por permutagoes pode ser escrita em termos das fungoes simétricas
elementares de xp. As funcgoes simétricas elementares de xq,...,z, sdo exatamente os
coeficientes de P(t) (a menos de sinal), que sdo ntimeros reais. Portanto, os coeficientes
de @,(t) s@o nimeros reais.

Como Q,(t) € RJt] e seu grau é 23, podemos aplicar a hipotese de indugao.
Logo, Q,(t) possui pelo menos uma raiz complexa. Isso significa que, para cada v € R,
existe um par {4, j} tal que:

i+ +yrz; € C

Como existem infinitos valores possiveis para 7 (todos os nimeros reais) e apenas um

namero finito de pares {i, 7}, deve existir um mesmo par {i,j} que satisfaz a condigao
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para dois valores reais distintos de 7, digamos v, € ¥2 (com y; # 7). Assim, temos:

X; —|—l’j +’Yll’i$j =c eC

x; + Z; —I—’}/QCL’Z‘J/’]‘ =C9 € C
Subtraindo as duas equacoes:
(M1 —)ziz; = — ¢
Como 77 — 75 € um ntmero real nao nulo e ¢; — ¢o € C, concluimos que:

C1 — Co

cC

IL‘Z'ZL‘]‘ =
Y1 V2

Substituindo z;x; na primeira equagao, vemos que z; + x; também deve ser complexo:
ri+x; =c —n(zzy) € C
Agora, z; e z; sao raizes do polinémio quadratico:
R(t) = (t —z)(t — x;) = t* — (z; + )t + (2:7;)

Os coeficientes deste polindmio pertencem a C. Como ja provamos as raizes de um
polindmio quadratico com coeficientes complexos sao ntimeros complexos. Portanto, x; €
C e z; € C. Como z; é uma raiz de P(t), provamos que P(t) admite uma raiz complexa.

O

Proposicao 6.3.3. Seja P(z) = >_}_,a,z" um polinémio com coeficientes complexos
(ay € C). Definimos o polinémio conjugado P(z) tomando o conjugado de cada

coeficiente: .
P(z) = Z@zk
k=0
O polinémio produto Q(z) = P(z) - P(z) tem coeficientes reais.

Demonstracao. Para mostrar que um ntumero complexo é real, basta mostrar que ele é
igual ao seu conjugado. Vamos verificar isso para os coeficientes de QQ(z). Observe que

para qualquer z € R (onde z = z):

Q(z) = P(2) - P(2) = P(2) - P(2) = P(2) - P(2) = Q(2)

De forma mais explicita nos coeficientes, seja Q(z) = Y. Ciz*. O coeficiente k-ésimo Cj,
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¢ dado por:
k k
Cr = Z a; - (coef. de 277 em P) = Zaj - Qp
=0 =0

Tomando o conjugado de Cy:

=
Ea

Para verificar que esta soma ¢é igual a C, fazemos uma mudancga de indices. Sejam = k—j.

Quando j percorre de 0 a k, m percorre de k a 0. A soma pode ser reescrita como:

k

k
Ck: § Ak—mAm = § AmQ—m
m=0

m=0

Esta expressao final é exatamente a definicdo original de C. Como Cjy = C}, todos os

coeficientes de Q(z) sdo reais. O

Teorema 6.3.2 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo polinémio de grau positivo

com coeficientes complexos admite pelo menos uma raiz complexa.

Demonstragao. Seja P(z) = a,2"+a, 12" '+ - -+a12+ag um polinémio com coeficientes
complexos e grau positivo (n > 1). Considere o polinémio conjugado P(z) = @,z" +
12" '+ Az +ag.

Pela proposicio anterior, sabemos que o polinomio produto Q(z) = P(z)- P(z) possui
coeficientes reais. O grau de Q(z) é a soma dos graus de P(z) e P(z), ou seja, deg(Q) =
n+mn =2n. Como n > 1, o grau de )(z) é pelo menos 2.

Como @Q(z) é um polinémio de coeficientes reais e grau positivo, aplicamos a proposigao
que nos diz que esse tipo de polindémio admite uma raiz complexa, para concluir que existe
um ¢ € C tal que Q(&) = 0.

Substituindo na defini¢do de Q(z):

P(&)-P(€) =0

Como C é um corpo, e portanto um dominio de integridade, o produto de dois elementos

sO € zero se pelo menos um deles for zero. Temos duas possibilidades:

1. P(§) = 0. Neste caso, £ é¢ uma raiz de P(z), e o teorema esta demonstrado.

2. P(£) = 0. Sabemos que P(¢) = > @z¢*. Tomando o conjugado desta equacao:

©)=0= > af =0 = P =0

Neste caso, o conjugado de &, ou seja, &, é uma raiz de P(2).
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Em qualquer caso, encontramos um niamero complexo que é raiz de P(z), demonstrando

0 teorema. OJ

Corolario 6.3.2.1 (Raizes em Pares Conjugados). Se P(z) é um polinémio com
coeficientes reais, entdo se & € C é uma raiz de P(z), seu conjugado & também ¢ uma raiz

de P(z).

Demonstracao. A demonstracao segue exatamente a logica utilizada no final do teorema
anterior. O fato fundamental é que a aplicagao conjugacao f : C — C dada por f(z) =z

¢ um homomorfismo de anéis, isto é, preserva a adi¢ao e a multiplicagao:

ZHw=Z+w e Z-w=Z W
Aplicando isso a um polinémio P(z) = > azz* com coeficientes reais (onde @z = ay):

PE) =) at =) m =) al®" =PE

Portanto, se £ é raiz, temos P(§) = 0. Aplicando o conjugado em ambos os lados:

P(§) =0 = P(£) =0

Logo, £ também é raiz. O]

Corolario 6.3.2.2 (Fatoracao Completa em C). Todo polinomio de grau n > 1 com
coeficientes complexos P(t) = a,t™ + -+ + a1t + ag se fatora em termos lineares. Isto &,

existem zq, 29, ..., 2z, € C tais que:
P(t) = an(t —21)(t — 22) -+ (t — 2)

Demonstracao. A demonstracao sera feita por indugao sobre o grau n do polinémio.

Base da Indugao (n = 1): Seja P(t) = a1t + ay com a; # 0. Podemos colocar a,

P(t) = ay (t + @)

a1

em evidéncia:

Definindo z; = —%¢, temos P(t) = a1(t — z1). O coroldrio ¢ valido para n = 1.
Hipo6tese de Indugao: Suponha que todo polindémio de grau n — 1 com coeficientes
complexos possa ser fatorado na forma c(t —rq) - (t —rp_1).
Passo Indutivo: Seja P(t) um polinémio de grau n com coeficiente lider a,. Pelo
Teorema Fundamental da Algebra, sabemos que P(t) admite pelo menos uma raiz
complexa, digamos z; € C.

Pelo Teorema do Fator, como P(z;) = 0, o polinomio (¢ — z;) divide P(t). Logo,
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existe um polindémio Q(t) tal que:
P(t) = (t — 21)Q(t)
Comparando os graus e os coeficientes lideres:
e O grau de Q(t) deve ser n — 1.

e O coeficiente lider de Q(t) deve ser o mesmo de P(t), ou seja, ay,.

Como Q(t) tem grau n — 1, podemos aplicar a Hipotese de Indugao. Existem

29,...,2, € C tais que:

Q(t) = an(t — 20)(t — 23) -+ (t — 2n)
Substituindo essa expressao de volta na equagao de P(t):
P(t) = (t = 21) - [an(t = 22) - (¢ — 2,)]
Reorganizando os termos:
P(t) =an(t —21)(t — 29) -+ (t — 2p)

Isso conclui a indugao e a prova do corolario. O]
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