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Resumo

Neste trabalho, apresentamos de forma concisa os principais conceitos fundamentais
de Andlise Funcional necessarios para a formulacao e demonstracdo do Teorema da
Representacao de Riesz em dimensao infinita. Como aplicacdo desse resultado, e com
uma introduc¢ao preliminar aos espacos de Sobolev, estabelecemos a existéncia e unici-
dade da solucdo fraca para o problema de Dirichlet, que constituiu o principal objetivo

deste projeto.

Palavras-chave: Espacos de Hilbert; Teorema da Representacao de Riesz; Espacos de
Sobolev.



Abstract

In this work, we present in a concise manner the main fundamental concepts of Functional
Analysis necessary for the formulation and demonstration of the Riesz Representation
Theorem in infinite dimensions. As an application of this result, and with a preliminary
introduction to Sobolev spaces, we establish the existence and uniqueness of the weak

solution to the Dirichlet problem, which constitutes the main objective of this project.

Keywords: Hilbert spaces; Riesz Representation Theorem; Sobolev spaces.
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1 Introducao

A Anédlise Funcional constitui um dos pilares da matematica moderna, ofere-
cendo uma estrutura rigorosa para o estudo de espacos vetoriais de dimensao infinita e
suas aplicagdes em diversas dreas, como fisica, engenharia e ci€éncias computacionais.
Diferentemente da dlgebra linear cléssica, restrita a dimensoes finitas, a andlise funcio-
nal estende conceitos como norma, produto interno e operadores lineares para contextos
mais gerais, permitindo a formulagao e resolugao de problemas complexos.

Entre os diversos tipos de espacos normados, os espacos de Hilbert desempenham
um papel central por possuirem uma rica estrutura geométrica advinda do produto
interno. Essa estrutura nao apenas generaliza propriedades do espago euclidiano, mas
também fornece ferramentas essenciais para a formulacao de resultados fundamentais,
como o Teorema da Representacdo de Riesz, o qual estabelece uma correspondéncia
profunda entre funcionais lineares continuos e elementos do préprio espaco de Hilbert.

O estudo de tais resultados tem relevancia ndo apenas tedrica, mas também
pratica. Em particular, problemas em Equagoes Diferenciais Parciais, mecanica quantica,
teoria da informacao e processamento de sinais podem ser formulados em termos de
espacos de Hilbert, onde as no¢des de ortogonalidade e projecao desempenham um papel
crucial. Neste trabalho, apds apresentar os conceitos fundamentais da andlise funcional,
serd dada énfase ao Teorema da Representacdo de Riesz, bem como a algumas de suas
consequéncias e aplicacoes.

Dentre uma das aplica¢des, abordaremos, preliminarmente, os espacos de So-
bolev, que estendem a nocao de diferenciabilidade para um contexto mais geral e sdo
indispensaveis no tratamento moderno de problemas de valores de contorno. Utilizando
esses espagos, serd possivel demonstrar a existéncia e a unicidade da solugao fraca para o
problema de Dirichlet, o que ilustra a relevancia pratica da teoria desenvolvida ao longo
deste trabalho, o qual busca ndao apenas consolidar os principais conceitos da andlise
funcional relacionados a espacos de Hilbert, mas também evidenciar sua importancia
como ferramenta para a resolucao de problemas matemaéticos de grande interesse tedrico

e aplicado.
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2 Espacos Normados

O estudo dos espagcos normados é fundamental na andlise funcional e em diversas
areas da matematica aplicada, pois fornece um arcabougo rigoroso para medir o tamanho
(norma) de vetores em espagos vetoriais.

Essa estrutura permite a defini¢do de conceitos essenciais, dos quais destacamos
convergéncia e continuidade, indispensdveis na formulacdo e na analise dos problemas
matematicos tratados ao longo deste trabalho.

Os espagos normados generalizam o ambiente dos espagos euclidianos, possibi-
litando o tratamento de fun¢des e operadores de maneira abstrata e sistemdtica. Além
disso, eles constituem a base para o desenvolvimento de espacos mais especificos, como
os espacos de Banach e de Hilbert, amplamente utilizados na resolucao de equacgdes
diferenciais, na teoria de operadores lineares, na fisica matemética e em problemas de

otimizagao.

2.1 Definicao e Exemplos

Definicao 2.1 (Espaco Normado). Seja E um espago vetorial real. Uma norma || - || em
E € uma aplicacao
-1l E — [0,+c)
x = lx]l

que satisfaz as seguintes condi¢oes:
i. [|x]| =0, VxeEe,]|x||=0se, esomente se, x =0.
ii. ||Bx||=1Blllx|l, Vxe EeVBeR.
i, [lx+yll < [lx[[ +lyll, Vx,y € E.

Chamamos de espaco normado este espaco vetorial E cuja norma atende as condi¢oes
listadas acima. Notamos formalmente por (E, || - ||), ou simplesmente por E, sempre

que nao houver ambiguidade quanto a norma em questao.

Observagdo 2.1. Vale a igualdade do terceiro item da defini¢do acima se, e somente se,
x=Ay,¥VA1>0.
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Exemplo 2.1. O conjunto dos nimeros reais R, munido da norma
llxl == |x],

€ um espago normado.

Exemplo 2.2. O espaco euclidiano n-dimensional R”, munido da norma

lxllz == V2 + el + - + a2,

€ um espago normado.
Exemplo 2.3. O espago
I :={(xp)nenw ; VmeN, |x,] <C, CeR}
formado por todas as sequéncias reais limitadas, munido da norma
llx[leo = sup |x,],
neN
¢ um espago normado.

Exemplo 2.4. Dado p e Rtalque 1 < p < +00, 0 espaco

+00
7= {(xn)neN ; Z Ix,]7 < +°°}
n=1

formado pelas sequéncias reais p-somaveis, munido da norma

+00 Ilq
Il = (Z |xn|P) ,
n=1
€ um espago normado.

Exemplo 2.5. Dados 1 < p < +ooe I = (a,b) C R, o espago

b
LP(I) = {u 1 >R / lu(r)|Pdr < +oo}

12



das funcdes mensuraveis, na integral de Lebesgue, definidas em /, munido da norma

1

b P
lull, = ( / |u<r>|f’dz) ,

¢ um espago normado.

Note que, L' (1) é um espago normado de intimeras funcdes. Apesar disso, ha
algumas outras que nao t€m integral convergente em um intervalo aberto real qualquer e,
por consequéncia, nao fazem parte deste espaco. Por exemplo, consideremos 7 = (0, 1)

e tomemos u(t) = % Note que a integral

1
1
/ ;dt:lntl(l):lnl—limlnt:O—oo:—oo
0

t—0t

€ divergente. Porém, se tomarmos qualquer intervalo compacto [a, b] C (0, 1), entdo a

integral passa a ser finita. Desse modo, surge a necessidade de definir o espaco L}OC(I )

para algumas funcdes ndo convergentes em L' (/) tenham integral finita.

Exemplo 2.6. Sejam I = (a, b) um intervalo aberto,  C / um subconjunto compacto,

isto é, Q cc I, e p = 1. O conjunto

LIIOC(I)::{M:I_)R ; /|u|<+°°,VQCCI}
Q

munido da norma

lull = [ futo)ld < oo,
Q
para um fixado © cC I, € um espago normado.

O espaco L}DC (1) sera bastante ttil mais adiante, na secdo de aplica¢des, quando
definirmos a derivada fraca. A condi¢ao suficiente para que uma determinada funcao u

possua derivada fraca € justamente que u € Llloc(l ).

Exemplo 2.7. Seja I = [a,b] C R. O espaco

C([a,b],R) :={u:1—>R ; wuécontinua}

13



formado por todas as fungdes escalares continuas em um intervalo fechado /, munido
com a norma

llulleo := max |u(z)],
tel

€ um espago normado e o representaremos por C[a, b].

2.2  Um pouco sobre sequéncias reais

Agora, apresentaremos os conceitos de sequéncia convergente e sequéncia de
Cauchy, cruciais para a definicao de espago normado completo, presente na proxima

secao.

Definicdo 2.2. Sejam E um espaco normado e (a,) uma sequéncia em E, isto &,

a, € E, ¥ n € N. Diremos que (a,) é convergente se,V € > 0, 3 ng € N tal que
la, — L|| <&, Vnz=ng

sendo L o elemento para o qual a sequéncia converge. Notagao: a,, — L.

Definicao 2.3 (Sequéncia de Cauchy). Sejam E um espaco normado e (a,) uma
sequéncia em E. Diremos que (a,) é uma sequéncia de Cauchy se,V € > 0, Ing € N
tal que

”an_am”<8’ Vn,mzno-
Teorema 2.1. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.
Demonstragdo. Seja (a,) uma sequéncia convergente, isto &,V £ > 0, I ng € N tal que

&
lla, — L|| < 5 V n > ng. De fato,

E E
||an_am||:”an_L+L_am|| < ”an_L”"'l_ll”am_L” <§+§:8-

Lema 2.1. Em R, toda sequéncia de Cauchy é convergente.

Demonstragdo. Seja (a,) uma sequéncia de Cauchy. Note que (a,) é limitada.

Por hipétese, 3 n; € N tal que V & > 0 temos que ||la, — anl| < &, Vn,m > n;. Em

14



particular, tomemos m = n;. Temos que
lanll = llan — an, + an || < llan — an, |l + llan, || < &+ llanll, Vn>np.

Em seguida, definamos k = max{||a;|, [laz2|l,--- . |lan, ]|, € + llan,||}. Logo, temos
lla,|l < k,¥Y n €N, ou seja, (a,) é, de fato, limitada.
Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequéncia (a,,) de (a,) tal que

an, — L. Assim, V & > 0, 3 ny € N tal que

e
llan, — LIl < 5 Vn,=>ny.

Pelo Teorema 2.1} (ay,,) é de Cauchy. Logo, ¥ & > 0, 3 n3 € N tal que
€
lan, —anll <5, Ve 2n;.

Como (ay, ) € uma subsequéncia de (a,), entdo o tnico elemento para o qual (a,) pode
convergir é L, isto é, se convergir. Mostremos, por fim, que (a,) converge. De fato,

basta tomar ng = max{ny, n3}. Dai, concluimos que, V &£ > 0, I ny € N tal que

e €
lla,—L|| = |lan — an, +an, — L|| < |lan —an, || + ||an, — L|| < §+§ =g, Yn>ng.

2.3 Espaco de Banach

Definicao 2.4 (Espaco de Banach). Seja £ um espaco normado. Diremos que E é
completo, se toda sequéncia de Cauchy em E for convergente em E. Em especial,

chama-se de espaco de Banach todo espago normado completo.

Observagao 2.2. Os Exemplos 2.1 2.2] 2.3| 2.4 2.6]e 2.7] sdo casos de espacos de

Banach.

Exemplo 2.8. Considere o espaco normado C|[0, 1] munido da norma

1
lull ::/0 w(nldr .

15




Afirmamos que este espaco ndo é um espaco de Banach, ou seja, ndo € completo. De

fato, podemos verificar que a sequéncia (x,) dada por

[ 1
0, tel0, =
se _ 2)
(1) t ! te-l 1+1
n = —=], S€ N oA -
* "2 22" n
1 1
1 telz+-,1
R se > ]

€ de Cauchy. Ao tomar n — +o0, a sequéncia (x,) converge para a fungdo descontinua

1
0, tel0, =
S€ [ 2)

1
1, re|=,1

Obviamente, x ¢ C[O0, 1], portanto, é impossivel que uma sequéncia de Cauchy seja

x(t) =

convergente neste espago. O grafico a seguir ilustra o comportamento das fungoes

descritas neste exemplo.
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Exemplo 2.9. O espaco /” munido da norma ||u||, do exemplo anterior é completo e,

portanto, de Banach.

Exemplo 2.10. Seja p e Rtalque 1 < p < +00. O espago R” munido da norma

n »
Il = (Z |x,~|f’)
i=1

¢ um espacgo de Banach.

2.4 Desigualdades de Young, Holder e Minkowski

Nesta se¢do, em ordem de provar que o espaco /” € um espaco normado, € ne-
cessario introduzir algumas desigualdades basicas. Antes disso, definiremos o conceito
de funcdo convexa, necessario para a demonstracao da Desigualdade de Young, expressa
através do Lema 2.2

Definicao 2.5. Seja / um intervalo real tal que (a,b) c I. Umafuncdo f : I CR - R
€ dita convexa quando, para a < x < b, o ponto (x, f(x)) do grafico de f se encontra

sempre abaixo do segmento de reta que une os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).

Definamos os pontos A = (a, f(a)), B = (b, f(b)), C = (x, f(x)), D = (x,d)
tal que D estd sobre a corda que une os pontos A e B. Sendo f uma funcdo convexa,
fagcamos a seguinte andlise:

xX—a
b-a’
x=a+(x—-a)=a+u(b-a)

u= O<u<li

x=(1—-wa+ub
x =Ada + ub, A=1-pu

Por definicdo, a funcao € convexa quando o ponto D estd sempre acima do ponto C,
logo,Va,beleVAdu>0,talqued+pu=1,vale

JfAa+pub) < Af(a)+puf(b).

17



Lema 2.2 (Desigualdade de Young). Sejam a, b > 0. Entdo,

P pa
ab < A
P q
com p,q > 0 tais que
1 1
l=—+-—.
P 49

Por satisfazerem essa igualdade, p, g sdo chamados de expoentes conjugados.

Demonstragao. Note que

ab = eln(ab) _ elna+lnb _ eln (a%)+ln (b%) _ e(%lna’#élnlﬂ) _ e/lx+#y

1

tal que x = Ina”, y =Inb?, A = %, p =, com p e g expoentes conjugados. Sendo

f(x) = ¢* uma fungao convexa, temos

1 p 1 q
ab = e < 1" + pe¥ = —eM 4 —nb?
p q

Usando as propriedades das funcdes exponencial e logaritmica, obtemos

P pa
absa—+—
P g

0 que conclui a demonstracgao. [

Lema 2.3 (Desigualdade de Holder). Sejam (a,) € [P, (b,) € 19, com p, q expoentes
conjugados tais que 1 < p < +00 e 1 < g < +co. Entdo, (a,b,) € 1! e vale:

[(anbu)llt < ll(@n)llpll(Bn)llg-

Demonstragdo. Se (a,) ou (b,) for a sequéncia nula, entdo nao ha o que demonstrar.

Por isso, suponhamos que ||(a,)||, > 0 e que ||(b,)[|4 > 0. Inicialmente, note que

+00 +oo
lanllh = > lanl” e Nballd = > Ibal”.
n=1

nx=1

18



Usando a desigualdade de Young

=

S |—

~<

Q=

IA

+
Q=<

S| =

lan|? ey = |b, |7
lanlly 21K

( |an| )( |bn| ) 1 |an|p 1 |bn|q
< — 7 + — -7
lanllp ) \bnllg) — P \llanlln ] a \llballg

Aplicando o somatdrio em ambos os lados, temos
+00 +oo
lan||bnl 1 la,? 1 |by|?
5 (el ) < 33 ety L),
i \llanllplibally) — &\ P llanll, 4 11ballg

Do lado esquerdo, as normas sdo valores fixos. Desse modo, podemos colocé-las fora

obtemos

com x =

do somatério. Quanto ao termo do lado direito, simplificando a fragdo, temos

i" qliballglanl? + pllaxli;|bal?
pallaliplibalg

O qlballflan? & pllaallhlbal?
SZ P +Z P

= pallanlplbally &= pallaaliyliballg

|anl|bn| <
|Ian||p||b lq 4 Z

n=1

+00 +00

lan|? 1D
< +
;puannp ;qnb 12
< |anl” + |bnl?
p||an||£; " gl ||z; "
1 1
<—+-=1
P q
Portanto,
+00
D lanbal < llall,llballg
n=1
que € a desigualdade desejada. ]

Lema 2.4 (Desigualdade de Minkowski). Sejam 1 < p < +c e (a,), (b,) € IP. Entdo
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(an + by) € 1P evale:

I(an +bu)llp < (@)l + [1(Bn)llp-

Demonstragdo. Se p = 1, entdo ||la, + b,ll, < |lanll, + |[b.ll, € a desigualdade de

Minkowski torna-se naturalmente trivial. Além disso, se ||a, + b,|| = 0, entdo ndo ha o
que fazer. Desse modo, suponhamos p > 1 e ||a, + b,|| > 0. Mostremos inicialmente
que (a, + b,) € I7. De fato, note que

lan + bnl” < (|an| + [bal)? < [2sup{lanl, [Da|}]” < 2P (SUP{IanI”,Ian”})
neN neN

< 2(lan|? +1bal”) .

Aplicando o somatério em |a, + b,|? < 2P (|a,|? + |by|?), temos

+00 +00 +00
D lan+by|? <27 (Z |an|f’+2|bn|f’) :
n=1 n=1 n=1

Por hipétese, temos (a,) € [” e (b,) € [”, 0 que implica

+00 +00
Dlanl? <+e0 e D |bylP < +eo.
n=1 n=1

Como 27 é um numero finito, fixado p € R, temos

+00

Z|an+bnlp < 400.

n=1
Portanto, (a, + b,) € [P, como gostariamos inicialmente.

Agora, mostremos que vale a desigualdade algébrica. Inicialmente, note que

-1 -1
lan + bnlp = |an + byl|a, + bn|p < (lan| + |bn|)|an +bn|p

< lanl|lan + bn|p_1 + |bplla, + bnlp_l .
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Seja g o expoente conjugado de p. Observe que, (a, + b,)?~! € 19, pois

+00 +00
D an+b)"77 =) |ay +bal? < +o0.
n=1 n=1

Note que, se (an), (by) € I” e (a, + b,)P~' € 14, entdo (a,)(a, + by)P! € ' e
(bn)(an +by)P~ 1 eIl
Desse modo, aplicando o somatério em |a, + b,|P < |ay||an + ba|P~" +|by||an + ba|P71,

temos
+00 +00
Z lan + bnlp < Z (|an||an + bn|p_1 +|bylla, + bnlp_l)
n=1 n=1

+00 +oo
< > lanllan+bal?™" + > byllan + bal?™"
n=1 n=1

Pela Desigualdade de Holder, temos

+00
-1 -1 -1
D lanllan +bal?™ = llan(an + b)) < llanllpll (an + b2)" g
n=1
€
+00
> ballan + bal?™" = 1ba(an + b)) l1 < 1ballpll(an + 52)" -
n=1
Logo,
+00
> lan+bal? < llanllpll(an +ba)"~ g + 1Ballpll(@n + ba)" "l
n=1
-1
< (lanll, + 1Bally) Il (an + b2)" g
+00 5
-114
< (laall, + l1ball ) (Z [lan + bal?™"] )
n=1
1
+oo q
< (lanllp + 154ll,) (Z lan + w) :
n=1
Consequentemente,

1
P

+00 +00 1_5
|an+bn|p = |an+bn|p < lanll, + 1154l
p p
n=1 n=1
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que € a desigualdade desejada. ]

Observagao 2.3. As desigualdades de Minkowski e Holder foram enunciadas e demons-

tradas para [”, mas também sao validas para L” ([) e sua respectiva norma.

2.5 Normas equivalentes
Definicao 2.6 (Normas equivalentes). Seja E um espago normado. Duas normas || - ||;
e || - ||2 sdo ditas equivalentes se existem constantes reais C1, C, > 0 tais que

Cillxlli < llxll2 < Gaollxlli,  VxeE.

Exemplo 2.11. Em R”, s@o equivalentes as normas

>

n »
lello = max Pl e lxll,={> ll”] . 1<p<eco.
ie{l,,n} Py

Por um lado, trivialmente, vale

lIxlleo < [lx]l - (1)
Por outro lado, temos que

n

bellh = >~ bal? < ( max |xi|f’) = nl|x|I%, .
pa ie{l,.,n}

Logo,

1
lxllp < n7llxle - (2)

Portanto, como consequéncia de (1)) e de (2), temos que as normas || - ||, e || - || S&0

equivalentes, como gostariamos.

Teorema 2.2. Em um espaco vetorial de dimensao finita, quaisquer duas normas sdo

equivalentes.
Demonstragcdo. Suponhamos dim E = k. Assim, seja {ey, e, -, ex} uma base para
E. Queremos provar que duas normas quaisquer || - ||; e || - ||2 sdo equivalentes em E.
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Para isso, observe inicialmente que, dado x € E, temos

k
X = Zaiei, a; €ER.
i=1

Sem perda de generalidade, podemos fixar a primeira norma. Desse modo, consideremos

k
lelly = > Jasl
i=1

Nosso objetivo é mostrar que existem Ci, C, > 0 tais que
Ixll2 < Cilixlli e lxlli < Callx]l2

para qualquer que seja a norma || - ||,. Por um lado, note que

k
2, e
i=1

llx[l2 =

k k
SZ a;l |le; SZ ;| max ||e;
: | l||| 1”2 : | llie{l;n,k}ll 1”2
2 i=1 i=1

k
<k( max Jellz) ) il < Cillxlly
ie{l, -k} p

isto é
lx|l2 < Cyllx]1 3)

Ci=k Al .
em que € (l-e{{‘,?.’fk} ||el||z)

Por outro lado, afirmamos que existe uma constante C, > 0 tal que ||x||; <

C;||x]|2. De fato, suponhamos, por contradi¢do, que ndo. Isto €, A C, > 0 tal que

X
el _

[lx]2

Logo, existe uma sequéncia (x,) tal que

”xnlh

|an||2 B
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Definamos a sequéncia (y,) da seguinte forma

Xn

a1

Yn -

tal que

k
o= laillle].
i=1

Note que ||y,]l2 — 0. De fato,

1
m —=0.

) T n—4oop

Xn

[l 11

lim [[ynll2 = lim
n—+oo n

—+00

Como ||y,|l2 = 0, V n € N, temos, obrigatoriamente, que

lim [lynll2=0.
n—r+0o
Trivialmente, observe também que ||y,||; — 1. De fato,

Xn

bl _ iy =1
llxx 11

omore fhealli e

lim |y,|ly = lim
n—+co

n—+oo

Consequentemente,
k k
= Gim [yl = Tm > fawl = > lawl = yalli-
n—+0o n—+oo
i=1 i=1
Notoriamente, («;,) € uma sequéncia limitada, veja
k
in < || < Z lain] =1, VneN.
i=1

Logo, vale o Teorema de Bolzano-Weierstrass. Assim, existe uma subsequéncia (a;y,)

que converge para ;. Devido a isso, podemos afirmar que y,;, — y, tal que

k
y= Z a;é; .
i=1
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Por fim, note que
Iyll2 =11y = yn; + yu;ll2 < Ny = yull2 + llyn;ll2 -
Aplicando o limite, temos

lim [[y[> < lim ||y = yull2+ Lim ||y,
n—+oo n—+oo n—+oo

k
< tim | (jeil = lain,|) el
n—+00 ’
i=1 2
k
< 1> (1l = tim far 1) s
n—oo
i=1 2
k
< |12 Uil = lai) lleall| =0
i=1 2

Porém, pela propriedade da norma, ||y|l» > O, portanto, ||yl = 0. Logo, y = 0.

Entretanto, veja que

Iyt = Lim |yl =1.
n—+0co

Uma contradi¢do. Assim, obrigatoriamente, 3 C, > 0 tal que
xll1 < Caflx]l2. 4)

Portanto, devido a (3) e (), concluimos que as normas sdo equivalentes. u

Entretanto, se £ € um espag¢o normado de dimensao infinita, entdo o teorema

acima nao € vélido em geral, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 2.12. Dado o espago normado C|0, 1], considere as normas

1
lullo = max |u(r)] e [lull =/ |u(2)dz .
te[0,1] 0

s

Note que
lulli < llullo, VueC[0,1].

Entretanto, a desigualdade contraria ndo pode ser verdadeira. Para verificar, seja (u;)
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uma sequéncia de funcdes tais que, para qualquer n € N, temos:

n
1

0, se t€ [—, 1]
n

Note que ||uy||o = 1, pois n € o maior valor que a familia de fun¢des assume, no

1
n-— nzt, se te [0, —]
up(t) =

ponto ¢ = 0. Veja também que ||u,||| = %, que é numericamente igual a drea azulada

sob o gréfico abaixo que representa o comportamento da func¢do arbitréria u,,.

/\M

N

Y

S|4

Como ||uy||le = ne ||uylli = %, a desigualdade contraria é, de fato, impossivel. Portanto,

concluimos que essas normas nao sao equivalentes.

Proposi¢ao. Dadas as normas || - ||, e || - || em [P, temos que, V x € E:
lim |lx]|, = [Ix]|o -
p—+oo

Demonstragdo. Note inicialmente que

1
+00 P
1 .
llxllp = ( E Ixilp) 2 (lxil”)7 =lxl, VieN.

i=1

Consequentemente,
llx[lp = sup |xi| = [lx]leo
ieN
portanto,
lim x|l = [lx]lco- S)
p—+o0
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Por outro lado, sabemos que |x;| < sup |x;|, Vi € N, assim fixado um arbitrario n € N,
ieN
temos que:

" P p\»
2kl = ( max |x,~|)
Cd \ie{l, n}

i=1 i=1

IA

IA
e ‘:
e o
=
-
=
D
<
[E——1
<=
N
—
<=

IA

=i

)

bal
=

—
S
<=

A medida que p — 400, otermo nr — 1, assim, € interessante aplicar o limite para que

nossa expressao seja simplificada para nossos interesses. Desse modo, V n € N, vale

lim Z ;|| < max }|x,-|
o

ie{l,,

Agora, € de nosso interesse aplicar o limite fazendo n — +oo para que possam aparecer

as normas desejadas.

+o00 %
lim Z [x;|P] < lim ( max }|x,~|) < sup |x;].
i=1

p—>+o0 n—+oo iE{l,-~~,n ieN

Assim,
+o0 >
lim |lxll, = lim | Wil”| < Il (©)
p—+oo p—+oo |
=
Portanto, de (3)) e (6) obtemos lim |lx||, = ||x]|c. |
p—+o0

2.6 Operadores lineares limitados e Espaco Dual

O estudo do espaco dual € essencial na andlise funcional e em diversas dreas

da matemadtica, pois permite uma compreensao mais profunda da estrutura dos espagos
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vetoriais normados e nos fornece uma forma de representar e analisar propriedades dos
vetores por meio de suas acoes em funcoes. O espaco dual de um espaco vetorial consiste
no conjunto de todos os funcionais lineares continuos definidos sobre ele.

Essa abordagem € especialmente util na formulacao de problemas variacionais,
na teoria da dualidade e na andlise de operadores lineares. Além disso, o espaco dual
desempenha um papel central em resultados fundamentais apresentados neste trabalho,

como o Teorema de Hahn-Banach, o Teorema de Representacao de Riesz.

Definicao 2.7 (Operador Limitado). Sejam (E, || - ||g) e (F, || - ||r) espagos normados.
Um operador linear T : E — F € dito limitado se 3 C > 0 tal que

Tl < Clixlle, YxekE.

Como mencionado anteriormente, um dos nossos objetivos principais € o estudo
dos funcionais lineares, isto €, os operadores definidos em E com contradominio F' = R.

Assim, definimos um funcional f : E — R limitado se 3 C > 0 tal que
lf )] < Clixlle, YxekE.

Definicao 2.8 (Operador Continuo). Sejam (E, || - ||g) e (F,|| - ||F) espagos normados
eT : E — F um operador linear. Entdo, T € dito continuo em um ponto xo € E se
Ve>0, 36 >0tal que

[llx = xolle < 6] = [lIT(x) =T (x0)llF < €]

com x € E. Generalizando, dizemos simplesmente que 7" € continuo se ele for continuo

em todo ponto xg € E.

Definicao 2.9 (Espaco Dual). Seja E um espaco normado. O seguinte conjunto
L(E,R):={f:E—>R ; f¢&um funcional linear limitado},

munido com a norma

1/ lleo ==

vevioy Xl
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€ um espaco normado e o chamamos de espaco dual continuo ou, simplesmente, espaco
dual. Notacao: L(E,R) =E’.

Observagao 2.4. Existe uma relagao entre a constante C e o operador 7', de tal forma
que sua norma ||T'|| € definida a partir da menor constante que satisfaz a desigualdade da
Definigdo [2.7) acima.

Exemplo 2.13. O operador linear / : E — E definido como
I(x) :=x, VxekE

¢ limitado. Mais ainda, ||/|| = 1.

Exemplo 2.14. Seja E o espago normado de todos os polindmios definidosem I = [0, 1]

munido com a norma ||x|| = max |x(2)]. O operador linear T : E — E definido como
T(x) :=x'(¢t)
ndo € limitado. De fato, considere x(7) = ", com n € N. Note que ||x|| = 1 e que
T = 11" = lInd" | = [n] - 1" = .

Assim, AC e Rtalque n < C, V n € N, portanto, a aplica¢do nio é limitada.

Exemplo 2.15. O funcional linear 7 : C[0, 1] — R definido por

1
T(f) = /0 F(r)dr

cuja norma é

()

1T =
reengoy 1S 1l

¢ limitado, com ||T|| = 1. De fato, veja que

7] < max 7]
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Logo,

1 1 1
/O Flydr < /O max If(t)ldtS([g%% If(t)l) /0 1dr < max |0

Isto é,
IT(H] < U fllo, YV fe€C[01].
Portanto, T € limitado, como gostariamos. Deste modo

I

1T :=
reenvioy LSl

Vejaque,V f € E’, temos

() ()
ko = roP o Tl =

Em particular, tomando f = 1, temos

T _ T, T,

= < sup <
171l [I11] reenior ISl

Portanto, ||T|| = 1, como queriamos.

Observagao 2.5. Uma identidade alternativa para a norma definida acima na Observagao
2.4¢
7] := sup [[T(x)]l.

llxll=1

De fato, suponhamos que ||x|| = @ # 1. Basta tomarmos y = (é) x, a #0.

()

Teorema 2.3. Sejam E e F espagos normados, com dim E < +co. Entdo, todo operador

1@l _ o TN

Tl =
ee(oy Xl xemviop @ xeE\{0}

= sup [Tl
Iyl=1

linear T : E — F ¢ limitado.

Demonstragdo. Suponhamos que dim E = k. Assim, seja {e¢1,e2,--- ,er} abasede E.
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Temos que, V x € E, podemos escrever
k
X = Zaiei, a; €ER.
i=1
Logo,

IT () =

T (i aiei) i aiT(ei)
i=1 i=1

Como demonstrado no Teorema [2.2] todas as normas em um espaco de dimenséo finita
k

sdo equivalentes. Deste modo, sem perda de generalidade, escolhamos ||x|| = Z la;].
i=1

k
< > lallT (el
i=1

Assim,

k k k
ITColl < D IT(enllles] < Y max [T (enllles] < k ( max ||T(e,~)||) > el
pt (1, k) ie{l -k} <
Portanto, ||T(x)|| < C||x||, com C = k ( {r{laxk} ||T(x)||). |
i€{l,,
Teorema 2.4. Seja T : E — F um operador linear entre espacos normados. Entdo:

i. T é continuo se, e somente se, T é limitado.

ii. SeT é continuo em um ponto, entao T é continuo em todo ponto.

Demonstragdo. Provaremos, inicialmente, a reciproca do primeiro item, pois € mais

simples. Em seguida, provaremos a implicacao do mesmo item.

i. [&=] Suponhamos 7" um operador linear limitado. Queremos mostrar que
[IIx = xoll < 6] = [IIT(x) =T (xo0)ll <e] .

Assim, Y & > 0, basta considerar § = ﬁ > (. De fato, pela linearidade de T,
temos

T (x) =T (xo) |l = [IT(x —xo)|l < ITl|lx = xoll -
Por hipoétese, T € limitada, logo,

£

IT1Hlx = xoll < TNl =&
17l
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Portanto, |||x — xo|| < = [||T(x — x0)|| < €], como gostariamos.

IITII]

[=] Seja T um operador linear continuo. Provemos que ||T|| < Cl|x||, Vx € E.

De fato, se x € Bs(xp), isto é,se Y & > 0, 3§ > 0tal que ||x — xp|| < §, entdo

1Tl = 1T (x) = T (x0) + T(xo) || < IT(x) =T (x0)|l + IT(x0) || < &+ T (xo)ll-

Entretanto, se x nao faz parte da vizinhanga de xo, isto é, se x ¢ Bs(xg), entdo

definamos
y = X +Xxp.
2]1x]l
Note que y € Bs(xg), VY x € E. De fato,
0)
- X0 x| == <9.
H2II ™ HZII | ” 2|1xll 2

Devido a linearidade de T, temos

0 5
HT (2||X||x)H ) HT (2||x||x) + T (x0) — T(xo)

Utilizando a desigualdade triangular, temos

H (2||x|| )H H (2|| ||“x0) T (x)

)
= HT (2”x”x +x0) —T(xp)

< [T+ =T (xo)

< [T+ T (o)l
<e+|[[T(xo)ll + IT(xo)|l = C

Por outro lado, observe que

H (2|| I )” qu T (X)H ‘2” ||'II ()Il—mllT( Ol -
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Por fim, concluimos que

o o
O Tl = HT (—x)” <c
2 2
2C
Tl < 2l
TGl < Gl

. 2C
em que C = 5 com C = &+ 2||T(xp)||, como gostariamos.

ii. Note que, na implicacao do item anterior, nosso raciocinio foi todo desenvolvido a
partir de um xg fixo, porém arbitrdrio. Logo, V xo € E, temos que, se T é continua

em xo, entdo 7" € continua em todo ponto.

2.7 Forma analitica do Teorema de Hahn-Banach

O Teorema de Hahn-Banach € um dos pilares fundamentais da andlise funcional.
Ele garante que, sob certas condi¢Oes, € possivel estender linearmente um funcional
linear definido em um subespaco para todo o espago vetorial, sem aumentar sua norma.

Essa propriedade de extensao é essencial para o desenvolvimento da dualidade
em espacos normados, permitindo a caracterizacao e andlise de funcionais lineares
continuos. Além disso, o teorema fornece as bases para muitos resultados posteriores,
como a separagao de conjuntos convexos por hiperplanos e a representacao de funcionais
em espacos de Banach, desempenhando um papel central em 4reas como teoria da

medida, otimizacao convexa e equagdes funcionais.

Definicao 2.10 (Funcional de Minkowski). Seja E um espaco normado. Diremos que

p : E — R éum funcional de Minkowski se ele satisfizer as seguintes condigoes:
i. p(Ax) =Ap(x), VxeEeVA=0.
ii. plx+y) <p)+p(y), Yx,yekE.

Exemplo 2.16. Seja £ um espaco normado. Um exemplo de funcional de Minkowski é

p(x) = |lx]|.
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Teorema 2.5 (Hahn-Banach). Sejam p : E — R um funcional de Minkowskie g : G —
R um funcional linear tal que g(x) < p(x), Vx € G, com G C E um subespaco vetorial.

Entao, existe um funcional linear f que estende o funcional g em todo E, isto é,
Af:E—>Rtalque f(x) < px),VxeE,eflg=g.

Mais ainda, este funcional f é uinico.

Como consequéncia do Teorema de Hahn-Banach, temos a seguinte expressao

para a norma de um vetor em um espago normado.

Proposicao. Seja E um espaco normado. Entdo, para um fixado x € E, temos

|f(x)]
llx[]| = sup
reenioy 1S 1l

tal que || f || é a norma definida em (2.9).

Demonstragdo. Seja E um espago normado. Provaremos a igualdade através de duas

desigualdades. Por um lado, observe que, fixadox € E, temos V f € E’,

IF OO < 1 Nleolx]] -

Consequentemente,

| f ()]
reenoy I flle

< [lxll- (7)

Para a outra desigualdade, fixado x € E, consideremos G = [x]. Obviamente,
G ¢ E. Noteque y € G implicaem y = ax, a € R.
Seja fo(y) = fo(ax) = «||x||*. Inicialmente, note que fy é um operador linear e

limitado. De fato,Va,b e ReV y,z € E, temos que

folay +bz) = folay +bz) = fo(aax +bpx) = fo([aa +bp]x) = [aa + bB]||x||*
= aa|lx|* + bBIxII* = afo(ax) +bfo(Bx) = afo(y) +bfo(2) .

Vejamos agora que € limitado. De fato,

fo)I = 1 folax)| = lalllxl* = lelllx]||lxll = Cl|yll
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com C = ||x||. Logo, fo € G’. Mais ainda, tomando y > 0, temos que

p(y) =yl

€ um funcional de Minkowski que domina o funcional fy. Desse modo, pelo Teorema

de Hahn-Banach, existe um funcional linear f que estende f em todo o espaco E.

Por fim, observe

1 folleo =

up sup
vee(oy Il yervioy llaxll  yerviop alixll
Assim, como consequéncia do Teorema [2.5] temos

fo)] £
ol ~ serbioy 17T

Iyl =

Portanto, por (7)) e (8) conclui-se que

ol = sup W
reenioy 1S e

mostrando a igualdade desejada.

O _ o olen] ikl _

el = Il
YEE\{0}

(8)
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3 Espacos de Hilbert

O estudo de espacos com produto interno é de grande relevancia na matematica,
especialmente na andlise funcional e em diversas aplicacoes da fisica e da engenharia.
Esses espacos, também conhecidos como espagos pré-Hilbert, permitem a defini¢ao
de conceitos fundamentais como ortogonalidade, projecoes e angulos entre vetores.
A estrutura adicional fornecida pelo produto interno possibilita uma analise mais rica
e precisa do comportamento de funcdes e operadores, além de ser essencial para o
desenvolvimento de métodos numéricos, como 0s baseados em séries de Fourier. Em
contextos mais avangados, esses espagos servem como base para a definicao dos Espacgos
de Hilbert, que desempenham um papel central na formulacao matemética da mecanica

quantica e na teoria das equacoes diferenciais parciais.

3.1 Definicao e Exemplos

Definicao 3.1 (Espaco com Produto Interno). Seja H um espacgo vetorial real. Um

produto interno (-, -) é uma aplicacdo
(-,-) : HxH — R
(x,y) = (xy)
que satisfaz as seguintes condi¢oes:
i. (x,x) >0, Vxe H e, em particular, {(x,x) = 0 se, e somente se, x = 0.

ii. (x,y)=(y,x), Vx,ye€H.

ii. (x+y,z)={(x,2)+(y,2), Vx,y,z€ H.

iv. (Bx,y)=Bx,y),VYx,ye HeV B eR.

Chamamos de espaco com produto interno o espaco vetorial H cujo produto interno
atende as condigdes listadas acima. Notamos formalmente por (H,(-,-)), ou sim-
plesmente por H, sempre que nao houver ambiguidade quanto ao produto interno em

questao.
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Exemplo 3.1. R" é espaco com produto interno, cujo produto interno é

n
(6, ¥) = X1y1 +X2y2 XY = Y Xy
i=1

Exemplo 3.2. [” ¢ um espaco com produto interno, cujo produto interno é

+00
(6, 3) = D xavn

n=1

desde que p = 2. Se p # 2, entdo [” ndo serd um espaco com produto interno, como

veremos a seguir.

Exemplo 3.3. L?(I) é espaco com produto interno, cujo produto interno é

b
(frg) = / F(Ng(1)di

desde que p = 2. Se p # 2, entdo L” (1) ndo serd um espago com produto interno.

Observagdo 3.1. Um produto interno define de forma natural uma norma definida por

[lx]] == v/ {x, x)

Neste caso, dizemos que a norma € induzida pelo produto interno (ou que o produto

interno induz a norma).

Teorema 3.1 (Cauchy-Schwarz). Seja H um espagco com produto interno. A seguinte

desigualdade é valida:
[ < xllllyll,  Vx,yeH
e, em particular,
|6, | = [lxllliyll & x = Ay, para algum A € R.

Observagao 3.2. A Desigualdade de Cauchy-Schwarz, enunciada no teorema acima, €

o caso particular p = ¢ = 2 da Desigualdade de Holder, enunciada no Lema[2.3
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Definicao 3.2 (Espago de Hilbert). Seja H um espago com produto interno. Dizemos

que H € um Espaco de Hilbert, se H for completo.

Como todo produto interno induz uma norma, fato enunciado na Observagao
temos que todo espaco de produto interno é um espago normado, com respeito ao
produto interno que induz a métrica. Mais ainda, em particular, todo espago de Hilbert
€ um espac¢o de Banach, uma vez que a completude do espacgo é também estendida com

a métrica induzida pela respectiva norma.

3.2 Geometria dos espacos com produto interno

Lema 3.1 (Identidade do Paralelogramo). Em um espaco H com produto interno, a

seguinte identidade é valida:

[llx+yI7 +1lx = yII*] . Yx,y€H.

N =

2 2
[l + Iyll~ =

Lema 3.2 (Identidade de Polarizacao). Em um espaco H com produto interno, a seguinte

identidade é valida:

1
Gyy =7 [be+ Yl =llx =yI’], VxyeH.

Exemplo 3.4. O espaco normado C[0, 1] com a norma || - || definida no Exemplo
2.7 ndo configura um espago com produto interno por ndo satisfazer o Lema[3.1] Para
verificar o fato, basta considerar as fungoes f (1) = 1 e g(t) =¢.

Note que || fllo =1, |Igllo =1, [|f+&ll =2, ||f — gll = 1. Aplicando na identidade

do paralelogramo, temos

1
417 =227+ 17

445

Exemplo 3.5. Como dito acima, o espago normado /” ndo serd um espaco com pro-
duto interno, quando p # 2. Novamente, o Lema @ nao é satisfeito. Para isso,
sejam as sequéncias x = (1,1,0,0,---), y = (1,-1,0,0,---). Note que x +y =
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(2,0,0,0,---), x—y=1(0,-2,0,0,---). Vejaque
Jaq
xll, = Iyll, = (17 + | = 1P +0+0+---)7 = (2-17)7 =27

1
Ix+yllp = llx = yll, = (27)7 =2
Aplicando na identidade do paralelogramo, temos
12 nz 1
(27) + (27) = 5122+ 22
Portanto, é necessario que p = 2, caso contrério, a igualdade ndo ocorrerd e [P ndo serd
um espago com produto interno.

Definicao 3.3 (Ortogonalidade). Sejam H um espago com produto interno e x,y € H.

Diremos que x € ortogonal (ou perpendicular) a 'y se

(x,y)=0.
Notagdo: x L y.

Teorema 3.2 (Soma Direta). Sejam H um espaco de Hilbert e Y C H um subespaco

vetorial fechado qualquer. Entdo:
H=Y®Y".

Teorema 3.3 (Bessel). Sejam H um espaco de Hilbert e (e,) uma sequéncia ortonormal.

Entao, para todo x € H, temos que

+00
D e < Ixl
n=1

Demonstragdo. Inicialmente, fixemos um ndmero arbitrdrio k € N. Assim, seja
M = [ey,es, - ,ex] um conjunto ortonormal em H. Veja que x € H, mas x nao

necessariamente € um elemento de M. Mas, podemos considerar y # 0 tal que y € M,
k

istoé, y = Z(x, e;ye;. Entdo, definamos z € H tal que x = y + z, ou seja, z = x — y.
i=1
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Queremos mostrar que z L y. Note que, por ortogonalidade, temos

k k
V12 = (o y) = ( D (x.enen, Y (x.ede;
i=1 j=1

= ((x,e1)er +- -+ (x,ep)er ,(x,er)er +- -+ (x,er)er) .

Veja que {ej, e - -, er} sdo elementos ortonormais, isto €,
1, sei=j
€i€j =
0, sei#j
Consequentemente,

k
¥l = D (xe)?
i=1

Agora, observe que

k k
(x,y) = <x,Z<x,ek>ek> = (x, (rener +- -+ (reder) = ) (xen)” = [yl
i=1 i=1
Note que (z, y) = 0. De fato,

() =& =y =&y) =y =0.

Como y L z, vale o Teorema de Pitagoras. Logo,

k
2 2 2 2 2
1217 = 1l = 1yl = Il = > ¢ x)* > 0
i=1

0 que implica em
k
Il > > (xx)?
i=1

Note que todo o nosso raciocinio independe de k. Portanto, fazendo k — +oco, temos a
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desigualdade de Bessel
k +00
2_ 1 2 . A2 A2
el = lim flxlf* > kngZ;<x,xl> - _Zl<x,x,>
1= 1=

e isto conclui a prova. ]

Teorema 3.4 (Projecdo). Sejam H um espaco de Hilbert e M C H um subconjunto
convexo, fechado e ndo vazio de H. Entao, para cada x € H, existe um tinico y, € M

tal que

— vl = inf [lx =yl .
llx = yxll ;nglx yl

Demonstragdo. Mostremos inicialmente que existe y, € M, denominado projecao or-
togonal do elemento x no subconjunto M.

Existéncia: Fixado x € H, definamos L := inAf/I llx — y|l. Note que, V n € N,
ye

temos que L + % nao € cota inferior de M. Isto é, existe y,, € M tal que

1
L<|x=yull<L+-—.
n

Afirmamos que (y,) — y.. E, devido ao fato de M ser fechado, é imediato que y, € M.
Para mostrar que (y,) converge para y,, basta mostrar que essa sequéncia é de Cauchy,
pois H é completo. Desse modo, queremos mostrar que, ¥ £ > 0, temos que ||y, — v, || <
g, Y n,m > ng. De fato, usando a identidade do paralelogramo, temos que

2
|

Iyn = Ymll® = 2 [I1yall* + Iymll*] = llyn + ymll*.

Agora, observe que

yn = Ymll* = 1yn = x +x = yll* = | (V0 = X) = v = 2) I
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Logo,

Iy = Yl = [(vn = X) = (ym = 2)|I
=2 [Ilyn = 212+ lym = 2] = 1190 + ym = 212

Ynty Z
2l 1P + Ly =] 4|22

Por hipdtese, M € um subconjunto convexo. Logo,

[(1=0)y,+ty,] €M, Vtre]l0,1].

Ynt Ym

Tomando ¢ = %, temos € M. Mais ainda, ¥V n, m > ng, vale

1\? 1\2
||)7n—)’m||2<2(L+—) +2(L+—) a
n m

Ao tomar n, m — oo, temos que % — 0, que % — 0eque ||y, — yml||> — 0. Consequen-
temente, ||y, — yn|| — 0, concluindo que (y,) é de Cauchy, e converge para um certo
elemento y, do subconjunto fechado M.

Unicidade: Suponhamos que existam y,, z, € M tais que
e = yxll = [lx = 2|l = L = inf [lx —w]].
weM
Pela identidade do paralelogramo, temos que

”yx - Zx||2 = ”(yx —X) - (Zx _x)||2
=2 [llyx = xII* + llze = x[1*] = llyx + 2z« — 2x]]

+ 2
=212 +212 — 4|2 Zx—x” .

yX+ZX

De novo, note que ‘ - x” > L implica que
lyx = zll® < 4L% - 4L = 0.

Por outro lado, obviamente, ||y, — z.||*> > 0. Dai, conclui-se que ||y, — z.||> = 0,
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consequentemente,y, = zy, concluindo a demonstragao. [ ]

3.3 Teorema da Representacao de Riesz

O Teorema da Representacdo de Riesz € um dos pilares da andlise funcional,
especialmente no estudo de espagos de Hilbert. Ele afirma que todo funcional linear
limitado sobre um espacgo de Hilbert pode ser representado como um produto interno da
propria varidvel do funcional linear com um vetor fixo desse espaco, o qual independe
da incégnita em questao.

Isso significa que ha uma correspondéncia direta entre funcionais lineares limita-
dos e elementos do préprio espaco, o que simplifica enormemente o estudo de operadores
e dualidades. Essa representacdo fornece uma maneira concreta de entender o espagco
dual de um espaco de Hilbert, além de ser essencial na formulacao de problemas variaci-
onais, no estudo de equacdes diferenciais e em diversas aplicacdes na fisica matematica

e engenharia.

Teorema 3.5 (Dimensao Finita). Se H é um espaco de Hilbert de dimensao finita e

[+ H— R éum funcional linear, entdo existe um tinico z € H tal que
f(x)=(x,z), VxeH.

Demonstragdo. De fato, se dimH = n, entdio H = [ej,e2,- - ,e,]. Sem perda de
generalidade, podemos considerar {ey, e;, - , ¢, } uma base ortonormal, pois, se nao
o fosse, poderiamos ortogonaliz4-la pelo mecanismo de Gram-Schmidt. Dai, bastaria
considerar H gerada pela base ortogonalizada a partir de {e;, ez, - , e, }.

n

Assim, V x € H, temos que x = x1e| +xpe2 + -+ Xx,€, = inel-. Veja que,

i=1

n n n n

FOo) = | D mier| = Y xif(en = (D xifen), D eif(e))=(x,2)

i=1 i=1 i=1 i=1

onde .
2= ) af(e.
i=1

Quanto a unicidade, a demonstracao € idéntica para o caso de dimensao infinita
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e sera exibida abaixo. [ ]

No que se segue, veremos que tal teorema € vilido também em dimensao infinita,

desde que f seja um funcional linear limitado.

Teorema 3.6 (Riesz). Todo funcional linear limitado f € H’ pode ser representado

através de um produto interno em um espaco de Hilbert H, isto é,
f(x)=(x,2), VxeH

para um determinado z € H dependente apenas de f. Mais ainda: ||z|| = || f]|.

Demonstragdo. Demonstramos acima o teorema para o caso do espaco H ser de di-
mensao finita. Trataremos agora o caso da dimensao de H nao ser finita.

Unicidade: Suponhamos que f(x) = (x, z) = (x, w), tais que z # w.
x, 2y ={x,w)y = (x,2)—{x,w)y=(x,z—=w)=0, VxeH.
Escolhamos especificamente x = z —w # 0. Assim,
(z=w,z=wy=llz-w[’=0 = z-w=0 = z=w

o que € uma contradicdo. Portanto, obrigatoriamente, temos que z = w, como gos-
tariamos. Veja que tal demonstracdo independe da dimensao de H, ou seja, é valida para
H de dimensao finita ou infinita.

Existéncia: Se f = 0, entdo basta tomar z = 0.

Se f # 0,entdo Iy € H tal que f(y) # 0. Consequentemente, y ¢ ker(f), mas
y € ker(f)* pois, pelo Teorema 3.2, temos que H = ker(f) @ ker(f)*, uma vez que
ker(f) € um subespaco fechado.

De fato, seja (x;) uma sequéncia tal que x; € ker(f), Vi € N. Suponhamos que
(x;) = xo. Sendo f € H’, temos que f € continuo.
Logo, [(xi) = xo] = [f(xi) = f(x0)], mas f(x;) =0, pois (x;) € ker(f), Vi eN.
Dai, f(x9) = 0. Portanto, ker( f) é fechado, como gostariamos.

Assim, f(x) = (x,y) =0, Vx e ker(f)* eV y € ker(f).

Fixemos w € ker(f)* C H, w # 0.
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Desse modo, f(w) = (w, y) = 0. Definamos

v=f(x)w—-f(w)x.

Devido a linearidade de f, veja que f(v) = f(x)f(w) — f(w)f(x) = 0. Consequente-

mente, v € ker(f), logo, (v,w) = 0. Portanto,

v,w) = (f()w = f(w)x,w) = f(x)(w,w) = f(w){x,w) =0.

Dai,
W) [ f)
W =TI = = < ’ ||w||2w> |
com
7= (f(w)) w, w € ker(f)*,
Il

como gostarfamos.
Por fim, vamos provar que || fle = ||z]|.

De fato, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

f ] =[x < lixlllzll -

Logo, V x € H, com x # 0, temos que

|/ (x)]
< [lzll .
x|l
Consequentemente,
|f(x)]
| fllo = sup ——— <|lz]|. )
xeevoy |1l

Por outro lado, observe que f(z) = (z,z) = ||z||*, logo,

217 = f(2) < 1f (2] < sup [F()] < Ifllllizll-

z€E\{0}

Donde conclui-se que

lzll < 11 (10)
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Portanto, devido a (@) e (T0)), tem-se || f]| = ||z||, como gostarfamos. m

Observagdo 3.3. Fixemos z € H. Definamos
o(x) :=(x,z2) VxeH.
Note que ¢ é um funcional linear. De fato,

plax +py) = {ax + By, z) = (ax,z) + (By, 2)
= ax,z) + By, 2) = ap(x) + Bo(y) .

E que ¢ é um funcional limitado. De fato, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
que
le()] =[x, 2 < [lxllllz]l -

Uma vez que x é um elemento fixo, temos ||x|| constante.
Corolario 3.1. Se H é um espaco de Hilbert, entdo H' também o é.

Demonstragdo. De fato, sejam f,g € H’. Pelo Teorema da Representagdo de Riesz,

existem u, v € H tais que

J)=xu)y e glx)=(xv)

com
1A= 1lull e gl = 1vil-

Definamos

(f> 8 = (u,v).

Por fim, veja que

(fs Py = Cuuy = |lull® = I £

Consequentemente,

A1l = N<Fs Poar -

Portanto, como o produto interno definido para H’ induz uma norma, logo, H’ € espago

de produto interno. Mais ainda, H’ € completo pois sua completude é herdadade H. =
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3.4 Espacos Reflexivos

O estudo dos espacos reflexivos € de grande importancia na andlise funcional, pois
esses espacos apresentam propriedades estruturais que facilitam a analise de sequéncias
e operadores.

Um espaco normado € dito reflexivo quando € isometricamente isomorfo ao
seu bidual, o que implica, entre outras coisas, que toda sequéncia limitada possui uma
subsequéncia fracamente convergente. Essa caracteristica torna os espacos reflexivos
especialmente adequados para o estudo de problemas variacionais e para a aplicacdo de
métodos funcionais em equagOes diferenciais e integrais. Além disso, a reflexividade
garante condi¢Oes favoraveis a compacidade e a continuidade de operadores, sendo,
portanto, uma ferramenta fundamental em diversas aplicacdes tedricas e praticas da

matematica.

Definicao 3.4 (Espaco Bidual). Seja E espaco normado. O espago vetorial
L(E'\R):={f:E'">R ; féumfuncional linear limitado}

€ um espac¢o normado, cuja norma €

()|

T :=
reenioy 1Nl

para um fixado x € E. Denominamos L(E’,R) como o espaco bidual continuo ou,

simplesmente, espaco bidual. Notagdo: L(E’,R) = E”.

Definicao 3.5 (Espacos Reflexivos). Seja E um espago normado. Diremos que E € um

espaco reflexivo se a aplicacao candnica

J: E — E”
x = J(f)=J(f(x)=fx)

for sobrejetiva V f € E’, dado um fixado x € E.
Teorema 3.7. Todo espago de Hilbert é reflexivo.

Demonstragdo. Seja ¢ € H”. Pelo Teorema da Representag@o de Riesz, existe g € H’
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tal que

o(f)=(f.g) YVfeH.

Novamente, pelo Teorema de Riesz, J u, z € H, tais que, V x € H, temos que

gx) = u)y e fx)=(xz).

Por fim, utilizando o produto interno definido em (3.1), temos que

& N =u,z) = f(u) = Ju(f).

Com tal sorte que ¢ € fixo, porém arbitrario, basta considerar ¢ = J, e perceber que o
raciocinio € valido para qualquer ¢ € H”. Portanto, a aplicacdo candnica J € sobrejetiva,

donde conclui-se que H € reflexivo, como queriamos. ]

Existe uma maneira de demonstrar a reflexividade de um espago sem apelar a
definicao, isto €, sem precisar mostrar a sobrejetividade da aplicagdo candnica definida
em (3.5). Para tal, vamos definir o que é um espaco uniformemente convexo, condi¢ao

suficiente para que o Teorema de Milman-Pettis possa ser enunciado.

Definicao 3.6. Seja E um espaco de Banach. Diremos que E € uniformemente convexo

se, Ve >0, 36 >0, tal que, dados x,y € E com ||x|| < 1 e ||y|| < 1, temos que

X+y
2

[x =yl > 6] = [H ” < 1—5] .

. 1 .
Exemplo 3.6. A norma euclideana ||x||, = (|x | + |x2|2) 2 € uniformemente convexa em
R?, enquanto a norma ||x||e = sup{|xi|, |x2|} ndo é uniformemente convexa no mesmo

espago.

Teorema 3.8 (Milman-Pettis). Todo espaco de Banach uniformemente convexo é refle-

Xivo.

Uma consequéncia imediata do importante teorema de Milman-Pettis € verificar
a reflexividade em espacos de Hilbert, pois, como todo espaco de Hilbert também é um
espaco de Banach, nos restaria mostrar que, se H € uniformemente convexo, entao ele é

reflexivo. Faremos isto na demonstracao do corolario abaixo.
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Corolario 3.2. Todo espaco de Hilbert é reflexivo.

Demonstragdo. Seja H um espaco de Hilbert. Queremos mostrar que H € uniforme-
mente convexo. Para tal, usaremos a identidade apresentada no Lema @ Assim,

suponhamos ||x|| < 1 e ||y|| < 1. Logo,
o = Y12+ b+ 1% = 2 (11l + 151 < 4
Suponhamos ||x — y|| > &, V & > 0. Consequentemente,

lx +y||? < 4 - &

5<%

2
x+yH 41———_1—1+41—5-
x+yH g2

1—[{1-4/1-%
“2 < ( 4)

Aﬁrmagﬁo:ézl—‘ll— >0,V0O<e <2

Portanto, H € um espaco uniformemente convexo. Consequentemente, pelo Teorema

é reflexivo, como gostarfamos. |
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4 Aplicacao

Nesta se¢do, nosso objetivo serd aplicar o Teorema da Representacdo de Riesz

para obter a existéncia de solucao fraca para o problema de Dirichlet.

4.1 A desigualdade de Poincaré

A desigualdade de Poincaré € uma ferramenta fundamental na andlise funcional,
especialmente no estudo dos espagos de Sobolev. Ela majora a norma da fun¢ao pelas
normas de suas derivadas, desde que certas condi¢Oes sejam satisfeitas, como o fato de
a func¢do se anular na fronteira do dominio.

Esse resultado € essencial para o tratamento de Equagdes Diferenciais Parciais
(EDPs), especialmente aquelas com condi¢des de fronteira, como o Problema de Di-
richlet (TT)), pois garante propriedades como existéncia, unicidade e continuidade de
solu¢des em formulagdes variacionais.

Em formulacoes fracas de EDPs (usando métodos variacionais), ela € necessaria
para garantir que o funcional energia € coercivo (ou seja, cresce suficientemente para
garantir a existéncia de minimizadores).

Além disso, € amplamente utilizada para demonstrar compacidade, convergéncia
de sequéncias de funcdes e a coercao de funcionais em métodos de energia.

E uma ferramenta crucial para provar que certas sequéncias de fungdes sio
limitadas ou convergentes em alguns sentidos.

Neste trabalho, ela servird para solucionarmos o problema de Dirichlet na reta.

Teorema 4.1 (Poincar€). Sejam I = (a, b) um intervalo real e u € Cy°(1I). Entdo, existe

uma constante real C > 0 que satisfaz a seguinte desigualdade:
lull < Cll'lla,  YueL*(1).

Demonstragdo. Sabe-se que

b
ul|3 :/ u*(r)dt .
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Assim, multipliquemos a fungiio u>(z) por ¢ e calculemos a integral

b
/ [u?(1)t]'dr .

Por um lado, pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos
b b
/ [ ()1)'de = [u(0)e]|, = [w?(b)b] - [u*(a)a] =0-b—-0-a=0.
Por outro lado, temos
b , b
/ [u?(0)] dt = / [2u(t)u’ (1)t +u?(1)] dr .
a a
Logo,

b b b b
O:/ [uz(t)t]’dt:/ [2u(t)u'(t)t+u2(t)]dt:/ 2u(t)tdt+/ u*(1)dt .

Consequentemente,
b b
/ u*()de = =2 / [u(t)u (1)t] dt
a a

/a buz(t)dt

Note que, a < t < b implica em |t| < max{|a|, |b|}. Tomando ¢ = max{|a|, |b|}, temos

/ab u*(t)de

com C = 2c¢. Desse modo, pela Desigualdade de Holder, temos

b b 5/ pb 3
/|u(t)|2dtsc(/ |u(t)|2dt) (/ |u’(t)|2dt) .

b 3 b 1
( / |u<r>|2dr) sc( / Iu’(t)lzdt)
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:‘—2/ [u(t)u’ (2)t] de SZ/ lu(2) || (2)]|2|ds

b
<C / ()l (1) lds

Por fim,




concluindo a demonstragao. ]

Definicao 4.1 (Derivada fraca). Seja uma funcdo u € L}OC(I). Dizemos que u tem

. . . l
derivada fraca se existir v € L, (1) tal que

b b
/ u(r)¢’ (r)dr = —/ v(t)(t)de, VoeCy(a,b).

Usaremos a notacdo v = u’ para denotar a derivada fraca de u.

Observacdo 4.1. Usando integracao por partes, podemos verificar que toda funcdo que
tem derivada (no sentido classico) também tem derivada fraca. Mais ainda: a sua
derivada fraca coincide com a sua derivada classica.

De fato, uma vez que u € derivavel, no sentido cldssico, veja, pela regra do

produto, temos

[u(@ (D] =u' (D)) +u(r)¢' (1) .

Aplicando a integral em ambos os lados, e usando integracdo por partes € o Teorema

Fundamental do Calculo, temos

b b
/ (1) ()] dt = / W (N¢(r) +ut) g (N]ds
b b
u(B)o(b) — u(a)g(a) = / W (1 (0)di + / u(t)' (1)
b b
0:/ u’(t)go(t)dt+/ u(t)¢'(1)de
b ab ‘
—/ u'(t)tp(t)dt:/ u(t)¢'(1)dr .

Entretanto, a reciproca ndo € verdadeira; para isto, basta considerar u(t) = |t|,

que nao possui derivada, no sentido cldssico, mas sua derivada fraca existe e é dada

-1, se —o0o<t<0
v(t) =

1, se) <t < +o0
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Exemplo 4.1. Definamos a funcao

)

A A
~
A

f
1,

-~
A
—_ N

u(t) =

=

Seu gréfico esta desenhado abaixo. Essa funcdo ndo possui derivada fraca.

(1)

\

N|—
;
t

Y

pI—t

Mais geralmente, toda fungao que possuir saltos, como representado no grafico
do exemplo acima, ndo vai admitir derivada fraca.

Definicao 4.2 (Espaco de Sobolev). Seja u € L?(I). Definimos o espaco de Sobolev

como o conjunto de todas as func¢des u que possuem derivada fraca. Mais formalmente:

b b
H'\(1) = {u; v e L*(1) tal que / u(t)¢' (r)dr = —/ v(t)p(t)dt, Vo € CSO} .

Observacio 4.2. O espaco de Sobolev H!(I) munido do produto interno

b
s ) = / (1)’ (1) + u(D)g(1)] di

€ um espaco de Hilbert, cuja norma é dada por

b 3
lull = ( / (WP + Iulz)dt) |
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4.2 O problema de Dirichlet

Nesta subsecao aplicaremos o Teorema da Representacdo de Riesz para obter

resultados acerca da existéncia de solucao fraca para o seguinte problema de Dirichlet:

{‘w'u) +u(t) = (1), V1€ (ab) an

u(a) =0=u(b)

Definicao 4.3 (Solugdo fraca). Uma fungdo u € H(l) ¢ dita uma solugdo fraca de

quando

b b
/ [ (1)@ (1) + u(D) (1) |di = / F(e(Ddt, Yo € H(a,b).

Observacdo 4.3. Toda solucao cldssica e solucao fraca. De fato, multipliquemos a

equacao pela fungao teste () e integrando obtemos

b b b
- / [ () ()] i + / (1) p(1)] dt = / L (e (n)] dr.

a

Por integracao por partes, temos que

b b b
/ [u"(r)«p(z)]dr=([u'(r>¢<t>1|2— / u’(t)w’(t)dt)=— / o ()¢ (1)dr

uma vez que ¢ se anula parat = a e t = b, por hipétese. Logo,

b b b
/ o (1) (1) + / u(D)p(r)dr = / F(e()dr,

a

e, portanto, u € solucao fraca do Problema de Dirichlet.

Teorema 4.2 (Dirichlet). Suponha que f € L*(I). Entédo o problema (TT) possui uma

unica solugao fraca.

Demonstragdo. Inicialmente, mostraremos que existe a solucao u € H(l). Considere o
funcional F : H(l) (I) — R definido por

b
Flg) = / F()e()dr.
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Note que
IF(o)] < NI fll2llell2 -

Desse modo, note que o lado esquerdo da equacao representa o produto interno do
espaco de Hilbert H'. Logo, podemos definir o funcional linear limitado F(¢) =
(u, ¢) e, portanto, a funcdo ¢ é dUnica, uma vez que sua unicidade estd garantida como

consequéncia do Teorema [3.6acima. n
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5 Consideracoes Finais

Esta monografia € baseada na pesquisa desenvolvida na Iniciacao Cientifica, entre
01 de Setembro de 2024 e 31 de Agosto de 2025, periodo de um ano em que o Prof.
Dr. Everaldo Souto de Medeiros foi orientador do discente autor deste trabalho. Os
resultados foram tao frutiferos que o tema da pesquisa foi aproveitado para este Trabalho
de Conclusao de Curso.

Desse modo, é fundamental agradecer ao Conselho Nacional de Pesquisas
(CNPq) pela bolsa PIBIC que fomentou financeiramente a IC, e a Universidade Fe-
deral da Paraiba (UFPB) pela infraestrutura e por todos os aparatos que propiciaram esse
estudo.

Gostaria também de estender meus agradecimentos ao professor Dr. Jodo
Antonio Miranda Gondim, docente da Universidade Federal de Pernambuco (UFPE)
que, com sua playlist de Anélise Funcional no YouTube, foi um instrumento excepcional
de ensino e aprendizado.

Este trabalho tem como fundamento a teoria da Anélise Funcional, e seu desen-
volvimento exigiu a abordagem de diferentes dreas da matemadtica. Dentre os principais
tépicos abordados, destacam-se a Andlise Real ¢ a Algebra Linear. A partir desse es-
tudo, foi possivel compreender a relevancia da Andlise Matematica e suas possiveis
aplicacoes. No decorrer da pesquisa, exploramos um resultado significativo da Anélise
Funcional, que se aplica a outra drea da matematica: a Teoria das Equacdes Diferenciais
Parciais.

Conseguimos, assim, alcangar os objetivos inicialmente estabelecidos, ressal-
tando, porém, a distancia entre os conceitos abordados neste trabalho e o curriculo do
curso de Licenciatura em Matematica.

Por fim, destaca-se que o desenvolvimento da pesquisa proporcionou amadureci-
mento matematico no discente e despertou sua vontade de seguir na carreira universitdria.
O préximo passo consiste em avangar para um nivel superior de formagao, com foco no

aprofundamento da area estudada.
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