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cionados. Felizmente, tive muitos amigos e apoiadores que me ajudaram ao longo de
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Resumo

Neste trabalho, apresentamos de forma concisa os principais conceitos fundamentais
de Análise Funcional necessários para a formulação e demonstração do Teorema da
Representação de Riesz em dimensão infinita. Como aplicação desse resultado, e com
uma introdução preliminar aos espaços de Sobolev, estabelecemos a existência e unici-
dade da solução fraca para o problema de Dirichlet, que constituiu o principal objetivo
deste projeto.

Palavras-chave: Espaços de Hilbert; Teorema da Representação de Riesz; Espaços de
Sobolev.



Abstract

In this work, we present in a concise manner the main fundamental concepts of Functional
Analysis necessary for the formulation and demonstration of the Riesz Representation
Theorem in infinite dimensions. As an application of this result, and with a preliminary
introduction to Sobolev spaces, we establish the existence and uniqueness of the weak
solution to the Dirichlet problem, which constitutes the main objective of this project.

Keywords: Hilbert spaces; Riesz Representation Theorem; Sobolev spaces.
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2.4 Desigualdades de Young, Hölder e Minkowski . . . . . . . . . . . . . . 17
2.5 Normas equivalentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.6 Operadores lineares limitados e Espaço Dual . . . . . . . . . . . . . . 27
2.7 Forma analı́tica do Teorema de Hahn-Banach . . . . . . . . . . . . . . 33
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1 Introdução

A Análise Funcional constitui um dos pilares da matemática moderna, ofere-
cendo uma estrutura rigorosa para o estudo de espaços vetoriais de dimensão infinita e
suas aplicações em diversas áreas, como fı́sica, engenharia e ciências computacionais.
Diferentemente da álgebra linear clássica, restrita a dimensões finitas, a análise funcio-
nal estende conceitos como norma, produto interno e operadores lineares para contextos
mais gerais, permitindo a formulação e resolução de problemas complexos.

Entre os diversos tipos de espaços normados, os espaços de Hilbert desempenham
um papel central por possuı́rem uma rica estrutura geométrica advinda do produto
interno. Essa estrutura não apenas generaliza propriedades do espaço euclidiano, mas
também fornece ferramentas essenciais para a formulação de resultados fundamentais,
como o Teorema da Representação de Riesz, o qual estabelece uma correspondência
profunda entre funcionais lineares contı́nuos e elementos do próprio espaço de Hilbert.

O estudo de tais resultados tem relevância não apenas teórica, mas também
prática. Em particular, problemas em Equações Diferenciais Parciais, mecânica quântica,
teoria da informação e processamento de sinais podem ser formulados em termos de
espaços de Hilbert, onde as noções de ortogonalidade e projeção desempenham um papel
crucial. Neste trabalho, após apresentar os conceitos fundamentais da análise funcional,
será dada ênfase ao Teorema da Representação de Riesz, bem como a algumas de suas
consequências e aplicações.

Dentre uma das aplicações, abordaremos, preliminarmente, os espaços de So-
bolev, que estendem a noção de diferenciabilidade para um contexto mais geral e são
indispensáveis no tratamento moderno de problemas de valores de contorno. Utilizando
esses espaços, será possı́vel demonstrar a existência e a unicidade da solução fraca para o
problema de Dirichlet, o que ilustra a relevância prática da teoria desenvolvida ao longo
deste trabalho, o qual busca não apenas consolidar os principais conceitos da análise
funcional relacionados a espaços de Hilbert, mas também evidenciar sua importância
como ferramenta para a resolução de problemas matemáticos de grande interesse teórico
e aplicado.
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2 Espaços Normados

O estudo dos espaços normados é fundamental na análise funcional e em diversas
áreas da matemática aplicada, pois fornece um arcabouço rigoroso para medir o tamanho
(norma) de vetores em espaços vetoriais.

Essa estrutura permite a definição de conceitos essenciais, dos quais destacamos
convergência e continuidade, indispensáveis na formulação e na análise dos problemas
matemáticos tratados ao longo deste trabalho.

Os espaços normados generalizam o ambiente dos espaços euclidianos, possibi-
litando o tratamento de funções e operadores de maneira abstrata e sistemática. Além
disso, eles constituem a base para o desenvolvimento de espaços mais especı́ficos, como
os espaços de Banach e de Hilbert, amplamente utilizados na resolução de equações
diferenciais, na teoria de operadores lineares, na fı́sica matemática e em problemas de
otimização.

2.1 Definição e Exemplos

Definição 2.1 (Espaço Normado). Seja 𝐸 um espaço vetorial real. Uma norma ∥ · ∥ em
𝐸 é uma aplicação

∥ · ∥ : 𝐸 → [0, +∞)
𝑥 ↦→ ∥𝑥∥

que satisfaz as seguintes condições:

i. ∥𝑥∥ ≥ 0, ∀ 𝑥 ∈ 𝐸 e, ∥𝑥∥ = 0 se, e somente se, 𝑥 = 0.

ii. ∥𝛽𝑥∥ = |𝛽 |∥𝑥∥, ∀ 𝑥 ∈ 𝐸 e ∀ 𝛽 ∈ R.

iii. ∥𝑥 + 𝑦∥ ≤ ∥𝑥∥ + ∥𝑦∥, ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 .

Chamamos de espaço normado este espaço vetorial 𝐸 cuja norma atende às condições
listadas acima. Notamos formalmente por (𝐸, ∥ · ∥), ou simplesmente por 𝐸 , sempre
que não houver ambiguidade quanto à norma em questão.

Observação 2.1. Vale a igualdade do terceiro item da definição acima se, e somente se,
𝑥 = 𝜆𝑦, ∀ 𝜆 ≥ 0.
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Exemplo 2.1. O conjunto dos números reais R, munido da norma

∥𝑥∥ := |𝑥 |,

é um espaço normado.

Exemplo 2.2. O espaço euclidiano 𝑛-dimensional R𝑛, munido da norma

∥𝑥∥2 :=
√︁
|𝑥1 |2 + |𝑥2 |2 + · · · + |𝑥𝑛 |2 ,

é um espaço normado.

Exemplo 2.3. O espaço

𝑙∞ := {(𝑥𝑛)𝑛∈N ; ∀ 𝑛 ∈ N, |𝑥𝑛 | < 𝐶, 𝐶 ∈ R}

formado por todas as sequências reais limitadas, munido da norma

∥𝑥∥∞ := sup
𝑛∈N

|𝑥𝑛 | ,

é um espaço normado.

Exemplo 2.4. Dado 𝑝 ∈ R tal que 1 ≤ 𝑝 < +∞, o espaço

𝑙 𝑝 :=

{
(𝑥𝑛)𝑛∈N ;

+∞∑︁
𝑛=1

|𝑥𝑛 |𝑝 < +∞
}

formado pelas sequências reais 𝑝-somáveis, munido da norma

∥𝑥∥𝑝 :=

( +∞∑︁
𝑛=1

|𝑥𝑛 |𝑝
) 1

𝑝

,

é um espaço normado.

Exemplo 2.5. Dados 1 ≤ 𝑝 < +∞ e 𝐼 = (𝑎, 𝑏) ⊂ R, o espaço

𝐿𝑝 (𝐼) :=
{
𝑢 : 𝐼 → R ;

∫ 𝑏

𝑎

|𝑢(𝑡) |𝑝d𝑡 < +∞
}
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das funções mensuráveis, na integral de Lebesgue, definidas em 𝐼, munido da norma

∥𝑢∥𝑝 :=
(∫ 𝑏

𝑎

|𝑢(𝑡) |𝑝d𝑡
) 1

𝑝

,

é um espaço normado.

Note que, 𝐿1(𝐼) é um espaço normado de inúmeras funções. Apesar disso, há
algumas outras que não têm integral convergente em um intervalo aberto real qualquer e,
por consequência, não fazem parte deste espaço. Por exemplo, consideremos 𝐼 = (0, 1)
e tomemos 𝑢(𝑡) = 1

𝑡
. Note que a integral∫ 1

0

1
𝑡

d𝑡 = ln 𝑡 |10 = ln 1 − lim
𝑡→0+

ln 𝑡 = 0 −∞ = −∞

é divergente. Porém, se tomarmos qualquer intervalo compacto [𝑎, 𝑏] ⊂ (0, 1), então a
integral passa a ser finita. Desse modo, surge a necessidade de definir o espaço 𝐿1

𝑙𝑜𝑐
(𝐼)

para algumas funções não convergentes em 𝐿1(𝐼) tenham integral finita.

Exemplo 2.6. Sejam 𝐼 = (𝑎, 𝑏) um intervalo aberto, Ω ⊂ 𝐼 um subconjunto compacto,
isto é, Ω ⊂⊂ 𝐼, e 𝑝 = 1. O conjunto

𝐿1
𝑙𝑜𝑐 (𝐼) :=

{
𝑢 : 𝐼 → R ;

∫
Ω

|𝑢 | < +∞ , ∀ Ω ⊂⊂ 𝐼

}
munido da norma

∥𝑢∥1 :=
∫
Ω

|𝑢(𝑡) |d𝑡 < +∞ ,

para um fixado Ω ⊂⊂ 𝐼, é um espaço normado.

O espaço 𝐿1
𝑙𝑜𝑐

(𝐼) será bastante útil mais adiante, na seção de aplicações, quando
definirmos a derivada fraca. A condição suficiente para que uma determinada função 𝑢

possua derivada fraca é justamente que 𝑢 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐

(𝐼).

Exemplo 2.7. Seja 𝐼 = [𝑎, 𝑏] ⊂ R. O espaço

𝐶 ( [𝑎, 𝑏],R) := {𝑢 : 𝐼 → R ; 𝑢 é contı́nua}
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formado por todas as funções escalares contı́nuas em um intervalo fechado 𝐼, munido
com a norma

∥𝑢∥∞ := max
𝑡∈𝐼

|𝑢(𝑡) | ,

é um espaço normado e o representaremos por 𝐶 [𝑎, 𝑏].

2.2 Um pouco sobre sequências reais

Agora, apresentaremos os conceitos de sequência convergente e sequência de
Cauchy, cruciais para a definição de espaço normado completo, presente na próxima
seção.

Definição 2.2. Sejam 𝐸 um espaço normado e (𝑎𝑛) uma sequência em 𝐸 , isto é,
𝑎𝑛 ∈ 𝐸, ∀ 𝑛 ∈ N. Diremos que (𝑎𝑛) é convergente se, ∀ 𝜀 > 0, ∃ 𝑛0 ∈ N tal que

∥𝑎𝑛 − 𝐿∥ < 𝜀, ∀ 𝑛 ≥ 𝑛0

sendo 𝐿 o elemento para o qual a sequência converge. Notação: 𝑎𝑛 → 𝐿.

Definição 2.3 (Sequência de Cauchy). Sejam 𝐸 um espaço normado e (𝑎𝑛) uma
sequência em 𝐸 . Diremos que (𝑎𝑛) é uma sequência de Cauchy se, ∀ 𝜀 > 0, ∃ 𝑛0 ∈ N
tal que

∥𝑎𝑛 − 𝑎𝑚 ∥ < 𝜀, ∀ 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0 .

Teorema 2.1. Toda sequência convergente é de Cauchy.

Demonstração. Seja (𝑎𝑛) uma sequência convergente, isto é, ∀ 𝜀 > 0, ∃ 𝑛0 ∈ N tal que
∥𝑎𝑛 − 𝐿∥ < 𝜀

2
, ∀ 𝑛 ≥ 𝑛0. De fato,

∥𝑎𝑛 − 𝑎𝑚 ∥ = ∥𝑎𝑛 − 𝐿 + 𝐿 − 𝑎𝑚 ∥ ≤ ∥𝑎𝑛 − 𝐿∥ + | − 1|∥𝑎𝑚 − 𝐿∥ < 𝜀

2
+ 𝜀

2
= 𝜀 .

■

Lema 2.1. Em R, toda sequência de Cauchy é convergente.

Demonstração. Seja (𝑎𝑛) uma sequência de Cauchy. Note que (𝑎𝑛) é limitada.
Por hipótese, ∃ 𝑛1 ∈ N tal que ∀ 𝜀 > 0 temos que ∥𝑎𝑛 − 𝑎𝑚 ∥ < 𝜀, ∀ 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛1. Em
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particular, tomemos 𝑚 = 𝑛1. Temos que

∥𝑎𝑛∥ = ∥𝑎𝑛 − 𝑎𝑛1 + 𝑎𝑛1 ∥ ≤ ∥𝑎𝑛 − 𝑎𝑛1 ∥ + ∥𝑎𝑛1 ∥ < 𝜀 + ∥𝑎𝑛1 ∥, ∀ 𝑛 > 𝑛1 .

Em seguida, definamos 𝑘 = max{∥𝑎1∥, ∥𝑎2∥, · · · , ∥𝑎𝑛1 ∥, 𝜀 + ∥𝑎𝑛1 ∥}. Logo, temos
∥𝑎𝑛∥ ≤ 𝑘,∀ 𝑛 ∈ N, ou seja, (𝑎𝑛) é, de fato, limitada.
Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequência (𝑎𝑛𝑘 ) de (𝑎𝑛) tal que
𝑎𝑛𝑘 → 𝐿. Assim, ∀ 𝜀 > 0, ∃ 𝑛2 ∈ N tal que

∥𝑎𝑛𝑘 − 𝐿∥ < 𝜀

2
, ∀ 𝑛𝑘 ≥ 𝑛2 .

Pelo Teorema 2.1, (𝑎𝑛𝑘 ) é de Cauchy. Logo, ∀ 𝜀 > 0, ∃ 𝑛3 ∈ N tal que

∥𝑎𝑛𝑘 − 𝑎𝑛∥ <
𝜀

2
, ∀ 𝑛, 𝑛𝑘 ≥ 𝑛3 .

Como (𝑎𝑛𝑘 ) é uma subsequência de (𝑎𝑛), então o único elemento para o qual (𝑎𝑛) pode
convergir é 𝐿, isto é, se convergir. Mostremos, por fim, que (𝑎𝑛) converge. De fato,
basta tomar 𝑛0 = max{𝑛2, 𝑛3}. Daı́, concluı́mos que, ∀ 𝜀 > 0, ∃ 𝑛0 ∈ N tal que

∥𝑎𝑛 − 𝐿∥ = ∥𝑎𝑛 − 𝑎𝑛𝑘 + 𝑎𝑛𝑘 − 𝐿∥ ≤ ∥𝑎𝑛 − 𝑎𝑛𝑘 ∥ + ∥𝑎𝑛𝑘 − 𝐿∥ < 𝜀

2
+ 𝜀

2
= 𝜀, ∀ 𝑛 ≥ 𝑛0 .

■

2.3 Espaço de Banach

Definição 2.4 (Espaço de Banach). Seja 𝐸 um espaço normado. Diremos que 𝐸 é
completo, se toda sequência de Cauchy em 𝐸 for convergente em 𝐸 . Em especial,
chama-se de espaço de Banach todo espaço normado completo.

Observação 2.2. Os Exemplos 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.5, 2.6 e 2.7 são casos de espaços de
Banach.

Exemplo 2.8. Considere o espaço normado 𝐶 [0, 1] munido da norma

∥𝑢∥1 :=
∫ 1

0
|𝑢(𝑡) |d𝑡 .
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Afirmamos que este espaço não é um espaço de Banach, ou seja, não é completo. De
fato, podemos verificar que a sequência (𝑥𝑛) dada por

𝑥𝑛 (𝑡) =



0, se 𝑡 ∈
[
0,

1
2

)
𝑛

(
𝑡 − 1

2

)
, se 𝑡 ∈

[
1
2
,

1
2
+ 1
𝑛

]
1, se 𝑡 ∈

(
1
2
+ 1
𝑛
, 1

]
é de Cauchy. Ao tomar 𝑛 → +∞, a sequência (𝑥𝑛) converge para a função descontı́nua

𝑥(𝑡) =


0, se 𝑡 ∈

[
0,

1
2

)
1, se 𝑡 ∈

(
1
2
, 1

]
Obviamente, 𝑥 ∉ 𝐶 [0, 1], portanto, é impossı́vel que uma sequência de Cauchy seja
convergente neste espaço. O gráfico a seguir ilustra o comportamento das funções
descritas neste exemplo.

1

11
2

1
2 + 1

𝑛
1
2 + 1

𝑚

𝑥𝑛 𝑥𝑚

1
𝑛

1
𝑚

0
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Exemplo 2.9. O espaço 𝑙 𝑝 munido da norma ∥𝑢∥𝑝 do exemplo anterior é completo e,
portanto, de Banach.

Exemplo 2.10. Seja 𝑝 ∈ R tal que 1 ≤ 𝑝 < +∞. O espaço R𝑛 munido da norma

∥𝑥∥𝑝 :=

(
𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖 |𝑝
) 1

𝑝

é um espaço de Banach.

2.4 Desigualdades de Young, Hölder e Minkowski

Nesta seção, em ordem de provar que o espaço 𝑙 𝑝 é um espaço normado, é ne-
cessário introduzir algumas desigualdades básicas. Antes disso, definiremos o conceito
de função convexa, necessário para a demonstração da Desigualdade de Young, expressa
através do Lema 2.2.

Definição 2.5. Seja 𝐼 um intervalo real tal que (𝑎, 𝑏) ⊂ 𝐼. Uma função 𝑓 : 𝐼 ⊆ R → R

é dita convexa quando, para 𝑎 < 𝑥 < 𝑏, o ponto (𝑥, 𝑓 (𝑥)) do gráfico de 𝑓 se encontra
sempre abaixo do segmento de reta que une os pontos (𝑎, 𝑓 (𝑎)) e (𝑏, 𝑓 (𝑏)).

Definamos os pontos 𝐴 = (𝑎, 𝑓 (𝑎)), 𝐵 = (𝑏, 𝑓 (𝑏)), 𝐶 = (𝑥, 𝑓 (𝑥)), 𝐷 = (𝑥, 𝑑)
tal que 𝐷 está sobre a corda que une os pontos 𝐴 e 𝐵. Sendo 𝑓 uma função convexa,
façamos a seguinte análise:

𝜇 =
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
, 0 ≤ 𝜇 ≤ 1

𝑥 = 𝑎 + (𝑥 − 𝑎) = 𝑎 + 𝜇(𝑏 − 𝑎)
𝑥 = (1 − 𝜇)𝑎 + 𝜇𝑏

𝑥 = 𝜆𝑎 + 𝜇𝑏, 𝜆 = 1 − 𝜇

Por definição, a função é convexa quando o ponto 𝐷 está sempre acima do ponto 𝐶,
logo, ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 e ∀ 𝜆, 𝜇 ≥ 0, tal que 𝜆 + 𝜇 = 1, vale

𝑓 (𝜆𝑎 + 𝜇𝑏) ≤ 𝜆 𝑓 (𝑎) + 𝜇 𝑓 (𝑏) .
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Lema 2.2 (Desigualdade de Young). Sejam 𝑎, 𝑏 ≥ 0. Então,

𝑎𝑏 ≤ 𝑎𝑝

𝑝
+ 𝑏𝑞

𝑞

com 𝑝, 𝑞 > 0 tais que

1 =
1
𝑝
+ 1
𝑞
.

Por satisfazerem essa igualdade, 𝑝, 𝑞 são chamados de expoentes conjugados.

Demonstração. Note que

𝑎𝑏 = 𝑒ln (𝑎𝑏) = 𝑒ln 𝑎+ln 𝑏 = 𝑒
ln

(
𝑎

𝑝
𝑝

)
+ln

(
𝑏
𝑞
𝑞

)
= 𝑒

(
1
𝑝

ln 𝑎𝑝+ 1
𝑞

ln 𝑏𝑞
)
= 𝑒𝜆𝑥+𝜇𝑦

tal que 𝑥 = ln 𝑎𝑝, 𝑦 = ln 𝑏𝑞, 𝜆 = 1
𝑝
, 𝜇 = 1

𝑞
, com 𝑝 e 𝑞 expoentes conjugados. Sendo

𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥 uma função convexa, temos

𝑎𝑏 = 𝑒𝜆𝑥+𝜇𝑦 ≤ 𝜆𝑒𝑥 + 𝜇𝑒𝑦 =
1
𝑝
𝑒ln 𝑎𝑝 + 1

𝑞
𝑒ln 𝑏𝑞 .

Usando as propriedades das funções exponencial e logarı́tmica, obtemos

𝑎𝑏 ≤ 𝑎𝑝

𝑝
+ 𝑏𝑞

𝑞

o que conclui a demonstração. ■

Lema 2.3 (Desigualdade de Hölder). Sejam (𝑎𝑛) ∈ 𝑙 𝑝 , (𝑏𝑛) ∈ 𝑙𝑞, com 𝑝, 𝑞 expoentes
conjugados tais que 1 ≤ 𝑝 < +∞ e 1 ≤ 𝑞 < +∞. Então, (𝑎𝑛𝑏𝑛) ∈ 𝑙1 e vale:

∥(𝑎𝑛𝑏𝑛)∥1 ≤ ∥(𝑎𝑛)∥𝑝 ∥(𝑏𝑛)∥𝑞 .

Demonstração. Se (𝑎𝑛) ou (𝑏𝑛) for a sequência nula, então não há o que demonstrar.
Por isso, suponhamos que ∥(𝑎𝑛)∥𝑝 > 0 e que ∥(𝑏𝑛)∥𝑞 > 0. Inicialmente, note que

∥𝑎𝑛∥𝑝𝑝 =
+∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛 |𝑝 e ∥𝑏𝑛∥𝑞𝑞 =
+∞∑︁
𝑛𝑥=1

|𝑏𝑛 |𝑞 .
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Usando a desigualdade de Young

𝑥
1
𝑝 𝑦

1
𝑞 ≤ 𝑥

𝑝
+ 𝑦

𝑞

com 𝑥 =
|𝑎𝑛 |𝑝

∥𝑎𝑛∥𝑝𝑝
e 𝑦 =

|𝑏𝑛 |𝑞

∥𝑏𝑛∥𝑞𝑞
, obtemos

(
|𝑎𝑛 |
∥𝑎𝑛∥𝑝

) (
|𝑏𝑛 |
∥𝑏𝑛∥𝑞

)
≤ 1

𝑝

(
|𝑎𝑛 |𝑝

∥𝑎𝑛∥𝑝𝑝

)
+ 1
𝑞

(
|𝑏𝑛 |𝑞

∥𝑏𝑛∥𝑞𝑞

)
.

Aplicando o somatório em ambos os lados, temos

+∞∑︁
𝑛=1

(
|𝑎𝑛 | |𝑏𝑛 |

∥𝑎𝑛∥𝑝 ∥𝑏𝑛∥𝑞

)
≤

+∞∑︁
𝑛=1

(
1
𝑝

|𝑎𝑛 |𝑝

∥𝑎𝑛∥𝑝𝑝
+ 1
𝑞

|𝑏𝑛 |𝑞

∥𝑏𝑛∥𝑞𝑞

)
.

Do lado esquerdo, as normas são valores fixos. Desse modo, podemos colocá-las fora
do somatório. Quanto ao termo do lado direito, simplificando a fração, temos

1
∥𝑎𝑛∥𝑝 ∥𝑏𝑛∥𝑞

+∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛 | |𝑏𝑛 | ≤
+∞∑︁
𝑛=1

𝑞∥𝑏𝑛∥𝑞𝑞 |𝑎𝑛 |𝑝 + 𝑝∥𝑎𝑛∥𝑝𝑝 |𝑏𝑛 |𝑞

𝑝𝑞∥𝑎𝑛∥𝑝𝑝 ∥𝑏𝑛∥𝑞𝑞

≤
+∞∑︁
𝑛=1

𝑞∥𝑏𝑛∥𝑞𝑞 |𝑎𝑛 |𝑝

𝑝𝑞∥𝑎𝑛∥𝑝𝑝 ∥𝑏𝑛∥𝑞𝑞
+

+∞∑︁
𝑛=1

𝑝∥𝑎𝑛∥𝑝𝑝 |𝑏𝑛 |𝑞

𝑝𝑞∥𝑎𝑛∥𝑝𝑝 ∥𝑏𝑛∥𝑞𝑞

≤
+∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛 |𝑝

𝑝∥𝑎𝑛∥𝑝𝑝
+

+∞∑︁
𝑛=1

|𝑏𝑛 |𝑞

𝑞∥𝑏𝑛∥𝑞𝑞

≤ 1
𝑝∥𝑎𝑛∥𝑝𝑝

+∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛 |𝑝 +
1

𝑞∥𝑏𝑛∥𝑞𝑞

+∞∑︁
𝑛=1

|𝑏𝑛 |𝑞

≤ 1
𝑝
+ 1
𝑞
= 1.

Portanto,
+∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛𝑏𝑛 | ≤ ∥𝑎𝑛∥𝑝 ∥𝑏𝑛∥𝑞

que é a desigualdade desejada. ■

Lema 2.4 (Desigualdade de Minkowski). Sejam 1 ≤ 𝑝 < +∞ e (𝑎𝑛) , (𝑏𝑛) ∈ 𝑙 𝑝. Então
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(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) ∈ 𝑙 𝑝 e vale:

∥(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)∥𝑝 ≤ ∥(𝑎𝑛)∥𝑝 + ∥(𝑏𝑛)∥𝑝 .

Demonstração. Se 𝑝 = 1, então ∥𝑎𝑛 + 𝑏𝑛∥𝑝 ≤ ∥𝑎𝑛∥𝑝 + ∥𝑏𝑛∥𝑝 e a desigualdade de
Minkowski torna-se naturalmente trivial. Além disso, se ∥𝑎𝑛 + 𝑏𝑛∥ = 0, então não há o
que fazer. Desse modo, suponhamos 𝑝 > 1 e ∥𝑎𝑛 + 𝑏𝑛∥ > 0. Mostremos inicialmente
que (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) ∈ 𝑙 𝑝. De fato, note que

|𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝 ≤ (|𝑎𝑛 | + |𝑏𝑛 |)𝑝 ≤ [2 sup
𝑛∈N

{|𝑎𝑛 |, |𝑏𝑛 |}] 𝑝 ≤ 2𝑝

(
sup
𝑛∈N

{|𝑎𝑛 |𝑝, |𝑏𝑛 |𝑝}
)

≤ 2𝑝 ( |𝑎𝑛 |𝑝 + |𝑏𝑛 |𝑝) .

Aplicando o somatório em |𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝 ≤ 2𝑝 ( |𝑎𝑛 |𝑝 + |𝑏𝑛 |𝑝), temos

+∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝 ≤ 2𝑝

( +∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛 |𝑝 +
+∞∑︁
𝑛=1

|𝑏𝑛 |𝑝
)
.

Por hipótese, temos (𝑎𝑛) ∈ 𝑙 𝑝 e (𝑏𝑛) ∈ 𝑙 𝑝, o que implica

+∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛 |𝑝 < +∞ e
+∞∑︁
𝑛=1

|𝑏𝑛 |𝑝 < +∞ .

Como 2𝑝 é um número finito, fixado 𝑝 ∈ R, temos

+∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝 < +∞ .

Portanto, (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) ∈ 𝑙 𝑝, como gostarı́amos inicialmente.
Agora, mostremos que vale a desigualdade algébrica. Inicialmente, note que

|𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝 = |𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 | |𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝−1 ≤ (|𝑎𝑛 | + |𝑏𝑛 |) |𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝−1

≤ |𝑎𝑛 | |𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝−1 + |𝑏𝑛 | |𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝−1 .
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Seja 𝑞 o expoente conjugado de 𝑝. Observe que, (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑝−1 ∈ 𝑙𝑞, pois

+∞∑︁
𝑛=1

| (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑝−1 |𝑞 =
+∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝 < +∞ .

Note que, se (𝑎𝑛), (𝑏𝑛) ∈ 𝑙 𝑝 e (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑝−1 ∈ 𝑙𝑞, então (𝑎𝑛) (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑝−1 ∈ 𝑙1 e
(𝑏𝑛) (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑝−1 ∈ 𝑙1.
Desse modo, aplicando o somatório em |𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝 ≤ |𝑎𝑛 | |𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝−1 + |𝑏𝑛 | |𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝−1,
temos

+∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝 ≤
+∞∑︁
𝑛=1

(
|𝑎𝑛 | |𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝−1 + |𝑏𝑛 | |𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝−1

)
≤

+∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛 | |𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝−1 +
+∞∑︁
𝑛=1

|𝑏𝑛 | |𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝−1 .

Pela Desigualdade de Hölder, temos

+∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛 | |𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝−1 = ∥𝑎𝑛 (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑝−1∥1 ≤ ∥𝑎𝑛∥𝑝 ∥(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑝−1∥𝑞

e
+∞∑︁
𝑛=1

|𝑏𝑛 | |𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝−1 = ∥𝑏𝑛 (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑝−1∥1 ≤ ∥𝑏𝑛∥𝑝 ∥(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑝−1∥𝑞 .

Logo,
+∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝 ≤ ∥𝑎𝑛∥𝑝 ∥(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑝−1∥𝑞 + ∥𝑏𝑛∥𝑝 ∥(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑝−1∥𝑞

≤
(
∥𝑎𝑛∥𝑝 + ∥𝑏𝑛∥𝑝

)
∥(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑝−1∥𝑞

≤
(
∥𝑎𝑛∥𝑝 + ∥𝑏𝑛∥𝑝

) ( +∞∑︁
𝑛=1

[
|𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝−1]𝑞) 1

𝑞

≤
(
∥𝑎𝑛∥𝑝 + ∥𝑏𝑛∥𝑝

) ( +∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝
) 1

𝑞

.

Consequentemente,( +∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝
) 1

𝑝

=

( +∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 |𝑝
)1− 1

𝑞

≤ ∥𝑎𝑛∥𝑝 + ∥𝑏𝑛∥𝑝
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que é a desigualdade desejada. ■

Observação 2.3. As desigualdades de Minkowski e Hölder foram enunciadas e demons-
tradas para 𝑙 𝑝, mas também são válidas para 𝐿𝑝 (𝐼) e sua respectiva norma.

2.5 Normas equivalentes

Definição 2.6 (Normas equivalentes). Seja 𝐸 um espaço normado. Duas normas ∥ · ∥1

e ∥ · ∥2 são ditas equivalentes se existem constantes reais 𝐶1, 𝐶2 > 0 tais que

𝐶1∥𝑥∥1 ≤ ∥𝑥∥2 ≤ 𝐶2∥𝑥∥1, ∀ 𝑥 ∈ 𝐸.

Exemplo 2.11. Em R𝑛, são equivalentes as normas

∥𝑥∥∞ = max
𝑖∈{1,··· ,𝑛}

|𝑥𝑖 | e ∥𝑥∥𝑝 =
(

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖 |𝑝
) 1

𝑝

, 1 ≤ 𝑝 < ∞ .

Por um lado, trivialmente, vale
∥𝑥∥∞ ≤ ∥𝑥∥𝑝 . (1)

Por outro lado, temos que

∥𝑥∥𝑝𝑝 =
𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖 |𝑝 ≤ 𝑛

(
max

𝑖∈{1,··· ,𝑛}
|𝑥𝑖 |𝑝

)
= 𝑛∥𝑥∥𝑝∞ .

Logo,
∥𝑥∥𝑝 ≤ 𝑛

1
𝑝 ∥𝑥∥∞ . (2)

Portanto, como consequência de (1) e de (2), temos que as normas ∥ · ∥𝑝 e ∥ · ∥∞ são
equivalentes, como gostarı́amos.

Teorema 2.2. Em um espaço vetorial de dimensão finita, quaisquer duas normas são
equivalentes.

Demonstração. Suponhamos dim 𝐸 = 𝑘 . Assim, seja {𝑒1, 𝑒2, · · · , 𝑒𝑘 } uma base para
𝐸 . Queremos provar que duas normas quaisquer ∥ · ∥1 e ∥ · ∥2 são equivalentes em 𝐸 .
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Para isso, observe inicialmente que, dado 𝑥 ∈ 𝐸 , temos

𝑥 =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑒𝑖, 𝛼𝑖 ∈ R .

Sem perda de generalidade, podemos fixar a primeira norma. Desse modo, consideremos

∥𝑥∥1 :=
𝑘∑︁
𝑖=1

|𝛼𝑖 | .

Nosso objetivo é mostrar que existem 𝐶1, 𝐶2 > 0 tais que

∥𝑥∥2 ≤ 𝐶1∥𝑥∥1 e ∥𝑥∥1 ≤ 𝐶2∥𝑥∥2

para qualquer que seja a norma ∥ · ∥2. Por um lado, note que

∥𝑥∥2 =






 𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑒𝑖







2

≤
𝑘∑︁
𝑖=1

|𝛼𝑖 | ∥𝑒𝑖∥2 ≤
𝑘∑︁
𝑖=1

|𝛼𝑖 | max
𝑖∈{1,··· ,𝑘}

∥𝑒𝑖∥2

≤ 𝑘

(
max

𝑖∈{1,··· ,𝑘}
∥𝑒𝑖∥2

) 𝑘∑︁
𝑖=1

|𝛼𝑖 | ≤ 𝐶1∥𝑥∥1

isto é
∥𝑥∥2 ≤ 𝐶1∥𝑥∥1 (3)

em que 𝐶1 = 𝑘

(
max

𝑖∈{1,··· ,𝑘}
∥𝑒𝑖∥2

)
.

Por outro lado, afirmamos que existe uma constante 𝐶2 > 0 tal que ∥𝑥∥1 ≤
𝐶2∥𝑥∥2. De fato, suponhamos, por contradição, que não. Isto é, � 𝐶2 > 0 tal que

∥𝑥∥1
∥𝑥∥2

≤ 𝐶2 .

Logo, existe uma sequência (𝑥𝑛) tal que

∥𝑥𝑛∥1
∥𝑥𝑛∥2

≥ 𝑛 .
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Definamos a sequência (𝑦𝑛) da seguinte forma

𝑦𝑛 :=
𝑥𝑛

∥𝑥𝑛∥1

tal que

𝑦𝑛 =

𝑘∑︁
𝑖=1

|𝛼𝑖𝑛 |∥𝑒𝑖∥ .

Note que ∥𝑦𝑛∥2 → 0. De fato,

lim
𝑛→+∞

∥𝑦𝑛∥2 = lim
𝑛→+∞





 𝑥𝑛

∥𝑥𝑛∥1






2
≤ lim

𝑛→+∞
1
𝑛
= 0 .

Como ∥𝑦𝑛∥2 ≥ 0, ∀ 𝑛 ∈ N, temos, obrigatoriamente, que

lim
𝑛→+∞

∥𝑦𝑛∥2 = 0 .

Trivialmente, observe também que ∥𝑦𝑛∥1 → 1. De fato,

lim
𝑛→+∞

∥𝑦𝑛∥1 = lim
𝑛→+∞





 𝑥𝑛

∥𝑥𝑛∥1






1
= lim

𝑛→+∞
∥𝑥𝑛∥1
∥𝑥𝑛∥1

= lim
𝑛→+∞

1 = 1 .

Consequentemente,

1 = lim
𝑛→+∞

∥𝑦𝑛∥1 = lim
𝑛→+∞

𝑘∑︁
𝑖=1

|𝛼𝑖𝑛 | =
𝑘∑︁
𝑖=1

|𝛼𝑖𝑛 | = ∥𝑦𝑛∥1 .

Notoriamente, (𝛼𝑖𝑛) é uma sequência limitada, veja

𝛼𝑖𝑛 ≤ |𝛼𝑖𝑛 | ≤
𝑘∑︁
𝑖=1

|𝛼𝑖𝑛 | = 1, ∀ 𝑛 ∈ N .

Logo, vale o Teorema de Bolzano-Weierstrass. Assim, existe uma subsequência (𝛼𝑖𝑛 𝑗
)

que converge para 𝛼𝑖. Devido a isso, podemos afirmar que 𝑦𝑛 𝑗
→ 𝑦, tal que

𝑦 =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑒𝑖 .
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Por fim, note que

∥𝑦∥2 = ∥𝑦 − 𝑦𝑛 𝑗
+ 𝑦𝑛 𝑗

∥2 ≤ ∥𝑦 − 𝑦𝑛 𝑗
∥2 + ∥𝑦𝑛 𝑗

∥2 .

Aplicando o limite, temos

lim
𝑛→+∞

∥𝑦∥2 ≤ lim
𝑛→+∞

∥𝑦 − 𝑦𝑛 𝑗
∥2 + lim

𝑛→+∞
∥𝑦𝑛 𝑗

∥2

≤ lim
𝑛→+∞






 𝑘∑︁
𝑖=1

(
|𝛼𝑖 | − |𝛼𝑖𝑛 𝑗

|
)
∥𝑒𝑖∥







2

≤





 𝑘∑︁
𝑖=1

(
|𝛼𝑖 | − lim

𝑛→∞
|𝛼𝑖𝑛 𝑗

|
)
∥𝑒𝑖∥







2

≤





 𝑘∑︁
𝑖=1

( |𝛼𝑖 | − |𝛼𝑖 |) ∥𝑒𝑖∥







2

= 0

Porém, pela propriedade da norma, ∥𝑦∥2 ≥ 0, portanto, ∥𝑦∥2 = 0. Logo, 𝑦 = 0.
Entretanto, veja que

∥𝑦∥1 = lim
𝑛→+∞

∥𝑦𝑛∥1 = 1 .

Uma contradição. Assim, obrigatoriamente, ∃ 𝐶2 > 0 tal que

∥𝑥∥1 ≤ 𝐶2∥𝑥∥2 . (4)

Portanto, devido a (3) e (4), concluı́mos que as normas são equivalentes. ■

Entretanto, se 𝐸 é um espaço normado de dimensão infinita, então o teorema
acima não é válido em geral, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 2.12. Dado o espaço normado 𝐶 [0, 1], considere as normas

∥𝑢∥∞ = max
𝑡∈[0,1]

|𝑢(𝑡) | e ∥𝑢∥1 =

∫ 1

0
|𝑢(𝑡) |d𝑡 .

Note que
∥𝑢∥1 ≤ ∥𝑢∥∞, ∀ 𝑢 ∈ 𝐶 [0, 1] .

Entretanto, a desigualdade contrária não pode ser verdadeira. Para verificar, seja (𝑢𝑛)
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uma sequência de funções tais que, para qualquer 𝑛 ∈ N, temos:

𝑢𝑛 (𝑡) =


𝑛 − 𝑛2𝑡, se 𝑡 ∈

[
0,

1
𝑛

]
0, se 𝑡 ∈

[
1
𝑛
, 1

]
Note que ∥𝑢𝑛∥∞ = 𝑛, pois 𝑛 é o maior valor que a famı́lia de funções assume, no

ponto 𝑡 = 0. Veja também que ∥𝑢𝑛∥1 = 1
2 , que é numericamente igual à área azulada

sob o gráfico abaixo que representa o comportamento da função arbitrária 𝑢𝑛.

𝑡

𝑢

𝑛

1
𝑛

10

Como ∥𝑢𝑛∥∞ = 𝑛 e ∥𝑢𝑛∥1 = 1
2 , a desigualdade contrária é, de fato, impossı́vel. Portanto,

concluı́mos que essas normas não são equivalentes.

Proposição. Dadas as normas ∥ · ∥𝑝 e ∥ · ∥∞ em 𝑙 𝑝, temos que, ∀ 𝑥 ∈ 𝐸:

lim
𝑝→+∞

∥𝑥∥𝑝 = ∥𝑥∥∞ .

Demonstração. Note inicialmente que

∥𝑥∥𝑝 =
( +∞∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖 |𝑝
) 1

𝑝

≥ (|𝑥𝑖 |𝑝)
1
𝑝 = |𝑥𝑖 |, ∀ 𝑖 ∈ N .

Consequentemente,
∥𝑥∥𝑝 ≥ sup

𝑖∈N
|𝑥𝑖 | = ∥𝑥∥∞

portanto,
lim

𝑝→+∞
∥𝑥∥𝑝 ≥ ∥𝑥∥∞. (5)
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Por outro lado, sabemos que |𝑥𝑖 | ≤ sup
𝑖∈N

|𝑥𝑖 |, ∀ 𝑖 ∈ N, assim fixado um arbitrário 𝑛 ∈ N,
temos que: (

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖 |𝑝
) 1

𝑝

≤
(

𝑛∑︁
𝑖=1

(
max

𝑖∈{1,··· ,𝑛}
|𝑥𝑖 |

) 𝑝) 1
𝑝

≤
[(

max
𝑖∈{1,··· ,𝑛}

|𝑥𝑖 |
) 𝑝 (

𝑛∑︁
𝑖=1

1𝑝

)] 1
𝑝

≤
[(

max
𝑖∈{1,··· ,𝑛}

|𝑥𝑖 |
) 𝑝] 1

𝑝

(
𝑛∑︁
𝑖=1

1

) 1
𝑝

≤
(

max
𝑖∈{1,··· ,𝑛}

|𝑥𝑖 |
)
𝑛

1
𝑝

À medida que 𝑝 → +∞, o termo 𝑛
1
𝑝 → 1, assim, é interessante aplicar o limite para que

nossa expressão seja simplificada para nossos interesses. Desse modo, ∀ 𝑛 ∈ N, vale

lim
𝑝→+∞

(
𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖 |𝑝
) 1

𝑝

≤ max
𝑖∈{1,··· ,𝑛}

|𝑥𝑖 |

Agora, é de nosso interesse aplicar o limite fazendo 𝑛 → +∞ para que possam aparecer
as normas desejadas.

lim
𝑝→+∞

( +∞∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖 |𝑝
) 1

𝑝

≤ lim
𝑛→+∞

(
max

𝑖∈{1,··· ,𝑛}
|𝑥𝑖 |

)
≤ sup

𝑖∈N
|𝑥𝑖 |.

Assim,

lim
𝑝→+∞

∥𝑥∥𝑝 = lim
𝑝→+∞

( +∞∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖 |𝑝
) 1

𝑝

≤ ∥𝑥∥∞ (6)

Portanto, de (5) e (6) obtemos lim
𝑝→+∞

∥𝑥∥𝑝 = ∥𝑥∥∞. ■

2.6 Operadores lineares limitados e Espaço Dual

O estudo do espaço dual é essencial na análise funcional e em diversas áreas
da matemática, pois permite uma compreensão mais profunda da estrutura dos espaços
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vetoriais normados e nos fornece uma forma de representar e analisar propriedades dos
vetores por meio de suas ações em funções. O espaço dual de um espaço vetorial consiste
no conjunto de todos os funcionais lineares contı́nuos definidos sobre ele.

Essa abordagem é especialmente útil na formulação de problemas variacionais,
na teoria da dualidade e na análise de operadores lineares. Além disso, o espaço dual
desempenha um papel central em resultados fundamentais apresentados neste trabalho,
como o Teorema de Hahn-Banach, o Teorema de Representação de Riesz.

Definição 2.7 (Operador Limitado). Sejam (𝐸, ∥ · ∥𝐸 ) e (𝐹, ∥ · ∥𝐹) espaços normados.
Um operador linear 𝑇 : 𝐸 → 𝐹 é dito limitado se ∃ 𝐶 > 0 tal que

∥𝑇 (𝑥)∥𝐹 ≤ 𝐶∥𝑥∥𝐸 , ∀ 𝑥 ∈ 𝐸 .

Como mencionado anteriormente, um dos nossos objetivos principais é o estudo
dos funcionais lineares, isto é, os operadores definidos em 𝐸 com contradomı́nio 𝐹 = R.
Assim, definimos um funcional 𝑓 : 𝐸 → R limitado se ∃ 𝐶 > 0 tal que

| 𝑓 (𝑥) | ≤ 𝐶∥𝑥∥𝐸 , ∀ 𝑥 ∈ 𝐸 .

Definição 2.8 (Operador Contı́nuo). Sejam (𝐸, ∥ · ∥𝐸 ) e (𝐹, ∥ · ∥𝐹) espaços normados
e 𝑇 : 𝐸 → 𝐹 um operador linear. Então, 𝑇 é dito contı́nuo em um ponto 𝑥0 ∈ 𝐸 se
∀ 𝜀 > 0, ∃ 𝛿 > 0 tal que

[∥𝑥 − 𝑥0∥𝐸 < 𝛿] =⇒ [∥𝑇 (𝑥) − 𝑇 (𝑥0)∥𝐹 < 𝜀]

com 𝑥 ∈ 𝐸 . Generalizando, dizemos simplesmente que 𝑇 é contı́nuo se ele for contı́nuo
em todo ponto 𝑥0 ∈ 𝐸 .

Definição 2.9 (Espaço Dual). Seja 𝐸 um espaço normado. O seguinte conjunto

L(𝐸,R) := { 𝑓 : 𝐸 → R ; 𝑓 é um funcional linear limitado} ,

munido com a norma
∥ 𝑓 ∥∞ := sup

𝑥∈𝐸\{0}

| 𝑓 (𝑥) |
∥𝑥∥ ,
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é um espaço normado e o chamamos de espaço dual contı́nuo ou, simplesmente, espaço
dual. Notação: L(𝐸,R) = 𝐸′.

Observação 2.4. Existe uma relação entre a constante 𝐶 e o operador 𝑇 , de tal forma
que sua norma ∥𝑇 ∥ é definida a partir da menor constante que satisfaz a desigualdade da
Definição 2.7 acima.

Exemplo 2.13. O operador linear 𝐼 : 𝐸 → 𝐸 definido como

𝐼 (𝑥) := 𝑥, ∀ 𝑥 ∈ 𝐸

é limitado. Mais ainda, ∥𝐼 ∥ = 1.

Exemplo 2.14. Seja 𝐸 o espaço normado de todos os polinômios definidos em 𝐼 = [0, 1]
munido com a norma ∥𝑥∥ = max

𝑡∈𝐼
|𝑥(𝑡) |. O operador linear 𝑇 : 𝐸 → 𝐸 definido como

𝑇 (𝑥) := 𝑥′(𝑡)

não é limitado. De fato, considere 𝑥(𝑡) = 𝑡𝑛, com 𝑛 ∈ N. Note que ∥𝑥∥ = 1 e que

∥𝑇 (𝑥)∥ = ∥(𝑡𝑛)′∥ = ∥𝑛𝑡𝑛−1∥ = |𝑛| · ∥𝑡𝑛−1∥ = 𝑛 .

Assim, � 𝐶 ∈ R tal que 𝑛 ≤ 𝐶, ∀ 𝑛 ∈ N, portanto, a aplicação não é limitada.

Exemplo 2.15. O funcional linear 𝑇 : 𝐶 [0, 1] → R definido por

𝑇 ( 𝑓 ) :=
∫ 1

0
𝑓 (𝑡)d𝑡

cuja norma é

∥𝑇 ∥ = sup
𝑓 ∈𝐸 ′\{0}

|𝑇 ( 𝑓 ) |
∥ 𝑓 ∥∞

é limitado, com ∥𝑇 ∥ = 1. De fato, veja que

| 𝑓 (𝑡) | ≤ max
𝑡∈[0,1]

| 𝑓 (𝑡) | .
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Logo, ∫ 1

0
𝑓 (𝑡)d𝑡 ≤

∫ 1

0
max
𝑡∈[0,1]

| 𝑓 (𝑡) |d𝑡 ≤
(

max
𝑡∈[0,1]

| 𝑓 (𝑡) |
) ∫ 1

0
1d𝑡 ≤ max

𝑡∈[0,1]
| 𝑓 (𝑡) |

Isto é,
|𝑇 ( 𝑓 ) | ≤ 1∥ 𝑓 ∥∞, ∀ 𝑓 ∈ 𝐶 [0, 1] .

Portanto, 𝑇 é limitado, como gostarı́amos. Deste modo

∥𝑇 ∥ := sup
𝑓 ∈𝐸 ′\{0}

|𝑇 ( 𝑓 ) |
∥ 𝑓 ∥ .

Veja que, ∀ 𝑓 ∈ 𝐸′, temos

|𝑇 ( 𝑓 ) |
∥ 𝑓 ∥∞

≤ sup
𝑓 ∈𝐸 ′\{0}

|𝑇 ( 𝑓 ) |
∥ 𝑓 ∥∞

≤ 1 .

Em particular, tomando 𝑓 ≡ 1, temos

|𝑇 ( 𝑓 ) |
∥ 𝑓 ∥ =

|𝑇 (1) |
∥1∥ = 1 ≤ sup

𝑓 ∈𝐸 ′\{0}

|𝑇 ( 𝑓 ) |
∥ 𝑓 ∥ ≤ 1 .

Portanto, ∥𝑇 ∥ = 1, como querı́amos.

Observação 2.5. Uma identidade alternativa para a norma definida acima na Observação
2.4 é

∥𝑇 ∥ := sup
∥𝑥∥=1

∥𝑇 (𝑥)∥ .

De fato, suponhamos que ∥𝑥∥ = 𝛼 ≠ 1. Basta tomarmos 𝑦 =

(
1
𝛼

)
𝑥, 𝛼 ≠ 0.

∥𝑇 ∥ = sup
𝑥∈𝐸\{0}

∥𝑇 (𝑥)∥
∥𝑥∥ = sup

𝑥∈𝐸\{0}

∥𝑇 (𝑥)∥
𝛼

= sup
𝑥∈𝐸\{0}





𝑇 ((
1
𝛼

)
𝑥

)



 = sup
∥𝑦∥=1

∥𝑇 (𝑦)∥ .

Teorema 2.3. Sejam 𝐸 e 𝐹 espaços normados, com dim 𝐸 < +∞. Então, todo operador
linear 𝑇 : 𝐸 → 𝐹 é limitado.

Demonstração. Suponhamos que dim 𝐸 = 𝑘 . Assim, seja {𝑒1, 𝑒2, · · · , 𝑒𝑘 } a base de 𝐸 .
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Temos que, ∀ 𝑥 ∈ 𝐸 , podemos escrever

𝑥 =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑒𝑖, 𝛼𝑖 ∈ R .

Logo,

∥𝑇 (𝑥)∥ =





𝑇

(
𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑒𝑖

)




 =





 𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑇 (𝑒𝑖)





 ≤

𝑘∑︁
𝑖=1

|𝛼𝑖 |∥𝑇 (𝑒𝑖)∥ .

Como demonstrado no Teorema 2.2, todas as normas em um espaço de dimensão finita

são equivalentes. Deste modo, sem perda de generalidade, escolhamos ∥𝑥∥ =

𝑘∑︁
𝑖=1

|𝛼𝑖 |.

Assim,

∥𝑇 (𝑥)∥ ≤
𝑘∑︁
𝑖=1

∥𝑇 (𝑒𝑖)∥ |𝛼𝑖 | ≤
𝑘∑︁
𝑖=1

max
𝑖∈{1,··· ,𝑘}

∥𝑇 (𝑒𝑖)∥ |𝛼𝑖 | ≤ 𝑘

(
max

𝑖∈{1,··· ,𝑘}
∥𝑇 (𝑒𝑖)∥

) 𝑘∑︁
𝑖=1

|𝛼𝑖 | .

Portanto, ∥𝑇 (𝑥)∥ ≤ 𝐶∥𝑥∥, com 𝐶 = 𝑘

(
max

𝑖∈{1,··· ,𝑘}
∥𝑇 (𝑥)∥

)
. ■

Teorema 2.4. Seja 𝑇 : 𝐸 → 𝐹 um operador linear entre espaços normados. Então:

i. 𝑇 é contı́nuo se, e somente se, 𝑇 é limitado.

ii. Se 𝑇 é contı́nuo em um ponto, então 𝑇 é contı́nuo em todo ponto.

Demonstração. Provaremos, inicialmente, a recı́proca do primeiro item, pois é mais
simples. Em seguida, provaremos a implicação do mesmo item.

i. [⇐=] Suponhamos 𝑇 um operador linear limitado. Queremos mostrar que

[∥𝑥 − 𝑥0∥ < 𝛿] =⇒ [∥𝑇 (𝑥) − 𝑇 (𝑥0)∥ < 𝜀] .

Assim, ∀ 𝜀 > 0, basta considerar 𝛿 =
𝜀

∥𝑇 ∥ > 0. De fato, pela linearidade de 𝑇 ,
temos

∥𝑇 (𝑥) − 𝑇 (𝑥0)∥ = ∥𝑇 (𝑥 − 𝑥0)∥ ≤ ∥𝑇 ∥∥𝑥 − 𝑥0∥ .

Por hipótese, 𝑇 é limitada, logo,

∥𝑇 ∥∥𝑥 − 𝑥0∥ < ∥𝑇 ∥ 𝜀

∥𝑇 ∥ = 𝜀 .
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Portanto,
[
∥𝑥 − 𝑥0∥ <

𝜀

∥𝑇 ∥

]
=⇒ [∥𝑇 (𝑥 − 𝑥0)∥ < 𝜀], como gostarı́amos.

[=⇒] Seja 𝑇 um operador linear contı́nuo. Provemos que ∥𝑇 ∥ ≤ 𝐶∥𝑥∥, ∀ 𝑥 ∈ 𝐸 .
De fato, se 𝑥 ∈ 𝐵𝛿 (𝑥0), isto é, se ∀ 𝜀 > 0, ∃ 𝛿 > 0 tal que ∥𝑥 − 𝑥0∥ < 𝛿, então

∥𝑇 (𝑥)∥ = ∥𝑇 (𝑥) − 𝑇 (𝑥0) + 𝑇 (𝑥0)∥ ≤ ∥𝑇 (𝑥) − 𝑇 (𝑥0)∥ + ∥𝑇 (𝑥0)∥ < 𝜀 + ∥𝑇 (𝑥0)∥ .

Entretanto, se 𝑥 não faz parte da vizinhança de 𝑥0, isto é, se 𝑥 ∉ 𝐵𝛿 (𝑥0), então
definamos

𝑦 :=
𝛿

2∥𝑥∥ 𝑥 + 𝑥0 .

Note que 𝑦 ∈ 𝐵𝛿 (𝑥0), ∀ 𝑥 ∈ 𝐸 . De fato,

∥𝑦 − 𝑥0∥ =




 𝛿

2∥𝑥∥ 𝑥 + 𝑥0 − 𝑥0





 = 



 𝛿

2∥𝑥∥ 𝑥




 = 𝛿

2∥𝑥∥ ∥𝑥∥ =
𝛿

2
< 𝛿 .

Devido à linearidade de 𝑇 , temos



𝑇 (
𝛿

2∥𝑥∥ 𝑥
)



 = 



𝑇 (

𝛿

2∥𝑥∥ 𝑥
)
+ 𝑇 (𝑥0) − 𝑇 (𝑥0)





 = 



𝑇 (
𝛿

2∥𝑥∥ 𝑥 + 𝑥0

)
− 𝑇 (𝑥0)





 .

Utilizando a desigualdade triangular, temos



𝑇 (
𝛿

2∥𝑥∥ 𝑥
)



 = 



𝑇 (

𝛿

2∥𝑥∥ 𝑥 + 𝑥0

)
− 𝑇 (𝑥0)





 ≤ ∥𝑇 (𝑦)∥ + ∥−𝑇 (𝑥0)∥

≤ ∥𝑇 (𝑦)∥ + ∥𝑇 (𝑥0)∥
< 𝜀 + ∥𝑇 (𝑥0)∥ + ∥𝑇 (𝑥0)∥ = 𝐶 .

Por outro lado, observe que



𝑇 (
𝛿

2∥𝑥∥ 𝑥
)



 = 



 𝛿

2∥𝑥∥𝑇 (𝑥)




 = ���� 𝛿

2∥𝑥∥

���� ∥𝑇 (𝑥)∥ = 𝛿

2∥𝑥∥ ∥𝑇 (𝑥)∥ .
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Por fim, concluı́mos que

𝛿

2∥𝑥∥ ∥𝑇 (𝑥)∥ =




𝑇 (

𝛿

2∥𝑥∥ 𝑥
)



 ≤ 𝐶

∥𝑇 (𝑥)∥ ≤ 2𝐶
𝛿
∥𝑥∥

∥𝑇 (𝑥)∥ ≤ 𝐶̃∥𝑥∥

em que 𝐶̃ =
2𝐶
𝛿

, com 𝐶 = 𝜀 + 2∥𝑇 (𝑥0)∥, como gostarı́amos.

ii. Note que, na implicação do item anterior, nosso raciocı́nio foi todo desenvolvido a
partir de um 𝑥0 fixo, porém arbitrário. Logo, ∀ 𝑥0 ∈ 𝐸 , temos que, se 𝑇 é contı́nua
em 𝑥0, então 𝑇 é contı́nua em todo ponto.

■

2.7 Forma analı́tica do Teorema de Hahn-Banach

O Teorema de Hahn-Banach é um dos pilares fundamentais da análise funcional.
Ele garante que, sob certas condições, é possı́vel estender linearmente um funcional
linear definido em um subespaço para todo o espaço vetorial, sem aumentar sua norma.

Essa propriedade de extensão é essencial para o desenvolvimento da dualidade
em espaços normados, permitindo a caracterização e análise de funcionais lineares
contı́nuos. Além disso, o teorema fornece as bases para muitos resultados posteriores,
como a separação de conjuntos convexos por hiperplanos e a representação de funcionais
em espaços de Banach, desempenhando um papel central em áreas como teoria da
medida, otimização convexa e equações funcionais.

Definição 2.10 (Funcional de Minkowski). Seja 𝐸 um espaço normado. Diremos que
𝑝 : 𝐸 → R é um funcional de Minkowski se ele satisfizer as seguintes condições:

i. 𝑝(𝜆𝑥) = 𝜆𝑝(𝑥), ∀ 𝑥 ∈ 𝐸 e ∀ 𝜆 ≥ 0.

ii. 𝑝(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑝(𝑥) + 𝑝(𝑦), ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 .

Exemplo 2.16. Seja 𝐸 um espaço normado. Um exemplo de funcional de Minkowski é
𝑝(𝑥) = ∥𝑥∥.
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Teorema 2.5 (Hahn-Banach). Sejam 𝑝 : 𝐸 → R um funcional de Minkowski e 𝑔 : 𝐺 →
R um funcional linear tal que 𝑔(𝑥) ≤ 𝑝(𝑥), ∀ 𝑥 ∈ 𝐺, com 𝐺 ⊂ 𝐸 um subespaço vetorial.
Então, existe um funcional linear 𝑓 que estende o funcional 𝑔 em todo 𝐸 , isto é,

∃ 𝑓 : 𝐸 → R tal que 𝑓 (𝑥) ≤ 𝑝(𝑥), ∀ 𝑥 ∈ 𝐸, e 𝑓 |𝐺 = 𝑔 .

Mais ainda, este funcional 𝑓 é único.

Como consequência do Teorema de Hahn-Banach, temos a seguinte expressão
para a norma de um vetor em um espaço normado.

Proposição. Seja 𝐸 um espaço normado. Então, para um fixado 𝑥 ∈ 𝐸 , temos

∥𝑥∥ = sup
𝑓 ∈𝐸 ′\{0}

| 𝑓 (𝑥) |
∥ 𝑓 ∥∞

tal que ∥ 𝑓 ∥∞ é a norma definida em (2.9).

Demonstração. Seja 𝐸 um espaço normado. Provaremos a igualdade através de duas
desigualdades. Por um lado, observe que, fixado 𝑥 ∈ 𝐸 , temos ∀ 𝑓 ∈ 𝐸′,

| 𝑓 (𝑥) | ≤ ∥ 𝑓 ∥∞∥𝑥∥ .

Consequentemente,

sup
𝑓 ∈𝐸 ′\{0}

| 𝑓 (𝑥) |
∥ 𝑓 ∥∞

≤ ∥𝑥∥ . (7)

Para a outra desigualdade, fixado 𝑥 ∈ 𝐸 , consideremos 𝐺 = [𝑥]. Obviamente,
𝐺 ⊊ 𝐸 . Note que 𝑦 ∈ 𝐺 implica em 𝑦 = 𝛼𝑥, 𝛼 ∈ R.

Seja 𝑓0(𝑦) = 𝑓0(𝛼𝑥) := 𝛼∥𝑥∥2. Inicialmente, note que 𝑓0 é um operador linear e
limitado. De fato, ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ R e ∀ 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐸 , temos que

𝑓0(𝑎𝑦 + 𝑏𝑧) = 𝑓0(𝑎𝑦 + 𝑏𝑧) = 𝑓0(𝑎𝛼𝑥 + 𝑏𝛽𝑥) = 𝑓0( [𝑎𝛼 + 𝑏𝛽]𝑥) = [𝑎𝛼 + 𝑏𝛽] ∥𝑥∥2

= 𝑎𝛼∥𝑥∥2 + 𝑏𝛽∥𝑥∥2 = 𝑎 𝑓0(𝛼𝑥) + 𝑏 𝑓0(𝛽𝑥) = 𝑎 𝑓0(𝑦) + 𝑏 𝑓0(𝑧) .

Vejamos agora que é limitado. De fato,

| 𝑓0(𝑦) | = | 𝑓0(𝛼𝑥) | = |𝛼 |∥𝑥∥2 = |𝛼 |∥𝑥∥∥𝑥∥ = 𝐶∥𝑦∥
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com 𝐶 = ∥𝑥∥. Logo, 𝑓0 ∈ 𝐺′. Mais ainda, tomando 𝛾 ≥ 0, temos que

𝑝(𝑦) := 𝛾∥𝑥∥∥𝑦∥

é um funcional de Minkowski que domina o funcional 𝑓0. Desse modo, pelo Teorema
de Hahn-Banach, existe um funcional linear 𝑓 que estende 𝑓0 em todo o espaço 𝐸 .
Por fim, observe

∥ 𝑓0∥∞ = sup
𝑦∈𝐸\{0}

| 𝑓0(𝑦) |
∥𝑦∥ = sup

𝑦∈𝐸\{0}

| 𝑓0(𝛼𝑥) |
∥𝛼𝑥∥ = sup

𝑦∈𝐸\{0}

|𝛼 |∥𝑥∥2

𝛼∥𝑥∥ = sup
𝑦∈𝐸\{0}

∥𝑥∥ = ∥𝑥∥.

Assim, como consequência do Teorema 2.5, temos

∥𝑦∥ = | 𝑓0(𝑦) |
∥ 𝑓0∥∞

≤ sup
𝑓 ∈𝐸 ′\{0}

| 𝑓 (𝑦) |
∥ 𝑓 ∥∞

. (8)

Portanto, por (7) e (8) conclui-se que

∥𝑥∥ = sup
𝑓 ∈𝐸 ′\{0}

| 𝑓 (𝑥) |
∥ 𝑓 ∥∞

mostrando a igualdade desejada. ■
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3 Espaços de Hilbert

O estudo de espaços com produto interno é de grande relevância na matemática,
especialmente na análise funcional e em diversas aplicações da fı́sica e da engenharia.
Esses espaços, também conhecidos como espaços pré-Hilbert, permitem a definição
de conceitos fundamentais como ortogonalidade, projeções e ângulos entre vetores.
A estrutura adicional fornecida pelo produto interno possibilita uma análise mais rica
e precisa do comportamento de funções e operadores, além de ser essencial para o
desenvolvimento de métodos numéricos, como os baseados em séries de Fourier. Em
contextos mais avançados, esses espaços servem como base para a definição dos Espaços
de Hilbert, que desempenham um papel central na formulação matemática da mecânica
quântica e na teoria das equações diferenciais parciais.

3.1 Definição e Exemplos

Definição 3.1 (Espaço com Produto Interno). Seja 𝐻 um espaço vetorial real. Um
produto interno ⟨ · , · ⟩ é uma aplicação

⟨ · , · ⟩ : 𝐻 × 𝐻 → R

(𝑥, 𝑦) ↦→ ⟨𝑥, 𝑦⟩

que satisfaz as seguintes condições:

i. ⟨𝑥, 𝑥⟩ ≥ 0, ∀ 𝑥 ∈ 𝐻 e, em particular, ⟨𝑥, 𝑥⟩ = 0 se, e somente se, 𝑥 = 0.

ii. ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑦, 𝑥⟩, ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻.

iii. ⟨𝑥 + 𝑦, 𝑧⟩ = ⟨𝑥, 𝑧⟩ + ⟨𝑦, 𝑧⟩, ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻.

iv. ⟨𝛽𝑥, 𝑦⟩ = 𝛽⟨𝑥, 𝑦⟩,∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 e ∀ 𝛽 ∈ R.

Chamamos de espaço com produto interno o espaço vetorial 𝐻 cujo produto interno
atende às condições listadas acima. Notamos formalmente por (𝐻, ⟨ · , · ⟩), ou sim-
plesmente por 𝐻, sempre que não houver ambiguidade quanto ao produto interno em
questão.
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Exemplo 3.1. R𝑛 é espaço com produto interno, cujo produto interno é

⟨𝑥, 𝑦⟩ = 𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + · · · + 𝑥𝑛𝑦𝑛 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖 .

Exemplo 3.2. 𝑙 𝑝 é um espaço com produto interno, cujo produto interno é

⟨𝑥, 𝑦⟩ =
+∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛𝑦𝑛

desde que 𝑝 = 2. Se 𝑝 ≠ 2, então 𝑙 𝑝 não será um espaço com produto interno, como
veremos a seguir.

Exemplo 3.3. 𝐿𝑝 (𝐼) é espaço com produto interno, cujo produto interno é

⟨ 𝑓 , 𝑔⟩ =
∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑡)𝑔(𝑡)d𝑡

desde que 𝑝 = 2. Se 𝑝 ≠ 2, então 𝐿𝑝 (𝐼) não será um espaço com produto interno.

Observação 3.1. Um produto interno define de forma natural uma norma definida por

∥𝑥∥ :=
√︁
⟨𝑥, 𝑥⟩

Neste caso, dizemos que a norma é induzida pelo produto interno (ou que o produto
interno induz a norma).

Teorema 3.1 (Cauchy-Schwarz). Seja 𝐻 um espaço com produto interno. A seguinte
desigualdade é válida:

|⟨𝑥, 𝑦⟩| ≤ ∥𝑥∥∥𝑦∥, ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻

e, em particular,

|⟨𝑥, 𝑦⟩| = ∥𝑥∥∥𝑦∥ ⇐⇒ 𝑥 = 𝜆𝑦, para algum 𝜆 ∈ R.

Observação 3.2. A Desigualdade de Cauchy-Schwarz, enunciada no teorema acima, é
o caso particular 𝑝 = 𝑞 = 2 da Desigualdade de Hölder, enunciada no Lema 2.3.
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Definição 3.2 (Espaço de Hilbert). Seja 𝐻 um espaço com produto interno. Dizemos
que 𝐻 é um Espaço de Hilbert, se 𝐻 for completo.

Como todo produto interno induz uma norma, fato enunciado na Observação
3.1, temos que todo espaço de produto interno é um espaço normado, com respeito ao
produto interno que induz a métrica. Mais ainda, em particular, todo espaço de Hilbert
é um espaço de Banach, uma vez que a completude do espaço é também estendida com
a métrica induzida pela respectiva norma.

3.2 Geometria dos espaços com produto interno

Lema 3.1 (Identidade do Paralelogramo). Em um espaço 𝐻 com produto interno, a
seguinte identidade é válida:

∥𝑥∥2 + ∥𝑦∥2 =
1
2

[
∥𝑥 + 𝑦∥2 + ∥𝑥 − 𝑦∥2] , ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻.

Lema 3.2 (Identidade de Polarização). Em um espaço 𝐻 com produto interno, a seguinte
identidade é válida:

⟨𝑥, 𝑦⟩ = 1
4

[
∥𝑥 + 𝑦∥2 − ∥𝑥 − 𝑦∥2] , ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻.

Exemplo 3.4. O espaço normado 𝐶 [0, 1] com a norma ∥ · ∥∞ definida no Exemplo
2.7 não configura um espaço com produto interno por não satisfazer o Lema 3.1. Para
verificar o fato, basta considerar as funções 𝑓 (𝑡) = 1 e 𝑔(𝑡) = 𝑡.
Note que ∥ 𝑓 ∥∞ = 1, ∥𝑔∥∞ = 1, ∥ 𝑓 + 𝑔∥∞ = 2, ∥ 𝑓 − 𝑔∥∞ = 1. Aplicando na identidade
do paralelogramo, temos

12 + 12 =
1
2
[22 + 12]

4 ≠ 5

Exemplo 3.5. Como dito acima, o espaço normado 𝑙 𝑝 não será um espaço com pro-
duto interno, quando 𝑝 ≠ 2. Novamente, o Lema 3.1 não é satisfeito. Para isso,
sejam as sequências 𝑥 = (1, 1, 0, 0, · · · ), 𝑦 = (1,−1, 0, 0, · · · ). Note que 𝑥 + 𝑦 =
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(2, 0, 0, 0, · · · ), 𝑥 − 𝑦 = (0,−2, 0, 0, · · · ). Veja que

∥𝑥∥𝑝 = ∥𝑦∥𝑝 = (1𝑝 + | − 1|𝑝 + 0 + 0 + · · · )
1
𝑝 = (2 · 1𝑝)

1
𝑝 = 2

1
𝑝

∥𝑥 + 𝑦∥𝑝 = ∥𝑥 − 𝑦∥𝑝 = (2𝑝)
1
𝑝 = 2

Aplicando na identidade do paralelogramo, temos(
2

1
𝑝

)2
+

(
2

1
𝑝

)2
=

1
2
[22 + 22] .

Portanto, é necessário que 𝑝 = 2, caso contrário, a igualdade não ocorrerá e 𝑙 𝑝 não será
um espaço com produto interno.

Definição 3.3 (Ortogonalidade). Sejam 𝐻 um espaço com produto interno e 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻.
Diremos que 𝑥 é ortogonal (ou perpendicular) a 𝑦 se

⟨𝑥, 𝑦⟩ = 0 .

Notação: 𝑥 ⊥ 𝑦.

Teorema 3.2 (Soma Direta). Sejam 𝐻 um espaço de Hilbert e 𝑌 ⊆ 𝐻 um subespaço
vetorial fechado qualquer. Então:

𝐻 = 𝑌 ⊕ 𝑌⊥ .

Teorema 3.3 (Bessel). Sejam 𝐻 um espaço de Hilbert e (𝑒𝑛) uma sequência ortonormal.
Então, para todo 𝑥 ∈ 𝐻, temos que

+∞∑︁
𝑛=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩|2 ≤ ∥𝑥∥2 .

Demonstração. Inicialmente, fixemos um número arbitrário 𝑘 ∈ N. Assim, seja
𝑀 = [𝑒1, 𝑒2, · · · , 𝑒𝑘 ] um conjunto ortonormal em 𝐻. Veja que 𝑥 ∈ 𝐻, mas 𝑥 não
necessariamente é um elemento de 𝑀 . Mas, podemos considerar 𝑦 ≠ 0 tal que 𝑦 ∈ 𝑀 ,

isto é, 𝑦 =

𝑘∑︁
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖. Então, definamos 𝑧 ∈ 𝐻 tal que 𝑥 = 𝑦 + 𝑧, ou seja, 𝑧 = 𝑥 − 𝑦.
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Queremos mostrar que 𝑧 ⊥ 𝑦. Note que, por ortogonalidade, temos

∥𝑦∥2 = ⟨𝑦, 𝑦⟩ =
〈

𝑘∑︁
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖,
𝑘∑︁
𝑗=1

⟨𝑥, 𝑒 𝑗 ⟩𝑒 𝑗

〉
= ⟨⟨𝑥, 𝑒1⟩𝑒1 + · · · + ⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩𝑒𝑘 , ⟨𝑥, 𝑒1⟩𝑒1 + · · · + ⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩𝑒𝑘⟩ .

Veja que {𝑒1, 𝑒2 · · · , 𝑒𝑘 } são elementos ortonormais, isto é,

𝑒𝑖𝑒 𝑗 =


1, se 𝑖 = 𝑗

0, se 𝑖 ≠ 𝑗

Consequentemente,

∥𝑦∥2 =

𝑘∑︁
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩2

Agora, observe que

⟨𝑥, 𝑦⟩ =
〈
𝑥,

𝑘∑︁
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩𝑒𝑘

〉
= ⟨𝑥, ⟨𝑥, 𝑒1⟩𝑒1 + · · · + ⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩𝑒𝑘⟩ =

𝑘∑︁
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩2 = ∥𝑦∥2 .

Note que ⟨𝑧, 𝑦⟩ = 0. De fato,

⟨𝑧, 𝑦⟩ = ⟨𝑥 − 𝑦, 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩ − ⟨𝑦, 𝑦⟩ = 0 .

Como 𝑦 ⊥ 𝑧, vale o Teorema de Pitágoras. Logo,

∥𝑧∥2 = ∥𝑥∥2 − ∥𝑦∥2 = ∥𝑥∥2 −
𝑘∑︁
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑥𝑖⟩2 ≥ 0

o que implica em

∥𝑥∥2 ≥
𝑘∑︁
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑥𝑖⟩2 .

Note que todo o nosso raciocı́nio independe de 𝑘 . Portanto, fazendo 𝑘 → +∞, temos a
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desigualdade de Bessel

∥𝑥∥2 = lim
𝑘→+∞

∥𝑥∥2 ≥ lim
𝑘→+∞

𝑘∑︁
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑥𝑖⟩2 =

+∞∑︁
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑥𝑖⟩2

e isto conclui a prova. ■

Teorema 3.4 (Projeção). Sejam 𝐻 um espaço de Hilbert e 𝑀 ⊆ 𝐻 um subconjunto
convexo, fechado e não vazio de 𝐻. Então, para cada 𝑥 ∈ 𝐻, existe um único 𝑦𝑥 ∈ 𝑀

tal que
∥𝑥 − 𝑦𝑥 ∥ = inf

𝑦∈𝑀
∥𝑥 − 𝑦∥ .

Demonstração. Mostremos inicialmente que existe 𝑦𝑥 ∈ 𝑀 , denominado projeção or-
togonal do elemento 𝑥 no subconjunto 𝑀 .

Existência: Fixado 𝑥 ∈ 𝐻, definamos 𝐿 := inf
𝑦∈𝑀

∥𝑥 − 𝑦∥. Note que, ∀ 𝑛 ∈ N,

temos que 𝐿 + 1
𝑛

não é cota inferior de 𝑀 . Isto é, existe 𝑦𝑛 ∈ 𝑀 tal que

𝐿 ≤ ∥𝑥 − 𝑦𝑛∥ < 𝐿 + 1
𝑛
.

Afirmamos que (𝑦𝑛) → 𝑦𝑥 . E, devido ao fato de 𝑀 ser fechado, é imediato que 𝑦𝑥 ∈ 𝑀 .
Para mostrar que (𝑦𝑛) converge para 𝑦𝑥 , basta mostrar que essa sequência é de Cauchy,
pois 𝐻 é completo. Desse modo, queremos mostrar que, ∀ 𝜀 > 0, temos que ∥𝑦𝑛− 𝑦𝑚 ∥ <
𝜀, ∀ 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0. De fato, usando a identidade do paralelogramo, temos que

∥𝑦𝑛 − 𝑦𝑚 ∥2 = 2
[
∥𝑦𝑛∥2 + ∥𝑦𝑚 ∥2] − ∥𝑦𝑛 + 𝑦𝑚 ∥2.

Agora, observe que

∥𝑦𝑛 − 𝑦𝑚 ∥2 = ∥𝑦𝑛 − 𝑥 + 𝑥 − 𝑦𝑚 ∥2 = ∥(𝑦𝑛 − 𝑥) − (𝑦𝑚 − 𝑥)∥2 .
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Logo,

∥𝑦𝑛 − 𝑦𝑚 ∥2 = ∥(𝑦𝑛 − 𝑥) − (𝑦𝑚 − 𝑥)∥2

= 2
[
∥𝑦𝑛 − 𝑥∥2 + ∥𝑦𝑚 − 𝑥∥2] − ∥𝑦𝑛 + 𝑦𝑚 − 2𝑥∥2

= 2
[
∥𝑦𝑛 − 𝑥∥2 + ∥𝑦𝑚 − 𝑥∥2] − 4




 𝑦𝑛 + 𝑦𝑚

2
− 𝑥




2

Por hipótese, 𝑀 é um subconjunto convexo. Logo,

[(1 − 𝑡)𝑦𝑛 + 𝑡𝑦𝑚] ∈ 𝑀, ∀ 𝑡 ∈ [0, 1] .

Tomando 𝑡 = 1
2 , temos

𝑦𝑛 + 𝑦𝑚

2
∈ 𝑀 . Mais ainda, ∀ 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0, vale

∥𝑦𝑛 − 𝑦𝑚 ∥2 < 2
(
𝐿 + 1

𝑛

)2
+ 2

(
𝐿 + 1

𝑚

)2
− 4𝐿2 .

Ao tomar 𝑛, 𝑚 → ∞, temos que 1
𝑛
→ 0, que 1

𝑚
→ 0 e que ∥𝑦𝑛 − 𝑦𝑚 ∥2 → 0. Consequen-

temente, ∥𝑦𝑛 − 𝑦𝑚 ∥ → 0, concluindo que (𝑦𝑛) é de Cauchy, e converge para um certo
elemento 𝑦𝑥 do subconjunto fechado 𝑀 .

Unicidade: Suponhamos que existam 𝑦𝑥 , 𝑧𝑥 ∈ 𝑀 tais que

∥𝑥 − 𝑦𝑥 ∥ = ∥𝑥 − 𝑧𝑥 ∥ = 𝐿 = inf
𝑤∈𝑀

∥𝑥 − 𝑤∥ .

Pela identidade do paralelogramo, temos que

∥𝑦𝑥 − 𝑧𝑥 ∥2 = ∥(𝑦𝑥 − 𝑥) − (𝑧𝑥 − 𝑥)∥2

= 2
[
∥𝑦𝑥 − 𝑥∥2 + ∥𝑧𝑥 − 𝑥∥2] − ∥𝑦𝑥 + 𝑧𝑥 − 2𝑥∥

= 2𝐿2 + 2𝐿2 − 4



 𝑦𝑥 + 𝑧𝑥

2
− 𝑥




2
.

De novo, note que



 𝑦𝑥 + 𝑧𝑥

2
− 𝑥




 ≥ 𝐿 implica que

∥𝑦𝑥 − 𝑧𝑥 ∥2 ≤ 4𝐿2 − 4𝐿2 = 0 .

Por outro lado, obviamente, ∥𝑦𝑥 − 𝑧𝑥 ∥2 ≥ 0. Daı́, conclui-se que ∥𝑦𝑥 − 𝑧𝑥 ∥2 = 0,
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consequentemente,𝑦𝑥 = 𝑧𝑥 , concluindo a demonstração. ■

3.3 Teorema da Representação de Riesz

O Teorema da Representação de Riesz é um dos pilares da análise funcional,
especialmente no estudo de espaços de Hilbert. Ele afirma que todo funcional linear
limitado sobre um espaço de Hilbert pode ser representado como um produto interno da
própria variável do funcional linear com um vetor fixo desse espaço, o qual independe
da incógnita em questão.

Isso significa que há uma correspondência direta entre funcionais lineares limita-
dos e elementos do próprio espaço, o que simplifica enormemente o estudo de operadores
e dualidades. Essa representação fornece uma maneira concreta de entender o espaço
dual de um espaço de Hilbert, além de ser essencial na formulação de problemas variaci-
onais, no estudo de equações diferenciais e em diversas aplicações na fı́sica matemática
e engenharia.

Teorema 3.5 (Dimensão Finita). Se 𝐻 é um espaço de Hilbert de dimensão finita e
𝑓 : 𝐻 → R é um funcional linear, então existe um único 𝑧 ∈ 𝐻 tal que

𝑓 (𝑥) = ⟨𝑥, 𝑧⟩, ∀ 𝑥 ∈ 𝐻.

Demonstração. De fato, se dim 𝐻 = 𝑛, então 𝐻 = [𝑒1, 𝑒2, · · · , 𝑒𝑛]. Sem perda de
generalidade, podemos considerar {𝑒1, 𝑒2, · · · , 𝑒𝑛} uma base ortonormal, pois, se não
o fosse, poderı́amos ortogonalizá-la pelo mecanismo de Gram-Schmidt. Daı́, bastaria
considerar 𝐻 gerada pela base ortogonalizada a partir de {𝑒1, 𝑒2, · · · , 𝑒𝑛}.

Assim, ∀ 𝑥 ∈ 𝐻, temos que 𝑥 = 𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2 + · · · + 𝑥𝑛𝑒𝑛 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑒𝑖 . Veja que,

𝑓 (𝑥) = 𝑓

(
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑒𝑖

)
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 𝑓 (𝑒𝑖) =
〈

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 𝑓 (𝑒𝑖) ,
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑒𝑖 𝑓 (𝑒𝑖)
〉
= ⟨𝑥, 𝑧⟩

onde

𝑧 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑒𝑖 𝑓 (𝑒𝑖) .

Quanto à unicidade, a demonstração é idêntica para o caso de dimensão infinita
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e será exibida abaixo. ■

No que se segue, veremos que tal teorema é válido também em dimensão infinita,
desde que 𝑓 seja um funcional linear limitado.

Teorema 3.6 (Riesz). Todo funcional linear limitado 𝑓 ∈ 𝐻′ pode ser representado
através de um produto interno em um espaço de Hilbert 𝐻, isto é,

𝑓 (𝑥) = ⟨𝑥, 𝑧⟩, ∀ 𝑥 ∈ 𝐻

para um determinado 𝑧 ∈ 𝐻 dependente apenas de 𝑓 . Mais ainda: ∥𝑧∥ = ∥ 𝑓 ∥.

Demonstração. Demonstramos acima o teorema para o caso do espaço 𝐻 ser de di-
mensão finita. Trataremos agora o caso da dimensão de 𝐻 não ser finita.

Unicidade: Suponhamos que 𝑓 (𝑥) = ⟨𝑥, 𝑧⟩ = ⟨𝑥, 𝑤⟩, tais que 𝑧 ≠ 𝑤.

⟨𝑥, 𝑧⟩ = ⟨𝑥, 𝑤⟩ =⇒ ⟨𝑥, 𝑧⟩ − ⟨𝑥, 𝑤⟩ = ⟨𝑥, 𝑧 − 𝑤⟩ = 0, ∀ 𝑥 ∈ 𝐻 .

Escolhamos especificamente 𝑥 = 𝑧 − 𝑤 ≠ 0. Assim,

⟨𝑧 − 𝑤, 𝑧 − 𝑤⟩ = ∥𝑧 − 𝑤∥2 = 0 =⇒ 𝑧 − 𝑤 = 0 =⇒ 𝑧 = 𝑤

o que é uma contradição. Portanto, obrigatoriamente, temos que 𝑧 = 𝑤, como gos-
tarı́amos. Veja que tal demonstração independe da dimensão de 𝐻, ou seja, é válida para
𝐻 de dimensão finita ou infinita.

Existência: Se 𝑓 ≡ 0, então basta tomar 𝑧 = 0.
Se 𝑓 . 0, então ∃ 𝑦 ∈ 𝐻 tal que 𝑓 (𝑦) ≠ 0. Consequentemente, 𝑦 ∉ ker( 𝑓 ), mas

𝑦 ∈ ker( 𝑓 )⊥ pois, pelo Teorema 3.2, temos que 𝐻 = ker( 𝑓 ) ⊕ ker( 𝑓 )⊥, uma vez que
ker( 𝑓 ) é um subespaço fechado.

De fato, seja (𝑥𝑖) uma sequência tal que 𝑥𝑖 ∈ ker( 𝑓 ), ∀ 𝑖 ∈ N. Suponhamos que
(𝑥𝑖) → 𝑥0. Sendo 𝑓 ∈ 𝐻′, temos que 𝑓 é contı́nuo.
Logo, [(𝑥𝑖) → 𝑥0] =⇒ [ 𝑓 (𝑥𝑖) → 𝑓 (𝑥0)], mas 𝑓 (𝑥𝑖) = 0, pois (𝑥𝑖) ∈ ker( 𝑓 ), ∀ 𝑖 ∈ N.
Daı́, 𝑓 (𝑥0) = 0. Portanto, ker( 𝑓 ) é fechado, como gostarı́amos.

Assim, 𝑓 (𝑥) = ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 0, ∀ 𝑥 ∈ ker( 𝑓 )⊥ e ∀ 𝑦 ∈ ker( 𝑓 ).
Fixemos 𝑤 ∈ ker( 𝑓 )⊥ ⊆ 𝐻, 𝑤 ≠ 0.
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Desse modo, 𝑓 (𝑤) = ⟨𝑤, 𝑦⟩ = 0. Definamos

𝑣 = 𝑓 (𝑥)𝑤 − 𝑓 (𝑤)𝑥 .

Devido à linearidade de 𝑓 , veja que 𝑓 (𝑣) = 𝑓 (𝑥) 𝑓 (𝑤) − 𝑓 (𝑤) 𝑓 (𝑥) = 0. Consequente-
mente, 𝑣 ∈ ker( 𝑓 ), logo, ⟨𝑣, 𝑤⟩ = 0. Portanto,

⟨𝑣, 𝑤⟩ = ⟨ 𝑓 (𝑥)𝑤 − 𝑓 (𝑤)𝑥 , 𝑤⟩ = 𝑓 (𝑥)⟨𝑤, 𝑤⟩ − 𝑓 (𝑤)⟨𝑥, 𝑤⟩ = 0 .

Daı́,

⟨𝑥, 𝑧⟩ = 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑤) ⟨𝑥, 𝑤⟩
∥𝑤∥2 =

〈
𝑥,

𝑓 (𝑤)
∥𝑤∥2𝑤

〉
.

com
𝑧 =

(
𝑓 (𝑤)
∥𝑤∥2

)
𝑤, 𝑤 ∈ ker( 𝑓 )⊥,

como gostarı́amos.
Por fim, vamos provar que ∥ 𝑓 ∥∞ = ∥𝑧∥.
De fato, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

| 𝑓 (𝑥) | = |⟨𝑥, 𝑧⟩| ≤ ∥𝑥∥∥𝑧∥ .

Logo, ∀ 𝑥 ∈ 𝐻, com 𝑥 ≠ 0, temos que

| 𝑓 (𝑥) |
∥𝑥∥ ≤ ∥𝑧∥ .

Consequentemente,

∥ 𝑓 ∥∞ = sup
𝑥∈𝐸\{0}

| 𝑓 (𝑥) |
∥𝑥∥ ≤ ∥𝑧∥ . (9)

Por outro lado, observe que 𝑓 (𝑧) = ⟨𝑧, 𝑧⟩ = ∥𝑧∥2, logo,

∥𝑧∥2 = 𝑓 (𝑧) ≤ | 𝑓 (𝑧) | ≤ sup
𝑧∈𝐸\{0}

| 𝑓 (𝑧) | ≤ ∥ 𝑓 ∥∞∥𝑧∥ .

Donde conclui-se que
∥𝑧∥ ≤ ∥ 𝑓 ∥ . (10)
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Portanto, devido a (9) e (10), tem-se ∥ 𝑓 ∥ = ∥𝑧∥, como gostarı́amos. ■

Observação 3.3. Fixemos 𝑧 ∈ 𝐻. Definamos

𝜑(𝑥) := ⟨𝑥, 𝑧⟩ ∀ 𝑥 ∈ 𝐻 .

Note que 𝜑 é um funcional linear. De fato,

𝜑(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) = ⟨𝛼𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧⟩ = ⟨𝛼𝑥, 𝑧⟩ + ⟨𝛽𝑦, 𝑧⟩
= 𝛼⟨𝑥, 𝑧⟩ + 𝛽⟨𝑦, 𝑧⟩ = 𝛼𝜑(𝑥) + 𝛽𝜑(𝑦) .

E que 𝜑 é um funcional limitado. De fato, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
que

|𝜑(𝑥) | = |⟨𝑥, 𝑧⟩| ≤ ∥𝑥∥∥𝑧∥ .

Uma vez que 𝑥 é um elemento fixo, temos ∥𝑥∥ constante.

Corolário 3.1. Se 𝐻 é um espaço de Hilbert, então 𝐻′ também o é.

Demonstração. De fato, sejam 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐻′. Pelo Teorema da Representação de Riesz,
existem 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻 tais que

𝑓 (𝑥) = ⟨𝑥, 𝑢⟩ e 𝑔(𝑥) = ⟨𝑥, 𝑣⟩

com
∥ 𝑓 ∥ = ∥𝑢∥ e ∥𝑔∥ = ∥𝑣∥ .

Definamos
⟨ 𝑓 , 𝑔⟩𝐻′ := ⟨𝑢, 𝑣⟩ .

Por fim, veja que
⟨ 𝑓 , 𝑓 ⟩𝐻′ = ⟨𝑢, 𝑢⟩ = ∥𝑢∥2 = ∥ 𝑓 ∥2 .

Consequentemente,
∥ 𝑓 ∥ =

√︁
⟨ 𝑓 , 𝑓 ⟩𝐻′ .

Portanto, como o produto interno definido para 𝐻′ induz uma norma, logo, 𝐻′ é espaço
de produto interno. Mais ainda, 𝐻′ é completo pois sua completude é herdada de 𝐻. ■

46



3.4 Espaços Reflexivos

O estudo dos espaços reflexivos é de grande importância na análise funcional, pois
esses espaços apresentam propriedades estruturais que facilitam a análise de sequências
e operadores.

Um espaço normado é dito reflexivo quando é isometricamente isomorfo ao
seu bidual, o que implica, entre outras coisas, que toda sequência limitada possui uma
subsequência fracamente convergente. Essa caracterı́stica torna os espaços reflexivos
especialmente adequados para o estudo de problemas variacionais e para a aplicação de
métodos funcionais em equações diferenciais e integrais. Além disso, a reflexividade
garante condições favoráveis à compacidade e à continuidade de operadores, sendo,
portanto, uma ferramenta fundamental em diversas aplicações teóricas e práticas da
matemática.

Definição 3.4 (Espaço Bidual). Seja 𝐸 espaço normado. O espaço vetorial

L(𝐸′,R) := { 𝑓 : 𝐸′ → R ; 𝑓 é um funcional linear limitado}

é um espaço normado, cuja norma é

∥𝑇 ∥ := sup
𝑓 ∈𝐸 ′\{0}

|𝑇 ( 𝑓 ) |
∥ 𝑓 ∥∞

para um fixado 𝑥 ∈ 𝐸 . Denominamos L(𝐸′,R) como o espaço bidual contı́nuo ou,
simplesmente, espaço bidual. Notação: L(𝐸′,R) = 𝐸′′.

Definição 3.5 (Espaços Reflexivos). Seja 𝐸 um espaço normado. Diremos que 𝐸 é um
espaço reflexivo se a aplicação canônica

𝐽 : 𝐸 → 𝐸′′

𝑥 ↦→ 𝐽𝑥 ( 𝑓 ) = 𝐽 ( 𝑓 (𝑥)) = 𝑓 (𝑥)

for sobrejetiva ∀ 𝑓 ∈ 𝐸′, dado um fixado 𝑥 ∈ 𝐸 .

Teorema 3.7. Todo espaço de Hilbert é reflexivo.

Demonstração. Seja 𝜑 ∈ 𝐻′′. Pelo Teorema da Representação de Riesz, existe 𝑔 ∈ 𝐻′
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tal que
𝜑( 𝑓 ) = ⟨ 𝑓 , 𝑔⟩ ∀ 𝑓 ∈ 𝐻′ .

Novamente, pelo Teorema de Riesz, ∃ 𝑢, 𝑧 ∈ 𝐻, tais que, ∀ 𝑥 ∈ 𝐻, temos que

𝑔(𝑥) = ⟨𝑥, 𝑢⟩ e 𝑓 (𝑥) = ⟨𝑥, 𝑧⟩ .

Por fim, utilizando o produto interno definido em (3.1), temos que

⟨𝑔, 𝑓 ⟩𝐻′ = ⟨𝑢, 𝑧⟩ = 𝑓 (𝑢) = 𝐽𝑢 ( 𝑓 ) .

Com tal sorte que 𝜑 é fixo, porém arbitrário, basta considerar 𝜑 = 𝐽𝑢 e perceber que o
raciocı́nio é válido para qualquer 𝜑 ∈ 𝐻′′. Portanto, a aplicação canônica 𝐽 é sobrejetiva,
donde conclui-se que 𝐻 é reflexivo, como querı́amos. ■

Existe uma maneira de demonstrar a reflexividade de um espaço sem apelar à
definição, isto é, sem precisar mostrar a sobrejetividade da aplicação canônica definida
em (3.5). Para tal, vamos definir o que é um espaço uniformemente convexo, condição
suficiente para que o Teorema de Milman-Pettis possa ser enunciado.

Definição 3.6. Seja 𝐸 um espaço de Banach. Diremos que 𝐸 é uniformemente convexo
se, ∀ 𝜀 > 0, ∃ 𝛿 > 0, tal que, dados 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 com ∥𝑥∥ ≤ 1 e ∥𝑦∥ ≤ 1, temos que

[∥𝑥 − 𝑦∥ > 𝜀] =⇒
[


𝑥 + 𝑦

2




 < 1 − 𝛿

]
.

Exemplo 3.6. A norma euclideana ∥𝑥∥2 =
(
|𝑥1 |2 + |𝑥2 |2

) 1
2 é uniformemente convexa em

R2, enquanto a norma ∥𝑥∥∞ = sup{|𝑥1 |, |𝑥2 |} não é uniformemente convexa no mesmo
espaço.

Teorema 3.8 (Milman-Pettis). Todo espaço de Banach uniformemente convexo é refle-
xivo.

Uma consequência imediata do importante teorema de Milman-Pettis é verificar
a reflexividade em espaços de Hilbert, pois, como todo espaço de Hilbert também é um
espaço de Banach, nos restaria mostrar que, se 𝐻 é uniformemente convexo, então ele é
reflexivo. Faremos isto na demonstração do corolário abaixo.
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Corolário 3.2. Todo espaço de Hilbert é reflexivo.

Demonstração. Seja 𝐻 um espaço de Hilbert. Queremos mostrar que 𝐻 é uniforme-
mente convexo. Para tal, usaremos a identidade apresentada no Lema 3.1. Assim,
suponhamos ∥𝑥∥ ≤ 1 e ∥𝑦∥ ≤ 1. Logo,

∥𝑥 − 𝑦∥2 + ∥𝑥 + 𝑦∥2 = 2
(
∥𝑥∥2 + ∥𝑦∥2

)
≤ 4.

Suponhamos ∥𝑥 − 𝑦∥ > 𝜀, ∀ 𝜀 > 0. Consequentemente,

∥𝑥 + 𝑦∥2 < 4 − 𝜀2


𝑥 + 𝑦

2




2
< 1 − 𝜀2

4


𝑥 + 𝑦

2




 <

√︂
1 − 𝜀2

4
= 1 − 1 +

√︂
1 − 𝜀2

4


𝑥 + 𝑦

2




 < 1 −
(
1 −

√︂
1 − 𝜀2

4

)

Afirmação: 𝛿 = 1 −
√︃

1 − 𝜀2

4 > 0, ∀ 0 < 𝜀 ≤ 2.
Portanto, 𝐻 é um espaço uniformemente convexo. Consequentemente, pelo Teorema
3.8, é reflexivo, como gostarı́amos. ■
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4 Aplicação

Nesta seção, nosso objetivo será aplicar o Teorema da Representação de Riesz
para obter a existência de solução fraca para o problema de Dirichlet.

4.1 A desigualdade de Poincaré

A desigualdade de Poincaré é uma ferramenta fundamental na análise funcional,
especialmente no estudo dos espaços de Sobolev. Ela majora a norma da função pelas
normas de suas derivadas, desde que certas condições sejam satisfeitas, como o fato de
a função se anular na fronteira do domı́nio.

Esse resultado é essencial para o tratamento de Equações Diferenciais Parciais
(EDPs), especialmente aquelas com condições de fronteira, como o Problema de Di-
richlet (11), pois garante propriedades como existência, unicidade e continuidade de
soluções em formulações variacionais.

Em formulações fracas de EDPs (usando métodos variacionais), ela é necessária
para garantir que o funcional energia é coercivo (ou seja, cresce suficientemente para
garantir a existência de minimizadores).

Além disso, é amplamente utilizada para demonstrar compacidade, convergência
de sequências de funções e a coerção de funcionais em métodos de energia.

É uma ferramenta crucial para provar que certas sequências de funções são
limitadas ou convergentes em alguns sentidos.

Neste trabalho, ela servirá para solucionarmos o problema de Dirichlet na reta.

Teorema 4.1 (Poincaré). Sejam 𝐼 = (𝑎, 𝑏) um intervalo real e 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (𝐼). Então, existe

uma constante real 𝐶 > 0 que satisfaz a seguinte desigualdade:

∥𝑢∥2 ≤ 𝐶∥𝑢′∥2 , ∀ 𝑢 ∈ 𝐿2(𝐼) .

Demonstração. Sabe-se que

∥𝑢∥2
2 =

∫ 𝑏

𝑎

𝑢2(𝑡)d𝑡 .
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Assim, multipliquemos a função 𝑢2(𝑡) por 𝑡 e calculemos a integral∫ 𝑏

𝑎

[𝑢2(𝑡)𝑡]′d𝑡 .

Por um lado, pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos∫ 𝑏

𝑎

[𝑢2(𝑡)𝑡]′d𝑡 =
[
𝑢2(𝑡)𝑡

] ��𝑏
𝑎
=

[
𝑢2(𝑏)𝑏

]
−

[
𝑢2(𝑎)𝑎

]
= 0 · 𝑏 − 0 · 𝑎 = 0 .

Por outro lado, temos∫ 𝑏

𝑎

[
𝑢2(𝑡)𝑡

]′ d𝑡 =
∫ 𝑏

𝑎

[
2𝑢(𝑡)𝑢′(𝑡)𝑡 + 𝑢2(𝑡)

]
d𝑡 .

Logo,

0 =

∫ 𝑏

𝑎

[
𝑢2(𝑡)𝑡

]′ d𝑡 =
∫ 𝑏

𝑎

[
2𝑢(𝑡)𝑢′(𝑡)𝑡 + 𝑢2(𝑡)

]
d𝑡 =

∫ 𝑏

𝑎

2𝑢(𝑡)𝑡d𝑡 +
∫ 𝑏

𝑎

𝑢2(𝑡)d𝑡 .

Consequentemente,∫ 𝑏

𝑎

𝑢2(𝑡)d𝑡 = −2
∫ 𝑏

𝑎

[𝑢(𝑡)𝑢′(𝑡)𝑡] d𝑡����∫ 𝑏

𝑎

𝑢2(𝑡)d𝑡
���� = ����−2

∫ 𝑏

𝑎

[𝑢(𝑡)𝑢′(𝑡)𝑡] d𝑡
���� ≤ 2

∫ 𝑏

𝑎

|𝑢(𝑡) | |𝑢′(𝑡) | |𝑡 |d𝑡

Note que, 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 implica em |𝑡 | ≤ max{|𝑎 |, |𝑏 |}. Tomando 𝑐 = max{|𝑎 |, |𝑏 |}, temos����∫ 𝑏

𝑎

𝑢2(𝑡)d𝑡
���� ≤ 𝐶

∫ 𝑏

𝑎

|𝑢(𝑡) | |𝑢′(𝑡) |d𝑡

com 𝐶 = 2𝑐. Desse modo, pela Desigualdade de Hölder, temos����∫ 𝑏

𝑎

|𝑢(𝑡) |2d𝑡
���� ≤ 𝐶

(∫ 𝑏

𝑎

|𝑢(𝑡) |2d𝑡
) 1

2
(∫ 𝑏

𝑎

|𝑢′(𝑡) |2d𝑡
) 1

2

.

Por fim, (∫ 𝑏

𝑎

|𝑢(𝑡) |2d𝑡
) 1

2

≤ 𝐶

(∫ 𝑏

𝑎

|𝑢′(𝑡) |2d𝑡
) 1

2
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concluindo a demonstração. ■

Definição 4.1 (Derivada fraca). Seja uma função 𝑢 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐

(𝐼). Dizemos que 𝑢 tem
derivada fraca se existir 𝑣 ∈ 𝐿1

𝑙𝑜𝑐
(𝐼) tal que∫ 𝑏

𝑎

𝑢(𝑡)𝜑′(𝑡)d𝑡 = −
∫ 𝑏

𝑎

𝑣(𝑡)𝜑(𝑡)d𝑡, ∀ 𝜑 ∈ 𝐶∞
0 (𝑎, 𝑏).

Usaremos a notação 𝑣 = 𝑢′ para denotar a derivada fraca de 𝑢.

Observação 4.1. Usando integração por partes, podemos verificar que toda função que
tem derivada (no sentido clássico) também tem derivada fraca. Mais ainda: a sua
derivada fraca coincide com a sua derivada clássica.

De fato, uma vez que 𝑢 é derivável, no sentido clássico, veja, pela regra do
produto, temos

[𝑢(𝑡)𝜑(𝑡)]′ = 𝑢′(𝑡)𝜑(𝑡) + 𝑢(𝑡)𝜑′(𝑡) .

Aplicando a integral em ambos os lados, e usando integração por partes e o Teorema
Fundamental do Cálculo, temos∫ 𝑏

𝑎

[𝑢(𝑡)𝜑(𝑡)]′d𝑡 =
∫ 𝑏

𝑎

[𝑢′(𝑡)𝜑(𝑡) + 𝑢(𝑡)𝜑′(𝑡)]d𝑡

𝑢(𝑏)𝜑(𝑏) − 𝑢(𝑎)𝜑(𝑎) =
∫ 𝑏

𝑎

𝑢′(𝑡)𝜑(𝑡)d𝑡 +
∫ 𝑏

𝑎

𝑢(𝑡)𝜑′(𝑡)d𝑡

0 =

∫ 𝑏

𝑎

𝑢′(𝑡)𝜑(𝑡)d𝑡 +
∫ 𝑏

𝑎

𝑢(𝑡)𝜑′(𝑡)d𝑡

−
∫ 𝑏

𝑎

𝑢′(𝑡)𝜑(𝑡)d𝑡 =
∫ 𝑏

𝑎

𝑢(𝑡)𝜑′(𝑡)d𝑡 .

Entretanto, a recı́proca não é verdadeira; para isto, basta considerar 𝑢(𝑡) = |𝑡 |,
que não possui derivada, no sentido clássico, mas sua derivada fraca existe e é dada

𝑣(𝑡) =

−1, se −∞ < 𝑡 < 0

1, se 0 < 𝑡 < +∞
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Exemplo 4.1. Definamos a função

𝑢(𝑡) =

𝑡, 0 < 𝑡 < 1

2

1, 1
2 ≤ 𝑡 < 1.

Seu gráfico está desenhado abaixo. Essa função não possui derivada fraca.

𝑡

𝑢(𝑡)

0

1

1
2

1
2 1

Mais geralmente, toda função que possuir saltos, como representado no gráfico
do exemplo acima, não vai admitir derivada fraca.

Definição 4.2 (Espaço de Sobolev). Seja 𝑢 ∈ 𝐿2(𝐼). Definimos o espaço de Sobolev
como o conjunto de todas as funções 𝑢 que possuem derivada fraca. Mais formalmente:

𝐻1(𝐼) :=
{
𝑢 ; ∃ 𝑣 ∈ 𝐿2(𝐼) tal que

∫ 𝑏

𝑎

𝑢(𝑡)𝜑′(𝑡)d𝑡 = −
∫ 𝑏

𝑎

𝑣(𝑡)𝜑(𝑡)d𝑡, ∀ 𝜑 ∈ 𝐶∞
0

}
.

Observação 4.2. O espaço de Sobolev 𝐻1(𝐼) munido do produto interno

⟨𝑢, 𝜑⟩ :=
∫ 𝑏

𝑎

[𝑢′(𝑡)𝜑′(𝑡) + 𝑢(𝑡)𝜑(𝑡)] d𝑡

é um espaço de Hilbert, cuja norma é dada por

∥𝑢∥ =
(∫ 𝑏

𝑎

( |𝑢′|2 + |𝑢 |2)𝑑𝑡
) 1

2

.
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4.2 O problema de Dirichlet

Nesta subseção aplicaremos o Teorema da Representação de Riesz para obter
resultados acerca da existência de solução fraca para o seguinte problema de Dirichlet:{

− 𝑢′′(𝑡) + 𝑢(𝑡) = 𝑓 (𝑡), ∀ 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏)
𝑢(𝑎) = 0 = 𝑢(𝑏)

(11)

Definição 4.3 (Solução fraca). Uma função 𝑢 ∈ 𝐻1
0 é dita uma solução fraca de (11)

quando ∫ 𝑏

𝑎

[𝑢′(𝑡)𝜑′(𝑡) + 𝑢(𝑡)𝜑(𝑡)]d𝑡 =
∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑡)𝜑(𝑡)d𝑡, ∀ 𝜑 ∈ 𝐻1
0 (𝑎, 𝑏).

Observação 4.3. Toda solução clássica e solução fraca. De fato, multipliquemos a
equação pela função teste 𝜑(𝑡) e integrando obtemos

−
∫ 𝑏

𝑎

[𝑢′′(𝑡)𝜑(𝑡)] d𝑡 +
∫ 𝑏

𝑎

[𝑢(𝑡)𝜑(𝑡)] d𝑡 =
∫ 𝑏

𝑎

[ 𝑓 (𝑡)𝜑(𝑡)] d𝑡.

Por integração por partes, temos que∫ 𝑏

𝑎

[𝑢′′(𝑡)𝜑(𝑡)] d𝑡 =
(
[𝑢′(𝑡)𝜑(𝑡)] |𝑏𝑎 −

∫ 𝑏

𝑎

𝑢′(𝑡)𝜑′(𝑡)d𝑡
)
= −

∫ 𝑏

𝑎

𝑢′(𝑡)𝜑′(𝑡)d𝑡

uma vez que 𝜑 se anula para 𝑡 = 𝑎 e 𝑡 = 𝑏, por hipótese. Logo,∫ 𝑏

𝑎

𝑢′(𝑡)𝜑′(𝑡)d𝑡 +
∫ 𝑏

𝑎

𝑢(𝑡)𝜑(𝑡)d𝑡 =
∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑡)𝜑(𝑡)d𝑡,

e, portanto, 𝑢 é solução fraca do Problema de Dirichlet.

Teorema 4.2 (Dirichlet). Suponha que 𝑓 ∈ 𝐿2(𝐼). Então o problema (11) possui uma
única solução fraca.

Demonstração. Inicialmente, mostraremos que existe a solução 𝑢 ∈ 𝐻1
0 . Considere o

funcional 𝐹 : 𝐻1
0 (𝐼) → R definido por

𝐹 (𝜑) =
∫ 𝑏

𝑎

𝑓 (𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡.
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Note que
|𝐹 (𝜑) | ≤ ∥ 𝑓 ∥2∥𝜑∥2 .

Desse modo, note que o lado esquerdo da equação representa o produto interno do
espaço de Hilbert 𝐻1. Logo, podemos definir o funcional linear limitado 𝐹 (𝜑) =

⟨𝑢, 𝜑⟩ e, portanto, a função 𝜑 é única, uma vez que sua unicidade está garantida como
consequência do Teorema 3.6 acima. ■
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5 Considerações Finais

Esta monografia é baseada na pesquisa desenvolvida na Iniciação Cientı́fica, entre
01 de Setembro de 2024 e 31 de Agosto de 2025, perı́odo de um ano em que o Prof.
Dr. Everaldo Souto de Medeiros foi orientador do discente autor deste trabalho. Os
resultados foram tão frutı́feros que o tema da pesquisa foi aproveitado para este Trabalho
de Conclusão de Curso.

Desse modo, é fundamental agradecer ao Conselho Nacional de Pesquisas
(CNPq) pela bolsa PIBIC que fomentou financeiramente a IC, e à Universidade Fe-
deral da Paraı́ba (UFPB) pela infraestrutura e por todos os aparatos que propiciaram esse
estudo.

Gostaria também de estender meus agradecimentos ao professor Dr. João
Antônio Miranda Gondim, docente da Universidade Federal de Pernambuco (UFPE)
que, com sua playlist de Análise Funcional no YouTube, foi um instrumento excepcional
de ensino e aprendizado.

Este trabalho tem como fundamento a teoria da Análise Funcional, e seu desen-
volvimento exigiu a abordagem de diferentes áreas da matemática. Dentre os principais
tópicos abordados, destacam-se a Análise Real e a Álgebra Linear. A partir desse es-
tudo, foi possı́vel compreender a relevância da Análise Matemática e suas possı́veis
aplicações. No decorrer da pesquisa, exploramos um resultado significativo da Análise
Funcional, que se aplica a outra área da matemática: a Teoria das Equações Diferenciais
Parciais.

Conseguimos, assim, alcançar os objetivos inicialmente estabelecidos, ressal-
tando, porém, a distância entre os conceitos abordados neste trabalho e o currı́culo do
curso de Licenciatura em Matemática.

Por fim, destaca-se que o desenvolvimento da pesquisa proporcionou amadureci-
mento matemático no discente e despertou sua vontade de seguir na carreira universitária.
O próximo passo consiste em avançar para um nı́vel superior de formação, com foco no
aprofundamento da área estudada.
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