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“O primeiro gole da taga da ciéncia faz de alguém um

ateu, mas no fundo da taca Deus espera.”

— Werner Heisenberg
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Resumo

Este estudo visa explorar como sistemas quanticos e fendomenos de descoeréncia impactam
o campo da gravidade quantica, sublinhando a importancia de modelos fenomenolégicos
que tentam unir efeitos em escalas microscopicas com previsoes que podem ser obser-
vadas. A investigacao inclui uma revisao dos principios tedricos da mecanica quantica
e da relatividade, enfatizando sugestoes de modificacoes sistematicas e estocasticas na
cinematica inspiradas por cendarios de gravidade quantica. Adicionalmente, sdo analisadas
as consequeéncias observacionais e as limitacoes dos modelos em questao, conectando a
teoria formulada a possiveis efeitos que podem ser detectados em energias acessiveis. Os
achados sugerem que, apesar de a gravidade quantica continuar sendo um desafio em
aberto, analises fenomenoldgicas podem oferecer pistas significativas para investigacoes e

experimentos futuros.

Palavras-chave: Gravidade Quantica, Equagao de Schrodinger, Violacao da Invariancia

de Lorentz, Modificagbes Estocasticas, Fenomenologia



Abstract

This study aims to explore how quantum systems and decoherence characteristics impact
the field of quantum gravity, highlighting the importance of phenomenological models
that bridge microscopic-scale effects with observable observations. The research includes
a review of the theoretical principles of quantum mechanics and relativity, emphasizing
suggestions for systematic and stochastic modifications in kinematics inspired by quantum
gravity scenarios. Furthermore, the observational consequences and limitations of the
models in question are highlighted, connecting the formulated theory to possible effects
that can be detected at accessible energies. The findings suggest that, although quantum
gravity remains an open challenge, phenomenological analyses may offer interesting clues

for future investigations and experiments.

Keywords: Quantum Gravity, Schrodinger Equation, Lorentz Invariance Violation,

Stochastic Modifications, Phenomenology
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1 Introducao

A busca por uma teoria quantica da gravidade é um dos desafios mais significativos
da fisica contemporanea. A relatividade geral, proposta por Albert Einstein [15], oferece
uma descri¢do acurada da gravitagdo em escalas extensas, enquanto a mecanica quantica
se aplica a fen6menos em escalas minuciosas. No entanto, essas duas teorias se tornam
incompativeis em condi¢oes extremas, como proximo a buracos negros e nos primeiros
momentos do universo. Essa discordancia tedrica ressalta a necessidade de um referencial

que possa unificar ambas as descri¢goes dentro de um tnico formalismo coerente.

Vérias propostas surgiram nas tltimas décadas, incluindo a Teoria das Cordas [44],
a Gravidade Quantica de Lacgos [34], e abordagens de espago-tempo nao comutativo [39].
Apesar dos avancgos tedricos trazidos por essas iniciativas, ainda nao ha provas experimentais
conclusivas para valida-las. Nesse contexto, a importancia de estudos fenomenoldgicos se
destaca, pois buscam investigar consequéncias observaveis da quantizacao do espago-tempo,
mesmo que de maneira indireta, através da andlise de sistemas fisicos que podem ser

explorados em experimentos de laboratério ou em observagoes astrofisicas [2].

Nesse sentido, um dos enfoques investigados envolve a alteragao das relagoes de
dispersao relativisticas, que podem introduzir corre¢oes na dinamica de particulas livres
e provocar efeitos que podem ser medidos [42]. Essas mudancas afetam diretamente a
equagao de Schrodinger, possibilitando a construcao de modelos de perturbacao aplicaveis
a sistemas quénticos simples, como o pogo de potencial infinito [6]. Essa relacao entre
estruturas fundamentais e cenarios experimentais oferece uma abordagem pratica para

investigar os possiveis efeitos da gravidade quéntica.

Outro ponto importante é a descoeréncia quantica [18, 36|, um fenémeno que
explica a transicao de um sistema de um estado de superposicao para estados classicos
como resultado da interacao com o ambiente. A investigacao de corregoes gravitacionais
nesse processo tem mostrado resultados promissores, sugerindo que a prépria estrutura
quantica do espago-tempo poderia induzir mecanismos de perda de coeréncia, até mesmo
em sistemas teoricamente isolados. Dessa forma, o exame do tempo de descoeréncia em

diversas situagoes pode fornecer conexdes experimentais valiosas [3, 32].

Assim, este estudo tem como objetivo investigar os efeitos de corregdes estocasticas
na relagao de dispersao, examinando suas implicagoes sobre a equacao de Schrodinger
e o comportamento de sistemas quanticos em condigoes nao relativisticas. Para isso,
foram revisados conceitos fundamentais de relatividade restrita, mecanica quantica e a
fenomenologia da gravidade quantica, a fim de estabelecer uma base solida que possibilite

a uniao entre teoria e potenciais observagoes.

Além da andlise tedrica, sao discutidos os resultados alcangados relacionados as
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correcoes nos niveis de energia e suas consequéncias para periodos de descoeréncia em
contextos quanticos, enfatizando restrigoes, oportunidades de generalizagao e visoes para
investigagoes futuras. A importancia deste trabalho reside nao apenas na contribuicao
conceitual, mas também na tentativa de conectar as formulacoes tedricas da gravidade
quantica a fendmenos que possam ser avaliados, de maneira direta ou indireta, pela fisica

experimental e observacional.

Com os fundamentos da mecanica quantica e da teoria de perturbagao estabelecidos
neste capitulo, o ponto de partida fundamental é a revisao da teoria que governa a
cinematica em altas energias. A relatividade restrita, com seus postulados sobre o
espaco-tempo e a relacdo energia-momento, forma a base sobre a qual as modificagoes
fenomenolégicas sao propostas. Portanto, no capitulo seguinte, serao revisitados os
conceitos essenciais da relatividade restrita, preparando o terreno para a analise de como

esses principios podem ser alterados na busca por uma teoria quantica da gravidade.
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2 Relatividade Restrita

Este capitulo é baseado no capitulo 6 do livro Mecanica Analitica, de Nivaldo Lemos
[23], no qual se revisam os principais conceitos da relatividade restrita relevantes para a

estruturacao desta pesquisa.

A relatividade restrita, formulada por Albert Einstein em 1905 [16], é uma teoria
fundamental que revolucionou a compreensao do espaco e do tempo. Ela é baseada em

dois postulados principais:

« Principio da Relatividade: as leis da fisica sdo as mesmas em todos os referenciais

inerciais;

« Constancia da Velocidade da Luz: a velocidade da luz no vacuo é a mesma para
todos os observadores, independentemente do movimento da fonte ou do observador,

sendo ¢ = 3 x 10® m/s.

Antes de Einstein, o espaco e o tempo eram considerados entidades absolutas. No
entanto, experimentos como o de Michelson-Morley (1887) [28], que falharam em detectar
o éter luminifero, motivaram uma revisao desses conceitos, culminando na formulagao da

relatividade restrita.

A seguir, revisam-se alguns conceitos fundamentais da teoria:

o Transformacoes de Lorentz: descrevem como as coordenadas espaco-temporais
de um evento se transformam entre dois referenciais inerciais em movimento relativo.

Para um referencial em movimento com velocidade constante v ao longo do eixo x:

v
' =~y(x —vt), t’:’y(t—c2>, vy =y, 2=z, (2.1)

1

onde v = = ¢ o fator de Lorentz. Essas transformagoes demonstram que espago

122
2

e tempo estao interligados, formando o espaco-tempo.

« Dilatacao do Tempo: refere-se ao fato de que, para um observador, o tempo passa

mais lentamente em um sistema em movimento. A relagao é dada por:

onde Aty é o intervalo de tempo préprio e At é o intervalo medido pelo observador

€111 repouso.
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o Contracgao da Distancia: o comprimento de um objeto em movimento é medido

como menor do que seu comprimento proprio, segundo:

o

L (2.3)
« Relagao de Dispersao (Energia-Momento): uma das consequéncias mais noté-

veis da relatividade restrita é a equacao:
E? = m*c* + p*c?, (2.4)

que expressa a equivaléncia entre massa, energia e momento. Em repouso, a equagao

reduz-se a F = mc?, representando a energia de repouso da particula.

Esses resultados mostram que espaco e tempo nao sao entidades absolutas, mas
dependem do estado de movimento do observador, redefinindo conceitos fundamentais da
fisica classica.

A relagdo energia—momento descrita pela equagao (2.4) é central na relatividade especial.
Ela generaliza os conceitos de energia cinética e momento linear da fisica classica para

qualquer regime de velocidade.

Em velocidades proximas a da luz, o termo pc pode se tornar dominante em relagao
a mc?, indicando que a maior parte da energia da particula é cinética. Essa equacdo fornece
uma estrutura teodrica unificada para descrever particulas em repouso e em movimento,

sendo essencial para a fisica de particulas e cosmologia.

2.1 Equacgdes de Hamilton na Forma Covariante

Iniciamos esta secao com o formalismo hamiltoniano nao covariante, no qual o
tempo é tratado como um parametro externo. Esta escolha é feita pois é este o formalismo
que, no limite de baixas velocidades, recupera a Hamiltoniana nao relativistica familiar,
servindo como a ponte mais natural para o caminho tomado na pesquisa. A lagrangiana

relativistica para uma particula livre em um potencial V'(r) é dada por [23]:

L=—-mc*\|1— Zz —V(r). (2.5)

O momento candnico associado é:

oL B muv

p=— = — (2.6)
ov 1— 02/
coincidindo com o momento linear relativistico. A hamiltoniana resulta em:
2
H=v-p—L= "¢ (2.7)

/1 —0v2/c? v
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Expressando H como funcao de p e r, utiliza-se a relacao de dispersao relativistica,

obtendo:
H = \/p*c? +m?c* + V. (2.8)

No caso de uma particula sob acao de campos eletromagnéticos, a lagrangiana se

L——mc%/l—vj—egb(r t)—l—Ev-A(r t) (2.9)
B 2 ’ c o '

O momento canonico é:

torna:

muv e
p=——==—xo+ A, (2.10)
\J1—v2/c?2 €
e a hamiltoniana: )
me
H=v-p—L= + eo. (2.11)

/1 —0v2/c?

Substituindo-se 0 momento pela expressao do acoplamento minimo, obtém-se:

H(r,p,t) = \/(p - ZA(T, t)>2 2 +m2ct + eg(r,t). (2.12)

A transicao da hamiltoniana livre para o caso com campo externo é feita por meio
do acoplamento minimo:
e
H—H-—ep, p—p—-A (2.13)
c

Para expressar as leis da fisica de uma forma que seja manifestamente invariante
sob transformacoes de Lorentz, adota-se o formalismo covariante. Nele, as grandezas
dindmicas sdo agrupadas em quadrivetores, como a quadrivelocidade da particula (U%) e

o quadripotencial do campo eletromagnético (A%). Dessa forma, a lagrangiana torna-se:
L= %U"‘Ua + a0y, (2.14)
c

e os momentos canonicos sao dados por:

pr = ;f(? = mU" + ZA”. (2.15)
m

A hamiltoniana covariante correspondente é:

®

H_PaUa—L_Ql(Pa—eAa) (Pa—

m C

Aa> . (2.16)
c
Aplicando novamente o acoplamento minimo na forma covariante:
e
P — PY — - A%
c
obtém-se as equacodes de Hamilton na forma covariante:

de*  9H  dP*  9H

dr — 9P, dr Oz,
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onde 7 é o parametro da curva (z*(7), P,(7)) no espago de fase formado pelas coordenadas

espago-temporais e os componentes do quadrimomento.

Com os alicerces da relatividade restrita revisados, em especial a relacao de dispersao
energia-momento, torna-se possivel explorar o cerne deste trabalho: a fenomenologia da
gravidade quintica. E precisamente essa relacio fundamental que muitos modelos tedricos
propoem modificar como consequéncia da estrutura granular do espago-tempo em escala
de Planck. O préximo capitulo sera dedicado a discutir essas abordagens fenomenoldgicas,
detalhando como as teorias de gravidade quantica podem gerar correcoes observaveis e

introduzindo a relagao de dispersao modificada que sera utilizada nas analises subsequentes.
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3 Fenomenologia de Gravidade Quan-

tica

3.1 Gravitacao Quantica em Baixas Energias

Tomando como base o trabalho de Amelino-Camelia [2], que serve como principal
referéncia na construcao do conhecimento sobre o tema, inicia-se esta pesquisa abordando
um dos grandes desafios da fisica moderna: a incompatibilidade entre a relatividade
geral, que descreve a gravidade e a estrutura do espago-tempo em grandes escalas, e a
mecanica quantica, que rege os fendmenos em escalas microscopicas. A necessidade de
uma teoria de gravidade quantica é destacada, uma vez que as equagoes da relatividade
geral perdem validade em regimes onde os efeitos quanticos se tornam dominantes — como

nas proximidades de uma singularidade em buracos negros ou durante o Big Bang.

A fenomenologia do espago-tempo quantico é introduzida como um campo promissor
que busca sinais experimentais de uma estrutura quantica do espago-tempo. Mesmo que as
teorias de gravidade quantica ainda estejam em desenvolvimento e carecam de confirmagao,
o autor defende que a investigacao de efeitos mensuraveis pode indicar se essas abordagens
tedricas estao no caminho certo. Assim, essa linha de pesquisa representa uma tentativa

concreta de conectar especulagoes tedricas com observagoes experimentais.

Diferentes abordagens a quantizacao do espago-tempo sao discutidas, com destaque

para:

» Gravidade Quéantica de Lagos (LQG): propoe uma quantizacao direta do espago-
tempo, descrevendo-o como formado por unidades discretas (“lagos” ou “redes de

spin”) em escalas da ordem de Planck;

o Espuma Quéantica: sugere que, em escalas extremamente pequenas, o espago-tempo

nao é continuo, mas sim uma “espuma” com intensas flutuagoes quanticas.

Apesar das diferencas entre essas teorias, todas convergem na ideia de que, em escalas
de Planck (~ 1073 m), a estrutura do espaco-tempo pode se desviar radicalmente das
previsoes da relatividade geral. Enfatiza-se a importancia de investigar as consequéncias
fenomenolégicas dessas propostas — como possiveis desvios na propagacao de particulas

de alta energia ou modificagoes na relacao energia-momento relativistica.

Nesse contexto, os cendrios experimentais sugeridos onde tais efeitos poderiam se

manifestar:

« Astrofisica de altas energias: Este é o principal campo para a busca de efeitos de



Capitulo 3. Fenomenologia de Gravidade Quantica 18

gravidade quantica, pois os sinais sao tipicamente suprimidos pela enorme escala de
Planck. Fenoémenos como Erup¢oes de Raios Gama (Gamma-Ray Bursts - GRBs),
raios césmicos de ultra-alta energia e neutrinos astrofisicos fornecem particulas
que viajam por distdncias cosmoldgicas com energias altissimas. Isso cria uma
"alavanca'natural: efeitos minisculos, acumulados ao longo de bilhoes de anos-luz,
podem se tornar mensuraveis. As observagoes focam em anomalias como atrasos no

tempo de chegada ou modificagdes nos limiares de reagdes de particulas [41].

« Violagao da simetria de Lorentz: A simetria de Lorentz é um pilar da fisica
moderna, sustentando tanto a Relatividade Especial quanto o Modelo Padrao de
particulas. No entanto, muitas abordagens de gravidade quantica sugerem que a
natureza do espaco-tempo na escala de Planck é, na verdade, discreta ou "espumosa",
o que poderia quebrar ou deformar essa simetria fundamental. Fenomenologicamente,
uma das maneiras mais diretas de modelar essa quebra é através de uma Relagao
de Dispersao Modificada ou Modified Dispersion Relation (MDR), como a que serd
discutida na Secao 3.2. Conforme algumas teorias sugerem, tais violagoes, embora
muito pequenas, poderiam afetar a velocidade de propagacao de particulas ou alterar
a dispersao da luz. Esses efeitos seriam detectdaveis em observagoes de alta precisao
[14]. Os testes mais sensiveis para a violacao da simetria de Lorentz vém da astrofisica,
ao se comparar o tempo de chegada de fétons de diferentes energias emitidos por
fontes distantes, como explosoes de raios gama (GRBs). A auséncia de um atraso
significativo tem permitido impor os limites experimentais mais rigorosos sobre os

parametros de violagao [22].

o Testes de precisao com fétons: Esta é uma das técnicas mais poderosas para
sondar a cinematica modificada. A ideia é que, se a velocidade da luz no vacuo
depender da energia do foéton, entao fotons de diferentes energias emitidos simultane-
amente por uma fonte astrofisica distante chegarao a Terra em instantes ligeiramente
diferentes. Ao medir com precisao o tempo de chegada de pulsos de luz de Erupgoes
de Raios Gama ou de quasares ativos, os astronomos podem impor limites extrema-
mente restritivos sobre qualquer desvio da constancia da velocidade da luz, testando

diretamente as previsdes dos modelos fenomenolégicos [1].

Dada a auséncia de uma teoria de gravidade quantica amplamente aceita, propoe-se
uma abordagem fenomenoldgica pragmatica: explorar diferentes cenarios tedricos e buscar
sinais observaveis, mesmo que pequenos. Essa postura estabelece as bases conceituais
e metodologicas da fenomenologia do espaco-tempo quantico, que busca ligar a teoria
da gravidade quantica a experimentos reais. Apesar do cardter especulativo das teorias,
encontrar tais sinais em dados astrofisicos ou cosmolégicos representa um avanc¢o promissor

no entendimento da natureza fundamental do espago-tempo.
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Na parte final do artigo, é ampliada a discussao para considerar regimes de baixas
energias, ou seja, fendmenos no infravermelho (IR). Embora muitos estudos se concentrem
nos efeitos quanticos em escalas de Planck (altas energias), é mostrado que a quantizagao

do espago-tempo pode gerar efeitos detectaveis também em baixas energias.

Algumas abordagens indicam que pode haver uma conexao entre os efeitos nos
regimes ultravioleta (ultraviolet, UV), e infravermelho (infrared, IR) [29], ligados por
uma mesma escala de deformacao — a de Planck. Por exemplo, em modelos de espago-
tempo nao comutativo, a relacao de dispersao pode ser modificada com termos lineares no
momento da particula. Em baixas velocidades, essas corregoes lineares se tornam mais
relevantes do que as ctubicas ou quadraticas previstas por teorias tradicionais. Isso torna

os sistemas frios candidatos naturais para testes experimentais dessas propostas no IR.

De fato, destaca-se que experimentos com colisoes e recuos de atomos frios, como
no espalhamento Raman, oferecem condig¢oes ideais para impor limites experimentais a
escala de Planck. Outro cenério de interesse envolve corre¢des no potencial newtoniano
gravitacional, que levariam a curvas nao-Keplerianas, além de modifica¢bes na mecanica
quantica nao-relativistica. Tais efeitos podem ser incorporados por meio de corre¢oes no
principio de incerteza de Heisenberg, sugerindo a existéncia de um comprimento minimo
ou alteracoes na equacao de Schrodinger — tema que serd desenvolvido nos préximos

capitulos.

Com isso, justifica-se a relevancia do estudo da fenomenologia do espago-tempo
quantico em regimes de baixa energia, apontando para possiveis caminhos experimentais

na busca por sinais da gravidade quantica.

3.2 Relagdo de Dispersdao Modificada

Como apresentado por Wagner et al. [42], uma relagdao de dispersao relativistica
modificada é introduzida com o intuito de modificar a hamiltoniana de uma particula
relativistica e, portanto, a sua cinematica. Essa cineméatica é modificada devido a propa-
gacao de uma particula por um espaco-tempo quantico. Como explicado nesse trabalho,
esses efeitos cinematicos se acumulam com a distancia de propagagdo e sao normalmente
analisados considerando particulas de altas energias, de origem astrofisica. No entanto, o
foco desta analise sdao as correcoes relevantes para baixas energias, no IR. Tais corre¢oes
manifestam-se através de modificagoes na equagao de Schrodinger, que serao tratadas a
luz da teoria de perturbacao independente do tempo, o que permite trabalhar com ela

dentro dos limites impostos pela gravidade quantica para o caso em estudo.
De forma geral, qualquer modificagdo na relagdo de dispersio padrao (m?c? =
E? — p?c?) pode ser descrita por uma funcao F(FE,p,m, E,) = 0, onde E, é a energia de

Planck. Assumindo que os efeitos da gravidade quantica sdo suprimidos pela escala de
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Planck, para energias e momentos muito menores que £, ¢ natural expandir essa funcao
em uma série de Taylor nas variaveis £/E, e p/E,. A Relacao de Dispersao Modificada
(MDR) é, portanto, a aproximagao de primeira ordem nesta expansao. Mantendo os termos

de ordem mais baixa, a relagdo de dispersao assume a seguinte forma polinomial geral:

2 3-n N\ 3-n—m
M?*c* = E? — p*c® +1, >N anms—n—m(Mc)"p™ () ) (3.1)
n=0 m=0 ¢

onde [, = ¢*/E, e E, é a energia de Planck, que corresponde a E, = \/hc®/G ~ 1.22 x 10%®

eV, e é a escala de energia esperada na qual efeitos de gravidade quantica aparecam, caso

nao haja amplificadores no sistema. Em unidades naturais, na qual h=c =1, [, = 1/E,,.

Por isso, a menos de constantes, vamos chamar [, de comprimento de Planck, que seria
\RG /3.

A forma geral da (3.1) abrange diversas possibilidades exploradas na literatura.

Em muitas anélises fenomenoldgicas, por exemplo, consideram-se casos mais simples com

correcoes lineares ou quadréticas na escala de Planck, como E* & p*c® + m*c' £ (E" 2 /ED,

n € N. Variacgoes destas relagoes sao amplamente discutidas em trabalhos de revisao como

[2]. Vale ressaltar, ainda, que existem propostas de relagoes de dispersao nao-polinomiais,

que podem envolver termos exponenciais, motivadas por outros cenarios de gravidade

quantica. Diante dessa defini¢do, tornou-se necessario encontrar a energia da relagao no

limite no qual ¢ tende ao infinito. Apéds a realizacao do calculo do limite e da expansao

em séries, obtém-se o seguinte resultado:

P* eply(2pMagps +2pMaga + 2pMay g +pMay )

FE =
2M 4M
_pp(PPaoae + 2p%a0z0 — pPazio)  Eply(2Magyp + 2May 1 + 2MPas ) (3.2)
AM 4M ' '

onde [, ¢ o comprimento de Planck.

Tendo apresentado as motivacoes e a forma geral de uma relagao de dispersao
modificada, o passo seguinte é traduzir essa alteracao para o comportamento de sistemas
quanticos nao relativisticos. A ferramenta para descrever essa dindmica é a equagao de
Schrodinger, o pilar da mecanica quantica. O capitulo a seguir fornecera uma revisao
detalhada desta equacao e do formalismo da teoria de perturbacgio, que sera essencial para
calcular como as pequenas corre¢oes oriundas da gravidade quantica afetam os niveis de

energia de sistemas conhecidos.
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4 Mecanica Quantica

4.1 Equacgdo de Schrodinger

A equagao de Schrodinger é central na mecanica quantica, fornecendo a base mate-
matica para descrever fendmenos quanticos em atomos, moléculas e particulas subatomicas
20, 35]. A equagao permite que estados quinticos estejam em uma superposicao de estados
possiveis, o que leva a fendmenos como interferéncia quantica. A equagao de Schrodinger

tem a seguinte forma:

oV (z,t) h? 0%V (x,t)
ih— > = ———— 2 4+ VU(x,t), 4.1

ot 2m  Ox? (z,) (4.1)
e, ao contrario da mecanica classica, que usa as leis de Newton para prever a posicao e a
velocidade de particulas, a mecanica quantica usa a equagao de Schrodinger para descrever

e resolver a funcao de onda.

A funcao de onda, geralmente denotada por ¥(x,t), é uma funcdo matemaética
que descreve o estado de uma particula quantica, como a posi¢ao, momento, ou energia,
contendo toda a informagao necessaria do sistema em que a particula se encontra. A
equacao de Schrodinger desempenha um papel analogo a segunda lei de Newton: dadas
condigoes iniciais apropriadas, a equacao de Schrédinger determina W(z,t) para qualquer
instante de tempo futuro, assim como a lei de Newton determina x(t) para qualquer

instante de tempo futuro na mecanica classica.

A equagao de Schrodinger também possui sua forma estacionéria (independente do
tempo). Para chegar nessa forma da equagao, considera-se um potencial (V') independente
do tempo e faz-se uma separacao de varidveis na fun¢ao de onda (¥(x,t) = ¥(x)p(t)).
Efetuando as derivadas dos dois lados da equagao e dividindo por ¢ (z)¢(t), obtém-se:

1 do(t) 21 d*(x)

z'h%7 = “omv@ ar V. (4.2)

O lado esquerdo é uma func¢ao apenas de t, e o lado direito é uma fun¢do apenas
de z. Isso s6 pode ser verdade se ambos os lados forem iguais a uma constante. Assim,
pode-se separar as equagoes para depois junta-las novamente numa solugao mais geral, de

forma que se tem:

i dq;(t” — E(1) (4.3)
—indzf;) + Vi(z) = Bi(x). (4.4)

Note-se que a separagao de variaveis transformou uma equacao diferencial parcial

em duas equagoes diferenciais ordinarias. A equacao 4.3 é facilmente resolvida, resultando
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e111:

o(t) =e . (4.5)

A equagao 4.4 é chamada equacao de Schrodinger independente do tempo e também

pode ser escrita na forma:

A

Hip(z) = Ex(x). (4.6)

4.2 Interpretacdo Estatistica

O modulo quadrado da funcao de onda representa a probabilidade de encontrar a
particula em uma dada posi¢do x num tempo t. Isso reflete a natureza probabilistica da
mecanica quantica, onde as previsoes nao sao deterministicas, mas fornecem probabilidades
de diferentes resultados [36]:

b
/ U (2, ¢)[2dx = P, (4.7)
onde P é a probabilidade de encontrar a particula entre a e b num instante ¢.

A interpretacao estatistica apresenta um tipo de indeterminacao dentro da mecéanica
quantica, pois mesmo que se tenha todas as informagoes sobre a particula (sua funcao
de onda), nao se pode prever com exatidao o resultado de um experimento simples para
medir sua posicao. Tudo que se pode obter é a informacao estatistica sobre os resultados
possiveis. Esta caracteristica fundamental abre caminho para discussdes profundas sobre

os fundamentos da teoria [36].
A funcao de onda é dada por:

_iEt

U(x,t) =(z)e n. (4.8)

Note que:

Bt

W (2, ) = U (2, )W (1) = a)e" T p(z)e T = ()P, (4.9)

o que significa que se pode usar ¥ (z) no lugar de W(z,t) para o calculo da densidade
de probabilidade (para estados estacionarios), tomando sempre o cuidado de lembrar do
termo temporal, pois a funcao de onda sempre carrega o fator exponencial dependente do

tempo.

4.3 Teoria de Perturbacdo Independente do Tempo (Nao
Degenerada)

Como veremos, as corregoes que analisaremos devido a gravidade quantica poderao
ser tratadas como perturbagoes da mecanica quantica tradicional. Por isso, com base
em [20], revisa-se a teoria de perturbagdo independente do tempo e nao degenerada,

considerando apenas termos de primeira ordem.
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Levando em conta a conhecida solu¢ao do poc¢o quadrado infinito unidimensional,
H", = By, (4.10)

e supondo que se tenha resolvido, o conjunto completo de autofungdes ortonormais obtido

seria

(V(@)n|Y(T)m) = Onm (4.11)

e os autovalores seriam E°. Agora, perturba-se levemente o potencial, como por

exemplo:

Vix) A

Figura 1 — Poco quadrado infinito com leve perturbacao

Fonte: Griffiths (2018) [20].

Tem-se, entdao, uma nova equacao de Schrodinger, dada por:
Hi (@) = Eath(2)a, (4.12)
porém, tem-se uma nova hamiltoniana:
H=H+ [, (4.13)

onde H° é a hamiltoniana original (ndo perturbada) e H éa perturbacao. Ja A é um
nimero pequeno, A < 1, e pode-se escrever FE,, e 1(x), como séries de poténcias com a
finalidade de achar termos de correcao para ajudar a simplificar a resolucao da equacao

4.12. As séries de poténcias ficam com a forma:
() = @)y + M(2),, + N(x)) + ... (4.14)
E,=E’+\E} + X°E? + ... (4.15)

voltando entao para 4.12, descartando os termos de segunda ordem por simplicidade,

tem-se:
(H° + AH)((2)) + Mp(x)h) = (B4 AE)((2)) + Mp(2),,)
H% ()% + HONp(z)r = ES(x)) + BN (2)s + AEMb(2)?
H%(x), + Hy(x)) = ES(z)l + Ep(a)). (4.16)
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Agora, fazendo o produto interno por 9(z)° (lembrando que H° é hermitiano), obtém-se:

HY (@)l (@) + @RI ()) = Edw@)hlv@)) + By @)l @)
By = (@)l H[()) (417)

Obteve-se, entao, a equagao da correcao da energia, a qual diz que a correcao de
primeira ordem da energia é o valor esperado da perturbacao no estado nao-perturbado.
Foi obtida a correcao das energias, agora é necessario obter a correcao para a fungao de
onda. Pela equacao 4.16 também se pode ter:

(H° — EQ)ib(a), = —(H' — ED ()] (4.18)

n n

como ja se sabe os valores de todos os termos do lado direito da equagao, e do lado
esquerdo apenas 1(r)! nao ¢ conhecido, essa equagao recai em uma equacao diferencial

ordinaria (EDO) ndo homogénea para v (x)l. Seja esta EDO:

Yl =3 v, (4.19)
m#n

Note que é necessario encontrar cﬁ,ﬁj); fazendo isto agora, serd mais simples no futuro

resolver a equacao. Aplicando 4.19 em 4.18, tem-se:

S(EY — EQ)cWip(x)l, = —(H' — Ep)ib(2)?,

m#n

aplicando o produto interno com t(x)}:

> (Bn = BN (@)1 (2),) = —(@)] | H [(2),) — By (@) le@),).  (4.20)

m#n

O caso de interesse é quando [ # m, no qual se obtém:

(Bf — E9))” = —(()]|H'|[v(x)?)
o W@ H ()0
= B (4.21)
e, portanto, .
vt = 3 POl oy (4.22)

EY — EY.

m#n

Note que o denominador esté protegido (pois nao hé coeficiente com m = n), desde
que o espectro de energia nao-perturbado seja nao-degenerado. Assim, foram obtidas as

correcoes para a energia e para a fungao de onda para perturbagoes.
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4.4 Equacdo de Schrodinger na Representacdo do Momento

Levando em conta tudo que foi citado acima sobre a equagao de Schrodinger, serd

agora apresentada outra maneira de representar essa equagao.

Para a gravitacao quantica ¢ mais interessante que se resolvam problemas no espaco
dos momentos ao invés de no espago das posi¢oes, como se faz comumente em mecanica

quantica. Tem-se, entdo, para uma particula livre:

(1) = Hl(0)

i) = (;’m +7) o), (429

Para passar para a proje¢do do momento, faz-se um “sanduiche” com (p|. Assim,

tem-se (p|y(t)) = ¥(p,t) como autofuncao, portanto:
p¥(p,t) = p¥(p, ). (4.24)

Para o potencial, basta lembrar que & = iha% e, logo, V(z) — V(p). Realizando os

calculos e substitui¢coes necessarias, tem-se entao:

1) = (2w + vis);
il 2 (0) = 5 - WA 0) + V() ol (0)
i (1) = Lol (0 + V) ol

g ¥ ) = (3 V) W00 (425)

A equacao 4.25 é a equacao de Schrodinger na representacao dos momentos.

Que resulta na Hamiltoniana do modelo fenomenolégico adotado neste trabalho.
Sua forma nao é arbitraria, mas sim o resultado direto do limite nao relativistico da
Relacao de Dispersao Modificada (MDR), discutida no capitulo anterior. Ela descreve a

energia corrigida da particula, que tem a seguinte forma:

H=H (Me)*"p" 4.2
ot oty St (4.20)

Onde H,,, = M

Os parametros &, sdo funcdo dos pardmetros a da equacao (6.1). Portanto, reescrevendo a

e o termo de perturbacao independente do tempo € ( 2lM S (M 0)3_”p”) .

equacgao, obtém-se:
P

H_i_izgn c)d . (4.27)

Sendo esta a forma final da hamiltoniana antes da quantizacao que sera feita para se

trabalhar na resolucao do problema propriamente dito. As corre¢oes da hamiltoniana sao
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governadas pela escala da gravidade quantica e, portanto, proporcionais ao comprimento
de Planck. No limite em que esse comprimento vai a zero, retomamos os resultados da

relatividade especial e a hamiltoniana de “costume”.

4.5 Quantizando a Hamiltoniana

Para se quantizar, é necessario fazer a equivaléncia dos operadores com suas
respectivas partes classicas, deixando assim os operadores para que se possa ter uma

hamiltoniana quantizada.

Assim, a hamiltoniana ficara com a forma:

A2 3
] p lp 3—nn
H=*2__ (M 4.28
oM thngl5 (Me)™"p (4.28)
onde p = —z'ha% e I, é o comprimento de Planck, que tem a forma':

hG
lp - g,

e, portanto, substituindo os operadores, tem-se:

" ho 02 1 |G & s 50\

1
Onde &, = §1 +&§ + &3, sendo § = ay 11 +az10+ 012, §2 = A120+Ao2,1+ 102+ 50201 +

3 —
500,03 € §3 = ao30-

4.6 Correcdo dos Niveis de Energia

Para ilustrar os métodos revisados anteriormente, vamos aplicar os tépicos discutidos
a um problema conhecido de Mecanica Quantica, que é o problema do pog¢o quadrado

infinito.
Para resolver o pogo de potencial infinito, primeiramente deve-se achar a fungao de

onda para o pogo de potencial infinito na representagdo do momento.

Sabe-se que a funcao de onda do pogo de potencial infinito para a representacao de posicao,

[20], é dada por:
2
Yalx) =7 sin (T);nz 1,2,3, ... (4.30)

e os niveis de energia ndo deformados sao dados por:

n OML2

A quantidade [,,/h é o inverso do chamado momento de Planck e vale p, = h/l, = 6.5 N-s, e deve ser
introduzida por razoes dimensionais.

(4.31)

1
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Da teoria da perturbacgao, obtém-se uma correcao da funcao de onda que tem a forma:
(m|H’ |n>
0 = X oo o (o), (132

m#n

o termo de perturbagao para a representacao do momento é dado por:
I = [ 61, 0) 6, (p)dp (1.3
ainda da teoria da perturbacao, a correcao da energia ¢ dada por:
E! = (n|V'|n) (4.34)

Para passar para a representagdo do momento é necessario fazer uma transformada

de Fourier, [6], na fungdo de onda acima, ficando com:

1 L /2 nmwx -
R Zsin [ —= ey =1,2,3, ... 4.
on(p) 2_7T771/0 \/ i sin ( i )e in :2,3, (4.35)

Onde as correcoes ja estao inclusas dentro da fun¢do de onda da representacdo do momento.

Agora, utilizando da fungao de onda do momento e expandindo através da distri-

buicao de Wigner em termos dos autovalores de posicao e de momento, sao obtidos:

bu(p) = —i ie—iPL/%e—imr/? 22n7r sin (pL/Qh)(—l)%7+ se n é par
h pL cos (pL/2h)(—1)"%", se n é fmpar
? - (7’L7T)2
(4.36)
e também:
L 2nm sin? (pL/2h), se n é par
[én(p)* = > , - (4.37)
7r [(%) _ (mr)2] cos® (pL/2h), se n é impar
Portanto, como também é sabido:
Ak too 2.k
@) = [ 1oulp) P dp (4:38)

e para resolver essa integral serd necessario realizar uma integral de contorno, utilizando o
teorema dos residuos. Segundo [6] (veja a se¢ao 5.3), um célculo direto nos fornece
R L n?m?h?
@) = [ oup) Pty = " (4.39)
Segundo Belloni [6], s6 sdo interessantes fisicamente os casos onde k = 1,2, 3, pois
a partir de k = 4 todos os resultados divergem, confira a segao 5.3 de [6] para mais
informacdes sobre essa divergéncia de (p*). Perceba que s6 foi utilizado como exemplo

o k = 2, pois quando k£ = 1 e k = 3, ficamos com uma integral de uma funcao par

multiplicada por uma fung¢ao impar em um intervalo simétrico, integral essa que dara
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zero para os dois valores de k, o que equivale a dizer que (p) = 0 e (p*) = 0, com apenas

(p*) = % dando uma contribuicdo com a qual é possivel trabalhar.

Utilizando teoria de perturbacao independente do tempo, calculamos os valores
esperados da correcao nos niveis de energia devido a efeitos de gravidade quantica da
seguinte forma:

n?m2h? [ n2h? l
"= i (1 - 52;§MC> = S (1 - 52£Mc> ' (440)

Assim, num sistema que possa ser descrito por um pogo quadrado infinito, por
exemplo, pontos quanticos [11], o comprimento de onda A da radia¢do emitida numa
transicao entre niveis de energia ny e n; é dado pela relacdo de de Broglie A = he/AE.
No nosso caso, essa frequéncia sofre uma corre¢cdo da seguinte ordem:

he SML%c l
A= = 1 PMe 4.41
AE  h(n} —nj) < & h ) (4.41)

Tipicamente, medidas de comprimento envolvendo pontos quanticos tém uma

incerteza relativa da ordem de 1% [38]. Portanto, é possivel estimar a magnitude dos
parametros da teoria (no caso, &) de modo a nao ter havido ainda detecgao de efeitos
Planckianos nessa quantidade. Para isso, basta que &l,Mc/h < 1%. Considerando que
M é a massa efetiva presente nos niveis de energia dos pontos quanticos, que é da ordem
de 0.1m,, onde m, = 9.1 x 1073! kg é a massa do elétron, tomando a velocidade da luz
¢ =3,0x10® m/s e o momento de Planck 1/, = p, = 6.5 N-s, podemos deduzir o seguinte

vinculo para o pardmetro de deformacao:

&] < 5.6 x 10" (4.42)

Esse vinculo estd muito longe da escala de Planck (que deveria ser de ordem 1),
mas ele pode ser melhorado se for possivel construir pontos quanticos com massas efetivas
maiores. Outra possibilidade seria o uso de outros sistemas quanticos cujas medidas
tenham maior precisao e permitam corregoes nos niveis de energia que sejam lineares no
momento, e nao apenas quadraticas. No futuro, poderemos analisar o caso do pocgo de
potencial gravitacional, o qual, ao invés de ter um valor nulo entre as paredes do potencial,
vale V(z) = Mgz, onde g é a aceleragao da gravidade. Esse sistema foi tema de estudo
em analises feitas nos ultimos anos em fenomenologia de gravidade quantica, considerando

néutrons na superficie terrestre (veja segao 5.7 de [2] e suas referéncias).

Com os fundamentos da mecanica quantica e da teoria de perturbagao estabelecidos
neste capitulo, torna-se claro que o formalismo apresentado é ideal para sistemas isolados.
No entanto, para analisar a interacao com o ambiente, é preciso uma abordagem mais
robusta. Dessa forma, o préximo capitulo sera dedicado ao formalismo de sistemas
quanticos abertos. Este arcabougo tedrico é fundamental para a analise da descoeréncia,
um fenomeno que afeta diretamente correlagoes quéanticas cruciais como o emaranhamento.

Serao vistos, entao, as equagoes e os fendomenos que regem esse formalismo.
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5 Formalismo de Sistemas Quanticos
Abertos

Dentre esses fendmenos, merece destaque o emaranhamento quéantico, ja que ele
constitui um dos aspectos mais sensiveis a descoeréncia e desempenha papel central na
compreensao da coeréncia e das correlagdes nao classicas em sistemas quanticos. Assim, a
seguir, sera apresentada uma discussao sobre o conceito de emaranhamento quantico e sua

relevancia no contexto das modificagoes estocasticas.

5.1 Emaranhamento

O emaranhamento quéantico é um dos fené6menos mais intrigantes e fundamentais
da mecénica quantica, desafiando nogoes classicas de localidade e realismo [31]. Ele ocorre
quando o estado de um sistema composto nao pode ser descrito como a combinacao de
estados independentes de seus subsistemas. Para formalizar essa ideia, considera-se um
sistema de duas particulas, cujos estados pertencem a espacos de Hilbert separados H; e
Hs [35]. O estado total do sistema reside no espaco de Hilbert composto H; @ Ha.

Um estado puro |[¢)) € Hy ® Hs é chamado de separdvel (ou produto) se pode ser

escrito como:
1) = 1) ® |¢a), (5.1)

com |¢p1) € Hy e |¢p2) € Ha. Por outro lado, se nao for possivel escrever |1) nesta forma,

diz-se que ele esta emaranhado [31].}

Para ilustrar, considere duas bases ortonormais {|u), |us)} para Hy e {|v1), |v2)}

para H,. Exemplos de estados separaveis incluem:

« Estado produto simples: |u;) ® |vy);

« Estado produto com superposic¢oes locais:

(aifur) + azlug)) @ (Bifvr) + Balv)), (5.2)

cujo desenvolvimento resulta em uma combinacao linear de quatro termos:

a1 B1|ur) @ |vr) + a1 fa|ur) @ |v2) + apfBifug) @ [v1) + aofalug) @ |va). (5.3)

E crucial ressaltar que um estado emaranhado, como o descrito, ainda é um estado puro, sobre o qual
se tem informacao completa. Isso ndo deve ser confundido com um estado misto, que representa uma
mistura estatistica de diferentes estados quanticos e serd formalmente introduzido na Secdo 5.2.

1
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Agora, considere o seguinte estado:

1

V2

Tentativas de fatorar esse estado como um produto falham. Suponha que |¢)) pudesse ser

) (Jur) @ |v1) + |ug) @ [vg)). (5.4)

escrito como:
) = (c1|wr) + aslug)) @ (Bilvr) + B2fv2)). (5.5)

Expandindo o lado direito, obteriamos os mesmos quatro termos do exemplo anterior. No
entanto, o lado esquerdo possui apenas dois termos. Isso é inconsistente a menos que todos
os coeficientes «;3; extras sejam nulos, o que levaria a uma contradigao. Portanto, esse

estado é nao separavel, ou seja, emaranhado.

Um exemplo fisico importante de emaranhamento ocorre em sistemas de duas
particulas com spin—%. Os chamados estados de Bell formam uma base ortonormal de

estados maximamente emaranhados?:

!<I>+>=j§<m>®w>+u>®u>>,
_ 1
) =N el - 1ol -
|\If+>=j§<m>®|¢>+u>®|¢>>,
T = (Dol - he|).

QI

2

Tais estados possuem correlagoes nao locais que se manifestam em experimentos de
medida. Por exemplo, se duas particulas estao no estado |¥*) e uma medigao detecta a
particula 1 com spin 71, a particula 2 colapsa instantaneamente para o estado |, mesmo

que estejam espacialmente separadas.

Importante destacar que, apesar da instantaneidade da correlagao, o emaranha-
mento nao permite transmissao de informagao mais rapida que a luz. Isso garante sua
compatibilidade com a relatividade restrita. As implicagdes desse fenémeno foram investi-
gadas por John Bell [5], que formulou as Desigualdades de Bell — testes experimentais

para verificar se a natureza pode ser explicada por teorias locais e realistas [13, 12].

As violagoes dessas desigualdades, como confirmado em diversos experimentos [4,
21], indicam que as predi¢oes da mecénica quéntica, baseadas em estados emaranhados,
nao podem ser reproduzidas por nenhuma teoria que respeite simultaneamente os principios
de localidade e realismo. O emaranhamento, portanto, ndo é apenas uma curiosidade

matematica, mas um fendmeno fisico com profundas implicac¢oes tedricas e tecnologicas,

2 O termo "maximamente'significa que, embora o estado combinado do par seja perfeitamente conhecido,

o estado de cada particula individual é completamente indefinido — qualquer medi¢cdo em uma tnica
particula resultard em um resultado totalmente aleatério. Toda a informacao do sistema reside nas
correlacgoes perfeitas entre as particulas, de modo que a medigdo de uma determina instantaneamente
o estado da outra.
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sendo fundamental para protocolos de comunica¢do quantica, criptografia e computacao

quantica.

5.2 Matriz Densidade e Estados Puros e Mistos

Na formulacao tradicional da mecanica quantica, o estado de um sistema fisico
isolado é descrito por um vetor de estado |1)) em um espago de Hilbert, ou, de forma
equivalente, por uma funcao de onda. Essa descricao é adequada quando se conhece
completamente o estado do sistema, como, por exemplo, um oscilador harménico em um
autovalor de energia especifico ou uma combinacao linear bem definida de autoestados.
No entanto, existem situa¢oes em que nao é possivel ou nao faz sentido fisico atribuir um

vetor de estado tinico ao sistema [9].

Isso ocorre, por exemplo, quando se lida com ensembles de sistemas preparados
de maneira nao idéntica, ou quando se considera apenas uma parte (subconjunto) de
um sistema composto. Em um experimento de Stern—Gerlach, um feixe completamente
nao polarizado — composto por spins “para cima” e “para baixo” em propor¢oes iguais

— produz sempre dois feixes emergentes de igual intensidade, independentemente da
orientagao do aparato [35]. Esse é um caso tipico de estado misto: ndo hd um tnico vetor

|1} que o represente, mas sim uma mistura estatistica de diferentes estados puros.

Para descrever de forma unificada tanto os estados puros quanto os mistos, [30]

introduziu o formalismo do operador densidade (ou matriz densidade).

5.2.1 Definicdo formal

Considere um ensemble de sistemas quéanticos em que cada membro estd no estado
puro |1;) com probabilidade p;, onde p; > 0 e >, p; = 1. O operador densidade é definido

por:

p= Zpi |9i) (Wil - (5.7)

No caso particular de um estado puro |¢), temos:

p=1v) (. (5-8)

O operador densidade contém toda a informagcao fisicamente acessivel sobre o estado do

sistema e permite calcular valores médios de observaveis A por [31]:
(A) = Tr(pA). (5.9)

Se o sistema evolui de forma unitaria sob um operador U(t), a matriz densidade evolui

Ccomao:

p(t) = U(t) p(0) U'(0). (5.10)
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ou, de forma diferencial, pela equagdo de Liouville—von Neumann (Que serd explorada na
proxima segao):
in2 _ [H, p] (5.11)
dt T '
em analogia a equagao de Liouville da mecanica estatistica cldssica [20, 35].

5.2.2 Propriedades fundamentais

O operador densidade de qualquer sistema quantico satisfaz as seguintes proprieda-
des [31, 9]:

1. Hermiticidade: p' = p;
2. Normalizagao: Tr(p) = 1;
3. Positividade: (¢|p|¢) > 0 para todo |¢).
Além disso, distingue-se entre estados puros e mistos por:

Estado puro: p*=p e Tr(p?) =1, (5.12)
Estado misto: p> #p e Tr(p?) < 1. (5.13)

5.2.3 Mistura versus superposicao

Uma analogia pode ajudar a distinguir os conceitos. Uma mistura é como ter uma
moeda classica no bolso: sabemos que ela é "cara'ou "coroa", mas temos 50% de incerteza
sobre qual face esta para cima. A incerteza é classica, fruto do nosso desconhecimento.
Ja uma superposicao é analoga a uma "moeda quéntica'girando no ar. Ela nao é nem
"cara', nem "coroa', mas sim uma combinacao coerente de "cara E coroa'ao mesmo tempo.
Apenas o ato da medi¢ao (quando a moeda para de girar) for¢ga um resultado definitivo.

A superposicido permite o fendmeno da interferéncia, enquanto a mistura nao.

E importante diferenciar superposicio de mistura. Uma superposicdo quintica,
como «|0) + B |1), ainda representa um estado puro: pode ser descrita por um vetor
unico em Hilbert e sua matriz densidade é idempotente. J4 uma mistura, como “50% no
estado |0) e 50% no estado |1)”, ndo é representada por um tdnico vetor — trata-se de

uma combinagdo estatistica de estados puros [20].

Para sistemas de spin-1/2, qualquer matriz densidade pode ser escrita como:
p==-I+a-q), (5.14)

onde @ é o vetor de Bloch e ||d|| < 1. Estados puros correspondem a ||@|| = 1 (pontos na

superficie da esfera de Bloch) e estados mistos a ||d@|| < 1 (pontos internos) [31].
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|0)
|-1) 0 |-
i
|+) |+i)
|1)

Figura 2 — A esfera de Bloch, seus estados de base e seus dois angulos.
Fonte: Sen (2021) [37].
524 Exemplos

1. Estado puro — spin “para cima” no eixo x:

(1) (515

Este p é hermitiano, normalizado, idempotente e satisfaz Tr(p?) = 1.

2. Estado misto — spin “para cima” ou “para baixo” no eixo z, cada um com

probabilidade 1/2:
1 1({1 0
=] =— . 5.16
P=3 2(0 1) (5.16)

Neste caso, Tr(p?) = 1/2 < 1, confirmando que é um estado misto.

Nota-se que o formalismo da matriz densidade é uma reformulacdo completa da
mecanica quantica, equivalente a descricao por vetores de estado, mas mais geral e
versatil. Ele permite lidar de forma natural com estados mistos, medi¢oes generalizadas
e subsistemas, além de ser indispensavel na teoria quantica da informacao. Um aspecto
importante é que a decomposi¢ao de p em um conjunto {p;, |¢;)} ndo é dnica: diferentes
ensembles podem gerar a mesma matriz densidade. Assim, p representa toda a informacao
fisica disponivel sobre o sistema, mas nao carrega, de forma tnica, um histérico sobre

como essa mistura foi preparada [31].

5.3 Coeréncia e o Processo de Descoeréncia

A coeréncia quantica é uma das caracteristicas definidoras da mecanica quantica,

manifestando diretamente o principio da superposigao [20]. Enquanto um sistema cléssico
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se encontra em um tnico estado bem definido, um sistema quantico pode existir em uma

superposicao coerente de multiplos estados simultaneamente, como um qubit no estado

) = al0) +B1).

No formalismo da matriz densidade, essa coeréncia é codificada nos elementos fora
da diagonal de p [9]. Para o estado de qubit acima, a matriz densidade p = [¢) (¢|
possuiria termos py; = af* e pjg = S nao nulos. Esses elementos representam as
correlagoes de fase entre os estados da base e sdo responsaveis por fendomenos quanticos
como a interferéncia. Em contraste, os elementos da diagonal, poo = |a|? e p11 = 8%,
representam as populagoes, ou seja, as probabilidades de se encontrar o sistema nos

respectivos autoestados de uma base [31, 35].

A descoeréncia é o processo dinamico através do qual a coeréncia quantica é perdida
devido a interagao inevitavel de um sistema com seu ambiente — ou, como postulado
no escopo deste trabalho, através de interacoes fundamentais com a proépria estrutura
quantica do espaco-tempo. Este fendmeno é considerado a chave para a compreensao
da transigao quantico-classica e do problema da medida em mecénica quéantica [36, 18].
Matematicamente, a descoeréncia se manifesta pelo decaimento, muitas vezes exponencial,
dos elementos fora da diagonal da matriz densidade. A medida que o sistema evolui,
os termos p;;(t) (para ¢ # j) tendem a zero, e o sistema perde progressivamente sua

capacidade de exibir comportamento quantico macroscépico [10].

O estado final de um processo de descoeréncia completo é aquele em que a matriz
densidade se torna diagonal em uma base preferencial (geralmente a de energia). Uma

matriz densidade diagonal, da forma
Pfinal = Zpl ’Z> <Z| ’

nao representa mais uma superposicao quantica, mas sim uma mistura estatistica
classica. O sistema se comporta como se estivesse no estado |i) com probabilidade p;, sem
qualquer correlagao de fase entre os diferentes estados. A coeréncia original do sistema
foi, na pratica, transferida para as correlagoes emaranhadas entre o sistema e os graus de

liberdade do ambiente, que se tornam inacessiveis [36, 31].

O formalismo da equacao mestra de Lindblad, que serd detalhado na sequéncia,
captura este processo de forma elegante e matematicamente rigorosa. A evolucao unitaria,
governada pelo comutador [H, p|, preserva a coeréncia do sistema. E o termo dissipativo,
Dlp], o responsavel direto por suprimir os elementos fora da diagonal, modelando o
efeito do ambiente e, consequentemente, a descoeréncia [24, 10]. Este formalismo é a
ferramenta essencial para modelar mecanismos de descoeréncia fundamental, cujo impacto

em fendmenos como o emaranhamento serd o foco da anélise deste trabalho.
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5.4 Equacdo de Liouville-von Neumann

Na formulagao da Mecanica Quantica, a evolugao temporal de um sistema fisico
pode ser descrita de duas maneiras equivalentes: pelo vetor de estado [¢(t)), no formalismo
de estados puros, ou pela matriz densidade p(t), que permite descrever tanto estados puros
quanto mistos. A matriz densidade é particularmente 1til quando se deseja generalizar a
descri¢do quantica para situagoes em que o sistema nao estd em um tnico estado vetorial,

mas em uma distribuicao estatistica de estados.

Para sistemas fechados, isto é, aqueles que nao interagem com o ambiente externo
e cuja evolugao é unitaria, a dindmica da matriz densidade é governada pela equagao
de Liouville-von Neumann. Esta equacao ¢ a andloga quantica da equacao classica de

Liouville da Mecénica Estatistica e é dada por [9]:

dp(t) 1A
——= =——|H,p(t 1
7 h[ (1)) (5.17)
onde H é o Hamiltoniano do sistema e [ -, -] denota o comutador entre operadores.

Essa equacgao expressa a evolugao temporal da matriz densidade sob a acao do
Hamiltoniano, implicando que, para sistemas fechados, a dindmica é unitaria e preserva

tanto a traca quanto a positividade de p.

5.4.1 Derivagdo da Equacao de Liouville-von Neumann

Comegamos com a equacao de Schrodinger dependente do tempo, vilida

para estados puros [20]:
0 .
tha, [W(t) = H [¢(1)) . (5.18)

A matriz densidade para um estado puro é definida como:
p(t) = [¢(1)) (L(t)]. (5.19)

Passo 1: Derivar a matriz densidade no tempo

Tomando a derivada temporal de p(t):

% — 5 10w = (5 o)) ol + o) (5 wel). 620

Passo 2: Substituir as equagdes de Schrodinger e sua adjunta

Da equagao de Schrodinger:

0 i ~
En [U(t)) = —ﬁHW)(t)), (5.21)
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e, tomando o conjugado Hermitiano:

0 i N
)l = 1 A, (5.22)
Substituindo em %:
W (pEW) Wl 1) (5 wlA). (5.29

Passo 3: Escrever em termos de comutador

Reconhecendo que p = |¢) (1], obtemos:
dp i

N VN
— ——Hp+ —pH. 5.24
o sHp+2p (5.24)

Assim, chegamos a forma final:

fl/t) _ _; LX) (5.25)

que ¢ a equagao de Liouville-von Neumann para sistemas fechados.

A solugao formal dessa equagao é dada por [9]:

p(t) = U)p(0)U'(1), (5.26)

onde U(t) = e /" é o operador de evolucio temporal unitario.
Como Tr(p) é preservada e p mantém-se Hermitiana e positiva, a evolugao é unitéria
e ndo hd aumento de entropia (sem descoeréncia). Essa equagdo constitui a base para

generalizagoes posteriores em sistemas abertos via equagoes de Lindblad.

5.5 Equacdo Mestra de Lindblad

A Equacao Mestra de Lindblad, também conhecida como equacao de Go-
rini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad (GKSL) [19], constitui o formalismo padrao para
descrever a dindmica markoviana® de sistemas quanticos abertos. Ela surge como gene-
ralizagao da equacgao de Liouville-von Neumann, incorporando de maneira consistente
os efeitos de dissipagao e descoeréncia devidos ao acoplamento com o ambiente[24, 19].
A principal virtude da forma de Lindblad é garantir que a evolugao temporal seja um
mapa linear, preservador de trago e completamente positivo (CPTP, completely positive
and trace-preserving), assegurando que estados fisicos (matrizes densidade) sejam levados

sempre a estados fisicos [24, 9].

3 A dinadmica markoviana é um tipo especifico de processo estocéstico, caracterizado pela auséncia de
"memoria’. Fisicamente, isso corresponde & aproximacdo de que o ambiente tem tempos de correlaciao
muito mais curtos que os do sistema, fazendo com que a evolugao futura do sistema dependa apenas

do seu estado atual.
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5.5.1 Contexto Histoérico e Motivagao

O problema da descricdo da evolucao de sistemas quanticos abertos remonta a
década de 1970, quando Gorini, Kossakowski e Sudarshan, independentemente de Lindblad,
estabeleceram que o gerador de qualquer semigrupo dinamico quantico markoviano deve
possuir uma forma universal. Essa forma, conhecida como teorema GKSL, caracteriza de
modo tinico todas as equagoes mestras lineares, homogéneas e que preservam a positividade.
Assim, a equacao de Lindblad nao é apenas um modelo especifico, mas a estrutura mais

geral compativel com a fisica de sistemas abertos sob hipéteses de markovianidade [19, 24].

5.5.2 Derivagdao Conceitual

A derivacgao da equagao mestra de Lindblad parte de um sistema S acoplado a um

reservatério R, descrito pelo Hamiltoniano total:
Hiot = Hs @ Ig + Is @ Hr + Hgg, (5.27)

onde Hg é o Hamiltoniano do sistema, Hg o do reservatério, e Hgr 0 termo de interacao.
A dindmica exata da matriz densidade reduzida pg(t) = Trgr[psr(t)] é, em geral, intratével.

Assim, sao feitas aproximacoes fundamentais:

1. Aproximacao de Born: o acoplamento sistema-reservatorio é fraco, permitindo

fatorar o estado combinado como pgr(t) ~ ps(t) ® pr.

2. Aproximacao de Markov: as correlagoes no reservatorio decaem rapidamente em

comparacao com as escalas temporais do sistema.

3. Rotating Wave Approximation (RWA): termos de oscilacdo rapida sao despre-

zados, restando apenas contribuigdes ressonantes.

Aplicando essas aproximacoes, obtém-se uma equacao diferencial local no tempo

24, 10], da forma:

) _ Llp(e) = ~ L p(0)] + Dlp(0), (5.28)

onde L é o gerador do semigrupo dinamico e D ¢ o dissipador de Lindblad:
1
Dlp] = ¥ (Lepkl — S{LLLi}) (529)
k

Os operadores L sdao chamados operadores de salto (jump operators) e modelam
processos estocasticos induzidos pelo ambiente, como emissao espontanea, absorcao ou
descoeréncia de fase. Os coeficientes 7, > 0 representam taxas de dissipagao associadas a

cada processo.
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5.5.3 Propriedades Fundamentais

A equacao de Lindblad possui propriedades cruciais que asseguram consisténcia
fisica [9, 31]:

« Preservacgao do trago: Tr[p(t)] = 1, garantindo conservagao da probabilidade.

« Completamente positiva: qualquer estado fisico é levado em outro estado fisico,

mesmo em sistemas emaranhados.

o Irreversibilidade: a presenca do dissipador introduz uma flecha temporal, conectada

ao aumento da entropia de von Neumann.

o Invariancia sob transformacgoes unitarias locais: a fisica ndo depende da

escolha de base para os operadores de salto.

5.5.4 Exemplos Ilustrativos

5.5.4.1 Atomo de Dois Niveis

Considere um sistema de dois niveis {|g), |e) } acoplado a um reservatorio térmico

[9]. Os operadores de Lindblad relevantes sdo:

Ly =0_=]g){e|], (emissao esponténea), (5.30)

Ly =0, =le){g|], (absor¢ao térmica), (5.31)

com taxas 1 = ['(1 + ng,) e v2 = ['ngy,, onde ny, é a ocupagao média do reservatorio. A

equacao resultante descreve relaxacao populacional e mistura térmica.

5.5.4.2 Descoeréncia de Fase

Para um qubit? sujeito a ruido de fase, o operador de Lindblad é L = o, com taxa

v [9]. A equacgao resultante é:

dp__z

s H — .32
o h[ P+ (02p0. —p), (5.32)

o que suprime os elementos fora da diagonal de p sem afetar as populagoes — modelo
fundamental para descoeréncia quantica.
Assim, a Equacao Mestra de Lindblad constitui o formalismo universal para a

descri¢ao de sistemas quanticos abertos sob hipoteses de markovianidade. Seu papel

central na teoria da descoeréncia e na dinamica dissipativa a torna indispensavel em optica

4 Um qubit (ou bit quantico) é a unidade fundamental da informacdo quéntica e o andlogo quantico

do bit classico. Enquanto um bit classico assume os valores 0 ou 1, um qubit pode existir em uma
superposigao coerente de ambos os estados, descrita por um vetor de estado da forma |¢) = «|0) + §|1),
onde |af? + |B]? = 1.
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quantica, matéria condensada e ciéncia da informac¢ao quéantica. Além disso, fornece a
base matematica para a descricdo de canais quanticos, essenciais em computagao quantica

e protocolos de correcao de erros.

Com o formalismo da Equacao Mestra de Lindblad estabelecido, temos agora o
formalismo necessario para modelar como uma modificacdo estocastica na relagao de
dispersao, atuando como um ruido ambiental efetivo, pode induzir a descoeréncia em
um sistema quantico. No capitulo seguinte, este arcabouco serd aplicado diretamente ao
problema em estudo. Serdao apresentados os resultados originais, incluindo a derivagao de
uma equacao de Lindblad especifica para o modelo e a analise de como o emaranhamento

quantico evolui sob a influéncia desse mecanismo de descoeréncia.
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6 Resultados e Discussdes

Os resultados a serem discutidos nesta secao foram desenvolvidos em colaboragao
com larley P. Lobo, Gislaine Varao, Moises Rojas e Valdir B. Bezerra, e sdo baseados
no artigo LIV-Decoherence on Gravitational Cat States, publicado no periédico
Physics Letters B [25].

Nesse contexto de colaboracao, a derivagao geral da equagao mestra (Se¢ao 6.1) e a
andlise do tempo de descoeréncia (Secao 6.2) estabelecem a base tedrica. A contribuicao
original e foco deste TCC, apresentada na Secao 6.3, serd aplicar este formalismo a um
sistema de dois niveis para, entao, resolver a dinamica da matriz densidade, calcular
analiticamente a Concorréncia e analisar o fenémeno da 'Morte do Emaranhamento’ como

consequéncia direta do modelo.

6.1 Equacdo de Lindblad - Gravidade Quéntica

Como discutido anteriormente, alguns modelos de gravitacdo quantica preveem
que efeitos associados a essa teoria podem persistir mesmo no limite nao-relativistico
da dinamica de particulas. Esse comportamento dual é conhecido como mistura ultra-
violeta/infravermelha [2], e tornou-se recentemente uma linha de investigagao ativa na
comunidade de gravidade quantica. Nesse contexto, destacam-se propostas que envolvem
modificagdes do principio da incerteza, associadas a existéncia de um comprimento minimo
[32], alteragoes nas algebras no regime Galileano [3], bem como corregoes na relagao de
dispersao que impactam a equacao de Schrodinger [42].

Quando esse parametro flutua de forma aleatéria, denomina-se deformagao esto-
castica, o enfoque estocastico vem sendo restringido por observagoes astrofisicas, como
em explosdes de raios gama [41], embora seu estudo em sistemas quanticos ainda seja

relativamente pouco desenvolvido.

Um resultado de destaque é apresentado em [32], onde se mostra que uma equagao
de Schrodinger estocastica modificada, derivada de um principio de incerteza generalizado
(GUP), conduz a um mecanismo fundamental de descoeréncia. Apesar de os efeitos
previstos serem extremamente pequenos — ja que dependem das poténcias segunda e
quarta do comprimento de Planck (~ 1072 m) — espera-se que tais corre¢oes sejam
universais, dada a impossibilidade de blindagem contra a interacao gravitacional. Dessa
forma, elas devem impactar, por exemplo, sistemas compostos por duas particulas massivas
em superposigao de estados de posigao (os chamados gravcat states). Estudos recentes
mostram que, nessas condigoes, a incerteza gravitacional conduz inevitavelmente a formacao

de emaranhamento [7, 26, 27].
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Aqui, analisamos como os efeitos estocdsticos da gravidade quantica influenciam a
formacao de emaranhamento em sistemas quanticos. Para isso, adotamos uma abordagem
distinta, baseada em uma equagao de Schrodinger estocédstica com corregdo de primeira
ordem — e, portanto, com intensidade maior que a de [32] — a partir da qual derivamos

uma equagao de Lindblad.

Como visto em [25], sob uma lente fenomenolégica, uma das dire¢oes mais promis-
soras de investigacao em gravidade quantica explora a ideia de que a esséncia quantica do
espago-tempo pode deixar vestigios nas caracteristicas cinematicas das particulas. Essas
variagoes em relagdo ao comportamento classico se entrelacam com a energia e o momento
das particulas de teste e sdo atenuadas pela escala de energia associada a gravidade quan-
tica. O efeito se revela através de uma alteracao efetiva no hamiltoniano das particulas
livres. Diferentes teorias de gravidade quantica oferecem previsdes divergentes sobre como
tais variagoes podem surgir. Uma abordagem fenomenoldgica para capturar essas corre¢oes
e analisar suas manifestacoes consiste em considerar uma relacao de dispersao alterada

para particulas com energia E, momento p e massa M, da seguinte maneira:

E 2
M?*c* = () —p? — L&, (M) Pp* ™, (6.1)

c
onde ¢! = FEp/c ~ 6,5N.s é o momento de Planck, Ep ~ 1,22 x 10! GeV denota a
energia de Planck, ¢ é a velocidade da luz e &, sdo varidveis esperadas para ter uma
magnitude da ordem de unidade. Conforme mencionado anteriormente, essa férmula inclui
corregoes gerais que sao influenciadas pela energia e pelo momento das particulas que

servem como teste.

A astrofisica relativistica oferece o contexto mais prevalente para investigar os efeitos
decorrentes dessas corregoes, uma vez que sao intensificados pelas energias das particulas.
Entretanto, investigacoes recentes indicam que essas corre¢oes podem igualmente impactar
escalas nao relativisticas, que estao agora sendo restringidas pela sensibilidade da escala
de Planck. Neste contexto, como mencionado em [42], as contribui¢bes mais significativas

surgem de corregoes que sao proporcionais as poténcias da massa e do momento:

p2
E=-—t_—
201 T anr

En(Me)*p". (6.2)
Os sistemas quanticos ofereceram a mais significativa perspectiva para a pesquisa
desses efeitos no infravermelho. Para isso, foi essencial formular uma equagao de Schro-
dinger correspondente. De fato, ao realizar uma folheacao do espago-tempo e quantizar
a Eq.(6.2) ou ao calcular o limite nao relativistico da equagao de Klein-Gordon que se
alinha com (6.2), a equagao de Schrodinger adquire a forma
h2h¥
- 2M

L 23;1 Eu(Mc)*™" [~h2hY (V; — ieAS) (V; — ieAS)] ] v (63

Hynpput) = (Vi —ieAf —iMAY) (V; — ieAS — iMA) + e, + M,
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Aqui, ¢ e AY representam os potenciais escalar e vetorial associados ao eletromagnetismo,
sendo e a carga elétrica da particula. As quantidades ¢ e AY referem-se ao potencial escalar
do campo gravitoeletrostatico e ao potencial vetorial do campo gravitomagnético para
uma particula com massa M, como indicado em [33]. Por sua vez, h;; denota a métrica

espacial do folheamento.

Foram analisados diversos efeitos que derivam dessa equacao, abrangendo alteragoes
nos niveis de Landau, nos niveis de energia do oscilador harmoénico e no principio da
equivaléncia fraca [42]. Foi igualmente demonstrado que existe uma correspondéncia um-
para-um entre a abordagem da relacao de dispersao alterada e a que modifica o principio
da incerteza devido a um comprimento minimo [42]. Essa conexao revelou-se fundamental
para mapear as restricoes identificadas em diferentes contextos de principio da incerteza
generalizada (GUP)! e na relagao de dispersio modificada (MDR), proporcionando avangos
significativos em relagao aos limites previamente estabelecidos. Apesar dessas alteragoes,
o sistema se mantém isolado e a natureza quantica do espaco-tempo nao provoca efeitos

adicionais, como a descoeréncia.

Entretanto, recentemente, o foco se voltou para a possibilidade de que flutuac¢oes no
espago-tempo, causadas pela gravidade quantica, possam nao apenas alterar o hamiltoniano,
mas também trazer efeitos de descoeréncia em sistemas quanticos. Matematicamente, isso
¢é expresso por uma equacao de Lindblad que regula a evolucao da matriz de densidade
do sistema. Esses efeitos surgem de forma natural a partir do GUP quando o parametro
de deformacao é estocastico. De fato, o proprio GUP nao ¢ essencial, ja que o elemento
central é uma equacao de Schrodinger parametrizada de maneira estocéstica, da qual uma

matriz de densidade média evolui sob uma equacgao de Lindblad.

Considere, entdo, a equagdo de Schrodinger (6.3) com parametros que flutuam,
simbolizados por &,. Analisamos a situacdo em que os potenciais vetoriais se tornam nulos

e tratamos cada valor de n separadamente. Isso gera um hamiltoniano com forma
H=FK +ep.+ Md, — &0(Mc)> ™(2M)"s K** = Hy + Hy,, (6.4)

onde K = —%h” V.V, é o operador energia cinética, Hy=K+ ¢e + M ¢, representa o
hamiltoniano que nio passa por deformacio e Hy, = —&,((Mc)3~"(2M)"z" K™/2 expressa
a correcao hamiltoniana resultante de MDR ou GUP. Esse hamiltoniano influencia a
evolugao temporal do vetor de estado |¢), e a sua correspondente matriz de densidade de

estado puro g = |¥)(¢)| obedece & equacao de Liouville-von Neumann.

hoh[0) = (Ho+ Hyp)l) = dho = —5[Ho + Hens ). (6.5)

1 O Principio da Incerteza Generalizado (GUP) postula a existéncia de um comprimento minimo

mensuravel. Formalmente, o GUP pode ser derivado de "relacbes de comutagao deformadas", que
modificam o comutador canonico de Heisenberg.
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Para examinar esta equagdo, seguimos as etapas mencionadas em [14]. Estabelece-

mos um novo hamiltoniano e sua perturbacao aleatéria como

Ay = Hy + g(K), (6.6)
Flgm = Hy, — g(K), (6.7)

onde g(K) = (Hy,,) e (x) indica a média em relagao ao processo estocéstico. Isso assegura
que <[:Ién> =0.

A caracteristica estocéstica de &, levard a formulagao de uma equacgao mestra que
elucida um sistema quantico aberto, conforme iremos demonstrar a seguir. Com base na
metodologia apresentada em [32], consideramos a contribui¢ao hamiltoniana modificada
H ¢+.n como representando a interacao da particula com os graus de liberdade gravitacionais.

Operamos na representagio de interacio, definindo o estado [!) como
) = e~ iy, (6.8)
I[sso nos permite escrever a equacao de Schrodinger como
ihd |y = e =TTy = [T [T, (6.9)

Portanto, a equacao de Liouville-von Neumann referente a matriz de densidade
of = [¢1) (4] na representacio de interacdo se transforma em

7 A
00" = — 711, 0') (6.10)

A solugao formal dessa equacao é:

v [t

-5 [HL (), p" ()]t (6.11)

In

o' (t) = 0'(0)

Substituindo (6.11) de volta em (6.10) resulta

00! (1) =~ LB (1), o O0)] = o5 [ [A @), 1B (0). 0 ()] e, (612)

onde utilizamos a aproximaciao de Born-Markov para incorporar H{!(t) na integral como
uma func¢ao unicamente dependente de t. Consideramos &, como um ruido gaussiano com

média constante e autocorrelagao acentuada:

<€n(t)> =1, §n = tQGXn(t)ﬂ <Xn(t)a Xn(t/» = (5<t - t/)7 (6'13)

onde tgoq representa a escala temporal da gravidade quantica, presumivelmente da magni-
tude do tempo de Planck.

Dado que a equagao de evolucao apresenta flutuacoes, analisamos a matriz de

densidade média (p) = p para investigar o sistema quéntico. A equacao diferencial média
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pode ser obtida através do método de expansao cumulante, desenvolvendo as equagoes de

movimento de p! em funcio do cumulante do operador [ﬁ 7. %] [40]:
tora A
o' =~ [ ([0, 1), o (0]t (6.14)
O 9’

Considerando que H éln(t) siga as estatisticas de ruido branco gaussiano, é obtida a
equacgao de evolugao:

0! = —taa(MOP M) [ (60(1), &) [(RT)V2(0), 1K1 (1), ' (1]

0.2

—55tac [(KN)"2 (K12, 1], (6.15)

onde o, = ((Mc)3"(2M)"z". Para a matriz densidade p = e~ H6t/ipleiflit/h & obtida a

principal expressao para este trabalho, a equagao mestra de Lindblad:
~ 2
112 ~ ~ o) ~ A
Oplt) = —7 [K+V = 0u k"2 p(t)] = S5t0a |[K"2(0), [K"2(0),p(1)] . (6.16)
Esta equacao descreve um sistema quantico aberto que sofre descoeréncia devido a
flutuagoes do espaco-tempo quantico. A intensidade da interacao com o meio ambiente
é definida por o,, que é influenciada pela massa do sistema. Quando n = 1, nosso
Lindbladiano \/ K p é semelhante ao apresentado em [3], embora este tltimo empregue
componentes de momento p; como Lindbladianos. Para n = 2, o termo de Lindblad se
assemelha ao de [8], onde p? oc K serve como Lindbladiano. No cenério de n = 3, um novo

termo K3/2 é introduzido.

6.2 Tempo de Descoeréncia

Para calcular a escala temporal de descoeréncia, analisamos uma particula nao
relativistica livre com Hy = K — 0, K™?. Na representacao de momento, os elementos
da matriz de densidade p,, = (p|p|q) (sendo |p) um autovetor de momento) evoluem

conforme:

O = |1 (BW) — B(@)) = o (") = B"*@))"] o (6.17)

onde £ = E — 0,E™?2. A solucao fornece as componentes da matriz densidade:

p®) = ppa(0) 50 [+ (B(p) = B(@))t] exp [~ (B25) - 22(0)) o] (619

Elementos que nao estao na diagonal sao reduzidos pelo fator de amortecimento
2
on, tendo um tempo de descoeréncia definido como 7p = 1/(0, (AE”/ 2) ), sendo que
2 2
(AE”/Q) = (E”/Z(p) — E”/Z(q)) . Substituindo ¢ = ¢/E,, o tempo de descoeréncia se
torna:
22—n h2 Eg

TDm = . 6.19
P (M)t (AEM2) toa (6:19)
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Para a comparacao com os modelos de descoeréncia gravitacional quantica relati-
vistica, estabelecemos M = E/c? e AE™? ~ E™?2. Ao considerarmos toq = t, = h/E,
(tempo de Planck), chegamos a um tempo de descoeréncia que nao depende de n:

3

Tp X hFZ, (620)

Compartilhando a dependéncia energética do modelo de Ellis-Mohanty-Nanopoulos [17].

O objetivo é investigar como o LIV afeta o emaranhamento em estados quanticos massivos

que interagem através da gravidade.

6.3 Aplicacdo: Sistema de Dois Niveis

Para demonstrar uma consequéncia fisica direta do mecanismo de descoeréncia
derivado neste trabalho, aplicamos a equacao mestra (6.16) a um sistema composto por dois
qubits nao interagentes. Esta andlise, que constitui um dos resultados centrais do artigo
submetido [25], tem como objetivo investigar a evolugdo temporal do emaranhamento,
uma das mais frageis e importantes correlagoes quanticas, sob a influéncia das flutuagoes
do espago-tempo.

Um qubit é um sistema de dois niveis de energia, descrito numa base de autoestados

de energia por uma hamiltoniana de evolucao H, dada por

E | e
2 + 2 0 6] : (6.21)
2

A

0:
E _
0 2

onde F/2 é o nivel de energia fixa de referéncia e ¢/2 é o desvio no nivel de energia. Os

1 0
| 1) = H , = H , (6.22)

essa é a chamada base computacional.

autoestados sao

Utilizando a matriz de Pauli o, = diag(1, —1) e a matriz identidade }¥, pode-se

escrever essa hamiltoniana como

A E €
Hy=—W¥+ —0.. 6.23
0Tt T o (6.23)
Se essa hamiltoniana puder ser definida por meio de um acoplamento minimo com
um campo eletromagnético, pode-se identificar Hy com a energia cinética da particula,
onde 0 momentum minimamente acoplado é dado por (2.13). Nesse caso, teremos Hy=K
em (6.16).

1

A suposicio AE™? ~ E™/2? corresponde ao cenério em que a separacio de energia entre os estados em
superposicao é da mesma ordem da energia da particula. Esta é uma estimativa fisicamente motivada
ao se buscar um limite superior para a taxa de descoeréncia.
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Um sistema de 2 particulas livres (V = 0) é dada pela hamiltoniana, que vamos

chamar de K, por conveniéncia:

E+4+e 0 0 0

N 0 E 0 0
K=FEFQFKF+e,®0, = (6.24)

0 K 0

0 0 0 E—e

Esse operador serd utilizado na equagao de evolucao (6.16) para estudar os efeitos de
descoeréncia. O estado que descreve as duas particulas é dado pelo produto tensorial (5.1),

onde ¢; 2 ¢ o estado da particula 1, 2.

O sistema ¢é preparado no instante ¢ = 0 em um estado maximamente emaranhado,
especificamente o estado de Bell |[®*) (5.6) que serd chamado de |[¥(0)). O estado inicial

é, portanto:
1

2
A matriz densidade inicial, p(0) = |¥(0))(¥(0)], que ao realizar esse produto o resultado

[V (0)) (1) +144) (6.25)

S

se d4 em sua forma matricial,

p(0) = (6.26)

iR O O Nl
o O O O
o O O O
= O O N

descreve um sistema com o maximo grau de emaranhamento.

Tomamos como ansatz o seguinte formato da matriz densidade dependente do

tempo, que corresponde a um chamado estado-X

pu(t) 0 0 pu()
0 p2() palt) O
0 pa(t) pas(t) O
pu(t) 0 0 pult)

Assim, ao aplicar (6.16) ao sistema. Obtemos os termos nao nulos da matriz

p(t) = , (6.27)

densidade da equacao mestra de Lindblad que rege este sistema:

Ph1(t) = pho(t) = pa3(t) = pia(t) = poy(t) =0
, 2iepa(t)  iAupu(t)  toeAZpu(t
J(t) = %4()+ 7;4()_ Qa h214()’

onde A, = o, ‘(E + )2 — (E — )™/ 2’. E lembrando que a matriz densidade é hermitiana,
o que significa que a evolucao temporal dos termos cruzados da matriz esta bem determinado
pelas equagdes acima. A, combina a intensidade da interacdo com o ambiente , dada por

on, com a diferenca entre os autovalores do operador de Lindblad Kn/? para os estados
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que compoem a superposi¢ao. A equagao mestra que governa a dinamica do sistema foi
resolvida para os elementos da matriz densidade utilizando a fung¢ao DSolve do software

Wolfram Mathematica. Os elementos nao nulos da matriz que rege o sistema sao dados

por:
1
p11(t) = paa(t) = 3 (6.28)
1 2iet 1At togAit
p1a(t) = SEXD | = = e = T (6.29)
par(t) = pia(t) (6.30)

Note que os elementos da diagonal que representam as populagdes (p11 € paq)
permanecem constantes, enquanto os elementos fora da diagonal (p14 € p41), que carregam
a informacao do emaranhamento, decaem exponencialmente com uma taxa determinada

pela parte real do expoente.

Para quantificar a evolugdo do emaranhamento, utiliza-se a Concorréncia, C(p),
esta pode ser definida como uma régua que mede a “for¢ca” do emaranhamento entre duas
particulas quanticas, como dois qubits. Imagine o emaranhamento como uma conexao
invisivel e especial entre essas duas particulas. A concorréncia nos d4 um niimero exato para
o quao forte é essa conexao. A Concorréncia varia de C' = 1 para estados maximamente
emaranhados a C' = 0 para estados separdveis (ndo emaranhados). Entéo, a concorréncia
pode ser vista como uma ferramenta matematica para “ ver o quao emaranhado este par
de particulas esta” [31, 43].

O céalculo da Concorréncia para uma matriz densidade genérica p é complexo. Envolve
calcular os autovalores da matriz nao-hermitiana R = p(o, ® o0,)p*(0, ® 0,). Se o0s

autovalores de R sdo A\; > Ay > A3 > )4, a Concorréncia é dada por:?

C(p) = max(0, /A1 — Ao — /A — /M) (6.31)

Felizmente, para a classe de matrizes densidade conhecidas como estados-X, que
possuem elementos nao nulos apenas na diagonal principal e na anti-diagonal, a formula
pode ser drasticamente simplificada [31]. A matriz densidade p(t) do nosso sistema, que
parte de um estado de Bell e evolui sob a equagao mestra derivada, pertence a essa classe.

Para tais estados, a Concorréncia ¢ dada por:

C(p) = 2max(0, |p2s| — v/pr1paa; |pr1a] — /P22p33)- (6.32)

No nosso caso especifico, a solugdo analitica mostra que os elementos pas(t), pss(t)

e pos(t) sdo identicamente nulos para todo tempo ¢. Isso simplifica a Eq. (6.32):

C(p(t)) = 2max(0, [pra(t)]). (6.33)

A fungao max(0, X) retorna o maior valor entre seus argumentos. Sua presenca na definigdo da
Concorréncia assegura a condicao fisica de que o emaranhamento é uma quantidade nao-negativa
(C > 0), forgando qualquer resultado de cdlculo negativo a ser zero.

2
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Como o médulo |p14(t)| é sempre uma quantidade nao negativa, podemos remover o

operador max, chegando a uma simples relacao:
C(t) = 2|pra(t)]- (6.34)

Esta equacao é fundamental, pois demonstra que, para o nosso sistema, a dinamica do
emaranhamento é governada diretamente pela evolu¢ao do elemento de coeréncia p4(t).

Substituindo a solugao analitica para pi4(t) encontrada, obtemos a expressao para
a evolucao da Concorréncia:

1 2ieAt  togAit toa A2t
C(t):2‘Qexp <— T )| = exp <_h? : (6.35)

Isso nos permite identificar a taxa de decaimento exponencial do emaranhamento.

O resultado da simulacao numérica demonstra inequivocamente que o emaranha-
mento do sistema decai com o tempo devido a descoeréncia induzida pelo modelo. Este
fenomeno é conhecido como “morte do emaranhamento” [10], no qual a correlagao
quantica inicial é irreversivelmente destruida pela interacao com o “ambiente” efetivo

criado pelas flutuacoes do espago-tempo. O comportamento ¢ ilustrado na Figura 3.

1.0

— A4Ay=1,e=5
0.8+ b

0.6+ 1
04+ 1

0.2+ 1

0.0\|\|\||\|\|\||I||||
0 1 2 3 4 5 6

Figura 3 — Evolugao temporal da Concorréncia C(t), obtida numericamente a partir da
solugdo da equac@o mestra para um estado de Bell inicial (b = 1, tge =
1, A, =1, e=5).

Esta andlise fornece uma previsao concreta e testavel do modelo: a existéncia de
um mecanismo de descoeréncia fundamental, originado na gravidade quantica, impoe um
tempo de vida finito para o emaranhamento quantico. Tal efeito, embora possivelmente
pequeno, poderia, em principio, ser procurado em experimentos de alta precisdo envolvendo
sistemas quanticos massivos. Os detalhes da implementagao e o cdédigo utilizado no Wolfram

Mathematica, para a resolucao desse sistema, sao apresentados no Apéndice.

A anélise apresentada neste capitulo demonstrou quantitativamente como as flutu-
agoes estocdasticas na cinematica, inspiradas por modelos de gravidade quantica, levam

a um decaimento mensuravel do emaranhamento. Este fend6meno, fornece uma previsao
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concreta e testavel do modelo. Tendo detalhado estes resultados, o proximo passo sera
sintetizar as conclusoes, discutir as implicagoes mais amplas da abordagem fenomenologica
adotada e apontar possiveis dire¢oes para investigacoes futuras neste promissor campo de

pesquisa.
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7 Consideracoes finais

Neste trabalho, foi realizado um exame sobre as implicagoes fenomenologicas que
os modelos de gravidade quantica podem ter em sistemas quanticos que sao acessiveis,
concentrando-se em como a relagdo de dispersao pode ser alterada de maneira estocastica
e nas repercussoes disso para a equacao de Schrodinger. Através de uma revisao tedrica e
da formulagao discutida, foi viavel utilizar técnicas de perturbagao para calcular corregoes

nos niveis de energia e analisar os efeitos dessas corregdes sobre o processo de descoeréncia.

Os achados confirmam a hipétese de que efeitos gravitacionais a nivel quantico,
embora extremamente diminutos, podem provocar mecanismos universais que resultam
na perda de coeréncia em sistemas quanticos. Essa descoberta é de grande relevancia,
pois indica que a gravidade quantica pode produzir indicios observaveis nao somente
em cenarios astrofisicos de alta energia, mas também em experimentos de baixa energia,
contanto que esses sejam suficientemente precisos. Exemplos desse fendmeno incluem
sistemas confinados, como pontos quanticos, ou estudos com atomos frios, onde corre¢oes

sutis podem ser investigadas.

Apesar das atuais limitagoes praticas, a abordagem fenomenolégica mostrou-se
crucial para estabelecer conexdes entre a teoria e a observacao. A andlise da descoeréncia
resultante de corre¢des gravitacionais quanticas demonstra como fenémenos que costumam
ser associados a escalas que nao podem ser alcancadas podem se manifestar, mesmo que de
forma indireta, em sistemas de laboratério. Além do mais, a descrigao por meio de equagoes
mestras, incluindo a equacao de Lindblad, permite generalizacoes que considerem ruidos
gravitacionais de natureza estocastica, criando uma base mais ampla para a avaliagao de

sistemas abertos.

Dessa forma, conclui-se que a pesquisa fenomenolégica em gravidade quantica
representa um campo de investigagdo promissor e indispensavel. Embora o caminho
rumo a uma teoria completa seja incerto, trabalhos como o apresentado ajudam a definir
os limites do espago de parametros fisicos que ainda carecem de exploracdo, além de
sugerir possiveis diregoes experimentais para a identificagdo de efeitos sutis. Essas dire¢oes
abrangem desde sistemas quanticos microscopicos de alta precisao, como atomos frios e
osciladores optomecénicos, até observacoes astrofisicas. Os resultados desses experimentos
sdo cruciais para impor vinculos aos parametros dos modelos, um esfor¢o continuamente
atualizado em compilagbes como as "Data Tables"para violacao de Lorentz [22]. No futuro,
melhorias na precisao experimental poderao possibilitar a verificacao de hipdteses que, até
entdo, eram apenas especulativas, aproximando a fisica tedrica de uma compreensao mais

aprofundada da estrutura fundamental do espago-tempo.

Em resumo, este estudo enfatiza a importancia de continuar a busca por indicios
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da gravidade quantica em variados contextos energéticos, ressaltando que a conexao entre
teoria e observacao deve ser construida através de aproximagoes fenomenolédgicas, que sao

capazes de guiar experimentos e traduzir conceitos abstratos em previsoes praticas.
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APENDICE A - Cédigo do Wolfram
Mathematica

Este apéndice contém o codigo principal utilizado no Wolfram Mathematica para
simular a dindmica de um sistema de dois qubits em um estado de Bell sob a influéncia da

decoeréncia induzida por gravidade quantica, conforme discutido no Capitulo 6.

Listing A.1 — Codigo principal da simulagdo no Wolfram Mathematica.

(* ::Package:: *)
(x ::Title:: *)

(*DSR-induced correlationsx*)

(xDefinicao das matrizes e operadores basex*)

$Assumptions = {e > 0, \[Epsilon] > 0, w > 0, m > O, \[Etal > 0, 1 > O,
tp > 0, h > 0, \[Deltal] > 0, \[Omegal > 0, \[Xi] \[Element] Reals,
n \[Element] Integers && n > 0};

sz = {{1, 0}, {0, -1}};
s1 = {{0, 1}, {1, 0}};
id = {{1, 0}, {0, 1}};

(* Hamiltoniano nao perturbado para o sistema de dois qubits *)
K = e KroneckerProduct[id, id] + \[Epsilon]/2 KroneckerProduct[sz, id] +
\ [Epsilon]/2 KroneckerProduct[id, sz];

(*Definicao do Hamiltoniano perturbado e dos termos da equacao de Lindbladx)

(* Parametro sigma_n da perturbacao *)
sn = (2xm)"((n - 2)/2)*(m*c)”(3 - n)*1;

(* Hamiltoniano completo (nao perturbado + perturbacao) *)

H = K - sn*MatrixPower[K, n/2];

(* Matriz densidade generica para o sistema de dois qubits *)
Density = {{p11[t], 0, O, p14[t]l}, {0, p22[t], p23[t], 0},
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{0, p32[t], p33[t], 0}, {p41lt]l, 0, O, p4d[tl}};

(* Funcao para o comutador *)

commutator[A_, B_] := A.B - B.A;

(* Termo dissipativo (Lindbladiano) da equacao mestra *)
kn = MatrixPower[K, n/2];

source2 = sn”2*tp/(h~2)*commutator [kn, commutator[kn, Density]l];

(* Equacao Mestra de Lindblad Completa *)
Lindblad0 = D[Density, t] - (-I/h commutator[H, Density] - source2);

(*Condicoes iniciais para um estado de Bellx)

(* Vetor de estado inicial parametrizado por theta *)
initialstate2 = Sin[\[Thetal] KroneckerProduct[{{0}, {1}}, {{0}, {1}}] +
Cos[\[Thetal]] KroneckerProduct[{{1}, {0}}, {{1}, {0}}]1;

(* Matriz densidade inicial *)

initialdensity2 = initialstate2.Transposel[initialstate2];

(*Solucao numerica do sistema de EDOs*)

(* Definindo o sistema de equacoes a ser resolvido.
0 estado inicial eh o de Bell com theta = Pi/4 *)

systeml = {Lindblad1[[1]]1[[1]] == O, Lindbladi[[1]][[4]] == O,
Lindblad1[[2]]1[[2]] == O, Lindblad1[[2]]1[[3]] == O,
Lindblad1[[3]]1[[2]] == 0, Lindblad1[[3]][[3]] == 0,
Lindblad1[[4]]1[[1]] == O, Lindblad1[[4]][[4]] == O,
p11[0] == Cos[\[Thetall~2, p14[0] == Cos[\[Thetal] Sin[\[Thetal],
p22[0] == 0, p23[0] == 0, p32[0] == 0, p33[0] == O,
p41[0] == Cos[\[Thetal]l Sin[\[Thetall, p44[0] == Sin[\[Thetal]l"2} /.

{\[Theta] -> \[Pi]/4};

(* Resolvendo numericamente com NDSolve *)
solution2 = NDSolvel[systeml, {pll, pl4, p22, p23, p32, p33, p4l, pé4d},
{t, 0, 20000}, MaxSteps -> 1000000];

(* Extraindo as solucoes para cada elemento da matriz densidade *)

RR11 = Evaluate[pl11[t] /. solution2];
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RR14 = Evaluate[p14[t] /. solution2];
RR22 = Evaluate[p22[t] /. solution2];
(* ... (demais elementos) ... *)

RR44 = Evaluate[p44[t] /. solution2];

(¥Calculo e plot da Concorrenciax)

(* Funcao para a Concorrencia *)

C41 = Plot[Evaluate[2 (Abs[RR14] - Sqrt[Simplify[RR11]*Simplify[RR44]1)],
{t, 0, 207},
PlotRange -> {{0, 6}, {0, 1}}, Frame -> True,
FrameLabel -> {"t", "C"},
PlotLegends -> Placed[Linelegend[{"An = 1, \[Epsilon] = 5"}], {Right, Topl}]

1;

(x Define o sistema de EDOs e as condicoes iniciais *)

system2 = {Lindblad1[[1]]1[[1]] == O, Lindblad1[[1]]1[[4]] == O,
Lindblad1[[2]]1[[2]] == 0, Lindblad1[[2]]1[[3]] == 0,
Lindblad1[[3]][[2]] == 0, Lindbladi[[3]][[3]] == O,
Lindblad1[[4]][[1]] == O, Lindbladi[[4]1][[4]] == O,
Subscript [\ [Rho], 11][0] Cos[\[Thetal]l"2,
Subscript [\ [Rho], 14][0] Cos[\[Thetal] Sin[\[Thetall,
Subscript [\ [Rho], 22][0] 0, Subscript[\[Rho], 23][0] == 0,
Subscript [\ [Rho], 32][0] 0, Subscript[\[Rho], 33][0] == O,
Subscript [\ [Rho], 41][0] Cos[\[Thetal]l Sin[\[Thetal],
Subscript [\ [Rho], 44][0] Sin[\[Thetal]l 2};

(* Resolve o sistema analiticamente *)
solution3 = DSolve[system2, {Subscript[\[Rho], 11][t], Subscript[\[Rho],
14] [¢],
Subscript [\ [Rho], 41][t], Subscript[\[Rho], 44][t], Subscript[\[Rho],
22] [t],
Subscript [\ [Rho], 23]1[t], Subscript[\[Rho]l, 32]1[t], Subscript[\[Rho],
331 [t]}, t]
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