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RESUMO

Nos calculos atuariais para mais de um individuo, € comum assumir a independéncia entre 0s
tempos residuais de vida. Contudo, para determinados grupos de individuos, como casais,
gémeos e familias, essa suposi¢cdo pode ndo ser valida, visto que os tempos de vida podem estar
interligados por diversas causas; dentre elas, destacam-se os efeitos de desastres comuns, a
dependéncia por estilo de vida e a sindrome do coragdo partido, observada especialmente entre
casais. Consequentemente, essa realidade, ao ser ignorada, pode afetar as premissas do calculo
atuarial, uma vez que se supde independéncia. Para verificar essa questdo empiricamente, este
trabalho implementa uma abordagem de dependéncia por meio de um modelo de fragilidade
compartilhada com distribuicdo gama para verificar se existe dependéncia entre os tempos
residuais de vida de casais e explorar se essa relacdo gera impacto na precificacdo de anuidades
para multiplas vidas. Para aplicacdo do modelo, utilizou-se uma base de dados secundaria
coletada a partir de registros historicos do site da Familysearch. Os resultados revelaram
existéncia significativa de dependéncia entre os residuais de vida e a auséncia de diferenca
estatisticamente significativa entre a sobrevivéncia por sexo. Ao considerar a fragilidade na
sobrevivéncia, observa-se que a sobrevivéncia com a dependéncia tende a ser superior em
relacdo a pratica comum de independéncia, e que essa diferenca cresce a medida que as idades
aumentam. Isso também corresponde ao efeito gerado nas rendas, o que indica que o valor da
anuidade independente é subvalorizado. Assim, conclui-se que ha evidéncias estatisticas de
dependéncia entre os tempos residuais de vida de casais e que essa dependéncia gera impacto
no preco das rendas, que passam a ser superiores em comparacao com a pratica de mercado.
Palavras-chave: Célculo Atuarial. Mdltiplas Vidas. Modelo de Fragilidade Compartilhada.
Anuidades. Dependéncia.



ABSTRACT

In actuarial calculations for more than one individual, it is common to assume independence
between residual lifetimes. However, for certain groups of individuals, such as couples, twins,
and families, this assumption may not be valid, since lifetimes may be interconnected due to
various causes; among them, the effects of common disasters, dependence due to lifestyle, and
the broken heart syndrome, observed especially among couples. Consequently, when this
reality is ignored, it may affect the assumptions of actuarial calculations, as independence is
presumed. To verify this issue empirically, this study implements a dependence approach
through a shared frailty model with a gamma distribution to assess whether there is dependence
between the residual lifetimes of couples and to explore whether this relationship impacts the
pricing of multi-life annuities. For the model application, a secondary dataset collected from
historical records on the FamilySearch website was used. The results revealed a significant
existence of dependence between residual lifetimes and the absence of a statistically significant
difference in survival by sex. When considering frailty in survival, it is observed that survival
under dependence tends to be higher compared to the common independence practice, and that
this difference increases as ages rise. This also corresponds to the effect generated in annuities,
indicating that the independent annuity value is undervalued. Thus, it is concluded that there is
statistical evidence of dependence between the residual lifetimes of couples and that this
dependence impacts annuity pricing, which becomes higher compared to standard market
practice.Keywords: Actuarial Calculation. Multiple Lives. Shared Frailty Model. Annuities.
Dependency.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONTEXTUALIZACAO E PROBLEMA

A vida cotidiana envolve diferentes fendmenos de risco que podem ser caracterizados
pela possibilidade de ocorréncia de um evento aleatorio, em que exista incerteza sobre qual
resultado ocorreréd (Harrington; Niehaus, 2004; Rodrigues, 2008).

A luz dos fendmenos de risco predominantes na sociedade contemporanea, Fromm
(2022) destaca como a Industria da Protecdo — a triade seguro, seguranca e seguridade —
constitui um sistema complexo voltado para a mitigacdo de riscos e para garantir o "bem-estar"
de individuos, familias e organizacGes. Nessa triade, o seguro constitui um instrumento de
cobertura de riscos ao oferecer compensagao financeira por perdas e danos.

Assim, a racionalidade do seguro envolve precificar riscos de eventos incertos para
oferecer garantias mediante o acontecimento desses eventos inesperados (Fromm, 2022).
Portanto, a precificacdo expressa diretamente a funcionalidade do seguro, ja que deve refletir o
risco realmente assumido em um evento para que as seguradoras consigam obter os seus
objetivos e, assim, possam arcar com as garantias estipuladas nos contratos (Rodrigues, 2008).
Visto que quaisquer distor¢des no processo de precificacdo podem gerar impacto sobre a
solvéncia das seguradoras e comprometer as indenizacGes devidas aos segurados (Rodrigues,
2008).

No que se refere a precificacdo e a sua forma, os seguros se dividem em dois ramos,
seguros de danos e de pessoas (Rodrigues, 2008; Fromm, 2022). O seguro de danos € uma
modalidade que visa proteger o patrimonio do segurado contra prejuizos financeiros causados
por eventos diversos, como incéndios, roubos, acidentes e desastres naturais (Susep, 2025). Os
do ramo de pessoas sdo contratos que oferecem protecdo financeira para o individuo e para a
sua familia em caso de eventos referentes a sobrevivéncia, morte, invalidez ou morbidez (Susep,
2025; Rodrigues, 2008). Por cobrirem eventos biométricos, 0s seguros de vida consideram, na
sua precificacdo, os valores das probabilidades de ocorréncias desses eventos, mensurados a
partir das estimativas dos tempos residuais de vida dos individuos — também conhecidos como
tempos restantes de vida, tempos futuros de vida ou tempos até a ocorréncia da morte —
usualmente considerados independentes (Alai; Landmann; Sherris, 2013).

Em contrapartida, a suposicdo de independéncia nem sempre é considerada valida,

especialmente nos calculos para multiplas vidas, ja que ha casos em que alguns individuos, por
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compartilharem riscos semelhantes devido a fatores genéticos, ambientais ou estilos de vida
parecidos, podem apresentar tempos de sobrevida correlacionados (Alai; Landsman; Sherris,
2013). Exemplos disso podem ser observados em casais, gémeos ou grupos de familiares
(Colosimo; Giolo, 2006; Frees; Carriere; Valdez, 1996).

Neste sentido, alguns estudos tém apresentado evidéncias de que, em determinados
casos, 0s tempos residuais de vida podem ter dependéncias, especialmente entre casais
(Giovanni; Pirra; Viviano, 2025; Gomes, 2024; Henshaw; Constantinescu; Pamen, 2020; Lee;
Cha, 2018; Spreeuw; Owadally, 2013; Gourieroux; Lu, 2013; Luciano et al., 2008). Os estudos
sobre dependéncia entre casais indicam trés principais causas para a existéncia de dependéncia,
que sdo desastre comum, estilo de vida e sindrome do coracdo partido. A primeira causa,
desastre comum, refere-se aos eventos que podem impactar ambos os integrantes de um grupo;
o estilo de vida reflete o impacto comportamental dos habitos entre individuos dos casais, sejam
eles de salde, de alimentacdo ou de diferentes fatores, como, por exemplo, socioecondémicos;
e, a terceira, a sindrome do coracdo partido, que reflete as mudancas nas probabilidades de
morte de um integrante do casal apds a morte de um conjuge (Gomes, 2024; Gourieroux; Lu,
2013).

Lee e Cha (2018) indicaram varios estudos que buscaram desconsiderar a independéncia
presente nos tempos residuais de vida para grupos, entre eles estdo: a) Frees, Carriere e Valdez
(1996), Youn e Shemyakin (1999), Youn e Shemyakin (2001), Carriere (2000), Luciano, e
Spreeuw e Vigna (2008), que implementaram modelos de copulas; b) Marshal e Olkin (1967),
Panjer (1994), e Denuit, Frostig e Levikson (2006), que destacaram o modelo de common shock;
¢) por fim, os estudos de Norberg (1989), Wolthuis (2003), Ji, Hardy e Lee (2011), e Spreeuw
e Wang (2008), que abordaram os modelos multiestados.

A dependéncia do risco de morte é geralmente levada em consideracdo na literatura
atuarial pela introducdo de modelos de copulas especiais com densidade continua (Gourieroux;
Lu, 2013). Estes se apresentam como ferramentas amplamente utilizadas, dadas as suas
vantagens de flexibilizacdo e a sua capacidade de capturar estruturas complexas. Ademais, 0s
modelos realizam analises univariadas e as conectam para formar distribui¢des multivariadas.
Assim, conseguem modelar diferentes estruturas de dependéncia entre variaveis (Joe, 1997;
Nelsen, 2006).

Contudo, embora as copulas fornecam ferramentas poderosas e flexiveis, 0s modelos
podem, em alguns casos, apresentar complexidades e desafios, devido aos seus custos
computacionais, a necessidade de grandes volumes de dados observacionais e as dificuldades

da interpretacdo dos resultados (Frees; Carriere; Valdez, 1996).
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Nesse cenario, e diante dos desafios para se modelar, ganha destaque a relevancia dos
modelos estatisticos capazes de lidar com a heterogeneidade ndo observada e com a estrutura
de dependéncia entre individuos ou grupos (Onchere, 2022). A literatura recente aponta que
abordagens baseadas em riscos proporcionais, modelos de sobrevivéncia de longa duracéo e
distribuicdes flexiveis tém avangado significativamente, oferecendo alternativas robustas para
representar fendmenos complexos em contextos biomédicos, atuariais e sociais. Essas
contribuicdes reforcam a importancia de metodologias que ampliem a capacidade explicativa
dos modelos, a0 mesmo tempo em que preservam a consisténcia inferencial e a aplicabilidade
pratica.

Wienke (2010) destaca os modelos de fragilidade que podem capturar heterogeneidade
e riscos comuns de uma populacdo via fatores latentes (ex.: genéticos e socioeconémicos), o
que pode evitar vieses de estimacdo que ignoram as heterogeneidades, que, nesse contexto,
referem-se a fatores aleatérios ndo medidos e ndo observados que afetam o risco. Logo, a
utilizacdo de modelos de fragilidade pode contribuir para célculos atuariais mais precisos ao
verificar se ha impacto e, se houver, qual a magnitude do impacto da dependéncia entre 0s
tempos futuros de vida de grupos.

Diante do contexto apresentado, sobre a necessidade de aprimoramento nos célculos
atuariais para multiplas vidas, tem-se como pergunta de pesquisa: qual é o impacto da
dependéncia entre os tempos residuais de vida de conjuges, incorporada por meio de

fatores ndo observados, sobre a precificacdo de rendas para casais?

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo geral

Analisar o impacto da dependéncia entre os tempos residuais de vida de conjuges, incorporada
por meio de fatores ndo observados, sobre a precificacdo de rendas para casais.

1.2.2 Objetivos especificos

e Estimar a dependéncia, por meio dos modelos de fragilidade, entre os tempos de
residuais de vida de cbnjuges;
e Calcular as anuidades para multiplas vidas a partir das estimativas da dependéncia entre

0s tempos residuais de vida de conjuges;
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e Comparar os valores das rendas calculadas a partir das premissas de dependéncia e
independéncia entre os tempos de vida citados.

1.3 JUSTIFICATIVA

Os calculos de seguros e rendas para dois ou mais individuos, na maioria dos casos, sao
realizados de forma a considerar que os tempos residuais de vida entre individuos ndo possuem
ligacdo ou relacdo (Alai, Landsman e Sherris (2013). Contudo, essa aplicacdo pode néo refletir
diretamente a realidade e precisdo das estimativas sobre a mortalidade conjunta, visto que ao
se considerar a dependéncia, os valores de prémios de seguros e rendas podem ser super ou
subestimados (Gomes, 2024; Gourieroux; Lu, 2013).

A suposicdo de independéncia, nas associa¢des sobre tempos de vida, é frequentemente
adotada na prética atuarial (Onchere, 2022). Os modelos mais utilizados e as principais
premissas, as tabuas de vida, sdo construidos sem medir o efeito de associagdo. A precificacdo
de forma mais simples pode apresentar maior agilidade e uma complexidade reduzida nos
calculos atuariais, uma vez que ndo necessita de modelos estatisticos complexos ou
demora/obstaculos na coleta de dados bem estruturados que reflitam a realidade sobre grupos
populacionais especificos.

No entanto, segundo Alai, Landsman e Sherris (2013) as aplicagcdes dessa forma
aumentam o risco sistematicamente devido a dependéncia entre as vidas. Visto que, esse
aumento de risco muda as condi¢bes de convergéncia da lei dos grandes numeros, que €
importante na gestdo de riscos de carteiras de seguros. A dependéncia entre 0s eventos gera
resultados correlacionados, levando a uma variabilidade maior do que a esperada. Assim, a
média dos resultados pode demorar mais para convergir para o valor esperado, 0 que impacta a
teoria da lei dos grandes numeros e pode prejudicar a confiabilidade das estratégias de
gerenciamento de risco em seguros.

O presente trabalho busca realizar a analise de dependéncia mediante o uso de modelos
de fragilidade, que sdo modelos de sobrevivéncia que incorporam variabilidade ndo capturada
entre individuos ou grupos e que capturam a dependéncia ndo observada entre tempos de
sobrevivéncia, 0 que evita, assim, o vies de estimativas que ignoram heterogeneidade latente
(Colosimo; Giolo, 2006).

O estudo visa preencher lacunas e reforcar debates sobre a consideragéo de dependéncia,
dado que, no campo atuarial, as aplica¢cdes dos modelos de fragilidades podem ser bastante Uteis

para célculos de maultiplas vidas, pois possibilitam entender o efeito da heterogeneidade nao
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observada e permite a andlise da dependéncia entre os tempos futuros de vida de individuos
integrantes de um mesmo grupo, como casais, familias ou populacdes especificas e, assim
melhorar a precisdo nas projec6es de mortalidade conjunta (Carannante et al., 2023; Carannante
et al., 2024).

1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO

Para alcancar os objetivos propostos e responder a pergunta de pesquisa, o trabalho foi
organizado da seguinte forma: O capitulo 1 descreve o contexto introdutério em torno do tema
e os fatores que levam ao questionamento de pesquisa, com 0s objetivos a serem cumpridos e
a justificativa que fundamenta a realizacdo do estudo; o capitulo 2 apresenta uma revisao
literdria dos principais fundamentos atuariais para os célculos de rendas, além dos principais
estudos sobre dependéncia entre vidas e que apresentaram resultados relevantes sobre
aplicacdes em calculos atuariais; o capitulo 3 detalha a metodologia e os dados utilizados para
conduzir o estudo; no capitulo 4 sdo apresentados os principais resultados da pesquisa, além

das discussdes; e no ultimo, capitulo 5, apresentam-se as consideraces finais.
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2 REFERENCIAL TEORICO E EMPIRICO

2.1 TEMPO RESIDUAL DE VIDA E DESCONTO FINANCEIRO

Em atuaria, a abordagem do ramo vida, que concentra os campos de seguros e
previdéncia, esta relacionada a cobertura de sobrevivéncia e falha de eventos biométricos que
afetam os individuos. A abordagem predominante de estudo sobre as chances de sobreviver ou
falhar a determinadas causas € comumente tratada pela andlise de sobrevivéncia, a qual,
conforme descrita por Colosimo e Giolo (2006), € um campo de estudo que envolve diferentes
contextos e pode ser naturalmente aplicada a ocorréncia de diversos eventos, tais quais 0s
ligados a vida de pessoas ou até mesmo ao funcionamento de maquinas e objetos, e envolve
uma compreensdo completa dos fatores que influenciam a expectativa e chances de ocorréncias
desses eventos.

Em campos de estudos sobre analise de sobrevivéncia, como estatistica, medicina,
engenharia e demografia, as chances de os eventos ocorrerem sdo medidas a partir dos tempos
decorridos até o momento de permanéncia ou falha (evento contrario a sobrevivéncia) do evento
(Colosimo; Giolo, 2006).

Dessa forma, nos célculos atuariais, a avaliacdo estatistica das funcdes de sobrevivéncia
para eventos biométricos (ligados a medida de vida) € analisada por meio das implicacdes de
variaveis demogréficas (Dickson; Hardy; Waters, 2013). Para isso, considera-se a incerteza
guanto ao tempo de vida futuro dos individuos, definindo essa grandeza como uma variavel
aleatdria (Pires et al., 2021). Logo, por meio dessa abordagem, é possivel entender a dindmica
da sobrevivéncia e a probabilidade de eventos relacionados a vida e a morte (Dickson; Hardy;
Waters, 2013).

Matematicamente, de acordo com Dickson, Hardy e Waters (2013), o tempo de
sobrevivéncia T pode ser considerado uma variavel aleatdria continua ndo negativa (isto é, t >
0), com funcdo densidade f(t). No contexto da aturia, o tempo futuro de vida de um individuo
de idade x pode ser representado pela variavel aleatéria continua T,.. Assim, dada uma idade x
para um individuo, é possivel estimar a probabilidade de ele vir a falecer antes de decorridos t

anos por meio da Funcéo de Distribuicdo Acumulada E,(t), dada por:

Fx(t) = P(Tx <t) (1)

Logo, (1) representa a probabilidade de morte entre as idades x e x + t.
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A partir da funcéo de distribui¢do acumulada F, (t), obtém-se duas fung¢des fundamentais
na analise de sobrevivéncia: a funcdo de sobrevivéncia e a funcdo de densidade de

probabilidade. De forma complementar a equacéo (1), pode-se obter a funcao de sobrevivéncia
S, (1).

Sx(t) =1- Fx(t) = P[Tx = t] (2)

A equacdo (2) representa a probabilidade de um individuo de idade x sobreviver por ao
menos t anos, isto é, de estar vivo na idade x +t. Como caracteristica, a funcdo de
sobrevivéncia é monotona decrescente, e possui as seguintes propriedades: S, (0) = 1 e S, () =
0.

Por meio da funcdo de distribuicdo acumulada, € possivel descrever também a funcéo
densidade de probabilidade, que corresponde a probabilidade de um individuo sofrer um evento
em um instante especifico de tempo. Ela € denotada por f,(t) e obtida por meio da derivacédo

da funcéo de distribuicdo acumulada F, (t), conforme (3).

d d
fe®) = Fx(6) = ——Sx() (3)

A equacdo (4) representa a funcdo de risco, que também pode ser vista com a
denominagdo de taxa instantanea de mortalidade ou coeficiente instantaneo de mortalidade ou,

ainda, como o risco de (x) morrer no instante de tempo infinitamente pequeno (Vilanova, 1969).

f(®)
Sx(0)

Hye(t) = (4)

Assim, é possivel relacionar as funcdes exibidas em (1), (2), (3) e (4). Elas sao relevantes
para o ramo atuarial pois auxiliam na andlise sobre o comportamento da mortalidade dos
individuos a cada idade. Para compreender esse comportamento, faz-se necessario tomar como
base 0 nimero de vivos em cada idade, que pode ser representada pela funcéo [, definida,
segundo Bowers et al. (1997), como o nimero de pessoas vivas na idade exata x.

De acordo com Cordeiro Filho (2009), a partir da funcdo nimero de vivos, é possivel
entender os riscos ligados as ocorréncias da mortalidade e estimar, com base nela, os prémios

de seguros e rendas. Por meio do comportamento da mortalidade, € possivel estimar a medida
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de risco para o0 evento, ou seja, a probabilidade, definida como a raz&o entre o niUmero de mortes
observadas e 0 nimero total de expostos ao risco de morte (Ross, 2010). Logo, com base no
numero de vivos a uma idade, tém-se as probabilidades de morte e sobrevivéncia a certa idade.

Neste sentido, apresentam-se as expressdes (5) e (6).

I, —1
Gy = xl—x“ (5)
X
et
tPx = l_ (6)
X

A expressdo (5) é a probabilidade de morte entre as idades x e x + t. J&4 p, representa
a probabilidade de uma pessoa de idade x sobreviver até a idade x + t. Por serem eventos
complementares, a soma dessas duas probabilidades resulta em 1, conforme (7) (Cordeiro Filho,
2009):

tPx + tqx =1 (7)

Além das func¢des biométricas, Azevedo (2005), pontua a necessidade da atualizagdo da

importancia segurada, que é realizada por meio do desconto financeiro v, definido conforme

(8).

(8)

Em que i € a taxa de juros.

O fator de desconto é incorporado no calculo atuarial para que o valor das rendas ou
indenizagOes pagas futuramente sejam atualizadas para o tempo 0, conforme descrito em
Bowers et al. (1997). Assim, todos os pagamentos futuros sdo trazidos a valor presente,
considerando a taxa de juros i, e representardo o valor no instante de contratacéo.

A seguir, sdo apresentadas as metodologias e formulacdes para os célculos de rendas
para os casos individuais e, posteriormente, as formulagcdes e montagem para maltiplas vidas.
As abordagens apresentadas fundamentam-se em Dickson, Hardy e Waters (2013), Cordeiro
Filho (2009), Bowers et al. (1997) e Pires et al. (2021).
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2.2 PREMIOS E RENDAS ATUARIAIS

Apresentadas as principais premissas para os calculos atuariais, que sdo as funcdes
biometricas e o fator de desconto, introduzem-se os conceitos fundamentais relacionados aos
calculos atuariais, junto a suas formulagfes e métodos de célculo.

Os célculos atuariais estdo relacionados a cobertura por morte, sobrevivéncia e demais
eventos biométricos. No caso de Gnico pagamento, tem-se 0 seguro, enquanto para mais de um
pagamento, tem-se a denominacao de rendas (Bowers et al., 1997). Para o presente estudo,
focaremos apenas nas rendas.

A renda por sobrevivéncia € um produto atuarial baseado em uma anuidade, definida
como uma sequéncia de pagamentos periodicos que cessam com a morte do segurado (Dickson;
Hardy; Waters, 2013). Esse produto € adquirido mediante o pagamento de um prémio, que
corresponde ao valor que o segurado paga a seguradora para que essa assuma a cobertura por
sobrevivéncia do segurado (Pires et al., 2021). A forma de célculo e dos pagamentos podem ser
antecipados (realizados no inicio do periodo acordado), representados por &,, ou postecipados
(realizado no fim do periodo acordado), representados por a a, (Pires et al. 2021; Dickson;
Hardy; Waters, 2013).

O célculo do preco desse produto € realizado mediante o uso do fator de desconto
atuarial, que € aplicado a cada um dos pagamentos futuros a ser realizado pela seguradora ao
segurado. Este fator é dado pelo produto entre o desconto financeiro v e a probabilidade de um
individuo de idade x sobreviver a t anos ( .p,) (Bowers et al., 1997; Dickson; Hardy; Waters,
2013).

© tPx (9)

A soma dos descontos atuariais € denominada de anuidade, em que se tem a atualizacéo
de uma série de pagamentos. Quanto ao tipo, as anuidades podem ser classificadas de diferentes
formas, dado a forma com que o pagamento da seguradora € realizado, sendo realizado de forma
antecipada ou postecipada (Pires et al., 2021).

Outro aspecto significativo é que as anuidades podem ter 0s pagamentos imediatos (no
inicio do periodo de contratacdo) ou diferidas (em que o pagamento se inicia apés decorridos
m anos, havendo assim um periodo de caréncia para o inicio do recebimento, para 0 caso

diferido, estas podem representadas por ,,,a,. Quanto a duragdo, elas podem ser vitalicias
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(cessamento com a morte do segurado) ou temporéarias em que se define uma temporariedade
de n anos, em que, no caso de sobrevivéncia, o segurado sO recebe até no maximo n anos, e

podem ser representadas por 8,7 OU, de forma geral, apresentar os dois casos, diferida e

temporaria ,,|a,. .. Para 0 caso de uma anuidade antecipada, diferida de m anos e temporaria

xn|*

por n anos, o valor presente atuarial é dado por (10):

mléx:n_| = Z tPx - vt (10)

A atualizacdo depende da variavel t, presente no somatério, que representa o tempo de
sobrevivéncia a partir da idade x. Observa-se que t se inicia em m no caso antecipado e, caso
fosse postecipado, em m + 1, totalizando n pagamentos (Bowers et al., 1997).

Para as coberturas de produtos ligados a eventos biométricos de duas ou mais vidas,
podem-se considerar diferentes status, assumindo inicialmente independéncia entre os tempos
de vida. Assim, para uma cobertura que envolve duas pessoas de idades x e y em status
conjunto, podem ser definidos de duas diferentes formas: “vida conjunta” e “Gltimo
sobrevivente”. No primeiro caso, a sobrevivéncia do status ocorre apenas enquanto ambos estao
Vivos; no segundo, ela ocorre quando pelo menos uma pessoa estiver viva.

Assim, para analisar o tempo até a ocorréncia do evento coberto (ou até o término dos
pagamentos), faz-se necessario analisar a distribuicdo conjunta relativa a T, e T,, que
representam os tempos futuros de vidas de dois individuos de idades x e y.

Para o status de vida conjunta, a variavel aleatéria T analisada é definida como:
Tyy = min{T,, Ty} (11)
Para o status de ultimo sobrevivente, tem-se que:

Ty = maX{Tx, Ty} (12)

Assumindo independéncia entre as vidas, a probabilidade de sobrevivéncia conjunta é

dada pelo produto entre as probabilidades de pessoas de idades x e y sobreviverem a t anos:
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tPxy = tPx " tPy (13)

No caso de Gltimo sobrevivente o pagamento s6 é cessado apds a morte de ambos 0s

individuos, tém-se:
tPxy =t PxttPy —tPxy (14)

As equac0es (13) e (14) representam, respectivamente, a chance de x e y sobreviverem
at anos e a chance de x ou y sobreviverem a t anos.

Apresentadas as probabilidades de sobrevivéncia para os dois diferentes status, para
duas ou mais vidas, pode-se obter o valor da anuidade para cada status. Onde as anuidades
conjuntas séo representadas por &,,, € as anuidades para o status do Gltimo sobrevivente por gy
(Pires et al., 2021). As formulacbes seguintes consideram uma anuidade conjunta com

diferimento m e temporariedade n . Assim, tem-se:

m+n-1

milaya = D Dey V! (15)

t=m

m+n—1

m|dxya| = Z tDxy - V" (16)

t=m

As expressdes (15) e (16) representam o valor presente atuarial de uma série de
pagamentos unitarios, pagavel enquanto ambos, x e y, estiverem vivos, no caso da expressao
(15) ou enquanto pelo menos um estiver vivo, x ou y, no caso da expressao (16 (Bowers et al.,
1997; Dickson; Hardy; Waters, 2013).

Nas expressOes apresentadas, assume-se independéncia entre as probabilidades de
sobrevivéncia das duas vidas, o que nem sempre pode ser valido, mesmo eliminando a
necessidade de modelos complexos (Denuit et al., 2005). Neste sentido, a literatura tem
apresentado evidéncias de que pode haver associacdo entre os tempos restantes de vida. Dessa
forma, as probabilidades de sobrevivéncia descritas para os status de vida conjunta e de Gltimo
sobrevivente podem néo ser uma boa representatividade para vidas dependentes (Walter et al.,
2021). Como exemplo mais comum, destacam-se os tempos de vida restantes do marido e da

esposa que possuem um certo grau de exposicao a riscos semelhantes (Denuit et al., 2005).
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A seguir, a proxima secdo apresenta uma revisdo de estudos na literatura que
investigaram e obtiveram resultados significativos sobre a correlacdo entre vidas,

majoritariamente sobre casais.

2.3 ABORDAGEM POR DEPENDENCIA

Os estudos e as praticas atuariais pressupdem a independéncia entre tempos residuais
de vida para a aplicacdo da precificacdo de produtos de cobertura ligados a multiplas vidas, em
seguros e em anuidades. Os produtos acima mencionados sdo precificados de acordo com as
projecdes de mortalidade, que necessitam de analises apuradas, para que seja possivel gerenciar
0S riscos e garantir as estimativas corretas sobre a definicdo dos prémios e constituicdes de
reservas matematicas (Carannante et al., 2024). Todavia, a suposicdo das premissas sobre a
mortalidade pode nem sempre refletir a realidade, devido a possivel correlagcdo entre a
sobrevivéncia e a mortalidade dentro de grupos de individuos (Onchere, 2022).

A esse respeito, a literatura tem fomentado o debate sobre a correlacdo entre os tempos
residuais de vida, especialmente para os individuos pertencentes ao mesmo grupo, como em
situacdes de casais, irmaos, gémeos ou até populacdes que apresentam relacbes socioambientais
ou socioecondmicas comuns (Giovanni; Pirra; Viviano, 2025). Dentre os individuos
pertencentes a um determinado grupo, a sobrevivéncia deles pode ndo ser considerada como
independente (Gomes, 2024).

Na década de 1980, Oakes (1982) foi um dos primeiros a trabalhar com modelos que
introduzem a dependéncia entre os tempos de sobrevivéncia de pessoas. As aplicacbes foram
realizadas por meio de modelos de copulas para estruturar a relagcdo entre as vidas sem alterar
suas distribuicbes marginais. A pesquisa evidenciou que, para certos casos, a dependéncia
apresentada pode afetar de forma significativa as inferéncias estatisticas. Outro estudo que se
pode citar é o de Hougaard (1986), que trabalhou com modelos de fragilidade para tempos de
vida correlacionados entre gémeos e evidenciou que 0s tempos de vida ndo sdo independentes.
Windholz, Marmar e Horowitz (1985) realizaram uma revisdo de literatura sobre o impacto na
mortalidade de um co6njuge dada a morte do outro, o que é denominado como a Sindrome do
coracdo partido, e evidenciaram que pode haver aumentos na mortalidade de homens em idades
mais avancgadas, dado que perderam suas esposas.

Entre a década de 1990 e 2000, muitos estudos atingiram evidéncias empiricas em
populacdes especificas sobre semelhancas entre tempos de vida, a titulo de exemplo, Jagger e

Sutton (1991) que evidenciaram, empiricamente, 0 agravamento de morte de um cénjuge
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devido & morte de outro; Hougaard, Harvald e Holm (1992), que estudaram a sobrevida de
gémeos dinamarqueses e obtiveram como resultado que a dependéncia para tempos de vida é
significativa e supostamente causada pelo compartilhamento de riscos ndo observados; Frees,
Carriere e Valdez (1996), que utilizaram modelos de cépulas para estimar a dependéncia da
mortalidade e verificar o seu impacto sobre o preco de anuidades para multiplas vidas no status
de ultimo sobrevivente.

Nos anos 2000, outros pesquisadores continuaram na busca por uma maior precisao das
estimativas dos efeitos da dependéncia sobre a sobrevivéncia e a mortalidade de individuos em
conjunto. Nesta linha, Denuit et al. (2000) investigaram a dependéncia presente entre
individuos e o seu impacto sobre o contexto de vidas seguradas. O estudo baseou-se em dados
do National Institute of Statistics (NIS) e em observacdes reais da cidade de Bruxelas e, ao
quantificar a dependéncia entre vidas para analisar o seu impacto em céalculos de seguros,
obteve resultados significativos, uma vez que a dependéncia incorporada afetou o preco dos
produtos de seguros de vida.

Outros diferentes estudos apresentaram avancos metodoldgicos com abordagens de
diferentes modelagens para entender a dependéncia e a interacdo conjunta entre vidas, dentre
eles: copulas de alta dimensdo, modelos hibridos, integracdo de fragilidades e/ou com modelos
estocasticos. Para mais detalhes, consultar Spreeuw e Owadally (2012), Jevtic e Hurd (2017),
Lu (2017), Henshaw, Constantinescu e Pamen (2020).

Diante das evidéncias e modelos utilizados na literatura, referentes aos modelos
estudados para analisar a sobrevida ou a mortalidade conjunta, atuarios e demais pesquisadores
buscaram entender se essa dependéncia poderia ser significativa, de forma a gerar variacfes
sobre os prémios e as provisdes técnicas de seguros com coberturas para grupos de individuos.

Alguns desses estudos sao apresentados na secao 2.4.

2.4 ESTUDOS CORRELATOS

A dependéncia no contexto da precificagdo de rendas tem sido analisada empiricamente
e fundamentada através de diversos estudos que utilizam distintas abordagens metodoldgicas.
Desde antes dos anos 2000, estudos ja analisavam a questdo da dependéncia na mortalidade e
avaliavam seus efeitos na precificacdo de produtos. Como destaque, tem-se o estudo de Frees,
Carriere e Valdez (1996), que a partir da hipotese de que marido e mulher tendem a estar
expostos a riscos semelhantes, devido a diferentes fatores de riscos e habitos de vida que

compartilham, concluiram, a partir de dados reais de uma grande seguradora canadense, que
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existe uma forte dependéncia entre as vidas conjuntas. Os resultados de suas estimativas
indicaram que h& uma reducdo de cerca de 10% dos valores de anuidades, quando comparadas
com o modelo que considera vidas independentes.

Gourieroux e Lu (2013), por sua vez, propuseram uma extensdo do modelo de Freund
com fragilidade para incrementar fatores ndo observados capazes de capturar a dependéncia da
mortalidade para casais, por meio de saltos de mortalidade, o que permite separar dois tipos de
dependéncias: a sindrome do coracdo partido e a dependéncia induzida por fatores de riscos
comuns. O estudo identifica a correlacdo da mortalidade conjunta entre vidas e a necessidade
de ela ser incorporada na gestao de riscos em seguros e anuidades para multiplas vidas, que sdo
precificadas de forma a ndo considerar a relagéo entre vidas.

O fenbmeno da sindrome do coracao partido foi também explorado empiricamente por
Lu (2017), em que, por meio de dados de anuidades conjuntas, revelaram-se efeitos persistentes
e assimétricos sobre a mortalidade de cdnjuges devido a morte do parceiro.

Seguindo a literatura, o estudo de Walter et al. (2021) prop6s tdbuas de mortalidade que
incorporam a dependéncia entre vidas, utilizando uma abordagem de fragilidade estavel
positiva. Para isso, fizeram uso dos dados da Associacdo de Seguradoras do Quénia (AKI) como
taxas de riscos-base para homens e mulheres. O estudo empregou a metodologia da fragilidade
referente a fatores ndo observados e, assim, capturar a dependéncia. Para a analise de vidas
conjuntas e ultimo sobrevivente, os pesquisadores utilizaram dados de anuidades de apélices
em vigor entre 2001 e 2013, e os resultados mostraram que quando a dependéncia é
considerada, ha uma reducdo da responsabilidade da seguradora nas idades iniciais do
beneficiario, seguida de aumentos progressivos com o avanco da idade. As aplicacdes
utilizaram a abordagem de Fragilidade Estavel Positiva para contabilizar a correlacdo de
mortalidade entre as vidas.

Assim como observado nos estudos indicados acima, em que a dependéncia pode levar
a distorgdes relevantes na precificacdo de produtos, Henshaw et al. (2023) analisaram dados
reais de pensdes no Egito, por meio dos quais evidenciaram variacoes significativas na forga de
associacao entre os diferentes tipos de vinculos familiares, que ndo sdo capturados em modelos
atuariais tradicionais ou em tabuas estrangeiras, e pode resultar em variacdes no prego de
produtos para multiplas vidas.

Na literatura brasileira, o caso de dependéncia na abordagem para multiplas vidas foi
abordado e investigado por Gomes (2024), que analisou a relagdo de dependéncia entre tempos
futuros de vida de casais por meio de modelos de cdpulas. A implementacdo do modelo é feita

com dados simulados de 2000 contratos, incluindo um homem e uma mulher em cada um, e
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considerando trés cenarios de mortalidade diferentes (cada um fundamentado em tabuas de
mortalidade distintas, duas segregadas por sexo e uma para ambos 0s sexos). As simulagdes séo
analisadas por meio de estimativas paramétricas e ndo paramétricas a partir de diferentes
técnicas de analise de sobrevivéncia. O estudo constatou que ha casos em que a avaliacdo da
dependéncia representa diferencas significativas na precificacdo de rendas para casais, pois as
estimativas resultam em rendas menores em relacdo aos calculos de rendas tradicionais, o que
pode implicar superestimacéo das anuidades para os casos de ultimos sobreviventes.

De volta a literatura internacional, Cabrignac, Charpentier e Gallic (2020) ndo apenas
estudaram o caso de dependéncia entre conjuges, mas também analisaram 0s casos de
associacOes entre os membros familiares, isso a partir de dados historicos. O estudo encontrou
evidéncias de associacdo positiva, ainda que pequena, mas significativa, entre vidas de pais e
filhos. As evidéncias mostram que a dependéncia pode impactar as esperancas de vida, assim
como os valores das anuidades e dos seguros, especialmente para casos reversiveis.

Outro estudo que se concentra na analise da mortalidade e na precificacdo de produtos
de renda, especialmente anuidades, foi o de Onchere (2022), que foi desenvolvido com foco em
aprimorar os modelos existentes para lidar com a heterogeneidade e a dependéncia presente na
relagcdo entre as vidas seguradas. O estudo utilizou um processo de fragilidade composta e
abordou o caso de seguro de anuidades. Para o caso de anuidades para multiplas vidas, foram
utilizados dados reais de uma importante seguradora queniana. No estudo, o autor analisou um
total de 398 contratos de anuidades, com vigéncia entre os anos de 2001 e 2018. Foram
extraidas, a partir dos contratos de anuidades com coberturas para os status de vida conjunta e
de Gltimo sobrevivente, informagdes como sexo, data de nascimento, inicio e duracdo da vida
dos cdnjuges e dos contratos, dados estes que possibilitaram uma analise da correlagdo entre 0s
tempos de vida dos segurados ao longo do tempo.

A adocao do modelo com fragilidade permitiu a captura da dependéncia entre vidas, e
os resultados mostraram que, nos contratos de anuidades, 0os pagamentos aos segurados
diminuem nos primeiros estagios, mas aumentam posteriormente no contrato. O fato pode ser
explicado pelo fato de que casais mais frageis tendem a morrer primeiro. Estes resultados
encontrados também evidenciam a necessidade de melhores ajustes nos célculos atuariais, em
produtos ligados a mortalidade, para garantia da avaliacdo precisa das precificacdes nos
mercados de seguros e previdéncia.

Abordadas algumas das premissas do calculo atuarial ligadas a uma ou mais vidas, bem
como os estudos presentes na literatura que evidenciam a associa¢do de dependéncia entre

tempos de vida dentro de certos grupos de individuos — como casais, gémeos e familias — e 0
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impacto dessa dependéncia na precificagdo dos seguros, o proximo capitulo detalha os
procedimentos metodoldgicos adotados neste estudo para atingir os objetivos propostos.



26

3 METODOLOGIA

Neste capitulo, sé@o apresentados os principais elementos metodologicos do estudo,
incluindo: i) o tipo de pesquisa; ii) a coleta e a simulacéo dos dados referentes a mortalidade de
casais; iii) as nogdes basicas de anélise de sobrevivéncia; iv) os modelos de fragilidade, assim
como, a sua estimativa para vidas dependentes; v) a determinagéo de anuidades para o status de
ultimo sobrevivente; vi) a comparacdo entre os modelos com dependéncia e independéncia de
sobrevida.

Para aplicacdo dos pontos citados, as analises empiricas de calculos serdo realizadas por
meio do software estatistico R (R Core Team, 2024). O uso do software possibilitard a

implementacao dos modelos estatisticos e a avaliacdo da mortalidade conjunta.

3.1 TIPO DE PESQUISA

A pesquisa cientifica é descrita como um processo de investigagdo para solucionar,
responder ou se aprofundar sobre uma indagacdo no estudo de um fenémeno (Sindelar; De
Conto; Ahlert, 2014). Ela é desenvolvida mediante o acimulo de conhecimentos, assim como
a sua natureza, a utilizacdo de métodos, as técnicas e outros procedimentos cientificos (Gil,
2017). Para esse estudo, tem-se por finalidade realizar uma pesquisa de abordagem quantitativa,
a qual consiste em um método de se fundamentar aplicacdes da teoria estatistica da
probabilidade, de forma a generalizar dados e quantificar resultados, sendo importante no
auxilio e na investigacdo de estudos das ciéncias sociais (Nascimento; Souza, 2017).

Ademais, enquadra-se como: descritiva, que envolve descrever caracteristicas de uma
populacdo ou fendmenos, assim como a relacdo entre variaveis; inferencial, que se refere a
realizacdo de testes estatisticos que permitam a comparacao dos resultados obtidos (Gil, 2017).
Dadas as definicGes, justifica-se 0 enquadramento da pesquisa, porque fornecera descri¢des
detalhadas sobre os dados, os modelos, as teorias, 0s resultados e sobre a populagdo em um
estado conjunto, exposicéo e o teste de fatos, métodos atuariais comuns e estatisticas sobre as
variaveis.

Quanto a delimitagdo temporal, o estudo se enquadra como uma analise longitudinal,
que consiste no acompanhamento de movimentos e fendmenos ao longo do tempo, o0 que se

enquadra com o estudo que trata de acompanhar o comportamento do fenémeno da mortalidade
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para multiplas vidas com a hipétese de dependéncia ao longo do tempo (Fitzmaurice; Laird;
Were, 2011).

3.2 COLETA DE DADOS

O conjunto de dados utilizado para o desenvolvimento da pesquisa foi construido a partir
das informacOes secundarias coletadas dos registros histdricos disponiveis no site
FamilySearch (https://www.familysearch.org/pt/home/portal/). O FamilySearch € uma
organizacdo internacional, sem fins lucrativos, que tem como objetivo ajudar pessoas a
descobrir seu histdrico familiar (FamilySearch, 2025).

No site da organizacdo, € possivel encontrar bilhdes de registros historicos digitalizados
de diferentes eventos, como nascimento, casamento, obito, além de outras informacdes sobre
os locais dos eventos e historico familiar. Com base nos registros, foi possivel coletar um
conjunto de dados com informacgdes de diferentes casais, assinalando um identificador
numeérico Unico para cada individuo, para anonimizar as informacdes, e outro identificador
numérico para cada casal. Para o tratamento e fins dos ajustes das informacdes coletadas para
a formacéo da base de dados, utilizou-se o software estatistico R (R Core Team, 2024).

Um resumo das principais variaveis € apresentado no Quadro 1, um misto de variaveis

coletadas, bem como os identificadores de cada casal e individuos.

Quadro 1 - Descricdo das variaveis utilizadas

Variaveis Tipo de informacéo Descrigdo
Caracteres de identificagéo dos

Id do grupo Texto individuos pertencentes a cada
casal.

1d individual Texto _Id c_ie,ldentlflcagao individual dos
individuos.

Ano de nascimento Numérica Infor_magao do p_er|c_)d'o de
nascimento dos individuos

Ano de casamento Numérica Informac&o do ano de casamento

Ano de morte ambos Numérica !nf(_)r[nagao sobre morte dos
individuos

Sexo Qualitativa !nf(_)r[nagao do sexo dos
individuos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026) com base em Gomes (2024) e Onchere (2022).

As informagdes de registros foram coletadas com base em um recorte temporal, entre
0s anos 1900 e 2020. O pais selecionado para a coleta dessas informagdes foi o Brasil. Os

registros que continham informacg6es incompletas, aproximadas, intervalares incompativeis
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(datas de casamento apds a morte de um integrante, casamento com idades muito abaixo de 15
anos, etc.) foram excluidos, a fim de minimizar erros.

Inicialmente, a base total foi formada por 902 casais (1804 observacdes) e a coleta foi
realizada de maneira ordenada conforme os filtros aplicados (intervalo temporal e as datas de
nascimento, 6bito e casamento). No entanto, durante a analise exploratoria e a verificacdo de
erros nos dados, 7 casais foram removidos por apresentarem inconsisténcias (anos de casamento
divergentes entre o casal ou morte ocorrida antes/durante o ano de casamento). Apos o0 ajuste
final dessas inconsisténcias, a base de dados definitiva contou com 895 casais (1790 registros
individuais).

A Tabela 1 apresenta as seis primeiras linhas da base de dados coletada por meio das

informac0es de registros.

Tabela 1 - Dados dos trés primeiros registros de casais contidos na base

ID_casal ID_ind Sexo Ano_nasci  Ano_morte  ano_casam tempo status
1 ID_0001 Masculino 1900 1976 1926 76 1
1 ID_0002  Feminino 1909 1978 1926 69 1
2 ID_0003  Masculino 1905 2005 1929 100 1
2 ID_0004  Feminino 1910 2000 1929 90 1
3 ID_0005 Masculino 1915 1979 1935 64 1
3 ID_0006 Feminino 1907 1989 1935 82 1

Fonte: Elaborado pelo autor, no software R, a partir dos dados coletados junto ao Family Search (2025).

Como todos os registros coletados para a amostra apresentam o evento de morte, além
do tempo exato, considera-se que ndo ha presenca de censura. Dessa forma, a variavel status,
que indica se os individuos apresentaram o evento, assume valor igual a 1 para todas as
observacdes; o valor 1 indica a morte e, caso houvesse censura, o valor da variavel status seria
0 para aquele registro. A utilizacdo de dados sem censura partiu de uma escolha deliberada para
simplificar a analise e evitar incertezas quanto ao tratamento de observacgdes incompletas.

Conforme exibido no Quadro 1 e na Tabela 1, essas informacdes viabilizaram a analise
do tempo residual de vida dos integrantes de casais e 0 seu efeito sobre a precificacdo dos
contratos de seguros para vidas multiplas.

Na secdo 3.3 é apresentado as nogOes basicas para realizacdo de aplicacfes praticas em
andlise de sobrevivéncia, assim como, a definigdo das principais fungdes dos tempos de falhas
e censura, estimador de Kaplan-Meier assim como outros pontos que se fizeram importantes

para desenvolvimento do estudo.
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3.3 NOCOES BASICAS DE ANALISE DE SOBREVIVENCIA

Esta secdo € dedicada a apresentacdo dos principais conceitos e descri¢des de analise de
sobrevivéncia e as técnicas utilizadas para a realiza¢do da pesquisa. De modo que, por meio das
abordagens apresentadas, se espera: i) apresentar os elementos basicos para a aplicacao de uma
analise de sobrevivéncia; ii) estimar a funcdo de sobrevivéncia para identificar a estrutura do
tempo residual de vida dos segurados; iii) a partir da sobrevivéncia empirica, realizar o ajuste
por meio de uma distribuicdo paramétrica; iv) obter as fungdes de risco e sobrevivéncia
condicionada a fragilidade.

A andlise de sobrevivéncia consiste em uma metodologia utilizada na estatistica para
investigar o tempo até a ocorréncia de um evento de interesse, chamado de tempo de falha
(Colosimo; Giolo, 2006). A falha, muitas vezes, é um evento indesejado em um
acompanhamento (apari¢ao de uma doenga, morte, recaida apos uma resposta ao tratamento...).
O tempo de falha pode ser exemplificado como o nimero de dias até a morte de uma pessoa
apos ser internada ou, no presente estudo, o tempo de idade ao ébito de um ou mais individuos.
Nesse caso, em que se observa a sobrevivéncia, o tempo de falha é definido pelo tempo, em
anos, entre 0 nascimento ou a contratacdo de um seguro de vida e a data de obito (Colosimo;
Giolo, 2006).

No entanto, uma caracteristica comum quando se procura observar o tempo até a
ocorréncia do evento é que muitas vezes ndo é possivel obter informacGes completas sobre o
tempo de ocorréncia ou se realmente o evento ocorreu durante o periodo analisado, o que pode
ocasionar problemas na estimacao. Esse aspecto € um dos principais fatores que diferenciam as
técnicas de analise de sobrevivéncia dos modelos cléassicos de regressdo e é denominado de
censura (Tomazella, 2003). A censura corresponde, segundo Colosimo e Giolo (2006), a
observacdo parcial da resposta, ou seja, quando ndo hd a informacdo completa de
acompanhamento, o que dificulta estimar as curvas de sobrevivéncia por meio de abordagens
paramétricas, sendo comumente feita por meio de estimativas ndo paramétricas.

Ressalta-se que os tempos de censuras, mesmo representando informagdes incompletas,
podem ser relevantes para investigar o evento de interesse, por duas razdes: i) as observacoes
censuradas fornecem informacgodes sobre o tempo de vida dos expostos ao evento (ainda que
parciais); ii) a omissdo no calculo das estatisticas de interesse pode levar a conclusdes viciadas
(Colosimo; Giolo, 2006).

A censura pode ser definida em diferentes tipos, sendo: Censura a direita, Censura a

esquerda e Censura intervalar. O Quadro 2 apresenta os tipos e as suas respectivas definicoes:
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Quadro 2 — Tipos de censura para dados de sobrevivéncia
Tipo de Censura Descricdo

Ocorre quando o evento de um individuo ndo ocorreu até o final do periodo
o de estudo ou quando ele é perdido para acompanhamento. Imagine o estudo,
Censura a direita ) ; )
com acompanhamento por 20 anos; a informacéo de censura ocorreria caso

o individuo sobrevivesse ao evento por mais de 20 anos.

Isso ocorre quando um evento ja aconteceu antes do inicio da observacao,
Censura a esquerda mas 0 tempo exato é desconhecido. Sabe-se que o0 evento ocorreu antes de

um certo tempo.

A censura intervalar ocorre quando o tempo exato do evento de interesse
Censura intervalar (falha, morte, etc.) ndo é observado com precisdo, mas sabe-se que ele

ocorreu dentro de um intervalo de tempo.

Fonte: Elaboragdo propria, a partir de Carvalho et al., (2011); Borges (2014).

E importante destacar que a censura pode ser informativa e ndo informativa, esta se
refere a um cenario em que a censura dos dados ndo fornece nenhuma informacao adicional
sobre o tempo de sobrevivéncia dos individuos, enquanto aquela se refere a censura que esta
relacionada ao evento de interesse e pode representar relevancia. Para mais detalhes, consultar
Carvalho et al. (2011), Cap. 2, se¢éo 2.2.

Uma outra caracteristica comum para estudos em andlise de sobrevivéncia é o
truncamento. Esse € caracterizado pela condicdo de exclusdo de certos individuos do estudo. O
truncamento pode ser exemplificado para estudos em que 0 acompanhamento inicia ap6s 0s
individuos experimentarem um certo evento, por exemplo, individuos que apresentam
invalidez, e o evento de interesse seja a morte (Colosimo; Giolo, 2006).

Para determinar o tempo de falha, é necessario definir o evento e, a partir disso, observar
0 tempo de origem (que pode ser 0 ano de nascimento ou o0 ano de inicio de um contrato de
seguro).

No que diz respeito a representacdo, os dados de sobrevivéncia para um individuo i (i =
1,2, ...,n) pode ser codificado por um par de variaveis (T;, §;) na qual o T; seria 0 tempo
observado até ocorréncia da falha e §; é a variavel responsavel por indicar a censura ou o evento.

Para o estudo, os dados coletados e tratados ndo possuem censura, pois as informagoes
sdo tidas como completas, abrangendo as informacdes iniciais e finais de vida dos individuos,

isto é, todos apresentam o evento de interesse.
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Em relacdo as fungdes utilizadas para representar o comportamento da variavel de
estudo, a fungéo de risco e sobrevivéncia foram descritas na se¢éo 2.1, assim como a fungéo
densidade e a funcdo de distribuicdo acumulada.

E importante destacar que as 4 funcdes mencionadas sao relacionadas entre si e, a partir
de uma, é possivel obter as demais por meio de relagdes matematicas (Carvalho et al., 2011).
Além das 4 funcBes apresentadas, F.(t), f, (), S,(t), 1,(t), € possivel destacar outra funcao
bastante Gtil em analise de sobrevivéncia. Ela é conhecida como fungéo de risco cumulativo e
pode ser interpretada como a taxa de falha instantanea de o evento ocorrer no momento ¢

(Calsavara, 2011), definida pela integracdo da funcao de risco 1, (t), conforme a equacéo (17):

t
A) = fo Aw) - du; £ > 0 (17)

A equacdo (17) representa acumulacdo do risco a medida que o tempo aumenta, e possui
como propriedades: i) sempre positiva ii) o valor tende para o infinito («) caso t = « (Bedia,
2022). Essa pode ser Util na avaliacdo da funcdo de maior interesse, que é a funcéo de risco
(Colosimo; Giolo, 2006).

A estimativa da fungéo de sobrevivéncia dos segurados foi realizada pelo estimador de
Kaplan-Meier, que consiste em uma abordagem ndo paramétrica que é realizada a partir dos
tempos de sobrevivéncia observados, com a presenca ou nao de censura (Kaplan; Meier, 1958).

O estimador de Kaplan-Meier é ndo paramétrico e calcula a probabilidade de
sobrevivéncia ap6s um tempo especifico t. O método possibilita a utilizacdo de informacGes
completas (eventos observados) e parciais (censuras) com menor sem Viés, ajustando
dinamicamente o namero de individuos em risco n; a cada tempo t;. A estimacédo da funcéo de
sobrevivéncia pelo método Kaplan-Meier, leva em consideracao: t; < t, ... < t;, para 0s k
tempos ordenados e distintos de falha; d; , que representara o namero de mortes (falhas) em ¢;,
parai=1,..., k; en;, que & o nimero de individuos expostos ao risco em t;, ou seja, 0s individuos
sobreviventes e que ndo foram censurados até o instante imediatamente anterior a t; (Colosimo;
Giolo, 2006).

Logo, define-se o estimador de Kaplan-Meier como:

0=T1 (551 (-2 "

i;tist i;tist
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A equacéo (18) descreve o estimador de Kaplan-Meier, que, segundo Colosimo e Giolo
(2006), pode ser visto como um estimador de maxima verossimilhanga ndo paramétrico por ndo
requerer a especificacdo de um modelo paramétrico de sobrevivéncia. Esse estimador delineia
as probabilidades de sobrevivéncia de forma ajustada para dados censurados (Colosimo; Giolo,
2006). Os valores podem assumir constancia entre os instantes dos eventos e, portanto, a curva
de sobrevivéncia estimada é uma funcdo escada com degraus que muda de valor no instante de
ocorréncia dos eventos, conforme figura a seguir (Colosimo; Giolo, 2006).

Naturalmente, na auséncia de censura, o estimador se reduz a funcéo de sobrevivéncia
empirica (Colosimo; Giolo, 2006). Porém, mesmo com o estudo ndo apresentando censuras,
optou-se por manter a aplicacdo, por convencdo metodoldgica e para fins de comparabilidade
com a literatura.

A partir do Kaplan-Meier, estimou-se a curvas de sobrevivéncia para cada sexo. Ao
estimé-las, muitas vezes, faz-se relevante compara-las para verificar se ha diferenca
estatisticamente significativa, entre as curvas de sobrevivéncia, por meio de hip6teses (Rocha;
Papoila, 2009). Para isso, utilizou-se o teste de log-rank. Este teste € comumente utilizado para
verificar se as curvas de sobrevivéncia entre grupos sao diferentes (Colosimo: Giolo, 2006). O
teste se destaca por ser 0 mais utilizado na analise de sobrevivéncia (Colosimo e Giolo, 2006
pag. 55).

A hipotese testada foi:

H,: N&o ha diferenca entre as curvas de sobrevivéncia.

Onde, para a rejeicao da hipdtese nula (H,), o valor-P do teste deve ser inferior ao nivel
de significancia considerado. Para o estudo se considerou um nivel de significancia de 0,05. A
secdo 3.4 a seguir expde os modelos de fragilidades, que sdo responsaveis por tentar explicar o
efeito aleatdrio para capturar informacdes que ndo sdo capturadas ou identificadas. Os modelos
sdo fundamentados por diferentes autores, como Colosimo e Giolo (2006), Carvalho et al.
(2011) Balan e Putter (2020) e Wienke (2010). Estes trabalhos fornecem uma visdo geral da
teoria e da pratica no campo de modelos de fragilidade e aplicacBes por meio de exemplos

distintos.

3.4 MODELOS DE FRAGILIDADES
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A andlise de sobrevivéncia frequentemente enfrenta desafios quanto & heterogeneidade
entre individuos, que pode impactar significativamente a funcdo de risco e a sobrevivéncia
(Vaupel; Manton; Stallard, 1979).

A heterogeneidade corresponde a fatores ndo observados ou néo identificados que nao
se conseguem medir e que podem alterar o comportamento da funcéo de risco e a sobrevivéncia
dos individuos (Colosimo; Giolo, 2006). Os fatores ndo observados, e que geram a
heterogeneidade, se fazem relevantes para estudos de anélise de sobrevivéncia, dado que a sua
captura pode representar informacdes mais ajustadas em relacdo ao que é observado (Wienke,
2010).

Quando observada sob o critério, o nivel hierarquico ou a unidade da analise de
atribuicdo, a heterogeneidade pode aparecer de forma individual ou coletiva entre os individuos
(Balan; Putter, 2020). Na individual, cada individuo recebe seu proprio termo de
heterogeneidade, que representa as diferencas ndo observadas entre os individuos que nédo
conseguem ser explicadas por covaridveis conhecidas. Na coletiva, é atribuida a um grupo de
individuos, e todos dentro do grupo compartilham o mesmo termo aleatério.

Para abordar essa questdo, modelos de fragilidade tém sido amplamente utilizados nas
ultimas décadas, pois correspondem a modelos de sobrevivéncia que incorporam
explicitamente a heterogeneidade ndo observada por meio de um efeito aleat6rio sobre o risco
(Onchere, 2022).

De acordo com Wienke (2010), a ideia geral desses modelos é que os individuos
possuem diferentes fragilidades, de forma individual ou coletiva (dentro de determinados
grupos), e que os mais frageis morrerdo mais cedo do que os menos frageis.

Antes dos modelos de fragilidade, os estudos ligados a mortalidade, por exemplo,
buscavam apenas a inclusdo de covariaveis que sdo observadas, de forma que podem ser
incluidas por meio de um modelo bastante conhecido na literatura, o0 modelo de riscos
proporcionais (Cox, 1972). No entanto, é quase impossivel incluir todos os fatores de risco
importantes, talvez porque o pesquisador tenha pouca ou nenhuma informacdo no nivel
individual. Isso ocorre, por exemplo, em estudos populacionais sobre a mortalidade, em que
muitas vezes as Unicas variaveis conhecidas sdo sexo e idade (Wienke, 2010).

O surgimento da fragilidade, conforme destacado por Onchere (2022) e Wienke (2010),
iniciou-se com Beard (1959) para explicar o padrdo de comportamento da mortalidade, porém
utilizava-se o termo “fator de longevidade” e ndo “fragilidade”. Posteriormente, no campo da
demografia, Vaupel, Manton e Stallard (1979) introduziram aplica¢cbes usando o termo

“fragilidade™ para expressar um fator de risco, um efeito aleatorio ndo observavel, o que
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formalizou a ideia sobre riscos que ndo sdo capturados por covariaveis. O estudo trouxe
evidéncias matematicas de que a inclusdo da fragilidade poderia afetar as taxas de mortalidade
dentro de uma populacao.

A inclusdo da fragilidade sobre a funcdo de risco ocorre para representar fatores ndo
observaveis, como fatores ambientais e genéticos ou informagdes que, por algum motivo, ndo
foram capturadas e consideradas no estudo ou no modelo (Carannante et al., 2024; Wienke,
2010).

Os modelos de fragilidade podem ser aplicados: a) de forma univariada, situacdo em
que se analisa apenas uma funcdo de risco de forma individual para contabilizar a
heterogeneidade ndo observada por individuo; b) de forma multivariada, onde a fragilidade é
representada por um vetor de fragilidades, usado quando existem maultiplos riscos
correlacionados e de forma compartilhada, caso em que se supde-se uma fragilidade comum a
todas as observacdes de um mesmo cluster (grupo) ou a todos os eventos de um mesmo sujeito,
dado que compartilham fatores de risco comum, 0 que pode ocasionar em tempos de falha
correlacionados (Colosimo; Giolo, 2006). As secOes a seguir descrevem os modelos para 0s
casos univariado e compartilhado, sendo esse o caso a ser aplicado para identificar uma possivel

dependéncia entre os tempos residuais de vida dentro de grupos.

3.4.1 Modelo univariado de fragilidade

Como ponto principal para o estudo dessa heterogeneidade individual, Wienke (2010)
enfatiza que a desaceleracdo da mortalidade em idades avancadas é resultado de uma
heterogeneidade populacional, em que os individuos mais frageis morrem mais cedo, deixando
um subconjunto mais saudavel da populacéo. Esse entendimento levou a integracdo de variaveis
latentes, muitas vezes nao observadas, ao modelo de riscos proporcionais (Cox, 1972) e foi o
ponto de partida para o desenvolvimento dos modelos de fragilidade (Wienke, 2010).

O modelo de fragilidade modifica 0 modelo de Cox (Cox, 1972), que considera apenas
fatores de risco declarados que afetam a mortalidade, e passa a incorporar a fragilidade. Este
modelo incorpora melhorias que ndo sdo compreendidas na sua forma padrao (Aalen, 1988).

O modelo de Cox se destacou por ser um dos mais eficientes devido ao fato de
incorporar covariaveis dependentes do tempo (Colosimo; Giolo, 2006). A seguir, apresenta-se
a funcdo geral do modelo de Cox:
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Ai(t) = Ao(t) - exp(X; - Bi) (19)

A equacdo (19) descreve a formalizagdo do modelo de Cox, em que A(t); descreve a
funcdo de risco geral (ou taxa de risco) para o individuo i, enquanto A,(t) representa o
componente ndo-paramétrico e ndo especificado, sendo uma fungéo ndo negativa e denominada
como fungdo de base. Ja exp(X] - ;) € 0 componente paramétrico, em que x representa as
covariaveis e B, os coeficientes, ambos associados a cada individuo i (Colosimo; Giolo, 2006).
O modelo descrito é conhecido por apresentar uma razao constante na taxa de falhas para cada
par de individuos (Balan; Putter, 2020).

Ele se apresenta eficiente para compreender as variaveis relevantes e que influenciam a
funcdo de risco. Entretanto, o modelo ndo leva em consideracdo a presenca de heterogeneidades
nos tempos de sobrevivéncia (Colosimo; Giolo, 2006).

Logo, para analisar o efeito da fragilidade, ela é incluida como uma variavel de efeito
aleatdrio, de forma a atuar de forma multiplicativa ou aditiva sobre o risco (Colosimo; Giolo,
2010). De acordo com Wienke (2010), os modelos apresentam as formas aditiva e
multiplicativa, para o estudo, o foco serd no modelo multiplicativo.

Dessa forma, a varidvel aleatoria que indica essa heterogeneidade atua sobre a funcao
de risco, podendo agravar ou suavizar o risco de morte (evento). A sua inclusdo no modelo de
Cox (1972) modifica o modelo, que se torna um modelo de fragilidade, pois individuos com
maior fragilidade estardo mais suscetiveis ao evento (Calsavara, 2011). Logo, a funcéo de risco

para um individuo no tempo de forma condicionada a fragilidade:

Ai(t|Z) = Z; - 29 (t) exp(X; - B) (20)

Na equacdo (20), Z € representa uma varidvel aleatoria ndo negativa e desconhecida que varia
entre os i individuos de uma populacdo (Wienke, 2010). Essa varidvel caracteriza o efeito da
heterogeneidade sobre a funcéo de risco base A,(t) e sobre exp(X - 8), na qual X representa o
vetor de covariaveis e § é o vetor de coeficientes associados a X (Wienke, 2010).

De forma a simplificar, podemos reescrever o modelo univariado em uma estrutura sem

as covariaveis:

Ai(t|Z) = Z; - 20 (0) (21)
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Com apenas a fragilidade, a funcéo de risco basal pode ser impactada pela fragilidade
Z, de forma que quanto maior o valor da fragilidade, os individuos estardo mais suscetiveis ao
evento, assim o risco é crescente quando se tem Z > 1, decrescente paraZ < 1l,eparaZ=1,a
fragilidade ndo tem influéncia sobre o risco e, dessa forma, o0 modelo se reduz ao modelo de
Cox (Cox, 1972; Calsavara, 2011; Wienke, 2010).

Observa-se que a funcdo de risco de base no modelo absorve por completo o fator de
fragilidade. Logo, para garantir que o modelo seja identificavel, faz-se necessario que a variavel
fragilidade se comporte como sendo distribuida identicamente, de forma a apresentar uma
distribuicdo de probabilidade conhecida e padronizada com E(Z)=1 (Calsavara, 2011).
Enquanto a variancia Var[Z] = 0 para essa distribuicdo (se existir) pode ser interpretada como
uma medida da heterogeneidade da populacao em relacéo ao risco basal.

A necessidade da identificacdo € comprovada por Elbers e Ridder (1982), na forma (20),

de modo que o modelo deve atender as trés seguintes suposicoes:

i) A variavel da fragilidade deve seguir uma distribuicdo qualquer degenerada e
padronizada em E[Z] = 1, caso exista. Enquanto a variancia dela é desconhecida,
Var[Z] = 6 (se existir), sendo essa interpretada como a medida de heterogeneidade
entre a populacéo no risco de base, que pode ser nula 6 quando vai para 0. Assim, a
partir da normalizacdo, torna-se possivel identificar o que realmente representa a
heterogeneidade, o risco de base e 0 componente paramétrico;

i) A funcdo de risco cumulativo A(t) é obtida a partir de uma funcdo ndo negativa
A(t);

i) As covariaveis X devem apresentar variabilidade suficiente, enquanto a funcéo
paramétrica deve ser diferenciavel e ndo constante. E assumir a normalizag&o para
que um dado valor de X, exp(X - 8) = 1 (Honoré, 1993).

Essas condigdes foram inicialmente apresentadas por Elbers e Ridder (1982) e,
posteriormente, Honoré (1993) ampliou esses resultados para os modelos multiplos de duracéo,
de modo que a identificacdo pode ser obtida mesmo sem restri¢cdes adicionais quando ha mais
de uma observacéo por individuo.

De acordo com Wienke (2010), assumem-se as hipoteses, de forma arbitraria, de que a
fragilidade é independente do tempo e de que ela atua multiplicativamente sobre a funcéo de
risco basal. Essas hipOteses serviram de base para grande parte dos trabalhos sobre

heterogeneidade ndo observada.
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Com a fragilidade incluida, a funcdo de sobrevivéncia condicionada a ela
correspondente ao modelo univariado é dada por:

S(t1Z;) = exp (=Z; - Ao(D)) (22)

Na equacdo (22), o termo A, (t) representa o risco cumulativo. A sobrevivéncia da populagdo
heterogénea, composta por individuos com diferentes niveis de fragilidade, como ¢é
desconhecida (ndo observavel), faz-se necessario conhecer o modelo marginal, ou seja, o nivel
populacional em que a fragilidade € integrada (Wienke, 2010; Bedia, 2022).

Segundo Wienke (2010), a funcdo de sobrevivéncia populacional corresponde a uma
média ponderada das funcfes de sobrevivéncia condicionais dos individuos integrada com a
fragilidade, dada por:

S(t1Z) = Ez[exp(=Z - Ao (1))] (23)

A equacdo (23) revela que a expressao da sobrevivéncia populacional é precisamente a
transformada de Laplace de variavel fragilidade Z. Desse modo, a funcdo de sobrevivéncia pode

ser reescrita sob a forma da Laplace:

S = LZ(AO (t)) (24)

De acordo com Bedia (2022), a relagdo com a transformada de Laplace tem um papel
importante para a estimacao dos modelos de fragilidade e foi explorada por Hougaard, (1984),
Hougaard (1986b). O foco especial é dado a transformada pela facilidade da estimacdo da
funcdo de sobrevivéncia e dos riscos incondicionais de forma a expressar a estrutura do modelo
em termos de uma Unica funcao.

Por meio da transformada de Laplace, € possivel caracterizar a fungdo de densidade e a
funcgéo de risco dos tempos até a ocorréncia do evento (Wienke, 2010).

A funcédo de densidade com a fragilidade pela transformacdo de Laplace assume a

seguinte forma:

f®) = =20 - Lz (A, D)) (25)
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Jé& a funcgdo de risco pode ser expressa por meio da razdo entre a funcdo densidade e a
funcdo de sobrevivéncia:

Lz(4,(®)) (26)

Z\10

E possivel caracterizar, ainda, a esperanca e a variancia da fragilidade Z:
E[z] = —£'© (27)
Var[z] = £(0) — (£'©@)?* (28)

Na equacdo (28) £’ e L' denotam a primeira e a segunda derivada da transformada de Laplace.

A distribuicdo da fragilidade descreve o comportamento da heterogeneidade da
populagédo. Onde, a funcéo de sobrevivéncia condicional pode ser expressa, de forma indireta,
por meio da transformada da Laplace. De modo que por meio dela, torna-se possivel construir
a funcdo de verossimilhanca, assim como obter os parametros da distribuicdo da fragilidade,
geralmente via maxima verossimilhanca ou métodos semiparamétricos (Wienke, 2010). Mais
detalhes sobre a relagéo entre 0 modelo incondicional e o condicional para o caso univariado
podem ser consultadas no teorema apresentado por Vaupel, Manton e Stallard (1979), Wienke
(2010) e Bedia (2022).

De acordo com Colosimo e Giolo (2006), o fator da heterogeneidade se faz interessante
para introduzir os efeitos ndo observados, assim como, a associacao entre individuos, que é o
foco do presente estudo. No entanto, para 0 modelo univariado, a heterogeneidade desse modelo
é aplicada para descrever um Unico tempo até o evento por unidade, considerando que cada
pessoa € independente e que cada um possui a sua prépria fragilidade (Wienke, 2010). Assim,
ela ndo é interessante para casos em que a exposicao a riscos semelhantes, em que se tenha
associacdo ou a formacéo de grupos (Balan; Putter, 2020).

No presente estudo, a fragilidade é considerada no contexto compartilhado, para que se
possa entender a associacdo entres as mortalidades no processo de precificagcdo das rendas.
Dessa forma, a subsecéo a seguir descreve o modelo compartilhado de fragilidade, bem como
a sua aplicacdo para casais ou grupos familiares onde as expectativas de vida podem estar
associadas devido a fatores genéticos compartilhados, condigdes socioeconémicas ou estilos de

vida similares.
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3.4.2 Modelo compartilhado de fragilidade

A maioria dos modelos e aplicacOes estatisticas consideram que determinados eventos
sdo estatisticamente independentes uns dos outros, como € o caso do modelo de Cox (Bedia,
2022). No entanto, segundo Colosimo e Giolo (2006), embora a suposi¢do de independéncia
seja valida em muitas observacGes, em outros ela pode ser inadequada. Por exemplo, para casos
em que os tempos de sobrevivéncia sdo observados para grupos ou familias de individuos que
compartilham um termo de fragilidade comum.

Um exemplo frequente ocorre em casais ou grupos familiares, cujos tempos de vida
tendem a ser associados devido a fatores latentes, como genética compartilhada, condi¢Bes
socioeconémicas ou estilos de vida semelhantes. Esses fatores podem gerar correlacao entre as
heterogeneidades individuais, afetando diretamente a mortalidade conjunta e introduzindo
dependéncia entre os tempos de vida (Wienke, 2010). A identificacdo dessa dependéncia é
especialmente relevante em &reas como a atudria, pois fornece subsidios mais precisos para a
precificacdo de produtos envolvendo mais de uma vida (Onchere, 2022).

De acordo com Onchere (2022), a dependéncia surge principalmente pelos fatores ja
mencionados — os efeitos agregados compartilhados —, como o estilo de vida semelhante ou a
exposicdo conjunta a desastres. Essa dependéncia pode influenciar e gerar estimativas
incorretas sobre o risco real dentro de classes ou grupos populacionais (Colosimo; Giolo, 2006),
pois os diferentes fatores ndo observados que os membros de um mesmo grupo compartilham
geralmente ocasionam uma correlacdo significativa entre os membros (Bedia, 2022).

De forma a entender a dependéncia ou essa associagdo entre os casais, faz-se necessaria
a utilizacdo de técnicas que capturem a dependéncia ou associagdo de tempos de vida dentro de
grupo de individuos (casais) (Gourieroux; Lu, 2013). Para isso, estudos e trabalhos utilizam
uma extensdo natural da forma univariada do modelo de fragilidade, o chamado modelo de
fragilidade compartilhado (Wienke, 2010). Nesse modelo, considera-se que compartilhar um
valor de fragilidade comum pode gerar dependéncia entre os tempos de vida de individuos
(Gutierrez, 2001).

Para a aplicagdo de dados consistindo em j grupos (j=1,..,J), compostos por n individuos

(i =1, ...,n;), sendo que cada individuo i dentro de j compartilham a fragilidade comum. Logo,

considerando a observacdo para grupos de individuos e com a presenca de covariaveis, tem-se:

2ii(t|Zi) = Zij - 20() - exp(B - X;) (29)
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Na equacdo (29), o termo Z;; representa a fragilidade compartilhada por i individuos dentro do

grupo j, com E[Z]=1 e Var[z]= 6 Destaca-se que as fragilidades s&o consideradas
independentes entre as observacOes de diferentes grupos (Wienke, 2010). Com a fragilidade
comum dentro dos j grupos torna-se possivel modelar a associacao entre as vidas, pois sofrem
o efeito da heterogeneidade comum (Balan; Putter, 2020).

De forma similar ao apresentado para o caso univariado, a funcdo de sobrevivéncia

conjunta condicional para o grupo j é dada por:

K (30)
S(tl, ...,tk|Zj) = exp _ZjZAO(tj) . exp([)’ -Xl-j)
i=1

Ao integrar em relacdo a Z, pode-se obter a funcéo de sobrevivéncia marginal conjunta:

K (31)
S(ty, wnrty) = L, 2 Ao(t;) - exp(B - Xij)
i=1

Logo, para isso, faz-se necessario estimar a fragilidade, e, no que se refere a estimativa,
devido a aleatoriedade, faz-se necessario supor que ela segue uma distribuicdo de probabilidade
(Gutierrez, 2001; Ledo et al., 2017). Estas distribuicdes podem se fazer relevantes para ajustar
0 comportamento das varidveis ndo identificadas, e podem alterar significativamente o
resultado da anéalise de sobrevivéncia (Balan; Putter, 2020). Logo, faz-se importante entender
como a fragilidade pode se comportar, mediante o uso de determinadas distribuices.

Como os modelos de fragilidade, conforme Gutierrez (2001), sdo utilizados para
modelar tempos de sobrevivéncia na presenca de sobredispersdo ou efeitos aleatdrios
especificos de grupos ndo capturados, permite-se introduzir a heterogeneidade nao observada e
as associagdes em modelos para dados de sobrevivéncia.

De acordo com Calsavara (2011), as principais distribui¢des utilizadas para modelar o
comportamento da fragilidade sdo a Gama e a Gaussiana Inversa, com uma prevaléncia
crescente em modelos de confiabilidade e na analise de dados agrupados e eventos recorrentes.
Destas, a Gama € a mais frequentemente empregada devido a sua eficacia e suas expressoes

algébricas diretas para funcdes de sobrevivéncia e de risco (Hanagal; Sharma, 2013).
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Colosimo e Giolo (2006) mencionam o estudo de Vaupel e Yashin (1983), que
propuseram outros diferentes tipos de distribuicdo para descrever o comportamento da
fragilidade, como a Uniforme, a Weibull e a Log-normal, mas elas ndo apresentam 0s mesmos
poderes analiticos da Gama, e geram uma maior dificuldade de serem aplicadas.

Outros estudos presentes na literatura destacam outras distribuicdes para a estimacéo
paramétrica da fragilidade. Notavelmente, Hougaard (1986, 2000) explorou, junto com 0s
atributos teoricos das distribuicbes Gama, o uso da Inversa-Gaussiana. Mais recentemente,
Wienke (2010) introduziu a Funcdo de variancia de poténcia (PVF), e Ledo et al. (2017) se
concentraram na distribuicdo Birnbaun-Saunders para modelar o comportamento da
fragilidade, que pode ser aplicado a dados com e sem censura.

A distribuicéo escolhida para o estudo foi a Gama. A escolhida da Gama se da devido a
sua simplicidade analitica e computacional e por conta das propriedades atrativas que o modelo
pode apresentar, como, por exemplo, a sua facilidade de uso e a praticidade para a estimativa
de variaveis aleatérias (Hanagal; Sharma, 2013; Colosimo; Giolo, 2006). O modelo com
distribuicédo de fragilidade gama vem sendo frequentemente o mais empregado para fragilidade
em estudos de dados de sobrevivéncia bivariados (Wienke, 2010). Neste interim, destacam-se,
na literatura, os trabalhos de Vaupel e Yashin (1983), Hougaard (1986, 2000) e Wienke (2010),
que sdo particularmente notaveis.

Balan e Putter (2020) destacam que distribuicdo Gama integra a familia de distribuicGes
de fragilidade com transformada de Laplace tratavel e infinitamente divisiveis. A densidade de

uma variavel aleatéria com distribuicdo gama é dada por:

F) = s 8% 2971 e, 20 (32)

De modo que o parametro de forma a e o parametro de escala & sdo positivos. Logo, a

transformada da fragilidade gama é dada por:

—-a

L,(s) = (1 + %) (33)

Conforme Wienke (2010) e Bedia (2020), para o caso da fragilidade Gama, e

_a

considerando o Laplaciano (33), a esperanca de Z pode ser dada por E[Z] = % , Var|Z]

Para a garantia de identificagdo do modelo, impde-se a restricdo E[Z] = 1. Essa restri¢do
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implica que os parametros de forma e escala da distribuicdo sejam iguais a = §. Assim, a
distribuicdo passa a ter esperanca unitaria E[Z] = 1 (Wienke, 2010). Assumindo 6 = %obtém-

se 8 . O parametro 6 € dito como o responsavel por controlar o grau de heterogeneidade nao
observada e a dependéncia entre individuos dentro de um mesmo grupo (Wienke, 2010). Dessa
forma, caso 8 assuma valor zero, a implicacdo € de independéncia entre 0s tempos residuais
dentro dos grupos; caso contrario, existe heterogeneidade comum entre tempos (Hanagal;
Sharma, 2013).

Dada a variancia representada por 6, tem-se que a variavel aleatoria da distribuicéo da

fragilidade Gama pode ser representada por:
11
Z~T ( ) (34)

6’6

De forma que a sua principal vantagem reside na sua transformada de Laplace, a qual
permite, segundo Hougaard (2000), converter funcdes complexas para obtencédo de formas de

derivacdo explicitas de trabalhar. De modo que a sua forma fechada € escrita por:

L(s)=(1+6- s)‘é (39)

Ao substituir transformada de Laplace da distribuicdo Gama (Equacdo 35) na expressdo da
sobrevivéncia marginal conjunta (Equacdo 31) obtém-se a funcdo de sobrevivéncia marginal
para um individuo do grupo j, baseado no livro de Therneau e Grambsch (2000) e conforme
Wienke (2010, pag. 76):

(36)

) =

S =[1+80 (ﬁo(t) : expx'ﬁ]_

em que:
e Ay (t) geralmente o estimador de Nelson-Aalen para fungio de risco acumulada de base;
e 0 estimativa da variancia da fragilidade/efeito aleatorio;
e [ estimativa dos efeitos/coeficientes das covariaveis; e

e X’ matriz de covariaveis.
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Analogamente, ao aplicar a Equagdo (31) ao caso conjunto, obtém-se a funcdo de
sobrevivéncia conjunta e a partir dessa a sobrevivéncia para cada casal, sendo a forma fechada,

conforme Hanagal e Sharma (2013), dada por:

S(tr,tz) =1+ 8- [{Ao1(t0) + Agz(t2)}- expﬁ*xj]‘% (37)

Onde: Ay, (t;) e Ay, (t,) representam as funcBes de risco basal cumulativas para as
varaveis de tempos de vida T1 e T2 (Individuos do grupo) (Hanagal: Sharma, 2013).

De forma similar a Equacdo (14) que representa a probabilidade de sobrevivéncia para
o status de ultimo sobrevivente, ao considerar o modelo com dependéncia, podemos escrever a
sobrevivéncia com a dependéncia para o status de ultimo sobrevivente, conforme Walter et al
(2021):

Sz = Sx(0) + Sy(tz) — Sy (61, 1212)) (38)

SW representa sobrevivéncia para o status de ultimo sobrevivente com a dependéncia induzida
pela fragilidade compartilhada. Ao substituir a sobrevivéncia Pz pela sobrevivéncia

dependente S, € possivel obter o valor da anuidade sob a hipotese de dependéncia.

Para realizar a estimacdo do modelo e obtencdo dos parametros, utilizou-se o software
R (R Core Team, 2024), o qual, por meio da fungdo Coxph, pacote Survival, estima 0s
parametros do modelo de Cox estendido, com a fragilidade compartilhada. Para garantir a
convergéncia do modelo, foi necessario aumentar o nimero maximo de iteracdes, procedimento
comum em contextos com fragilidades, uma vez que a presenca de efeitos aleatorios aumenta
a complexidade da superficie de verossimilhanca (Therneau, 2024; Wienke, 2010). Esse
procedimento é comum, uma vez que, nos casos sem fragilidade, a convergéncia é obtida com
menos iteragdes. Ao obter os resultados para 0 modelo de Cox com fragilidade, foram estimadas
as probabilidades de sobrevivéncia conjunta para cada casal, sobre o status de altimo
sobrevivente, a partir da expresséo (38).

Mais detalhes sobre as parametrizagdes, suposicdes e detalhes sobre os modelos, assim
como o processo de implementagdo, podem ser consultados em Hougaard (2000) e Wienke
(2010).

Em relacdo a mensuracdo da dependéncia, destaca-se que a variancia da fragilidade
estimada, acima de zero, pode ser um indicativo de dependéncia dentro dos grupos. No entanto,
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Balan e Putter (2020) apontam que, embora ela indique uma heterogeneidade ndo observada
entre grupos, ela fornece pouca informacéo sobre a associacdo entre os tempos dos eventos.
Ainda de acordo com os autores, uma medida de correlacdo que pode ser verificada é o
coeficiente de concordancia de Kendall 7. Este € um indicador ndo paramétrico que mede a
forca de associacao (dependéncia) entre duas variaveis medidas (Hougaard, 2000).

A obtencédo do parametro de dependéncia, T (Kendall), pode ser obtida de forma simples
para o caso particular do modelo compartilhado de fragilidade com distribuicdo gama (Wienke,
2010, p. 156-157), onde é visto que essa medida assume uma forma analitica simplificada para
0 caso da fragilidade gama. Ao considerar o parametro 6 como a variancia do modelo, o 7 é

obtido por:

(39)

Como o 7 depende do valor da variancia do modelo, a medida que ela aumenta, 0 T
aumenta, indicando que o tempo de vida de um cdnjuge esta fortemente ligado ao do outro.

Por meio do t, tornou-se possivel avaliar uma métrica de dependéncia entre os tempos
de vida. Ballan e Putter (2020) apontam que para modelo de fragilidade o valor do 7, dada a
sua especificacdo, assume valor nulo ou positivo (entre 0 e 1). Um valor do 7 = 0 indica
independéncia, enquanto valores maiores que O sinalizam uma associacao positiva entre 0s
tempos. Essa métrica é aplicada para verificar a possibilidade de mensurar o valor ou
comportamento de uma influéncia entre os tempos de vida dos cénjuges (Hougaard, 2000).

De forma a validar os resultados obtidos no modelo de fragilidade compartilhado a partir
da base de dados utilizada, realizou-se um procedimento de reamostragem e reaplicacdo do

modelo para testar a plausibilidade das estimativas, processo descrito na préxima secao.

3.5 VALIDACAO DOS RESULTADOS DO MODELO

E sabido na literatura que situagBes sem censura e grupos pequenos (2 elementos)
podem gerar problemas na suposic¢éo da distribuicdo qui-quadrado com um grau de liberdade
para a estatistica do teste utilizado no TRV (Colosimo; Giolo, 2006 p. 302). Nesse sentido,
buscando fortalecer a possivel hipotese de dependéncia, estipulada pelo modelo, entre os
tempos residuais de vida de casais, utilizou-se um teste simulado por meio de técnicas de

bootstrap ndo paramétrico para construir uma distribuicdo amostral empirica para o estimador
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de 0 (variancia da fragilidade) e, entdo, utilizar essa distribuicdo para avaliar o qudo
significativamente diferente de zero pode ser 0 a luz da amostra analisada.

O bootstrap ndo paramétrico consiste em um método bem semelhante ao de Monte
Carlo, onde se busca realizar um experimento de simulacdo (Zivot, 2021). No entanto, para o
método de bootstrap, busca-se criar dados aleatdrios por meio de técnicas de reamostragem com
substituicdo a partir dos dados originais (Zivot, 2021).

Logo, por meio dessa técnica e a partir das amostras dos casais, foi realizado o
procedimento de reamostragem e ajuste do modelo, gerando assim um valor de 6 para cada
nova observacéo criada. Este processo foi repetido 1000 vezes, e a cada repeti¢do, armazenou-
se um valor de 6. Dessa forma, tornou-se possivel construir uma distribuicdo empirica para 0s
valores de 8 e, entdo, utilizar essa distribuicdo para avaliar a estabilidade e a significancia do
parametro em ser diferente de zero.

Validada essa hipotese, a proxima secdo descreve como foi realizada a comparacdo entre

as anuidades, calculadas a partir das hipoteses de dependéncia e independéncia.

3.6 COMPARACOES ENTRE MODELOS DE DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA
ENTRE OS TEMPOS RESIDUAIS DE VIDA

Feita a estimativa da fragilidade, ela ser4 implementada na funcdo de risco para
representar o cenario de dependéncia e o0 agravamento ou a suaviza¢do da mortalidade conjunta
para os tempos de vida. A partir da funcéo risco calculada de forma paramétrica e da variancia
da fragilidade, foi obtido as probabilidades de sobrevivéncia para o status de dltimo
sobrevivente utilizada nos calculos de pagamentos das anuidades atuariais.

Posteriormente, serdo calculadas e comparadas as rendas para casais levando em
consideracdo o modelo por fragilidade e 0 modelo classico com independéncia para identificar
quaisquer disparidades significativas entre as duas técnicas de precificacéo.

A métrica utilizada para comparar os resultados dos modelos foi a razdo entre as
anuidades. As medidas tomadas por meio da razdo podem indicar a posi¢cdo e o quanto
determinados objetos ou fatos estdo distantes entre si em relacdo & determinada caracteristica
(Sindelar; De Conto; Ahlert, 2014). A obtencdo da razdo é feita pela divisdo entre duas
quantidades (Hogg et al., 2015). Neste trabalho, 0 numerador representa a anuidade com

dependéncia (ad;”) e 0 denominador sera a anuidade com independéncia (a2%) (Ross, 2014).

X X,y

Logo, tomando o resultado da razdo como R, entdo pode definir-se:
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P et
=X (40)

A saida da equacdo (40) permitira a analise das discrepancias entre as duas abordagens

de célculo:

e Se R <1, isso indica que a anuidade determinada com dependéncia € menor do que a
anuidade calculada sob independéncia. Nesse cenario, a suposi¢do de independéncia
tende a inflar o valor da anuidade;

e Se R =1, ambos os métodos produzem resultados que ndo sdo significativamente
diferentes, sugerindo que o efeito da dependéncia € nulo;

e Se R > 1, a anuidade com dependéncia excede a independéncia, indicando que
negligenciar a dependéncia pode resultar em uma subestimagéo do valor da anuidade.

Assim, usando essa métrica, podemos avaliar o efeito relativo da dependéncia de pregos.
Apresentado o caminho utilizado para verificar uma resposta ao problema e atender os
objetivos, parte-se ao capitulo 4. Este apresenta os resultados obtidos, assim como as discussdes

sobre.
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4. RESULTADOS E DISCUSSOES

Este capitulo apresenta os resultados referentes aos tempos residuais de vida dos casais
analisados, bem como a investigacdo sobre a existéncia de dependéncia entre tais tempos e 0
seu impacto sobre o prego de rendas. Nesta linha, apresentam-se: i) as principais estatisticas da
andlise descritiva dos dados coletados; ii) a estimagdo da sobrevivéncia e os resultados dos
ajustes paramétricos; iii) os resultados da fragilidade estimada, aléem de discussdes e analises;
e iv) os resultados dos calculos das anuidades, considerando e desconsiderando a dependéncia,

bem como os testes de diferencas entre elas.

4.1 ANALISE DESCRITIVA DOS DADOS

A anélise descritiva foi realizada a partir da base de dados composta com 1790
observagdes, dividida por sexo, e totalizando 895 casais. A Tabela 2, indica as principais

estatisticas de tendéncia central e de disperséo sobre os tempos residuais de vida.

Tabela 2 — Resultados das principais estatisticas descritivas
Idade Idade

Sexo Observacoes Meédia Mediana DP Minimo Maximo

Total 1790 70,1 72 15,5 18 107
Masculino 895 69.9 72 15,4 23 107
Feminino 895 704 72 15,6 18 107

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

A idade média ao 6bito foi 70,4 anos para mulheres, uma superioridade de 0,5 anos em
relacdo a média de vida dos homens, que foi 69,9 anos. Para ambos 0s sexos, a idade média de
vida é de 70,1 anos. A dispersdo dos tempos de vida, medida pelo desvio padrédo, indicou um
valor de 15,5 anos. Ao analisarmos por sexo, os resultados indicam uma proximidade entre a
dispersdo por sexos, onde o desvio padrdo para homens é 15,4 anos e para as mulheres € de
15,6. As informacdes salientam uma variabilidade proxima entre a longevidade por sexo e
indicam um comportamento central proximo entre 0s tempos residuais de vida, com
disparidades semelhantes em torno da média.

Outrossim, quanto as grandezas de minimo e maximo das idades de obitos, observou-se
que as idades maximas de 6bito foram idénticas para ambos os sexo, ja a idade minima, essa

foi de 18 anos para as mulheres e de 23 anos para os homens. Com o objetivo de visualizar o
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comportamento dos 6bitos, a Figura 1 demonstra a variagdo distribuicdo de dbitos por idade e

SEXO.

Figura 1 — Resultado da distribuigcdo de 6bitos por idade.
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Fonte: Elaborac&o propria (2026).

Observa-se que a distribuicdo de densidade da idade ao dbito apresenta assimetria a
direita, com concentracdo mais elevada entre as idades 60 e 85, sendo o intervalo em que se
localiza o pico da curva de densidade. As curvas entre as distribuicGes por sexo exibem
similaridade (poucas varia¢des) em alguns intervalos de idade, o que sugere um comportamento
parecido das idades ao 6bito por sexo. No entanto, observa-se, entre 30 e 45 anos e nas idades
de pico, que a densidade masculina é mais elevada em relacdo a feminina. Enquanto para idades
mais avangadas, apos os 85 anos, percebe-se uma densidade maior para 0s registros do sexo
feminino, se sobrepondo a curva masculina — tal fendmeno pode ser compativel com uma maior
sobrevivéncia relativa das mulheres nas idades extremas.

Apresentados os resultados obtidos na analise descritiva, a proxima secdo se destina a
apresentar os resultados da estimacao de sobrevivéncia ndo paramétrica e o ajuste parametrico,

detalhados a seguir.
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4.2 ANALISE NAO PARAMETRICA DA SOBREVIVENCIA

A secdo atual apresenta os valores estimados da funcdo de sobrevivéncia, de modo a
entender o comportamento do tempo residual de vida dos homens e das mulheres. A funcgéo de
sobrevivéncia foi obtida pelo estimador Kaplan—Meier. As curvas de sobrevivéncia podem ser
visualizadas na Figura 2.

Figura 2 - Resultados das curvas de sobrevivéncia estimadas pelo método de Kaplan-Meier, estratificadas por
Sexo.
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Fonte: Elaborac&o propria (2026).

Observa-se que, mesmo as curvas sendo bem similares em intervalos especificos,
inicialmente, entre as idades de 25 a 35 anos, a sobrevivéncia feminina tende a ser menor.
Contudo, ap6s a idade 35, a sobrevivéncia se comporta de forma igual ou minimamente superior
a masculina, mantendo uma superioridade marginal na maior parte do horizonte temporal.
Apesar disso, ndo houve evidéncia estatistica de diferenca entre as curvas de sobrevivéncia por
sexo, dado que o p-valor do teste de log-rank foi igual a 0,42, superior ao nivel de significancia
de 0,05, ndo rejeitando, portanto, a equivaléncia entre as curvas. O teste de log-rank é
amplamente utilizado para verificar se ha diferenca estatisticamente significativa entre as

curvas de sobrevivéncia entre grupos (Colosimo; Giolo, 2006).
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A seguir, a Tabela 3 exibe as probabilidades de sobrevivéncia por sexo, para quatro
idades, indicando que em idades especificas, hd uma vantagem da sobrevivéncia feminina, mas

ela é fraca e insuficiente para gerar significancia estatistica no teste global.

Tabela 3 — Resultados das probabilidades de sobrevivéncia idades especificas.

Idades Masculino Feminino
45 0.9184 0.9274
60 0.7408 0.7408
75 0.4145 0.4268
90 0.0559 0.0626

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Apresentados os dados da estimacédo da sobrevivéncia pelo estimador de Kaplan-Meier,
a seguir, apresentam-se os resultados da estimacdo do modelo de fragilidade aplicado para

capturar a dependéncia.

4.3 ANALISE DO MODELO DE FRAGILIDADE

A analise da fragilidade foi realizada por meio da extensdo do modelo de Cox, que
possibilita a inclusdo da fragilidade para cada casal (grupo de individuos). Inicialmente,
aplicou-se 0 modelo de Cox sem a fragilidade, considerando apenas a covariavel sexo. Assim,
o risco foi modelado em funcéo do sexo e assumindo independéncia entre o tempo de vida de

conjuges.
Tabela 4 - Resultados estimados para 0 modelo de COX sem a fragilidade.
Variavel B Erro padréo P-valor Exp(B)
Sexo masc. 0,0391 0,0473 0,4089 1,0398

Fonte: Elaborado pelo autor (2026).

Observa-se na Tabela 4 que no primeiro ajuste do modelo de COX, o coeficiente
estimado para o sexo masculino foi de 0,0391, resultando em uma razéo de risco de 1,04. Isso
sugere que os homens apresentam risco de obito 4% superior ao das mulheres. No entanto, ndo
houve evidéncia estatistica significativa para essa diferenca, dado que o P-valor do teste foi de
0,409, superior ao nivel significancia de 0,05. Isso indica que o fato de ser homem ou mulher
ndo altera o risco de morte. Em relacdo ao intervalo de confianga (com 95% de confianca),
observa-se que o valor 1 é incluido, corroborando a auséncia de diferenca significativa entre as

diferengas de obitos por sexo.
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Depois, aplicou-se 0 modelo com a fragilidade compartilhada para cada casal. Ao incluir
a fragilidade, aumentou-se o nimero de intera¢cdes do modelo para 1000, conforme mencionado
na secdo 3.4 (pagina 32), de forma a garantir a convergéncia do modelo. Considerou-se
novamente o0 sexo como uma covariavel, além da fragilidade do grupo.

Os resultados estimados podem ser visualizados na Tabela 5, onde sdo apresentadas as
informacdes da covariavel considerada e da fragilidade compartilhada entre os grupos.

Tabela 5 - Resultados do modelo de Cox com fragilidade compartilhada (distribuicdo Gama).

Efeitos Parametros Cox (Fragilidade (Gama)
B 0,0307
Erro P. 0,0540
Sexo (Masculino)

Exp (B) 1,031

Valor-P 0,57
6 (Variancia) 1,0613
Fragilidade Compartilhada Chisq (test. Wald) 3699.99
(id_casal) P-valor 0,0000
T (Kendall’s) 0,3464

Fonte: elaborado pelo autor (2026).

Os resultados para 0 modelo, com a incluséo da fragilidade compartilhada, indicam que
a varidvel sexo continua sendo ndo significativa, dado que o Valor-P (0,57) foi superior ao nivel
de significancia considerado (0,05). Contudo, a fragilidade compartilhada foi significativa
(valor do teste de Wald = 3699.99, p-valor < 0,00001), enquanto o valor de @ (variancia da
fragilidade) estimada foi de 1,0613, como ela é superior a 0, 0 modelo sugere dependéncia
relevante. Em outras palavras, a sobrevivéncia de homens e mulheres, isoladamente, ndo difere
muito nesta base, entretanto, existe um componente comum de heterogeneidade que altera os
Seus riscos de morte.

Para verificar a convergéncia do modelo e descartar a possibilidade de um maximo local
na log-verossimilhanca marginal, foi construido o grafico de perfil de verossimilhanca para o
parametro 6 (variancia da fragilidade). Na Figura 3, nota-se que o valor estimado para 6

corresponde, de fato, a0 maximo da funcdo de log-verossimilhanga marginal.
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Figura 3 - Resultado da estimagédo do grafico do perfil de verossimilhanga de 6.
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Fonte: elaborado pelo autor no software R (2026).

O grafico de perfil de verossimilhanca € uma ferramenta visual interessante para garantir
que o algoritmo de otimizagdo ndo “travou” em um pico secundario (maximo local) (Therneau;
Grambsch, 2000). Em modelos de fragilidade, a funcdo de verossimilhanca pode ser
malcomportada, e esse grafico confirma a concavidade da fung¢do no ponto estimado.

Obtidos os valores do modelo, o Teste da Razao de Verossimilhanca (TRV) foi utilizado
para testar a hipétese nula H, : & = 0 (auséncia de correlacdo entre os tempos de vida do casal)
contra a alternativa H;: 6 # 0 (presenca de correlacdo). O teste resultou em um p-valor = 0
(estatistica de teste = 292,1535). Portanto, ha evidéncias estatisticas para rejeitar H, e admitir a
existéncia de dependéncia entre os tempos de vida dos cdnjuges. Essa evidéncia confirma os
resultados de existéncia de dependéncia entre os tempos de vida obtidos por Frees, Carriere e
Valdez (1996), Dufresne et al. (2018), Lee e Cha (2018), Henshaw, Constantinescu e Pamen
(2020) e Henshaw et al. (2023), sendo, na maioria dos casos, para casais. Destaca-se também o
estudo de Hougaard, Harvald e Holm (1992), que embora nédo trate especificadamente da
sobrevivéncia de casais, evidenciou que fatores genéticos e ambientais compartilhados podem

gerar associacao entre os tempos de vida de gémeos.
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Dada a plausibilidade de dependéncia entre os tempos de vida, utilizou-se a métrica do
coeficiente de Kendall para medir a associacao, pois a variancia da fragilidade é uma medida
de heterogeneidade, e a dependéncia dentro dos grupos & uma consequéncia dessa
heterogeneidade compartilhada, assim, o 7 representa heterogeneidade em forma de essa
dependéncia (Wienke, 2010). Como ele apresentou um valor superior a 0, igual a 0,3464, ou
seja, existe dependéncia positiva entre os tempos de sobrevivéncia dos conjuges. Contudo, a
associacdo medida é induzida pela fragilidade compartilhada, e ndo uma dependéncia
independente da heterogeneidade (Wienke, 2010).

Para fortalecer o resultado da hipdtese de dependéncia entre o tempo de vida de casais,
conforme mencionado na sec¢do 3.5 (pagina 44), utilizou-se um teste simulado por meio de
técnicas de bootstrap ndo paramétrico para construir uma distribuicdo amostral empirica para o
estimador de 6 e, entdo, utilizar essa distribuicdo para avaliar o qudo significativamente
diferente de zero pode ser 8 a luz da amostra analisada.

Como se pode observar na Figura 4, valores maiores do que zero sdo mais provaveis de
ocorrer na distribuicdo empirica. O intervalo de 95% de confianca também indica que valores
entre 0,85 e 1,28 sdo plausiveis para 6. Deve-se notar, ainda que a propria estimativa obtida no

modelo com fragilidade se enquadra dentro do intervalo.

Figura 4 - Resultado da distribuicdo empirica de 6
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Fonte: Elaborado pelo autor (2026).
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Com base nas evidéncias de validacdo do valor de 6 e da hipdtese de dependéncia entre
0s tempos residuais de vida, a proxima secdo apresenta o impacto de se considerar a
dependéncia no calculo das anuidades em comparacdo com a hipétese comum de

independéncia.

4.4 ANALISE COMPARATIVA ENTRE A SOBREVIVENCIA E OS VALORES DAS
ANUIDADES

A partir dos métodos descritos no capitulo 3, aqui sdo apresentados os resultados para
os célculos das anuidades por meio do modelo com dependéncia. A sobrevivéncia com a
fragilidade, com a inclusdo da dependéncia, é obtida considerando que os individuos dentro de
cada casal compartilnam o efeito aleatério comum, o que gera a correlacdo entre as vidas.

Os resultados demonstraram um aumento da sobrevivéncia ao aplicar a fragilidade em
comparacdo com a estimacdo sem a fragilidade, por meio do modelo de Cox e o estimador de

Kaplan-Meier. Tal fendmeno, pode ser visualizado na Figura 5.

Figura 5 — Curvas de sobrevivéncia do modelo de Cox COM e SEM fragilidade e o estimador de Kaplan-Meier.

1.00 4

Feminino COM fragilidade
Feminino SEM fragilidade
— Kaplan-Meier
= — Masculino COM fragilidade
> Masculino SEM fragilidade

0.75+ 5

0.50

Sobrevivéncia

0.25+

0.00+

30 60 90
Tempo (em anos)

Fonte: Elaborado pelo autor



55

Observa-se que ao considerar a independéncia, o valor das probabilidades de
sobrevivéncia ¢é subvalorizado, logo, a fragilidade indica que a sobrevivéncia dependente, em
idades mais avancadas, tende a ser superior. Nesse caso, casais mais velhos tendem a apresentar
uma probabilidade de sobrevivéncia maior, quando a dependéncia é incluida, isso pode ser
explicado pelo fato de os casais mais frageis morrerem mais cedo e menos frageis chegarem
mais saudaveis as idades finais. Estes resultados condizem com os apresentados por Onchere
et al. (2022) e por Walter et al. (2021). No entanto, esses trabalhos indicaram que a
sobrevivéncia com a fragilidade tende a ser menor do que a probabilidade considerando a
independéncia em idades menores. Esse fato contradiz os resultados atuais obtidos e
visualizados na Tabela 6, e pode ser justificado pelo fato da distribui¢do escolhida, pois a
fragilidade com a distribuicdo gama associa apenas a fragilidade de forma positiva, nédo
permitindo incorporar um efeito negativo na sobrevivéncia (Onchere et al. 2021).

Conforme a sobrevivéncia, com o estimador de Kaplan-Meier e 0 modelo de Cox SEM
e COM fragilidade, foi obtido o valor das anuidades. Como mencionado, as anuidades foram
calculadas para o status de ultimo sobrevivente, e, em relacdo as idades, consideraram-se as
seguintes idades especificas para os segurados: 40, 50, 60, 70 e 80 anos para 0s homens; ja para
as mulheres, considerou-se uma diferenca nas idades em relacdo aos homens, de 10, 5 e 0 anos,
tanto maior quanto menor. Por exemplo, para um homem de 40 anos, calcularam-se 5 anuidades
diferentes, com a idade da mulher assumindo os valores 30, 35, 40, 45 e 50 anos. Para fins de
calculo, considerou uma taxa de juros de 5% a.a. e uma idade de tempo de vida final w (idade
em que todos estdo mortos) de 110 anos. Em relacéo ao tipo de anuidade, estas foram calculadas
de forma antecipada, imediata e vitalicia sob o status de Gltimo sobrevivente. Os resultados dos
calculos, inicialmente é apresentado a comparagdo entre 0 modelo de Cox e o estimador

Kaplan-Meier, que sé&o descritos na Tabela 6.

Tabela 6 - Resultados das anuidades, calculadas sob a hipdtese de independéncia (modelo de Cox x KM).
Anuidades independentes — Prob. do modelo de Cox

Idade dos homens (x)

Idade da mulher

40 50 60 70 80
-10 18,3168 16,8622 14,8546 12,3629 9,5054
-5 17,9405 16,2896 14,1075 11,3907 8,4941
0 17,5512 15,7425 13,4858 10,5516 7,9454
5 17,1766 15,2302 12,8367 9,8362 7,6448
10 16,8383 14,8210 12,3174 9,4595 7,3283

Anuidades independentes — Prob. do modelo de Cox

Idade dos homens (x)
40 50 60 70 80

Idade da mulher
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-10 18,3432 16,8632 14,8075 12,3854 9,5627
-5 17,9399 16,2923 14,0737 11,3808 8,5896
0 17,5495 15,7400 13,4824 10,5436 7,9366
5 17,1746 15,2441 12,8064 9,8310 7,6438
10 16,8319 14,8595 12,2823 9,3747 7,2866

Raz&o entre as anuidades (ind KM/ind)
Idade dos homens (x)
Idade da mulher
40 50 60 70 80

-10 1,0014 1,0001 0,9968 1,0018 1,0060
-5 1,0000 1,0002 0,9976 0,9991 1,0112
0 0,9999 0,9998 0,9998 0,9992 0,9989
5 0,9999 1,0009 0,9976 0,9995 0,9999
10 0,9996 1,0026 0,9971 0,9910 0,9943

Fonte: Elaborado pelo autor com base em Gomes (2024) (2026).

Dentro das expectativas, observa-se que o0s resultados das anuidades com as

probabilidades do modelo de Cox e do KM, com a hipétese de independéncia, foram

praticamente idénticas, dado que os valores das razdes séo ligeiramente préximos de 1. Dada a

comparacdo entre 0 modelo de Cox e Kaplan-Meier, parte-se ao caso principal de objetivo do

estudo, a comparacdo entre 0 modelo de Cox e o modelo de fragilidade que considera a

dependéncia. O Resultado da comparacdo é apresentado na Tabela 7.

Tabela 7 — Resultados das anuidades, calculadas sob as hipéteses de independéncia e dependéncia.

Anuidades independentes — Prob. do modelo de Cox

Idade da Idade dos homens (x)
mulher 40 50 60 70 80
-10 18,3168 16,8622 14,8546 12,3629 9,5054
-5 17,9405 16,2896 14,1075 11,3907 8,4941
17,5512 15,7425 13,4858 10,5516 7,9454
5 17,1766 15,2302 12,8367 9,8362 7,6448
10 16,8383 14,8210 12,3174 9,4595 7,3283
Anuidades dependentes — Prob. do modelo de fragilidade
Idade da Idade dos homens (x)
mulher 40 50 60 70 80
-10 18,6489 17,4212 15,8259 14,0805 12,3874
-5 18,3184 16,9285 15,2281 13,3872 11,7167
17,9736 16,4615 14,7608 12,7849 11,3175
5 17,6704 16,0789 14,3499 12,4364 11,3553
10 17,4060 15,8060 14,0564 12,3698 11,3839
Razao entre as anuidades (dep/ind)
Idade da Idade dos homens (x)
mulher 40 50 60 70 80
-10 1,0181 1,0331 1,0654 1,1389 1,3032
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-5 1,0211 1,0392 1,0794 1,1753 1,3794
1,0241 1,0457 1,0945 1,2116 1,4244
1,0287 1,0557 1,1179 1,2643 1,4854
10 1,0337 1,0665 1,1412 1,3077 1,5534

Fonte: Elaborado pelo autor com base em Gomes (2024) (2026).

O resultado da razéo para todos os cenérios de idades descritos foi superior a 1. Tal
resultado indica uma subvalorizacdo das anuidades ao assumir independéncia, 0 que sugere
que, ao ndo considerar a dependéncia entre os casais, as seguradoras ou planos previdenciarios
cobrariam prémios inferiores ao devido para cobrir suas obriga¢Ges futuras junto aos
beneficiarios, o que pode impactar a solvéncia das entidades. Em termos de impacto, o resultado
indica que, ao considerar um homem e uma mulher, ambos aos 80 anos, a anuidade dependente
¢ aproximadamente 42% superior a independente. Logo, assumindo a independéncia, o prémio
unico puro cobrado seria bem menor, ao considerar um casal em idades extremas, mas resultaria
em um prémio insuficiente para fazer frente as obrigacdes futuras das entidades.

E importante observar que a subvalorizacio aumenta em idades mais avancadas, e,
consequentemente, reservas futuras formadas abaixo das obrigaces reais de seguradoras e de
planos previdenciérios. Em termos regulatorios atuariais, esses cenarios podem indicar uma
magnitude desse desvio poderia superar margens de solvéncia das instituicoes.

Em relacdo a literatura, entre os principais estudos, os estudos de Onchere (2022),
Onchere et al. (2022), Walter et al. (2021) apontam que ha uma subvalorizacdo em idades
elevadas. Porém, em idades iniciais, o valor das anuidades tende a ser supervalorizado sob a
hipGtese de independéncia. Dessa forma, o modelo de fragilidade implicaria em uma
diminuicdo na responsabilidade esperada da seguradora para beneficiarios em idades iniciais
da anuidade, seguida por um aumento em idades mais elevadas, quando a dependéncia €
considerada. Entretanto, o estudo aplica 0 modelo de fragilidade com funcéo de risco na forma
paramétrica e fragilidade seguindo uma distribuicdo positiva estavel.

Outra observacdo importante é que a fragilidade tende a gerar um efeito maior a medida
gue a idade de um dos individuos aumenta, mesmo com a anuidade reduzindo. Por exemplo, ao
selecionar um casal em que 0 homem possui 70 anos e a mulher, 60, a anuidade dependente é
igual a 14,08, a independente € igual a 12,36 e o resultado da razdo é 1,14. Todavia, ao
aumentarmos a idade da mulher para 80, as anuidades caem, algo esperado dado o aumento do
risco de mortalidade, e passam a valer, respectivamente, 12,37 (dependente) e 9,46
(independente), enquanto a razdo aumenta para 1,31. Ao olhar para a diferenga, em termos

absolutos (dependente — independente), a diferenca entre a anuidade dependente e a
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independente é de aproximadamente 1,72. Quando a idade da mulher avanga para 80 anos, essa
diferenga sobe para cerca de 2,91, mesmo com a reducéo do valor de ambas as anuidades. Essas
variacbes sugerem que as implicacbes financeiras nos produtos atuariais, dado o
envelhecimento, e pode gerar preocupacao quanto a solvéncia das instituicoes

Ao olhar para a carteira de uma seguradora, tem-se que essa formada com casais, em
que os homens e as mulheres tém em média 60 anos, e é pago um beneficio de R$ 1,00 por
periodo. Ela constitui uma reserva; supondo independéncia, de R$13,49 por casal. Mas o valor
com a dependéncia, deveria ser R$14,76. O deficit médio por casal seria de 1,27 unidade do
beneficio. Para uma carteira de 1.000 casais com beneficio mensal de R$ 1.000, isso representa
cerca de R$ 1,27 milhdo de provisédo insuficiente. Ja com casais com idade média de 80/80
anos, o déficit por casal sobe para 3,37 unidades, ou seja, R$ 3,37 milhdes para a mesma
carteira. Em um caso como esse, o déficit poderia impedir que a seguradora conseguisse arcar
com as suas obrigacoes.

Em sintese, as implicacBes indicam que a dependéncia traz variagdes positivas em
calculos para maltiplas vidas e essas ocasionam resultados superiores para as rendas. Tais
evidéncias reforcam a necessidade de se investigar e de se considerar estruturas de dependéncia

na modelagem atuarial, especialmente em produtos destinados a casais.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O trabalho propds uma analise utilizando modelos de fragilidade para analisar uma
possivel associacdo entre os tempos restantes de vida de casais e 0 seu impacto sobre a
precificacdo de rendas para casais. A motivagao para o estudo partiu de evidéncias presentes na
literatura sobre a dependéncia entre as vidas, 0 que poderia gerar implicagdes nos precos de
produtos atuariais, e a necessidade de revisao das premissas atuariais. Dessa forma, a partir de
tal motivacéo, aplicou-se um modelo de fragilidade compartilhada com distribuicdo gama em
dados reais coletados a partir do site do FamilySearch. Os resultados indicaram haver existéncia
de dependéncia entre os tempos de vida dos conjuges, sendo essa evidéncia significativa por
meio dos testes e validacdes aplicadas. Ao incrementar os resultados do modelo ao célculo
atuarial, observam-se variacdes relevantes nas rendas, sendo superiores quando a dependéncia
é aplicada.

Dada a evidéncia valida do modelo e as variacbes dos valores das anuidades, 0s
resultados podem implicar uma possibilidade de revisdo em premissas atuariais, visto que a
desconsideracdo da dependéncia entre vidas pode levar a cobranca de prémios e a formacdo de
provisdes matematicas subavaliadas em relacdo ao risco real. Logo, a validacdo da dependéncia
e de variagdes sobre a precificacdo implicam um risco a sustentabilidade do sistema de seguros
e previdéncia ao se considerar coberturas para casais baseadas em modelos puros e
independentes.

Como limitagdes, destaca-se a utilizagdo de dados sem observacdes censuradas, 0 que
limita uma anélise a situacdes mais reais de mercado. Pontua-se também a utilizacdo de um
modelo ndo paramétrico, que pode ndo ser o mais adequado e confidvel em comparacdo com
um modelo paramétrico ajustado, dada a necessidade de inferéncias além da amostra, esperanca
de vida, suavizacdo e extrapolacdo. Devido a esses fatores, 0 modelo paramétrico pode trazer
maiores ganhos de precisao (Lawless, 2011; Colosimo; Giolo, 2006). Outra desvantagem a ser
considerada seria a utilizacdo da distribuicdo gama, que é invariante no tempo, conforme
mencionado por Onchere (2022). Além disso, a estrutura resultante dessa distribuicdo admite
basicamente associacdo positiva entre tempos de falha, ndo evidenciando, portanto, restri¢cbes
formais a associagdes negativas.

No entanto, haja vista resultados significativos sobre a dependéncia entre 0s casais € a
possibilidade de um avanco metodologico, que sugere a alteracdo na forma de célculos atuariais
para produtos do ramo vida, pesquisas futuras podem avaliar as diferentes distribuicdes de

fragilidades, como em um processo composto com a Estavel Positiva (Positive Stable), que,
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conforme os resultados obtidos por Onchere et al. (2022), possibilitam capturar os efeitos da
heterogeneidade que variam com o tempo, associados de forma positiva e negativa a
dependéncia. A inclusdo desse efeito permite capturar o aumento do risco de morte, dada a
morte do conjuge, efeito ndo capturado pela metodologia aqui aplicada, dado que a distribuicdo
gama considera 0 impacto de associagdo apenas de forma positiva. Sugere-se também uma
andlise entre modelos paramétricos e semiparamétricos e a comparacdo de diferentes
distribuicbes para fragilidade, como a log-normal e a inversa gaussiana, que poderiam ser
comparadas com a gama em um modelo de fragilidade compartilhada. Em relacdo a outros
modelos, essa metodologia poderia ser comparada também com o modelo de copulas.

Além disso, recomenda-se analisar o impacto da dependéncia em outros produtos
atuariais do ramo vida, tais como o0s seguros de vida, as anuidades para o status de vida conjunta
e as anuidades reversiveis. Para além da analise dos tempos residuais de vida de casais, sugere-
se a extensdo da metodologia para seguros coletivos contratados por empresas para 0S Seus
funcionarios. Nesses contextos, pode-se observar que dentro de determinadas empresas é
possivel haver diferentes polos com setores independentes, e dentro de cada um deles os
funcionarios podem estar expostos a riscos semelhantes e que podem ocasionar dependéncia
entre os eventos.

Por fim, espera-se que o estudo contribua metodologicamente como base para novas
pesquisas que investiguem a dependéncia entre vidas no meio atuarial e na literatura nacional,
ainda pouco explorada no Brasil. Dessa forma, novas evidéncias sobre a dependéncia entre
vidas e variacdes em produtos atuariais podem indicar a necessidade de revisdo das hipoteses
subjacentes as praticas de precificagdo comum de mercado e promover um maior rigor técnico

e sustentabilidade nos setores de seguros e previdéncia.
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APENDICE A — Codigo

rm(list=Is()) # Limpando diretorio

# Instalcacédo de pacotes

# Instalacdo de pacotes

# install.packages("tidyverse™) # Manipulacéo e visualiza¢do de dados

# install.packages("readxI™) # Leitura de arquivos em Excel

# install.packages("survival™)  # Andlise de sobrevivéncia

# install.packages("'flexsurv')  # Modelos paramétricos flexiveis de sobrevivéncia

# install.packages("'survminer") # Visualizacdo de curvas de sobrevivéncia

# Carregando pacotes necessarios

library(tidyverse)

library(survival)

library(flexsurv)

library(dplyr)

library(survminer)

library(readxl)

#### Tratamento dos dados ###t#

# importando dados coletados

dados <- read_excel("Estudos/TCC - TASSIANO/Base de dados - TCC.xIsx",
sheet = "Planilhal")

head(dados)

# Removendo coluna
dados$ Links de acesso” = NULL
print(dados)

# Ajustando o nome das colunas
# Renomeando colunas e criando colunas de tempos, status e tempo de casam. até a morte.
dados <-
dados |>
transmute(id_casal = id_grupo,
id_ind = Id_ind,
Sexo = Sexo,
ano_nasc = "ano de nascimento’,
ano_morte = “ano de morte’,
ano_casam = “data de casamento’,
tempo = ano_morte - ano_nasc,
status =1, # Coluna de informacdo sobre o status.
tempo_casam_ate_morte_ind = ano_morte - ano_casam

)

# Tornando os dados anénimos.
head(dados)
dados <- dados %>%
mutate(id_ind = sprintf("ID_%04d", row_number()))

# Visualizar
print(dados)
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# Transformando as colunas para o tipo numerico.

dados <- dados %>% mutate(across(c(ano_nasc, ano_morte, ano_casam,
tempo_casam_ate_morte_ind), as.numeric))

# Verificando inconsisténcia nos dados.

# casais com ano de casamento diferente.
casais_dif <- dados |>

group_by(id_casal) |>

summarise(ind_divergencia_ano_casamento = if_else(length(unique(ano_casam)) > 1,
"Sim", "Néao")) |>

filter(ind_divergencia_ano_casamento == "Sim")

# retirando colunas

dados <- dados |>
group_by(id_casal) |>
filter(n_distinct(ano_casam) ==1) |>
ungroup()

# Verif. casais com ano de morte inferior ao ano de casamento e
# com morte no ano do casamento.
casais_exc <- dados |>

filter(tempo_casam_ate_morte_ind <=0) |>

distinct(id_casal) [>

mutate(ind_inconsistencia = "Sim")

# Retirando os casais com em os individuos apresentem inconsisténica.
dados <- dados |>
filter('id_casal %in% casais_exc$id_casal)

# identificando se ha valores ausentes na base
nrow(model.frame(Surv(tempo, status) ~ sexo, data = dados))
colSums(is.na(dados[, c("tempo", "status”, "sexo™)]))
###H#  ANALISE DESCRITIVA DOS DADOS  ####
# Estatisticas gerais

cat("Total de individuos:", nrow(dados), "\n")
cat("Total de casais:", length(unique(dados$id_casal)), "\n")

summary_tempo <- summary(dados$tempo)

print(summary_tempo)

cat("Desvio-padrdo:", round(sd(dados$tempo, na.rm = TRUE), 2), "\n")

cat("Variancia:", round(var(dados$tempo, na.rm = TRUE), 2), "\n")

cat("Coef. de Variacdo:", round(sd(dados$tempo, na.rm = TRUE)/mean(dados$tempo, na.rm
= TRUE)*100, 2), "%\n\n")

# Analise dos tempos de sobrevivéncia por sexo
descricao_sexo <- dados %>%



group_by(sexo) %>%

summarise(

N =n(),
Ida_Meédia = round(mean(tempo, na.rm = TRUE), 2),
Ida_Mediana = round(median(tempo, na.rm = TRUE), 2),
DP = round(sd(tempo, na.rm = TRUE), 2),
Minimo = min(tempo),
Méaximo = max(tempo, na.rm = TRUE)

)

descricao_total <- dados %>%

summarise(
sexo = "Total",
N = n(),
Ida_Meédia = round(mean(tempo, na.rm = TRUE), 2),
Ida_Mediana = round(median(tempo, na.rm = TRUE), 2),
DP = round(sd(tempo, na.rm = TRUE), 2),
Minimo = min(tempo, na.rm = TRUE),
Méaximo = max(tempo, na.rm = TRUE)

)

descricao_final <- bind_rows(descricao_sexo, descricao_total)
print(descricao_final)
# Graficos

# Densidade por sexo

ggplot(dados, aes(x = tempo, fill = sexo)) +
geom_density(alpha = 0.5) +
scale_fill_manual(values = c¢("red", "green")) +
labs(x = "Idade (anos)", y = "densidade") +
theme_minimal()

ggplot2::ggsave(
filename = "Dens_obito.png",
plot =last_plot(),

width =16,

height =12,

units ="cm",

dpi  =1000
)

#HH Estimacdo da sobrevivéncia — ##H#H#H
# Kaplan-Meier

obj_surv <- Surv(time = dados$tempo,
event = dados$status)
# Curvas de sobrevivéncia por sexo
km_sexo <- survfit(obj_surv ~ sexo, data = dados)
summary(km_sexo)
str(km_sexo)
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# Visaualizando as curvas de sobrevivéncia
ggsurvplot(

km_sexo,

data = dados,

pval = TRUE, # mostrar p-valor do teste log-rank
# conf.int = TRUE, # intervalo de confianca

xlab = "Idade (anos)",
ylab = "Probabilidade de sobrevivéncia”,
ggtheme = theme_minimal(base_size = 10)

)

# Testando se ha diferenca estatistica entre as curvas de sobrevivéncia
survdiff(obj_surv ~ sexo, data = dados)

# Probabilidade por sexo para diferentes idades.

# Criando Km com tempos separados

dados_m <- subset(dados, sexo == "Masculino") # Separando dados do sexo masculino
dados_f <- subset(dados, sexo == "Feminino") # Separando dados do sexo feminino

km_m <- survfit(Surv(tempo, status) ~ 1, data = dados_m)
km_f <- survfit(Surv(tempo, status) ~ 1, data = dados_f)

idades_ekm <- ¢(45, 60, 75, 90)

Sobre_m <- summary(km_m, times = idades_ekm)
Sobre_f <- summary(km_f, times = idades_ekm)

tabela <- data.frame(
idades = idades_ekm,
Masculino = round(Sobre_m$surv, 4),
Feminino = round(Sobre_f$surv, 4)

)

tabela
#####  Estimando o modelo de fragilidade para os grupos (casais) — ####

# Modelo de Cox sem fragilidade
(fit_cox_sem_fragilidade <- coxph(Surv(tempo, status) ~ sexo, data = dados))

(fit_cox_com_fragilidade <- coxph(Surv(tempo, status) ~ sexo + frailty(id_casal, distribution
= "gamma"),

data = dados,

control = list(iter.max = 1000)))
summary(fit_cox_com_fragilidade)

# Perfil de verossimilhanca de theta
# 1. Definir uma sequéncia de valores para theta (variancia da fragilidade)
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theta_vals <- seq(0.01, 3, length.out = 300)
loglik_vals <- numeric(length(theta_vals))

# 2. Loop para ajustar o modelo fixando cada valor de theta
for (i in seq_along(theta_vals)) {
# O argumento theta= fixado dentro de frailty() desativa a estimacao automatica
m <- coxph(Surv(tempo, status) ~ sexo + frailty(id_casal, distribution = "gamma", theta =
theta_vals[i]),
data = dados,
control = list(iter.max = 1000))

# Extrair a log-verossimilhanca parcial (segundo elemento do vetor loglik)
loglik_vals[i] <- m$history$ frailty(id_casal, distribution = "gamma", theta =
theta_valsJ[i]) $c.loglik

¥
# 3. Construir o grafico de perfil
plot(theta_vals, loglik_vals, type ="1", col = "black", lwd = 2,

xlab = expression(theta ~ (Variancia)),
ylab = "Log-verossimilhanga marginal", # I-likelihood (disponivel apenas para fragilidade
gama)
main = "Perfil de Verossimilhanga")

# Adicionar linha vertical no MLE (valor que o R estimaria automaticamente)
abline(v = fit_cox_com_fragilidade$history$ frailty(id_casal, distribution = "gamma™ $theta,
col ="grey", lwd = 2, pch = 3)

# Teste da razdo de Verossimilhanca

est_teste <- 2 * (fit_cox_com_fragilidade$history$ frailty(id_casal, distribution =
"gamma'""$c.loglik - fit_cox_sem_fragilidade$loglik[2])
p = pchisq(est_teste, df = 1, lower.tail = F)

# Teste do BooTstrap ndo paramétrico para theta
get_theta <- function(data, indices) {

# Reamostrar e renomear clusters em uma Unica etapa

d_boot <- do.call(rbind, lapply(seq_along(indices), function(i) {
temp <- data[data$id_casal == unique(data$id_casal)[indices][i]], ]
temp$id_casal <- i # usa a posi¢do diretamente como novo id
temp

b))

fit <- try(
coxph(Surv(tempo, status) ~ sexo + frailty(id_casal, distribution = "gamma"),
data = d_boot, control = list(iter.max = 1000)),
silent = TRUE

)

if (inherits(fit, "try-error™)) return(NA)



fitShistory[[1]]$theta
¥
# 2. Executar o Bootstrap (ex: 1000 replicacdes)
set.seed(123)
n_casais <- length(unique(dados$id_casal))
boot_results <- replicate(1000, get_theta(dados, sample(1:n_casais, replace = TRUE)))

# Remover NAs de falhas de convergéncia
boot_results <- boot_results[!is.na(boot_results)]

# Visualizar a distribuicao de theta
hist(boot_results, breaks=25, main="Distribuicdo empirica",
xlab = expression(hat(theta)), probability = T, ylab = "Densidade")

# Intervalo de Confianca de 95% (Percentil)
quantile(boot_results, probs = ¢(0.025, 0.975))

### Analise da sobrevivéncia com a fragilidade ####
(fit_cox_nulo <- survfit(coxph(Surv(tempo, status) ~ sexo,
data = dados)))
# Extraindo o beta (coeficiente do sexo) e o theta (variancia da fragilidade)
beta_com_fragilidade <- fit_cox_com_fragilidade$coefficients # coef - sexo
theta <- fit_cox_com_fragilidade$history$ frailty(id_casal, distribution = "gamma" $theta

df <- dplyr::tibble(risco_acumalado_base = basehaz(fit_cox_com_fragilidade)$hazard,
tempo = fit_cox_nulo$time,
s_pop_m = (1 + theta * risco_acumalado_base * exp(beta_com_fragilidade))"(-
1/theta),
s _pop_f=(1 + theta * risco_acumalado_base)”(-1/theta),
s_f=summary(survfit(fit_cox_sem_fragilidade, newdata = data.frame(sexo =
"Feminino")), times = tempo)$surv,
s_m = summary(survfit(fit_cox_sem_fragilidade, newdata = data.frame(sexo =
"Masculino")), times = tempo)$surv)
df$s_pop_m
km <- survfit(obj_surv ~ 1, data = dados)
df %>%
ggplot2::ggplot(ggplot2::aes(x = tempo, y =s_pop_m)) +
ggplot2::geom_step(ggplot2::aes(colour = "Masculino COM fragilidade™)) +
ggplot2::geom_step(ggplot2::aes(y = s_pop_f, colour = "Feminino COM fragilidade™)) +
ggplot2::geom_step(ggplot2::aes(y =s_m, colour = "Masculino SEM fragilidade™)) +
ggplot2::geom_step(ggplot2::aes(y =s_f,  colour = "Feminino SEM fragilidade™)) +
ggplot2::geom_step(
data = data.frame(tempo = km$time, surv = km$surv),
ggplot2::aes(x = tempo, y = surv, colour = "Kaplan-Meier"),
linewidth = 0.3
)+
ggplot2::scale_y_continuous(limits = c(0, 1)) +
ggplot2::labs(x = "Tempo (em anos)", y = "Sobrevivéncia", colour = NULL) +
ggplot2::theme_bw() +
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ggplot2::theme(
legend.position  =¢(0.8, 0.8),

legend.background = ggplot2::element_rect(fill = "white", colour = "black™),

legend.key.size = ggplot2::unit(0.5, "cm™),
legend.text = ggplot2::element_text(size = 8)
)

ggplot2::ggsave(
filename = "curvas_sobrevivencia.png",

plot =last_plot(),

width =16,

height =12,

units ="cm",

dpi  =1000
)

#it##Ht Calculo das anuidades ####

w <- 110 # ultima idade das

i <- 0.05 # Taxa de Juros

v <- 1/(1+i)

X <- ¢(40, 50, 60, 70, 80)

nome_linhas <- ¢(*-10", "-5", "0", "5", "10")
nome_colunas <- ¢("40", "50", "60", 70", "80")

## Auidades - Modelo de COX x KM ##

a_ind <- as.data.frame(matrix(nrow = 5,ncol = 5), row.names = nome_linhas)

names(a_ind) <- nome_colunas

a_ind_km<-a_ind

a_raz <-a_ind_km

Sobre_m <- summary(km_m)

Sobre_f <- summary(km_f)

for (j in 1:ncol(a_ind)) {

X <- as.numeric(names(a_ind)[j])
for (k in L:nrow(a_ind)) {

y <- X + as.numeric(row.names(a_ind)[k])
t = 0:(max(w - X, w - y))
# COX
px <- approx(df$tempo, df$s_m, xout = x, rule = 2)$y
py <- approx(df$tempo, df$s_f, xout =y, rule = 2)$y
#Probabilidades condicionais
t_px_ind <- approx(df$tempo, df$s_m, xout = x + t, rule = 2)$y / px
t_py_ind <- approx(df$tempo, df$s_f, xout =y +t, rule = 2)$y / py
t_pxyus_ind <-t_px_ind +t_py_ind - (t_px_ind * t_py_ind)
ind  <-sum((v™t) *t_pxyus_ind)
#Km
Sx <- approx(Sobre_m$time, Sobre_m$surv, x, rule = 2)$y
Sy <- approx(Sobre_f$time, Sobre_f$surv, y, rule = 2)$y

t Sx <- approx(Sobre_m$time, Sobre_m3surv, x + t, rule = 2)$y
t Sy <- approx(Sobre_f$time, Sobre_f$surv, y +t, rule = 2)$y
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t_px_km <-t_Sx/ Sx
t py_km <-t_Sy/ Sy
t_pxyus_km <-t_px_km + t_py_km - (t_px_km*t_py km)

ind_km <-sum((v"t) * t_pxyus_km)
a_ind_kmlk, j] <-ind_km
a_ind[k, j] <-ind
a_raz[k, j] <-ind_km/ind
¥
}
round(a_ind, 4)
round(a_ind_km, 4)
round(a_raz, 4)
#### Modelo de Cox SEM x MOdelo COM Fragilidade
a_ind <- as.data.frame(matrix(nrow = 5, ncol = 5), row.names = nome_linhas)
names(a_ind) <- nome_colunas
a_dep<-a_ind
a_raz <-a_dep
# Extrair o Risco Base apenas uma vez
HO_base <- basehaz(fit_cox_com_fragilidade, centered = FALSE)
# Criar a funcéo de risco acumulado via interpolacao
HO_fun <- function(tempo_alvo) {
approx(HO_base$time,
HO_baseS$hazard,
xout = tempo_alvo,
method = "constant", # Mantendo seu método
rule = 2)$y
¥
for (j in 1:ncol(a_ind)) {
X <- as.numeric(names(a_ind)[j])
for (k in L:nrow(a_ind)) {
y <- X + as.numeric(row.names(a_ind)[k])
t = 0:(max(w - X, w - y))
# SEM fragilidade - modelo de cox
px <- approx(df$tempo, df$s_m, xout = x, rule = 2)$y
py <- approx(df$tempo, df$s_f, xout =y, rule = 2)$y
#Probabilidades condicionaist p xet p_ y
t_px_ind <- approx(df$tempo, df$s_m, xout = x + t, rule = 2)$y / px
t_py_ind <- approx(df$tempo, df$s_f, xout =y +t, rule = 2)$y / py
t_pxyus_ind <-t_px_ind + t_py_ind - (t_px_ind * t_py_ind)
ind  <-sum((v™t) *t_pxyus_ind)
# COM fragilidade
Sx <- approx(df$tempo, df$s_pop_m, xout = X, rule = 2)$y
Sy <- approx(df$tempo, df$s_pop_f, xout =y, rule = 2)$y
t_Sx <- approx(df$tempo, df$s_pop_m, xout = x + t, rule = 2)$y
t_Sy <- approx(df$tempo, df$s_pop_f, xout =y + t, rule = 2)$y
t px_dep <-t Sx/ Sx # individuais
t py dep<-t Sy/Sy # individuais
# conjunta marginal
Sxy <- (1 + theta * (
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HO_fun(x) * exp(beta_com_fragilidade) + HO_fun(y)
)™(-1/theta)
Sxy t<-(1+theta™ (
HO_fun(x + t) * exp(beta_com_fragilidade) + HO_fun(y + t)
)(-1/theta)
# Probabilidade conjunta condicional
t_pxy_dep <- Sxy_t/ Sxy
t pxyus_dep <-t px_dep +t py dep -t _pxy_dep
dep <- sum((v"t) * t_pxyus_dep)
a_depl[k, j] <- dep
a_ind[k, j] <-ind
a_raz[k, j] <-dep/ind
¥
}
round(a_ind, 4)
round(a_dep, 4)
round(a_raz, 4)
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