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Resumo

Este trabalho trata do limite de curvas duais planas, um tema da geometria
algébrica que busca entender o que acontece com as curvas quando elas sofrem processos
de degeneracao. Em situagoes assim, o dual da curva limite nem sempre coincide com
o limite dos duais, e por isso é necessario um olhar mais cuidadoso.

Primeiramente, sao introduzidos alguns conceitos fundamentais, como séries de
Puiseux, discriminantes de polindmios em uma variavel e intersecoes no plano projetivo.
Em seguida, aborda-se a dualidade entre pontos e retas nesse contexto e aplica-se esse
conceito ao estudo da curva dual de uma curva projetiva plana lisa. Posteriormente,
analisa-se o comportamento dessa dualidade em familias planas de curvas. O resultado
principal estabelece uma férmula precisa para descrever o limite das curvas duais,
relacionando suas componentes as duais de cada componente da fibra especial da familia
e a determinados discriminantes.

Por fim, exemplos ilustram o teorema e mostram a utilidade pratica da teoria
desenvolvida. A pesquisa busca, assim, aproximar o leitor de uma compreensao mais

intuitiva sobre como curvas e suas duais interagem em situagoes-limite.

Palavras-chave: Geometria Algébrica; Curvas Planas; Dualidade; Discriminantes; Po-

ligono de Newton-Puiseux.



Abstract

This work addresses the limit of plane dual curves, a topic in algebraic geome-
try that seeks to understand what happens to curves when they undergo degeneracy
processes. In such situations, the dual of the limiting curve does not always coincide
with the limit of the duals, and therefore a more careful examination is required.

First, we introduce some fundamental concepts, such as Puiseux series, discri-
minants of univariate polynomials, and intersections in the projective plane. Next, we
address the duality between points and lines in this setting and apply this concept
to the study of the dual curve of a smooth projective plane curve. We then examine
how this duality behaves within flat families of curves. The main result provides a
precise formula for describing the limit of such dual curves, relating its components
to the duals of each component of the special fiber of the family, as well as to certain
discriminants.

Finally, examples illustrate the theorem and demonstrate the practical utility
of the theory developed. The research thus seeks to bring the reader closer to a more

intuitive understanding of how curves and their duals interact in limiting situations.

Keywords: Algebraic Geometry; Plane Curves; Duality; Discriminants; Newton-Puiseux
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notagoes utilizadas neste trabalho.

e V(F) denota o conjunto dos zeros de um polindémio F.
e (" denota o dual de uma curva plana C.

e /[(P,FN@G) é o namero de intersegao de F' e G em P.

X



Introducao

Desde muito cedo, os matematicos se interessaram pelas curvas, tanto pela be-
leza de suas formas quanto pela riqueza de suas propriedades. No inicio, elas eram
vistas apenas como objetos geométricos, mas, com o tempo, passaram a ser descritas
e estudadas por meio da algebra. Foi assim que Descartes abriu o caminho para a
geometria analitica e que, logo depois, cientistas como Newton e Leibniz exploraram
ferramentas capazes de descrever de forma mais precisa o comportamento das cur-
vas. Mais tarde, no século X1X, Victor Puiseux trouxe uma contribuicao essencial ao
mostrar que certas curvas podiam ser descritas localmente por séries com expoentes
fracionarios, permitindo enxergar de perto regioes onde o comportamento das curvas
eram mais delicadas, como nos pontos singulares. Ao longo da historia, a ideia de du-
alidade também ganhou forca, mostrando que ha uma relagao profunda entre pontos,
retas e curvas, revelando uma outra camada de simetria e beleza na geometria.

E nesse cenario que este trabalho se insere. O objetivo é estudar os limites de
curvas duais planas, ou seja, compreender o que acontece com essas curvas quando
passam por pequenas deformacgoes ou degeneracoes. Esse tipo de questao é bastante
sutil: em muitos casos, o dual da curva limite nao é o mesmo que o limite dos duais,
e isso exige uma escolha cuidadosa das ferramentas para ser entendido. Esse estudo
nos ajuda a perceber melhor conceitos como continuidade, suavidade e singularidades,
mostrando como, em momentos de transi¢ao, surgem propriedades inesperadas, tais
como: mudanca no grau da curva dual, apari¢ao de componentes extras na curva dual,
mudanca na multiplicidade dos pontos duais, dentre outras.

No primeiro capitulo, apresentamos os conceitos bésicos que servirao de alicerce.
Falamos sobre as séries de Puiseux e o poligono de Newton, que sao técnicas cléssicas
para analisar o comportamento local de curvas. Em seguida, tratamos dos discrimi-
nantes e da resultante de polindémios, que ajudam a identificar quando duas curvas
compartilham raizes ou pontos em comum. Por fim, discutimos a no¢ao de intersegao
no espaco projetivo, que organiza de maneira elegante as situagoes em que curvas se
encontram.

O segundo capitulo é o coragao da dissertagao. Nele, mergulhamos no estudo da
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dualidade entre pontos e retas e em como essa relagao se manifesta quando trabalha-
mos com familias de curvas que se aproximam de situac¢Oes-limite. Analisamos casos
especiais de polinémios, exploramos como surgem as degeneracoes e mostramos como
descrever o limite das curvas duais em termos de seus discriminantes e componentes.
Esse capitulo conecta toda a base tedrica com o resultado central do trabalho.

Jé o terceiro capitulo busca aproximar a teoria da pratica. Apresentamos exem-
plos detalhados, que ilustram o teorema principal e mostram como os conceitos ganham
vida em casos concretos. Essa parte nao apenas confirma os resultados obtidos, mas
também ajuda o leitor a criar uma intui¢ao mais clara sobre o que esté acontecendo.

E importante destacar que todo este estudo sera desenvolvido sobre o corpo dos
ntmeros complexos, C. Trabalhar nesse ambiente é natural em geometria algébrica,
pois garante a riqueza necessaria para que os resultados sejam aplicados de maneira
completa e consistente.

A principal referéncia para este trabalho é artigo de S. Katz, [K].



Capitulo 1

Preliminares

Vamos dar inicio ao trabalho discorrendo sobre conceitos preliminares, que serao
cruciais para o bom entendimento do leitor sobre o tema. As principais referéncias
para este capitulo, sdo: as dissertagdes de Lourengo, M. O. [L], Cavalheiro, R [C] e
Mendes, G. T. |[GM] além do livro Plane Algebraic Curves dos autores Brieskorn, E. e
Knorrer, H |[BK].

1.1 Séries de Puiseux

Nesta primeira secao daremos a definicao das séries de Puiseux e sua ligagao com

o poligono de Newton.

Definicao 1.1.1. Considere R um anel comutativo com unidade. Uma série de potén-

cias formal nas variaveis xy, ..., x, com coeficientes em R é um objeto da forma

F(zy,...,2,) = Z A, x”

aeN"

onde z% = z{'---x20" e A, € R para cada indice a« = (o, ...,a,) € N*U (0,...,0). O

coeficiente A, recebe o nome de coeficiente de indice o, e 0 mondémio A,x{'---xo" é
chamado termo de multi-grau o e grau total |o| = a1 + -+ - + a,. O conjunto de todas
as séries de poténcias formais é denotado por R[[z1, ..., z,]].

Dadas duas séries de poténcias formais

F:ZAQSC“ e G:ZBaxo‘,

acN” aeNn?

definimos as operagoes de soma e multiplicacao da seguinte forma:

F+G= Z(AaJrBa):ca,

aeN”

3
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FG= ) C.a® onde Co= ) AgB,

a€eNn B+v=a
Aqui, a soma 3 + v = «a é entendida componente a componente em cada indice.
Assim, o conjunto R[[zy,...,,]|], munido dessas operagdes, forma um anel co-

mutativo com unidade.

Com esta definigao sobre o que sao séries de poténcias formais enunciamos o Lema

de Hensel (Cavalheiro, R [C])

Teorema 1.1.2 (Lema de Hensel). Sejam R um anel comutativo com unidade e

F(z) =) fia' € R[]
i=0
uma série de poténcia com coeficientes em R. Suponha que existam elementos gg, hg €
R|x] tais que:
(a) fo= goho;
(b) goR+ hoR =R (isto é, gy e hg sdo coprimos em R).

Entao, existe uma fatoragao

com G(z), H(z) € R[[z]], satisfazendo:
G(0) = go, H(0) = ho.

Além disso, se gy nao for divisor de zero em R e E C R for um conjunto que contém
exatamente um representante para cada classe residual de R/(go), entdo essa fatoracao

¢ tnica se exigirmos que todos os coeficientes g; de G(x) para ¢ > 1 pertengam a F.

O Lema de Hensel trata da fatoracao de séries de poténcias formais. O proximo
resultado garante que podemos estender esta fatoracao para anéis de séries de poténcias

de varias variaveis.

Corolario 1.1.3. Sejam R um anel comutativo com unidade e seja

F(xy,...,2,) = Z firoin@ e xin € Ry, ..., )]

i1 y0enyin >0
uma série de poténcias em n variaveis com coeficientes em R. Se
fo,.o=gh e gR+hR=R

4
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entao existe uma fatoracao

F(xy,...,xn) = G(z1, ..., x0)H (1, ..., 2p) (1)
com
Além disso, se g nao for divisor de zero e E C R é um conjunto com exatamente

um representante para cada classe residual de R/(g), entao a fatoracao (I) é unica se

exigirmos ¢;, ;, € F sempre que (i1,...,0,) # (0,...,0).

Exemplo 1.1.4. Considere F'(z,y) € Z[[z,y]] a série de poténcias em duas variaveis

com coeficientes inteiros dada por
F(z,y) =6+ 5z + 3y + 2° + zy.
O termo constante de F(x,y) é foo = 6, e podemos escrevé-lo como o produto gh,

onde:

Como mdc(2,3) = 1, temos que gZ+ hZ = 7Z, ou seja, a soma dos ideais gerados por g
e h é o conjunto Z. Assim, as hipoteses do Corolario [[.1.3] estao satisfeitas. Portanto,

existe uma fatoragao da forma:

F(x,y) = G(z,y)H(z,y)

CcoI1:

G(0,0)=g=3, H(0,0)=h=2

Construindo explicitamente G(z,y) e H(z,y) até a ordem 1 (isto &, considerando ape-

nas os termos constantes e lineares), suponha que
G(z,y) =3+ar+by e H(z,y)=2+cx+dy.
Notemos que

G(z,y)H(z,y) = (3+ ax + by)(2 + cx + dy)
=6+ (3c+ 2a)x + (3d + 2b)y + (ac)z® + (ad + be)zy + (db)y?
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Comparando com F(z,y) = 6 + 5z + 3y + 2 + xy, obtemos o sistema:

(

3c+2a=5 (Ey)
3d+20=3 (B
ac=1 (E3)
ad+bc=1 (E,)
\db =0 (Es)

Notemos que (Es5) garante que d = 0 ou b = 0. Como d = b = 0 ndo poder ocorrer por
(E4) e d = 0 nao pode ocorrer por (E2) (as solugdes sao inteiras), temos que b =0 ¢é a

tnica possibilidade. Assim,

b0 B g1 B B

Assim, temos:

G(r,y)=3+z e H(zy =2+z+y

Além disso, considerando E = {0, 1,2} a fatoracdo F(x,y) = G(z,y)H(z,y) encon-
trada é tnica exigindo que g¢;, ;, € {0, 1,2} para (i1,42) # (0,0).

Dando continuidade, o corolario abaixo trata de uma versao especifica do Lema
de Hensel no contexto de anéis de séries de poténcias com coeficientes em um corpo
K. Aqui, a fungao F(x1,...,%,,y) é um polindmio na variavel y, cujos coeficientes

pertencem ao anel de séries formais K[z, ..., z,]].

Corolario 1.1.5. Seja K um corpo e seja

F(a1,... w0,y) € Kfzr, ... 2]y = K[y][[z1, ..., 2]

um polindmio em y, cujos coeficientes sao séries de poténcias formais nas variaveis

x1,...,T,. Suponhamos que

com ¢(y), h(y) € K[y| relativamente primos. Entao, existe uma fatoragao
F(X,y) = G(X,y)H(X,y)

com
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Além disso, se exigirmos que

deg, (G(X,y) — g(y)) < deg, (9(y))

entao a fatoragao é tnica.

A ideia central do Corolario 1.1.5 é de que, se conhecemos uma fatoracao do
polinémio F' na auséncia das variaveis z; (ou seja, ao avaliarmos x; = 0), e se 0s
fatores g(y) e h(y) dessa fatora¢do sao coprimos em K{[y|, entdo podemos "levantar"
essa fatoragao para obter uma fatoragdo do polindémio F(X,y) com coeficientes em
Kz, ..., x,]]

Outro corolario bastante importante do Lema de Hensel é dado por:

Corolario 1.1.6. (Teorema de Preparacao de Weierstrass). Seja K um corpo e seja
F(zy,...,xn,y) € Kl[x1,..., 70,9

uma série de poténcia, tal que F(0,...,0,0) = 0. Suponhamos que y™ aparece em F
com coeficiente nao nulo e que m € o menor inteiro para o qual isso acontece. Entdo

F pode ser escrito de maneira inica como
F(X,y) = [y" + upn (X)y" ™+ +uo(X)] - U(X, y)

com u;(X) € K[[x1,...,2,)] e U(X,y) € K[[z1,...,2,,Y]] invertivel.

Exemplo 1.1.7. Considere a série formal
F(z,y) =y" +zy+a° +y’,
onde x e y sao variaveis, e F(z,y) € K[[z,y]]. Observamos que
F(0,y) =",

que é um polindmio moénico de grau 2 em y. Portanto, o menor inteiro m para o qual
y™ aparece com coeficiente nao nulo é quando m = 2. Pelo Teorema de Preparacao de

Weierstrass, podemos fatorar F' de maneira tnica, como

F(I’,y) = G(:L'7y) ) U(ZE,y),

onde G(z,y) = 3* + ui(z)y + up(x) é um polindmio moénico de grau 2 em y, com

coeficientes ug(x), u1(z) € Klz]] e U(z,y) € K|[z,y|] é uma série invertivel, isto é,

7
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possui termo constante diferente de zero. Nosso objetivo é determinar explicitamente
G(z,y) e U(x,y). Como F é um polindomio de grau 3 em y, podemos tentar expressar

U(z,y) na forma

onde by(x) e by(x) sdo séries em x que comegam com termos de ordem maior que zero.

Multiplicando, temos

F(z,y) = G(z,y) - Uz, y)
= (" + w(2)y + uo(2)) (1 + bi(x)y + ba(z))
= bi(2) -y’ + (1 + bi(w)ur(2) + ba(2))y® + (wr (@) + o ()b () + ur(2)ba())y
+ (uo(x) 4+ up(z)be(x)).

Igualando os termos de grau até 2 em y de F' e GG, obtemos:

(by(2) = 1

14 by (x)us(z) + ba(z) =1

u () + uo(z)by(x) + ug(x)be(z) = 2
L uo(z) (1 + by(z)) = 2

Neste caso, observamos que

.

bi() = 1
ur () = —by(x)

uo(z) = x + ba(2)(1 + ba())

[ (2 + ba() (1 + ba(@))) (1 + b () = 27,

onde (usando um algoritmo) obtemos que
by(7) = —x + 2° + 32* + O(2°).

Desta forma,
ui(x) = —bo(z) = v — 2° — 32* + O(2°)

up(r) = 2* + 2° + 2* + O(z°).
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Assim, neste exemplo, a fatoracao do Teorema de Preparacao de Weierstrass é

F(I‘,y) = G<I7y) ’ U(I7y)

com

Gz, y) =y + (@ —2® =32+ Yy + (2 + 2> +2* + ),

Ulr,y) =1+y+ (—x +2° + 32" + O(2")).

1.1.1 Expansao de Puiseux

Iremos agora definir o conceito de série formal de Laurent sobre um corpo K, que
é uma generalizacao da série formal de poténcias, onde se permite que os expoentes

possam ser negativos, mas apenas em nimero finito. A forma geral é dada por:
o0
E a;t', a; € K, reZ.
=r

Quando r > 0, recuperamos o caso usual das séries formais de poténcias. Mais ainda,

considerando o caso especifico dos complexos, temos o seguinte lema:

Lema 1.1.8. O corpo de fragoes de Cl[[z]] é o conjunto das séries formais de Laurent
sobre C.

Para a construgao que utilizaremos, seja C((t)) o corpo de fracoes na variavel ¢, e
fixemos um ntimero natural m. A cada série f = Z a;x" pertencente a C((z)), pode-
mos associar a série f' = Z a;t™ em C((t)). Essa associacdo faz com que tenhamos
a relacdo © = t™, ou equivalentemente, ¢ = z'/™. Dessa forma, podemos identificar
C((t)) como C((z¥™)).

A partir dessa identificagao, é possivel definir operagoes entre os elementos de
C((x*™)), denominado corpo das séries de poténcias fraciondrias (ou corpo das séries
de Puiseux) na varidvel x.

Tal ideia decorre do Teorema 1.1.9 abaixo, cuja demonstracao pode ser conferida

na dissertacao |Cl:

Teorema 1.1.9 (Expansao de Puiseux). Seja F(x,y) € C[[z,y]] uma série de poténcia
irredutivel sobre um corpo C e suponha que F(0,0) = 0. Admita que o termo y™
ocorra em F'(z,y) com coeficiente ndo nulo e que m seja o menor inteiro positivo para

o qual isso acontece. Nessas condigoes, a equagao F'(x,y) = 0 admite uma solugao da
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forma

(o]
y:Zaixi/m com a; € C,
i=1

isto ¢, y € C[[z"/™]].

O teorema acima afirma que toda fungao algébrica sobre C admite uma repre-
sentacao local por uma série com expoentes racionais. Essa representacao captura o
comportamento local da fungao proxima a um ponto (geralmente a origem), mesmo que
esse ponto seja uma ramificacao ou singularidade, isto é, continua valida nas situagoes

em que a fungao algébrica deixa de ser regular.

Definigao 1.1.10. Seja f = Zaixi/m € C((z'/™)). Definimos a ordem de f como
a menor poténcia i/m cujo coeficiente a; de f é ndo nulo. Se f = 0, dizemos que a

ordem de f é infinita. Denotamos a ordem de f por o(f).

Defini¢do 1.1.11. Se f € C((z™)), dizemos que f é uma série de Puiseus se f
possui ordem nao negativa, isto ¢, o(f) > 0. O conjunto C[[z*/™]] & chamado conjunto

das séries de Puiseux.

A série de Puiseux é entao, uma ferramenta poderosa da analise e da algebra que
permite representar funcoes algébricas como séries de poténcias formais com expoentes
racionais, em vez de inteiros, estendendo assim o conceito classico de séries de Taylor ou
Laurent. Introduzida por Victor Puiseux no século XIX, essa técnica desempenha um
papel fundamental no estudo local de curvas algébricas préoximas a pontos singulares.
Ao permitir que a varidvel seja elevada a poténcias fracionarias, a expansao de Puiseux
oferece uma descricao precisa do comportamento das fungoes em vizinhancgas onde a

andlise tradicional falha ou se torna limitada.

1.1.2 Poligono de Newton

Agora, iremos falar sobre o Poligono de Newton, utilizado para desenvolvermos
uma funcao qualquer em uma série de poténcias racionais, ou seja, em uma série de
Puiseux. O poligono de Newton é uma ferramenta geométrica que auxilia na cons-
trugao explicita das séries de Puiseux associadas a uma equagao algébrica implicita
F(z,y) = 0. Tal método foi desenvolvido por Newton, em correspondéncia com Leib-
niz e Oldenburg.

No dia 13 de junho de 1676, Newton envia uma carta a Oldenburg, onde o mesmo
desenvolve a funcdo F(x,y) = y° + ary + a’y — 2° — 2a® = 0 em termos de uma série
infinita com expoentes racionais, com isso, Newton afirma ter descoberto um método

para lidar com as "affected roots"(raizes afetadas), termo utilizado para se referir

10
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a equagoes algébricas em que os coeficientes ou incégnitas dependem de parametros
literais.

A construgdo do poligono de Newton, de inicio pode ser vista da seguinte
forma: comega-se tracando um plano cartesiano convencional com dois eixos, onde
cada ponto é determinado pelos expoentes das variaveis em cada monomio da fungao.
No eixo das ordenadas (vertical), representam-se os expoentes da variavel que ficara em
funcdo da outra, ou seja, a variavel dependente, e no eixo das abscissas (horizontal),
os expoentes da variavel independente.

Tomando como base o exemplo mencionado anteriormente, os pontos marcados

por Newton no plano foram:
e (0,3), correspondente ao mondmio y°;

e (1,1), (0,1), (3,0) e (0,0), referentes aos demais mondmios da fun¢ao.

Apobs marcarmos todos os pontos no grafico, identifica-se o ponto mais préoximo
da origem situado sobre o eixo vertical (isto é, o ponto de menor ordenada entre os que
tém abscissa zero). A reta inicial é entao tragada na vertical, passando por esse ponto.

Em seguida, fixa-se uma reta nesse ponto e ela é rotacionada no sentido anti-
horario até que toque dois ou mais dos pontos marcados no plano, formando uma
aresta inferior do fecho convexo. Os pontos assim encontrados determinam os lados do
chamado poligono de Newton, que corresponde & parte inferior do envoltorio convexo
dos pontos associados aos termos do polinémio.

A inclinagcao negativa dessas arestas possui um papel central: ela determina o
expoente inicial das solugoes em séries de Puiseux da equacao F'(z,y) = 0. Mais
precisamente, se uma aresta do poligono possui inclina¢ao —1/\, entao ha uma solugao

formal y(z) da forma
y(x) = ca® + termos de ordem superior,

com ¢ € C.

11
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Assim, o poligono de Newton fornece uma maneira geométrica de prever os possi-
veis expoentes racionais que aparecem nas expansoes de Puiseux das raizes da equacao.

Seguindo o exemplo, considere agora a funcao equivalente aos pontos colineares da
nossa reta, que foram (0, 0), (0,1) e (0,3), ou seja, F(x,y) passa a ser —2a°+a*y+y° =
0, note que y = a satisfaz a equagao, logo o ponto (0, a) pertence a curva.

Considere agora y = a + P (aproximagdo de ordem 0) e substitua na fungao
inicial:

F(z,y) = y* + d’y — 2a° + azy — 2°

Substituindo y = a + P, temos:
(a+ P)* +a*(a+ P) —2a* + ar(a+ P) — 2° = 0.
P? +3aP? 4 3a®P + a® 4+ a*P — 2d® + a*x + axP — 2° = 0
Desenvolvendo os termos:
4a*P + 3aP? 4+ P? + a*x + axP — 2° = 0.

Utilizando novamente o poligono de Newton, considerando as variaveis (x, P), obtemos

os seguintes pontos:

4a*P = P2 = (0,1)

3aP* = P4 = (0,2

PP = P2 = (0,3

a?r = P'2' = (1,0

axP = Plz' = (1,1)
3

? =  P%2* = (30

Tracando o grafico:

(0,1) .
(1,0)

A partir do grafico, selecionamos os pontos (0, 1) e (1,0), que determinam a aresta

12
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inferior (aresta lider) do poligono de Newton. Assim, a equacao reduzida considerando

apenas os termos correspondentes é:
x
F(z,P)=4d*P+d’xr =0 = 4d’P=-ad’vx = P= ~1

Dando continuidade, seja

x
p=-=
7@

(aproximagao de ordem 1), ao substituir na funcao

F(x,P) = 4a*P + 3aP? + P* + a’v + azP — 2° = 0

Obtemos:
2 3
F(z,Q) = 4a® <_§ + Q) +3a <—§ + Q) +<_§ + Q) +ar4azx (_% 4 Q> P
Expandindo os termos:

ar@ a_x2 Loh 3x0Q)? N 322Q B 6523

4 2 2_
@Q+30Q" ===~ 75 A 16 64

=0

A seguir, construimos o poligono de Newton considerando agora as variaveis

(z,Q). Atribuimos os pares ordenados aos mondmios acima com base nos expoen-

tes de (z, Q).

4a*’Q = Q'%2° = (0,1)
30Q° = Q%" = (0,2
a“ZQ Q' = (1,1
al—x; = Q2 = (2,0
Q@ = @2 = (0,3
3fo = QW' = (1,2
35;‘2@ = Q2 = (21)
Ggf Q"2 = (3,0)

Grafico dos pontos (esbogo do novo poligono de Newton):
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A parte inferior do poligono de Newton determina os termos dominantes da ex-
pansao. Os pontos colineares da borda inferior (2,0) e (0, 1) levam a uma nova equagao

reduzida, dada por

2 172

axr
4aQ = =
g TlR=0=>0=c

Seguindo a mesma linha de raciocinio, fazendo novas aproximagoes iremos obter

F(z,Q) = —

uma série infinita de poténcias, dada por:

N1_$+x2+131x3+
Y= " 61 T 51242

descrita por Newton em sua carta. E utilizando a expansao de Puiseux em torno
da origem, obtemos uma solu¢ao da forma:
r x? 13123

~loZ T
Y 161" Th12

para a equagao

v+ a’y — 24 + axy — 23 = 0.

Por exemplo, para x = 0,1 temos que

0,1  (0,1)2 131-(0,1)3
~1-——
y L T e T 512

Visto este exemplo feito por Newton, vamos abordar o método geral, para trans-
formarmos as raizes de uma fun¢ao em série de poténcia, utilizando o método do
poligono de Newton.

Seja

f,y) =) aapz™y’

uma série de poténcias. Sem perda de generalidade, seja f y—gera]El de ordem m > 0,

Dizer que uma série f(x,y) é y-geral significa que ela pode ser escrita como uma série em z cujos
coeficientes sao séries em y, e que o termo de menor ordem em x realmente depende de y.
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ou seja, ag; = 0 para i < m.

Definimos o suporte de f como

supp(f) = {(c, B) € N? | anp # 0}.

Agora, queremos encontrar a reta mais ingreme possivel a partir do ponto mais
baixo do eixo . Antes disso, introduziremos alguns conceitos fundamentais.
Para cada ponto p em supp(f), consideramos o quadrado positivo p + (R1)?

movido para p. De acordo com o plano cartesiano abaixo,

conv(U(p + (R+)2)>

N
N

Aresta Lider —— .

(V,0)

Figura 01 - Poligono de Newton

A fronteira deste poligono consiste em um caminho poligonal compacto (onde todos os
segmentos tém inclinagao negativa) e duas semirretas. O caminho poligonal compacto
¢ chamado de poligono de Newton de f.

Se o poligono de Newton de f tem um tinico ponto de apoio com o eixo 3, entao
f(0,y) # 0. Neste caso, y = 0 é uma solugao de f(z,y) = 0.

Caso contrario, o segmento mais ingreme do poligono de Newton chamado de
aresta lider é o primeiro termo que desejamos. Seja —1/po a inclinacdo do segmento
mais ingreme (passando pelo ponto (0,m) e interceptando o eixo « no ponto (V,0)).

Entao podemos escrever:

fy) = D awpr®y’+ D amsr®y’, (1)

a+ppB=V atpoBS>V

-1
onde V' é a intersecgao do eixo v que passa pelo ponto (0,m) com inclinagao — (V =
mytg), € por construgao deve existir pelo menos dois pares de ntimeros («;, 5;) € supp(f)

com ¢ = 1,2 tais que o; + pof; =V, para todo ¢ = 1, 2.
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Logo, a primeira solugao aproximada de f(z,y) = 0 é uma solugao da equagao
quase homogénea

f(l’, y) = Z aaﬂxayﬁ =0

a+poB=V

Substituimos y = tx"° e obtemos

f(sc,w:xV( > aaﬁﬁ):acvg(t)
a+pofB=pom

Aqui, ¢(t) ¢ um polindémio de grau m. Desde que, dois valores a,p sejam diferentes de

zero, logo

gty =" > aapt’

a+poB=pom

e possui uma raiz diferente de zero ty. Entao:

y = toxh

¢ a primeira solugao implicita de f(z,y) = 0. O expoente pg ¢é racional, tome pg = @,

onde pg, go sao nimeros naturais primos entre si. a0
Feito isto, consideramos agora z = z{’ e y = a1°(tp+y1) como a nova aproximacao.
Substituindo tudo isso em f(z,y) = 0. Isto nos d4 uma nova série de poténcias em x;
ey
(8, (b + y1)).

Vo4 . L. N . ,
Por (I), z{"" divide a série de poténcias, isto é,

s (b +yn) = o™ - falwn, )

e fi1 € novamente y-geral de ordem m; < m.
Agora iteramos o processo apenas descrito: construimos o poligono de Newton
de fi, seja —1/p; a inclinagdo da reta mais ingrime e escreva p; = py/q; com p; e ¢

primos entre si. Assim, obtemos uma solucao aproximada da forma,
4
Y1 =ty
e de forma anéloga, usamos a nova aproximagao dada por:

vy =228,y =25 (t +y2)
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em

f1($1,yl) =0

Repetindo o processo, obtemos:

fi(@Sh, 28 (t + 1)) = 55‘2/1(11]3(9527 Ya),

sendo fy yo-geral de grau mo < my.
Desta forma, obtemos uma sequéncia de séries de poténcias f;(x;,y;) (com ;41 =

1 .
x; / %), cada y;-geral de ordem m;, onde
m="mg=>1mp > My > ...
e uma sequéncia de solugoes aproximadas:

Yo =2 (to+11), yi =8 (ti +y2), vo=2aE(ta+1ys), ...

Portanto, a féormula final serd dada por:

Y = gho (to + 2t (b + ah (b + .. )))
= toxh0 + typhotr/ao 4 g, ploti /a2 /a4

Mais a frente no capitulo dois, abordaremos alguns exemplos praticos deste mé-
todo. Sendo assim, ao utilizarmos a Expansao de Puiseux, podemos lidar com
expressoes muito complicadas utilizando a técnica de séries de poténcias. Ao aplicar
uma série infinita, escolhemos uma das variaveis dependentes (por exemplo, y) e a re-
presentamos como uma expansao em série de poténcias da variavel independente (neste
caso, ).

Essa abordagem nos permite encontrar solugoes aproximadas (ou formais) para

equagoes algébricas que seriam muito dificeis de resolver diretamente.

1.2 Discriminantes formais

Nesta secao iremos abordar os conceitos basicos sobre discriminantes formais e
a formula da resultante entre dois polindomios em uma varidvel com coeficientes em R

um anel comutativo e com unidade.

Defini¢ao 1.2.1. Considere f(z), g(z) € R[z] dois polinémios de modo que o grau de

f(z) é n e o grau de g(x) é m. Logo, existem aq, ..., a,, by, ...,bp, € R com a, e by,
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ambos nao nulos, tais que

f(z) = Za,xi e g(r)= Z b;x'
=0 1=0

an b,
Un_1 Qp b1 by,
Ap_o Qp_1 - b—o bm_1
p_o - a, : by—o
SyL(f(z),9(x)) == | a9 ¢ " an-1 b
ap - Qp_o bo
Qo bo

onde 0s espacos vazios sao zeros, as primeiras m colunas sao preenchidas pelos coefi-
cientes de f(z) e as ultimas n colunas sdo preenchidas com os coeficientes de g(z). A

resultante de f(z) e g(x) é definida como sendo

Res (f(2), g(x)) = det (Syl (f(x), g(x)))

A resultante entre dois polinomios f(z) e g(x) é um elemento do anel R obtido
a partir do determinante da chamada matriz de Sylvester. Embora sua definicao seja
puramente algébrica, sua utilidade vai muito além de um simples calculo: a resultante é
um critério eficiente para verificar se dois polindémios possuem ou nao raizes em comuimn.

Mais geralmente, vale o seguinte resultado.

Proposigdo 1.2.2 (Veja [Va]). Sejam f(z) = agz® +--- +ag e g(z) = boax® + - - + by

polindmios com coeficientes em R um dominio de fatoragao tnica. Entao

agqg — be =0
Res (f(2),9(2)) =0 <= qou
f(x), g(r) admitem fator comum nao constante.
Asssim, caso a resultante seja igual a zero, entao ird existir pelo menos uma

raiz que anula ambos os polindmios, ou seja, f e g possuem pelo menos uma raiz em

comum. E quando for diferente de zero, temos a garantia de que eles nao compartilham
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nenhuma raiz.

Essa propriedade confere a resultante um papel central em diversas areas da ma-
temética, como na eliminagao de varidveis em sistemas polinomiais e na geometria
algébrica, onde aparece naturalmente no estudo das intersecoes de curvas, o que abor-
daremos mais a frente. Em esséncia, a resultante traduz uma questao sobre solugoes
de equagoes em uma tinica expressao, tornando mais simples e direto o tratamento de

problemas que, de outra forma, exigiriam anélises mais longas e complexas.

Exemplo 1.2.3. Vamos ilustrar o uso da resultante com um caso simples. Considere
R = Cly| e os polinémios f(z),g(x) € R[z], onde

f(a:):a:3—x2y+xy—y2 e g(:v):x2+x—y2—y.

Queremos saber se eles possuem alguma componente em comum. Em vez de tentar
fatora-los diretamente, vamos utilizar a resultante.

Primeiro, identificamos os coeficientes:

f : as = 17 az = —Y, ay =Y, ap = _y27

qg: bgzl, 51:1, b():—(y2+y)

Como deg, f = m = 3 e deg, g = n = 2, a matriz de Sylvester terd ordem 5 e sua

resultante sera expressa da seguinte forma:

1 —y y —y? 0

0 1 —y y —y?
Res(f,g)=det [1 1 —(4*+y) 0 =0

0 1 1 —(* +y) 0

0 0 1 1 —(y*+v)

Considere as colunas da matriz indicadas por vy, vs, v3,v4, v5. Observa-se que

essas colunas satisfazem a seguinte relacgao linear:
4 3 2 _
y v+ yve + Yy v + yug +vs = 0.

De fato, verificando linha a linha, obtemos:
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v () + () + () +y(—y") +0=y' —y' + ¢’ — 4’ =0,
yH0) +y* () +y*(—y) +y) + () =y’ =y’ +y* —y* =0,

v )+ )+ (— (0 +y) +y(0) + 0=y +y’ —y' —y° =0,
v (0)+ (D) + (D) +y(— @ +9) +0=y"+y* —y’ —y* =0,
v (0) + 42 0) +y* () +y() + (- W +y) =y’ +y -y —y=0.

Como todas as componentes dessa combinagao linear se anulam, temos que

com coeficientes nao todos nulos.

portanto, o determinante serd zero.

y o1 + yPvr + Y23 + yug + vs = 0,

possuem uma comp@nente em comuil.

Este exemplo mostra como a resultante traduz a seguinte pergunta "os polinémios

tém raiz em comum?"em um simples calculo de determinante, evitando, muitas vezes,

a necessidade de fatoracoes diretas.

A primeira defini¢ao que iremos abordar sobre discriminantes é dada na defini¢ao

abaixo.

Definigao 1.2.4. Considere f(z) = a,2"+a,_ 12" '+ - -+asx®+a,2-+ag um polindmio

em Clz|, tal que a,, # 0. Logo, o discriminante de f sera definido por

n(n=1) o
A(f(x)) — (_1) RGS(f(I),f( ))’

Qn

onde f'(z) := na,a" ' + (n — Vap_12" 2+ --- + 2a00 + a; € Clz].

Levando em consideracao a definicao acima, podemos demonstrar um dos discri-

minantes mais conhecidos, o discriminante das equagoes polinomiais de segundo grau

em uma variavel, observe o exemplo abaixo:

Exemplo 1.2.5 (Discriminante de um polinémio quadratico via resultante). Considere

Entao

f(z) = ax® + bz +c, a # 0.

flw) =2ax +b,  degy(f) =2, deg,(f') = 1.

20
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A matriz de Sylvester de f e f' (de ordem 2+ 1 =3) ¢

a b ¢
SYI(f, f)=1{2a b 0
0 2a b

A resultante é o determinante dessa matriz:

a b ¢
Res(f,f)=det |2¢ b 0
0 2a b

Pela regra de Sarrus (ou expansao direta do determinante 3 x 3), temos

Res(f,f)=a-b-b +0b-0-0 + ¢-2a-2a
—¢cb-0—a-0-2a —b-2a-b

=ab® + 0+ 4a*c — 0 — 0 — 2ab?

= 4a*c — ab*® = a (4ac — b?).

A relagao geral entre discriminante e resultante para um polinémio de grau n é

n(n—1)

A = T e ),

n
onde a, é o coeficiente lider de f. No nosso caso, n =2 e as = a, logo
2(2—1)

A(f) = D Res(f, f') = (=1 a(dac — b*) = b* — dac.

a a

Portanto,
A(f) = b* — 4dac.

Consideremos agora, um caso mais geral, seja K um corpo algebricamente fechado
de caracteristica 0, A uma K-algebra e dominio integral e f € A[z] um polinémio de

grau n, descrito da seguinte forma:
flx)=apa" +---+ay, a,#0.

Considere «aq,...,a, como as raizes formais de f (possivelmente numa extensao do

corpo de fragoes de A). Neste caso, temos a seguinte decomposicao de f(z) em fatores
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lineares:
n

f(z) :anH(x—Ozi). (1.1)

i=1

Definicao 1.2.6. Com a notagao anterior, o discriminante formal de f é dado por:

Au(f) = ay [ J(ai — a))* € A. (1.2)

i<j
onde oy, ..., o, sao as raizes formais de f.

Escrevendo a expressao acima em termos das fungoes simétricas elementares dos

a;; essas funcoes simétricas sao dadas por

ian—i

oi(ag,...,a,) = (—1)'—— parai=1,2,..n.

Assim, A4(f) é um polindmio homogéneo de grau 2n — 2 nos coeficientes a;, com

coeficientes inteiros; ele possui peso

se atribuirmos peso n — 1t a a;.

Exemplo 1.2.7. Consideremos o polindémio
flz) =2 - 62+ 11z — 6 € Clz].

Sabemos que C é algebricamente fechado e, portanto, f admite trés raizes (contadas

com multiplicidade) em C. Ao fatorarmos f(z), obtemos:
f(x) = (z = 1)(z = 2)(x - 3),
de modo que as raizes sao
ar=1, ay =2, az3=3.

Utilizando a féormula do discriminante dada na defini¢ao acima:

temos:
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Assim:
A(f) =122 (g — ) - (g — a3)” - (a2 — 3)”

=(1-27% (1-3)*(2-3)
= (=1)%-(=2)* - (-1)?
=1-4-1

=4.

Logo, como A(f) = 4 # 0, concluimos que o polindmio possui trés raizes distintas
em C. O fato de o discriminante ser positivo, neste caso real, indica que todas as raizes
sao reais — mas, como estamos em C, o sinal nao carrega a mesma informacgao que no
caso real: a conclusao principal aqui é a inexisténcia de raizes multiplas.

Outra maneira de abordarmos o exemplo, seria utilizando a férmula de discrimi-

nantes para polindmios ctubicos
f(z) = az® + ba® + cx +d.
Neste caso, o discriminante pode ser expresso unicamente pelos coeficientes:
A(f) = b*c® — 4ac® — 4b*d — 27a*d* + 18abcd.

Aplicando esta formula a f(x) = 2° — 62> + 11z — 6, temos:

e, portanto:

A(f) = (=6)* - 117 = 4(1)(11°) — 4(~6)*(—6) — 27(1)*(—6)
+18(1)(—6)(11)(—6)

=36-121 —4-1331 — 4(—216)(—6) —27-36+ 18- (—6) - 11 - (—6)

= 4356 — 5324 — 5184 — 972 4 7128

=4.
O valor obtido coincide com o calculo anterior, confirmando a coeréncia entre a definigao
via raizes e a expressao via fungoes simétricas dos coeficientes.

Fazendo uma ligagao com o contexto de resultante e ?n ideia de discriminantes for-

mais e considerando a Equagao (1.1), tomemos g(z) = by, H(x—ﬁi), entao a resultante
também pode ser calculada da seguinte forma. -

Proposicao 1.2.8 (Veja [EH|). Sejam K um corpo algebricamente fechado de carac-
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teristica 0, A uma K-algebra e dominio de integridade, a1, ..., a, e f1, ..., B, as raizes
formais, respectivamente, de f(x) e g(x) dois elementos em Alzx|. Entao a resultante

de f(x) e g(x) é dado por
Res(f,9) = ay [ [ g(es) = (=1)™ 05, [ [ £(8) = aoy, T T (e = 5))
i=1 j=1 i=1 j=1
onde a, e b,, denotam os coeficientes lideres de f e g, respectivamente.

Exemplo 1.2.9. Considere os polinémios
fx)=2> =52 +6=(z—2)(x—3), gx) =2 —1=(x—1)(z+1).
Suas raizes sao: a3 = 2, ag = 3 (de f); f1 = 1, By = —1 (de g) e seus coeficientes
lideres as = by = 1. Assim,
2

Res(f,g) = a22 Hg(ai) =9(2) 9(3).

=1

Calcula-se
g(2)=2"-1=3, g(3)=3"-1=38,
e, portanto,
Res(f,g) =3-8 =24.
Ou ainda,
2 2 2 2
Res(f, g) = a;b3 H H(Oéz' — Bj) = H H(ai — B;)
i=1 j=1 i=1 j=1

=2-D2-E))B-1DB-(=1)=1-3-2-4=24.

Mais ainda, comparando com o outro método, para f(z) = 2*> — 5z +6 e g(x) = 2% — 1

a matriz de Sylvester Syl(f,g) (ordem n+m =4) é

1 =5 6 0

0 1 -5 6
Syl(f,q) =

0 —1 0

01 0 -1
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A resultante é dada por

Res(f, g) = det(Syl(f, g)) = 24.

Portanto, todos os métodos coincidem.

1.3 Interseccao no plano projetivo

Nesta segao, abordaremos o conceito de intersec¢ao entre curvas no espago pro-
jetivo, tem como principal referéncia a dissertagdo do Mendes, G. T. [GM].
Considere F(z,y) € Clz,y|] e V(F) a curva plana afim determinada por F', ou
seja,
V(F) :={(a,b) € C* | F(a,b) = 0}.

Se F' for irredutivel, entdo V(F') é uma variedade afim. Onde o grau da curva é o grau

do polinémio que a define.

Definicao 1.3.1. Suponhamos que F' = H C", onde C; sdo componentes irredutiveis
de F' e n; é a multiplicidade da componente C;. Dizemos que C; é uma componente

simples se n; = 1 ou componente multipla, caso contrario.

Definicao 1.3.2. Sejam V(F') uma curva plana afim e P = (a,b) € V(F). O ponto
P & chamado de ponto simples de V(F') se ao menos uma das derivadas parciais de
F(x,y) é diferente de zero no ponto P, ou seja, se F,(P) # 0 ou F,(P) # 0. Nesse

caso, chamamos de reta tangente a F' em P a equacao

Fo(P)(z —a) + F,(P)(y — b) = 0.
Um ponto que nao for simples é denominado ponto maltiplo (ou ponto singular).
Defini¢ao 1.3.3. Sejam V(F) uma curva plana qualquer ¢ P = (0,0) € C*. Escreva

F:Fm+Fm+l++Fn>

onde F; é uma forma em C[z,y| de grau i, com F,, # 0. Definimos m como a multipli-

cidade de F' no ponto P e denotamos isso por mp(F) = m.

Observacao 1. A forma de grau m pode ser decomposta como um produto de fatores

F, = H L,

lineares da seguinte maneira:
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onde L; sdo as retas tangentes a V(F') em P = (0,0) e r; representa a multiplicidade
da reta tangente. Uma reta L; é dita tangente simples se r; = 1, tangente dupla se

r; = 2, e assim por diante.

Observacao 2. P = (0,0) € V(F) se, e somente se, mp(F) > 0. Esse fato pode
ser utilizado para verificar se P é um ponto simples. Com efeito, se, e somente se,
mp(F) = 1, entao F} é exatamente a equagao da reta tangente a F' em P. Quando
m = 2, dizemos que P é um ponto duplo; para m = 3, um ponto triplo, e assim por

diante.

Observagao 3. Se F' = H Ff' é a fatoracao de F' em componentes irredutiveis, entao

mp(F) = Z eimp(F}).

Ademais, sendo L uma reta tangente a V(F;) no ponto P com multiplicidade r;, entao
L é tangente a F' em P com multiplicidade Z e;;. Isso decorre do fato de que o termo

de menor grau de F' é obtido ao multiplicar os termos de menor grau de seus fatores.

Para estender as definigdes acima a um ponto P = (a,b) # (0,0), considere uma
translagao que leva (0,0) em P, isto é, T'(z,y) = (x + a,y + b). Quando aplicamos
essa translacao as variaveis de F', obtemos uma nova fungao, chamada de fungao

transladada F7, definida por:
F'(z,y) = F(T(z,y)) = F(z +a,y + ).

Defina mp(F) = moo)(F"). Escrevendo F' = G, + Gy + - -+, onde G, sdo
formas homogéneas de grau i e G, # 0, define-se mp(F) = m. Se G,, = HL?,
com L; = a;x + [y, entdo as retas a;(x — a) + f;(y — b) sao as tangentes a F' em P,
e r; ¢ a multiplicidade da reta L; como tangente. Observe que T leva os pontos de
FT aos pontos de F, e as tangentes de F7 em (0,0) as tangentes de F' em P. Como
FT(0,0) = Fy(a,b) e FyT(O,O) = F,(a,b), P & um ponto simples em F' se, e somente
se, mp(F') = 1. Portanto, as duas defini¢oes de reta tangente coincidem quando P é
simples.

Dada uma curva plana afim V(F) C C?, tal que F(z,y) € Clz,y] é irredutivel

(ou F(x,y) = 0). Define-se o anel de coordenadas da curva V(F') como
I'(F) = Cla, yl/1(F),

onde I(F') C Clz,y] é o ideal de todos os polinémios que se anulam em V(F'). Este anel

codifica toda a informagao algébrica da curva. Por exemplo, se V(F) onde F(z,y) =
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y — 2° (a parabola), entdo

D(F)=C[t], zwt, y—t.

Assim, o anel de coordenadas da paréabola é isomorfo a um anel de polindémios em uma
variavel.

Seja agora P € V(F') um ponto. O anel local de V(F') em P ¢é definido como

Op(F)={f/g | f,g9 € kIX], g(p) # 0} C Frac(I'(F)),

ou seja, a localizacao do anel de coordenadas em relagao ao ideal maximal correspon-

dente a P. O ideal maximal associado a P é

mp(F) = {f € T(F)| f(P) =0},

e, portanto,
Op(F) = T(F)np()-

Esse anel contém informagoes locais de V(F') em torno de P, como regularidade ou
presencga de singularidades: se Op(F) é um anel local regulaIEl , 0 ponto é nao singular;
caso contrario, é singular.

No exemplo da pardbola V(F) com F(z,y) =y — 2°, temos I'(F) = C[t]. Para o

ponto P = (a,a?), o ideal maximal é mp(F) = (t —a). O anel local em P ¢
Op(F) = Clt](t—a),

ou seja, a localizagdo de C[t] no ideal (t — a). Esse anel descreve todas as fungoes
racionais da curva que sao regulares em torno do ponto P.

Denote V(F) apenas por F, para simplificarmos a notagao e considere F' como
uma curva plana irredutivel tal que P € F. O resultado a seguir expressa a multipli-

cidade de P em termos do anel local Op(F) e do ideal maximal associado ao ponto

PeV(F).

Teorema 1.3.4. Seja P um ponto de uma curva irredutivel F. Entao, para todo n

suficientemente grande,
mp(F)"

F) =dimp ————.
mp(F) dlmka(F)nH

Em particular, a multiplicidade de F' em P depende apenas do anel local Op(F).

2Um anel local (A, m) é dito regular se o ideal maximal m puder ser gerado por exatamente dim A
elementos, isto ¢, se dim 4 /m, (m/m?) = dim A.
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Demonstragao 1. Ver Theorem 2 (Fulton, 2008), pagina 35.

O Teorema 1.3.4 diz que a multiplicidade de uma curva F' em um ponto P pode
ser lida diretamente do anel local: para n grande, basta olhar o quociente entre po-
téncias sucessivas do ideal maximal, e sua dimensdo ja nos da mp(F). Isso mostra
que a multiplicidade depende apenas da estrutura local da curva, nao da forma como
escrevemos sua equagao.

Por exemplo, na parédbola y—x* = 0 em (0, 0), o quociente sempre tem dimensao 1,
logo a multiplicidade ¢ 1, como esperado para um ponto liso. Ja na cuspide y* — 2 = 0,
o quociente tem dimensao 2, e a multiplicidade em (0, 0) é 2, refletindo a singularidade

do ponto.

Definicao 1.3.5. Dizemos que duas curvas F' e G se intersectam transversalmente em
P se P é um ponto simples tanto em F' quanto em G, e se as retas tangentes a F' e G
em P sao distintas. Dizemos que F' e G se intersectam propriamente em P se nao tém

componentes em comum passando por P.

Observagao 4 (Numero de Intersegdo). Sejam F' e GG curvas planas afins e P €
C?. O niamero de intersecdo de F' e G em P sera denotado por I(P, F N G). Antes
de tomarmos uma defini¢ao rigorosa sobre a quantidade de intersecc¢oes, vamos listar

algumas propriedades desejadas para este niimero.

(P.1) I(P, FNG) é um inteiro ndo negativo para qualquer F,G, P tais que F e G se
intersectam propriamente em P. Além disso, I(P, F N G) = oo se F' e G nao se
intersectam propriamente em P (isto ¢, compartilham uma mesma componente

passando por P).

Ou seja, se a intersecao é propria, o niimero de intersecao conta “quantas vezes” as
curvas se cruzam em P (com multiplicidade). Se compartilham uma componente

comum, o namero de intersecao ¢ infinito.
Exemplo:
e F:y=0,G:y=2% P=(0,0): intersecio propria, I = 2 (tangéncia de
ordem 2).
e :y=0,G:y=0, P=(0,0): mesma reta, [ = oo.

(P.2) I(P,FNG) =0 se, e somente se, P ¢ FNG. O valor de I(P, F N G) depende

apenas das componentes de F' e G que passam por P.

Exemplo: F:y=0,G:z=1, P=(0,0): P ¢ G, logo I =0.
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(P.3) O namero de interse¢ao ¢ invariante por transformagoes afins (translagoes, ro-
tagoes, escalas). Isto é, se T é uma mudanga de coordenadas aﬁnﬂ de C? e
T(Q) = P, entao

I(P,FTNG") =1(Q,FNG).

Exemplo: F :y=0,G:y=2* P =(0,0) tem I = 2. Apoés transladar (0,0)

para (1,1) e mover ambas as curvas, o numero de intersegao continua 2.
(P4) I(P,FNG)=I(P,GNF).

(P.5) A multiplicidade minima do encontro ¢ o produto das multiplicidades individu-

ais, e isso acontece quando nao ha tangéncia compartilhada.

I(P,FQG) Z mp(F) TTLP(G),

(P.6) O numero de intersegao se distribui sobre os fatores, multiplicando pelos expo-
entes. Se F' = HFZ"Z e G = H G, entdo
i J

I(P,FNG) =Y rs; I(P,F;NG;).

Z'7j

(P.7)
I(P,FNG)=I1(P,FN(G+HF)), VH €Clz,y).

Isto é, no anel quociente Clx,y|/I(F'), somar multiplos de ' a G nao altera o

nimero de intersecao.

Teorema 1.3.6 (Veja |F]). Existe um tnico nimero de interse¢ao I(P, F' N G) defi-
nido para todas as curvas planas F' e G, e todos os pontos P € C?, que satisfaz as
propriedades acima, dado por:
: Op(C?)
I(P,FNG) = d — .

e lm‘c(<F,G>
Onde a notacdo Op(C?) representa o anel local de funcdes regulares no ponto PEl
do plano afim complexo C2. O ideal (F, G) ¢ formado por todas as combinacdes lineares
(com coeficientes em Op(C?)) dos polinémios F e G. O quociente Op(C?)/(F, G) mede,

de certa forma, “o tamanho” do conjunto de fun¢oes que ainda nao foram “anuladas”

3Uma funcdo T : C*> — C? & mudanca de coordenadas afim se for uma composicio de um isomor-
fismo C-linear com uma translacao.

10 anel local de fungées regulares no ponto P € C?, denotado por OP((C2), é o conjunto das fragoes
racionais f/g, onde f e g sdo fungoes regulares em uma vizinhanca de P e g(P) # 0.
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por F' e G no ponto P. A dimensao deste quociente como espaco vetorial sobre C é

justamente o nimero de intersecao.
Exemplo 1.3.7 (Parébola versus eixo da abscissa). Considere
Flz,y)=y—2*  Glz,y) =y,
e o ponto P = (0,0). Trabalhando no anel local Op = (’)(070)((32) temos, no quociente,
Op/(F,G) = Op/(y, y — 2%) = C[z])/(2*) = Cla] /()

pois y fica anulado e entdo 2 = 0 no quociente. Assim

1((0,0), FNG) = dime(Op/(F.G)) = 2,
o que coincide com a interpretagao geométrica.

1.3.1 Intersecao de curvas projetivas planas

O plano projetivo complexo ¢ definido como

P = (C*\ {0})/ ~,

onde (79,1, 72) ~ (Axg, A\x1, AT3) para todo A € C*. Um ponto de P? é denotado por
coordenadas homogéneas [z : 71 : xa].
Uma curva projetiva plana é o lugar dos zeros de um polinémio homogéneo nao

constante F'(x,y,z) € C[z,y, 2|, isto é,
V(F)={[a:b:c] €P?: F(a,b,c) = 0}.
O anel de coordenadas de V(F') ¢ definido como
I(F) = Cla,y, 2]/ 1(F),

levando em conta que estamos trabalhando com polinémios homogéneos e relagoes de
proporcionalidade em coordenadas projetivas. De forma mais precisa, considera-se a
algebra graduada Clx,y, z]/I(F) e sua estrutura como anel coordenado projetivo da
curva.

Suponhamos que F(z,y, z) € Clz,y, z] € um polindbmio homogéneo e irredutivel
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e que P € V(F). O anel local de V(F) em P ¢
Op(F)={f/7| f,g € Clz,y, 2] sdo homogéneos e tém mesmo grau com g(P) # 0}

cujo ideal maximal é dado por

mp(F) = {f/g € Op(F) | f(P) = 0}.

Esse anel local contém as fungoes racionais da curva que sao regulares na vizi-
nhanca de P. Assim como no caso afim, a regularidade ou singularidade de P pode
ser analisada a partir da estrutura de Op(F'): se o anel local é regular, o ponto é nao
singular; caso contrario, ¢ singular.

Sejam F e G curvas projetivas planas no espaco projetivo P?. Consideremos um
ponto projetivo

P=[z:y:1e FNG.

Queremos atribuir a esse ponto um niimero que meca o “quanto” as curvas se intersec-

tam em P, levando em conta possiveis contatos tangenciais ou coincidéncias de ramos.

Observacao 5 (Veja [EF]). Se F(z,y, z) = 0, entdo definimos Op(P?) := Op(F)El para
qualquer ponto P € P?. Neste caso, prova-se que, a menos de mudanca de coordenadas

projetivaEl7 podemos supor que P = [0: 0 : 1] e, portanto, Op(IP?) é isomorfo a C[z, y].

Com a notagao anterior, a multiplicidade de intersecao de F' em P ¢é definida por
mp(F) :=mp(F,) e o nimero de interse¢ao de F' e G no ponto P ¢ dado por
: Op(P?)
I(P,FNG)=d —
[ EG) = dime ((F*,G*) |
onde F, e G, sao as desomogeneizacoes de F' e GG em relagao a variavel z.

As demonstragoes dos proximos resultados podem ser encontradas em [E].

Proposicao 1.3.8 (Finitude da Interse¢ao de Curvas Projetivas). Sejam F' e G duas

curvas projetivas planas sem componentes em comum, entao a intersecao F'NG é finita.

Assim como no caso afim, o grau de uma curva projetiva plana é o mesmo grau

do polinémio que a define.

°0 simbolo Op(F) denota o anel local da curva projetiva F(z,y,z) = 0 no ponto P, isto é,
Op(F) = (Clz,y,2]/(F))mp, onde mp é o ideal maximal associado a P. Geometricamente, esse anel
descreve as fungoes racionais que sao regulares em uma vizinhanga de P na curva F' = 0.

6Uma fungao T : P? — P? dada por T(P) = [uo(P) : u1(P) : ug(P)] é uma mudanga de coordenadas
projetiva se u; = a;1x+a;2y~+a; 32 é um forma linear para todo 0 < i < 2 e a matriz (a;;) ¢ invertivel.
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Teorema 1.3.9 (Teorema de Bézout para Curvas Projetivas). Sejam F' e G duas
curvas projetivas planas de grau m e n, respectivamente. Assuma que F' e G nao tém

componentes em comum. Entao:

> I(P,FNG)=mn.

P

Corolario 1.3.10. Se F' e G nao tém componentes em comum, entao:
S mp(F) mp(G) < deg(F) - deg(G),
3

onde mp(F') é a multiplicidade de F' em P.

Corolario 1.3.11. Se F' e (G encontrarem-se em mn pontos distintos, onde m = deg F’

e n = deg GG, entao todos esses pontos sao simples.

Corolario 1.3.12. Se duas curvas planas de graus m e n tém mais de mn pontos em

comum, entao essas duas curvas tém uma componente em comum.
Exemplo 1.3.13. Considere a conica definida pela equacao homogénea
2 .2 2
F(z,y,2) =2 +y*—2°=0,

e a reta dada por

G(z,y,z) =x—2z=0.

No plano afim z = 1, a curva F representa a circunferéncia 2> + y?> = 1, e a reta G
corresponde a x = 1. Queremos determinar os pontos de interse¢ao entre essas duas

curvas. Substituindo z = 1 na equacao da conica, temos:
F(Ly,)=1*+¢y*—1*=4y*=0,

que implica

y=0.

Portanto, o ponto de intersegao é
P =[1:0:1].
De acordo com o Teorema de Bézout, as curvas devem se intersectar em
deg(F) -deg(G)=2-1=2
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pontos contando multiplicidades.
Para verificar a existéncia do segundo ponto de intersecao, analisamos os pontos
no infinito, isto é, os pontos do plano projetivo que estao na reta z = 0.

Os pontos P = [z : y : 0] que est@o sobre a reta G devem satisfazer
G(z,y,0) =0 = 2 =0.

Logo, os pontos no infinito da reta sdo da forma P =1[0:y:0] =[0:1:0].

Verificamos se esses pontos pertencem a conica no infinito, ou seja, se satisfazem
F(0,y,0) =0 +y*— 0> =y* =0,

que implica y = 0, portanto o ponto seria a classe de (0,0,0) € C*, o qual ndo existe
no espaco projetivo. Assim, nao ha ponto de intersecao distinto no infinito.
Para determinar a multiplicidade da interse¢ao no ponto P, restringimos a curva

F a reta GG através da substituicao x = 1:

F(1,y,1) = y2.

A funcdo restrita ¢ 3%, que tem uma raiz de ordem 2 em y = 0, indicando que o ponto

P, é uma intersecao tangente de multiplicidade 2. Logo,
I(P,FNG) =2,
e a soma das multiplicidades das intersecoes é

Y I(P,FNG)=2,
P

conforme prevé o Teorema de Bézout.
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Capitulo 2
Limite de curvas duais planas

Neste capitulo, abordaremos o conceito de dualidade e falaremos sobre o limite
de curvas duais planas, assuntos fundamentais para a boa compreensao do teorema

principal. Denotaremos por P? o plano projetivo complexo.

2.1 Dualidade

O primeiro objetivo desta se¢ao é notar que existe uma dualidade entre os pontos
e as retas no plano projetivo e logo em seguida usar a dualidade para mapear qualquer
curva suave em P? para outra curva chamada curva dual em (P?)*, o plano projetivo
dual é o espaco cujos pontos correspondem as retas do plano projetivo P2. Cada reta
em P? é dada por uma equacao da forma ax + by +cz =0, e o ponto [a : b: ] € (P*)*
representa essa reta. Assim, hd uma correspondéncia natural entre pontos de (P?)* e
as retas de P%.

Para cada ponto (xg, o, 20) € C3 nao nulo considere a reta L (20,0,20) dada por
Lzoyo,20) = {la:b: c] € P? | axg + byo + czo = 0}.

Note que a reta associada a a; = 1,b; = 2,¢; = 3 é a mesma reta associada a ay =

—2,by = —4,c9 = —6, pois

P=la:b:cl€Lpgg <= a+20+3c=0 <= —2a—4b—6c=0

< P=la:b:c] € Lio_4_¢).

De maneira geral, se [a : b : ¢] = [@ : V' : ¢] é um ponto em P? entdo a reta
Lape) = L p,)- A reciproca também é verdadeira (pois, se L(gpe) = L(a'p,e), €nta0
seus vetores normais sao multiplos escalares, logo [a : b : c] = [a' : U : (]), ou seja, se

Lape) = Liw ey, entéao [a:b:cl =[a 10 : ]
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Portanto, todos os representantes da classe de equivaléncia de [a : b : ¢ € P?
definem a mesma reta e cada reta em P? é dada por uma equacdo ax + by + cz = 0.
Logo, o conjunto de retas em P? também é parametrizado por P?, isto ¢, ha uma bijecao
natural entre eles. Embora o conjunto de retas em P? possa ser pensado como outro
IP?, vamos utilizar as seguintes notacdes: P? como o conjunto de pontos e (P?)* como
o conjunto de retas em P2

Para facilitar nossa notacio, dado [a : b : ] € P?, definimos:
Ligveg ={[x:y: 2] €P* | ax + by + cz =0}
como sendo a reta projetiva associada ao ponto [a : b: ¢|. Desta forma, o mapa
D : (P?)* — P? dado por D(Ligipeg) = a : b : (]

é uma bijecao natural. O mapa D é chamado de dualidade. A partir daqui identifi-
caremos L. com [a : b : ] (via D).

Observe a equacao de uma reta,
ar + by + cz = 0.

Embora seja tradicional pensarmos em a, b, c como constantes e x,y, z como variaveis,
isso é apenas uma convencao. Pense brevemente em x,y,z como fixos e considere o
conjunto

Mgy :={la:b:c € (P*)*:ax + by + cz = 0}.

Ou seja, Mi;.y..) ¢ o conjunto de todas as retas que contém o ponto [x : y : z|.

Para comecarmos a entender a dualidade entre retas e pontos, considere
S={(la:b:c,[z:y:2]) € (P*)" xP*:ax+by+cz=0}.
Dai, existem duas projecoes naturais:
m X — (P?)*

dada por
m((la:b:d,fz:y:2])=la:b:d,

Ty o 2 — P2
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dada por
m((la:b:d,[r:y:2])) =[z:y: 2z

onde ambas as aplicagoes m; e my sao sobrejetoras. Além disso, temos que
i (la:b:d)={la:b:d} X Ligpg e w5 ([w:y:z])=Mpyuy. x{[z:y: 2]}

Logo,
mo(m ([a: b)) = Ligp:g € m(myt([x:y:2])) = Mgy

Exemplo 2.1.1. Sejam [1:2:3],[2:5: 1] € (P*)* duas retas. Determine
mo(myH([1:2:3])) Ny H([2: 5 1])).

Perceba que isso nada mais é do que encontrar o ponto de intersecao das duas retas
dadas. O conjunto my(m; *[1 : 2 : 3]) é a reta dada pela equacdo x4+ 2y +32=0e o
conjunto 7wy (771 ([2: 5 : 1])) é a reta dada pela equacio 2z + 5y + z = 0. Resolvendo o

sistema formado por estas equagoes, encontramos P = [—13 : 5 : 1] como resposta.

Exemplo 2.1.2. Sejam [1:2:3],[2:5: 1] € P? dois pontos. Encontre
iy ((1:2:3) N (my (205 1])).

Note que, m1(m5 ' ([1 : 2 : 3])) é o conjunto de todas as retas que passam pelo ponto
[1:2: 3], enquanto m (7, ([2 : 5 : 1])) é o conjunto de todas as retas que passam
pelo ponto [2 : 5 : 1]. Logo, a intersegao desses conjuntos corresponde & tnica reta que
contém ambos os pontos.

Podemos determinar explicitamente essa reta calculando resolvendo a seguinte

equacao:

o o~ 8

Yy z

2 3| =0.

5 1

Portanto, a reta que passa por aqueles pontos é dada pela equagao —13z + 5y + z = 0.

Observagao 6. O principio da dualidade para pontos e retas no plano projetivo com-
plexo afirma que, para qualquer teorema sobre pontos e retas, existe um teorema
correspondente obtido ao trocar as palavras “pontos” e “retas”. Ou seja, dado um

afirmagao que diz:
Dois pontos distintos em P? determinam uma tnica reta.

Entao, aplicando o principio da dualidade, a afirmacao dual é:
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2. Limite de curvas duais planas

Duas retas distintas em P? se interceptam em um tnico ponto.

Este principio da dualidade se estende a espacos projetivos de dimensoes superi-
ores, fornecendo uma ferramenta poderosa para generalizagoes e provas elegantes.

Sejam (9, Yo, 20, Wo), (21, Y1, 21, w1) € C* —{(0,0,0,0)}. Definimos a relacio de
equivaléncia

('rOa Yo, 20, wO) ~ (‘Tb Y1, 21, wl)

se existir A # 0 tal que
o = /\Il, Yo = )\yl, 20 — )\Zl, Wy = /\’LUl.

Define-se

P? = C* - {(0,0,0,0)}/ ~ .

Note que o conjunto de todos os planos em P? pode ser identificado como outro
espaco projetivo P3. Além disso, utilizando o principio da dualidade podemos relacionar
o fato de que trés pontos nao colineares definem unicamente um plano, com o fato de
que trés planos linearmente independentes se interceptam em um tinico ponto.

No espaco projetivo P?, cada plano pode ser descrito por uma equacao linear
homogénea

ar + by + cz + dw = 0,

onde [a : b: c:d € P> Denotando por (P*)* o conjunto de todos os planos de P?

temos que (P?)* pode ser identificado com P?.

2.1.1 Dual de uma curva plana

Seja f(x,y,z) € Clz,y, z] um polindbmio homogéneo nao constante e considere
C:=V(F)={z:y:2] €P?| f(z,y,2) =0}

uma curva do P2, No caso em que F(z,v,2) tenha grau n, vale a seguinte igualdade
(Identidade de Euler):
nF(x,y,z) =aF, + yF, + 2 F..

Um ponto P € C' é nao singular se alguma das derivadas de f(z,vy,2) aplicada no
ponto P ¢é diferente de zero, ou seja, se Fy(P) # 0 ou Fy(P) # 0 ou F,(P) # 0. Neste
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2. Limite de curvas duais planas

caso, a reta tangente a C' no ponto P é definida como:
Tp(C)={la:b:c €P*| aF,(P) + bF,(P) + cF.(P) = 0},

ou seja,

Tp(C) := Lizu(py:Fy(P):F-(P))-
Se todo ponto em C' é néo singular, entao dizemos que C' é nao singular (ou suave).
Caso contrario, ou seja, se existe P € C tal que F,(P) = F,(P) = F,(P) = 0, entao

dizemos que P é um ponto singular de C' e C' é uma curva singular.

Definicao 2.1.3. Seja C uma curva plana projetiva suave. Considere C* a imagem

da seguinte composi¢ao (o segundo mapa é D, o mapa dualidade)
C — (PH* — P?

P — Tp(C) = [Fo(P): F,(P): F.(P)]

O conjunto C* é chamado de dual da curva C'. A composi¢ao sera chamada de mapa
dual e serda denotada (também) por D. Assim, o dual da curva projetiva lisa C' é
C* =D(C).

Notemos que C* parametriza todas as retas tangentes a C. Para entendermos

melhor, observemos os exemplos abaixo:

Exemplo 2.1.4. Considere F(z,y,2) = 2> +y*— 2% e C = V(F(z,y, 2)). Nesse caso, a
curva dual C* é a mesma que a curva original C'. De fato, notemos que para qualquer

P =zo:yo: 2] € C temos
D(P) = [21150 D2y : —220] = [:150 T —ZO].
Para verificarmos que C* = (', basta notar que

lag 1 b : co) € C* <= [ag: by :co) =[2x:2y: —2z], com [x:y:z] €C
< lag:by:co)=x:y:—2], com[z:y:z] el

< [ag: by :co) € C, visto que [z :y:—z:] € C.

Logo, C* = C.
Exemplo 2.1.5. Considere F(z,y,2) = > — yz, e C = V(F). Para cada ponto P =

[0 : Yo : 20] € C, temos que

D(P) == [2330 . —20 - —yo]
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2. Limite de curvas duais planas

Para obtermos a equagao de C* nas variaveis a, b, ¢, basta notar que se [ag : by : ¢o] € C*,

entao [ag : by : co] = [220 1 —20 : —yo| para algum P = [xq : yo : 20] € C'. Assim,
ro = (Mag)/2, 20=—Aby, yo= —Acy, paraalgum \ € C— {0}.
Como F(zg,yo, 20) = 0, segue que:
((Aa0)/2)” = (=Aco)(—Abo) =0,

ou seja,

ag — 4bycy.

Portanto, a curva dual é
C* = V(a® — 4bc).

Observacao 7 (Veja [E], Hal). De maneira geral, temos que se C' ¢ uma curva suave

de grau d, entdo C* sera uma curva (ndo necessariamente suave) de grau d(d — 1).

Exemplo 2.1.6. Considere a curva cibica suave dada por
C=V(@*+y*+2% c P
Primeiro, verificamos que C' é suave. De fato, temos
F(z,y,2) =2+ + 2%,

e portanto
F, = 322, F, = 3y?, F, =322

O gradiente VF = (322, 3y% 32%) nunca se anula simultaneamente em P?, logo C' ¢é

uma curva suave de grau d = 3.

A reta tangente a C' em um ponto P = [z : yo : 20] ¢ dada por
Fy (0, Y0, 20) ® + Fy(z0, Y0, 20) Yy + F2 (20, Y0, 20) 2 = 0.
Substituindo as derivadas, obtemos:
3raz + 3ygy + 3252 = 0,
ou, de forma equivalente (dividindo por 3):

zor +ygy + 25z = 0.
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2. Limite de curvas duais planas

Assim, a reta tangente pode ser representada no espaco dual (P?)* pelo ponto

[a:b:cl=[xd:ys: 23]

Logo, a curva dual C* é a imagem do mapa

[y 2] — [y 22

Eliminando os pardmetros x,y, z, obtemos implicitamente a equacao de C*:
a3 L p/3 4 23 ).

Essa curva C™* tem grau d(d — 1) = 3 X 2 = 6, mas nao é suave, pois apresenta
pontos onde as derivadas parciais se anulam simultaneamente. Esses pontos singulares
correspondem, geometricamente, as retas tangentes nos pontos de inflexao da cubica

original C'.

Por outro lado, se a curva projetiva C' = V(F') for singular, entdo o mapa dual
D nao esté definido nas singularidades de C' (pois o gradiente de F' em P é um vetor
nulo). Se F(z,y,z) for irredutivel, entao as singularidades de F'(x,y,z) sao isoladas
(s@o finitas) e o dual da curva C' = V(F) fica definida como o fecho no plano projetivo
dual da imagem dos pontos néo singulares de C' (embora para cada singularidade néo
esteja bem definida explicitamente a reta tangente). Este conjunto também determina
uma curva no plano projetivo dual cujo grau sera calculado em termos do grau de F' e

das singulares de C' (Férmulas de Pliicker).

Exemplo 2.1.7. Considere F(z,y,2) = 2° —y*z e C = V(F). Notemos que C tem
apenas um ponto singular, a saber Q = [0: 0: 1] € C. Além disso, o mapa dual para
P =[xy:yo: 2] €C—{Q} ¢édado por

D(P) = [3x(2) : —2Y020 : —yg].

Analogamente aos casos anteriores, [ag : by : ¢o] € C™ se, e somente se, [ag : by : ¢o] =
[31’3 C—2Yp20 - —yg] para algum [z : yo : 20] € C. Desta forma, concluimos que existe

A€ C— {0} tal que

Aag = 3:10?), Ao = —2y020 € Acg= —yg.

40



2. Limite de curvas duais planas

Sabendo que [zg : Yo : 20] € C, temos a relagao

3,2, _ 2, _ .3
To—Yoz0 =0 = ygzo = xy.

Além disso, pelas igualdades anteriores,

Aag = 3x(2), Aby = —2y0 20, Acy = _yg‘

Aa
De Aag = 323 obtemos x3 = ?0, e de Acg = —y2 obtemos y2 = —Acy. Substituindo

na equacao da curva, segue que

3/2
(—)\Co)ZO = (%) .

Por outro lado, da relagao Abg = —2y02¢ temos
Abo
Yoco = o

Elevando ao quadrado, resulta em

A2b?
2.2 0
Yoco = 4

Sabemos também que ygzo = xg; multiplicando ambos os lados por zy, obtemos

3 2. 2
Tozo = YgRo-

Substituindo as expressoes de xg, 3y € zo nas variaveis de ag, by, ¢o, resulta em

() oo (25).

Na} N3biey
2= ——1.
27 4

Cancelando A\? e isolando z,, obtemos

que simplifica para

27[)360
4al -

20 =

Eliminando z; e obtendo a relagao entre ag, by, ¢o.
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2. Limite de curvas duais planas

Usando novamente by = —2yp20 € yg = —Acp, temos
(Abo)? = dyi 23 = 4(—MAeo) 24,

ou seja,

MbE = —4cpz].

Substituindo a expressao de 2, encontrada acima,

27b3c0)2 _ T29bic}

b2 = —4
0 CO( 4a} 4al

Eliminando A e simplificando a relagao (até equivaléncia projetiva), obtemos:
4ag + 27bjcy = 0.
Assim, a curva dual é dada por
C* = V(4a® + 27b%c),

que é uma cubica nao suave.

Notemos que o grau de C* ¢ 3(3—1) —3-1=3.

Para determinarmos a dual de qualquer curva plana projetiva, considere a se-

guinte defini¢ao ("Plane Algebraic Curves" [BK]).

Definigao 2.1.8. Sejam C uma curva projetiva plana e L uma reta projetiva. Dizemos
que L é tangente a C em P se I(P,CNP) > mp(F). O conjunto C*, chamado de dual
da curva C', é o conjunto de todos os pontos do plano projetivo dual que representam

as retas tangentes a C'.

A seguir, vamos descrever uma maneira bastante intuitiva de determinar o dual
de uma curva projetiva plana por meio do estudo de um discriminante.
Consideremos C' = V(F) C P? uma curva definida por um polinémio homogéneo

F(z,y,z) de grau d. Toda reta projetiva pode ser escrita como
L =V(ax +by+cz) com [a:b: ] € P

Localmente (por exemplo, no aberto z = 1 em P?) quando restringimos a curva C
a essa reta L, obtemos um polinébmio em uma variavel, que representa os pontos de
intersegao C' N L naquela vizinhanga. O discriminante desse polindmio, denotado por

A(F|L), nos diz quando a reta toca a curva de forma especial: ele se anula exatamente
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2. Limite de curvas duais planas

nos casos em que a reta encontra a curva em um ponto com multiplicidade maior que
um. Em outras palavras, quando a reta é tangente a curva.

Isso nos leva a uma descricao elegante da curva dual:
C*={L=[a:b:c € (P |AF|)) =0}

Ou seja, a curva dual é justamente o lugar geométrico, no plano projetivo dual, for-
mado pelas retas tangentes a curva original. O discriminante entra como a ferramenta
algébrica que traduz essa condicao de tangéncia em uma equacgao.

Essa interpretacao pode ser encontrada em referéncias classicas, como no livro
Plane Algebraic Curves, de Gerd Fischer (Capitulo 5, “The Dual Curve and the Pliicker
Formulas”).

A seguir veremos trés exemplos que ilustram, de maneira concreta, como se obtém

a curva dual a partir da definicao pelo discriminante.

Exemplo 2.1.9. Considere a curva
C=V(F), F(ry) =y’ —az
Uma reta no plano afim (z = 1) pode ser escrita como

L:ax+by+c=0.

_ by+c

Se a # 0, escrevemos ¥ = —= ¢ substituimos em F:

FIL(y)=y2—<—%>=y2+§y+§-

Trata-se de um polinémio quadrético em y. Seu discriminante é

A(FlL) = <§)2_4'§:b2_—24ac-

a
A condigao de tangéncia é justamente A(F|;) = 0, ou seja,
b? — dac = 0.

Portanto, a dual da parabola é a curva no plano dual dada por

C*={[a:b:c € (P?)*|b*—4dac=0}.
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Exemplo 2.1.10. Agora consideremos a curva projetiva
C=V(F), F(zy,z2)=2"+y*—2"
No afim z = 1, temos z* + y*> = 1. Se tomamos a reta

L:ax+by+c=0,

entao, para b # 0, podemos escrever y = —%ﬂ. Substituindo na equacao da circunfe-
réncia: - )
2 a“r* 4 2acx + ¢
372 + <axb+c> =1 — 1’2 + = =1

= (a® + b%)2* + 2acz + (> = b*) = 0

O discriminante deste polinomio quadratico em x é
A(F|p) = (2ac)* — 4(a® + b*)(* — b*) = A(F|p) = 4b*(a* + & — b?)

Portanto, a tangéncia ocorre quando

a*+ - =0.
Assim, o dual da curva C' é

C*={la:b:c € P |a*+*—b* =0}
Exemplo 2.1.11. Consideremos agora a ctbica
C=V(F), F(x,y,z2)=2"—y2

e uma reta geral

L:ax+by+cz=0.

Se ¢ = 0, entdo a reta L passa pelo ponto [0 : 0 : 1] (Gnico ponto singular de C) e,
portanto, L é tangente a C' (ao calcularmos F'|; encontramos um polinémio com raiz
dupla). Desta forma, temos que todas as retas da forma L : ax+by = 0 com [a : b] € P!

sao tangentes a C. Segue que
{la:b:0] € (P*)*|[a:b] €P'} C C*.

O conjunto acima é chamado de pencil de retas que passa pelo ponto [0 : 0 : 1]. Por
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outro lado, considerando ¢ # 0, entdao no aberto afim (z = 1), temos que a curva é

dada por #® — y*> = 0 e a reta L ¢é dada por
L:dx+Vy+1=0, onded =ajcel =bJc.
Se b' # 0, entao

adr +1
-

’y:

e substituindo em F', obtemos

2 2.2 2
ar + ¢ a’r* + 2axc + ¢
F’L(Q?)ZZ'S—(— 7 ) ::1:3—( 72 ):>

a5, 2ac

Portanto, o discriminante de F|; é
a2\ > 2ac) 2 2ac\? a2\’ 2
s~ (£) () (3 ()
c? 2 a? 2ac c?

de modo que

A (4a? 4a’ 5 )
A(Fl1) =0 <= = (7 +27¢) =0 &= -5 +27c=0 <= da’ + 27" = 0.

Portanto, a curva dual da cubica é
Cr = {[aib:c] € (P*)* |4a3+27bZC:O}U{[a:b:c] c (P?)* | c:O},

ou seja,
C*={la:b:d e P c(4a’® + 27b%c) = 0}

Notemos que a variavel ¢ é uma componente linear da equagdo que determina C*

associada ao ponto singular [0: 0 : 1].

Estes exemplos ilustram como o discriminante traduz a condig¢ao de tangéncia no

plano projetivo dual.
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2.2 Limite de curvas duais planas

Iremos abordar nesta secao o limite de curvas duais planas, assunto fundamen-
tal para a boa compreensao do Teorema final. Seja A uma C-algebra e dominio de

integridade.

Definicao 2.2.1. Uma familia de polinémios de grau n com coeficientes em A é uma
expressao da forma
Fi(z) = Z Fy(x)t' = Zaijtixj
i>0

com F; € Alz|, deg(Fo) = n, deg(F;) < n para i > 0.

Com esta definicdo, podemos falar sobre as curvas planas projetivas {C’t}teTEl,
onde cada curva lisa C; C ]P%((t)) definida como o conjunto dos zeros de F; admite uma
curva dual C, formada pelo conjunto de suas tangentes. A medida que o parametro ¢

varia, obtemos também uma familia de curvas duais.

Definicao 2.2.2. Considere a notacao anterior. O limite de curvas duais é o fecho
no plano projetivo dual, do conjunto de todas as curvas C} quando t tende a 0. Em
outras palavras, ¢ o objeto geométrico que descreve o comportamento das tangentes

no processo de degeneragao da familia de curvas.

Esse conceito é importante porque, em geral, o dual do limite nao coincide com

o limite dos duais, ou seja, em geral
Im ;£ (o)

Isso nos diz que, quando a curva Cj obtiver singularidades, o conjunto de suas tangentes
pode se comportar de maneira mais complexa, adicionando componentes na curva dual
como no ultimo exemplo da se¢gao anterior.

Assim, o estudo dos limites duais é uma forma de entendermos como degeneragoes
da curva original influenciam a geometria do seu dual.

Abordaremos agora dois exemplos que demonstram na pratica, como devemos

proceder para encontrarmos a dual de uma curva que possui singularidades.

Exemplo 2.2.3. Considere a curva no plano projetivo definida por F' = (z—y)(z — 2).
Assim,
C=V(F)=V(@—-y)UV(x—=2).

'O parametro ¢ varia em T ~ Af, de modo que cada C; é uma curva definida sobre C(t), formando
assim uma familia algébrica de curvas projetivas.
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Essa curva é a unido de duas retas, e sua intersegdo é o ponto {[1 : 1 : 1]}. Logo,
[1:1:1]¢é (o tnico) ponto singular da curva C. Considere L : ax +by +cz = 0
uma reta que passa por [1:1:1]. Como antes, teremos que no aberto afim (z = 1) o

discriminante

A(F|L)=0

e, portanto,

{la:b:c e (P |at+b+c=0}CC

Por outro lado, seja L : ax + by + ¢z uma reta que nao passa pelo ponto [1: 1 : 1].
Logo, temos que a + b+ ¢ # 0. Agora, considerando a restrigdo F'|; no aberto afim

(2 =1) e supondo b # 0, temos que
Flp=(x+dz+d)(x—1), onded =—-a/bed =—c/b.
O discriminante de F|;, ¢
A(F|L) = (= +a' = 1)* —4(1 = d)().

Desta forma,

Z ac ¢ ac a*> a ¢ a 4¢  4dac
A(F|;) = - B I Ny [ Rt B
Fl)=0 = m-F 3wty sttt Tyt =0

2 a®> 2ac 2¢ 2a

= -+ —=—4+—+—4+—+1=0
b2+bQ~|—b?~|—b+b+

— @+ b+ + 2ab+ 2ac+ 2bc =0
< (a+b+c)=0

o que é absurdo (visto que a + b+ ¢ # 0). Logo,
C*={la:b:c e P |a+b+c=0}.

Queremos entender o que acontece com o limite dos duais de C; uma familia (plana) de
curvas projetivas tais que para t "genérico" a curva C; é suave e Cy a "fibra especial”
daquela familia coincide com C.

Caso 01: Consideremos primeiro a familia de curvas suaves C;, dada por:

Ft(ZL‘,y,Z) = xQ — XY — Tz + yZ+tZ2 € (C[[t]][x,y,z]
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Para t = 0, temos que
Fo=2*—ay—zz+yz= (v —y)(r — 2)

determina a curva C'. Primeiro, notemos que para t # 0, temos que a curva Cy C P%((t))

dada como conjunto de F} é nao singular. Pois nao existe um ponto P =[a:b: c] € C;

tal que (F}),(P) = (Fy)y(P) = (F}).(P) =0, onde
(Fy)e=20—y—2, (F)y=—-c+2 (F),=y—x+ 2tz

Agora, vamos analisar o dual de C; para t genérico (¢t # 0) e depois tomar o limite

quando t — 0. Considerando novamente a se¢ao afim z = 1, temos que C; sera
V(?—ay—z+y+t).

Considere a reta L : ax + by +c¢ = 0. Se b # 0, entdo escrevendo y = —a’z — ¢ com

a' =a/bed =c/b e substituindo em F}, temos que

Filp =2 -2 (—dz—¢)—x+(—dz—7)+t

=(1+d)2*+ (-1—d +)ax+ (= +1).
Calculando o discriminante:

A(Fip) = (=d' + —1)* —4(d' + 1)(=c + 1)
= (a +c + 1) —4td +1)

Desta forma,

AFlL) =0 < (—d +d + 1) — —4t(d’ +1) =0
<= (a+c+b)?—4tbla+b) =0

Se a reta L passa por [1:1: 1], entdo a + b+ ¢ = 0 e, neste caso, temos que
A(Fip) =0 < 4tb(a+b) =0
Neste caso, temos a seguinte inclusao

{[a:b:c]E(IP2)*|b(a+b):O}CligréCf.
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Caso contrario, temos que a + b + ¢ # 0 e vale que
. . 2\ * _ : *
{la:b:c] e (P |a+b+c=0} C lim C7.
Desta forma, temos que
PL%C: =CyU{la:b:c e (P*)"|bla+b)=0}.
Caso 02: Consideremos agora C; uma outra familia de curvas dada por
Fi(z,y,2) = 2* —xy — z2 +yz + ty* € C[[t]][z,y, 2].

Como antes, t = 0 determina a curva C'. Usando um raciocinio analogo ao anterior,

concluimos que:
(a) C; é suave para qualquer t # 0;

(b) No aberto afim z = 1, temos que
A(F|) =0 <= (a+c+b)*—4dtc(a+c) =0,

onde L :ax +by+ceb#0;

(¢) O limite desta familia de curvas é
P_I)%C’t* =CyU{la:b:c e (P*)"|cla+c)=0}.

Observacgao 8. Considere F; uma familia de polinémios, tal que n é o grau de F; em
z e Fy € C[[t]][z], ou seja, F; é um polindmio em x cujos coeficientes sao séries formais
em t. Deseja-se dar sentido ao termo "limite do discriminante quando ¢ — 0", ou seja,
0 que acontece com as raizes de F; quando os coeficientes variam com ¢ e ¢ se aproxima
de zero. O discriminante A(F}) = Acy(F) € C|[t]] define o fecho dos pontos onde o
polinémio F' tem raizes multiplas (ou seja, onde o discriminante se anula). Além disso,
temos que V(A(F;)) C Spec(C[[t]]) é plano sobre o Spec(C[[t]]) se, e somente se A(F})
nao for divisivel por ¢ (veja Proposi¢ao 9.2, pg. 254 em [Hal). Escreva A(F;) = t*A’,
onde A’ € C[[t]] ndo é divisivel por ¢t. Assim, temos que V(A') C Spec(C[[t]]) é
plano sobre Spec(C[[t]]), que concorda com V(A(F})) sobre o ponto genérico (t # 0) de
Spec(C[[t]]). A fibra especial de V(A') é claramente determinada por A’(0) o coeficiente
lider de A'.

Definicao 2.2.4. O limite de F; quando t — 0, denotado por Fj, é o coeficiente
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2. Limite de curvas duais planas

lider da minha familia de polinémios.

Com essa notacdo, temos A(F})g = A’(0). E esse elemento de C que é de interesse
principal neste capitulo.

Agora, suponha que x? | Fy), enquanto x> { F,. Generalizamos a construcio da
expansao de Puiseux de F; permitindo coeficientes em C. Vamos abordar o conceito
visto sobre poligono de Newton, nesta se¢ao, da seguinte forma: considere o poligono

de Newton P de Fj, ou seja, o fecho convexo do conjunto

U (G.5) +R).

a;;#0

Seja d o maior inteiro tal que z | Fy. Denote a inclinacao da aresta de P passando
em (0, d) por —1/m (inclinacao esta, dada pela aresta do poligono de Newton). Trunque
F; incluindo apenas os termos de F; cujos pontos de rede correspondentes estao nessa

aresta para obter
Fo=) g™,

J
Note que F, é quase homogéneo de peso md se atribuirmos peso 1 para t e peso

m para x. Finalmente, defina
Pr(s) = m(a—j) 45 -
J

Onde, s, 51, ..., sq serdo as raizes de Pg. Logo, o resultado sao expansoes formais de
Puiseux, da forma
r=at"+... (1<i<d)

as quais serao vistas como uma solugao em série de polindémios de F; para x.
Vamos construir um exemplo simples, utilizando o método exposto no Capitulo

1 e este abordado acima,

Exemplo 2.2.5. Considere o seguinte polindémio
F(t,r) = 2% — 3 —t*.

Analisando cada mono6mio, temos que os pontos a serem marcados no plano cartesiano

sao: (0,2);(3,0) e (4,0). Tragando o poligono de Newton, temos:
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2. Limite de curvas duais planas

(0,2)

% i ® t
(3,0) (4,0)
Calculando a inclinacao da aresta lider
-1 —2 3 Po
—_— — :> — - =
w3 T2 g

Dai, consideramos o F', como:
F(t,r) = 2® — 3

e, portanto,
PF(S) = 82 —1

cujas raizes sao +1. Assim, a primeira aproximacao da raiz deste polindémio é dada
por:

3
r=t ou x = —t2

Vamos considerar a primeira substitui¢ao, para continuarmos o processo do poligono

de Newton. Notemos que
1
th=tw =1t=1t e x=t"(so+x1) =z =t"(14x1).

Portanto,

t=t e z==6(1+mx).

Substituindo em F', concluimos que

2
F(, 6001 +21) = (1 +21)) = (#7)° = (&)
=10 2%, + 220 — 18 — 48
=10 (221 + 27 — 7).

Logo, por defini¢ao, temos que:

Fl(tl,xl) = ZE% + 2ZE1 - t%
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2. Limite de curvas duais planas

Tragando novamente o poligono de Newton, temos que

Iy
(0,2)e
(0,1)
i 2%0) i t1
Calculando a inclinacao da aresta lider:

Além disso, temos que
E(fl, i['l) = 2%1 — t%

onde
Pr(s) =2s -1

cuja Unica raiz é s = 1/2. Dando continuidade, temos que

1
o=tV = =12 ety =18 (5 —|—x2) :

Para ¢ = 1 e p; = 2, temos:

1
t1:t2, l’lzt% (§+$2)

Substituindo em F}, obtemos
2

1 12 t
F1<t27 t5 (§+x2>) <§2+t2 2) +2<§2+t§x2)—t§
4
2+ tawy + tyxl + 22wy + 12 — 13
4 242 2 2 2

= 12 ( + t2wy + taxrs + 2x2) .
Dai,

Fy(ty, w0) = t5 + 4525 + 4t575 + 8wy

52



2. Limite de curvas duais planas

Tragando o poligono de Newton

T2
+ °
(0,1) .
% % 12
(2,0)

Calculando a inclinacao da aresta lider:

-1 -1 2 po

2 2 I @
Assim,

E(tz, $2) = 4(t§ + 2%2)
e, portanto,
Pr(s) =4+ 8s

cuja unica raiz é s, = —1/2. Seguindo o raciocinio, concluimos que uma das raizes é

da seguinte forma
X =t (SO + t'itl (81 + t'gz(SQ + ... )))

= SotH0 + Sltuo+u1/qo + SQtuo+u1/qo+uz/qoq1 + ..

5 7
3 1 35,2 1 3,2, 2 3 t2 tz

r =124 2t — ZgetetEa 4o = — — ...
2 2 2 2

Iremos agora introduzir os conceitos de x- regularidade de um polindémio.

Definigao 2.2.6. Dizemos que F' ¢é z-reqular se A(Pp) # 0, ou seja, se as raizes s;

(encontradas no primeiro truncamento) sao todas distintas.

Observacao 2.2.7. E possivel que algum dos coeficientes s; seja nulo, isto &, s; = 0
para certo indice i. Nessa situagao, a expansao correspondente nao comeca exatamente
com um termo de ordem t", mas com um termo de ordem mais alta, digamos t"*¥,
para algum £ > 0. Em outras palavras, embora o expoente n indique o menor valor
esperado na expansao, o coeficiente do termo t" pode se anular, fazendo com que o
primeiro termo nao nulo ocorra em ordem superior. Assim, a expansao efetiva de uma
das ramificacoes pode iniciar em uma poténcia mais alta de t do que aquela prevista

inicialmente.
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2. Limite de curvas duais planas

Proposigao 2.2.8. Suponha que F é z-reqular, Fy = 2%f(2), z 1 f e A(f) # 0.

Entao

A(F)o = A(Pp)A(f) £(0)*.

Demonstragao 2. Escreva

Seja «; como acima, os ‘“ramos” de F' sao:
r=ri=oqt"+... (1<i<d)

r=rig=0a+... (d+1<i<n)

Desta forma,

A(F)y=a? J[ (ri—r)?

1<i<j<n

2n—2 2 2 2

=a [[ i=r> II (i—7p) [[ i-m)
1<i<j<d d+1<i<j<n 1<i<d;d+1<j<n

:a2n—2 H (aitm—l—...—(ajtm—i—...)f H (ai+...—(aj+...

1<i<j<d d+1<i<j<n

[T (at™+...(a;+..))°

1<i<d
d+1<j<n

Notemos que

H (aitm+...—(aj+...))2: H (—aj—l—aitm+...)2

1<i<d 1<4i<d

e, portanto, o termo dominante é —a;, pois a; # 0. Dai,

H (—aj+ozitm+...)2:(a?+...)2

1<i<d

Isto garante que
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2. Limite de curvas duais planas

Retomando os calculos,

A(F) = a*" 2 H (i — o)t + ... ] H [(a;i—a;)*+ ...

1<i<j<d 1<i<j<n—d

H (af +...)

1<j<n—d

Vamos analisar os produtorios na tltima equagao, para que possamos chegar a igual-

dade final. Como

n—d n—d

Fy = 2% f(x) = ax? H(x —a;)=a H(—ai) cx? 4 tam.g.

i=1 i=1

segue que
n—d

Pi(a) = —a [[(~a) [ (a — )

1= =1

n—d

uma vez que a H(—ai) ¢ o coeficiente principal de Pp(z) que é construido para ter

i=1

exatamente as raizes «a;, que sao os coeficientes dominantes dos ramos nao constantes

r; = a;t™ + .... Com isso, obtemos a seguinte igualdade

A(Pp(x)) = [al:[(—ai)] I (ai—ap?

i=1 1<i<j<d

ou seja,

1<i<j<d [—CL H;:ld(_ai)

Além disso, temos que

A(fy=a2 ] (@i — ;)

d+1<i<j<n

e, portanto,

2 _A(f)
H (a; — aj) = 2h—d—2

d+1<i<j<n

Mais ainda,

H t2m _ t2m~@ _ tmd(d—l)
1<i<j<d

Substituindo, (1), (2) e (3) em (x), ficamos com a seguinte expressao:

95



2. Limite de curvas duais planas

- A(Pp) A(f) -
=2 il 2d  ,md(d—1
A(F) =a™ ™ —— T T [T a2 emaen ...
[a [T (—Gi)} 1<i<n—d
o’ Hn—_ld a;’ d(d—1)
 g2d-2 . g2n—2d—2 Hn;d 202 A(Pp) - A(f) -t + -
i=1 &
n—d
— a2 Ha? A(PF) A(f) tmd(dfl) +
=1
como afirmado. 0

De maneira geral, suponha Fj = H fr(z)®, com os fy irredutiveis e distintos, ou
seja, estamos considerando que Fjy € um polindmio fatorado em poténcias de polindémios
irredutiveis fi(x), cada um elevado a uma certa multiplicidade dj. Fixe um indice k
e escreva F;, = ,f’” (x)gri(z), com fr 1 gri. Forme o poligono de Newton a partir
do conjunto {(i,dy;) | gri # 0}. Trunque F para obter F = ngif,?’”ti, ou seja,
significa reter apenas os termos correspondentes a aresta principal do poligono de
Newton (aquela com inclinagdo mais baixa). Assim, F” é uma versdo simplificada
de F', com apenas os termos mais "dominantes" (0os que estao sobre a aresta principal).

Define-se um polinémio auxiliar Ps(s), dado por:

Pr(s) =Y gra() - 5™,

onde cada gi;(x) é o coeficiente que resta ao fatorarmos a maior poténcia possivel de
fule) em F, ou sefa,
Fy = fi*(x) - gri(x), com fi{ gps.

Esse polindmio Pg(s) codifica os expoentes di; (relacionados & multiplicidade de
fx) como poténcias de uma variavel auxiliar s, e os coeficientes gy;(x) permanecem os
1Mesmos.

O objetivo é separar a contribuicao de f; do restante do polinémio, permitindo

uma analise mais direta das raizes associadas a aresta principal do poligono de Newton.

Definicao 2.2.9. O discriminante formal de F' com respeito a f; é definido por

Ap (F) (@) = Aa) (P (s)).
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2. Limite de curvas duais planas

Definigao 2.2.10. Dizemos que F' é fi-regular se fi, { Ay, (F).
Isto generaliza a nocao anterior de x-regularidade.

Definigao 2.2.11. Dizemos que F' é reqular se for fi-regular para todo k.
Observemos um exemplo préatico envolvendo as defini¢coes acima.

Exemplo 2.2.12. Considere o polinomio em duas varidveis
F(z,t) = Fy(z) + Fi(2)t + Fy(2)t* € C[[t]][x]
com coeficientes dados por
Fo(z) =2*(1+2), F(r)=22+2) e F(r)=3+a2).
Fixemos o fator irredutivel fi(z) = x. Para cada coeficiente Fj, escrevemos
Fi(z) = fo(z)™ gri(z), com fi 1 gr.
Assim obtemos:

dro =2, gro(x) =1+ din =1, g(z)=2+u; dr2 =0, gro(x) =3+z.

Os pontos do poligono de Newton associados sao
(0,2), (L,1), (2,0).

Estes pontos estao alinhados em uma reta de inclinagao —1, portanto, em concordancia
com os exemplos vistos acima, temos que g = 1, de modo que a aresta lider do poligono
¢ o segmento de (0,2) a (2,0), contendo todos os pontos.

O truncamento F’ de F sobre a aresta lider é

F'(z,t) = gro(@)fu(2)* + gua(@)fu(@)t + gral@)t?,

isto é,
Fl(z,t) = (142)2* + 2+2)zt + (3+2)t%.

Definimos entao o polindémio

Pp/(s) = ngi(g;) st = (14 2)s* + (2 +2)s + (3 + ).
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Desta forma,
A(Pp.(s)) = —32° — 122 — 8 € C[a].

Como = 1 A(Pz/(s)), segue que F é z-regular.

Em seguida iremos demonstrar um resultado técnico que é fundamental para o
desenvolvimento das etapas seguintes desta dissertacgao. O préximo lema fornece uma
expressao explicita para o discriminante do termo inicial Fjj, no caso em que este se

decompoe em fatores lineares elevados a poténcias, sob a suposicao de regularidade

Lema 2.2.13. Suponha que Fy = H(a: —ax)™, e que F seja regular. Entdo

AF)o = [ Aty (F)(ar) T (ar — ap)2 et et
k

kK

Demonstracao. Fixe k e substitua * = y + ax. Dessa forma, F' pode ser visto como
F = Fy(t,y) (note a mudanga temporaria de notagao para Fj aqui). Isso leva a um
polinémio quasi-homogéneo Fy(y), e Pr (S) como antes. Seja agy, ..., kg, as raizes
de Pg,. A hipotese de regularidade implica que os ay; sao distintos. As raizes de F
S20

x:rkl:ak+akltmk+---

A(F) = H (Tkl — Tk’l’)Z

(kDA V)
=T 1T10w = rw)? T TCree = rew)
kLAl ktk! Ll
2
= HH (ak + apt™ — (a + oagrt™ + .. ) + .. ) : H H(Tkl — rpr)’.
kLA kK Ll

Vamos analisar a segunda parte da igualdade. Notemos que

H H(rkl — rkm)Q = H H ((ak + apt™ + .. ) — (ak/ + gt 4L ))2

Ktk Ll ktk! L
2
= H H ((ak — ak/) + apt™ — agrpt™ + .. )
etk LI
2
:HH((ak—ak/)+> .
kK LU
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Quando k # k', o termo dominante do produtério acima é

H (ak . ak/)Qdkdk"

k£k!

pois cada raiz com termo constante de a (sao dj delas) se combina com cada raiz com

termo constante ay (sao dys delas). Portanto,

H H(Tkz — )’ = H [(ak — ag )2 }

k#k" Ll k#E’

Com isso, obtemos:

A(F) = HH ((akl — )P ) H [(ak — ap )2 }

k 1AV k£k!

Consideremos agora as seguintes relagoes:

1) Do primeiro produtério da igualdade acima,

fe = (x —ax)
Fy = H fu(x)® = H(x — ay,)"
k

k
_ pdgi
Fy = fk gkz‘(ﬂf)

F= H(:v —ap)® + (2 — ap)®igpit + -+ (2 — ap) gt + ...
;

Ap(F)(ar) = Ag—ay) (F) (ax)
= H (ar, — a )™ %=2) H(akl — oy )?

kK Y

Portanto,

H<O‘kl — a)? Aw—ay) (F)(ak)

AU B Hk?gk/(ak — ak,)dk(2dk—2)

Observe ainda, que no denominador do produto acima, para cada k fixo

Variando ky, vale que H (a — akl)dkl(Qdk—Q)
k#ky
i dyy (2d5—2)
Variando ky, vale que H (ap — ap,)™2
k#ks
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Dai, notemos que os expoentes
dk1 (2dk2 — 2) (§ dkz (del — 2)

podem ser diferentes. Portanto, devemos considerar para o par (ki, k), o expoente
total como sendo a contribui¢ao de ay, sobre ai, mais a contribui¢ao de ay, sobre ag,.

Assim,

H H(ak _ ak/>dk,(2dk—2) — H (ay — ak,)dk(Qdk/—z)—&-dk/(2dk—2)

k! K ktk!
Ajustando os indices:

(2dydyy — 2dy + 2dydyy — 2dy) = Adydy — 2dy, — 2dy.

2) Além disso, podemos reescrever o produtério abaixo, como sendo:

H H $2me — 422k 2mydy (de—1)

k1A

Deste modo, obtemos a seguinte igualdade

Aa—ay) (F)(ax)
A(F) = k 7 (ak —_ ak,/)zdkdk’tzk 2mypdy (dp—1) T
];[ (sz';ék(ak — )% (2d—2) lg

2dpd;.s
Hk’;ék(ak - G/k/) kCE tEk 2mydy (di—1) 4+ ...

= Ao (F)(a
1;[ ( k)( )( k)Hklik(ak_ak,)4dkdk/72dk72dk

— HA(x—ak)(F)<ak) H (a/k; _ ak,)2(dk+dk’_dkdk’) . tzk 2mkdk(dk_1) + .
k k'#k

Portanto,

A(F)o = H A(z—a) (F)(ar) H (ap — agy )2 detd—drdir)

k k' #£k

como gostariamos. O
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Capitulo 3
Resultado principal e aplicacoes

Este capitulo tem como objetivo principal, apresentar e demonstrar o teorema
principal desta dissertacao, além disso, expor alguns exemplos e observagoes comple-

mentares sobre os temas vistos aqui, fomentando o conhecimento teérico com a pratica.

3.1 Resultado principal

Considere F' = Iy + Fit + --- € C[[t]][z,y, 2], uma familia de curvas planas de

grau n (isto é, cada F; € Clz,y, z] é um polinémio homogéneo de grau n) com Fy # 0.

FOZHF&;7

)

Suponhamos que

onde Fp; sao fatores irredutiveis e distintos. Fixe uma componente [y . Escreva F; =

Fi%G; onde Fyy, 1 G;. Se necessério, escolha um sistema de coordenadas tal que

(i7) A reta z = 0 nao é tangente a curva Cy := V(Fj).

Defina C; := V(Fy;) para todo i e, a partir daqui, nao faremos distin¢ao entre C; e
Fy;. Se o grau de C, ¢ di, entao () tem uma equagao como %+ outros termos, por
hipotese. No aberto afim (z = 1), podemos ver F' como uma familia de polinomios
de grau n com coeficientes em A = Cly|. Desta forma, temos o discriminante formal

A¢, (F)(z) € Alz] = Clz,y] e a no¢ao de Ci-regularidade e, portanto, de regularidade.

Notagao 1. Seja C' = V(F'), onde F & irredutivel. Vimos que se C' for singular, entao
C™* é redutivel pois contém todas as componentes lineares correspondendo aos pontos
singulares de C' com alguma multiplicidade (veja Exemplo 2.1.10). Se C' e D = V(G)

sao duas curvas tais que F' e G ndo tém componentes em comum, considere (C'- D)* a
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uniao de todos os pencil’s de retas que passam pelos pontos de C'N D, cada um contado

com a mesma multiplicidade que o correspondente ponto tem no ciclo

C-D=> I(P.CND)P.
P

O seguinte lema serd necessario para a demonstracao do Teorema.

Lema 3.1.1. F é (z — ax)-regular se, e somente se, F' é Cy-regular. Mais ainda, vale
que

Aoag(F) = H(akg_akl,)dk(dk—l)Ack(F)'
V£

Demonstragao. Por defini¢ao, temos que

Fy = H C'*, deg(Cy) = dg, Cy € irredutivel.
k

F = Zmz F, = O™ Gy, mde(Cy,Gri) = 1.

i>0
De cada Fj, escreve-se o par (i,dy;) com Gy; # 0, formando as arestas do poligono de

Newton. Assim,

PF’,Ck(S) = Z Gkisdk,

e por definicao,
A(Prr () = Dey (F) (@),

Como C}, é irredutivel, temos

Cr = (z — age)™ - [ [ (= — awr)™,
o,

de modo que
Fi=CM*G <= z—anfGu

Assim,

Fy = (z — ap)™ - H(OC — apy )™ G
>,

Por outro lado, observe que
F,Ck # F/(I—akz)'

visto que

F=cr [ +) Gt

Kk i>0
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F = (JI — akg)”’“ H Tr — akl/ H anl + Z(I - akg)dki H(l‘ - akl/)dkiniti.

i k' £k >0 i,

Desta forma,

=sm e+ # PF%z—aw(S):Snka_““/ [Teer+-

k'#k UL K'#k
Seus discriminantes
A(Pp/ck(S)) =Aq, (F) e A(PF’(I_W)(S)) = A(x,aw)(F).

também diferem pelo fator

H(a’d _ akl/)dk(dk_l)‘

V£l
De fato, ao comparar os discriminantes relativos a C, e a (z — ag), estamos refinando a
fatoracao em raizes lineares. Recordemos que, para um polindémio de raizes aq, ..., a,,
vale

A(F) = ay? [ J (s — ).
i<j
Assim, quando trocamos a regularidade em C} pela regularidade em (x — ag), cada
diferenca (ax; — agy) aparece repetidamente: uma vez para cada par de raizes de Cy
em que ag, participa. Como C} tem grau di, o ntimero de tais pares é exatamente

di(dy, — 1). Assim, concluimos que

A-ar)(F) = [ [(are — a) *=D - Ag, (F),
1t

como afirmado. ]

Teorema 3.1.2. Considere a notacao acima e suponha que F' seja regular. Entao

}tg%F* anC’k + Z Ack Ck + 2; ng + ny —nknl)(C’k Cl) .

Demonstracao. Temos F = ZFZ-(w,y,z)ti e seja (', a componente redutivel de Fy.

Escreva
dy,

Ck = H(.I’ — akl).

=1
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Pelo Lema 2.2.13, temos que

A<F>O = H A(x_akl)(F) (a’kl) H H(akl — akl/)2(2dk_di)
k,l

E 1A

H (akl o ak,l,)Q(kordk/fdkdk/)
k#£k 1,1

Pelo Lema 3.1.1, temos que
Aaa (F) (ar) = [ [ (arr = am) ™D Ag, (F) (an).-
V£l
Para k fixo e variando [y e [y, segue que

Aa—a,) (F) (an,) = H(akll — a)® D Ag, (F) (aw,),
11,

Ao—ay (F) (ar,) = [ [(am, = ax)™ % Ac, (F) (ars,).-
141

Multiplicando os dois discriminantes acima, obtemos:

Aa-ap) (F) (@r1,) - Da-apy) (F) (ar) = Ao (F) (aw, ) Ac, (F)(ar, )
) H(akll - akl)dk(dkil) H(aklg — akl)dk(dkfl)

I£l 121y

No segundo membro da tltima igualdade existem dois produtoérios. Separando [ = [,

no primeiro e [ = [; no segundo, temos que

H(aml — ayg) (D) H(ak12 — ap) "D = (a, — agg, )Y

£l 1#l2
. H (akll _ akl>dk(dk_1)
1211l
. H (a’klg _ akl>dk(dk*1).
I#11,l2
Portanto,

H Ap—ap) (F) (ar) = H (@ — gy )M=Y H Ac, (F)(an)

! kAU
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Assim,

Fo = H Ac, (F)(aw) H (ap — akl/)2dk(dk—1) H (ap — akl,)2(2dk_di)

e, 141 ki, 1A
H (akl o ak/l/)Q(kordk/fdkdk/)
ktk! LI/
_HACk (aw) H (am — ap) ™™ H (agy — apy )2t —dedi)
e, 1AL ktk! LU
:HACk( (ar) JT AC)" ] Res(Cr, Cpr )t i) (**)
kil k, 1AL kK LI

Resta interpretarmos este resultado. Seja L* C (P?)* o pencil de retas que passa pelo
ponto P = [1:0:0] € P2. Ou seja,

L:ax+by+cz=0 e Pel = a=0.
Logo,

L*={[a:b:c] € (P**|a=0}

{
{[0:b:c € (P))*[b: ¢ € P}

No aberto afim b # 0 em (P?)* veja y como coordenada afim em L*, com y =
correspondendo a reta

Ly, :y =vz € L.

A equacao A(F) = 0 fornece os valores de yy de y para os quais a reta [, ¢é

tangente a F'(t). Uma vez que,
A(F) = A (F) € Al

Portanto, A(F)y determina L N (lltin(l) F*).
—
A equagao Ac, (F')(ar) = 0 fornece as coordenadas y da intersegao de A¢, (F') =0

com o ramo x = ay, de Cj. Pois,

H Ac, (F)(ar) = Res (A(;k(F), C’k), para k fixo.
ja que Cf = H(x — ag) e pela Proposicao 1.2.8 segue que
1

Res G Ok HG akl
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Logo,
[Tac(F)(aw) =0

fornece as coordenadas y da intersecdo do A¢, (F') com Cy. Podendo ser identificado
por
LN (Ac (F)-Cy)".
De maneira analoga, temos que A(Cy) = 0 é a equagao de LNC}, e Res(Cy, C) =
0 é a equagao de LN (Cy - Cp)™.
Portanto, a equacao (%) determina a igualdade afirmada no Teorema intersectado
por L*. Como L* C (IP?)* é uma reta geral por escolha de coordenadas, e os lados da

igualdade no Teorema possuem o mesmo grau, por um calculo direto, entao o resultado

desejado segue. O

3.2 Aplicacoes

Nesta secao calcularemos explicitamente alguns limites do dual de curvas planas
de algumas familias regulares e, ao final, também mostramos como usar este método

para calcular esse limite quando a familia de curvas planas nao é regular.

Exemplo 3.2.1 (JKI, VG]). Considere F; = C" +tD + --- € C[[t]][z,y], onde C &

irredutivel e suava, e D nao contém C' como componente. Entao
PI%(C” +tD+---)" =nC"+ (n—1)(C-D)".
5

De fato, como
FE=C"+tD+ ...,

tracando o poligono de Newton, obtemos:

(1,0)
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Truncado F na aresta lider, obtemos
F=C"+D
e, consequentemente,
Pp(s) = s"+ D =: f(s),

Assim,
f(s)=s"+D e f(s)=ns""".

Vamos analisar os casos:
Para n = 2:
f=s*+D, f =2s

A resultante de f(s) e f'(s) ¢ dada por

1 0 D
Res(f,f)=12 0 0| =4D.
02 0

Portanto,

(Ac(F)-C) = (4D -C) = (D - C).

Para n = 3:
f(s)=s*+D, f(s)=23s,

e a resultante é

= 27D%.

D

0
Res(f, f) = 0
0
0

o o w o ~
o w o = O
w o o o o
o o o g o

Logo,
(Ac(F)-C)=(27D*-C) =2(D-C).

Caso geral n:
f(s)=s"+D, f'(s)=ns""".
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Por indugao, obtemos a resultante

1 0 O D 0 0
0 D
coo0 o0 10 0 --- D
Res(f, f') = =n"D" 1.
(- noOO0O - 000 --- 0
0 n
0 0 O 0 0 0 0

Logo,
(Ac(F)-C) = (0"D""-C) = (D" C) = (n = 1)(D - O).

Pelo Teorema 3.1.1, temos que

lim(F)* = nC* + (n— 1)(C - D)*.

t—0

Exemplo 3.2.2. A seguir, apresentamos as familias de ciibicas planas que aparecem

em [AT] e calculamos os seus respectivos limites.

a) Considere F; = 2° +tH +---, onde x { H. Assim,
lm(F)* =32"+2(H - x)".

t—0

De fato,
Fi(z,y)=a+tH+---, comax{H

A fibra especial desta familia (¢ = 0) é:
Fo=2> = Cp:z=0 ¢ n,=3
Vamos calcular o discriminante:
Ac, (F) = A(Pr,)
Utilizando o poligono de Newton, temos que:

F=uz+tH.
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Dai,
Pp(s)=s*+ H

e, portanto,
A(Pg(s)) = —2TH?,

Logo, como s6 temos uma componente C}, em Fjy, concluimos que

lim(F)* = 3z* + (=27H? - 2)* = 32" + 2(H - z)*.

t—0

b) Considere F' = 2* + txH + ---, onde x { H. Assim,

lim(F)* = 32"+ 3(H - 2)".

t—0

Utilizando o método do poligono de Newton, obtemos:
F=2"+tzH = Pp(s)=s"+Hs=0 = A(Pp)=4H®

Portanto,
lim(F)* = 32" + (4H? - 2)* = 32" + 3(H - x)*.

t—0

c¢) Considere F' = 2° + t*sH +t*G +--- e A :=4H? + 27G*. Se w1 A, entdo

lm(F)* =3z"+ (A-2)".

t—0

Tracando o grafico

i
(0,3) 4
(2,1)
(3,0)
temos,
F=+4+t*2H+?G+--- = F=2+txH+1G.
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Assim,
Pp(s)=s*+ Hs+G e A(Pp)=—4H>-27G* = —A.

Logo,
lim(F)* = 32" + (A - 2)".

t—0

d) Considere F = 2°y +tH +---, onde x { H. Entao

Im(F)* =2z"+y" "+ (H - -2)" +3(x-y)".

t—0

Notemos que as componentes de Fy = 2%y e seus respectivos expoentes sao:

Ci:x=0,n=2 e Cy:y=0, ny=1.

Primeiro, observe que como o expoente da componente C5 é 1, entdao Ag, (F) = 1.

Agora, vamos calcular A¢, (F'). Usando o poligono de Newton, obtemos
F =2y +tH = Pp(s) = s’y + H= A¢,(F) = 4yH.
Logo, segue do Teorema 3.1.1

Hm(F)* = 22" +y" + (A, (F) - 2)" + (A (F) - 9)" + 22+ 1 = 2)(z - y)"

t—0 (
=22* +y" + (—4yH - z)" + 2(x - y)*
=2 +y" + (yH -2)" +2(z - y)*
(H-x
(

=22 +y + Tt (rey) 2 y)

)"+
~x)" +3(x - y)

T o

=2"+y +
e) Considere F = 2%y +toH +t*G +--- e A = H> —4Gy. Se x 1 A, entdo
15%(1?)* =22 +y +(A-x)" +2(x-y)".
As componentes de Fy = 2%y (e seus respectivos expoentes) sdo:

Ci:x=0,n=2 e Cy:y=0, nyg=1.

Dai,
F =2y +taH +1*°G = Pp(s) = sy + sH + G
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e, portanto,
Ac,(F)=G? —4Hy = A.

Assim, segue do Teorema

Im(F)" =22" 4+ y" + (A-2)" +2(x-y)"

t—0

Exemplo 3.2.3. Considere F = C?*D? +tCDG + t*H + ---. Se C e D sdo suaves e
mdc(CD, G) = 1, entdo

lim(F)* = 20* + 3D* + ((D*G?* — 4HD?) - C)* + (C*(CG)* - D)* — 2(C - D)*.

t—0

Tracando o grafico do poligono de Newton em relagao a C', obtemos

C
(0,2) ¢

(1,1)

>~ ¢
(2,0)

Truncando F' nos termos que estao na aresta lider acima, obtemos
F=C?D*+tCDG + t*H.
Assim,
Pp(s) =s’D* +sDG+H = A(Pp(s)) = D*G* —4D*H = Ac(F).

Vamos calcular agora Ap(F'). O grafico do poligono de Newton (em relagao a D)
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Truncando F' nos termos que estao na aresta lider acima, obtemos
F=C?D?+tCDG = Pp(s) =C*s"+CGs

verificamos que

A(Pp) = —4C*(CG)? = Ap(F).

Desta forma, temos que

lim(F)* = 2C* + 3D* + ([(DG)? —4D*H] - O)" + (—4C*(CG)* - D)

+2(2+3-2-3)(C-D)*
= 2C* 4+ 3D* + ([(DG)* —4D*H] - C)" + (C*(CG)* - D)* —2(C - D)*.

Os exemplos a seguir sao classicos e, por essa razao, adotaremos a mesma notacao

utilizada por Zeuthen em 1873 [Z]. No entanto, os calculos aqui foram realizados em

um enquadramento mais moderno.

Exemplo 3.2.4 (Familias de Zeuthen de “primeiro tipo”). Considere
F=2%A, o+ Byt +--,

onde os subscritos denotam o grau de uma expressao, x { A, _o,x 1 By, A,_2 é suave
(em particular, A, o é irredutivel). Defina A, 3|,—0 = a,_2 € By|s—0 = b,. O poligono
de Newton possui aresta inferior ligando (0,2) e (1,0). Desta forma, m = 7€ F =
2%, 5 + byt. Logo, Pr(s) = s%a,_o + b, e, portanto, F é regular, com A,(F) =

—4a,_sb,. Segue que

Im(F)* =22 + A% 5+ ((ap_oby - 2)* +2(2+1—2)(A, - 2))*

t—0

=2+ A o+ 3(an—2-x)" + (b, - x)".
Exemplo 3.2.5 (Familias de Zeuthen do “segundo tipo”). Considere
F =2?A, 9+ 2B, sxt + Cp,t? + O(t?).

Como no caso anterior, as letras mintdsculas continuam denotando a restricao para
x = 0. Suponha também que A, 5 suave, a, o # 0 e bi_l — ap_oc, # 0. Entao F é

regular, A, (F) = b2_, — a,_2¢, e, portanto,

()" =207 4 A5y (1 = aen) 0)” + 200"
—
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Basta notar que este limite pode ser calculado de maneira semelhante ao caso do
Exemplo 3.2.2, item (e).

Observagao 9. As técnicas descritas aqui podem ser usadas para encontrar limites de
curvas duais de degeneragoes nao regulares. Basta calcular mais termos nas expansoes
formais de Puiseux, refazendo os calculos ocorridos nas provas do Lema 3.1.2 e Teorema
3.1.1.

A seguir, exibiremos uma familia de curvas planas que nao é regular, a familia de
Zeuthen de "terceiro tipo". Porém, calculamos mais termos das expansoes formais de
Puiseux e, ao final, conseguimos obter uma féormula para o limite dos duais para esta

familia.

Exemplo 3.2.6 (Familias de Zeuthen do “terceiro tipo”). Considere
F = 2%ag + 23ay + 2xbot + 2201t + cot? + ey t> + dytd + -+ -

onde b2 — agcy = 0 e ag(—aiby +bibiag — c1boas +dyaj) # 0 e ag+ ra; suave (lembrando
que as letras minusculos continuam denotando a restri¢ao para z = 0). As componentes

(e seus respectivos expoentes) de Fy = x%(ag + ra;) sio
Ci:x=0n=2 e Cy:ap+zxa;=0,ny=1.

Como ag + xa; é suave, segue que Ag, (F) = 1. Agora, tragando o poligono de Newton

com relagao a C; : x = 0, obtemos:

x
(0,2) .
[ J
(1,1)
| (2,0)
Se —1/pp € a inclinagao da aresta lider, entao
1
-1 = og=1=22
Ho do
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Truncando F' sobre a aresta lider, temos que

F = agx?® + 2byat + cot? = Pg(s) = aps® + 2bys + co

e, portanto,
=0.

A(Pp(s)) = 4b% — dagcoy = 4(b3 — apco)
Concluimos que F' nao é x-regular. Além disso, Pr(s) tem raiz dupla, a saber

—2by @

So = .
2@0 Qo
Desta forma, precisamos calcular mais termos dos ramos x = sg. Dando continuidade

vamos considerar as seguintes igualdades:
t =t = t =t r=1"(so+z1) = x=1t (—Z—g+x1).

Substituindo em F', obtemos

F <t17t1 (_2_?) + $1>> = Qg (I'%t% 2b0x1t2 + Z_?Q)t%)
+ ay (mlt?’ 3o 2243 + Zhant} — %tf’;>
2
+ 2boty (331?51 - 2—gt1) + byt (xftf — ot} + Z-%ﬁ)

+ Cgt% + Clt (Iltl > + dltl

Agrupando os termos:
b
ag

Ogl t + d1t1> .

F <t17t1 (_Z_(()) + xl)) = t% (CL()ZE% + altlxi’ — &Zﬂtl 1 + 3a1b0t1 1 — albotl

+ bltll’% 2b0b1t xr, + —tl + Co + leL’ltl —

Defina agora,
3a b a1b3 b2
1 t 130 tl -t
ag ag

2 3 3a1b 2
Fl(tl,l'l) =apTq + altlxl — #tlxl +

2bob b1b3 boc
a1+ a—goh + co + crwnty — 22t + dity.

+ bltlﬂﬁ —

Dando continuidade ao processo, vamos tracar o poligono de Newton para F}
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(0,2)4 o
t1
(1,0)

Desta forma, se —1/pu4 é a inclinagao da aresta lider, entao

1 2 1 Do
—_—— = —— = = = = —,
H1 1 =2 d0

O truncamento de Fj sobre esta aresta lider é

2
butt
ag

Fi(ti, 1) = apr} + <—ﬁ +

3
ap

b
— —gzl + dl> 1
e, portanto,

2 a1b3 b1b2 b a1b3 b1b2
Ppl(S):a()S— = —0—2—?+d1:>A(PF1>:4 a—go——0+b001—a0d1.

3 2
ap ag ap

Segue que A(Pp, ) # 0 (por hipotese) e, portanto, tem duas raizes distintas, a saber

! albg blbg boci dy "o albg blbg boci d1
51 = \/ag G T2 e ¢ ST\ @ T @ T T a

Logo, os ramos = = sy até segunda ordem sao

I — _bo 3/2 4 ... m_ _bo o 43/2 4 ...
T = ao—l—slt + , == st ° +

Calculando o discriminante de F' com relacao a x:

AL(F)(0) = (s, — &)? = [2A(Ps,) 2]
= 4A(Pg).

Desta forma, temos que

a1b3 2 *
lim(F)* = 22" + (ag + a12)" + ([;—‘? - % + boc1 — aods | 1:)

t—0

+ 2[2+1-2-1)(z- (ap+ a1x))"],

I0)
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ou seja,

lim F* = 22" + (ag + a12)" + [(albg — bybiag + bocrag — dlag) . x]*

t—0
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