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RESUMO

As placas sdao elementos estruturais amplamente utilizados em aplica¢des da engenharia,
aparecendo em 4areas como a Engenharia Civil, Engenharia Mecanica e¢ Engenharia
Aeroespacial. Os sistemas de placas duplas, em particular, estdo presentes em estruturas
sanduiche, estruturas nanométricas e pavimentos rodoviarios e ferrovidrios, sendo os dois
ultimos submetidos ao regime dinamico. A analise precisa desses sistemas ¢ essencial,
especialmente quando considerada sua interacdo com fundagdes elasticas. As solucdes
analiticas, embora importantes, sdo frequentemente restritas a geometrias e condigdes de
contorno simples, o que limita sua aplicabilidade. Nesse contexto, neste trabalho tem-se o
objetivo prioritario de solu¢des numéricas, via Método dos Elementos de Contorno (MEC),
para o sistema de placas duplas delgadas conectadas por base elastica de Winkler no regime
dindmico permanente. Além disso, em segundo plano, algumas discussdes também sao
estendidas para placas simples isoladas ou apoiadas em fundacdo elastica de Winkler. As
discussdes da construgdo e validagdo das solugdes numéricas neste trabalho seguem as etapas
a seguir: inicialmente, as equacdes diferenciais de movimento definidas no meio continuo
(placa) sao transformadas em equagoes integrais equivalentes validas no dominio e/ou contorno
da placa pela aplicagdo do método dos residuos ponderados (onde as equagdes de movimento
sao ponderadas por solugdes fundamentais). Destaca-se que tanto as equacdes integrais, quanto
as solugdes fundamentais do problema dindmico de placas duplas, até entdo indisponiveis na
literatura, sdo originalmente deduzidas neste trabalho. A solucao discreta do problema dinamico
de placa ¢ construida pela discretizacdo do contorno do problema em elementos de contorno
1soparamétricos lineares, que apos o calculo das integrais envolvidas, um sistema algébrico ¢
obtido. Finalmente, ap6s a imposicao das condigdes de contorno, as respostas dinamicas podem
ser obtidas. Alguns exemplos com a solugdo do MEC sdo apresentados e validados com
solucdes analiticas e/ou numéricas, obtendo erros relativos inferiores a 1% para discretizagao
em 32 elementos retos nas placas retangulares e para discretizacdo em 8 elementos em arco nas
placas circulares, implicando que as solugdes propostas na filosofia do MEC estdo coerentes.

Palavras-chave: placas elasticamente conectadas; MEC; solugdes fundamentais;

Kirchhoff; Winkler; vibragao.



ABSTRACT

Plates are structural elements widely used in engineering applications, appearing in
fields such as Civil Engineering, Mechanical Engineering, and Aerospace Engineering. Double-
plate systems, in particular, are found in sandwich structures, nanometric structures, and
highway and railway pavements, the latter two often being subjected to dynamic loading
conditions. Accurate analysis of these systems is essential, especially when their interaction
with elastic foundations is considered. Although analytical solutions are important, they are
frequently restricted to simple geometries and boundary conditions, which limits their
applicability. In this context, the primary objective of this work is to develop numerical
solutions, using the Boundary Element Method (BEM), for thin double-plate systems connected
by a Winkler elastic foundation under steady-state dynamic conditions. In addition, secondary
discussions are extended to isolated single plates or single plates supported by a Winkler elastic
foundation. The construction and validation of the numerical solutions presented in this study
follow these steps: initially, the differential equations of motion defined in the continuous
medium (plate) are transformed into equivalent integral equations valid over the domain and/or
boundary of the plate through the application of the weighted residual method (where the
equations of motion are weighted by fundamental solutions). A key contribution of this work
1s the original derivation of the fundamental solutions for the dynamic problem of double plates,
which were previously unavailable in the literature. The discrete solution of the dynamic plate
problem is obtained by discretizing the boundary into linear isoparametric boundary elements.
After evaluating the corresponding integrals, an algebraic system is assembled. Finally, once
the boundary conditions are imposed, the dynamic responses can be determined. Several
examples using the BEM solution are presented and validated against analytical and/or
numerical solutions, yielding relative errors lower than 1% for a discretization with 32 straight
elements in rectangular plates and 8 curved (arc) elements in circular plates, implying on
consistence of BEM solution showed.

Keywords: elastically connected plates; BEM; fundamental solution; Kirchhoff’s plate;

Winkler’s foundation; vibrations.
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1. INTRODUCAO

1.1 Contextualizacao

No processo de concepcao e desenvolvimento de um projeto estrutural, as placas — seja
constituida por um dominio tinico (placas simples, vide Figura 1.1a)) ou composta por multiplos
dominios interconectados (placas associadas, vide Figura 1.1b)) — constituem elementos
recorrentes e de grande relevancia. Esses componentes estdo presentes em pavimentos de
edificios, fundacdes, tabuleiros de pontes, galerias de drenagem e diversas outras aplicagdes,

desempenhando fungdo essencial na transmissao e distribui¢ao de esforgos.

Figura 1.1 - a) Conjunto de placas simples (dominios ndo interconectados) b) Associagao de
placas (dominios conectados)
Fonte: adaptado de Civilizagdo Engenharia (2016), Easycomposites (2026) e Topologroup
(2026)

Dessa forma, a formulacao adequada da solugdo consistente dos problemas estruturais
envolvendo placas tornam-se fundamentais para garantir seguranca, desempenho e

racionalidade construtiva. A compreensdo do seu comportamento mecéanico, das condi¢des de

16



contorno e dos efeitos das agdes aplicadas representa, portanto, um tema de elevada importancia
no campo da Engenharia de Estruturas, tanto sob o ponto de vista tedrico quanto pratico.

No que se refere as placas associadas — entendidas como sistemas compostos por duas
ou mais placas que interagem estruturalmente ao longo de seus dominios — sua aplicagao
estende-se por diversas areas da engenharia, abrangendo desde problemas de alta complexidade
tecnolodgica até solucdes estruturais convencionais de grande escala.

Na engenharia aeroespacial, por exemplo, esses sistemas desempenham papel
fundamental na protecdo estrutural no espaco sideral e no desempenho funcional de
componentes criticos em problemas aeronduticos, como descrito nos trabalhos de Medina e
Maethner (1993) e Han et al. (2025). Além do setor acroespacial, as placas associadas também
tém sido amplamente investigadas em estruturas na escala nanométrica. Nesse contexto,
destacam-se os estudos de Pouresmaeeli et al. (2012) e Al-Furjan et al. (2021) que abordaram
o comportamento mecanico de nanoplacas de grafeno.

Adicionalmente, os sistemas de placas duplas apresentam aplicagdes relevantes tanto no
isolamento acustico quanto no isolamento térmico como descrito nos trabalhos de Takahashi
(1983) e Chen et al. (2023).

Na engenharia naval, também podem ser observadas importantes aplicagdes envolvendo
placas associadas. Nesse contexto, Luong e Do (2024) investigaram o comportamento dindmico
de placas duplas flutuantes em 4guas rasas, conforme mostrado na Figura 1.2. Tais sistemas
estruturais sdo empregados em diferentes solugdes da engenharia naval, incluindo plataformas
flutuantes, pontes flutuantes e estruturas portudrias, nas quais a interagdo fluido—estrutura

exerce papel determinante na resposta global do conjunto.
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Figura 1.2 - Placas duplas flutuantes
Fonte: Autor

No campo da construgdo civil, sistemas de placas associadas sdo amplamente
empregados em construgdes ferrovidrias e rodoviarias. O modelo de ferrovia sobre laje, Figura
1.4, analisado por Jang et al. (2008) exemplifica a utilizagdo de placas acopladas na distribui¢do
de cargas dindmicas provenientes do trafego ferroviario, contribuindo para maior rigidez,
durabilidade e desempenho das vias, reduzindo também a polui¢ao sonora devido a absor¢ao
das vibragdes pela camada elastica. Nao obstante, o sistema de placas associadas também esta
presente em reforcos estruturais, Zhang et al. (2011) apresentou um estudo de caso de reforco
estrutural para tabuleiros de pontes metalicas utilizando placas duplas.

Adicionalmente, Bleotu e Preda (2023) investigaram a utilizagdo de painéis sanduiche
na concep¢do de tetos de cabines de equipamentos da construgdo civil, evidenciando as
vantagens estruturais associadas a sistemas de multiplas camadas, especialmente no que tange
a relacgdo rigidez — peso e a capacidade de absor¢cdo de energia sob carregamento estatico e
dinamico.

Dessa maneira, observa-se que as placas associadas constituem sistemas estruturais
versateis, cuja importancia transcende diferentes escalas fisicas e campos de aplicagdo,
abrangendo desde a nanotecnologia até sistemas macroscépicos de infraestrutura (Figura 1.3),
sempre com papel central na mitigagdo de esforcos, no controle dindmico e na protecao

estrutural.
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Figura 1.3 — Galeria de drenagem em rodovias
Fontes: a) ND Mais (2023) b) Autor.
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2-Camada elastica (Graute) 4-Solo
Figura 1.4 — Ferrovia em trilhos flutuantes
Fontes: a) Youtube (2024) b) adaptado Jang et al (2008) c) Autor.
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1.2 Revisao bibliografica

Atualmente, a obtencao de solugdes para as Equacdes Diferenciais Parciais (EDPs), que
descrevem o comportamento mecanico de placas, configura-se como uma tarefa de elevada
complexidade matematica. Tais equacdes, em geral de quarta ordem no caso da teoria cldssica
de placas, envolvem multiplas varidveis espaciais e estdo fortemente condicionadas as hipoteses
adotadas no modelo constitutivo, geométrico e nas condigdes de contorno. Embora existam
solucdes analiticas classicas — como aquelas obtidas pelos métodos de Navier e de Levy —
sua aplicabilidade encontra-se restrita a situagdes bastante especificas, como placas
retangulares submetidas a determinadas combinagdes de condi¢des de apoio (por exemplo,
simplesmente apoiadas). Essas limitacdes geométricas e de contorno reduzem
significativamente o espectro de problemas que podem ser resolvidos por meio dessas
abordagens, tornando-as insuficientes para a maioria das aplicagdes de engenharia pratica,
conforme observado por Xing ef al. (2022).

Pereira et al. (2023) desenvolveram uma formulacdo analitica capaz de considerar
placas com diferentes propriedades materiais, dimensdes geométricas e condigdes de apoio,
ampliando significativamente o campo de aplicagdo. A solucdo foi estruturada a partir dos
métodos classicos de Navier e Levy. Entretanto, tais métodos preservam restrigdes inerentes as
suas formulagdes: o método de Navier exige que todas as bordas da placa sejam simplesmente
apoiadas, enquanto o método de Levy impde que pelo menos duas bordas opostas estejam
simplesmente apoiadas. Convém notar que outras condi¢des de contorno, sob carregamentos
especificos, podem ser obtidas pela superposicao de duas ou mais solucdes de Levy. Assim,
embora mais abrangente que abordagens anteriores, a solucdo de Levy ainda permanece
condicionada a geometrias e vinculos especificos.

Com o objetivo de superar essas limitacdes e contemplar um conjunto mais amplo de
configuragdes geométricas, condi¢des de contorno e combinagdes de propriedades materiais,
destacam-se as solugdes numéricas.

Heidari e Ariaei (2022) propuseram uma solu¢do baseada no método da quadratura
diferencial para a andlise dinamica de placas retangulares e circulares apoiadas sobre base
elastica de Winkler. A abordagem mostrou-se eficiente do ponto de vista computacional,
especialmente para problemas de vibragdo. Contudo, o modelo apresenta uma restricao

importante: as placas que compdem o sistema devem possuir 0os mesmos parametros de
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material, propriedades geométricas e condi¢cdes de contorno, o que limita sua aplicacdo em
sistemas heterogéneos frequentemente encontrados na pratica de engenharia.

O M¢étodo dos Elementos Finitos (MEF) ¢ amplamente reconhecido como o método
mais difundido entre engenheiros e desenvolvedores de softwares de andlise estrutural,
conforme apontado por Laquini (2016). O MEF ¢ classificado como um método de dominio,
pois a discretizagdo ¢ realizada em todo o dominio da estrutura, dividindo-o em elementos
finitos interconectados, nos quais as variaveis de interesse sdo aproximadas por funcdes de
interpolagdo definidas no dominio do problema, retendo a dimensionalidade original do
problema na solugao numérica.

Em contraposi¢do ao MEF, destaca-se o Método dos Elementos de Contorno (MEC),
cuja principal caracteristica ¢ a discretizacdo apenas do contorno do problema, a partir da
formulac¢ao de equacdes integrais apropriadas, ndo sendo necessaria a discretizagdo do dominio
da regido analisada, conforme descrito por Paiva (1987). Como consequéncia, a solugdo
numérica fica definida em um espago dimensional reduzido de um do problema fisico original.
Por exemplo, se o corpo original ¢ tridimensional, a solu¢do do MEC ¢ construida por elementos
de contorno bidimensionais, € assim por diante.

Embora o nimero de aplicagdes do MEC ainda seja inferior ao do MEF, o método tem
sido empregado como uma alternativa altamente competitiva em diversas areas da engenharia,
especialmente em problemas que envolvem dominios infinitos ou semi-infinitos,
descontinuidades e elevada precisdo na representacdo das condigdes de contorno, conforme
discutido por Aliabadi (1996).

No ambito da analise estatica de placas simples delgadas apoiadas ou ndo em fundagdes
elasticas pelo MEC, observa-se um conjunto expressivo de contribuigdes. Destacam-se os
trabalhos de Stern (1979), Balas (1984), Costa e Brebbia (1985), Paiva (1987), Katsikadelis e
Kallivokas (1988), Chueiri (1994), Guminiak e Jankowiak (2007), Damanpack et al., (2013).
Um ntimero consideravelmente menor de trabalhos do MEC tem sido voltados para andlise
estatica de placas duplas tais como as formulagdes descritas em Pereira (2020), Pereira et
al.,(2022) e Pereira (2023), que abordam formulagdes integrais, estratégias de discretizagdo e
diferentes condig¢des de contorno aplicadas a placas duplas contendo ntcleo formadas por base
elastica de Winkler e Pasternak.

Para o regime dinamico, também hé contribuicdes relevantes nas solugdes numéricas do
MEC em problemas de placas simples, tais como as de Costa (1987), Providakis e Beskos

(1989), Katsikadelis e Sapountzakis (1991), Beskos (1990), que exploraram vibragdes livres e
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forcadas, formulagdes no dominio da frequéncia e no dominio do tempo. Recentemente, Zhou
et al. (2024) apresentaram a solu¢do fundamental para placas delgadas apoiadas sobre base
elastica de Pasternak com inclusdo de amortecimento, contemplando tanto o caso de
carregamento concentrado quanto o de carregamento do tipo dipolo.

Quando se trata especificamente de placas associadas, observa-se inicialmente um
numero significativo de estudos analiticos no regime dinamico, como os desenvolvidos por
Oniszczuk (2000), Oniszczuk (2004), De rosa e Lippiello (2009), Zhang et al. (2021),
Kunukkasseril e Swamidas (1973), Stojanovi¢ et al. (2015), Mirian e Ariaei (2023) bem como
Ma et al. (2024). Além das formulacdes analiticas, existem diversas contribui¢des baseadas em
métodos numéricos, sobretudo para problemas dinamicos envolvendo placas multiplas, como
nos estudos de Chasen e Makinen (1994), Jeong e Kang (2013), Heidari e Ariaei (2022), e Kim
etal. (2021).

Entretanto, ao investigar a analise do MEC para sistemas de placas associadas, observa-
se relativa escassez de trabalhos. Ha algumas contribui¢des direcionadas a placas sanduiche,
como as de Qin (1993) e Ventsel (2003), porém essas abordagens sdo usualmente limitadas a
configuragdes com caracteristicas materiais e geométricas semelhantes entre as camadas. Ha
uma clara lacuna na literatura de trabalhos que tratem explicitamente da aplicagdo do MEC ao
problema dindmico de placas associadas no contexto de vibracdes livres, conforme observado
no Quadro 1.1. Essa lacuna justifica o direcionamento do presente estudo, voltado para o
desenvolvimento de formulagdo do MEC para obtengao das vibragdes livres das placas duplas
delgadas interconectadas elasticamente.

Quadro 1.1 - Revisao bibliografica placas associadas

Autor(es) Ano Método Empregado Observacao
Kunukkasseril e Swamidas 1973 Solugéo analitica Vibragdes livres de placas acopladas
) Analise nao-linear estatica de Placas
Qin 1993 MEC
sanduiches™
Chate e Makinen Analise estatica e dinamica de Placas
1994 MEF )
sanduiches*
Oniszczuk 2000 Solugdo analitica Sistema de placas duplas
Oniszczuk 2004 Solugao analitica Extensdo para regime dinamico
De Rosa ¢ Lippiello 2009 Solugdo analitica Modelagem dinamica de placas duplas
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Autor(es)

Ano Método Empregado

Observacio

Jeong e Kang

2013 Solugao analitica

Analise dindmica de placas identicas

interconectadas por um liquido

Stojanovic et al.

2015 Solugao analitica

Sistemas multicamadas

Placas duplas interconectadas por

Pereira 2020 MEC
camada elastica de Winkler
Analise dinamica de Placas laminadas
Kim et al. 2021 Meshfree Method )
interconectadas.
) Andlise dindmica de placas laminadas
Zhang et al. 2021 Solugdo analitica

interconectadas.

Heidari e Ariaei

2022 Quadratura diferencial

Analise dinamica de sistemas de placas

identicas interconectadas elasticamente

Mirian e Ariaei

2023 Solugao analitica

Analise dinamica de placas anulares

elasticamente conectadas

Placas duplas interconectadas por

Pereira 2023 MEC
camada elastica de Pasternak
) ) Placas duplas interconectadas por
Pereira 2023 Solugao analitica _
camada elastica de Pasternak
Ma et al. 2024 Solugao analitica Vibragao e resposta dindmica

* Referentes a placas sanduiches (as duas placas sdo iguais € é considerada a espessura da camada interconectante)

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo Geral:

O objetivo deste trabalho ¢ desenvolver uma formagao direta no Método dos Elementos

de Contorno para dinamica de placas duplas delgadas com ntcleo formado por fundagdo

elastica de Winkler.

1.3.2 Objetivos Especificos:

e Encontrar a equac¢do de movimento das placas;

e Desenvolver as equagdes integrais do problema;

23



e Deduzir as solu¢des fundamentais;

e Montar o sistema algébrico e determinar as incognitas;

e Desenvolver um cédigo computacional e realizar estudo de convergéncia;

e Comparacao com solugdes numéricas e/ou analiticas;

e Discussdes adicionais sobre aplicacdo do MEC na anélise vibratoria de placas apoiadas

em fundagao elastica de Winkler.

1.4 Estruturacao do texto

O texto foi dividido em quatro capitulos:

O primeiro capitulo aborda placas simples sobre base elastica Winkler, sendo a primeira
parte uma apresentagdo para o problema em regime estatico, onde sdo apresentadas a equacao
governante ¢ a solugdo fundamental. Ja a segunda parte ¢ apresentado o problema em regime
dindmico, onde ¢ desenvolvida a equacdo de movimento no item 2.3.1, a solugdo fundamental
no item 2.3.2, as equacgdes integrais no item 2.3.3 e as equagdes algébricas discretizadas no item
2.34.

O segundo capitulo aborda as placas duplas interconectadas por camada eléstica de
Winkler, a primeira parte mostra o problema estatico estudado por Pereira (2020) sendo
apresentada a equagdo governante do problema e a solugcdo fundamental. A segunda parte
compde o objetivo principal deste trabalho no qual ¢ apresentado o problema das placas duplas
em regime dindmico, sendo as variagdes das energias potenciais e dissipativas as mesmas
apresentadas na segunda parte do primeiro capitulo, porém definidas para as placas superior e
inferior.

O terceiro capitulo aborda alguns resultados alcangados com a solug@o proposta, sendo
apresentados seis exemplos para verificagdo da convergéncia do MEC na obtencdo das
frequéncias naturais, sendo que cada exemplo contém resultados para diferentes condicdes de
apoio. Os dois primeiros exemplos abordam placas simples isoladas, o terceiro € o quarto
exemplo abordam placas simples apoiadas em camada elastica de Winkler e os dois ultimos
exemplos sdo de placas duplas interconectadas por camada elastica de Winkler.

O quarto e ultimo capitulo apresenta as consideragdes finais do trabalho e as sugestdes

para trabalhos futuros.
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2. PLACAS SIMPLES APOIADAS EM BASE ELASTICA DE WINKLER

Neste capitulo sdo descritos os fundamentos de placas simples apoiadas em fundagao
elastica de Winkler, desde as equagdes diferenciais governantes, passando pela transformacgao
em equacgoes integrais e, finalmente, a solugao no MEC. Ambos regimes estaticos e dinamicos

permanentes sdo abordados de forma suscinta.

2.1 Introducao

No ambito das estruturas, a placa, na definicdo de Reddy (1984), ¢ um elemento
estrutural laminar plano, visto que uma dimensao ¢ muito menor que as demais e submetido a
carregamentos transversais. Além disso, o plano equidistante as duas superficies ¢ conhecido
como superficie média ou plano médio, sendo o deslocamento da placa representado pelo
deslocamento do plano médio.

Algumas teorias de placas difundidas no ambito académico baseadas no modelo de
deformacdes assumidas, cujas cinematicas das se¢des transversais estdo indicadas na Figura
2.1, tiveram como marco inicial a Teoria Cléassica de Placas proposta por Kirchhoff (1850).
Nessa abordagem, as principais premissas adotadas a cinematica da sec¢do transversal sdo que a
planicidade da secdo e sua ortogonalidade a superficie média na fase indeformada sao
conservados durante a flexdo da placa. Como resultado, a teoria cldssica fica incapacitada de
capturar os efeitos de deformacdo por cortante, restringindo sua aplicabilidade as placas
delgadas. Como aprimoramento da teoria de Kirchhoff (1850) tem-se um conjunto de teorias
refinadas de placas, tais como as de Reissner (1945) que ¢ formulada em tensdes assumidas, ja
Mindlin (1951) foi desenvolvida em deformagdes assumidas. Ambas teorias refinadas levam
em consideracao os efeitos do cisalhamento transversal, implicando que ndo necessariamente a
secdo transversal permanecerd ortogonal ao plano médio durante a flexdo, conforme a Figura
2.1b). Todavia, na teoria de Mindlin (1951) a ado¢do da secdo plana implica em uma
distribuicao constante das tensdes tangenciais transversas. Tendo em vista que a distribuigao
das tensoes tangenciais esperadas ¢ na forma quadratica, Mindlin (1951) inseriu um coeficiente
de correcdo para adequar as parcelas de cisalhamento na energia potencial do sistema.

Reddy (1984) introduziu uma teoria de placas de ordem superior (Teoria de Placas de
Terceira ordem) que leva em consideracdo que a se¢do transversal ndo fica plana e sim ctbica,
vide Figura 2.1c), tendo como consequéncia a distribuigdo cubica das tensdes normais e
distribuicdo quadratica para as tensdes tangenciais ao longo da espessura da placa, o que atende

automaticamente a variagdes esperadas para essas tensoes, excluindo a necessidade de um fator
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de correg¢do. Essa maior robustez dessa teoria traz consigo um tratamento matematico mais
complexo que a de Mindlin (1951), por exemplo equagdes diferencias parciais acopladas e

esforgos de alta ordem.

b)

Figura 2.1 - Deformagao da se¢do transversal na teoria de: a) Kirchhoff, b) Mindlin ¢) Reddy.
Fonte: Reddy, (1984), adaptado.

Antes da descricdo matematica de placas, alguns fundamentos da teoria da elasticidade
linear sdo discutidos. Algumas das principais hipoteses da elasticidade linear sdo que: o so6lido
esteja sob regime de pequenos deslocamentos e pequenas deformagdes; o material constituinte
esteja no regime elastico-linear.

Sejam os deslocamentos representados por  u;(x1, x5, Xx3). As deformagdes

infinitesimais &;; podem ser escritas em fungdo dos deslocamentos como:

1 ..
e =5 (wjtw), Lj=123 (2.1)
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As componentes de tensdes em coordenadas cartesianas sdo definidas como o limite da
razdo da resultante de forgas AF; (orientada na diregdo i) ¢ da area AA; (orientada na diregdo

), quando esta tltima ¢ admitida tender a zero:

. AF; .

Se o corpo estiver submetido a forcas volumétricas b;, variacdes de tensdes podem

ocorrer no dominio do corpo, conforme mostrada na Figura 2.2.
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Figura 2.2 - Variagdo de tensdes no sélido carregado

Fazendo-se o equilibrio em for¢as advindos do estado tensdes indicado na Figura 2.2,

tem-que:
Uij,j + bi = O, l,_] = 1,2,3 (23)
Se o material eldstico-linear for homogéneo e isotropico, a lei constitutiva pode ser

escrita como:
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O'ij = Zueij + }\é‘ijekko i,j,k = 1,2,3 (24)

Onde u,A sdo as constantes de Lamé dadas por pu=G =E/[2(1+Vv)] e A=
2Gv/(1 — 2v). Sendo o modulo de elasticidade longitudinal E, coeficiente de Poisson v. Além

disso, &;;j € o Delta de Kroenecker € uma distribui¢do que atende a seguinte relagdo:

5 _{1, sei=j
v~ o, sei#j

2.2 Placas simples em regime estatico

Seja uma placa simples apoiada em uma base eléstica de Winkler, conforme indicado
na Figura 2.3. O carregamento externo ¢ representado por g e a reagdo elastica da base ¢

denotada por p.

jw1(x‘y.z)
w(X,y,Z)
W2(X,y,Z)

Figura 2.3 - Placa simples apoiada em na base de Winkler
Fonte: Adaptado de Pereira (2023)

Nesse trabalho o enfoque sdo as relagdes advindas da Teoria Classica de Placas proposta
por Kirchhoff (1850) cujas hipdteses sdo dadas por:
a) Material € homogéneo, isotrdpico e elastico-linear.
b) As secdes transversais da placa sdo planas e ortogonais ao plano médio no estado
indeformado permanecem planas e ortogonais ao plano médio na configuragdo

deformada.
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c) Assume-se que os deslocamentos e deformagdes sdo pequenos, permitindo a
linearizagdo das equacgdes.
d) Deformagdo normal transversa nula.
Além disso, a placa assumida apoiada em uma base elastica de Winkler.
Convém observar que em decorréncia da hipdtese d) os deslocamentos da dire¢do
transversal u;(xq,x,,x3) sdo representados apenas pelo deslocamento transversal do plano

médio w(x4, x,), implicando que:
u3(Xq, X2, X3) = W(x1, x2) (2.5)

Da hipdtese b, os deslocamentos axiais u; (x4, x5, x3) resultantes da rotagdo w,; da secao

podem ser descritos como:
Ui (X1, X2, X3) = —X3W,; (X1, X2) (2.6)

Convém notar que ao longo do texto que z representa x3.

Substituindo as equagdes (2.6) na equacao (2.1), tem-se:
gij = _ZW;ij l,] = 1,2 (27)

A analise da placa ocorre no estado plano de tensdo de forma que a relagdo (2.1) das
deformagdes (&) com seus respectivos deslocamentos (u) continua valida, no entanto a
variagdo do indice ficareduzidaa i,j = 1,2.

A correlagdo entre as deformagdes e tensdes de um material ¢ regida pelas relagdes

constitutivas (2.4), no estado plano de tensao fica:

E . .
ojj = 2Gg; + 2—1 Y 8ij€kk i,j, k=12 (2.8)

Substituindo-se (2.7) em (2.8), as tensodes ficam escritas em fun¢do das curvaturas:

E . .
Oij = TZ1 2 [6:vW e + (1 = V)w] k=12 (2.9

1—
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Os momentos fletores podem ser obtidos por:

h
2
Mij = th'ijZdZ (210)

Substituindo a equagdo (2.9) na equacao (2.10):
Mij = —D[(SijW,ka+ (1—V)W,ij] (211)

Os esfor¢os no sistema de coordenadas cartesiano (x4, x,) podem ser obtidos em um

sistema de coordenadas (n,s) que seria relativo as dire¢des normal e tangencial do contorno da

placa.
Mn = Mijninj (212)
MnS = Mijnisj (213)

A equagdo governante da teoria de placas de Kirchhoff ¢ dada por uma equacao
diferencial parcial de quarta ordem desacoplada e pode ser obtida através de equilibrio das
forcas e através do variacional de energia. Neste capitulo as equacdes de equilibrio sdo obtidas
diretamente da integra¢do da equacdo de equilibrio das tensdes do problema tridimensional.
Para ficar coerente com as hipoteses de placa admite-se que o solido esteja submetido apenas a
forgas volumétricas aplicadas na direcao transversal.

Multiplicando as duas primeiras equagdes de equilibrio das tensdes (2.3) seguido da

integragao ao longo da espessura da placa, fica:

h/2 h/2
f Z 0gppdz + f Z0Og33dz =0, aef =12 (2.14)
—h/2 —-h/2

Fazendo-se a integragdo por partes da segunda parcela da equagdo (2.14), resulta em:
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h

h/2 =
f Z0y33dz = [z %3]%12/2 — f a3 dz, a=1,2 (2.15)
—h/2 _h

Convém notar que a primeira parcela do lado direito da equagao (2.15) € nula e da

segunda parcela tem-se o cortante Q:

2
0, = f usdz,  a=12 (2.16)

Fazendo-se a integragdo da primeira parcela da equacao (2.14) tem-se que os momentos

sdo dados por:

h/2
j Z 0qppdz = Myg g, aef =12 (2.17)
—h/2

Inserindo as equagdes (2.16) e (2.17) na (2.14), tem-se o equilibrio em momento.
Mugp — Qo =0, aef =12 (2.18)

Fazendo-se a integracdo da terceira equagdo de (2.3) ao longo da espessura da placa

tem-se:
h/2 h/2 h/2
j o3ppdz + j 0333dz + f b;dz =0, aef =12 (2.19)
~h/2 ~h/2 ~h/2
O resultado de (2.14) ¢
h
Qua +[033]Y, +a =0, aef=12 (2.20)

Convém notar que a segunda parcela de (2.20) € nula porque nao se admite tensao axial

transversal na placa. Ja a carga g € uma agdo de uma forga genérica em superficie porque é
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o resultado do produto entre a forga volumétrica b; e a espessura h. Assim, essa carga
genérica pode ser representada pela diferenca entre a carga externa aplicada e a reacao

da base elastica g = g — p. Dessa forma, o resultante de forgas na vertical (2.20) fica:
Qua+tg—pr=0 a=12 (2.21)

Derivando a (2.18) em relagdo a x, e substituindo na (2.21) resulta na equagdo de

equilibrio em momentos:
Muppa +9—p =0, aef =12 (2.22)
Substituindo (2.11) e a forga eléstica (p = K, w) em (2.22)
DViw+ K,w—g =10 (2.23)

Sendo (K,,) o coeficiente de Winkler. J4 V*f (x;, x,) = V2V2f (x4, x,) é definido como
biharménico da fungdo f (x4, x;), onde V2f (x;, x,) = f,i; o laplaciano da fungdo. Ademais, D

¢ definido o a rigidez a flexdo da placa e ¢ dado pela relagao:

D = ER (2.24)
C12(1—-v2) ’
Sendo E o Modulo de Elasticidade e v o coeficiente de Poisson.
O problema fundamental de placas ¢ definido como uma placa circular de raio infinito
e submetida a uma fonte concentrada no ponto p, preservando relagdes analogas ao problema
real.

A equagdo do problema fundamental correspondente (2.23) pode ser escrita como:

DV*w*(p,q) + Ky, w*(p,q) = 6(p,q) (2.25)

No qual §(p, q) ¢ a distribui¢ao delta de Dirac cuja valor é nulo para todo q # p e vale

oo para todo g = p.
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Sendo a solugdo fundamental de (2.24) encontrada em Costa e Brebbia (1985) como:

Kei(Ar)

i e 2.26
2mDA2 ( )

w*(p,q) =

Onde A* = K,,/D e Kei(x) ¢ uma das fun¢des de Kelvin de ordem zero. Jar é a
distancia entre o ponto-campo q (leitura dos efeitos) e o ponto-fonte p (aplicagao da fonte).
No caso de placas sem base elastica (K,, = 0) a equacao governante do problema

fundamental fica escrita como:

Viw*(p,q) = w il = T (2.27)

Uma solu¢do fundamental proposta para a equagdo (2.26) foi a de Bézine (1978) dada

por:

2
W (p,q) = 5—In (r) (2.28)

2.3 Placas simples em regime dinimico

Nesta secdo inicialmente sdo abordadas as equacdes governantes de placas simples
apoiadas em fundagdes viscoelasticas submetidas a efeitos dindmicos translacionais e

rotatdrios.
2.3.1 Equagdo de movimento das placas simples

Conforme comentado na se¢do anterior as equagdes de equilibrio podem ser encontradas
por equilibrio direto ou via principios variacionais. Nessa se¢do sera feita pelo segundo
procedimento. O Principio de Hamilton afirma que o movimento real de um sistema mecanico
entre dois instantes t; e t, ¢ aquele que torna a primeira variagdo da a¢do nula, sendo a agdo

(IT) definida como a integral do Lagrangeano (£) no tempo (Aguiar, 2010).
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o tz
1= ftl Ldt (2.29)
Para a trajetoria real entre os instantes t; e t, tem-se que:
ft’f SLdt=0 (2.30)

O Lagrangeano depende das energias presentes no sistema, sendo a energia potencial
(rp), energia cinética (1) e o trabalho das forcas dissipativas (Z).

Para o caso da placa simples ele ¢ dado por:

L =nmc—mp+2Z (2.31)
ffj Sme — 6mp + 6Zdt = 0 (2.32)

A energia cinética total é fornecida pela contribuicdo do funcional de energia cinética

da translacdo e da rotagao:
¢ = Tcr + Tcr (2.33)
A energia cinética de translacdo m.r ¢ dada por:
_1 ir2
Ter = EfM W4dM (2.34)

Onde W = W ¢ a velocidade vertical da placa e (M) ¢ a massa.

E a energia cinética de rotacdo da placa ¢ dada por, sendo u; os deslocamentos nas

direcdes x; € x, na placa:

TTer = %fM Iilz + uzsz (235)

34



. du(xq,x2,x3,t) , . . . ~
Sendo i, = % ¢ a velocidade axial na dire¢do 7 de um ponto na espessura da

placa.

A energia potencial da placa apoiada na base elastica ¢ dada por:
Tp = Tp + Mpelast (2.36)

Onde 7, ¢ a energia de deformacao da placa dada por:

mp = [0, 01 & dVol (237)
J& Tperast € @ energia de deformacdo da camada elastica, dada por:

Tpetast =5 Jg K W2dQ (2.38)

Onde Vol ¢ o volume da placa e W = W (xq,x5,t) é o deslocamento transversal no
dominio do tempo.

Substituindo a equagdo (2.7) na equacao (2.36) e aplicando a variagdo &, chega-se em:
h
57Tp = - fQ f_ZEO'U Z (SW,U dzdQ + fQ KW W sWdQ (239)
2

Onde h ¢ a espessura da placa.
Substituindo a equacgdo (2.31) na equacgdo (2.39), chega-se na variagdo da energia
potencial de deformacao no dominio Q.

Smp = — [ My; 6W,;;dQ + [ K, W §WdQ) (2.40)

i

Aplicando integral por partes na equacao (2.40) até chegar na variagdo dos

deslocamentos verticais, fica:

mp = = [ Mymj6W,;dl' + [ My;;6W, dQ + f, K, W SWdQ 241)
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Onde n; sdo as componentes do versor normal ao contorno.

Integrando por partes a segunda parcela da equacdo (2.41), fica:

omp = — [ MynW, dT + [ My m6W dl — [ M;;;;6W dQ + (2.42)

fy KwW sWdQ

A rotagdo indicial pode ser substituida pelas rotacdes normal e tangencial do contorno

conforme a Figura 2.4.

d d
5W!i= Tll%(SW‘F si&5W

S = —n; (2.43)
Sj =Nn;
Figura 2.4 - Rotag@o normal e tangencial
Fonte: Autor
A cortante no contorno ¢ dada por:
qn = Ml],] n; (244)

Além disso, nos cantos com a mudanga de contorno, pode-se utilizar a relacdo (2.45).

I (2.45)
ow i OMps
fl" Mns 6¥ dF: [Mnsk 6Wk]l_,ii—fl_, ? 6W dF
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Para os contornos continuos a primeira parcela da equacao (2.45) € nula, ja quando ha
presenca de cantos, devido a alteragdo de contorno, existe um volvente residual, tal qual ¢

conhecido como reagao de canto.

¥ 2.46
Rey Wy, = [ Mps,, SWR]FZ“L (2.46)

Substituindo a relagdo (2.43), (2.44), e (2.46) na equacao (2.42) chega-se em:

Omp = _fr Mnaa—n6WdF— Rc, Wy, + r %Mns + g, 6W dI' —
Jo Mijij SW dQ + [ K, W SWdQ (2.47)

A energia cinética de translag¢do da placa é dada por:
mer = f, W 2dM (2.48)
Considerando uma distribui¢ao uniforme de massa a variagdo da energia cinética fica:
Smer = [,,,p W sWdVol (2.49)

Sendo p a densidade da placa e Vol o volume da placa.

Separando a integral no volume em integral do dominio e em linha na dire¢do z, fica:
b
Omer = fﬂ f_ZEpW SW dzdQ (2.50)
2

Resolvendo a integral em linha, encontra-se a energia cinética de translagao para placas

delgadas.

8ter = J, p R W W dQ (2.51)
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A integral no dominio do tempo da energia cinética de transla¢do ¢ dada pela equacao
(2.52).

P nerdt = [ [ phW SW dQdt (2.52)
t1 t1 JQ

Aplicando integral por partes na equacao (2.52) chega-se na integral da energia cinética

de transla¢do no dominio do tempo.

2 smer = [ [p RWEW]2da — [ [ p h WeW dQdt (2.53)
t1 Q t; t1 Jo

[l 6ner = — [0 [, p hWeW dadt (2.54)

Considerando que a massa ¢ distribuida uniformemente nas placas e aplicando a

variagdo na energia, fica:
h
6mcr = [y [*np 11,61,dzdQ (2.55)
2

Aplicando as equacdes (2.6) na equagao (2.55), fica:

h

Srecr = [y [*np (—2)*W, 6W,dzdQ (2.56)
2
Integrando em z, chega-se na energia cinética de rotacao da placa delgada (2.57)
1 3 .

OTtcr = Efﬂ ph>W, W, dQ (2.57)

A integral no dominio do tempo da energia cinética de rotacdo ¢ dada por:
t2 1 t2 3 s o
ftl Omeg dt = Efu fQ p h> W, W, dQdt (2.58)
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Aplicando integral por partes na equagao (2.58), fica:
t2 1 . t 1 ~t2 ..
[ omcrdt = —[ [p h® W, 6W,] tj A0 == [, Jo p PW, 6W; dQdt (2.59)

Vale salientar que a primeira parcela do resultado das integrais por partes presentes no
item (2.59) € nula, visto que a variagao do deslocamento no tempo inicial e final ¢ zero. Apds
anulacgdo da primeira parcela e integrando por partes novamente no dominio do espaco chega-

se nas expressoes do item (2.60).

[ 6mcpdt = == ['F [ p h3W,, n, SW dT dt +
(2.60)
=i o P IPW,, 6W dQdt

A energia cinética total pode ser dada como a contribui¢do da energia cinética translacao

e da energia cinética de rotagdo.

t2 t2 . 1 ,t2 ..
Jy1 Smcdt == [7 [, ph® WoW dQdt ——[" [ p h*W, n,; W dT dt + e
1 pt2 . .
Sl Jo pRPW,, W dQdt

Supondo a atua¢ao de um carregamento distribuido uniformemente na placa, a
1
presenca de amortecimento (c) e que os esforgos estdo prescritos na parcela I} do contorno, o

variacional do trabalho das forgas dissipativas (62) ¢ dado por:

§Z = [ g1 W +c W sWdQ +fl,217n§W—M_n6‘;—": dr + (Rey — (2.62)

Rey ) SW

No qual V, é o cortante equivalente de Kirchhoff prescrito, M,, ¢ o momento fletor
prescrito no contorno I'; € Rcy, € a reacdo de canto prescrita, com & sendo o nimero de cantos.
Convém notar que os deslocamentos no contorno I'; sdo prescritos, portanto, gerando variagao

nula no funcional por isso sdo removidos da variagao.
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Isolando todas as variagdes e utilizando o Principio de Hamilton, chega-se na equacao

de movimento no dominio do tempo, em termos de momento e nas condi¢des de contorno.

t2 t . 1 .
[ émc — Smp + 52 dt = [? {1, (—phW + = ph3W,,,+ My — K, W +

: — d
g1+ cW) W dQ + [ =V, W dr + fi. Vu SWAT + [ My ~-SWdT + (2.63)
— @
[, My o= 8WdT + Re, W — Re, 8W } dt
Sendo V,, o cortante equivalente de Kirchhoff no contorno dado por:
(2.64)

1 - d
VW= Eph W, n,;+ (&Mns + qn)

Conforme disposto na equacdo (2.32) o lado esquerdo da equagdo (2.63) deve ser nulo.

No entanto, as variagdes do deslocamento e da rotagdo sdo arbitrarias, logo as seguintes

imposi¢oes devem ser feitas no dominio da placa em (2.63).
(2.65)

Mij,ij — KWW - phW + %ph3W',” + CW + g1 = 0

Convém notar que (2.65) € conhecida como equagdao de movimento.
Simultaneamente a validade de (2.63) também depende das seguintes imposi¢des no

contorno I'1 e nos cantos da placa.

Vv, =V, =0
o (2.66)
M,—M,=0
Sendo (2.66) as condi¢des do contorno I'1
J& para o contorno I'2 a prescri¢do do contorno ¢ imposta diretamente com:
W -w=0
— (2.67)
Wn—=—W,=0
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Derivando a equagdo (2.11)
Mijij = _D[V W 655+ (1 — V)W,ij] (2.68)

Substituindo (2.68) na equagdo (2.65), chega na equagao de movimento em termos de

deslocamento.

—DV*W — K, W — phW + —ph*V?W + cW + g =0 (2.69)

Assumindo a placa submetida a um campo harmonico e periddico de excitagdo, a
descrigcdo do sistema (2.69) pode ser transformada do dominio do tempo para o dominio da

frequéncia, no qual os deslocamentos no campo harmonico e periddico, sdo dados por:

W(xl,xz, t) = W(xll XZ) eiwt
W (a1, %2, t) = i @ w(iy, x)e™" (2.70)
W (x1, X5, t) = —w* w(xy, xp)e™" |

ilwt

g(x1,x2,t) = g(xy,x3) e

Tomando um caso particular no qual a placa estd apoiada em fundagdo elastica (sem
amortecimento) e caso for desprezada a energia cinética de rotacdo, a descricdo do sistema

(2.69) pode ser transformada para:

—DV*w—K,w+Sw =—g (2.71)

Sendo S = ph w?

Multiplicando por -1 em ambos os lados da equacdo, chega-se em:

DV*w+ K,w— sw =g (2.72)

2.3.2 Solucao fundamental das placas simples
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Como o dominio do problema fundamental pode ser representado por uma placa de raio
infinito, ¢ conveniente a utilizacdo das coordenadas polares. Desta forma, o bi harmonico em

coordenadas polares ¢ definido por:

.. 2 1d\(d> 1d) .
Viw*(p,q) = W‘F;E W-{_;E w*(p,q) (2.73)

Sendo r € o raio vetor, em fungdo das coordenadas do ponto fonte (x,,y,) € do ponto

campo (Xq, Yq)-

r?=(xg - xp)z + (g - yp)z (2.74)

Convém notar que o problema real ¢ um subconjunto do problema fundamental, cujo
dominio ¢ infinito, vide Figura 2.5. Dessa forma, o problema fundamental ¢ regido por relagdes
semelhantes as do problema real. Sendo que no problema fundamental, além do dominio

infinito, a carga considerada € a distribui¢do delta de Dirac.

Figura 2.5 - Problema fundamental e problema real
Fonte: Autor

Assumindo que a placa simples esta livre de fundacao elastica em (2.71), a equagao do

problema fundamental ¢ dada por:
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\) 5, q)

292 * ——w* = 2.75
V2V2w*(p, q) oW P (2.75)

Convém notar que a distribuicdo delta de Dirac possui as seguintes propriedades:

oVg=
50D ={oyeer
f §(p,g)dx =1 (2.76)

f_ 5(p,q) f(P)dx = £(q)

Outra forma de escrever a equagao (2.75) é:

5(p, q)

& (2.77)

(V= 29w (p, @) =

Com A* ==,
D

Para a equacdo (2.77) € possivel chegar nas equacdes fundamentais apresentadas no

quadro 2.1, sendo pare esse trabalho utilizada a apresentada por Wong e Hutchinson (1981):

——K,(r) (2.78)

1 1
w* = 2D [l]O (AT‘) + YO (AT)] 412

81

As solucdes fundamentais adicionais para a equagao (2.74) encontram-se no Quadro

2.1.
Quadro 2.1 — Algumas solu¢des fundamentais alternativas para placas delgadas dinamicas
Vivoli (1973) Wen et al. (2000)
o [H3Gr) — HA@N] | g [KolrV) -
Ko (Arv=i)]

Sendo Hj (Ar) a funcio de Hankel de primeira espécie de ordem zero, J,(Ar) a fungdo

de Bessel de primeira espécie e ordem zero, Y,(Ar) a func¢ao de Bessel de segunda espécie e

43



ordem zero, K,(Ar) fungdo modificada de Bessel de segunda espécie e ordem zero e i = vV —1
0 nimero imaginario.
Quando a fundacdo elastica estd presente a equagdo governante do problema

fundamental é:

KW_S 6 )
V2Viw*(p,q) + 5 w*(p,q) = (Zq) (2.79)

Neste caso a equagdo (2.76) pode ser escrita de forma andloga a (2.74) bastando que o

S—K, ~
- ~. No entanto, o comportamento da solu¢do fundamental fica

A* seja substituido por A* =

S—Ky

dependente de uma inequagao: se > 0 entdo a solugdo sera dada por aquelas informadas

no Quadro 2.1 pela substituicdo de A por A. Caso 57%w < 0 entdo a solucao fundamental sera
dada por:
4 —
Kei(+/ —A*r
w'(p,q) = — Ket(v—41) (2.80)

2nD(A)?

Conforme pode ser visto na equagdo (2.76) quando ocorrer S = K, a placa nao

desenvolve vibragao.
2.3.3 Equagao integral de dominio das placas simples dindmicas

Para a aplicacdo do Método dos Elementos de Contorno torna-se necessaria a obtengao
das equagdes integrais, tais quais dependem das solu¢des fundamentais. Como afirmou (Paiva,
1987) essas equagdes podem ser encontradas através do Método dos Residuos Ponderados ou
a partir do teorema da Reciprocidade de Betti, sendo o primeiro o método utilizado nesse

trabalho.

Jo wDV*w — (K,, = S)w — gldQ = [, V' (p,@)w(q) — w(q)ldl —
(2.81)

Iy, M0, Dwal@) — Wr(g)]dr
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A equagdo diferencial (2.81) pode ser transformada em uma equacdo integral
equivalente, aplicando-se sucessivas integragdes por partes convenientes, conforme feito por

Stern (1979) para placas estaticas sem base elastica.

w) + [, Vi (o, w(@) — Mi' (0, Qwy (@)dl + RGwy =
(2.82)

I Vo (@w"(@,q) = M, (@Qwy'(p, Q)dl" + Riwy + [, 91w (0, 9)dQ

Convém notar que no contorno tém-se duas incognitas e at€é o momento apenas uma
equacdo integral foi definida (2.82). Assim, para tornar o problema com solugdo possivel ¢
necessario gerar uma segunda equacdo integral. Uma equacgao integral possivel ¢ a derivada da

equagao (2.82) em relacao a direcao (m) no ponto fonte (p), resultando em:

Wi () + [ Vi@, Q) w(@) = Mpm(®, QW (@)dI + RGWym = (2.83)

Jo Ve @win(@,@) = My (@QWjim (@) dI' + RiWipn + [, 91Win (0, )dQ

Aplicando limite na equacao (2.82), chega-se na equagdo integral no contorno que ¢

dada por:

Cw®) + [ Vi (o, Qw(Q)dl — [ My(p, p(@)dl — Xe< Riw, =
YR we + [V (@Qw” (@) — [ My (@)@ (p, @)dl — (2.84)

fQ QIW* (pl q)dQ

0, ifpeQurT
Onde C; = f—;,ifper‘
1, if pEQ

De semelhante modo, ¢ aplicado o limite na equagdo (2.83), chega-se na equacdo

integral no contorno para a derivada direcional:
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CoWon ) + C3wy () + [ Vim0, @ W(@) — My (0, W, (@Al +
Icv=cl R:,mwc = f]‘ Vn (q)W,*m(p) Q) - Mn (q)W,*nm(q) d[' + Zlcv=cl Rc Wc*,m + (285)

Jo 91w, (0, 9dQ

Onde;
0, ifpeQuT
C, = f_n + = [sin(2y) + sin(2y + B, if p €T,
1, if peEQ
0, ifpeQuUT
Cy = ﬁ [sin(2y) + sin(2y + B.)],if p €T
1, ifpeq

Para os pontos posterior e anterior aos cantos, a equagao integral ¢ dada por:

CaWpy () + CsW o @) + [ Vit 0, @ W(@) — My s (0, QW (@Al +
Icvﬁl Rz,nlwc = fp Vn (q)W*nl (p; Q) - Mn (Q)W*nnl (q) ar + Zl(ygl R, W:,nl + (286)

fQ g W,*nl(pr q)dQ

E também:

CsWn1 @) + CaWyp @) + [ Vot 0, ) W(Q@) — My i (0, YW, (@Al +
Icv=cl R:,nlwc = fp Vn (q)W,*nl(p' CI) _Mn (Q)W,*nnl(q) dr+zlcv=cl R, W:,nl + (287)

fQ 9 W,*nl (pr q)dQ
Onde;

_fe

C, =
T o
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V .
Cs = 5-sin(B)

Para o caso particular de pontos do contorno com uma Unica tangente, isto ¢, com uma
unica normal, o valor S, ¢ igual a 7 e, portanto, as equagdes (2.86) e (2.87), se reduzem a uma

unica expressao dada por:

1 * * c *
zw,nl (») + f]" Vi (@) w(q) — Mn,nl(p' Qw, (@)dl + 1cV=1 Renawe
Jo Vo (@Wii(®, @) = My, (@Wiina (@) dI’ + T R, Wiy + (2.88)

Jo, W1 (0, @)dD

O sistema de equagdo integral dos deslocamentos e rotacdes pode ser expresso da

seguinte forma:

Ulp) + [ P"(p,QU(Qdl + X5 Riw, = [, gw™ (p,@)dQ +

(2.89)

J. P QU (p,@)dl + Y5 R, we

Onde:

_( w(@)
U(q) = <w,m ( q)) (2.90)

_ (@)
P(q) = (Mn(q)) (2.91)
U =wqe -wippql (2.92)
P'(p,q) = [Viy(pa) —Mp(p, ] (2.93)

2.3.4 Discretizacdo em elementos de contorno das placas simples
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A solugdo analitica das equacdes integrais € restrita a poucos problemas. Sendo assim,
tem-se a necessidade de transformar o problema continuo em discreto e resolver o problema
numericamente. Dessa forma, as equagdes integrais de contorno serdo transformadas em um
sistema de equacoes algébricas. No qual o processo se da pela discretizagdo do contorno em
elementos menores, sendo os deslocamentos e esfor¢os fora dos pontos nodais aproximados por
fungdes interpoladoras previamente escolhidas, conforme mais detalhado nos trabalhos de
Paiva (1987) e Chueiri (1994).

Geralmente as fung¢des utilizadas sdo a constante, a linear e a quadratica, implicando em
elementos com um, dois e trés pontos nodais, respectivamente.

No que diz respeito ao elemento constante, como € necessario apenas um parametro
para definir a fun¢do aproximadora, o ponto nodal €, geralmente, escolhido no meio do
elemento. Ja no elemento linear ¢ necessario a defini¢ao de dois parametros, sendo assim, os
pontos nodais sdo fixados nas extremidades do elemento, caracterizando um elemento linear
continuo. No caso da presenga de outro ponto nodal intermediario, fica caracterizado como
elemento linear descontinuo. Ademais, os pontos sdo definitos nas extremidades e no meio para
o elemento quadratico continuo e quando o ponto intermediario nao estiver locado exatamente
no meio, sera tratado como elemento quadratico descontinuo.

Conforme exposto por Chueiri (1994) em seu trabalho, os deslocamentos e esforgos

sobre um elemento de contorno k, podem ter sua aproximacao dada pelas seguintes expressoes:

w = [d;] {widr, (2.94)
dw dw

= =0 {%i}m (295)
My = [&i] {Mn} (2.96)

Vo =[] {V2o;} 2.97)

Tk

O vetor que contém as fungdes aproximadoras ¢ dado por (2.98)
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o-(0]

Assim, conforme abordado por Paiva (1987), as expressdes das fun¢des aproximadoras
sao dadas por:

Para funcao linear continua;

=300 2.99)

¢2 =%(1+€) (2.100)

Para fungao linear descontinuo;

1

¢1 =§—€ (2.101)
1

o2 =5+¢ (2.102)
Para fungdo quadratica;
1

¢, = 55(5 -1 (2.103)

¢, =(1-A+$) (2.104)
1

¢3 = 55(5 +1) (2.105)

Onde ¢; estd em fun¢do de coordenadas &, cuja origem € no centro, conforme pode ser

visto na Figura 2.6.
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PONTO 2 [ E=+1)

*2

Figura 2.6 — Coordenada &
Fonte: Chueiri (1994)

Os vetores de deslocamento e esfor¢os podem ser expressos pelas equacdes (2.106) e
(2.107) em fungdo das func¢des aproximadoras (2.99) e (2.100) e dos deslocamentos e esforgos

nodais UNe PV,
U(g) = ¢" (@)U (2.106)
P(q) = ¢ (q)P" (2.107)
Chega-se na equacdo (2.108) apos a discretizagdo das equagdes (2.82) (2.83) em Ne

elementos de contorno e a substituicao das varidveis por suas aproximagoes em cada elemento,

dadas por (2.106) e (2.107).

CU®P) + 275 [, P @) &T (U] dl} + Kol Riwe =
(2.108)
Jo 9w (0, dQ + 275, fpj U* (0, )" (@PYdl; + LIS R, wy

Em que Ne ¢ o numero de elementos.

Sendo assim, as integrais de contorno podem ser encontradas para cada elemento [; de

contorno.

H ) = [. P*(p,) $7(9)d]; (2.109)
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@@ = [ U @@ (9)d] (2.110)

T (p)=J, gw (p,q)dQ (2.111)
Logo, a equacdo (2.108) pode ser reescrita na forma:

CPU®P) + XV H) UN + XY Riw, =T + X5 (P + o1

Nc *
i=1 Ry w;

Apds a somatodria em cada elemento e o agrupamento dos coeficientes multiplicativos

de um mesmo valor nodal, para todos os nds de contorno, tem-se:
C(p)U(p) + H(p) U + Hc (p) wec = T(p) + Gc (p) Pc+ Gc Rc (2.113)

No qual H e G, representam, respectivamente, as matrizes que contém os coeficientes
de deslocamentos e esfor¢os nodais, eles dependem apenas da geometria e das constantes fisicas
do problema. Outrora, Hc e Gc representam os coeficientes de deslocamentos e reacdes dos
cantos. Ademais, T ¢ o valor da integral resultante da integragdo do carregamento em seu
dominio.

Os valores relacionados aos cantos da placa podem ser expressos em fungdo dos valores

dos nos vizinhos ao canto, sendo assim os coeficientes Hc e Gec podem ser incluidos nos

coeficientes H e G da equacao (2.113), resultando na equacao (2.114).

Hr Hpc] {ur}_ Grr Grc] {PZ} + {fr} (2.114)

Her HeelWied 7 |Ger Geel Wp fc

Para encontrar as incognitas, deve-se aplicar as condi¢des de contorno.

Quadro 2.2 — Condigdes de contorno

Tipo de vinculacao Prescri¢des Incognitas
Engastada (C) w=w,,=0 Vo, My,
Simplesmente apoiada (S) w=M, =0 W, Vo
Livre (F) V, =M, =0 w,W,,
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Apos a aplicacdo das condigdes de contorno citadas no Quadro 2.2, torna-se necessario

realizar a separacao de variaveis.

[Al{X} =0 (2.115)

A matriz é [A] é a matriz de influéncia de incognitas apds a separagdo das variaveis ¢
aplicagdo das condi¢des de contorno e {X} ¢ o vetor das incognitas do problema.

A solugdo ndo-trivial da equagdo (2.115) ¢ através do determinante da matriz [A], as
frequéncias naturais s3o as que gerarem a extremizagdo minima dos determinantes, conforme

apresentado no trabalho de Providaskis e Beskos (1988).
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3. PLACAS DUPLAS ELASTICAMENTE CONECTADAS
3.1 Introducao

Neste capitulo sdo apresentadas as formulacdes matemadticas que descrevem o
comportamento de placas duplas delgadas elasticamente conectadas por base elastica de
Winkler. Inicialmente, sdo expostas as relagcdes desenvolvidas por Pereira (2020) para o regime
estatico. Em seguida, apresenta-se a formulagdo correspondente ao problema dinamico,

considerando o sistema submetido a vibragao simples.

3.2 Placas duplas em regime estatico

Nesta se¢ao sera discutida apenas a placa dupla com ntcleo elastico de Winkler.

As placas duplas interconectadas por base elastica de Winkler, conforme descrito por
Pereira (2020), sdo compostas por uma placa superior, cujas propriedades mecanicas sao
usualmente identificadas pelo indice “1”, e por uma placa inferior, cujas propriedades sdo
diferenciadas pelo indice “2”. Entre ambas se encontra a camada elastica de Winkler,

responsavel pelo acoplamento mecanico do sistema, conforme ilustrado na Figura 3.1.

h, D,

" EEEE L

h2 D2

v

Figura 3.1 - Placa dupla interconectada por camada elastica de Winkler
Fonte: Autor

A equagdo governante do problema, apresentada no trabalho de Pereira (2020) ¢ dada

por:

D,\V*w + K, (w—v) = g4 3.1
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D,V*v — K,(w—v) = g, (3.2)

As solugdes fundamentais deduzidas por Pereira (2020), sao:

v p? Ky ¢ D,V*¢ + K, ¢ '
Onde a fungao escalar ¢ dada por:
1 r2In(r) keiy(rz
b(r) = ( )_|_ 0(rvz,)] (3.4)
2nz,Z,D1D, 4 B

A fun¢do kei, (z) faz parte das fun¢oes de Kelvin de ordem n, o qual pode ser escrita

COmo:

kei,(z) = —1In (%) bei,(z) — %bern(z)

1,z\-n% 3n k\y 1(n—k—-1)!(z* k

26 sen|(F 3 %) 0.5
1 ,2\" 3n ky 1Y+ +pn+k+1) 22\

+2G) 2o |G+ 3w %)

Onde as fungoes bei, (z) ¢ ber;, (z) sdo dadas por:

2 KIT(k+n+1) \ 4
k=0

et - 2) 2L ) ) o

z)n cos [ (5 + %) d <22>k (3.7)

ber, (z) = (_ £ KIT(k +n+1) 4

2

3.3 Placas duplas em regime dindmico
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Destaca-se que as solu¢des fundamentais para o problema de placas duplas
interconectadas por base elastica de Winkler em regime dindmico sdo aqui deduzidas pela
primeira vez, contribuindo para o avango tedrico da modelagem desse tipo de sistema estrutural.

O processo de desenvolvimento desta secdo foi separado em cinco etapas sendo elas
distribuidas na seguinte forma:

Na primeira etapa, item 3.3.1, sera obtida a equacdo de movimento do sistema de placas
duplas em regime dinamico, que sera obtida através do principio de Hamilton.

Na segunda etapa, item 3.3.2, serdo apresentadas as solugdes fundamentais deduzidas
que serao utilizadas nas equagdes algébricas para a resolugdo do problema. J4 na terceira etapa,
item 3.3.3, a equagdo diferencial parcial de movimento sera transformada em equagdes integrais
equivalentes utilizando o Método dos Residuos Ponderados, requisito essencial para o
desenvolvimento do MEC.

Na quarta etapa, item 3.3.4, item 3.3.5 e item 3.3.6 o contorno sera discretizado, e os
campos de interesse interpolados transformando as equagdes integrais do continuo em equagdes
integrais discretizadas. Para a quinta etapa, item 3.3.7 e item 3.3.8, as equagdes integrais serao
calculadas em cada elemento de contorno, gerando as matrizes de influéncia locais que, em
seguida, serdo alocadas globalmente para, a partir das condi¢gdes de contorno e separagdo das

variaveis, encontrar as incognitas.
3.3.1 Equacdo de movimento

A andlise da placa dupla pode ser decomposta na andlise da placa superior, da placa
inferior e a interacdo entre elas ¢ feita pela camada eléstica, conforme pode ser observado na

Figura 3.2.

E1,v1, M1
PLACA DUPLA PLACA SUPERIOR /_
K

VH |E' CAMADA ELASTICA

£E2e8EEEERRREY — o M—I—W%%E%%%%%%é%i%%%%i%

Figura 3.2 - Placas duplas e placas simples
Fonte: Autor

O Principio de Hamilton para as placas duplas ¢ dado por:

55



fttlz dmey + dmey, — (8mpy + 61y + STPeiase) + 621 + 6Z5 + 6Z i dt = 0 3.8)

Onde dmcy e dmc, sdo as variagdes das energias cinéticas das placas superior e inferior,
dmp, e 6Tp, sdo as variagdes das energias potenciais das placas superior e inferior, 87 pe g5t €
a variagdo da energia de deformacdo da camada eléstica e §Z,,8Z, e §Z sao as variagdes dos
trabalhos externos das cargas aplicadas nas placas superior e inferior e variacdo do efeito
dissipativo da camada elastica.

A contribui¢do de energia das placas superior e inferior, podem ser obtidas como a de
duas placas simples, porém distintas. Sendo o indice 2 relativo a placa inferior e o indice 1 a
placa superior.

A variagdo da energia de deformacdo produzida pela forga interativa (87peiqst)
integrada no tempo causada pela diferenca dos deslocamentos superiores (W) e inferiores (V),

¢ dada por:
t2 t2
ftl 0Mpease At = ftl fQ KW(W —V)s(W —V)dQadt (3.9

A integral no tempo da variagdo do efeito dissipativo devido ao amortecimento

viscoelastico (6Z.) ¢ dada por:
[8z.dt=[7f c(W—-V)s(W —V)dadt (3.10)

Inserindo (3.9), (3.10), as energias cinéticas e a energia de deformacdo das placas

superior e inferior no principio de Hamilton (3.8), fica:

t . 1 . .
ft: {fg [—P1 W +—=p1 h W+ My — KW = V) + c(W —
. .. 1 3. .
6w da+ [, [=ps he V + =py h>Viut Ty + Ky (W = V) — G.)

(W =V)|ovda+ Ji G =V )SW dT + [ (Qn — @ )6V dT —
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_— d - av —_—
Iy, (M = M) 5%dr = Jp, (T = T) 8 5-dT + (Reyg — Reg) Wy +

(RCZk - Rczk)SVk} dt =0

— . a
Sabendo que os valores das variacdes dos deslocamentos §W e 8V e das rotagdes & %

ed Z—K sao arbitrarios, as seguintes imposigdes para o dominio sao feitas.
—Myj;; — prhaW + f—zplhfvzw + c(W=-V)-K,(W-V)=0 (3.12)

=T

ij = P2haV + = pahy VAV — (W = V) + K, (W —V) = 0 (3.13)

Para o contorno sdo feitas as seguintes imposi¢des

7 —V,=0 (3.14)
M, —M, =0 (3.15)
Qn —Qn=10 (3.16)
T, —T,= 0 (3.17)
W—-Ww=0 (3.18)
Wy —=W,=0 (3.19)
V-Vv=0 (3.20)
Vi =Vn=0 (3.21)

57



Rc, — Rcg = 0 (3.22)

Para um carregamento periddico as equacdes de movimento (3.12) e (3.13) podem

migrar do dominio do tempo para o dominio da frequéncia, conforme (2.70).

3 2v2
~Myy; — prhyw?w + POV e (w = v) + Kw(w — ) =0 (3.23)
12
3 292
—Tijij —p2h2w2v+pzhz—wvv+iwc(w—v) - Kww—-v)=0 (3.24)

12

As equagdes de movimento (3.23) e (3.24) para um problema harmoénico e periddico,
como trata-se de placas delgadas a influéncia da energia cinética rotativa torna-se infima,
desprezando-a tem-se:

_Mij,ij +KW(W—U)—51W =0 (325)
_Tij,ij - KW(W - 17) - SZ v =0 (326)
Sendo S; = p; hy w? e S, = p, h, w?

Da relagdo entre o momento fletor e a curvatura, tira-se que:

Mij,ij = —D1V4W (327)

Tij,ij = —D2V4V (328)

Substituindo (3.27) e (3.28) em (3.25) e (3.26), respectivamente, tem-se:

D\V*W+K,(w—v)—S;w =0 (3.29)
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O sistema matricial das equagdes (2.112) e (2.113) ¢é dado por:

D,\V*+ K, —S; -K,, ] (W) _ (0)

~K, D,V* + K, — S, [ \v (3.31)

3.3.2 Solucao fundamental das placas duplas

Diferente da solugdo fundamental para placas simples delgadas em vibracao, no caso
das placas duplas ¢ necessario realizar o desacoplamento das equagdes primeiro. O
desacoplamento pode ser feito por trés caminhos: o0 Método de Galerkin, a Transformada de
Laplace e o Método de Hormander (1963), sendo o ultimo utilizado nesse trabalho.

O processo de desacoplamento adotado neste trabalho fundamenta-se na metodologia
apresentada por Pereira (2020) para analise estatica de placas duplas elasticamente conectadas,
mantendo-se a mesma simbologia empregada pelo autor. A principal modificacdo reside na
equacdo governante considerada, que, nesta pesquisa, ¢ formulada no regime dinamico.

Seja um sistema de placas duplas, no dominio infinito, submetido a uma carga pontual
g'* na placa superior, conforme pode ser visto na Figura 3.3, naturalmente serdo gerados,
relativo a placa superior, os deslocamentos (w!*,wl*, n,), translacio e rotagdo,
respectivamente, e esforcos (M**,,,V1*,), momento e esforco cortante, respectivamente. Na
placa inferior serdo gerados os deslocamentos (v'*,v'*,, n;), translagdo e rotagdo,
respectivamente, e esforgos (T1*,, Ql*n), momento e esfor¢o cortante, respectivamente. De
forma similar, para um carregamento g>*, serdo gerados os deslocamentos (W2*, w?*,, n;) e

(v?*,v* k) e esforgos (M**,, VZ* ) e (T*, Q%*,).

g1 =3 Placa superior

Placa inferior
Figura 3.3 - Problema fundamental
Fonte: (Pereira, 2020)

Adaptando a equacdo (3.31) para o problema fundamental e colocando na forma

matricial, fica (3.32), no qual [B] é a matriz dos operadores, [W*] é a matriz de influéncia dos
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deslocamentos e rotagdes, [I] representa a matriz identidade e 6 (p, q) a distribuigdo delta de

Dirac.
D1V4 + KW - Sl _KW ] Wl* WZ* _ 1 0
_KW D2V4 + KW — 52 [Ul* 172*] - 6(}9, q) {O 1} (332)
[B]lW*] = 6(p, @] (3.33)

Para realizar o desacoplamento da equagdo (3.32), adota-se o método de Hormander, o
qual consiste em resolver o sistema por meio da introdu¢ao de uma fungdo escalar auxiliar,
denotada por ¢ (p, q). Nesse procedimento, a solucdo vetorial ¢ expressa em termos da adjunta
da matriz de operadores, permitindo converter o sistema matricial original em uma equagao

escalar equivalente.
W] = [B<I]" ¢(p, ) (3.34)
[B¢°T = [B] ' det[B] (3.35)

Sendo [B°/]T a adjunta da matriz [B].

Ap0s substituir a expressao na relagdo matricial da equagdo (3.34) na equacao (3.33), ¢

formada a equagao:

[B1[B]~* det[B] ¢(p,q) = 6(p, PII]

(3.36)
det[B] ¢(p,q) = 6(p,q)

Destarte, calculado o determinante da matriz de operadores [B], e substituindo em
(3.36), obtém-se:

1 1 S1 5 S18; — (S2 + S1K,, 5(p,q)
2 +[(_ + _)K _<_+—>] + = 3.37
{Z Dy D)™ \D; D, ’ D,D, ¢ DD, 337

Sumariamente, a forma fatorada do polindmio (3.37), ¢ dada por:
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(V= 2)(V* — 2,)¢p = g”j) (3.38)
1~2

As raizes da equagdo (3.38) sao dadas por:

G o) -Grr)) 2
=—(x+7)K,—(T+=)|+3X=
“ 2<01 D)™ "\, "D, ) T

(ke - () -2
Z, = —= “\=+=|-
2 2 D1 DZ w D1 D2 2 (339)
2
1 1 S S 515, — (S, + S)K,
A= (_+_)KW_(_1+_2) _ 4212 (Sz + S1)Ky
Dy D, D, D, DD,

Observando-se a equagao (3.35) pode-se notar que z; serd sempre maior que zero

>

Entretanto, z, pode assumir valores negativos, nulo e positivos. Assim, para um estudo da

(51 + SZ)) _YA (3.40)

natureza de z, serd estudado em que condigdes tem-se o valor nulo.
D, D, 2
1

1((L 4 L),
2\\D; D,
1
243

A solucdo de (3.37) define o valor em que z, ¢ nulo implicando que K,,lim = s ts
1 92

Com isso ¢ possivel definir os intervalos de validade dos sinais da raiz z,. Se K, >

K, lim implica que z, < 0, quando K,, < K,,lim implica que z, > 0.

1
¢ = (ﬁl _ BZ)DlDZ[(pl - ¢2] (341)

e Casol
Para z, > 0, tem-se a funcdo escalar fundamental dada por:

b, = Z]O(ﬁlr) + 2 Yo(B7) + ,B 2 Ko(B7) (3.42)
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¢, = zlo(ﬁzr) +gp 2 z Yo(B,r) + -2 Ko(B,r) (3.43)

4/32

Onde , =YzZ1ef, =

Sendo a fungdo de Bessel de primeira espécie J,, (2):

(_1)k 2k+n
3

i kIT(k +n+ 1) 4 (3:44)

Jn(2) =
k

Com n sendo a ordem da funcéo, z a variavel e I'(n) a fungdo Gamma, dada por:
'n)=((n-1)! (3.45)

A fun¢ao de Bessel de segunda espécie Y, (z) pode ser descrita da seguinte forma:

(% S T(n—k =1 /22\* 2 z
Y,(z) = - - o (I) +;]n(Z) lnz
k=0
(3.46)
@< (-5)
—TZ(w(k+ D+yn+k+ 1))m

k=0

Onde ¥(n) ¢ a fungdo Digamma que ¢ dada por:

Yy(n)~Inn — % (3.47)

A fungdo de Bessel modificada de segunda espécie pode ser escrita como:

n-1 (£)n+2k
2

1
K,(z) = (1)1 ;m{ln (%) —SlpG+ 1) + gt + 1)]} (3.48)
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n—-2k

k=0

Onde:

( (+1)—(1+1+1+ +1)
P - E y) Y

p(1) = -y (3.49)

1
D=14=+-
p(n+r+1) Tttt

-V

Para o qual ¥ ¢ conhecida como a constante de Euler-Mascheroni denotada aqui como:

n
1
y = Tlll_r)lgo (Z — logn) (3.50)

k=1

Cujo valor aproximado adotado para o trabalho serd y = 0,5772156649.

e Casoll
Para z, < 0 ¢, € 0o mesmo da equagio (3.42), ja ¢, € dado por:

1
¢, = Fﬂg keio(B,7) (3.51)

Onde B, = V=23

e Casolll
Para z, = 0 ¢, € 0o mesmo da equagdo (3.42), ja ¢, € dado por:
r

2
¢, =g-In (" (3.52)
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Através das solucdes apresentadas na equacdo (3.41) e da relagdo da equacdo (3.34) ¢
possivel encontrar as expressoes finais para as solugdes fundamentais de deslocamentos, como

mostrado na equagao.

[Wll sz] = [D2V4¢ thoé=5¢ Ko (3.53)
v % K, ¢ D,;V*¢ + K, ¢ — S1¢

Conforme a equacao matricial (3.53) tem-se:
wl* = D,V*¢ + K, — S, ¢ (3.54)
w2 =K, ¢ (3.55)
v* =K, ¢ (3.56)
v =D,V + K, ¢ —S,¢ (3.57)

O laplaciano das fun¢des de Bessel, vide Abramowitz e Stegun (1972), e das fungdes

de Kelvin, vide Whyte (2021), utilizadas, sao dados por:

V2Ko(Br) = B?K,(Br) (3.58)
V2o (Br) = —B%]o(Br) (3.59)
V2Yo(Br) = —B?Yo(Br) (3.60)
V2Keiy(Br) = B2Kery(Br) (3.61)
V2Ker,(Br) = —B2Keiy(Br) (3.62)

Sendo assim, os bi-harmonicos dessas fungdes de Bessel e de Kelvin, sdo dados por:
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VKo (Br) = B*Ko (Br)

V4]0(ﬁ‘r) = ﬁ4]0(ﬁr)

VYo (Br) = B*Yo(Br)

ViKeio(Br) = —p*Keio(Br)

V*Kero(Br) = —p*Kery(Br)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

Aplicando as relagoes (3.63), (3.64) e (3.65) no bi-harmonico da solug¢do fundamental,

tem-se:

1
Vi = m[ﬁfd’l - B3 b,]

(3.68)

Substituindo as equagdes (3.41) e (3.68) nas equagdes (3.54), (3.55), (3.56) e (3.57),

chega-se nos deslocamentos fundamentais

1=* — {
(zy — z,)D1 D,

Dz [ﬁfd)l - ﬁ;d)z] + Kw[¢1 - ¢2] - 5'2 [¢1 - ¢2] }

w

w? = K, [¢, - ¢,]

v =K, (¢ - ¢,]

1
v¥ = (Zl — Zz)DlDz{Dl [:Bf(bl - ,Béqbz] + Kw[¢1 - ¢2] =51 [¢1 - q-')z] }

Sendo as rota¢des fundamentais em relagdo a dire¢do normal, dadas por:

1x d 1%
w =—Ww" T
n dT' n

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)
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w2 = irWZ* T (3.74)

* d *

vk =Ev1 Tn (3.75)
* d *

vZ ZEUZ Tn (3.76)

As derivadas dos deslocamentos verticais fundamentais em relagdo ao raio diretor, sao

dadas por:
d 1e_ 1 d
Ewl T (zy - ZZ)DlDZ{ [’81 dr(p1 2 dr('bz] [dr dr('bz] B (3.77)
d d '
Sz |01 — 02| |
%Wz* = Ky [%QIM - %(].’)2] (3.78)
% =K, | % b, — %4,2] (3.79)
d_ o _ d _
Evz C(z— Zz)DlDz{ [’81 dr¢1 2 drd)z] [dr drd)z] (3.80)
d d '
S|t — 20| }
Com as derivadas %qﬁl e %qﬁz dadas para o caso I, por:
%‘ﬁl = =By lict)1(B17) + c1Y1(Bi7) + 2K, (B17)] (3.81)
%d)z = —B,licy)1(Bor) + c1Y1(Bor) + oK1 (B27)] (3.82)

Para o caso Il a derivada %cpz ¢ dada por:
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1
S = BogegaKeio(Bar) (3:83)

A partir das solu¢des fundamentais para os deslocamentos transversais das placas,
obtém-se as expressdes correspondentes aos momentos fletores fundamentais por meio das
relagdes constitutivas da teoria classica de placas delgadas. Essas expressoes sao determinadas
em fun¢do das derivadas dos deslocamentos fundamentais e das propriedades mecanicas de

cada placa, representadas pelas rigidezes a flexdo D;e D,, bem como pelos coeficientes de

Poisson v4¢ v,.

MI* = —D, {d;TW:*[vl + (1 —v)r 2] + %%Wl*[vl +(1- vl)r,sz]} (3.84)
M2* = —D, {d%* [vi + (1 —v)r 2] + %%vl*[vl +(1- vl)r,sz]} (3.85)
T =-D, {d;TWZZ*[VZ + (1 —v)r?| + %%wz*[vz +(1- vz)rlsz]} (3.86)
T2* = —D, {% [vo + (1 = v 2] + %%vz*[vz +(1- vz)r_sz]} (3.87)

Com M,, sendo o momento fletor na placa superior e T,, o momento fletor na placa

inferior.

De semelhante modo, ¢ aplicada a mesma notagdo dos momentos fletores para os

momentos volventes.

. d*w?  1dw'

Mys = —D(1—v) ThTs dr?2 _ r dr (3.88)
0 d?v*  1dv!*

My =—Dy(1—vy) ThTs dr? - ; dr (3.89)
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. d*w?  1dw?

Tns = —D(1 —vy) ThTs dr? - ; dr (3.90)
- d*v?*  1dv*

Th5 = —Dy(1 —vy) ThTs dr? - ; dr (3.91)

As solucdes fundamentais dos esforgos cortantes de Kirchhoff na placa superior e

inferior ficam:

Vl*=-D;(1—v,) {[(1 —v)7 + 17 (%wl +;%W1 -

1d . _ 2 1+ 1d 1*) _1<d2 1% _
er—W )rn+(1 4r5)(drzw rZEW Tn RWW (3.92)

1d N
rdr” wt )[1 27732]}

3 2
= —D,(1 —v,) {[(1 —v)7t 4 r,sz] (d—vl* + ld—vl* -

dr3 T dr?
1d 4. 1d? 4. 1d . 1(d? 4.
T—Zd—vl )r,n+ [1-47r? (;Wvl —r—zavl )r_n—3<mv1 - (3.93)
1d 4.
rar’ 1)[1 2’752]}
2% -1 21( d® 2 1d* o
V= —-D;(1—v,) [(1—1/1) + 775] WW +;WW —
1d . . 1d . 1(d? .
T_ZEWZ )Tn+(1_4r2)< drzwz _r_zawz )T.n_E<WW2 - (3.94)

Fa )1 -2
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3
Q3 = -0, =) {1 = v + 1] (L 4 2Ly
1d 5 1d? 5. 1.d_o. 1(d? ;.
S o =2 (o - S (g - (3.95)

1d o,
;EUZ ) [1-2 7‘,52]}

Sendo V,, e Q, os esforcos cortantes equivalentes de Kirchhoff da placa superior e
inferior. As solugdes fundamentais tanto de deslocamento quanto de esforcos possuem
diferentes niveis de singularidade desde as fracas até as hipersingularidades. O
desenvolvimento deste assunto ¢ descrito na sec¢ao 3.3.3.

Com as derivadas do raio diretor em relagdo a direcdo normal (n) e tangente (s) dadas

por:
Th =T N (3.96)
Ts =Tj5; (3.97)

3.3.3 Equagdes integrais para placas duplas em regime dinamico

Neste topico, sdo estabelecidas as formulacdes integrais e algébricas empregadas na
andlise dindmica das placas duplas interconectadas por camada elastica de Winkler.
Primeiramente, serdo desenvolvidas as equagdes integrais em pontos no dominio e depois serdo

desenvolvidas as equagdes integrais em pontos no contorno.

e Equagdes integrais em um ponto no dominio

H4 duas formas de transformar as equagdes diferenciais parciais do problema em
equagoes integrais equivalentes: uma alternativa ¢ aplicando o Teorema da Reciprocidade de
Betti, que foi usado na anélise estatica de placas por Paiva (1987) para placas simples e por

Pereira (2020) para placas duplas elasticamente conectadas. J4 a segunda opcdo de
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transformagdo ¢ aplicando o Método dos Residuos Ponderados, como realizado por Karam
(1986). Para esse trabalho, optou-se por utilizar o Método dos Residuos Ponderados.

O procedimento realizado a seguir sera de forma analoga ao que foi feito por Souza
(2019) para placas simples delgadas apoiadas em base elastica de Kerr, acrescentando a
ponderacao no contorno. Para o0 Método dos Residuos Ponderados serdo utilizadas as equagdes
de movimentos (2.108) e (2.109) e as contribuicdes de contorno, ponderadas pelos
deslocamentos fundamentais w*! e v*1, respectivamente.

A principio serdo desenvolvidas as equagdes para a carga fundamental atuando na placa
superior, gerando os deslocamentos w*! e v*1. Em seguida, como o processo de obtencio das
equacdes integrais ¢ o mesmo para a carga fundamental atuando na placa inferior, onde serao

gerados os deslocamentos w*? e v*2.

fQ {[_MU:U — KW(W - U) + Sl w ]W*1 + [_Tij,ij + KW(W - U) +
S v]v}dQ+ [ w(@) = w(@Ih"" (0, @) dT — [ [, (q) —

W (OIMy! (0, @) dT — [ V(@) = V(@D Iw™ (p. @) dT + [, [My(q) —
(3.98)

My (@)1w,y! (p, @) dl + [ [v(@) = 7(@]1Q" (P, @) dT — [, [V, (q) —

U (O]T3' (0, @) dT = [, [Qn(@) — Qu]v™ (p. @) dl' + [, [Tn(q) —

To(@]v.t (p,@)dl =0

No qual w, w,,, V,(q) e M,(q) referem-se, respectivamente, aos deslocamentos e
esforcos da placa superior prescritos e 7, 7,,, Q,,(q) e T,,(q) referem-se, respectivamente, aos
deslocamentos e esforcos da placa inferior prescritos.

Outra forma de escrever a equacao:

fQ _Mij,ij w*l dQ + fQ _Tij,ij v*1dQ + fQ {[(—KW(W - U) + Sl w —

(3.99)
gOW + [Ky(w =) + S, v]v™3dQ + [ w(g) — w(@Va™ (p, ) dl —

70



Jo,Won (@) = W (@©1M5! (P, @) dT — i, Ve (@) — V@) Iw™* (p, ) dT +

Je, My (@) = My (@)lw,it (0, @) dT + fi. [v(q) = 7()] Q" (p, @) dT —

Jr, 0 (@) = 70 (@I (@) AT = [ [Qn(@) = Qu(D]v™ (p. @) dT +

Jp, ITa(@) = To(@]v.3! (p. @) dT = 0

Integrando por partes as integrais da equagdo (3.99) que compdem os termos M;;;; €

Tijij, obtém-se:

Joo =Miji5(@ wh (p, @) dQ + [, —Ti;i(q) v (p,q) dQ =

—Ji My (@Qw" (o, mdl = [ Ty (@) v (p, @) mydl' + (3.100)

fQ M;;; (CI)W,}*(P' q)dQ + fQ Tiji (q)v,ﬁ'*(P: q)dQ
Integrando por partes as integrais no dominio que estdo a direita na equagao (3.100):

Jo =Miji5(@ wh (p, @) dQ + [, —Ti;ii(q) v (p,q) dQ =
f,— —M;;,; (@Ow"™(p, qn; dl + f,— M;; (@) W,}*(P. q) n;dl’ +

(3.101)
J. =Ty @ v™ (@ ndl + [ Ty; (@) vy (p,@)n;dl’ —

Jo Mij (@ wii(p,@)dQ— [, T;; (q) v}i(p,q)dQ
Da relagdo entre momento e curvatura, tém-se as seguintes relacdes de reciprocidade:
M;; (@ wji(p,q) = M (p, @) w; (q) (3.102)

T; (@ vi(pq) =Ty @) v (@) (3.103)
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Substituindo (3.102) e (3.103) em (3.101), chega-se em:

Jo —Mijii(@ wh(p, @) dQ + [, —Tijii(q) v*(p, @) dQ =
[, =My (@Qw™(p, On; + My; (@) wi*(p, q) nydl’ +

(3.104)
| =T (@ v, @) n + Ty (@) v (p, @n; dl —

Jo wii (@ M7 (0, q) dQ— [, v; (T (p,q) dQ

Integrando por partes as integrais no dominio que estdo a direita na equacao (3.104):

Joo =Miji5(@ wh (p, @) dQ + [, —Ti;i(q) v (p,q) dQ =
Jo =My (@Qw" (o, On; + My; (@ wi* (@) ng —w; (@) Mi (p,q) ny dl' +

(3.105)
Jo =Ty @ v @) n + Ty (@ vy on — v, (@QT; (@ q) ngdl +

Jo wi (@ Mo, )d+ [, v; (@T;(p,q)dQ1

Integrando por partes as integrais no dominio que estdo a direita na equagao (3.105):

Joo =Miji5(@ W' (p, @) dQ + [, —Ti;i(q) v (p,q) dQ =

J. =My (@Qw (@, On; + My; (@ wi (@) ny —w; (@) M (p,q@) n; +

w(g) Mij;(p, @ nydl' + [ =Ty;; (@ v (0, @) n + Ty (@) vy (p, On; — (3.106)
v; (OT5 ®,q) ng + v(QT; (0, @) ny dl — [, w(@) Mij;(p, q) dQ —

Jo v(Q)T(p, q) dQ

Substituindo a equacdo (3.106) na equagao (3.99), obtém-se:
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Jo w(@) M (0, @) dQ = [, v(@T5(, @) dQ + [, {[-K,(w—v) +

Siww™ +[K,(w = v) + S, v]v*}dQ+ [ [-M;;,; (@Qw (p, Qn; +

M (@Qwi ) n —w; (@) MY (p,q) n; + w(g) M (p,q) nj] dr +

S =T @ v ) n + Ty (@ v 0,9 — v (QTY (p,q) ny +

v(@T5i () njldr + [ [w(@) —w( @, (o, @) dI' — [, W (@) — (3.107)
W (OIM (p, @) dl" = [, [Va(q) = V(@Iw™ (p, @) dT" + [, [My(q) —

My (@lw,i' (0, @) AT + [ [v(@) = 5(@]1Q," (. @) dI' = [, [V, (@) =

Ui (OIT (0, @) dl = i [Qn(q@) — Qu(DIv (. @) dl + [ [To(q) —

T.(@lvs (o) dl =0

Sabendo que:

—Ky[w(@) —v(@Iw (0, @) + Ky [w(@) —v(@] v (p,q) =

(3.108)
KW (p, @) — v (p, QI w(q) + Ky W™ (, @) — v"' (0, O] (q)
A equagdo (3.107) pode ser reescrita como:
[ =M (@Qw (@, Onj + My; (@ wji @) n; —w; (0,q) M (@) n; +
w(p, @) Mij (@ n; dll' + [ =T;;; (@ v, @) n + Ty; (@) vy (p, @n; —
(3.109)

v; (0, QT (@) ng + v(p, OT(Q) ny dl' + [, w(@{M;(p,q) —

Kw[w? (. q) — v (p, 91 + Ssw™ (0, )} dQ + [, v({T75 (0. @) +
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Ko W ®,q) = v (0, @1 + S,v™ (p, @} dQ + [ [w(q) —

(O™ (0, @) dl’ = [ Wi (@) = Wi (DIMZ (0, @) AT = [ [Va(q) =
V(W (0, @) dI" + i, [My (@) — Myp(lw,ri' (0, @) dT; + [, [v(@) —
7(@]1Qx" 0, @) dl’ = [, [V, () = T (DIT;* (0, @) AT = [ [Qn(@) —

Q@ (. @) dl’ + [, [Ta(@) — To(@) vy (p.q) dl =0

Das solugdes fundamentais, sabe-se que:
M5 @) = KW (0, @) = v* (0, @) + Sw™ (9, @) = 8(p, 9) (3.110)

T @) + Ky(Ww(p, @) = v (p,9)) + S;v™ (p,q) = 0 (3.111)

Substituindo as equacdes (3.110) e (3.111) na (3.109) e colocando as expressdes com

os esfor¢os fundamentais a esquerda e com os deslocamentos fundamentais a direita, tem-se:

Jo W@ 8, @) dQ + [ —w; (@) M} (p, @) n; + w(q) M} i(p,q) n; dI' +

Jr v @T5 (@) +v(@T5i @) vy dr + [ [w(q) —

(@O 0, ) dl’ = [ [wn (@) = W (@IM;! (0, @) dI' = [, [Va(@) =

_ _ (3.112)
V(W™ (@) dl’ + [ [Mn(q) — Mp(lw,! (@) dl’ + [, [v(q) —

(@10 0, @) dl' = [, [V, (@) = T (DIT3 (0. @) AT — [ [Qnlq) —

(@Dl (0, ) dl + [, [Ta(@) — Tu(@]v! (@) dI" =
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| =My (@Qw" (o, On; + My; (@) wi*(p, @) n; dI’ +

fp ~Ti: (@ v, @) ny + T;; (@) 173'*(29, qn; dr
Aplicando a propriedade de filtragem do delta de Dirac, tem-se:

w) + [, —w; (@) Mj;(,q) n; + w(q) Mjj;(p,q) n; dI' +
Jr v @T5 (@) +v@T5ie @) vy dr + [, [wig) —
(@O 0, @) dl’ = [ [ (@) = W (@IM;! (0, @) dI = [, [Va(@) —

Vi @lw™ (b, @) drl’ + [, My () — My (lw,r! (. @) dls + [, [v(q) —

7(@]1Qx" 0, @) dl’ = [, [V, () = T (DIT" (0, @) AT — [ [Qnlq) — o
(D" (o, ) dl + [, [To(@) — Tu(@]v! (p, @) dl’ =
| =My (@Qw" (o, On; + My; (@) wi*(p, @) ny dI' +
| =T @ v" @) n + Ty (@) vy, @n; dT

Dos momentos fletores e volventes no contorno, tira-se a relagao:
My (p, @) = Mj; (p, Pnin; (3.114)
My (p, @) = Mi; (p, ns; (3.115)
T (@) = Tij" (0, Onny (3.116)
Tas (0, q) = T (0, Onys; (3.117)
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Multiplicando-se My*(p, q) por nw (q) e Mis(p, q) por spw . (q), seguida da soma
desses resultados,

obtém:

My (p, @) mew i (@) + My (D, @) swi(q) = Milj* (p,q) nyw(q) [njnk + SjSk] (3.118)
Sendo valida a identidade:

Ojx = nyny + s;Si (3.119)
Substituindo (3.119) em (3.118) fica:

My (p, @) iew i (@) + Mas(p, @) sew i (@) = M (p, @) nyw ;(q) (3.120)
Realizando o mesmo processo para T,-*(p, q) e TX: (p, q), obtém-se:

Ty (0, @) 0w (@) + Tis (0, @) sev (@) = T3 (0, @) nyv j(q) (3.121)
Substituindo as relagdes das equagdes (3.120) e (3.121) na equagdo (3.113), fica:

w®) + [ =Mz (p, @) mew i (@) — Mas(p, @) 5w (@) +

w(q) M7, @) n; dT + [ — T,1*(p, @) v (@) — Tz (0, @) siev (@) +

v(@T5i(p, @) v dr + [ [w(@) = w( @™ (0, @) dI’ = [ W (@) =

) (3.122)
W (OIM;! (0, @) dI' = [1. [Va(q) = Va(@w™ (p, @) dT" + [, [Mn(q) —
My (1w, (@) AT, + [, [v(@) = 91" (0. @) dI' = [ [V (@) —

U (OIT3 (0, @) dl = i [Qn(q) — Qu(DIv" (. @) dl + [, [To(q) —
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T.(@lvit 0. @) dll = [ My, (@Qw™ (p, On; — My; (@) wi*(p,q) n; dI' +
| T @ v, @) n = Ty (@) vy (p,@n; dr

Integrando por partes as integrais que contém os volventes Mli(p,q) e T, (p,q),

temos:

| =M, @) sitwic(@) — Tas 0, @) sivie(q) dI' = —[My3(p, ) w(g)sny +
(3.123)
* F * *
Tos (0, @) v(@sinlp + [ Mys, (0, @) w(@)dl' + [ Tas (v, Q)v(q)dlr

sup __ I

Sabendo que R, = —[Mns]r1 e Ri"f = —[Tns]g entdo a equagdo (3.123) fica:

J. —ME®, @) swi (@) — T (0, @) sevy(@) dI = TP RSP M w, (q) +
| (3.124)
yreanto Rty (@) + [ Mas (0, Qw(@)dl + [ Tae (p, @)v(q)dl

Substituindo a equacao (3.124) na equagao (3.122):

w®) + [ [-M3y* (0, @) wi(@ny + wig) M (p, ) ny +

Mye 0, Qw(@)] dI' + [ — T3 (0, @) mev (@) + v(Q)Tij(p, @) 1y +

Ths s, Ov(q) dI' + X" RZP P, (q) + T RIM Iy, (q) +
Jo, w(@) = W@ (0. @) dl’ = [ [Won (@) = Wo (DIM7} (P, @) AT — (3.125)
Je, (@) = Vol @lw™ (o, @) dI" + [ [My(q) — Myp(lw,y' (@) T, +

Je, (@ = 510" (0, @) AT’ = [i. [vin (@) = T (DIT" (. @) AT —

Je, (@) = Qu(@]v™ (. @) dl' + [ [Ta(q) — Tu(@)]va' (@) dl =
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Jp My (@Qw™(p, nj — My; (@ wj*(p, @) ny; dI' +
. Tiji @ v, @) ny = Ty (@) vy (o, @n; dI' +
Fazendo o mesmo processo para o lado direito da equacdo com os momentos reais
M;; (q) e T;; (q) e levando em consideragdo que wyn, = w, € v, ny = Uy, chega-se em:

w®) + [ [-My (0, @) wa (@) + w(g) MY (p, @) n; +

My 0, @ w(@)] dI' + [ [- T (0, @) v (@) + v(@ TS (0, @) ny +
Tass @ QOv(@)] dI + X" RIP M w, (q) + XM RIM Uy, (q) +
Jo,w(@ = W@V, (0, @) dT’ = [, W, (@) = Wi (@)IM7 (0, ) T —
Jo, V(@) = (@1w™ (0, @) dT + [, [Mn(@) = Myp(Dlw,! (b, @) dT +
(3.126)
Jp, (@ = 910" (0, @) Al — [ [vin (@) = T (DIT3* (0, @) dI" —
Jp,1@n(@) = Qu(@Tv (. @) dT + [ [To(@) — (@' (0, @) dl’ =
o =My (@ wh 0, @) + My (@QwW' (0, Dy + Mys (@ w" (p,@)] dI' +
Jo =T @vi @ @) + Ty (@Qnv* (0,9) + Tosg (@) v" (0,@)] dI' +

YA RIP wit(p, @) + XM R vl (p, @)

O cortante equivalente de Kirchhoff real e fundamental para a placa superior ¢ dado por:
Va(q) = Myj; (@) ny + My, 5 (@) (3.127)

Vit (0, @) = M (p, @) ny + My (0, q) (3.128)

O cortante equivalente de Kirchhoff real e fundamental para a placa inferior ¢ dado por:
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Qn(q@) = Tyj; (@ + Trs g (@) (3.129)
A @) =T n + T (p,q) (3.130)

Substituindo os cortantes e equivalentes das equacdes (3.127), (3.128), (3.129) e (3.130)

na equacao (3.126) e reorganizando a equacgao fica:

wp) + [ Vi w@) — My, ) wal@) dl' + [, [w(q) -

()W (0. @) dTy = [ [Win (@) = Wi (1M (0, @) dT; +

Jr @@ v(@) — T, @) valg) dr + [, [v(@) — 7(@)]Qn" (b, @) dTy —

Jp, [0 (@) = T (@IT3 (p, @) ATy + Z° REPw, (q) +

yreanto pinfiry. (@) = [ V(@ w (0, q) — My, (@) wy'(p,q) dI' + (3.131)
Je, (@ = G(@lw™ (o, @) dl’ — [, [Mn(q) — Myp(@]w.y" (b, @) dl" +

Jr 0@ vV (@) — T (@vy' () dl + [ [Qn(@) -

(D (0, ) dI = [, [To(@) — To (@' (0, @) dl' +

yneanto pSuP -y 1x (4, gy 4 yIeanto pinf x4 g)

A equagdo (3.131) pode ser reescrita como:

w(p) + C'P + CpY + Xremto RIP Iy (q) + XM RIM Iy, (q) =

, . (3.132)
CUP 4 ¢ 4 yreanto RSP yle(p, q) + ¥COnO RINE p1x(p, q)
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su Su .
Sendo Cy*P e Cp'P as parcelas referentes ao contorno da placa superior com

inf e Cmf

deslocamento real e esforgo real, respectivamente e C), as equagdes de contorno da

placa inferior com deslocamento real e esforgo real, conforme descrito a seguir:

Gy = [, W@ w@dl = [, My'(p,@) walQ)dl + [ [W(q) -

(3.133)
w0, ) dl’ = [, [Won (@) = W (DM (0, @) dT
¢ = Q) v(@) A = [ T (0, @) val@) AT + [, [9(g) -
(3.134)
V(@1 . @) dl = [, [T (@) = v (@Q]T3 (0, @) AT
C2P = [ @ w" (. @) dl — [ My (@ wi'(®,@)dl + [ [Va(q) -
(3.135)
V(@Dlw™ (b, @) dI — [ [Mn(q) — Mu(@)]w3' (. @) dl
G = Q@ v () dl = [ Ty (@ vy (@) dl + [ [Qn(q) -
(3.136)

Qu(Dv (@) dl — [ [To(q) — Tu(@)]vn' (b, @) dT

Trabalhando apenas com as integrais de contorno da placa superior, apds a separacao

do contorno total I' em duas partes I3 e I, chega-se na equagdo a seguir:

G+ Gy = [ Vi) w(@)dly + [, Vi (0, @) w(@) dl; —
Jr, Ma™ (0, @) wa() dIi = [, My (p, @) wal@) dl' + [, [W(q) —

(3.137)
W (0. @) dI' = [ Wi () = W (@1M5' (9, @) dT +

I, @ . v(@dl + [, Qi @) v(@)dl, — [, Ta* (0, @) va(@) dl' —
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Jp, T8 @ @) va(@ dl + [ [9(e) = v(@)]0n" (0. @) dT' — [, (7, (@) —

Vo (OIT7 (0, @) Al
Desenvolvendo a equagao, chega-se em:

G+ ¢ = [ V(o ) w(@) dly — [, MY (0, @) w(q@) dl; +
o, W@V @) dl = [ W (@M @) dl + [, Q) v(@dl = (3.138)

Jp, T @ @) va(@) dl + [ 7()Q" (0. @) dT’ = [ T (@ T3 (0, @) dT

Somando I e I, conclui-se que:

CSP +Ci = [ Vit (p, ) w(@)dl — [, MY (p,q) wa(q) dl’ +
(3.139)
I @, @ v(@)dl = [, Ty*(p,q) vn(q) dl

De semelhante modo, para as integrais de contorno com esforgos reais, obtém-se:

P+ = [ V@ w (@) dl = [ My (@ wh(p, @) dl +
(3.140)
Jp Q@ v (p,@)dll = [ Ty (@) vi'(p,q)dl

Substituindo as equagdes (3.140) e (3.139) na (3.132), fica:

wp) + [, Vi, @ w(@)dl' = [ My*(p,q) wa(q) dl' +
[, Q@@ v@dl — [ TF (@) val@) dl + XM RIP M w, (@) +  (3.141)

chanto Ricnfl*vc (@) = fl" V,(q) Wl*(p, q)dl — fl" M, (q) VV,111*(p' q)drl +
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I, @@ v, @dl = [. T, (@ vy (p,@)dl +

yneanto pSUP- s (4 q) 4 FRCAnto pinf 1y )

Tomando o caso de o carregamento fundamental estar atuando sobre a placa inferior,

tem-se que:
M (0,q) — KW (0, @) — v (0, O] + Siw™ (p,q) = 0 (3.142)
T (0 @) + Ky [w* (0, @) — v* (0, ] + v (p, @) = 6(p, q) (3.143)

Partindo dessa consideragdo e realizando o mesmo processo que foi feito para o

carregamento fundamental na placa superior, obtém-se:

v(p) + [, Vi’ (o, w(@) — M7 (p, @) walg) dl + [ Q7" (@) v(q) —

T2 (p,q) v, (q) dI' + "0 RPHw,. (q) + ZC™O RiN2y, (q) =

(3.144)
| @ w* (0, q) = My, (@ Wi (p,q) dr + [ Qn(q) v** (0, q) —

T, (@) v&(p,q) dI + X" R"™ w2 (p,q) + Y™ RIM v2*(p,q)

Sabendo que o sistema das placas duplas tem quatro incognitas em deslocamento ou
esforcos, ainda faltam duas equacdes integrais. As duas equagdes integrais serdo obtidas para
as derivadas direcionais em relagdo ao ponto fonte dos deslocamentos transversais das placas
superior e inferior (3.131) e (3.144).

As equagdes integrais para a derivada direcional em relagdo ao ponto fonte dos

deslocamentos da placa superior sdo dadas por:

w@)m + [ Vam(® @) w(@) — My (p, @) wa(q) dl' +

(3.145)
Jr Q@) v(@) = T, @) vu(q) dI + X" RIF w, (@) +
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yreanto pinflye (@) = [ Vul@wh (0. @) — My (@) wiin(p,q) dI +

| Q@ v, @) =Ty (@) vim(p,q@) dI + X" R wk;, (@) +

yreanto pint 1 (p,q)

As equacdes integrais para a derivada direcional em relacdo ao ponto fonte dos

deslocamentos da placa inferior sao dadas por:

v@)m + [ Vim@, @) w(q) — M35 (0, q) wa(q) dI' +
Jr Q@ @) v(Q) — TEn (P @) valq) dI + X" REE“w, (q) +
yreanto piZ v (@) = [, Vo(@wz; 0,9) — My (@) wain(p,q) dI' + (3.146)

| @@ vi(q) =T, (@) vi,(p,q) dI TR} wiy, (p,q) +

e R v (p, )

e Equacdes integrais em um ponto no contorno

Nesta se¢do, sera descrita a deducdo correspondente ao tratamento das singularidades
especificas oriundas das solu¢des fundamentais de placas duplas dinamicas. Convém notar que
o sequenciamento do procedimento ¢ andlogo ao estudo de singularidades em regime estatico
apresentado por Paiva (1987) para placas simples e por Pereira (2020) para placas duplas
elasticamente conectadas.

Quando se opta pela utilizacao da forma singular da solu¢ao na formulagdo de flexao de
placas pelo Método dos Elementos de Contorno, torna-se necessario, além das equacdes
(3.131), (3.144), (3.145) e (3.146) validas para pontos internos ao dominio, estabelecer também
equagoes integrais associadas aos pontos localizados no contorno. Nessa situacao, o ponto fonte
passa a ser posicionado sobre o contorno do problema, fazendo com que as equagdes resultantes
deixem de apresentar apenas integrais regulares. Essa mudanga acarreta o surgimento de

singularidades nas solu¢des fundamentais, uma vez que, no limite em que a distancia radial
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tende a zero (r — 0), determinadas parcelas das funcdes envolvidas podem assumir valores nao
limitados.

Considere-se um ponto p, originalmente pertencente ao contorno, conforme ilustrado
na Figura 3.4. Pode-se realizar uma modificagdo geométrica por meio da introdugdo de um
contorno circular Iy, com centro em p, acompanhada da redug@o do contorno do problema I' ".
Com esse artificio, o ponto passa a ser tratado como inteiro ao dominio correspondente a essa

regido semicircular de raio ¢.

al b)

Figura 3.4 - Contorno circular acrescido a um canto da placa
Fonte: Paiva (1987)

Com esse arranjo, apos a modificacdo no dominio da placa, o contorno pode ser escrito
em duas parcelas e a equagdo integral do deslocamento transversal na placa superior para o
ponto p escrita a partir da equagao (3.131) fica:
w®) + [V (0, @) wq) — My*(p, @) wi(q) nie + Q1" (p, @) v(q) —
T (0, q) v (q) dIl + fpg Vi (0, @) w(q) — My* (0, @) wy(q) ny +
(3.147)

T, v(q) — T (0, q) v (@) dIl + X0 Ry (@) +

chanto Ricnfl*vc (@) = fr—z‘" V,(q) wl*(p, q) — M, (q) W,}:(P, q) ny +
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@ v @)~ Ty (@ v @@y AT + [ Val@) W (@) =

M, (@Qwi(® @) n+ Qu(@) v () — T, (@) vi( q) ndly +

yneanto pSUP- s (4 q) 4 FRCAnto pinf 1y )

Onde € ¢ o raio do semicirculo de centro no ponto fonte, que complementa o contorno
I'. Tal procedimento se aplica também, de forma semelhante, nas equacdes integrais de rotagao.
Fazendo-se a aproximagdo do ponto fonte no contorno, ou seja, tendendo {—0, tem-se

que:

w(p) +lim [ [V, q) w(q) — My (p, @) w(q) e + Qu" (P, @) v(q) —
T2, @) v, (@] dr + Jim [ [V (p, @) () = M3 (p, ) we(a) mc +
Y@ v(@) — TF (@) mevi (@] dr + T R M w, () +
IR v () = lim [ @ wh(p.q) — My (@ Wi e+ (3.148)
(@) v (p.0) =T (@) v (@) ] dl + Jim [ [Va() w*(p.q) -

M, (@ wi (@, @) ng + Qu(@Q) v (p, @) — Tn (@) v (p,q) ny | Al +

YA RIP wit(p, @) + T RMT vl (p, @)

Devido a presencga de singularidades na segunda integral em ambos os lados da equacao
(3.148), bem como na primeira e terceira integrais de cada lado da mesma, essas devem ser

tomadas no conceito do valor principal de Cauchy, resultando em:
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%1—13(1) fr_l—w[an*(pJ Q) W(q) - Mrll* (p' q) Wk (Q) n, + Qn* (p' Q) U(Q) -

Ty (0, @) v (@] dr = [ [V (o, @) w(@) — Mi*(p, @) w(q) my +

Qx (0, ) v(q) — T* (0, @) vy (@)] dI

lim [ [Vi(@) w (0, @) = Mn (@ Wi (P, @) e + Qu(@) v (P, @) —

T, (@ vi @O mdr = [ [h@w"® q) —M, (@ wi( q) n+

Qn(@) vV (2, @) =T (@) v (p, @) ] dl
Substituindo as relagdes (3.149) e (3.150) em (3.148), fica:

w®) + [ [V, @) w(g) — My*(p, @) wi(q) ni + Q3" (p, @) v(q) —

Ty (0, @) v (@)] dr + Jim, Jr %" (0, @) w(@) = M* (0, @) we(9) e +

Q' (0, @) v(@) = Ta* (0, @) v (@] dl + Z"™ 0 REP w, (q) +
e Ry, (@) = [ V@ wh (0, @) = My (@ Wi (0, @) ny +
(@) v (p.0) =T (@) v (@) ] dl + Jim [ [V w*(p.q) -

M, (@ wi (@, @) ng + Qu(@Q) v (p, @) — Tn (@) v (p,q) ny| Al +

YA RIP wit(p, @) + TR vl (p, )

(3.149)

(3.150)

(3.151)

Para o estudo das parcelas definidas no contorno [ foram adotadas as fungdes F(§) e

EC).
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w(p) + [, [V (0, @) w(q) — My (p, @) w (@) my + Q1" (p, @) v(q) —

Ta*(p,q) nk”,k(‘l)] ar + zl;r—{lo frf F(&)dr + yreante RSUP 1*Wc (@) +

chanto Ricnfl*vc (q) = fr [Vn(q) Wl*(p, q) — M, (q) W,}(*(p, q) ny + (3.152)

Q@ v, @) — T, (@) vi (p,q) ny]dlr + Flgrglo Jr E@dr +

yneanto pSuP -y 1x (g g) 4 YIeanto pinf 1x(y g)

. . 1% _ 1x*
Jim Jp F@dr = lim [ [V, @) w(q) = My (p, @) we(q) mic +

(3.153)
20 v(@) — T, Qvi(@n] dr
Il;r_{lo frg E({:) dalr = 1%210 fl"f[Vn(q) Wl*(p: CI) - Mn (Q) W}(*(p, CI) Ng +
(3.154)

Q@ vV () — T, (@Qvi® q n]dly

Para o problema ¢ realizado um deslocamento de corpo rigido w(p) e para manter o
equilibrio ¢ aplicada a propriedade referente a integragdo de uma soma de fungdes e a equagao

(3.153) pode ser reescrita como:

Jim, Jr F@ar = Jiny, Jr % @) [w(@) = w®)] = M* (0, @) [w(9) -

wi ()] i + Q3 (0, @) [v(@) — v(®)] — T @, D[vi(@) — v ®)|ny} dr + G.155)

lim [ [V (0, ) w®) — Mz (p, @) wi(p) nyc + @z (0, v () —
& 3

T (p, CI)V,k(P)nk] ar

Tomando uso da condicdo de Holder, tanto para os deslocamentos quanto para as

rotagdes das placas, consideram-se as seguintes relacdes:
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lw(q) —w(p)| < Cra@p) (3.156)

Wi (@) nye — wie(p) nye| < Coroz(@p) (3.157)
lv(q) — v(p)| < Cyre=@P) (3.158)
v (@i — v (PIng| < Cur@P) (3.159)

Sendo C;, C,, C3 ¢ C, constantes e 0 <a; <1, com i=1,2,3,4.
Ao aplicar o limite a condi¢do ira tender a zero. Sendo assim, os primeiros termos da
equagdo (3.155) sdo anulados e como w(p), w , (p)n, v(p) e v, (p)ny, sdo valores de dominio.

Prossegue—se com:

Jim Jp F@dr = wp) lim f, Vi (p.q)dl’ =
w i (P 11;1})10 fpg My*(p,q) dT’ + v(p) llsicglo f['f Qv (p,q)dl — (3.160)
v (PIng Il;r_{lo f,—g T."(p,q)dr
Para o subdominio, tem-se que dI'y = {d® e ainda que o raio vetor r = ¢ coincide com

a normal do seu contorno, implicando em r,;n; =1, r,;5; =0, m,;n; =r,;m;. Sendo . o

angulo interno do canto da placa. A equagdo (3.160) e a equacgdo (3.154) ficam:

- _ . ZTE_BC 1x* _
rléglofrfF(f) dr = w(p) };Lnofo Vi (p, q) €do
() n lim [P MY (p, q) €0 + v(p) lim [7" P QL (p, q) €dp —
.k kps_,o 0 n ’ r$_>0 0 n ’ (3161)

- 2m— c *
v Jim [T ,0) £do0
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. _ . 2m—Pc 1« _
Jim, Jr E@dr = Va(q) Jim, foo Twh(p,q) §do
. Zn_ﬂc 1% . Zﬂ_ﬁc 1%
M, (q) rlg—l:lo fo wy (P, q) §dP + Qn(q) FI?_T}O fo v (p,q)$do — (3.162)

T (@) Jim, 13" vk (p, @) §do

Onde o produto dos esfor¢os fundamentais com o raio do subdominio ¢ apresentado no

trabalho de Pereira (2020), como:

62 1% ) P 1x '

W () = D, <E e gl ‘”) (163
d3 1% ) d2 1% ’ 1d 1% ‘

2 (5, 4)E = D <§ degp D, de(zp ) - w d(; q)) (3.164
v () @9

T,"" (0, 9§ = D, (5 o2 +v; 3¢ ) (3.165)

\ v (g dvU (g 1dv©(p.q)
Q' (p, )¢ = —D, <f ot T @ (3.166)

Para o caso em que ambas as raizes z; e z, sejam positivas tem-se o produto dos

deslocamentos e rotagdes fundamentais por ¢, ficam escritos como:

§ V21 = VZ2)(s; — Ky + Dovziz,) |

w (D, q)§ = . —z)D.D, NG (3.167)
w0, Q)¢ = — 151)1" (3.168)
v (0, )¢ = s Ko (3.169)

8(vz; + vZ;) D1 DiNzinzs
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) _ Kw §. &\ _
V't (p'Q)E_m<El_EL>_O (3.170)

No qual i =v—1.
Como foi abordado anteriormente, os esforcos e deslocamentos fundamentais sdo
compostos por fun¢des de Bessel. Diante desse pressuposto, ¢ importante frisar que essas

funcdes possuem expressdes resumidas para pequenos argumentos, como ¢ o caso da analise

atual.
A fungdo de Bessel de primeira espécie para pequenos argumentos pode ser escrita
como:
1 &\"
li ~—— (—) 3.171
lim () ~ 507 2 G171
Para n = 0, a func¢ao de Bessel de segunda espécie ¢ dada por:
lim Y, (r) 2[1 (5)+ ] (3.172)
rz_r)rg o(r)~—|In{Z)+y .
Paran > 0er — & afungdo de Bessel de segunda espécie é descrita como:
T(n) 5\ ™"
i ~——(2 3.173
lrl—t? 1 (r) T (2) ( )
Ja a fungdo de Bessel modificada de primeira espécie ¢ dada por:
. §
limKy(r) =—In(=)—vy (3.174)
r—§& 2
(n—1)! g\
; — > 3.175
Lim Kn (r) 2 (2) G.175)

Para as raizes z; e z, positivas, conclui-se que as fungdes escalares fundamentais,

podem ser dadas, por:
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R L
b=shy bl B () )
Aplicando os limites e integrais na equacao (3.161) e (3.162), chega-se que:

Jim [ F@dr = - =5 w() (3.178)
gggloffe E&)dr =10 (3.179)

Substituindo (3.178) e (3.179) na equacao (3.152), fica:

Kiw(®) + [, [V (0, @) w(q) = My (0, @) wi (@) ni + Q3" (p, ) v(@) -

T (0, @) mev (@)] Al + T RZP Y, (q) + Xmeome Rinfley, (@) =

(3.180)
I @ w™(, @) = My, (@) Wi (P, @) nie + Qn(q) v (0, q) —

T. (@) vy q) ny ] dr + T R wi(p, q) + XM RN p1*(p,q)

Sendo o termo livre da equagdo integral K; dado por:

0, sep & QUT
K =1 ==, eT
1 - sep

1, se p €}

Analogamente, a equagdo integral do deslocamento transversal da placa inferior v(p)
para o ponto fonte p no subdominio, pode ser descrita aplicando o carregamento fundamental

na placa inferior, resultando em:

91



Kiww(®) + [, [V& (@, @) w(@) = ME* (0, @) w (@) i + Q3" (0, q) v(q) —

T2 (p, Q) v (@)] Al + X™™° REP 2w, (q) + X0 Rinf2ry, (g) =

(3.181)

- V(@) w* (0, @) = My, (@) Wi (P, @) nic + Qu(@) v (0, q) —

Tn (q) v’%c*(p' q) nk] dr + chanto Rzup WCZ*(P, q) + chanto Ricnf vCZ*(p’ q)

Como foi visto nas equagdes integrais no dominio é necessario a equagdo da derivada

direcional para que seja possivel encontrar as variaveis de deslocamento da placa superior w(q)

e w,(q) e esforcos da placa superior M,,(q) e V;,(q) e as variaveis de deslocamento da placa

inferior v(q) e v,(q) e de esforgos da placa inferior T,,(q) ¢ Q,(q).

Considerando o acréscimo de dominio circular e todos os pormenores a equagao (3.145)

¢ reescrita como:

w(P);m + f[‘_l_" an,r*n(p; q) w(q) — M%,*m(p; q) wy(q) ny dl +

Je, Vi@, @) w(@) = Mm@, @) we(@) i dTe + f;_ Qnim (0, @) v(@) —

Tam (@ @) 10 (@) Al + [ Quin(®: @) v(@) = Tajn (P, @) v (@) dlg +

chanto RSUP 1* w, (q) + chanto Rénrt;ll*vc (C[) = fl" T n(Q)W (p' Q) -

(3.182)

My (@ wign(®, @) ny AT + [, Qn(@) vin(p, @) —

Tn (@) Vien(, @) ny dI’ +f Vo(@Qwhs (0,q) — My (@) Wi (0, @) y dI’ +

Jr, @@ v, @) =Ty (@) Vi, @) e dT + XM R wei (0,0) +

chanto Rinf
[

que:

vim (@, q)

Fazendo-se a aproximagao do ponto fonte no contorno, ou seja, tendendo §—0, tem-se
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WP +lim [, Vi, q) w(q) — My (P, @) wilq) nycdl” +
im [ Qum® @) v(@) — Tim(®, @) meve(q) dI' +

li
r
Jim i Vo . @) w(@) = M (p, @) W (q) mic T +
hmf Qi@ @) v(@) = Tain(, @) nivi(q) dTe +
O R M we (q) + BN R ve () =lim [ V(@wis (@) —

(3.183)
My (@) Wi (P, @) 1y dT" + 1im [._= Qn(q) vim (P @) —
To (@) Vien(, @) e T+ lim, o Va(@wz (p,q) =

M, (@) Wi (D, @) ny dF+hmf (@ vin(p, @) —

To (@) Vien(® @) ny Al + X RP wis, (p,q) +

XM R vl (p, )

Vale ressaltar que os limites das integrais sobre I' — I sdo, por defini¢do, os valores

principais das integrais sobre I'. Dessa forma, obtém-se:

w®)m + [ Vam® @) w(@) — Mim(p, @) wi(q) ny dl +

Jr Qam® @) v(@) = Tam(P, @) vy (q) dI + hmf Vo (0, @) w(q) —

Mo (P, @) W (9) 1 AT + i fr Quim (p, @) v(a) (3.184)
T, @) v (q) dle + T REP Y w,. (q) + X0 R v, (q) =

. Ve @wh 0,0) = My (@) Wign (0, @) i dT + [ Qn(q) v (0, @) —
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Tn (@) Viin (P, @) e dl' + Jim i Vo (@wi (0, @) -
Mo (@) Wicn (P, @) e d + Jim fp Qn(@) v (p, @) =
Ty (@) viin(®, @) nye dI' + E""RE® Wi, (p,@) +

yreanto pinf y1 (p,q)

A parcela do contorno do subdominio da esquerda da equagdo (3.184) sera tratada

individualmente como Fm(§) e a parcela da direita como Em(§);

. T 1% 1*
11?—1}0 Jr Fm() dle = #;210 Je, Vam(®, @) w(@) = Mo, @) Wi () my dTg +

(3.185)
fim, Jr Qum®: @) v(@) = Tuin(P, @) v i (@) dT
lim [ Em(&)dr = lim [ [V.(q) w*(p,q) — My (@) wi'(p,q) ny +
1"5—>0 '3 F§—>0 3 (3186)

Q@ vV () — T, (@vi(p q n]dly

E conveniente aplicar a placa um deslocamento vertical de corpo rigido com valor de
—w(p), como ferramenta para remover a singularidade gerada quando {—0, fazendo isso a
equagao (3.185) fica:

. T 1% _ _
A, Jpg Fm(@) dle = lim fo Vim (@, @) (@) = w(@)]
Mm@, @) (W (@) nye — Wi (p) my ] dTg —

- . . , (3.187)
Jim Jr, Mam @, @) we(p) 1 dTe + Jim i Qi (p, @) [v(9) = v(p)] -

Tam®, @) [v(@) 1y — v, (p) ] AT — Jimy o Tain (. @) 0 () e T

Aplicando a condi¢do de Holder (3.157) e (3.159) na equacao (3.187), obtém-se:
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. 1 1% _ _
pim, Jp Fm() I = Jim [ Vin(p, @) [w(a) = wip)] dr

. 1% . 1%
Il;r—{lo f["f My'm (0, @) wi(p) y dle + I!;r—r}o frf Qum (@, @) [v(q) —v(p)]dl; — (3.188)

Jim i T (P, @) v (p) mc dTg

Considerando a Figura 3.5, onde estdo indicados os pontos p € q € seus respectivos

deslocamentos. Quando {—0 as seguintes relagdes podem ser escritas:

w(q) —w(p) =& wyi(p) ng (3.189)

v(q) —v(p) =& vi(p) ny (3.190)

"
=

"
o

4

i

TwiF‘l—wEQ}

Figura 3.5 - Deslocamentos verticais do ponto do dominio (p) e do ponto do contorno circular

Q)
Fonte: Paiva (1987)

Substituindo as relagdes (3.189) e (3.190) na equagao (3.188), chega-se em:
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. _ . 1%
pim, Jp Fm() I = Jim [ Vi (0, )¢ e (p) 1 dTe =
. 1% . 1%
Il;r—{lo fpf Mm@, @) Wy (p) ny dle + Fl;r_r)lo fl‘; Qum(®, @) § vi(p) ny dl — (3.191)

Jim i T (P, @) v (p) mc dTg

Sabendo que dI'; = {d@ e isolando w (p) e v, (p) a equagdo (3.191) fica:

A, Jpg Fm(&) dlz = w () myc limy 1 Vi (0, 8 = M (p, @8] d0 +

- (3.192)
v @) e lim (5[0 (. )€ — TP, @)2]

Sabendo que, de maneira genérica as expressdes internas a integral podem ser escritas
em funcao das derivadas do deslocamento vertical, como apresentado por Paiva (1987), Pereira

(2020):

4. 1%
Vam (@, Q)§? — Myon(p, Q)¢ = Dyrym; <f ’ dwd—ggpm _
3.193
d2W1*(p’ Q) 3 dWl*(p, q) ( )
- a2 ¢ dt
4, 1%
0L (0, DE — T (p, Q)€ = Dyrim, (52 dr;l_fgoq) ~
(3.194)

d21*, 3d1*,
e 3 V(p®>

dg? § dg

Sendo as derivadas direcionais de momento e esforco da placa superior dadas por:

d3W1*(P, q) Vi dzwl*(p, q9 V1 dWl*(P: ‘D) (3.195)

Y@ q) = =Dirimy T
Mn,m (p Q) 1rm< dfg +5 dfz f df
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\ d'w*(p,q) 1d°w(p,q)
Vn,m1 (p: q = _Dlrimi ( df4 +z

§ 48
(3.196)
(vs —3) d*w'(»,q) N (B —vy) dw(p, q))
&? ag? & as

Ja relativo a placa inferior, as derivadas direcionais de momento e esfor¢o sao dadas

por:

v (p,q) v d* v (p,q) Vo dv(p,q)

10  —Dorm V2 _v2 3.197

Tn,m (pl q) Zrlml< dEB + E dfz E df ( )
. dv(,q) 1d°v™(p,q)
Qn,m1 (p' q) = _DZrimi ( d€4 + E df3
(3.198)

(v, = 3) d*v'*(p, q) N (B —v,) dv'*(p,q)

& dg? & dé

Aplicando os limites nas expressdes (3.193) e (3.194) e substituindo na (3.192) chega-

S€ €m:

2n—L¢

1
113—{10 5 Fm(&)dI; = %1_{% l— EJO wi(p) ng r,;m; do (3.199)

Considerando a Figura 3.6, y € o angulo entre o sistema de coordenadas cartesianas

(ny,s1) € (m,t), podendo ser escrito para qualquer ponto do contorno I a relagio:
p para qualquer p &

r;,m; = sin(@ —y) (3.200)
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Figura 3.6 - sistemas de coordenadas do ponto p no subdominio do contorno
Fonte: Autor

As relagoes entre as derivadas de w(p) nos sistemas de coordenadas (n,s) e (m, t) sdo:

wi(P) e = wn(p) my + we(p) ty (3.201)

Wi (D) s = win(p) ms+wi(p) ts (3.202)

O sistema de coordenadas (m,t) pode ser escrito em funcdo do sistema de coordenadas

(n,s), conforme Figura 3.7.
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Figura 3.7 - Ponto q no contorno da placa e os respectivos vetores n € s.
Fonte: Autor

m= my, +nsen(@+ ) +scos(@+p)
t= t,+n cos(@+B) —ssen(6 +p)
Fazendo 6 + 8 =§—¢+V
m= m,+nsen(@—y)+scos(@-y)
t=t,—n cos(@—y)+ssen(d—y)
Derivando as equacgdes (3.205) e (3.206) em relagdo a n e s, tem-se:

my, = sen(® —y)

(3.203)

(3.204)

(3.205)

(3.206)

(3.207)
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ty,= —cos(@—y) (3.208)

mg= cos(@—vy) (3.209)

ts = sen(® —y) (3.210)
Substituindo (3.207), (3.208), (3.209) e (3.210) nas equagdes (3.201) e (3.202), tem-se:

Wi (p) n = sen(@ —y) wm(p) — cos(@ —y) w(p) (3.211)

Wi (p) sk = cos(@ —y) wm(p) + sen(® —y) w,(p) (3.212)

Dessa forma, sabendo que r,; m; = sen(® — y) e substituindo as equagdes (3.211) e

(3.212) na equagao (3.199), fica:

. 1 _l 2n—L¢ _ 2 _l _
Fl;rglofrgFm(€)d1}—glgg[ —J, “sen(® —vy)?wn(p) —;sen 2(9

(3.213)
y) wo(p) do]
Integrando e calculando o limite da equagao (3.213), obtém-se:
lim [ Em(§)dly = ——{[(47 — 28,) + sen(2y + B.) —
Tg=077% 4” (3.214)

sen(2Y)]wm(P) + [cos(2y + B.) — cos(2y)Iw(p)}

De semelhante modo, a parcela da equagao (3.184) referente a reacdo de canto da placa

superior Rz}:ﬁ 1 para efeito de calculo denominada de R (§), conduz a:
lim R($) = gi_f]g{RZ,I;ﬁ(p. D W (@) —w®)] + R (0.9) [we (@ —w®]} (3215
Fazendo o mesmo processo realizado por (Paiva, 1987) chega-se a conclusao que:
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Q)¢ fsen(20) - sen(2o + 81w ()
o ¢ P TP Wmlp (3.216)

+[cos(2¢) — cos(2¢ + B) 1w, (p)}

. sup —
é‘_’,’(} RSP (&)

De forma analoga para as reagdes de canto da placa inferior, fica:

Q22 [senc2g) - sen2p + Blom(®)
- c)1Vm (3.217)

+[cos(2¢) — cos(2p + B)]v(p)

: inf —
élg(} R™ (&)

E as demais parcelas dependentes de £ em (3.184) conduzem a valores nulos. Assim,
apos as substituicdes de (3.215) em (3.184), obtém-se a equagdo da derivada direcional no

contorno.

Kow (D) m + Kzsw(®) ¢ + [ (Vi (0, @) [w(@) = w(p)] -

Mm@, @) [Wie(@) e = wie(p) mie]} ar + [, {Quim (0. @) [v(q) — v(p)] -

Tim (@ @) [0(9) e = v (@) ]} A + £ RED T [we (@) — wp)] +

yreento rit v (@) — vl = [, [Val@wis (0,q) —

My (@) Wian (0, @) nie] dT + [ [Qn(@) vin(p, @) — (3.218)

To (@) viin (@, @) ] dl" + Jim [V ()wii (p, q) -
My (@) wiin(, @) ni] dI' + Jim, Jr ln(@ v ) =

Ty (@) Vien(® @) i dI + X" R wls (p,q) +

*

yreanto pinf- ple (o, q)

Onde:

(3.219)
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O,sepgQ U T’

B V1

K, = JPc V1
? o | am [sen(2¢p) + sen(2o + B, sep €T
1,sep €
O,sepgQuUT

vV

K; = ﬁ [sen(2¢) + sen(2¢ + B.)],sep €T (3.220)
1,sep€Q

Realizando o mesmo procedimento para a placa inferior, fica:

Ko () m + Ksv(@) g + [ (Viim(®, @) [W(q) —w(p)] -

Mym(®, @) [ (@) e = wie @) mie [} dI + [ {Qrin (2, @) (@) — v(p)] -

Tam (@, @) [V(@) T — v, () mie]} dI' + X" RER T [we(q) — w(p)] +
et R e (@) — vl = [, [(@wi (0, 9) -

My (@) Wi (@, @) 1| dl + [ [@n(@) vin (0. @) — (3.221)

To (@) viem(p,q@) ni] dr +hmf [V (@QOwim (0, 9) —
My (@) wig(p, @) ny] dI' + hmf [Qn(q)v “(0,q) —

Ty (@) Vien(® @) i dI + X" R wks (p,q) +

yreento pit vl (p,q)
Onde:
O,sepgQ U T
K, = zﬁ—c + 4— [sen(2¢) + sen(2p + B.)],sep €T (3.222)
1,sep €Q
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O,sepgQ U T’
v
K: = ﬁ [sen(2¢) + sen(2¢p + B.)],sep €T (3.223)
1,sep €Q

Apesar das equacdes governantes do regime dindmico e estatico de placas duplas serem
diferentes pode-se concluir que na singularidade o regime dinamico das placas duplas tende ao
regime estatico. Consequentemente, nota-se que as equagoes apresentadas em (3.180), (3.181),
(3.218)(3.98) e (3.221) sdo analogas as equacdes integrais de contorno para os deslocamentos
e rotagdes do problema estatico apresentadas por (Pereira, 2020).

Como o problema apresentado estd sendo em vibragao livre, nao ha necessidade do
tratamento dos termos de cargas e passagem da integral de dominio do carregamento para

integral de contorno.
3.3.4 Discretizagao das placas duplas em elementos de contorno

Convém observar que as equagdes integrais anteriormente discutidas estdo definidas no
meio continuo (condi¢gdes de contorno, carregamento, comportamento estrutural, etc), cujas
solucdes exatas em muitos casos sdo de dificil obten¢ao devido as limitagdes matematicas.
Diante disso, uma alternativa possivel € procurar estabelecer uma solugdo aproximada
adotando-se um problema discreto.

J& que o contorno definido no meio continuo exige o monitoramento de infinitos pontos,
um dos primeiros passos para obtencdo da solugdo discreta ¢ a defini¢do de um numero finito
de pontos no contorno. Esse procedimento envolve a subdivisdo do contorno da placa em
segmentos, conforme ilustrado na Figura 3.8, denominados elementos de contorno, sobre os

quais os deslocamentos e os esfor¢os sdo aproximados por fung¢des de interpolagdo previamente

definidas.
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CONTORNO DISCRETIZADO

—PONTOS NODAL

Figura 3.8 — a) Contorno continuo b) Contorno discretizado
Fonte: Autor

O sistema de equagdes lineares ¢ formado pelas equagdes algébricas resultantes da
transformagao das equagdes integrais, nas quais as incognitas correspondem aos deslocamentos
e aos esforgos avaliados em pontos nodais previamente definidos ao longo do contorno.
Somente apds a imposi¢ao das condi¢des de contorno e a resolucao do sistema de equagdes

associado ao contorno ¢ que os valores das grandezas no dominio podem ser determinados.
3.3.5 Equagdes integrais discretizadas

Para a solucao pelo Método dos Elementos de Contorno (MEC), € necessario que as
equagoes integrais apresentadas nas Equagdes (3.180) e (3.181) sejam formuladas com o ponto
fonte posicionado, respectivamente, sobre o contorno ou fora do dominio, correspondendo as
formas singular e regular da solu¢do do MEC. A partir da defini¢do da geometria do problema,
procede-se a discretizagdo do contorno em elementos de contorno, bem como a defini¢do dos
nos funcionais e a interpolacao dos campos de interesse.

A interpolagdo ¢ realizada por meio de polindmios, a partir dos quais se estabelece o
numero de pontos nodais de cada elemento, com o objetivo de aproximar os deslocamentos e
os esfor¢os ao longo do contorno. Dessa forma, os campos de deslocamentos e esfor¢os podem

ser expressos em fun¢do da matriz das fungdes aproximadoras [®;] da seguinte maneira:
w = [(Di]{Wi}Fj (3.224)
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r, (3.225)

M, = [od{M, }, (3.226)
V, = [CDL-]{Vni}Fj (3.227)
= [@:]{vir, (3.228)
= ch.]{v,ni }r]. (3.229)
T, = [®]{r ni}rj (3.230)
Q, =[@] {in}r (3.231)

Substituindo as equacdes (3.224) a (3.231) nas equacgdes integrais, obtém-se:

Kw(®) + 3 [ I[%]{Wi}ernl* = [od{wn,}, Ma™ + [0 (0idr, Q0™ =

(pl {vyn T 1*] dF + chantos Rsupl* chantos Rlnfl*vc —

(3.232)
nelemf l ®; {an} wl — [o; {Mnl} W'nl* [o; {in} —

¢l {Tnl} vrnl* ] dr + chantos RSHP (P, ) + chantos Rlnf 1*(p’ CI)

Em que nelem representa o nimero total de elementos de contorno e ncantos

corresponde ao numero de cantos da placa.
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Dessa forma, a equagao integral discretizada da rotagdo da placa superior, considerando

a colocacao do ponto fonte no exterior ou no contorno suave, pode ser expressa por:

Kowm(P) + 275 [ [[(pi]{wi}r,%l,%(p. ) = [ol{win; }, Mam®. @) +
(90331, Qb @, 0) = [01] (v}, Thin (. ) T + TG0 RER W, +

sncantos pinfr, - _ ynelem [ l 0dll), whi (.0) - (3.233)
(9 {Mo}, wEin @) + [p{Qn}, vH P 0) = [011{Tr ), V(P )] T +

Z"“mtosRsuchm(p, q) + chantos Rlnfvg:n(p’ q) +

De semelhante modo, a equagdo integral discretizada dos deslocamentos da placa

inferior pode ser reescrita:

K,v(p) + Znelemf r; l[QDi]{Wi}ernz* - [QDi]{W:ni }F]_an* + [<Pi]{vi}ern2* -

(pl {vrn T 2*] dF + chantos RSUPZ*WC + Z?gcintos Réan*vC —

(3.234)
Z;’lillem fl"j [[(pi]{Vni}erZ* - [‘pi]{Mni}er'nz*-i_ [(pi]{Qni}rjvz* -

(9T} o | AT + Z2E0 REPwE (p,q) + B2 RV 02 (1, )

J& a equacdo integral de rotacdo discretizada da placa inferior € escrita como:
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KyVm(p) + X7EE™ [ ' I[<pi]{wi}rj%2,i;(p, Q) — [@l{w.n, }F]_M%,*m(p, q) +

(9 r, Qim0 = [0 (v}, T, @) T + B2 RIS, +

chantos Rmfz* nelemf I ?; {Vn} W “(p,q) — (3.235)
i )

[(pi]{Mni}FjW,gl?n(p' Q) + [(pi]{Qni}r.jv,gri< (p' Q) - [(pl]{Tnl}rjv,%;n(pl q)] dar+

yneantos RSUPy,2v (1 q) + Yneantos pIM 24 (p, )

3.3.6 Tipos de elementos de contorno

Na Figura 3.9 ¢ possivel observar o elemento continuo a) e o elemento discretizado em

(‘ 2

elementos com seus respectivos contornos I';. Nesse trabalho optou-se para o contorno
curvo duas alternativas de discretizacdo: elementos retos e elementos circulares. Sendo a
segunda alternativa mais eficaz se o contorno do problema for circular, j& que a geometria ¢

aproximada de forma exata.

L
ELEMENTO RETO—._/
X

_—ELEMENTO CIRCULAR

CONTORNO REAL-/

Figura 3.9 - Elementos de contorno
Fonte: Autor

Sao associados para cada elemento um ou mais pontos denominados “nds” ou “pontos
nodais”, sendo os valores associados a eles conhecidos como “valores nodais”. Os
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deslocamentos e esfor¢os ao longo de cada elemento discretizado sdo aproximados mediante
funcdes interpoladoras que, na maioria das vezes, divididas em constante, funcdo linear e
funcdo quadratica, o que implica elementos com um, dois ou trés pontos nodais,
respectivamente.

Para o esse trabalho, serdo utilizados elementos isoparamétricos lineares, sendo assim
sera utilizada a fungdo linear continua (2.99) e (2.100), logo, os deslocamentos e esforcos

aproximados sao dados por:

Wi
w=[P1 @] {Wj}r (3.236)
Wi,
w, = [P1 ¥;] {W'n,.} (3.237)
Ty
M,
M, =[?1 @] {M } (3.238)
Tl] Fk
Vo,
V,=[?1 @] {V } (3.239)
Tl] rk
Vi
v=[01 @] {Uj}r (3.240)
Vi,
v, =[P1 @] {’V»n,} (3.241)
r'y
T,,
T,=[¢1 ¢] {T } (3.242)
nj re
Qy,
Q, =[?P1 ¢] 0 (3.243)
nj I
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Sendo i e j os nds associados a cada elemento de contorno I'},.

Convém notar que algumas geometrias contém variagao na dire¢do dos elementos,
implicando em uma variagdo repentina das propriedades geométricas entre dois elementos
consecutivos e como consequéncia, uma descontinuidade das varidveis, como ocorre nos
cantos. Uma solucdo para minguar isso estd na consideracdo de dois ndés com a mesma
coordenada, ditos “nds duplos”, com o objetivo de impor a formulacdo de duas equagdes
independentes para o ponto nodal, como condic¢ao para representar a descontinuidade.

Para efetuar corretamente as integragcdes das solugdes fundamentais ponderadas pelas
funcdes aproximadoras, ¢ indispensavel considerar certas propriedades geométricas do
elemento linear. Visando simplificar as expressdes das relagdes matematicas e a representagao
grafica, o sistema de coordenadas (x,y) passa a ser denotado por (x;’x,). Na sequéncia,

apresentam-se as principais relagoes relevantes para a analise.
a) Coordenadas do ponto campo

Xg = P1X; + Q2X;
{ a = P 6 (3.244)

Yq = P1Yi + 92

b) Comprimento do raio vetor (distancia entre o ponto campo g € o ponto fonte p)

r= \/(xq - xp)z + (vq — yp)z (3.243)

¢) Cossenos diretores do raio vetor
r (3.246)

d) Cossenos diretores do elemento
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Xj Xi
S1 = T

Y =i (3.247)
Sy = T

e) Cossenos diretores da normal ao elemento

n1=3’j—}’i

r (3.248)

f) Comprimento do elemento

L= Gy —x)" + 0y -0’ (249

A Figura 3.9 apresenta a representagdo de um elemento circular de raio R, definido por
dois nos funcionais localizados nas coordenadas (x;’y;)e (x]-'y]-). Esses nos delimitam o
elemento e caracterizam sua posicao e orientacdo no dominio geométrico analisado. A partir
dessa representacdo, sdo introduzidas e discutidas, na sequéncia, algumas propriedades

geométricas relevantes.
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Figura 3.9 - Elemento circular
Fonte: Autor.

a) Diferencial da proje¢ao do ponto "c" as coordenadas do eixo xy:

4 (3.250)

Sendo L a distincia entre os nds funcionais do elemento, 7j ¢ a normal do segmento

secante ij e (x.,y,) as coordenadas do centro do raio de curvatura do arco.

b) O angulo total do arco:

L
= — 3.251
a = 2arcsen (ZR) ( )

¢) Coordenadas do centro do raio de curvatura do arco:
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Xc = x; +Ax
3.252
{yc =y +A4y .
d) Coordenadas do ponto campo g
{xq = cos(éa) (x; — x.) —sen(Ea)(y; — x.) + x, (3.253)
Vg = cos(€a) (y; — xc) — sen(a)(x; — xc) + ¥, .

Sendo ¢ a coordenada adimensional ao longo da curva com origem no no inicial.

e) Cossenos diretores da normal ao elemento circular:

0. = Xq — X¢
e
R
Yo = Ve (3.254)
Ty =—"p®
Além disso, s, = —1y € S) = 1y.

3.3.7 Equacgdes algébricas

O sistema algébrico associado a estrutura somente podera ser completamente definido
apos a insercao dos pontos-fonte correspondentes a todos os nds de contorno e de canto nas
equacdes integrais discretizadas (3.232), (3.233), (3.234) e (3.235), bem como ap6s o calculo
das integrais necessarias. Uma vez realizados esses procedimentos, o sistema pode ser expresso

na forma matricial como:

Hrr Hrc] ury _ [Grr Grc] pr {fp}
[Hcr Hee {uc}_ Ger Gee {pc}+ fc (3.255)

Para este trabalho, tratando-se de vibragdo livre onde ndo ha carga externa aplicada a

equacado (3.255) pode ser reduzida a:

[Hrr Hrc] {ur} _ [Grr Grc] {Pr}

Her HeclWue) = [Gor Geel W (3.256)
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Em que H representa a matriz de influéncia dos deslocamentos e G a matriz de influéncia
dos esforcos. Vale salientar que as submatrizes dos deslocamentos Hyr, Hr¢, Her, Hee © dos
esfor¢cos Grr, Grc, Ger, Goe s30 geradas de acordo com a localizagdo do ponto fonte (p) e do
ponto campo (q), podendo ser contorno-contorno I'I", contorno-canto I'C, canto-contorno CI’
ou canto-canto CC, como ilustrado na Figura 3.10.

b —Ls .
q

Ca
.

¢ [ C;
a) b)
. . I5 . ¢
hd T q ‘T’_é;- 4
[4
+
cr s
+
Q  C3
¢p T FZ $ il
C{ F]_ Cy 1 Fl Ca

Figura 3.10 - Representacdo das particdes das matrizes de influéncia
Fonte: Autor

A equacgdo (3.256) pode ser escrita de forma compacta como:

[H]{U} = [G]{P} (3.257)

Abaixo seguem as matrizes dos deslocamentos e esforcos.
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[ w(q) —w,, (q) v(q)
U(g)=|d d
_%W(Q) _%W;n (q) %U(Q)
RA® —M,(q) Q.()
P(g)=|d d d
o Vo (q) %Mn(q) %Qn(q)
[ W;;l(p) q) _W;ll (p) Q)
_ *1 - *1
00y = 75 Wn . q) L (. q)
w2 (p, q) —w,.2 (p,q)
d
_ *2 o *2
w0 @) - w (p.q)
Vol (pq9) ~M;'(p,q)
d
_ y*1 - *1
P () = ngn ».q) ann »,9)
' V2 (p, @) —M2(p,q)
d
_y*2 o *2
_an/TL (p; q) dn Mn (p; Q)

—Umn (q)
d
- % Un (q)

_Tn(Q)

d
I T.(q)

vt (p,q)
%vﬁl(p' CI)
vn2(p,q)

d
I . q)
Q. (0 q)

—__Nn*1
dn n (p’ q)
Q2 q)

d
2 o2
dn QTl (p’ q)

(3.258)

(3.259)

_viill (pr q) |
dTl U';('ll (p’ q)

) (3.260
_v'nz (P, q) )

dn v'j;lz (p' Q)_
-T, (p,q) 7
T (p,
-T2, Q)
Tn?(p, @)

(3.261)

dn

3.3.8 Aplicacao das condi¢des de contorno e resolucao do sistema

Para encontrar as incdgnitas, torna-se necessario resolver o sistema matricial (3.257),

para isso deve-se aplicar as condi¢des de contorno, conforme Quadro 3.1.

Quadro 3.1 — Condi¢des de contorno

Tipo de vinculagao Placa Prescrigdes Incégnitas
Placa superior w=w,,=0 Vo, My,
Engastada (C) —
Placa inferior v=0v,,,=0 Qn, Ty
Simplesmente apoiada | Placa superior w=M,=0 Wi, W
(S) Placa inferior v=T,=0 Vin, Qn
Placa superior V, =M, =0 w,W,,
Livre (F) —
Placa inferior Q,.=T,=0 V,Vn
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Ap6s a aplicagdo das condi¢des de contorno citadas no Quadro 3.1, torna-se necessario
realizar a separagdo de varidveis.

Em teoria as frequéncias naturais sdo aquelas que anulam o determinante da matriz [A]
presente na equagdo (2.115), por ser a solugdo nao-trivial. Porém, como as frequéncias nao
conseguem ser retiradas das funcdes de Bessel e de Kelvin presentes na matriz, deve-se utilizar
um método interativo para determinar as frequéncias naturais. Neste trabalho foram retiradas
as frequéncias naturais (w,) fazendo uma varredura de frequéncia, sendo elas retiradas apos
uma mudanga no sinal da tangente da fungdo gerada pelo determinante da matriz [A], conforme

a Figura 3.11, salientando-se que a incrementagao das frequéncias ¢ dada por Aw.

Det

n+1

Detn

Figura 3.11 - Grafico norma do determinante da matriz [A] pela frequéncia
Fonte: Autor
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4. VALIDACAO NUMERICA

Neste capitulo sdo apresentados um conjunto de exemplos visando mostrar o
desempenho da técnica do MEC desenvolvida frente a outras respostas analiticas e/ou
numéricas. Os parametros gerais da analise sao mostrados na se¢do 4.1, os exemplos para placas
simples isoladas nas se¢des 4.2 e 4.3, os exemplos de placas simples apoiadas em base eldstica
de Winkler sdo apresentados nas segdes 4.4 e 4.5 e os exemplos de placas duplas

interconectadas por camada elastica de Winkler sdo apresentados nas segdes 4.6 ¢ 4.7.

4.1 Parametros da analise

Visando estruturar o c6digo para obten¢do dos futuros resultados, foi gerado o codigo
para a resolucao de placas simples e placas duplas em regime dindmico permanente.

Foram calculadas as frequéncias naturais parametrizadas (@) para placas simples
isoladas e sobre base elastica de Winkler nas geometrias circular e retangular e também foram
calculadas as frequéncias naturais parametrizadas para as placas duplas circulares e
retangulares. Tendo como variacao da frequéncia para todos os casos Aw = 0.001.

A expressao da frequéncia parametrizada foi a mesma utilizada por Leissa (1969) que ¢

h
apresentada como w = a* % w.

Sendo a o raio para as placas circulares e a largura para as placas retangulares.

Visando melhorar a apresentacao dos resultados foi estabelecido para os exemplos deste
trabalho a massa especifica uma relagdo entra a rigidez e a espessura p = D /h, dessa forma a
frequéncia natural parametrizada tem o mesmo valor da frequéncia natural normal. Ademais,
para calcular a frequéncia parametrizada foi utilizado um coeficiente de mola parametrizado
(K) em func¢io do coeficiente de Winkler (K,,) dado por K = a*K,,/D.

Para as condi¢des de contorno foi tomada a representacdo (SSSS) para placas
retangulares simplesmente apoiadas nas quatro bordas, (CCCC) para placas retangulares
engastadas nas quatro bordas e (CSCS) para placas retangulares engastadas em duas bordas
opostas e simplesmente apoiadas nas outras duas. Relativo as placas circulares foi tomado (S)
para as placas com a borda simplesmente apoiada e (C) para as placas com a borda engastada,

j& que o contorno dos exemplos analisados ¢ assumido com a mesma condi¢ao de contorno.
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Para validacdo dos resultados as placas, tanto simples quanto duplas, foram
discretizadas em 8 elementos (MEC 8) e 16 elementos (MEC 16) para placas circulares ¢ 16

elementos (MEC 16) e 32 elementos (MEC 32) para placas retangulares, vide Figura 4.1.

32 ELEMENTOS

Figura 4.1 - Discretizagao dos elementos utilizados

4.2 Placa simples retangular isolada

Considere uma placa retangular isolada simplesmente apoiada nas suas quatro bordas,
conforme Figura 4.2. As dimensdes da placa sdo dadas por: 1,00 metro de largura (a), 1,00
metro de comprimento (b) e 0,05 metros de espessura (h). No que tange o material da placa, o

modulo de elasticidade ¢ dado por E = 1000 N/m? e o coeficiente de Poisson v = 0,3.
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Figura 4.2 - Representagdo da placa retangular simples isolada (SSSS)
Fonte: Autor

Foram calculadas as frequéncias naturais parametrizadas para esse caso, utilizando
discretizagdo de 16 e 32 elementos retos de contorno. Os resultados, numérico via MEC e
analitico através da solugdo apresentada por Leissa (1969), cuja equagdo estd apresentada em

(A.5) no Apéndice A, encontram-se na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 - Frequéncias parametrizadas o para placa retangular simples isolada (SSSS)

MEC 16 MEC 32 Leissa (1969)
Low  oxen 197
Lo oasws 008
R
26 oores 0%
133,088 128,984

3,72’8% 0,52,9% 128,305
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Observa-se da Tabela 4.1 que com 32 elementos o MEC j& alcanga valores
significativamente proximos da solugdo analitica, tendo uma média de 0,330% de erro relativo
e os erros sendo inferiores a 0,6% para as cinco primeiras frequéncias naturais parametrizadas
apresentadas.

Utilizando os mesmos dados da placa simplesmente apoiada, foram calculadas as
frequéncias naturais parametrizadas para a placa engastada em todas as bordas, conforme

Figura 4.3. Os resultados seguem na

Tabela 4.2.
Xz
b
a
h Xz
¥ C
X C C
C

Xi

Figura 4.3 - Representa¢do da placa retangular simples isolada (CCCC)
Fonte: Autor

Tabela 4.2-Frequéncias parametrizadas @ para placa simples isolada (CCCC)

"~ MEC16  MEC32  Leissa (1969)
SE T am T
B
e MR
DL LS
132,175 132,175
0,05’7% 0,05’7% 132,250
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Para a placa engastada em todas as bordas, tanto 16 quanto 32 elementos apresentaram
valores demasiadamente proximos da solugdo analitica apresentada por Leissa (1969), tendo
uma média de 0,051% de erro relativo e os erros sendo inferiores a 0,1% para as cinco primeiras
frequéncias naturais parametrizadas apresentadas.

Considere, agora, uma placa retangular simples e isolada, engastada em duas diregoes

opostas e simplesmente apoiada nas outras duas (CSCS), vide Figura 4.4

A

Figura 4.4 - Representagdo da placa retangular simples isolada (CSCS)
Fonte: Autor
Sendo a sua espessura de 0,05 metros e as mesmas propriedades de material dos casos
supracitados, os valores da primeira frequéncia natural parametrizada para diferentes valores
de razdo de aspecto 1 < b/a < 3 encontram-se na Tabela 4.3, contendo uma compara¢do com

os resultados apresentados por Leissa (1969).

Tabela 4.3 - Relacdo entre a razdo de aspecto e as Frequéncias naturais parametrizadas @
b/a  MEC 32 Leissa (1969)  Erro relativo

1,0 28,934 28,946 0,041 %
1,5 17,353 17,369 0,092 %
2,0 13,663 13,688 0,183 %
2,5 12,112 12,129 0,140 %
3,0 11,335 11,359 0,211 %

Dos resultados nota-se a reducdo no valor da frequéncia natural parametrizada com o

aumento da razdo de aspecto, ¢ notério esse comportamento tendo em vista o aumento do
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contorno simplesmente apoiado em relacdo ao contorno engastado, observando que as
frequéncias para a placa simplesmente apoiada Tabela 4.1 s3o menores que as frequéncias para

placa engastada.
4.3 Placa simples circular isolada

Considere uma placa circular isolada simplesmente apoiada em todo o seu contorno,
conforme Figura 4.5. A placa tem raio de 1 metro e 0,05 metros de espessura (h). No que tange

o material da placa, o modulo de elasticidade ¢ dado por E = 1000 N/m? e o coeficiente de

Poissonv = 0,3.

hi X2

X2

Figura 4.5 - Representagdo da placa circular simples isolada (S)
Fonte: Autor

Foram calculadas as frequéncias naturais parametrizadas para a placa circular simples
utilizando discretizacdo de 8 e 16 elementos circulares de contorno. Os resultados comparando
os valores das frequéncias naturais parametrizadas via MEC com as frequéncias com os

resultados apresentados por Leissa (1969), estdo presentes na Tabela 4.4.

Tabela 4.4 — Frequéncias naturais parametrizadas @ para placa circular simples (S)

MEC 8 MEC 16 Analitica
4,937 4,937

0,000% 0,000% 4,937
13,920 13,898 13,898
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0,158% 0,000%

25,442 25,624

j ’ 25,614
0,672% 0,039% 3,6
29,724 29,724
0,000% 0,000% 29,724
48,344 48,483

’ ’ 48,483
0,287% 0,000% ’

Nota-se a partir das informagdes apresentadas na Tabela 4.4 que com 8 elementos os
resultados ja sdo bastante satisfatorios, gerando erros relativos inferiores a 0,7% com média de
0,223%. Ja os resultados para a discretizagdo do contorno em 16 elementos foram iguais aos da
solugdo analitica até trés casas decimais apds a virgula para a maioria das frequéncias naturais,
sendo apenas uma ndo exata com erro relativo de 0,039%, gerando uma média aritmética do
erro relativo de cerca de 0,008%.

Considerando agora que a placa esteja engastada em todo o seu contorno, conforme

ilustrado na Figura 4.6.

h} Xz
Xi

X3

Figura 4.6 - Representagao da placa circular simples isolada (C)
Fonte: Autor

As frequéncias parametrizadas para a placa circular simples engastada encontram-se na

Tabela 4.5 sendo apresentada a comparagao com os resultados fornecidos por Leissa (1969).

Tabela 4.5 - Frequéncias naturais parametrizadas @ para placa circular simples (C)

122



MEC 8 MEC 16 Analitica

oo oo 10214
o oowws 2
e
ooors oonons 5766
60,637 60,824

0,307% 0,000% 60,824

Observa-se da tabela superior que as frequéncias calculadas numericamente via MEC
pra 8 elementos alcancaram valores proximos dos valores calculados analiticamente. Ja na
discretizagdo de 16 elementos, o valor ficou exatamente o mesmo do analitico para a
consideracdo de trés casas decimais apds a virgula. Convém notar que as frequéncias naturais
parametrizadas aumentaram se comparadas ao caso em que a placa estd simplesmente apoiada

em todo o contorno, isso pode ser observado na Tabela 4.6.

Tabela 4.6 - Comparacao entre as Frequéncias naturais parametrizadas @ nas placas (S) com

as Elacas !C!

8 Elementos 16 Elementos
(S) © (S) ©
4,937 10,214 4,937 10,214
13,920 21,234 13,898 21,261
25,442 34,316 25,624 34,881
29,724 39,766 29,724 39,766
48,344 60,637 48,483 60,824

4.4 Placa simples retangular sobre base elastica de Winkler

Considere uma placa retangular apoiada sobre base elastica de Winkler simplesmente

apoiada nas suas quatro bordas, conforme Figura 4.7. As dimensdes da placa sdo dadas por:
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1,00 metro de largura (a), 1,00 metro de comprimento (b) e 0,05 metros de espessura (h).
Relativo ao material da placa, o modulo de elasticidade ¢ dado por E = 1000 N/m? ¢ o

coeficiente de Poisson v = 0,3. O coeficiente de Winkler adimensional da base elastica é de

100.

X3

Eﬁ\
AAAL

VY

X1

Figura 4.7 - Representagdo da placa retangular simples sobre base elastica de Winkler (SSSS)
Fonte: Autor

Foram calculadas as frequéncias naturais parametrizadas para esse caso, utilizando
discretizagdo de 16 e 32 elementos retos de contorno. Concomitantemente, foram gerados os
valores analiticos para referéncia através do Método de Navier, vide equagdo (A.4) do Apéndice
A. Os resultados comparando os valores das frequéncias via MEC com as frequéncias via

solucdo analitica de Navier estdo presentes na Tabela 4.7.
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Tabela 4.7 — Frequéncias naturais parametrizadas @ para placa retangular simples sobre base

elastica de Winkler 1SSSS!

MEC 16 MEC 32 Analitica
o oz 2B
15,2',71;;, é’gf;; 50,351
38,%5,233902 5,2’5?67"5%) 79,588
(iiggé, 3’%725702 99,201
133,463 129,371
3,706% 0,526% 128,694

Para esse exemplo nota-se que, na discretizagdo de 16 elementos, houveram erros
maiores que os casos das placas isoladas chegando até erros de mais de 3%. Uma das
justificativas para isso pode ser o aumento da frequéncia com a adi¢do da base elastica de
Winkler que acaba aumentando a rigidez do sistema. Nao obstante, para o contorno discretizado
em 32 elementos, nota-se resultados satisfatorios ja que o erro relativo esta inferior a 1%.

Visando observar a relagdo entre a frequéncia natural e a base elastica, foram calculadas
as frequéncias naturais parametrizadas para variagdo dos coefientes de Winkler em K =0
(Placaisolada), K = 100, K = 450 e K = 1000, para a placa retangular simplesmente apoiada

nas quatro bordas. Os resultados estdo presentes na Tabela 4.8.

Tabela 4.8 — Frequéncia natural parametrizada @ para diferentes valores de K em placas

simEIes

K 0 100 450 1000
0] 20,062 22,416 29,198 37,450

Nota-se que a variacao da frequéncia parametrizada ¢ pouca para a ordem de grandeza
da variacao do coeficiente de Winkler. Porém, ¢ perceptivel que hd o aumento da frequéncia
natural como consequéncia do aumento da rigidez do sistema. O grafico apresentado na Figura

4.8 destaca o comportamento de aumento da frequéncia natural.
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Figura 4.8 — Gréfico utilizando aproximagao linear do comportamento da frequéncia natural
parametrizada @ da placa simples com o aumento dos valores de K
Fonte: Autor

4.5 Placa simples circular sobre base elastica de Winkler

Considere uma placa circular apoiada sobre base eldstica de Winkler simplesmente
apoiada em todo o seu contorno, conforme Figura 4.9. A placa tem raio de 1 metro e 0,05 metros
de espessura (h). Relativo ao material da placa, o mddulo de elasticidade ¢ dado por E = 1000
N/m? e o coeficiente de Poisson v = 0,3. O coeficiente de Winkler da base elastica K é de 100.

As frequéncias naturais parametrizadas obtidas por meio do MEC com discretizagao de
8 e 16 elementos em arco, sdo comparadas com aquelas apresentadas no trabalho de Dutta et al
(2023), no qual foi utilizada uma discretizagao significativamente mais refinada, com 1350
elementos em arco. A comparacao ¢ realizada tomando como referéncia a solugdo analitica,
com o objetivo de avaliar a convergéncia dos resultados obtidos pelo MEC. Os valores

comparativos estdo apresentados na Tabela 4.9.
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Xz

X1

Figura 4.9 - Representagao da placa circular simples sobre base eldstica de Winkler (S)
Fonte: Autor

Tabela 4.9 - Frequéncias naturais parametrizadas @ para placa circular simples sobre base
elastica de Winkler (S)

MEF 1350 .
(15 x 90) MEC 8 MEC 16 Analitica
9,928 9,925
i 0,040% 0,081% 9,932
11,106 11,152 11,151 11156
0,448% 0,036% 0,045%
17,054 17,148 17,123
0,415% 0,134% 0,012% 17,125
31,014 31,358 31,357
1,100% 0,003% 0,006% 31,359
49325 49347 49,501
’ ’ ’ 49,505
0,364% 0,319% 0,008% %

A andlise dos resultados apresentados na Tabela 4.9 indica que o MEC apresentou 6tima
convergéncia com a solugdo analitica. Mesmo utilizando uma discretiza¢do simples, com 8
elementos, os valores das frequéncias naturais ja se mostraram bastante proximos da solugao
analitica, apresentando erros relativos inferiores a 0,5%, com erro relativo médio de 0,107%.
Relativo a discretizacdo em 16 elementos, observa-se uma melhora ainda mais significativa na
precisdo dos resultados. Neste caso, as frequéncias naturais obtidas pelo MEC praticamente
coincidem com os valores analiticos, apresentando diferencas apenas a partir da segunda casa
decimal. O erro relativo médio reduz-se para cerca de 0,030%, evidenciando a rapida

convergéncia do método. Além disso, ao comparar os resultados obtidos neste trabalho com
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aqueles apresentados por Dutta et al (2023), observa-se que o MEC alcanga precisdo superior,
mesmo utilizando um nimero significativamente menor de elementos. Enquanto no estudo de
Dutta et al (2023) foi empregada uma malha com 1350 elementos no MEF, no MEC com 8 ¢
16 elementos ja apresentaram valores mais proximos da solugdo analitica. Convém notar que
além da discretizagao pelo MEC ser significativamente menor que a utilizando MEF, os graus
de liberdade também sdao menores, sendo 4 graus de liberdade por elemento no MEC, enquanto
no MEF s3o 12 graus de liberdade. Sendo esses parametros uma evidéncia da reducao de
memoria computacional utilizando o MEC, se comparado ao uso do MEF.

De semelhante modo, foi realizado o estudo de convergéncia para a placa circular
engastada. A comparagdo entre 0 MEC com 8 e 16 elementos em arco com os resultados obtidos

por Dutta et al (2023) utilizando 1350 elementos em arco, encontra-se na Tabela 4.10.

X2

Figura 4.10 - Representacdo da placa circular simples sobre base elastica de Winkler (C)
Fonte: Autor
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Tabela 4.10 - Frequéncias naturais parametrizadas @ para placa circular simples sobre base

elastica de Winkler (C)
MEF 1350 .
(15 x 90) MEC 8 MEC 16 Analitica
14,234 14,295 14,296
’ ’ ’ 14,2
0,385% 0,042% 0,049% ,289
23,433 23,465 23,496
’ ’ ’ 23,491
0,247% 0,111% 0,021% 349
36,231 35,932 36,284
’ ’ ’ 36,280
0,135% 0,959% 0,011% ’
40,522 41,008 41,009 41011
1,192% 0,007% 0,005% ’
61,386 61,228 61,645
’ ; ’ 61,644
0,419% 0,675% 0,002% ’

Nota-se a partir das informagdes apresentadas na Tabela 4.10 que até com a
discretizagdo em 8 elementos o MEC ja apresenta resultados bastante satisfatorios, gerando
erros relativos inferiores a 1% com média de 0,359%. Ja os resultados para o MEC com a
discretizagdo do contorno em 16 elementos foram iguais aos da solucdo analitica até duas casas
decimais apds a virgula para a maioria das frequéncias naturais, gerando uma média aritmética
do erro relativo de cerca de 0,018%. Ademais, os resultados obtidos por MEC tiveram
convergéncia melhor e mais rdpida que os resultados obtidos via MEF no trabalho de Dutta et

al (2023) que com uma discretiza¢do no dominio de 1350 elementos obtiveram um erro relativo

médio de 0,476%.

4.6 Sistema de placas duplas retangulares

Considere o sistema formado por duas placas retangulares interconectadas por camada
elastica de Winkler. A placa superior tem como espessura h; = 0,05 m e a placa inferior h, =
0,05 m, ambas as placas possuem largura (a) e comprimento (b) de 1,00 metro, conforme
Figura 4.11.

Ambas as placas tem modulo de elasticidade de 1000 N/m?, coeficiente de Poisson de
0,3 e massa especifica parametrizada como p; = D;/h, para a placa superior e p, = D, /h,

para a placa inferior, para a camada interconectante foi utilizado K = 1000.
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Para os resultados foram consideradas discretizagdes em 16 ¢ 32 elementos retos.
Ademais, no Apéndice A consta uma solucdo analitica que foi desenvolvida no trabalho, tendo
como base o método de Navier, para obtencao das frequéncias naturais exatas (A.7) e (A.8) das
placas duplas retangulares ambas com todos os bordos simplesmente apoiados (SSSS). A
comparagdo entre os resultados obtidos via MEC e os valores obtidos via solucdo analitica

encontram-se na Tabela 4.11.

—

PLACA SUPERIOR
b X2

hlA y X1

X2

X1

Figura 4.11 - Representacdo do sistema de placas duplas retangulares ambas (SSSS)
Fonte: Autor

Tabela 4.11 - Frequéncias naturais parametrizadas @ do sistema de placas duplas retangulares

ambas 5SSSS!

MEC 16 MEC 32 Analitica
1,981 1,947
’ ’ 1,942
2,008% 0,257% =
3,602 3,585
’ ’ 3,586
0,446% 0,028% ’
4904 4,874
M 9 4
1,009% 0,391% 853
5,804 5,704
1,557% 0,192% 3,715
9,969 10,168
10,168
1,957% 0,325%

Observa-se que os valores numéricos obtidos pelo MEC apresentam boa concordancia

com os resultados analiticos para todas as frequéncias avaliadas. Para a discretizagdo com 16
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elementos, os erros relativos variam entre aproximadamente 0,446% e 2,008%, indicando que
o método ja fornece resultados satisfatorios mesmo com um nivel moderado de discretizagao.
Relativo a discretizagdo em 32 elementos os resultados foram excelentes, gerando um erro

relativo médio de cerca de 0,018%.

4.7 Sistema de placas duplas circulares

Considere o sistema formado por duas placas circulares interconectadas por camada
elastica de Winkler. A placa superior tem como espessura h; = 0,05m e a placa inferior h, =
0,05m, ambas as placas possuem raio de 1 metro, sendo o raio da placa superior identificado
por a; e o da placa inferior identificado como a,.

Ambas as placas tem modulo de elasticidade de 1000 N/m?, coeficiente de Poisson de
0,3 ¢ massa especifica parametrizada como p; = D;/h, para a placa superior ¢ p, = D, /h,
para a placa inferior, para a camada interconectante foi utilizado K = 1000.

Na literatura Kunukkasseril e Swamidas (1973) apresentaram solugdes analiticas para
placas duplas circulares, no caso em que a placa superior esta simplesmente apoiada e a inferior
livre. Tomando como referéncia os calculos realizados por eles, neste trabalho foram realizadas
as solugdes analiticas para placas duplas circulares nas condigdes de contorno das placas
simplesmente apoiadas e engastadas, conforme descrito no Apéndice B.

Na situacdo das placas, superior e inferior, simplesmente apoiada em todo o seu

contorno, vide Figura 4.12 os resultados encontram-se na Tabela 4.12.

PLACA SUPERIOR

Xz

X1

PLACA INFERIOR

Xz

X1

Figura 4.12 - Representacdo do sistema de placas duplas circulares ambas (S)
Fonte: Autor
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Tabela 4.12 - Frequéncia natural parametrizada @ do sistema de placas duplas circulares

ambas ( S )

MEC 8 MEC 16 Analitica
4,936 4,939

0,020% 0,081% 4,935
14,979 14,980

0,020% 0,013% 14,982
25,661 25,456

0,187% 0,613% 25,613
32,915 32,917

0,024% 0,018% 32,923
48,491 48,348 48.465
0,054% 0,241%

A partir das informacdes apresentadas na Tabela 4.12 percebe-se que até com 8
elementos os resultados ja sdo bastante satisfatorios, gerando erros relativos inferiores a 1%
com média de 0,193%. J4 os resultados para a discretizagdo do contorno em 16 elementos os
erros ficaram inferiores a 0,2%, gerando uma média aritmética do erro relativo de cerca de
0,061%.

Na situacao das placas, superior e inferior, ambas engastadas em todo o seu contorno

(C), vide Figura 4.13 os resultados encontram-se na Tabela 4.13

PLACA SUPERIOR

X2

X2

X1

Figura 4.13 - Representac¢do do sistema de placas duplas circulares ambas (C)
Fonte: Autor
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Tabela 4.13 - Frequéncia natural parametrizada @ do sistema de placas duplas circulares

ambas ( C )

MEC 8 MEC 16 Analitica
10,216 10,216

0,068% 0,068% 10,223
17,446 17,446

0,000% 0,000% 17,446
21,222 21,258

0,179% 0,009% 21,260
25,509 25,532

0,168% 0,078% 25,552
35,070 34,857 34.875
0,559% 0,052%

A partir das informacdes apresentadas na Tabela 4.13 percebe-se que até com 8
elementos os resultados ja sdo bastante satisfatorios, gerando erros relativos inferiores a 0,6%
com média de 0,195%. Ja os resultados para a discretizagdo do contorno em 16 elementos foram
iguais aos da solug¢do analitica até duas casas decimais apds a virgula para a maioria das
frequéncias naturais, gerando uma média aritmética do erro relativo de cerca de 0,042%.

Supondo agora que as placas estejam com condic¢des diferentes de contorno, a superior

engastada e a inferior simplesmente apoiada, conforme a Figura 4.14
PLACA SUPERIOR

X2

X1

PLACA INFERIOR

X1

Figura 4.14 - Representacgao do sistema de placas duplas circulares sendo a superior (C) e a
inferior (S)
Fonte: Autor

Os valores das frequéncias naturais para a discretizagdo de 8 e 16 elementos deste caso

encontram-se na tabela Tabela 4.14.
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Tabela 4.14 - Frequéncia natural parametrizada @ do sistema de placas duplas circulares sendo a

suEerior (C) e a inferior (S)

MEC 8 MEC 16 Analitica
16,168 16,154

0,099% 0,012% to.152
24,140 24,160

0,120% 0,037% 2169
27,030 27,239

0,618% 0,151% 27198
31,171 31,168

0,010% 0,000% 31,168
35,900 36,487 36.519
1,695% 0,088%

Para este caso, com distintas condi¢des de contorno para as placas superior ¢ inferior,
observa-se a partir da Tabela 4.14 que os resultados, tanto para a discretizacao de 8 elementos,
quanto para a discretizacdo de 16 elementos, apresentam erros relativamente baixos. De fato,
na discretizagdo de 8 elementos teve uma média aritmética de 0,508% enquanto na discretiza¢ao
de 16 elementos foi de 0,058%, ou seja, uma melhora significativa nos resultados para uma

pouca variacdo na discretizagao.
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CONSIDERACOES FINAIS

Uma formulacdo do Método dos Elementos de Contorno (MEC) para a andlise de
vibragao livre de um sistema de placas duplas conectadas por uma camada elastica do tipo
Winkler foi apresentada neste trabalho. Entre as principais contribui¢des do estudo, destaca-se
a adaptacdo do MEC para a andlise dindmica desse sistema estrutural elasticamente conectado,
incluindo a proposi¢ao da solu¢ao fundamental apropriada ao problema e o estabelecimento das
equagoes integrais correspondentes.

Foram realizados exemplos numéricos com o objetivo de avaliar o desempenho da
formulagdo proposta, considerando diferentes discretizagcdes em problemas envolvendo placas
retangulares e placas circulares. Testes de convergéncia foram realizados para verificar a
estabilidade e a precisdo das solucdes obtidas. Os resultados indicaram boa concordancia entre
as respostas obtidas pelo MEC e as solucdes analiticas apresentadas em Apéndice. Além disso,
a analise dos resultados mostrou que as propriedades das placas, associadas a magnitude da
constante de mola da fundacdo de Winkler, exercem influéncia significativa no comportamento

vibratorio do sistema.

Sugestoes para trabalhos futuros

e Ampliacdo deste trabalho para obtencdo dos modos de vibragao.
e Utilizagao de bases elasticas mais refinadas, como as de Pasternak e Kerr.
e Utilizacdo de teorias de placas espessas.

e Desenvolvimento de formulacdo para sistema de multiplas placas.
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APENDICE A

Solugao analitica para placas duplas retangulares simplesmente apoiadas
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A.1 Introducao

Nesta secdo sera apresentado o desenvolvimento da solugdo analitica pelo método de
Navier para o sistema de placas duplas em regime dindmico. Sendo primeiramente apresentada

a solucao para o problema de placas simples apoiadas em base elastica de Winkler.

A.2 Placas simples

A equacdo de movimento para regime permanente das placas simples apoiadas sobre

base elastica, com o sistema sem amortecimento, ¢ dada por:

dZ

DWV* + WK, + ph e

=0 (A.1)

O deslocamento pode ser encontrado pelo pelo Método de Navier, aplicando dupla série

trigonométrica. No dominio da frequéncia esse deslocamento ¢ dado por:

M N
W = Z Z Apnsen(X,x)sen(Y,,y) et@mnt (A.2)

Sendo X,,, = mg , Y = n% e M, N o niimero de iteracdes atribuidos para alcangar a
convergéncia desejada.
Substituindo a equagdo (A.2) em (A.1), tem-se:

[D(sz + sz)z + K, — phwz] Apnsen(Xp,x)sen(Y,,y)etomnt = 0 (A.3)

Isolando a frequéncia w, tem-se como frequéncia natural:

w = J (1/ph) [D(Xm? + Y?)" + K, ] (A4)

Quando K,, = 0 chega-se na equacdo da frequéncia natural para placas retangulares

isoladas (sem base eléstica):
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w= J1/om) [D(? +7,2)’] (A5)

A.3 Sistema de placas duplas

A equagdo de movimento do sistema de placas duplas em regime dinamico no dominio

do tempo, pode ser escrita matricialmente como:

4 d’ ]
D,V* + K, + p; ~K,, |

|[ Eres wy _ (0
| 2l =1o) (A6)
l _Kw D2V4 + Kw + thZ WJ

Para o caso de ambas placas simplesmente apoiadas, as solugdes e em série de duplos

senos podem ser escritas como:

NgE

M
w = Z W, sen(X,,x)sen(Y,,y) elwmnt (A7)
m

1 1

S
Il

i
NgE
NgE

Vipnsen(Xx)sen(Y,,y) etwmnt (A.8)
1

3
I
S
I

s T ) . ~ . r
Sendo X,,, = m-,Y,, =n- e M, N o numero de iteragdes atribuidos para alcancar a
a b

convergéncia desejada.
Quando as solugdes harmonicas (A.7) e (A.8) forem substituidas na equagdo de

movimento (A.6), fica:

(A.9)

an

Dl(Xm2 + sz)z + Ky — 51(1)2 —Kw ]{Wmn} — {0}
—K, Dy(Xp? + ¥2) + Ky, — Sy 02 0

Sendo §; = p hy €S, =p,h;.
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As frequéncias naturais sdo calculadas a partir das raizes da funcdo gerada pelo

determinante da equagdo harmonica (A.9). Assim, a funcdo ¢ dada por:

Dy (X2 + Y2)’ + K, — Sy0? —K,, (0
= {0} (A.10)

~K,, Dy (X + Y2)* + K,y — S, 02

Em equagdo escalar:

$1820fn = Wi [(Xm? + Yim?)" (D185 + D3S1) + Ky (Sy + S| + (X +
(A.11)
Y?)* [D1D2(Xm? + Yin?)" + Koy (D + D3)| = 0

Dessa forma, os quadrados das raizes da equagao bi-quadrada em funcao da frequéncia

(A.11) sdo dados por:
Winy = [1/@Si SN[ (Xin® + ¥2) (D155 + D281) + K (S, + S| +VA}  (A12)

Wy = [1/ @510 {[(Xni? +¥?) 0182+ Do) + K52 + 50| —VB}  (A13)

Sendo A dado por:

2
A= [(sz + sz)z(DlS2 + D,8)) + K, (S, + 51)] — 4818, (Xm* + YmZ)ZKW(D1 +

D,)

(A.14)
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APENDICE B

Solugao analitica para placas duplas circulares
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B.1 Introducao

Nesta secdo sera apresentada as solucdes analiticas para o problema de placas duplas
circulares em regime dindmico. Vale ressaltar que Kunukkasseril e Swamidas (1973)
apresentaram a solugdo para o sistema de placa duplas na condic¢ao de contorno (CF), uma placa
engastada (C) e a outra livre (F). Neste trabalho, sera apresentada a solug¢do para o sistema de
placas duplas circulares nas condi¢des de contorno de ambas as placas engastadas (CC), ambas
as placas simplesmente apoiadas (SS) e uma placa engastada associada a outra simplesmente
apoiada (CS).

Conforme apresentado por Kunukkasseril e Swamidas (1973), a equacdo de movimento

das placas duplas para vibragao simples pode ser escrita de forma parametrizada como:

Viw — ¢2w + qw = qw (B.1)

VA% —mc?0 + qlo = qlv (B.2)

Sendo w = w/a e ¥ = v/a, outras relagdes que serdo utilizadas no trabalho sio:

p2=r/a (B.3)
q = Kya*/D, (B.4)
l=D,/D, (B.5)
m, =S,/ (B.6)
¢* = 5:19/Ky (B.7)
P, = w (B.8)
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_H -+

P
2 q

Ri=m?—-(1—-vy)m— 1
R, = (1 —v)\/A;
Ry=m?—(1—-vym+ 1,
R,=m?—(1—-v,)m— 21,
Rs =(1-— Vz)\//1—2
Rg=m?—(1—vym+ A,
RO, =m?—-(1—-v)m— A,
RO, = (1 — v,

RO; =m?—(1—v))m+ 14,
RO, =m?—-(1—-v)m—21,
ROs = (1 — vy,

ROg=m?—(1—v))m+ 1,

O sistema composto pelas equagdes

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)
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2= By [(ﬁ)z _ Azl (B.22)

e o 18]
Onde

Ay =¢2+myl¢? —q—ql (B.24)

A, =mylg* — ql¢®(1 + my) (B.25)

A% sempre sera positiva, mas A3 pode ser positiva, negativa ou nula

Para A% positiva a solugdo é dada por:

W = [Ci)m(A1p) + GV (A1p) + C31py (A1p) + C4Kipy (A1p) + Cs)m(A2p) +

(B.26)
Ce¥Ym(A2p) + C7l;(A2p) + C5Kpn(A2p)] cos(mb)
V= {% (4 — 2% + Q[CUm (A1) + CYin(A1p) + C3Lin(A1p) + C4Ky (410)] +
<5 = 0% + ICs/m(229) + CeVn(Map) + Crlm(220) + (B.27)
CaKm(220)]} cos(mé)

Quando a raiz A3 ¢é nula, a solu¢do é dada por:
W = [Cim(A1p) + CoYin (A1) + C3lm(A1p) + CoKin (A1) + Csp*™ ™ + (B.28)

Cop? ™ + C;p™ + Cgp™™] cos(mB)
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v {% (A = ¢* + QICUm(A1p) + CoYm(A1p) + C3ly(A1p) + CoKr (A1p)] +

(B.29)
2 (3 = 62 + @)[Csp™™ + Cop> ™ + Crp™ + Cop™™]} cos(m8)

Para 15 negativa a solu¢do é dada por:

W = [Ciym(A1p) + CoY (A1) + C31,(A1p) + CoKpy (A1p) + Csbery, (A,p) +

(B.30)
Cebeiy, (A,p) + Crkery, (A,p) + CgKeiy, (A,p)] cos(mB)

7= {2 = ¢ + QCumA1p) + CYm(1p) + Caln(Aip) + Calin (1)) +

§<A% — 6% + q)[Csher,(Azp) + Cobein(Azp) + Crkery, (Ayp) + (B.31)

CgKeim()lzp)]} cos(m0)

As constantes C,, C,, C; € Cg sdo nulas.

Para a obtenc¢do das frequéncias naturais, torna-se necessario encontrar as frequéncias
que atendam as condi¢des de contorno.

Aplicando as condigdes de contorno para uma placa engastada e a outra simplesmente
apoiada (CS) e para ambas placas engastadas (CC) e ambas placas simplesmente apoiadas,

obtém-se as seguintes matrizes:

a11 Q12 Q13 Q4
dz1 Qzz Qz3 Q4
31 dzz 0433z 0434
Qg1 Qg2 Q43 Qyg

~0 (B.32)

B.2 Placas circulares duplas ambas simplesmente apoiadas (SS)

Tratando-se do sistema com ambas as placas simplesmente apoiada tem-se as seguintes

componentes da matriz:

e Para condicao de contorno do deslocamento da placa superior nulo:
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-Caso\/l_2>0

a;, = Jn(m, \//11)

Ay = In(m, \/A_l)

(B.33)
a3 = Jn(m, \/Az)
A4 = In(m, \/22)
- Caso \/A—Z <0
a,3 = Ber(m, \//1—2)
( (B.34)
a4 = Bei(m,\[1;)
e Para condicao de contorno do momento da placa superior nulo:
- Caso \/A—Z >0
a,; = RO, Jn(m,VA;) + RO, Jn(m + 1,V1,)
@y, = R05 In(m,v1;) — RO, In(m + 1,V1,) B35
az3 = RO, Jn(m, V) + ROgJn(m + 1,V2,) '
azq = ROgIn(m,V2,) — ROsIn(m + 1,v/4,)
- Caso \//1_2 <0
Az3 = A2 (A2F3 + v1Fy) (B.36)
Azq = A (A2F, + 1 F3)
Sendo F;, F,, F5 e F, dados por:
F, = (x/i/Z)[Ber(ml + 1,\/1—2) — Ber(ml -1, \/l—z)fatl + Bei(ml +
(B.37)

1,/2;) — Bei(m1 — 1,\/4;)fat1]
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F, = (V2/2)[-Ber(m1 + 1,,/2;) + Ber(m1 — 1,\/2;)fat1 + Bei(m1 +

1,4/4;) — Bei(m1 — 1,,/2;)fat1]

(B.38)

F; = (/%) [Bei(m2 — 2,\/4;)fat2 + 2Bei(m,\[1;) + Bei(m + 2,\/2;)]  (B.39)

F, = —(A3/4)[Ber(m2 — 2,\/2;)fat2 + 2Ber(m,/4;) + Ber(m +

2,%2)]

(B.40)

Sendo que para m=0 implica ml = -1, fatl =2, m2 =4 e fat2 = 1 e para m = 1 implica
ml =m, fatl =1, m2 =3 e fat2 = -1. J4 para todo m > 1 pertencente ao conjunto dos numeros

naturais os coeficientes recebem os seguintes valores: m1 =m, fatl =1, m2 =me fat2 = 1.

e Para condicao de contorno do deslocamento da placa inferior nulo:

-Caso\//1_2>0

az; = PyJn(m, V1)

Az, = Plln(m, \/A_l)

(B.41)
azz = P,Jn(m, \//12)
a3y = len(m, \//12)
- Caso \/A_z <0
Qz3 = PzBer(m, \//1—2) (BA2)

Azys = PzBei(m, \/2._2)

e Para condicao de contorno do momento da placa inferior nulo:
- Caso /1, >0
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LIn(m V) + Ry Jn(m + 1,VAy)]

R
[R3 In(m,vA,) — R, In(m + 1,V ]

(B.43)
a3 = P[Ry Jn(m,V2;,) + Rsjn(m+ 1,V1,)]
R

oIn(m,v1;) — RsIn(m + 1,V4,)]

-Caso\//1_2<0

Ay43 = PyA,(A,F3 + v Fy) (B.44)
A4q = PyA;(A:F, + V1 F,)

B.3 Placas circulares duplas ambas engastadas (CC)

Tratando-se do sistema com ambas as placas engastadas tem-se as seguintes

componentes da matriz:
e Para condi¢do de contorno do deslocamento da placa superior nulo:

-Caso\//1_2>0

ay, = Jn(m Vi)

A = In(m, \/A_l)

(B.45)
a3 = ]n(m, \//12)
ay, = In(m,V1,)
- Caso \/A_z <0
ars = Ber(m,\1;) (B.46)

Ay = Bei(m, \//1_2)

e Para condicao de contorno da rotagcdo da placa superior nulo:
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-Caso\/l_2>0

a,; = mjn(m, \/Al) + \//’Iljn(m + 1,\/&1)
Ay, = mIn(m, Vi) + VA, In(m + 1,V1)

(B.47)
ay3 = mn(m,Vay) + VA, Jn(m + 1,V1,)
ay, = min(m, \/AZ) + \//’11 In(m + 1,\//’[2)
- Caso \//1_2 <0
ay3 = ‘2/%/_—; [Ber(m + 1,\/1—2) + Bei(m + 1, \//12) - \//12 Ber(m — 1,\//12) —
V1, Bei(m — 1,V1,)] B.48)
Ay = 2—‘/\'}—; [-Ber(m + 1,,/4;) + Bei(m + 1,,/2;) + VA, Ber(m — 1,V;) —
V2, Bei(m — 1,V1,)]
e Para condicao de contorno do deslocamento da placa inferior nulo:
- Caso \/A_z >0
azy = Pyn(m, \//11)
az, = Pin(m,\[1,) (B49)
azz = P,Jn(m, \//12)
a34 = len(m, \//12)
- Caso \/A_z <0
az3 = PzBer(m, \/A_z) (B.50)

Qzq = PzBei(m, \/A_Z)
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e Para condi¢ao de contorno de rotacao da placa inferior nula:

-Caso\/l_2>0

as; = Pi{mJn(m, \/Al) + \//’Iljn(m + 1,\//11)]

[
ay; = Pi[m In(m,V21,) + VA In(m + 1,V1))] B
(43 = Py[mn(m,V2,) + VA, Jn(m + 1,V1,)] '
Ayq = Po[m In(m,V2;) + VA, In(m + 1,v2,)]
- Caso \/A—Z <0
_ V% .
Ay = P, ﬁ [Ber(m + 1,\/1—2) + Bei(m + 1,VA,) — VA, Ber(m — 1,V1,)
— VA, Bei(m — 1,V1,)]
(B.52)

A
Ay = P, % [-Ber(m + 1,,/2;) + Bei(m + 1,,/2;) + VA, Ber(m

—1,V2,) — VA, Bei(m — 1,V4,)]

B.3 Placas circulares duplas uma engastada e a outra simplesmente apoiada (CS)

Tratando-se do sistema com uma placa engastada e a outra simplesmente apoiada tem-

se as seguintes componentes da matriz:

e Para condicao de contorno do deslocamento da placa superior nulo:
- Caso /1, >0

a;, = Jn(m, \/Al)

A, = In(m, \/A_l)

(B.53)
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a;3 = Jn(m, \//12)
A1y = In(m, \//’12)

-Caso\//1_2<0

a3 = Ber(m,\/4;)

(B.54)
Ay = Bei(m, \//1_2)
e Para condi¢do de contorno da rotagdo da placa superior nulo:
- Caso \/A—Z >0
ay; = mjn(m, V) + Vi, Jn(m+ 1,V2,)
Ay, = mIn(m, Vi) + VA, In(m + 1,V1) (B.55)
ys = mJn(m,VA,) + VA, Jn(m + 1,VA,) '
Ay, = mIn(m,Va,) + VA, In(m + 1,V1,)
- Caso \//1_2 <0
azs = 22 [Ber(m +1,y/73) + Bei(m + 1,¥2;) = Vi, Ber(m — 1,VA;) -
V1, Bei(m — 1,V1,)]
(B.56)

Ayy = % [—Ber(m + 1,\/1_2) + Bei(m +1, \//1—2) + \//12 Ber(m — 1,\//12) —

V2, Bei(m — 1,V1,)]

e Para condicao de contorno do deslocamento da placa inferior nulo:

-Caso\/l_2>0
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as, = Py/n(m, \//11)

a32 = Plln(m, \//1_1)

(B.57)
azz = P,Jn(m, \//12)
a34 = len(m, \/Az)
- Caso \//1_2 <0
as3 = P,Ber(m, \//1—2)
( (B.58)
a3y = PzBei(m, \//1_2)
e Para condi¢ao de contorno de momento da placa inferior nulo:
- Caso \//1_2 >0
Ay = P1 [Rl ]Tl(m, \/Al) + RZ ]n(m + 1, \/Al)]
as; = Pi[Rs In(m,VA;) — Ry In(m + 1,vA4,) | 5.59)
(43 = Po[Ry Jn(m, V) + RsJn(m + 1,V1,)] '
Ay = P, [Réln(m, \//12) — Rsln(m + 1,\/12)]
- Caso \//1_2 <0
Auz = P43 (A2F3 + viFy) (B.60)

A4q = PyA;(A:F, + V1 F,)
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