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Resumo

Neste trabalho investigamos o efeito Casimir para um campo escalar real em (3 + 1)
dimensoes, considerando diferentes condi¢oes de contorno - Dirichlet, Neumann, mistas e
quasi-periodicas. Foram analisadas duas metodologias distintas para o calculo da energia
de vacuo: a abordagem global, baseada na soma dos modos do campo, e a abordagem
local, fundamentada no valor esperado do tensor energia-momento. Mostramos que, no
caso de placas paralelas infinitas, as duas abordagens nao sao equivalentes, devido a
nao comutatividade entre a soma nos modos e a integragao espacial. Nesse cenario, a
energia obtida pelo método local apresenta divergéncias junto as superficies, enquanto
a abordagem global, apds regularizacao via fungao zeta e subsequente renormalizacao,
fornece resultados finitos e consistentes com a literatura. J4 no caso quasi-periédico, em
que nao ha fronteiras fisicas, as duas metodologias coincidem exatamente, evidenciando
que a discrepancia decorre da quebra de simetria de translagdo causada pelas condigoes de

contorno.

Utilizamos a fungdo de Wightman e o formalismo do tensor energia-momento para obter
expressoes unificadas que descrevem ambos os cenarios. Para o caso massivo, demonstramos
o decaimento exponencial da energia de vacuo no limite de massa grande, inclusive
recuperando os resultados conhecidos para o campo nao-massivo. A forca de vacuo por
unidade de area foi calculada para todas as configuragoes, mostrando-se atrativa ou
repulsiva dependendo das condi¢ées de contorno e do parametro de fase no caso quasi-

periodico.

Os resultados destacam a relevancia das condicoes de fronteira na determinagao da energia
de vacuo e apontam caminhos para extensoes futuras, como a anélise de outros campos
quanticos (eletromagnético e fermionico), a inclusao de efeitos térmicos, o estudo de
geometrias e topologias nao triviais e também investigagoes sobre acoplamento nao minimo
com a curvatura. Este trabalho contribui para a compreensao fundamental das propriedades
do vacuo quantico em espagos confinados e compactificados, estabelecendo pontes entre

formalismos globais e locais no cédlculo de efeitos de campo quantico.

Palavras-chave: Efeito Casimir, Energia de Vacuo, Campo Escalar, Regularizacao Zeta,

Tensor Energia-Momento, Condi¢ées de Contorno.



Abstract

This work investigates the Casimir effect for a real scalar field in (3+1) dimensions,
considering different boundary conditions - Dirichlet, Neumann, mixed, and quasi-periodic.
Two distinct methodologies for calculating the vacuum energy are analyzed: the global
approach, based on the sum over the field modes, and the local approach, founded on the
expectation value of the energy-momentum tensor. We demonstrate that, in the case of
infinite parallel plates, the two approaches are not equivalent due to the non-commutativity
between the mode summation and spatial integration. In this scenario, the energy obtained
by the local method exhibits divergences near the surfaces, while the global approach, after
zeta function regularization and subsequent renormalization, yields finite results consistent
with the literature. In contrast, for the quasi-periodic case where there are no physical
boundaries, the two methodologies coincide exactly, indicating that the discrepancy stems

from the translational symmetry breaking caused by the boundary conditions.

Using the Wightman function and the energy-momentum tensor formalism, we derive
unified expressions that describe both scenarios. For the massive case, we demonstrate
the exponential decay of the vacuum energy in the large-mass limit, also recovering
known results for the massless field. The Casimir force per unit area is calculated for
all configurations, showing attractive or repulsive behavior depending on the boundary

conditions and the phase parameter in the quasi-periodic case.

The results underscore the relevance of boundary conditions in determining the vacuum
energy and suggest directions for future extensions, such as the analysis of other quantum
fields (electromagnetic and fermionic), the inclusion of thermal effects, the study of non-
trivial geometries and topologies, and also investigations into non-minimal coupling with
curvature. This work contributes to the fundamental understanding of quantum vacuum
properties in confined and compactified spaces, establishing connections between global

and local formalisms in quantum field theory calculations.

Keywords: Casimir Effect, Vacuum Energy, Scalar Field, Zeta Regularization, Energy-

Momentum Tensor, Boundary Conditions.
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1 Introducao

O efeito Casimir, previsto teoricamente por Hendrik Brugt Gerhard Casimir em
1948, consiste na forga de atracao que surge entre duas placas metalicas, planas, paralelas,
neutras e condutoras, dispostas no vacuo. Esse fenomeno é consequéncia direta das
flutuagdes quanticas de viacuo do campo eletromagnético [1]. Poucos anos depois, em
1958, Sparnaay realizou o primeiro experimento com o objetivo de observar o fenémeno;
entretanto, devido as limitacoes tecnoldgicas da época, nao foi possivel obter precisao
suficiente para uma confirmacao definitiva [2]. A validagdo experimental convincente
s6 ocorreu décadas mais tarde, sendo o experimento realizado por Lamoreaux em 1997
considerado a primeira demonstracao precisa e quantitativa do efeito [3,4]. Desde entao,
diversas medidas independentes corroboraram a existéncia do efeito, tanto na configuracao
original com placas paralelas [5] quanto em outras geometrias e materiais, como superficies

curvas [6-9].

Atualmente, o estudo do efeito Casimir vai muito além do caso original de placas
metalicas e das flutuacoes quanticas do vacuo eletromagnético. Pesquisas modernas in-
vestigam sua manifestagao em diferentes campos quanticos, sob distintas condigoes de
contorno, em geometrias nao triviais e em materiais com propriedades especificas, incluindo
dielétricos, metamateriais e sistemas com resposta nao linear [10-12]. O ponto central
para a compreensao do fendomeno é a presenca das flutuagoes quanticas do vacuo, que, ao
serem modificadas pelas condigoes de fronteira impostas pelas superficies, dao origem a

uma for¢ga mensuravel entre os objetos.

O conceito de vacuo tem sido objeto de reflexdo e debate ao longo da histéria,
envolvendo tanto cientistas quanto filésofos, com duas visdes principais em oposi¢ao. A
primeira concep¢ao associa o vacuo ao nada absoluto, considerando espaco e matéria como
entidades independentes, de modo que a auséncia da segunda no primeiro caracteriza o
vacuo. A segunda perspectiva, por sua vez, sustenta que espaco e matéria sao inseparaveis,
de modo que todo o espaco deveria estar necessariamente preenchido por algum tipo de

substéancia [13].

Com o advento da Teoria Quantica de Campos, a no¢ao de vacuo como vazio abso-
luto foi novamente questionada, estabelecendo-se que o vacuo é permeado por flutuagoes

quénticas do campo, as quais dao origem & chamada energia de ponto zero [13,14].

Na relatividade geral, por outro lado, o vacuo é entendido a partir da geometria
do espago-tempo: mesmo na auséncia de matéria, o espaco pode ser curvo em razao da
presenca de energia gravitacional ou de uma constante cosmolégica. Assim, o vacuo deixa

de ser apenas a auséncia de particulas ou campos materiais e passa a ser uma configuragao



Capitulo 1. Introdugdo 12

dindmica do préprio espago-tempo [15,16]. Esse ponto de vista conecta a nogao classica e
a quantica de vacuo, mostrando que a estrutura fundamental do universo é inseparavel

tanto das propriedades geométricas quanto das flutuagoes quénticas.

Desta forma, o conceito de vacuo revela uma dependéncia clara da escala fisica
considerada. Na mecanica classica, correspondente a escala do nosso cotidiano, o vacuo é
entendido apenas como a auséncia de matéria, sem qualquer estrutura fisica subjacente.
Na relatividade geral, que descreve o regime das grandes escalas, o vacuo adquire carater
geométrico: ele corresponde a uma solucao das equacoes de Einstein sem matéria, podendo,
entretanto, apresentar curvatura em razao da presenca de energia gravitacional ou de
uma constante cosmologica. J& na teoria quantica de campos, que governa as escalas
microscopicas, o vacuo ¢ identificado como o estado fundamental de minima energia,
permeado por flutuagoes quanticas que tornam impossivel concebé-lo como um ‘nada
absoluto’. Assim, cada regime da fisica fornece uma concepcao distinta de vacuo, adequada

ao dominio de validade de suas leis.

O efeito Casimir é um fenémeno de natureza estritamente quéantica, pois nesse
contexto a forca eletromagnética classica entre as placas é nula. Sua origem esté associada
as flutuagoes da energia do estado fundamental (o vacuo quantico) do campo eletromagné-
tico, modificadas pela presenca de condig¢oes de contorno. Em certos aspectos, pode ser
comparado a interagdo de van der Waals, que também resulta de flutuacées do campo
eletromagnético. No entanto, existem diferencas fundamentais entre os dois fendmenos. A
interacao de van der Waals ocorre em escalas atomicas, podendo ser interpretada em parte
por modelos classicos e nao depende explicitamente da velocidade da luz, nao possuindo
carater relativistico. Ja o efeito Casimir manifesta-se em distancias relativamente maiores,
apresenta natureza puramente quantica e estd intrinsecamente ligado a formulagao relati-
vistica da teoria de campos. A conexao entre ambos foi estabelecida de forma unificada
por Lifshitz, que demonstrou em 1956 que as forcas de van der Waals e de Casimir podem
ser descritas como casos particulares de uma mesma teoria geral para forgas de flutuagao

entre meios dielétricos [17].

A energia de vacuo associada ao efeito Casimir constitui o principal objeto de
interesse, uma vez que seu calculo contribui para a validacao e compreensao da Teoria
Quéntica de Campos (TQC). Existem duas abordagens principais para a sua determinagao:
a global e a local. A primeira consiste em calcular a energia de vacuo do espaco livre de
Minkowski e a energia correspondente ao espago com condi¢oes de contorno, tomando
em seguida a diferenca entre essas duas quantidades. J4 a segunda abordagem avalia
diretamente a energia de vacuo a partir da integracao do valor esperado do operador

densidade de energia obtido através do tensor energia-momento [10-12].

Entretanto, o calculo da energia pela abordagem global conduz a resultados infinitos,

tanto no caso do espaco livre quanto no caso com condigoes de contorno (placas condutoras).
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Como apenas diferencas de energia tém significado fisico, torna-se necessario adotar um
procedimento de regularizacao que torne tais quantidades finitas. Apds a regularizagao,
aplica-se o processo de renormalizacao, de modo a remover a dependéncia dos parametros
artificiais introduzidos. Diversas técnicas de regularizagao podem ser empregadas nesse
contexto, mas neste trabalho serd utilizada a regularizacdo pela funcao zeta, por ser
particularmente conveniente e bem estabelecida na literatura [18]. Na abordagem local,

trabalha-se apenas com a renormalizacao, que envolve a retirada dos termos divergentes.

O objetivo deste trabalho ¢é investigar a energia de vacuo associada ao efeito Casimir
a partir de duas abordagens distintas para o campo escalar real: a global, baseada na
soma dos modos do campo, e a local, obtida através do valor esperado no vacuo da
componente temporal do tensor energia-momento métrico. Consideramos duas situacoes
fisicas especificas: o caso de duas placas paralelas infinitas, com condi¢oes de contorno de
Dirichlet, Neumann e mista, e o caso quasi-periédico (compactifica¢ao). A analise permite
comparar diretamente o resultado global com a integracao da densidade local de energia.
Verifica-se que, no cenario das placas, a integral da densidade de energia diverge devido
as singularidades localizadas junto as superficies, enquanto o método global fornece um
resultado finito apds regularizacdo. J4 no caso quasi-periédico, em que nao ha fronteiras
reais e a densidade de energia se distribui suavemente, as duas abordagens coincidem
exatamente. Essa comparacao evidencia o papel fundamental das condi¢oes de contorno e
da presenca (ou auséncia) de bordas fisicas na relacao entre os métodos global e local para

a energia de vacuo.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. Na Secao II apresentamos os
fundamentos da teoria quantica de campos escalar, incluindo a equacao de Klein-Gordon,
a quantizacao do campo e a formulagao do tensor energia-momento, além da discussao
detalhada das diferentes condigoes de contorno consideradas. Na Secao III realizamos o
calculo da energia de Casimir em (3 4 1) dimensoes, explorando tanto a abordagem global,
com regularizagao via func¢ao zeta, quanto a abordagem local, fundamentada no valor
esperado do tensor energia-momento, e aplicamos os métodos aos casos de condigoes de
Dirichlet, Neumann, mistas e quasi-periédicas. Por fim, na Secao IV, apresentamos as

conclusoes obtidas e apontamos perspectivas futuras para a continuidade do estudo.

No decorrer desta trabalho, adotaremos o uso de unidades naturais, definindo as

constantes fundamentais ¢ e A como iguais a um.
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2 Introducao a Teoria Quantica de Campos

Escalar

A TQC estabelece, essencialmente, que todas as particulas e ondas existentes
no universo sdo manifestagoes das excitagoes de campos quanticos fundamentais [19,20].
Diferentemente da Teoria Cléassica de Campos, na qual os campos podem assumir quaisquer
valores continuos, os campos quanticos apresentam quantizagao: suas excitacoes ocorrem
em pacotes discretos denominado quanta. Em outras palavras, os campos nao podem
assumir valores arbitrarios, mas apenas multiplos de um valor fundamental. Atualmente,
a TQC constitui a estrutura tedrica mais bem-sucedida para a descricao da realidade
microscopica e representa a ferramenta essencial para o estudo de fenémenos que envolvem
particulas elementares. Consequentemente, sera também o arcabougo fundamental para a

andlise do efeito Casimir.

O conceito de campo é introduzido inicialmente em contextos classicos, como na
gravitacao e no eletromagnetismo. Em termos gerais, um campo pode ser visto como uma
funcao que associa a cada ponto do espago uma determinada amplitude, cujo comporta-
mento é descrito por equagoes diferenciais. Campos podem apresentar oscilacoes que se
propagam de forma semelhante a ondas. No entanto, com o advento da mecéanica quéntica,
a disting¢ao rigida entre ondas e particulas deixou de existir: particulas exibem compor-
tamento ondulatorio e ondas podem exibir caracteristicas corpusculares. Esse dualismo
¢é formalizado no processo de quantizagao: a chamada primeira quantizacao descreve o
comportamento ondulatorio de particulas, enquanto a segunda quantizagdo descreve o
comportamento corpuscular de excitacdes de campo. Assim, as oscilagoes de um campo

podem ser interpretadas também como particulas associadas a esse campo.

Devido ao carater oscilatério dos campos, o modelo do oscilador harmoénico simples
(OHS) fornece uma base adequada para compreender a quantizagao de energia do vacuo.
No célculo do efeito Casimir, um dos métodos consiste em considerar um conjunto de
OHS, cada um caracterizado por uma frequéncia de oscilacdo dependente de um nimero
inteiro n. A soma das energias de todos esses modos fornece a energia do campo na regiao

do espago correspondente.

O OHS é um modelo idealizado que explica as vibracoes em diversos sistemas
fisicos. O exemplo classico é o sistema massa-mola: uma mola presa em uma extremidade
a um suporte fixo e, na outra, a um corpo de massa muito maior que a dela. A forca
restauradora do sistema é a forga elastica, proporcional a deformacao da mola. Na fisica
classica, a energia do OHS pode assumir valores continuos, inclusive zero, determinados

pela amplitude da oscilacao.
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Na fisica quantica, entretanto, o OHS apresenta espectro de energia discreto,
descrito por

E=(n+3)hvy, n=012.. .. (2.1)

chamada energia de ponto zero. Cada nivel subsequente difere do anterior por multiplos

Nesse caso, a energia minima possivel ndo é nula, mas igual a correspondendo a

inteiros de hv. Esse resultado evidencia que o vacuo quantico nao corresponde a um ‘nada

absoluto’, mas contém energia associada as flutuacoes do campo.

2.0.1 Espaco-Tempo de Minkowski

O espago-tempo de Minkowski ¢ o modelo matematico fundamental (geométrico)
da Relatividade Restrita, formulada por Albert Einstein em 1905 [21-23]. Nesse modelo,
os efeitos gravitacionais sdo desconsiderados e, portanto, o espago-tempo nao apresenta

curvatura. Por essa razao, ele também é denominado espaco plano.

As quatro coordenadas espago-temporais podem ser representadas por
w=(t,z,y,2) = (2°, 2", 2%, 2%) = (2", (2.2)

onde o indice grego u varia de 0 a 3. Além disso, definimos os intervalos entre dois pontos

distintos como
At=t—t, Ar=x—-12', Ay=y—y, Az=2z2-7. (2.3)
Nesse espago, a distancia (infinitesimal) invariante entre dois eventos é dada pelo
elemento de linha de Minkowski,
ds* = dt* — da* — dy* — d2°. (2.4)

A equacao acima mostra que a assinatura utilizada ao longo deste trabalho sera (4, —, —, —).

O espacgo plano é caracterizado por sua métrica plana, de assinatura —2, definida

como

1 0
0 —1
L, = 2.5
Iu 0 0 -1 0 ( )
0 O 0 -1

A forma contravariante do mesmo tensor, g*”, possui a mesma representacao. O produto
da forma contravariante com a covariante resulta na matriz identidade, representada pela
delta de Kronecker, d;.

Quanto as derivadas, adotamos a notagao covariante



Capitulo 2. Introdugdo a Teoria Qudntica de Campos Escalar 16

0 0 o o0 0 0
On Oxt (815’ V) (815’ ox’ Oy’ 82) ’ (2:6)

onde 0, representa apenas uma das componentes. Sua forma contravariante é dada por

(0
o = (m,—v) (2.7)

Utilizando a convencao de Einstein, o operador d’Alembertiano [J pode ser escrito
como o produto da derivada covariante e contravariante (contraidos):
o o 0? o
0=0,0"= = — = — — — —.
o2 0x?  Jy? 022

Note que o operador d’Alembertiano é uma generalizagdo em quatro dimensoes do operador

(2.8)

laplaciano.

Outro objeto mateméatico importante é a fungao delta de Dirac, §(x), utilizada
para modelar particulas localizadas. Ela diverge na origem e ¢ nula em todo o restante de

seu dominio. Possui a propriedade [24]

+oo
Flwo) = /_ da f(2)d(x — o), (2.9)
Além da propriedade
d(ax) = Qé(m), (2.10)

a qual serd bastante til nos calculos subsequentes.

Por fim, a seguinte identidade, relacionada a soma de exponenciais complexas, sera
utilizada [24]:
oot =2r Y §(d—2mn). (2.11)

n=——oo n=—oo

Esses conceitos e notagdes formam a base matematica utilizada ao longo deste tra-
balho, permitindo a formulacao de operadores, tensores e fungoes generalizadas necessarias

para a andlise da energia de vacuo e do efeito Casimir.

2.1 Teoria do Campo Escalar

Neste trabalho, restringimo-nos ao estudo de campos escalares reais definidos em
todo o espaco-tempo de Minkowski 4-dimensional. Serao abordados tanto o campo escalar

massivo quanto o campo escalar nao massivo.

O campo escalar nao massivo gera particulas sem massa quando ocorre sua excitagao.

Essas particulas sao livres e nao interagentes; ou seja, se duas particulas criadas por um
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campo escalar ndo massivo se cruzarem, elas nao sofrerao desvio. A relacao de dispersao
para esse caso ¢é

E = k|, (2.12)

que corresponde a relacao relativistica entre energia e momento para particulas de massa

nula.

Ja as particulas produzidas pelo campo escalar massivo possuem massa m, mantendo-

se, no entanto, nao interagentes entre si. A relagao de dispersao geral para esse caso é
E =+Vk*>+m?, (2.13)

reduzindo-se ao caso anterior quando m = 0.

Para formalizar a dinamica desses campos, introduzimos a Lagrangiana L, definida

como a diferenca entre a energia cinética e a energia potencial:

L=T-V. (2.14)

A Lagrangiana é um objeto central, pois permite derivar as equagoes de movimento
do campo através das equacoes de Euler-Lagrange. No contexto classico, isso reproduz a
mecanica newtoniana; no contexto quantico, a formulacao lagrangiana é essencial para
a construcao da teoria quantica de campos, onde o campo escalar é promovido a um

operador e suas flutuagoes determinam a criagao e aniquilagao de particulas [19,20, 25].

Além disso, a Lagrangiana fornece uma maneira sistematica de determinar as
energias e os momentos conjugados, possibilitando a construcao do tensor energia-momento,

que sera utilizado para calcular a densidade de energia de vacuo no efeito Casimir.

A agao ¢é definida como a integral da Lagrangiana no tempo

t
S:/O Ldt. (2.15)

Para trajetorias classicas, ela possui dimensao de energia vezes o tempo e sua

variagao é nula

5S
dx(t)

= 0. (2.16)
A 1ltima equagao é resultado do chamado principio da agdo minima, ou principio

de Hamilton. A acao é importante porque serd necessaria para calcular o tensor energia-

momento. A densidade de Lagrangiana é definida como

L= /zd%. (2.17)
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Voltando para o campo escalar nao massivo, sua densidade de Lagrangiana pode

ser escrita como

Z = ;8“<p8“<p. (2.18)

J& para o campo escalar massivo, sua densidade de Lagrangiana é dada por

1 1
L = 58“(,0(%(,0 — §m2gp2, (2.19)

em que o segundo termo representa um potencial. O termo potencial na Lagrangiana define
a massa e as interacoes do campo. Mesmo no vacuo, o campo existe como operador, e suas
flutuagoes quanticas determinam as propriedades fisicas do sistema. Quando colocada na

equagao de FEuler-Lagrange

0L 0L
% (o) = -

resulta na equacgao de movimento conhecida como a equacao de Klein-Gordon, que sera

vista a seguir.

2.2 Equacao de Klein-Gordon

Partindo da relacao de dispersao relativistica
E? = k* + m?, (2.21)
e substituindo a energia e o momento pelos operadores quanticos

0
FE ) — k —1 2.22
— Z@t’ — —iV, ( )

chegamos a equagao de Klein-Gordon para um campo escalar ¢(w), ou seja,
(O+m?) p(w) =0, (2.23)

onde O é o operador d’Alembertiano ja definido anteriormente e w = (t, x,y, z) representa

coordenadas de espago-tempo.

Para encontrar a solugao no espaco livre, usamos o método de separagao de variaveis,

assumindo que a solugao possa ser escrita como

o(w) = X ()Y (y) Z(2)T (). (2.24)

Substituindo (2.24) em (2.23) e dividindo pelo produto das fungoes, obtemos

LET |, LXK LEY 187
——+m° == — - .
T dt? X dx? Y dy? 7 dz?

(2.25)
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Como cada lado depende de variaveis diferentes, cada lado deve ser igual a uma
constante —k?. A equacao temporal é

1 d*T
?W =+ m2 = —kQ, (226)
cuja solucao geral é

T(t) = Ae™™" + Be™",

(2.27)
onde
w=vVk?+m?=E. (2.28)
A equacao espacial torna-se
1 d*’X  1d*%Y 1d*Z 9
-t =+ =—=- 2.29
de2+Ydy2+Zd22 ’ (2.29)
que pode ser separada em trés equagoes individuais:
1 d*X(x)
= —k2 2.30
1 d*Y(y) )
Y(y) d?
1 &Z(z)
Z(z) dz2 %
com a condi¢do k* = kI + k + k2.
As solucoes individuais sao fungoes de onda plana:
X (z) = Cet=® 4 De~ k=, (2.31)

Y (y) = Ee™Y + Fe vy,
Z(Z) _ Geikzz + Hefikzz,

e, considerando apenas solugoes de frequéncia positiva, ou seja, levando em consideragao

apenas a parte temporal com expoente negativo (associada a uma energia positiva), a
solugdo completa da onda plana livre é dada por

sp(w) — Ca 6—zwt ezkw:c ezkyy ezkzz.

(2.32)

Essa forma de onda plana sera a base para a expansao do campo escalar em modos,
que posteriormente sera utilizada na quantizacao do campo.

2.2.1 Condicées de Contorno

Para exemplificar a aplicagdo das condi¢des de contorno, consideramos o campo

escalar real confinado entre duas placas paralelas, infinitas e ideais, localizadas nas posigoes
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Figura 1 — Esquema ilustrativo de duas placas paralelas, infinitas e ideais, separadas por
uma distancia L. O campo escalar é confinado entre as placas, e as condigoes
de contorno sao impostas sobre as superficies em x = 0 e x = L, levando a
discretizacao dos modos na direcao x.

x=0exz =L, de modo que a distancia entre elas seja L (veja Figura 1). As condigdes
de contorno discutidas a seguir serdao impostas sobre essas placas, restringindo os modos
permitidos do campo na dire¢do = e levando a discretizacao do nimero de onda k, — k,.

Essa configuragao é padrao na anélise do efeito Casimir.

Ao restringirmos o campo escalar a um intervalo finito na direcdo x, surgem
diferentes condigoes de contorno que determinam os modos possiveis do campo. Neste tra-
balho, consideramos quatro condi¢gbes de contorno classicas: Dirichlet, Neumann, Dirichlet-
Neumann e Neumann-Dirichlet. As duas ultimas sao chamadas de condi¢oes mistas. Além
disso, introduzimos uma quinta condi¢ao de contorno relacionada a topologia do espaco:
a condicao quasi-periédica, que torna a topologia do espaco-tempo como sendo R? x S*

(veja Figura 2).

R3x S*

-

Figura 2 — Representacao esquematica da compactificacao na direcao x, correspondendo
a topologia R3 x S'. O campo escalar ¢ definido em um espaco onde o ponto
x é identificado com x 4+ L, de modo que os modos satisfazem a condi¢ao
quasi-peri6édica apresentada na Eq. (2.38).



Capitulo 2. Introdugdo a Teoria Qudntica de Campos Escalar 21

Aplicamos essas condi¢oes apenas na direcdo . Como consequéncia, o valor de k,
deixa de ser continuo e passa a assumir valores discretos, que chamamos de k,. A seguir,

discutimos cada caso.

2.2.1.0.1 Condicao de Dirichlet:

Para Dirichlet, o campo deve anular-se nas extremidades x = 0 e x = L. Isto é

traduzido como

X(0)=X(L)=0. (2.33)
Consequentemente, a solucao é dada por
X(z) = Asin(koz), k= % n=1,23,.... (2.34)

2.2.1.0.2 Condicdo de Neumann:
Para Neumann, a derivada do campo deve anular-se sobre as placas, ou seja,
X'(a) = X'(b) = 0. (2.35)
Neste caso, teremos para a solugao a forma

X(z) = Acos(knx), kn 7

Il

|
S

Il
o
\.H
\‘l\D

(2.36)

2.2.1.0.3 Condicoes mistas:

Para as condi¢bes mistas, podemos ter duas configuracoes, isto é: Dirichlet-
Neumann: X (a) = 0, X’(b) = 0, e também Neumann-Dirichlet: X'(a) = 0, X(b) = 0.

Nestes casos, as solucoes correspondentes sao

1
X(z) = Asin(k,z), k, = (n_I_LQ)W, (Dirichlet-Neumann)
1
X(x) = Acos(kpx), ky,= (71‘;2)777 (Neumann-Dirichlet) (2.37)

comn=0,1,2,....

2.2.1.0.4 Condicao quasi-periddica:

A condicao quasi-peritédica estd associada a topologia, R? x S, do espaco e é
definida como

X(z+ L) = ™ X (1), (2.38)

onde 5 € [0,1) é um pardmetro que caracteriza a fase adquirida ao percorrer o intervalo L.

A solug¢ao mantém a forma de onda plana, mas agora os modos sao discretizados como

= 25(71 +B), nel (2.39)
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A discretizacao dos modos é fundamental para a andlise da energia de vacuo e do
efeito Casimir, pois determina o espectro de frequéncias que contribuem para a soma sobre

os estados quanticos do campo.

2.2.2 Calculando a constante C, em (3 + 1) dimensGes

A constante C,, é determinada pela condi¢ao de normalizacao do campo escalar,

/ B l%a% _ %0 | _ St (2.40)

ot "’

Aqui, 0 = (kp, ky, k) representa o conjunto de nimeros quanticos do modo, sendo
que, para cada condicao de contorno, a discretizacdo do momento na direcao z, k,, foi
apresentada na subsegao anterior. Além disso, o simbolo 4, ,» combina o delta de Kronecker

para o indice discreto n e o delta de Dirac para os momentos continuos &, e k., ou seja,

50,0’ - 5n,n’ 5(ky - k;) 5(’@; - k;) (241)

No caso de trés dimensoes espaciais, a solu¢cdo do campo escalar associado a

condicao de Dirichlet pode ¢é escrita como

o = Cpe ntethvyeih== gin (L, 2), n=123... (2.42)

Substituindo essas expressoes em (2.40), obtemos
b
2w, |Cy|? / ylky—ky dy/ 2(ks—ks) dz/ sin k,(z — a) sink/ (x — a)dz (2.43)
= On O0(ky — ky)) 6 (k. — K).

Agora, fazendo uso das relagoes [24],

L Ry = 2k, — k). (2.44)
/ e k==k) gy — 2§ (k, — k), (2.45)
(2.46)
e também
b L
/ sink,(x — a)sink!,(z — a)dz = 5571,”/, (2.47)
obtemos a constante de normalizagao, ou seja,
1
‘C |2 m, (DlrlChlet), (248)

em que w, representa as auto-frequéncias, podendo ser escrita como

= B2+ K2+ k2 + m2. (2.49)
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Para condigoes mistas consideradas, a constante de normalizagao tem a mesma

forma da de Dirichlet na Eq. (2.48), porém com o momento discretizado dado pela

Eq. (2.37).

Para a condi¢ao de contorno de Neumann, o calculo da constante de normalizacao

C, segue raciocinio similar, tendo em vista que a solugdo em x é X () = cos(k,x). Assim,

¢é dada por
1
8r2w, 1 D=0
o =TT (2.50)
m, para n > 0
T2 W,

Por outro lado, no caso da condi¢ao quasi-periddica, os modos do campo sao
Vo = an—zwntezkyyezkzzezknzr’ (251)

com k, = 2%(71 + ). Consequentemente, a constante de normaliza¢ao é obtida como

[oH I (2.5

- 8n2w, L’
onde usamos [24]

L ,
/ eiokn k) gy = L6, 0. (2.53)
0

Iremos em seguida discutir a quantizagao do campo escalar real.

2.3 Quantizacao do Campo Escalar

A quantizagao do campo escalar consiste em promover o campo classico p(w) a um
operador quantico qg(w) definido em cada ponto do espaco-tempo. Esse operador pode ser
expandido em modos normais, cada um associado a um conjunto de niimeros quanticos
o = (kn, ky, k), que foram definidos nas se¢oes anteriores de acordo com a condicao de

contorno considerada. Ou seja,

S(w) = aspo(w) + ab gy (w)] (2.54)

onde ¢, (w) sdo as solucdes de campo normalizadas e a,, al. sdo os operadores de aniquilacio
e criacao, respectivamente. O simbolo 6, usado nas relacoes de comutagao combina delta
de Kronecker para o indice discreto n e delta de Dirac para os momentos continuos k, e

k., como ja mencionado anteriormente.
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Os operadores de criagao e aniquilagao satisfazem as relagbes de comutagao canoni-

cas,

lay,ay1] =0, (2.55)

[a:rra CLL] = 07 (256)

a5, al)] = 050 (2.57)

Aplicados ao estado fundamental (vacuo quéantico) |0), os operadores de aniquilac¢ao

satisfazem

a,|0) =0,

(0la}, =0, (2.58)

0 que garante que o vacuo nao contém particulas. A promoc¢ao do campo escalar a operador
e a introducdo dos operadores a, e af permite calcular o valor esperado de observaveis,

como o tensor energia-momento, e estudar efeitos quanticos como a energia de vacuo.

2.4 Funcao de Wightman

Os valores esperados de vacuo podem ser associados a fungdes de Green do campo
escalar [16]. Para um campo escalar, definimos as fungoes relacionadas ao comutador e ao

anticomutador do campo como

iG(w,w")
G (w,w')

(0[d(w), (uw]l0), (2.59)
(OH{(w), d(w')}]0). (2.60)

A fungdo G(w,w’) é conhecida como fungao de Pauli-Jordan ou fun¢ido de Schwinger,

enquanto que G (w, w’) é conhecida como funcao de Hadamard. Estas funcdes podem

ser decompostas em partes de frequéncia positiva e negativa como

iG(w,w') = G (w,w') — G~ (w,w'), (2.61)
G (w,w') + G (w,w"). (2.62)

—~

—

~
—~
~
~—

As funcées G sdo conhecidas como funcdes de Wightman. Em particular, a funcio

de Wightman com frequéncia positiva é definida por

W (w, w') = (0|¢(w)d(w)|0). (2.63)

Substituindo a expansao do campo (2.54) na expressao acima e usando as proprie-

dades do estado de vdcuo na Eq. (2.58), encontramos que

W(w,w') =3 po(w)py(w'). (2.64)
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Finalmente, usando a solu¢do normalizada da equac¢ao de Klein-Gordon em trés
dimensoes para cada condigao considerada neste trabalho, podemos escrever de forma
geral

W(w, w’) _ Z ’00’2 efingt+ikyAy+iszzX(m)X*(l,/>, (265)

onde At, Ay, e Az sdo definidos na Eq. (2.3). A constante de normalizagao C, e a solu¢ao

de campo X (z) dependerao do tipo de condigao ja discutidas.

O simbolo >, representa o produto de somatoérios e integrais. Ou seja, variaveis
continuas correspondem a integrais, enquanto variaveis discretas correspondem a somatorios.
Como sabemos, no presente trabalho, colocamos condig¢oes de contorno apenas na diregao x,
de forma que a componente k, se torna discreta, enquanto k, e k. permanecem continuas,

resultando em
> — Z/dky/dk‘z, (2.66)

em que os limites da soma em n dependerao do tipo de condicao a ser considerada, de
acordo com as Egs. (2.34), (2.36), (2.37) e (2.39).

Podemos ainda destacar que a fun¢do de Hadarmad, definida nas Eqs. (2.60) e

(2.62), no caso de uma campo escalar real (hermitiano), pode ser escrita como
G (w,w') = 2Re[W (w, w')]. (2.67)

A igualdade acima sera essencial para nossos calculos nas préximas segoes.

2.5 Tensor Energia-Momento

Para a formulagao local, precisamos calcular o valor esperado do tensor energia-
momento Ti,p [23]. Em particular, Ty fornece a densidade de energia no referencial de
repouso, enquanto as componentes diagonais espaciais representam as pressoes em cada
direcao. A derivacao abaixo para o tensor energia-momento e seu valor esperado de vacuo

segue em paralelo com a derivagao feita no Apéndice da Ref. [26].

O tensor energia-momento métrico é obtido pela variacao da acao em relacao a

métrica, isto é,

2 0S
L) = 75 S )

com a acao do campo escalar real dada por

(2.68)

5= [ de=o@) [0 () dup(a) — (m? + €R) (2] (2.60)

onde R ¢é o escalar de Ricci e £ é o parametro de acoplamento nao-minimo entre o campo

e a curvatura.
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A contribui¢do da variagao do termo cinético resulta em

3(V=99" Bup D) = 5(V/=9) 4" Dup Do + V=3 09" Dyp Dup (2.70)
1
= (—2\/—9 G 9°° Outp 050 + /=g Op 6%30) agh”,

onde utilizamos a identidade padrao [23,27]

1
O(V=9) = =5V=9 9ap 09" (2.71)
Consequentemente, obtemos

5 Scin
ogHv

1 1
= = V=99w9™ (0a9)(950) + 5V/=9 Dup Ouip- (2.72)

Portanto, a contribui¢ao do termo cinético para o tensor energia-momento, a partir

da equacgao (2.68), sera

cin 1 a
T, = — 599 B 0asp D5 + 0, O p. (2.73)

Para o termo com massa, temos
1 v
6(—v=gm® ¢*) = SV=g 9 69" (m*?). (2.74)
de modo que a contribuigao desse termo para o tensor energia-momento sera

massa 1
T;w = 5 Guv m2302- (275)

Por 1ultimo, calculamos o termo com R na acao. O valor da sua variacao é dado por
1 v
S(V=9ER¢) = — V=00 69" € R + V=g €5R . (2.76)

Agora, para o segundo termo, temos que R, escalar de Ricci, é a contragao entre a
métrica e o tensor de Ricci
R=g¢"R,,. (2.77)

Portanto, sua varia¢ao resultara em dois termos: a variagdo da métrica e a variagdo
do tensor de Ricci. O dltimo é dado pelo identidade [23]

0R,, = Va8, —V,0T%,. (2.78)

A variagdo do simbolo de Christoffel fica

0T, =09 gpa T, + 29™ (0u09up + 0009,y — 0p0,) (2.79)

= _% <guavuéga>\ + guavVéga/\ - guaguﬁv)\(sga’8>, (280)
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resultando na variagao total do escalar de Ricci

SR = Ry 69" + V.V, 69" — g,y D0g™. (2.81)

Assim, a variagao (2.76) resulta em

1
§(V=g&RY*) = —5V=9 69" ER@* 4+ /=g & Ry 09" (2.82)
+V=9&V, V66" 0% — /=g & g 00" %

A variacao da agdo em relagao a métrica torna-se

5St 1 , 1 ,
5g“V:Zv_gguu€R90 _iv—ngWSD (283)

1 1
— V=9V, ©*+ 5\/—959WD902.

Com isso, a contribuicao desse termo para o tensor energia-momento serd
1
T = 59w ER " = ERuw ¢ = EV,.V0 " + £, O (2.84)

Agora, juntando as equagdes (2.73), (2.75) e (2.84), temos

T = — 50|07 (0uf)050) — (0 + ER?| + @up)Oup)  (289)

+ S(QWD — R — VMV,,)gaz.

Considerando a equagao de movimento com acoplamento minimo -(m?+¢R)p?(x) =
plp, e a identidade
O(¢?) =2¢0¢ +2¢* Vap Ve (2.86)

chegamos a expressao final

T = (u9)(000) + [(€ = 19D — ERyy — EV,V, ] 0°. (2.87)

O préximo passo é promover o tensor momento-energia a operador, quantizando-o
através também da quantizacao do campo escalar. Em seguida, utilizando o método do
point-splitting, podemos escrever a componente covariante do tensor energia-momento

Cco1mo

A

Tw(w) = Jim, T (w, w'). (2.88)

Em seguida, mantendo o point-splitting, podemos tomar o valor esperado do tensor acima.

Assim, obtemos

lim, @M/&,G(l)(w, W) + (€ — i)gwm — &V, — &R, {¥?), (2.89)
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em que G (w, w') é definido na Eq. (2.67) e
im GO (w,w'), (2.90)

é o valor esperado do campo ao quadrado, obtido através do limite de coincidéncia da

funcao de Hadamard e, consequentemente, da funcao de Wightman.

Com a expressao na Eq. (2.89) para o valor esperado do tensor energia-momento,
poderemos obter sua componente temporal mista que é de extrema importancia para o

calculo da densidade de energia de vacuo.

Para finalizar esta subsegao, vamos considerar a fungao de Wightman (2.65) escrita

de forma unificada para as condigdes de Dirichlet, Neumann e mistas como

W(w, w) = 167T2L nzoo/ dk,dk, anm + ez‘knAf) g iwo Atk My-tik Az (2.91)
em que Ar = x + 2’. Note que o sinal negativo corresponde as condi¢oes de Dirichlet
ou Dirichlet-Neumann (dependendo do caso a ser considerado), juntamente com seus
respectivos momentos discretizados nas Eqs.(2.36) e (2.37). Analogamente, o sinal positivo
corresponde as condigoes de Neumann e Neumann-Dirichlet, com seus respectivos momentos
discretizados. Note também que, de acordo com a igualdade na Eq. (2.67), estaremos
interessados apenas na parte real da funcao de Wightman acima ou na parte real de

qualquer operagao, como a de integracao, que incida sobre a mesma.

Analogamente, a funcao de Wightmann considerando a condicao quasi-periddica

pode ser escrita como

W(w’w Z /dk) dkz —zngt+zknAac+zkyAy+zszz (292)

n=—oo

87T2L
com o correspondente momento discretizado dado pela Eq. (2.39).

No préximo capitulo, objetivamos contrastar as duas metodologias predominantes
para o calculo da energia de vacuo que caracteriza o efeito Casimir, conhecidas como
método global e método local. Este estudo sera realizado considerando tanto o contexto de

configuragoes com fronteiras fisicas quanto condigoes de contorno quasi-peridédicas.

No cenario de fronteiras fisicas, como duas placas condutoras paralelas e neutras
separadas por uma distancia L, argumentaremos que a discrepancia entre os resultados
dos dois métodos é consequéncia de um fato fundamental: a ndo comutatividade entre a
operagao de soma sobre os modos do campo, expressa em (2.91) e (2.92), e a operagao de
integracao no volume. Esta tultima é necessaria para se obter a energia de vacuo total a

partir da integral da componente T do tensor energia-momento, calculado localmente.

Em outras palavras, a ordem das operagoes é crucial. Resumidamente, temos que:
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o O método global realiza primeiro a integracao no volume e fornece uma expressao
para a energia total em termos da soma das auto-frequéncias do campo sob seus

modos quanticos.

o O método local calcula primeiro o valor esperado no vacuo do tensor energia-momento
(T") somando sobre os modos do campo e depois integra sua componente temporal

(TY)) sobre o volume.
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3 Calculo da Energia de Casimir em (3+1)

Dimensoes

3.1 Abordagem Global e a Regularizacao via Funcao Zeta

A abordagem global para o calculo da energia de vacuo consiste em obter uma
expressao geral somente em termos da soma dos modos das auto-frequéncias do campo.
Isso é feito a partir das Egs. (2.89) e (2.91). Assim, integramos primeiramente, no volume,
a componente temporal (7)) do tensor energia-momento. Como nio estamos considerando
curvatura para o espaco-tempo, o tensor de Ricci R, serd nulo. Além disso, adotamos o

acoplamento minimo, £ = 0, na Eq. (2.89).

Apo6s analisarmos a Eq. (2.90), verificamos que a tunica dependéncia da posigao x
provém do segundo termo entre parénteses na Eq. (2.91), apés isolarmos a contribuigao
n = 0 da soma. Em seguida, ao integrarmos em z na regiao entre as placas, de 0 a L,
observamos que esse termo se anula. A contribuicdo restante, portanto, é constante e

também se anula apds a atuagao do operador d’Alembertiano, [, sobre ela (veja apéndice

A).

A contribui¢do nao nula para a energia de vacuo provém, entao, inteiramente do
primeiro termo no lado direito da Eq. (2.89). Apés realizarmos as derivadas temporais
em pontos distintos e tomarmos o limite de coincidéncia w’ — w, podemos integrar no
volume entre as placas. Mais uma vez, a contribuicao do segundo termo entre parénteses
na Eq. (2.91) se anula quando integrada entre as placas. Nesse sentido, apenas o primeiro

termo entre parénteses contribui, fornecendo o seguinte resultado:

A
2(2m)?

+oo
3 /dk:y dk, w,, (3.1)

n=0oul

Ey =

onde A é a area das placas. Observe que a soma sobre n pode comecar em 0, para
condigoes mistas ou de Neumann, ou em 1, para a condi¢do de Dirichlet. Seguindo
raciocinio semelhante, uma expressao analoga pode ser obtida para o caso de condicao
quase-periodica, lembrando apenas que a soma sobre n neste caso vai de —oo a +o00, e

que A corresponderd a area no plano (y, z).

Genericamente, a expressao acima pode ser escrita como
1
EO = 5 ng, (32)
o

a qual caracteriza essencialmente o método global para o célculo da energia de vacuo [10].

Na literatura, é comum utilizar essa expressao sempre que as auto-frequéncias w, do campo
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possam ser obtidas, sem recorrer a componente temporal do tensor energia-momento e
a sua posterior integragao sobre o volume. Entretanto, é necessario cautela ao verificar
se a quantizacao do campo em questao - submetido a condigoes externas, como placas,
alteracoes na topologia do espaco-tempo ou presenca de campos externos - realmente conduz
a defini¢do (3.2) quando se integra a componente temporal do tensor energia-momento

antes de realizar a soma sobre os modos do campo.

Para as condigoes de Dirichlet e Neumann, as auto-frequéncias seguem o resultado
da Eq. (2.49), considerando os respectivos momentos discretizados nas Eqs. (2.34) e (2.36).

Dessa forma, a energia de vacuo pode ser expressa como

2.2
Z / dk:/ dk. \/m2+”LZ + R4 R2, (3.3)

n=0oul

Ey

onde A é a area das placas e a soma em n comeca em 0 para condi¢oes mistas ou de

Neumann, e em 1 para Dirichlet.

A regularizacao via fungao zeta pode agora ser aplicada. Comegamos regularizando

a energia, escrevendo-a da seguinte forma:
=5 Y w), (3.4)
o que corresponde essencialmente & defini¢ao de uma fungao zeta generalizada [18]. A

expressao original da Eq. (3.3) é recuperada ao realizarmos o limite s — —%.

Apés utilizarmos a identidade [18]

1 _ 2 o 2s—1 —w?72
W) F(s)/o T e dr, (3.5)

e também a Eq. (2.49), podemos executar as integrais gaussianas sobre os momentos k, e

k.. A expressao resultante é dada por

Z | (=) g, (3.6)

n=0oul

By = (2m) 2F

Agora, aplicando novamente a identidade (3.5) e isolando n, obtemos

s Am T(s—1) E s=1 too 1
By = 2(2m)2  T(s) <W2> n=%;u1 I (3.7)

m2L>2

sobre n se assemelha a continuacao analitica da funcao zeta

com (3% =

de Epstein-Hurwitz, bastante 1til [28,29], que pode ser escrita como
00 —25 1/2 I'(s — 1
Z n?+ B3~ = 6 + ( 2)
n=1 2 2 F(S)

215 (2 )25-1/2
(F())Zn% fio12(2mnB), (3.8)

61 2s
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onde, para o nosso caso, § = s — 1. A funcao f,(z) é definida por

fHla) = ——=, (3.9)

com K, (z) sendo a fungdo de Macdonald [30]. Note que, para a condi¢do de Neumann, é

necessario isolar o termo n = 0 na Eq. (3.7) para utilizar a expressao (3.8) corretamente.

Os dois primeiros termos da Eq. (3.8) fornecem as seguintes contribuicoes:

s L AT(s=1) (LT rmLy?
Foe =167 105 (W> (")

. 161?/}“51“_(5?))/2) <g>3_1 <”;L)3_287 (3.10)

em que, no primeiro termo, o sinal positivo corresponde a condi¢ao de Neumann, enquanto

o negativo corresponde a condi¢ao de Dirichlet. Este termo, avaliado em s = —%, fornece
uma contribuicao independente de L, mas proporcional a m?. J4 o segundo termo, calculado
em s = —%, diverge. Ambos os termos sao considerados espurios, pois fazem a energia de
origem quantica aumentar com a massa e, no caso do segundo termo, divergir. O limite de
massa elevada corresponde ao regime classico, no qual a energia de vacuo deve se anular.
Dessa forma, a expressao (3.10) deve ser subtraida no processo de renormalizagao da

energia de vacuo obtida a partir da Eq. (3.8) [10].

O processo de renormalizacao mencionado é formalmente executado através do
limite
B = Jim, (B~ By, (3.11)
resultando apenas na quantidade finita
Eren m2

= TRl > nT?Ky(2nmlL), (3.12)

n=1
originada no ultimo termo da Eq. (3.8). Esta é a energia de vicuo para o campo escalar

massivo sob condigoes de Dirichlet e Neumann. Ou seja, na abordagem global, ambas as

condi¢oes fornecem o mesmo resultado.

Note-se ainda que, para grandes argumentos, a funcao de Macdonald possui a
forma assintética K, (x) ~ \/3-€~ 7. Assim, a expressdo (3.12) apresenta o comportamento

esperado para grandes massas, com a energia de vacuo tendendo a zero.

Em contraste, para pequenos argumentos, podemos utilizar o limite

lim 2K, (r) =T(7)2", (3.13)
T—
o que fornece

Eéen 1 [o¢]

— —4
= e > nh (3.14)

=1
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O somatério corresponde & fungdo zeta de Riemann, (g(4) = g—g, resultando em
Eéen 7.(_2
=——. 3.15
A 1440L3 ( )

Os resultados para a energia de vacuo massiva (3.12) e nao massiva (3.15) estdo em pleno

acordo com a literatura, inclusive utilizando outros métodos [10,31].

Voltando agora nossa atencao para condigdes mistas, ambas possuem a mesma
expressao para as auto-frequéncias na Eq. (2.49), com o momento k, dado na Eq. (2.37).

Assim,

A & oo o0 (2n + 1)2m2
By =2 / dk:/ dkz\/ k2 4 k2 + m2. 1
0= mr 2 | M | i TR TR m (3.16)

Aplicando a regularizagdo (3.4) e a identidade (3.5), e executando as integrais

gaussianas em k, e k., obtemos

A X e gy -[EEEE e
; FToEE n:Z_oo ) b T e T ( )
utilizando -~ 5 5 00 2 2
S = ; S e (3.18)
n=0 n=-c0

Aplicando agora as propriedades das Eqs. (2.9), (2.10) e (2.11), obtemos

S AL - —inT *° 25—3 —m?272 o —k27m2+i2nLk
EO = m Z e /0 dr T e Lwdﬁe . (319)

n=—oo

Apoés executar a integral em k e, em seguida, a integral em 7, obtemos

3_
5—S

s s ALrr & m
Ey =E;, + 1720 (s) ;cos(mr) (nL) K%_S(QnmL), (3.20)

onde utilizamos a propriedade da fungao de Macdonald K, (z) = K_,(z). O termo esptrio

E§, corresponde a contribui¢do n = 0 da soma na Eq. (3.19), dado por

ALzY/?

B o= T
O 16m2T(s)

m* 2T (s — 3/2), (3.21)

que diverge em s = —% e deve ser subtraido.

Aplicando a condigao de renormalizagdo da Eq. (3.11), obtemos a energia de vacuo

renormalizada para condigoes mistas:

E m? & Ky(2nmlL)
= — 1)t 3.22
A 8m2L nz::l< ) n? ( )
No caso nao massivo, utilizando o limite (3.13), temos
[Eren 7 2
0 T (3.23)

A 11520L3°
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em acordo com Ref. [32]. A expressao (3.22) para o caso massivo é uma representagao
alternativa da obtida na mesma referéncia, usando outra formulacao da funcao zeta de
Epstein-Hurwitz !. Ambas as representacoes descrevem o mesmo comportamento fisico da

energia de vacuo e coincidem para o caso nao massivo.

A forca por unidade de area, ou pressao, é obtida através da expressao

P(L) = oL (3.24)

Usando os resultados das equagdes (3.15), (3.23) e a equagao anterior, achamos
os valores das pressoes associadas as quatro condi¢oes de contorno vistas anteriormente,

mostrados na tabela a seguir.

Dirichlet | Neumann | Mista (DN) | Mista (ND)

2 2 T2 T2

T 480L% T 480L% 3840L% 3840L%

Tabela 1 — Forca de vacuo por unidade de area para diferentes condi¢oes de contorno em
(3 + 1) dimensdes, encontradas pelo método global.

Por tltimo, calcularemos a energia para a condi¢ao quasi-peridédica. Considerando
as auto-frequéncias definidas em (2.49), com o momento correspondente em (2.39), a partir

da defini¢ao na Eq. (3.2), temos

Ey

42
Z/ dk:/ dk\/” (n+ 5 R 4R +m2 (3.25)

n=—oo

Seguindo os mesmos passos dos casos anteriores, chegamos a

4,r2(£t+ﬁ) +m } zd
o5 / 2 . 2
0= 47rr Z T (3.26)

n=—0oo

Aplicando novamente as propriedades das Egs. (2.9), (2.10) e (2.11), obtemos

AL7T1/2 > % o0 L?n? 2.2
—2imnf 2s—4 —=—5—m-T
S72(s) > e /0 T e 4 dr. (3.27)

n=—oo

Ej =

Separando o termo n = 0 da soma e executando a integral, temos

ALﬂ' © 3-s
By = Fiot gy 22 (U)K o), (3.28)

onde Ef, é dado na Eq. (3.21) e deve ser subtraido, pois diverge quando s = —%.

1 Veja Eq. (2.82) em Ref. [32].
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Usando a condi¢ao de renormalizacao da Eq. (3.11), obtemos a energia de vicuo

massiva renormalizada para a condi¢ao quasi-periddica:

Ez = Z cos(2mnf3) (nmL)

(3.29)

Esta expressdao é compativel com os resultados da Ref. [33] e, assim como nos casos

anteriores, decai exponencialmente com a massa no limite classico m — oo.

No caso nao massivo, aplicando o limite da Eq. (3.13), temos

Ey 1 & cos(2mnp)
=— - ) 3.30
A w2 L3 nzzjl n4 (3:30)

Utilizando os polinoémios de Bernoulli
1)F=12(2k)! & cosQ7m
Bor(8) = (=1) 2 Z ﬁ), 0<pB<1, (3.31)
(27T n=1
podemos escrever a Eq. (3.30) como
E(r)en 71.2
A T 318 1(B)

w2 4 1
=-—(B*-28° 2—). 3.32
3L3 (6 prp 30 ( )

Dessa forma, para o caso periddico (5 = 0), temos
Eéen 7T2
= o0 (3.33)
enquanto que para o caso anti-periddico (f = 1/2),
Eyr T2

= ) 3.34
A 720L3 ( )

Esses resultados para o caso anti-periédico estdo de acordo com as Refs. [33,34].
Observa-se que o sinal da energia, que determina a forca do vacuo, depende do valor do

parametro 3, definindo se a forca sera atrativa ou repulsiva.

Na proxima subsecao, iremos contrastar os resultados obtidos aqui com os ob-
tidos pela abordagem local, na qual a soma sobre os modos do campo nas fung¢oes de

Wightman (2.91) e (2.92) deve ser realizada antes da integracao sobre o volume.

3.2 Abordagem Local

Agora calcularemos as mesmas energias utilizando a abordagem local. Comegaremos
obtendo uma expressao fechada para a soma sobre os modos nas fun¢ées de Wightman (2.91)

e (2.92). Para a Eq. (2.91), expressaremos a fungdo de Wightman de forma unificada para
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as condigoes de Dirichlet, Neumann e mistas. Esta forma geral serd ttil para os célculos

subsequentes.

Dessa forma, utilizando as expressoes (2.9), (2.10) e (2.11), a fun¢ao de Wightman

em (2.91) pode ser escrita como

—zw,{At—l-ikyAy—&—ik:zAz
W(w,w) = n_}_:m/ ak, [~ dk. [ =
% [57(12)615(Ax+2nL) _l_,y(z) m(Ai-{—ZnL)] ’ (335)

onde a propriedade de filtragem (2.9) da delta de Dirac foi utilizada em k,,, transformando-o

em uma variavel continua [35].

Além disso, introduzimos os parametros

50 =[5, 609, 689 6N = [1,1, (~1)", (~1)"], (3.36)
Y0 = [y A AN A PN = =1, 1, (1) (=) (3.37)

correspondentes as condi¢oes de Dirichlet (D), Neumann (N), Neumann-Dirichlet (ND) e
Dirichlet-Neumann (DN).

Com a equagao anterior, é possivel simplificar o calculo das integrais, que é o

proximo passo. Para tanto, utilizaremos a seguinte identidade:

—wAt

I

e 2.2 AT2

: (3.38)

onde, 1o nosso caso, w = w, € AT = (At (rotagdo de Wick).

Aplicando esta identidade na Eq. (3.35), e executando primeiro as integrais do tipo

Gaussiana nos momentos ky, k. ¢ k, seguidas da integral em s, obtemos

Kl <m\/ (Azx + 2nL)? + Ap? )
V(Az +2nL)2 + Ap?

n=—oo

W(w,w") 47T2 Z [

K (m\/(A:E +2nL)? + Ap2>
N0 (3.39)
V(AZ +2nL)2 + Ap?
em que
Ap* = Ay? + A% — At (3.40)

Para o caso ndo massivo, aplicando o limite da Eq. (3.13) na expressao anterior,

obtemos

1 o0 5@ o0 (4)
n_ _* n n . 41
W(w,w") 47?2{ > (Az+2n0)2 + A2 + > A:Z'+2nL)2+Ap2} (3.41)

n=—0oo n=—oo
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Esta expressao para o caso nao massivo foi obtida anteriormente em Ref. [36]. Assim,
as duas fungbes de Wightman, dadas pelas Egs. (3.39) e (3.41), representam uma forma
unificada para as condi¢oes de contorno de Dirichlet, Neumann e mistas, considerando os

coeficientes definidos em (3.37).

Observa-se que a parte n = 0 da soma no primeiro termo das expressoes (3.39) e
(3.41) fornece a contribuigao divergente do vacuo de Minkowski, quando tomamos o limite
de coincidéncia w’ — w. Em contraste, a parte n = 0 do segundo termo corresponde &

contribuicao de apenas uma placa.

Com a fungao de Wightman calculada para todas as condigdes de contorno, po-
demos finalmente determinar o valor esperado do tensor energia-momento, dado pela
férmula (2.89). A gravitagdo nao estd sendo considerada, de modo que o tensor de Ricci
R, serd nulo. Para comparacao com a aborgadem global, adotaremos o acoplamento

minimo, ¢ = 0.

O primeiro observavel de interesse é o valor esperado renormalizado do campo ao
quadrado, obtido a partir das Eqs. (3.39) e (2.90), ap6s eliminar a contribui¢ao divergente
n = 0 no primeiro termo de (3.39). Assim, obtemos

@ K1 2an) = o Ki(2m(z +nl))

(P )sen = 47?2 Z Z T 2(x +nL)

n=1 n=—oo

(3.42)

O caso ndo massivo pode ser obtido diretamente a partir de (3.41). Aqui focaremos no caso
massivo para o calculo do tensor energia-momento, a partir do qual o caso nao massivo é

recuperado tomando-se o limite de massa nula, conforme Eq. (3.13).

Comegando pela componente temporal 79, e usando a Eq. (2.89), a densidade de

energia é dada por

1
(TY) = lim OO W (w,w') — ZD@?)M (3.43)
w! —w
Substituindo as Eqgs. (3.39) e (3.42) na expressao acima, obtemos
K 2an) s A Ko (2une)  K1(200,)
T9) = 0 =2 @ 3.44
1) =~ { S fimnl) 5 o [Holee) G|} (g

onde v,, = m(z + nL) e foi utilizada a seguinte relagdo de recorréncia para a funcao de
Macdonald [30]:

K,1(2)=K,1(2) + 2;[(,,(2), (3.45)

para v = 1. Note que, no primeiro termo da Eq. (3.43), foi subtraido o termo divergente

proveniente de n = 0 antes de aplicarmos as derivadas temporais.

Podemos obter diretamente o limite ndo massivo a partir da expressao (3.44) usando
a Eq. (3.13). Isto fornece

oo £(7) 4
(10) = _16732[,4 {Z O Z oAl :1:+LnL) } (3.46)

4
n=1 n n=-—00
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Observa-se que o primeiro termo das Eqs. (3.44) e (3.46), ao ser integrado no volume entre
as placas, fornece exatamente os resultados obtidos na sub-se¢ao anterior para a energia
de vacuo do campo escalar nos casos de Dirichlet, Neumann e mistas, de acordo com os

coeficientes definidos em (3.37).

O segundo termo nas Egs. (3.44) e (3.46) apresenta divergéncias localizadas nas
posicoes das placas, em © = 0 e x = L, que aparecem, respectivamente, nos termos n = 0 e
n = —1 da soma sobre n. No método global, onde primeiro se integra a componente tempo-
ral do tensor de energia-momento, essas divergéncias locais parecem ter sido ‘camufladas’
pela soma sobre os modos do campo escalar, manifestando-se posteriormente na forma
dos termos espurios em (3.10) e (3.21). Pelo método local, no entanto, tais divergéncias

aparecem explicitamente.

A indagacao que surge neste ponto é se seria possivel compatibilizar os resultados
apresentados nas Egs. (3.44) e (3.46) com os obtidos na sub-se¢do anterior para a energia
de vacuo. A resposta, em principio, é afirmativa. Tomemos como exemplo o caso nao
massivo da Eq. (3.46). Nesta expressao, é possivel realizar a soma em n no segundo termo,
obtendo resultados em termos de fungoes trigonométricas para v{") = +1 e em termos da

funcdo zeta de Hurwitz para (%) = £(—1)".

Ao integrar essas expressoes em x de forma indefinida, podemos isolar as divergéncias
que surgem nas posicoes das placas, expressando o resultado das integrais nos limites
r — 0 e x — L. Expandindo em torno desses pontos, identificamos divergéncias do tipo
%3 e ﬁ Ao subtrair tais divergéncias, mostra-se que o restante das expressoes se anula
nos respectivos limites.

Portanto, concluimos que é possivel compatibilizar os resultados da energia de
vacuo obtidos pelos métodos global e local, isolando e subtraindo as divergéncias locais
apos integrar a componente temporal do tensor de energia-momento, além de subtrair a
contribuicao divergente de Minkowski para a funcao de Wightman, procedimento padrao

em renormalizagoes de energia de vacuo.

Podemos ainda calcular as componentes (7}) do tensor energia-momento. Devido a

invaridncia de boost nas dire¢oes temporal e espaciais (y, z), concluimos que
(T7) =(13), i=2,3, (3.47)

com excecao da componente (T}'), que fornece a for¢a por unidade de 4rea entre as placas.

Para calcular esta componente, usamos

1

(T} = — lim 0p0) W(w,w') — ZD<902>ren. (3.48)
w' —w

2

3.42) mostra que o termo dependente
da posi¢ao proveniente do primeiro termo na Eq. (3.48

Um célculo cuidadoso utilizando as Egs. (3.39) e (3.42)
)

¢é cancelado pelo segundo termo.
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O resultado final é

F m? &6
(Th) = 1= D Z [3K3(2nmL) + (2nmL)K;(2nmL)] . (3.49)

O caso nao massivo é obtido aplicando o limite da Eq. (3.13), fornecendo

P 3 24

(3.50)

A 16m2LA ¢ Z
Portanto, a expressao acima para a for¢ca de vacuo por unidade de area, obtida via tensor

energia-momento, estd completamente compativel com os resultados obtidos na sub-secao

anterior. A Tabela 2 resume os valores da forga para cada condi¢do de contorno considerada.

Um aspecto interessante é que as divergéncias locais presentes na energia de vacuo
nao aparecem no célculo das expressoes (3.49) e (3.50). Portanto, do ponto de vista da forga
fisica entre as placas, podemos afirmar que as abordagens global e local sao compativeis,

fornecendo o mesmo resultado para a quantidade de interesse.

Dirichlet | Neumann | Mista (DN) | Mista (ND)

2 2 T2 T2

T 480L4% T 480L4 3840L4% 3840L%

Tabela 2 — Forca de vacuo por unidade de area para diferentes condi¢oes de contorno em
(34 1) dimensdes, encontradas pelo métodos local.

3.2.1 Acoplamento Conforme

Um outro fato interessante surge no caso de uma teoria conformalmente acoplada,
com & = 1/62 [31]. Neste caso, a componente temporal do tensor energia-momento pode
ser escrita como

1
(1Y) = lim 0y 0y W (w, w') — ED<¢2>ren. (3.51)

Para o caso massivo, isto fornece

()KQ(QTTLTLL) . > (%) Kl(zvv“mn) } ] (352)

mt (&,
(1) = 82 {nz:lén’ (mnL)? n;m n 3z
No caso ndo massivo, usando a Eq. (3.13), o segundo termo se anula, fornecendo exatamente
a mesma, expressao que, quando integrada no volume, coincide com os resultados obtidos
pelo método global. A forga de vacuo por unidade de érea continua dada pelas Eqs. (3.49)

e (3.50).

O termo proporcional a £V, V, no tensor energia-momento ajuda a compensar
mudancas de fatores provenientes do operador d’Alembertiano, evitando divergéncias locais.
Portanto, em uma teoria invariante conforme, nao surgem problemas de divergéncias locais

no tensor energia-momento.
2

Embora nao estejamos trabalhando em espago-tempo curvo, o pardmetro de acoplamento constante
com a gravidade, £, ainda contribui para a expressdo do tensor energia-momento (2.89).



Capitulo 3. Cdlculo da Energia de Casimir em (3+1) Dimensdes 40

3.2.2 Condicao quasi-periddica

Iremos agora voltar nossa aten¢ao para o caso quasi-periddico, assumindo & = 0.
Neste caso, usando novamente as expressoes (2.9), (2.10) e (2.11), a fungao de Wightman

em (2.92) pode ser expressa como
—szAt—l-iﬁAx—l-ikyAy—l—iszz

_ —27nifS3
W (w, w') _er /dk/dk;/dn ,

n=—oo Wk
(3.53)

onde a propriedade de filtragem (2.9) da delta de Dirac foi usada no momento k, da
Eq. (2.39), tornando-o continuo [35].

Usando a identidade em (3.38), encontramos

m & K (Ar+ Ln)? + Ay? + Az? — A2
W<w7w/>:H Z e 2mnif3 (\/ )

=50 V(Az + Ln)? + Ay? + Az2 — A2

, (3.54)

compativel com o resultado da Ref. [36].

O valor esperado do campo ao quadrado pode ser obtido usando a Eq. (2.90), isto

(Lmn) |

(6% )ren = Z cos(2mn3) (3.55)

Note que este resultado nao depende da posicao, nao contribuindo para a componente

temporal (3.43) do tensor energia-momento.

Por outro lado, o primeiro termo em (3.43) gera uma contribui¢do nao nula, apds
eliminar o termo divergente de Minkowski em (3.54), ou seja,

2 Ky (L
Q@Lz ZCOS 27m6)M

(1Y) = (3.56)

Apés integracdo no volume, este resultado coincide com o obtido pelo método global,
sem problemas de divergéncias locais. O caso ndo massivo é obtido diretamente usando a

Eq. (3.13) e também coincide com o resultado global.
As demais componentes do tensor energia-momento seguem da invaridncia de boost
nas diregoes (y, z), ou seja, (T7) = (T7), com excecao de (T}), que fornece a forga por

unidade de drea na diregdo compactificada. Usando a expressao (3.48), obtemos

= =
- 2:ZL2 2 cos(ignﬁ) 38Ky(nmL) + (nmL)Ky(nmL)] . (3.57)

Para o caso ndo massivo, usando a Eq. (3.13), temos

F 3 i cos(2mnf3)

— 274 4
A meLY = n

2 1
= (54 — 283 4+ p% — 30> , (3.58)
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onde usamos novamente os polindémios de Bernoulli B,(/5) [37].

Como observado nos cenarios com duas placas paralelas e condi¢oes de Dirichlet,
Neumann e mistas, a soma sobre os modos do campo e a integragao no volume nao comutam,
devido a quebra da invariancia de translagao na direcdo = causada pelas fronteiras. Esta nao
comutatividade é a origem das diferencas entre as energias totais obtidas pelas abordagens

global e local.

No caso quasi-periodico, a simetria de translacao continua é substituida por uma
simetria discreta (r — x+ 27nL). Como a densidade de energia (7)) nio depende de z, as
operagoes de soma sobre os modos e integragao espacial comutam. Consequentemente, os
métodos global e local produzem resultados idénticos para a energia de vacuo total. Este
contraste evidencia como a presenca ou auséncia de quebras de simetria por fronteiras

afeta a concordancia entre diferentes metodologias de calculo.
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4 Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho investigamos o efeito Casimir para um campo escalar real em (3 + 1)
dimensoes, considerando diferentes condi¢oes de contorno - Dirichlet, Neumann, mistas
e quasi-periddicas - e explorando duas metodologias distintas de calculo: a abordagem
global, baseada na soma dos modos do campo, e a abordagem local, fundamentada no valor
esperado do tensor energia-momento. Os resultados obtidos mostraram que, no cenario
de placas paralelas, as duas abordagens nao coincidem. A presenca de fronteiras quebra
a simetria de translagao continua, fazendo com que a densidade de energia dependa da
posicao e, consequentemente, a soma nos modos e a integracao espacial nao comutem.
Dessa forma, a energia de vacuo obtida pela via local apresenta divergéncias junto as
superficies, enquanto a abordagem global, apés a regularizagao zeta, fornece resultados
finitos e consistentes com a literatura, apds subtragdo (renormalizagdo) de termos esptirios
que nao sao fisicos. No caso quasi-periédico, em contraste, a auséncia de fronteiras fisicas
preserva uma simetria de translagao discreta e, nesse contexto, as duas metodologias
coincidem exatamente, evidenciando que a origem da discrepancia estd na quebra de

simetria causada por superficies fisicas.

Essas andlises reforcam a importancia das condi¢oes de contorno na fisica de
campos quanticos, mostrando que a energia de vacuo nao ¢ uma entidade universal, mas
sim dependente da topologia e da geometria do sistema. Além disso, a comparacao entre
os métodos local e global destaca o papel crucial da ordem das operagoes matematicas,

em particular a soma sobre modos e a integracao espacial, na consisténcia dos resultados.

Como perspectivas para trabalhos futuros, este estudo pode ser estendido para
outros campos quanticos, como o eletromagnético ou o espinorial, de forma a explorar como
as diferentes naturezas dos campos influenciam a energia de vacuo em situagoes semelhantes.
Outra possibilidade é a analise de geometrias e topologias mais gerais, incluindo superficies
curvas e compactificagoes adicionais, que poderiam trazer novos insights sobre a relacao
entre condigdes de contorno e efeitos de vacuo. Também seria de grande interesse considerar
efeitos de temperatura finita, uma vez que sistemas reais nao se encontram rigorosamente

no zero absoluto, o que permite investigar modifica¢oes térmicas na energia de vacuo.

A extensao deste trabalho para incluir acoplamentos ndo minimos com a curvatura
(£ # 0) em espagos-tempo curvos representa outra frente promissora, particularmente
no contexto cosmolégico onde flutuagdes quéanticas do vacuo podem contribuir para a

constante cosmoldgica.

Em sintese, o estudo do efeito Casimir permanece como uma area fértil de pesquisa,

tanto pelo seu valor conceitual na fisica fundamental quanto por suas possiveis aplicacoes
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tecnoldgicas [12]. O presente trabalho contribui para esse esfor¢o ao esclarecer o papel das

condigoes de contorno e ao destacar os limites e complementaridades entre abordagens

globais e locais.
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APENDICE A - Obtencio da expressio da

energia para o caso global

Apés analisarmos (2.90) e utilizarmos (2.67), verificamos que a tnica dependéncia
da posi¢do = provém do segundo termo entre parénteses na (2.91), apos isolarmos a
contribuicdo n = 0 da soma. De fato, ao tomarmos o limite w’ — w, temos Ax — 0, Ay —
0, Az = 0, At - 0 e AT — 2z, de modo que

1 =X rdk,dk
(1) y ARz
G (w) = S77L Z / o [1 F cos(2k,x) |. (A.1)

A partir dessa expressao, observa-se que apenas o termo cos(2k,z) depende expli-
citamente da posigao x. Para n = 0, tem-se k,, = 0, e portanto cos(2k,x) = 1. Esse termo

foi isolado da soma.

Em seguida, ao integrarmos em x na regiao entre as placas, de 0 a L, verificamos

que o termo dependente de = se anula devido a periodicidade da funcao seno:

L sin(2k,, L nm

/ cos(2k,x) dx = sin(2kn L) =0, com k, = —. (A.2)
0 2k, L

A contribuigao restante, portanto, é constante e também se anula apds a atuacao

do operador d’Alembertiano, [J, sobre ela.

Assim, concluimos que, ao utilizar GV, a tnica dependéncia espacial da funcao
- proveniente de cos(2k,x) - desaparece ao integrar na regiao entre as placas. A parte
constante remanescente é eliminada pela acao do operador d’Alembertiano, de modo que
apenas as flutuacoes efetivas do campo, contidas no primeiro termo de G, contribuem

para a energia de vacuo.

Quanto ao primeiro termo do lado direito da equagao (2.89), o raciocinio é seme-
lhante. Apés realizar as derivadas temporais e tomar o limite de coincidéncia w — w’,

encontramos

G(l)

dk, dk.
1 F cos(2k,z) |w?. A3
- 5 T 1 eostohar) |2 (4.3)
Novamente, o termo com cosseno da equacao anterior fornece uma contribuicao nula
quando integrado na regiao entre as placas. Apenas o primeiro termo contribui, chegando

finalmente a equacao



APENDICE A. Obtengio da expressio da energia para o caso global 49
A =

o= [ by d. A4

0= 50, 5, e A

que ¢é a expressao utilizada na abordagem global.
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