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RESUMO

As construcdes geométricas, no decorrer das €pocas, foram muito importantes para a solidificag@o
de determinados conceitos da geometria euclidiana. Pouco se tem comentado sobre como
fazer construgdes geométricas na educagdo. Diante desse cendrio, as construgdes geométricas
utilizando apenas régua ndo graduada e compasso constitui um problema, mais do que um
desafio irresolivel. Como referencial tedrico para esta pesquisa utilizamos Boyer e Merzbach
(2012), Barbosa (2013), Papa Neto (2017) dentre outros. Este estudo tem como objetivo realizar
algumas construcdes geométricas com régua nao graduada e compasso, como retas paralelas,
bissetriz de um angulo e a trissecc@o do angulo de 90°. Existem elementos que ndao podem ser
construidos com régua e compasso, destacando-se: a duplica¢do do cubo, a quadradura do circulo
e a trissec¢do de um angulo. E, para este ultimo € apresentado um falso método. Os resultados
evidenciaram que o problema da construcao geométrica da trisseccao de um angulo representa
uma evolucao da geometria euclidiana, considerando os desafios do rigor 16gico e da validacao

de métodos no avango cientifico.

Palavras-chave: Geometria Euclidiana Plana; tonstru¢cdes Geométricas; trisseccao de um angulo.



ABSTRACT

Geometric constructions, throughout history, have played a crucial role in consolidating fun-
damental concepts of Euclidean geometry. However, little attention has been given to their
application in education. In this context, geometric constructions using only an ungraduated ruler
and compass present not only a challenge but also an unsolvable problem in certain cases. As the
theoretical framework for this research, we draw on Boyer and Merzbach (1974), Barbosa (2013),
Papa Neto (2017), among others. This study aims to explore some geometric constructions with
an ungraduated ruler and compass, such as parallel lines, angle bisectors, and the trisection of a
right angle. It is important to highlight that certain elements cannot be constructed using ruler and
compass, most notably the duplication of the cube, the squaring of the circle, and the trisection
of an angle. For the latter, a false method is presented. The results show that the problem of angle
trisection in geometric constructions represents an important development within Euclidean
geometry, reflecting the challenges of logical rigor and the validation of methods in scientific

progress.

Keywords: Plane Euclidean Geometry; geometric constructions; trisection of an angle.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 — Angulo Opostos pelo Vértice . . . . . . . ... .. ... . 16
Figura2 — Circunferéncia . . . . . . . . . .. ... L 17
Figura3 — Tiposdepoligonos. . . . . . . . . . . . . . e 18
Figura4 — Angulo EXterno . . . . . . . . .. . . v 18
Figura5 — Paralelogramo . . . . . . .. ... ... ... 19
Figura6 — Congruéncia . . . . . . . . . . . . e e e 21
Figura7 — Congruéncia LAL . . . . . . . . . . .. . .. .. 21
Figura8 — Triangulo Isésceles . . . . . . . . . . . .. . . L 22
Figura9 — Congruéncia ALA . . . . . . . . . . . . e 23
Figura 10 — Congruéncia LLL . . . . . . . . . . .. .. .. .. .. .. . 24
Figura 11 — Angulo EXterno . . . . . . . . . . . . . i 25
Figura 12 — Angulos Alternos Internos . . . . . . . . . oo v v 25
Figura 13 — Angulos Correspondentes . . . . . . . . . ..o 27
Figura 14 — Soma dos angulos internos de um tridngulo . . . . . . . . ... ... .. .. 28
Figura 15 — Angulo EXterno . . . . . . . . . v 29
Figura 16 — Intersec¢do entre dois arcos . . . . . . . . . . . . . v oo 30
Figura 17 — Interseccdo entre doisarcos . . . . . . . . . .. . ..o L. 31
Figura 18 — Criando um segmento perpendiculara AB . . . . . . ... ... ...... 32
Figura 19 — Arcocom centroem C e aberturaC'D . . . . . .. . ... ... ...... 33
Figura 20 — Circunferéncia com centro em D e raio DC . 33
Figura 21 — Circunferéncia de centro D e raio CE oo 34
Figura 22 — Ponto C' pertencente a AB . . . . . . . . . . .. i 34
Figura 23 — Interseccdode arcos . . . . . . . . . . . .. Lo 34
Figura 24 — Construindo um tridngulo equildtero . . . . . . .. . . .. ... ... ... 35
Figura 25 — Construindo BAC . . 35
Figura 26 — Circunferéncia de centro Aeraio AD . . ... ... ... ......... 36
Figura 27 — Bissetrizdeumangulo . . . . . . .. ... . . Lo 36
Figura 28 — Dividir um angulode 90° . . . . . . . . .. . ... ... .. ... 37
Figura 29 — Segmento AB eretar comorigemem A . . . . . .. . ... ... ..... 39
Figura 30 — Dividir um segmento em trés partes iguais . . . . . . . . . . . . . . .. .. 40
Figura 31 — Marcando com 0 COMPASSO . . . . « . v v v v v v v e e e e e 40

Figura 32 — Falso método de trissec¢do . . . . . . . . . . . . ... .. 41



Figura 33 — Duas semirretas com origemem A . . . . . . . . ... ... ... .. 41
Figura 34 — Dividir um segmento em trés partes iguais . . . . . . . . . . . . . . . ... 42
Figura 35 — Dividindo o dngulo BAC em trés partes . . . ... ... 42

Figura 36 — Angulos internos presentes no falso método



2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

SUMARIO

INTRODUGAO . ..ttt it ittt e e ettt e e enns 11
DEFINICOES GEOMETRICAS . . . . . ittt t it e e et 13
Retas . . .. ... . . . . . . 13
Angulos . . . . . . . .., 15
Circunferéncia. . . . . . .. ... ... ... . ... ... .. ... ... 17
Poligonos . . . . . . ... ... ... 17
Congruénciadetriangulos . . . . . ... ... ... .......... 19
Retas Paralelas . . . . . . ... ... ... ... .. ... . ... 25
CONSTRUGOES GEOMETRICAS . . .. ... .......v.... 30
Retas Perpendiculares: . . . .. ... ... ... .. .......... 30
Retas Paralelas: . . . . . . ... ... ................... 32
Tridangulo Equilatero: . . . . . . . .. ... .. ... ... ... ... 34
Bissetriz de um angulo qualquer: . . . . . .. ... ... ... ... 35
Trisseccao de um angulode 90°: . . . . ... ... ... ... ... ... 37
TRISSECCAODEUMANGULO . ............ciuuu... 38
O falso método datrisseccao: . . . . . ... ... ... ......... 39
CONSIDERAGOESFINAIS . .. ... .... .t innnnn 46



11

1 INTRODUCAO

A palavra "Geometria"tem origem no termo grego geometrein (onde geo significa "terra"e
trein significa "medir"), Roque (2012) diz que Geometria pode ser entendida como "agrimen-
sura", refletindo a relacdo entre matematica, medida, equilibrio, divisdo e terras. Dessa forma, a
Geometria é um dos ramos mais antigos da Matematica, com estudos que remontam a Antigui-
dade. Boyer e Merzbach (2012, p.26), em Histéria da Matematica, alertam que as “afirmacgdes
sobre a origem da Matemadtica, seja na Aritmética ou na Geometria, sdo muito arriscadas, pois os

T . . " . ~
primordios sdo mais antigos do que a arte de escrever”. Por isso, qualquer declaragdo sobre a

origem da Geometria € controversa e deve ser tratada com cautela.

Um dos desafios mais conhecidos dentro da Geometria € a trisseccao de um angulo, isto
¢, a divisdo de um angulo em trés partes iguais utilizando apenas os instrumentos disponiveis na
Grécia Antiga: a régua sem marcacio e o compasso. Embora a primeira vista parega uma tarefa

simples, foi provado que essa constru¢ao nao pode ser realizada com esses instrumentos.

Este estudo tem como intuito analisar as possibilidades e limitagdes do estudo sobre a
impossibilidade da trissec¢do de um angulo qualquer. Estudar problemas impossiveis, como
a trisseccao de um angulo, pode ajudar a desenvolver o pensamento critico dos estudantes e
introduzir conceitos mais avangados, como a relagdo entre constru¢des geométricas e equagdes
algébricas. Além desse problema, existem outros desafios classicos da Matemdtica que também
nao podem ser resolvidos apenas com régua sem marcagdo e compasso, como a duplicac¢io do
cubo e a quadratura do circulo (Boyer; Merzbach, 2012). O motivo dessas impossibilidades esta
ligado as equacOes matemdticas envolvidas. Esse fato foi provado matematicamente ao longo da

histéria, mas ainda € pouco explorado no ensino de Matematica.

Além das limitagOes matemadticas, a Geometria Euclidiana possui regras e principios
fundamentais que determinam quais constru¢des podem ser feitas. Podemos entender que
conceitos como ponto, reta, segmento de reta, bissetriz, retas paralelas e perpendiculares, junto
com alguns axiomas matemadticos, sdo essenciais para entender por que algumas construgdes sao
possiveis e outras ndo (Papa Neto, 2017). Compreender essas regras ¢ um passo importante para
perceber as razdes pelas quais a trissec¢do do angulo ndo pode ser realizada apenas com régua
sem marcag¢do e compasso. Responder a essa questdo ajudara a compreender melhor as bases

matematicas desse problema.

Por outro lado, existem métodos alternativos que permitem trissecar um angulo se forem
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usados instrumentos diferentes. Segundo Barbosa (2013), se utilizarmos uma régua marcada,
essa construgdo se torna possivel. Isso acontece porque as marcas na régua ajudam a dividir
o angulo de uma forma que nao seria possivel com a régua sem marcacao. Esse método nao
segue as regras da Geometria Euclidiana tradicional, mas mostra como pequenas mudangas
nos instrumentos podem levar a novas solu¢des para problemas matematicos existentes. Esse
problema pode ser uma boa introdu¢do para topicos como extensdes de corpos e equagdes
polinomiais, que normalmente sdo estudados em niveis mais avangados. Além disso, ao estudar
essas limitacdes, os alunos conseguem perceber que a Matemaética ndo € apenas sobre resolver

problemas, mas também sobre entender o que pode ou nao ser feito e por queé.

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho, serdo abordadas no¢des fundamentais
da Geometria Plana. No segundo capitulo, sdo apresentadas as nocdes primitivas e defini¢des
que estruturam o pensamento geométrico, como ponto e reta, permitindo o desenvolvimento
de axiomas e teoremas envolvendo retas, angulos, circunferéncia, poligono e congruéncia de

tridngulos, que sao necessdrios para as construgdes que se seguirdo.

Em seguida, no terceiro capitulo, tomando como base as defini¢des apresentadas no
primeiro, sdo desenvolvidas constru¢des geométricas usando apenas régua nao graduada e
compasso, mostrando como esses dois instrumentos permitem, formando apenas segmentos e
arcos, construir diversos outros elementos matematicos, partindo de defini¢des iniciais como
retas perpendiculares e retas paralelas e indo até constru¢des mais complexas como a trissec¢ao

de um angulo de 90°, explorando a possibilidade de trissecar angulos especificos.

No quarto capitulo do trabalho, €é discutido um método incorreto que sugere a trisseccao
de qualquer angulo, destacando sua aparente l6gica inicial, que toma como primicia dividir um
segmento oposto ao angulo em trés partes iguais e, posteriormente, demonstrar sua inconsisténcia,

o que reforca a importancia do rigor e da validagdo matematica.

Por fim, nas consideragdes finais vemos que entre os trés problemas classicos da geome-
tria, a trissec¢do € a que mais aparece falsas provas que mostram o contrdrio e iSso proporciona

oportunidade para debater o assunto e comprovar a importancia do rigor matematico.
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2 DEFINICOES GEOMETRICAS

Neste capitulo iremos desenvolver algumas nocdes de Geometria Plana, principalmente
aqueles relacionados a impossibilidade da trisseccdo de um angulo qualquer que serdo utilizadas
no decorrer do trabalho. Este capitulo inicia-se com a introduc@o das no¢Oes geométricas que
sao entendidas por meio de definicdes, e no¢des primitivas que sdo aceitas sem uma defini¢ao
(Nogueira, 2023), dessa forma, podemos entender “ponto” e “reta” como conceitos bdsicos
adotados como primitivos no sistema axiomadtico, sobre os quais se constroem todas as demais
defini¢des e propriedades geométricas. Toma-se o plano como um conjunto formado por pontos
como elementos primarios, dentro do qual as retas sd@o reconhecidas como subconjuntos com

propriedades de incidéncia especificas.

O ponto ndo tem dimensao e € a representacdo geométrica mais simples, normalmente
sdo utilizadas letras maiusculas (A, B, C, ...) para simboliza-los. A reta € uma linha formada por
infinitos pontos que sdo consecutivos e seguem uma mesma dire¢ao, podem ser representadas

por letras mindsculas (a, b, ¢, ...).

2.1 RETAS

Conhecimento bédsico da Matematica que pode ser aprecisado em miultiplas obras da
Geometria, a exemplo das obras de Pinho, Batista e Carvalho (2010), Papa Neto, Holando e

Pimentel (2012)

A reta pode ser compreendida como um conjunto de infinitos pontos dispostos de maneira
alinhada, de modo que esses pontos se estendem indefinidamente sem apresentar um comeco,
nem um fim, uma de suas caracteristicas € que a reta s6 possui uma dimensao, 0 comprimento,
por ser uma sequencia de pontos, nao apresenta largura nem espessura e pode ser determinada

por qualquer dois pontos distintos que estao contidos nela.

A partir da reta, conseguimos chegar em outros conceitos, como a semirreta € 0 segmento
de reta. A semirreta pode ser compreendida como um conjunto de infinitos pontos alinhados,
porém diferente da reta, a semirreta possui um ponto de origem fixo e se estende infinitamente
em apenas uma dire¢do, dessa forma, pode ser entendida como uma porg¢ado da reta. O segmento
de reta, por sua vez, € a parte da reta que apresenta um ponto de origem e um ponto (distinto do
anterior) que o finaliza, a medida desse segmento pode ser encontrada calculando a distancia

entre esses dois pontos.
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2.1.1: Axioma 1: Dados dois pontos distintos, existe uma tinica reta que passa por eles.

Isso assegura que qualquer par de pontos no plano determina uma reta de forma tnica,

estrutura essencial para definir segmentos e alinhamentos.
2.1.2: Axioma 2: Em qualquer reta estdo no minimo dois pontos distintos.

Isso impede que existam retas sem pontos ou retas formadas apenas por um tinico ponto,
garantindo que toda reta contenha pelo menos dois pontos distintos e consequentemente infinitos

pontos.
2.1.3: Axioma 3: Existem pelo menos trés pontos distintos ndo colineares.
Garante que o plano ndo seja colinear e permite a formacgao de figuras planas.
Observacao: Os trés primeiros axiomas sao conhecidos como postulados de incidéncia,

assegurando que pontos e retas interajam de forma significativa. Com esses trés axiomas de

incidéncia, podemos compreender quatro conceitos importantes para o decorrer do trabalho.
i) Retas paralelas: Sao duas retas que nunca se tocam.
i1) Retas Concorrentes: Sao retas que se tocam em um Unico ponto.
1i1) Retas Perpendiculares: Sdo Duas retas que ao se tocarem formam um angulo de 90°.

iv) Mediatriz de um segmento: A mediatriz de um segmento de reta € a reta perpendicular

a esse segmento que passa exatamente pelo seu ponto médio.

Tem-se que, AB é a mediatriz do segmento C'D, quando AB é perpendicular a C'D e
corta o segmento C'D no seu ponto médio E e por sua vez, F serd o ponto médio de C'D, quando

CE=ED =<~

2.1.4 Axioma 4: (Axioma da Distdncia) Dados dois pontos quaisquer corresponde
unicamente um niimero real ndo negativo, de modo que esse niimero serd zero se os dois pontos

forem coincidentes.

Obtido esse nimero por meio do axioma € possivel garantir que o conceito de distancia

fique bem definido e que se diferencie pontos distintos de pontos coincidentes.

2.1.5 Axioma 5: (Axioma da Régua) E possivel estabelecer uma relagdo biunivoca entre

numeros reais e pontos de uma reta. De modo que:
i) Cada ponto da reta corresponde a exatamente um niimero real.
ii) Cada numero real corresponde a exatamente um ponto da reta.

iii) A distdancia entre dois pontos é o valor da diferenca entre os modulos dos de seus



Capitulo 2. DEFINICOES GEOMETRICAS 15

respectivos niimeros correspondentes.

Note que este Axioma nos dd a ideia de “continuidade” da reta. E chamado de postulado
da régua, porque nos permite, através de uma “régua infinita” colocada sobre uma reta, medir a

distancia entre dois pontos quaisquer da reta.

2.1.6 Axioma 6: (Axioma da Colocagdo da Régua) Dado dois pontos P e () numa reta,

€ possivel escolher um sistema de coordenadas. De modo que:
i) A coordenada de P seja 0.
ii) A coordenada de () seja um niimero real positivo.

Dessa forma € possivel estabelecer uma referéncia para medi¢do e definir a distancia
entre os pontos. Assim, se a distancia entre os pontos A e B e entre os pontos C' e D forem

iguais, dizemos que os segmentos AB e C'D sdo congruentes.

2.2 ANGULOS

Premissas aceitas e comuns na area de Geometria. Exemplos de referéncias que as

abordam: Papa Neto, Holanda e Pimentel (2022) e Pinho, Batista e Carvalho (2010)

Um angulo é uma regido entre duas semirretas que possuem a mesma origem, chamada
de vértice, e representa a relacdo entre. O angulo € usado para medir a abertura entre essas duas
semirretas. Dependendo da sua medida o angulo pode ser classificado como agudo (abertura
menor que 90°), reto (abertura igual a 90°), obtuso (abertura maior que 90° e menor que 180°),

raso (abertura igual a 180°), ou cdncavos (abertura maior que 180°).

2.2.1 Axioma 7: (Axioma da Medida de Angulos) A cada angulo BAC corresponde um

tnico numero real entre 0 e 360°.

Sendo essa medida usada para quantificar a abertura do angulo. Essa correspondéncia
garante que angulos congruentes tenham a mesma medida e que s6 sejam iguais a zero se suas

semirretas coincidem.
i) A medida do angulo formado pelos segmentos AB e BC' € representado por: ABC.
i) Se ABC = o = DEF, chamamos esses angulos de congruentes.

2.2.2 Axioma 8: (Axioma da Construgdo do dngulo) Seja 1@ uma semi-reta contida
na reta origem de um semiplano «. Para cada niimero o entre 0 e 180 existe exatamente uma

semi-reta ﬁ com P em H, tal que PAB = a.

2.2.3 Axioma 9: (Axioma da Adicéo de Angulos) Se De um ponto interior do dngulo
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BEC, entido BAC = BAD + DAC.

Esse axioma formaliza o principio de que um angulo pode ser dividido em partes e pode
ser medido pela soma dessas partes. Com isso, temos que a semirreta que passa pelos pontos A,
D € a bissetriz do angulo BEC’, quando DAC = BAD = BT’ZC. Desse axioma ainda € possivel
compreender que se dois angulo forem um par linear, ou seja, compartilham um lado e seus
outros lados estdo sobre uma mesma reta, entdo sao suplementares, estabelecendo assim a base

para definir angulo raso.

2.2.5 Definicao: Angulos opostos pelo vértice sdo pares de angulos que se formam
quando duas retas se cruzam, de modo que tem apenas o vértice em comum e ndo compartilham

nenhum lado.

Figura 1 — Angulo Opostos pelo Vértice

A D

Fonte: Elaborada pelo autor

2.2.5 Teorema: Dois dngulos opostos pelo vértice sdo congruentes.

Demonstragido: Tome os segmentos AC' e BD concorrentes de modo que se cruzem no

ponto P, assim pelo Axioma 9, tem-se que:

APB + BPC = 180
DPC + CPB = 180
APB + BPC = DPC + CPB
Como
BPC = CPB
Entdo, temos que
APB = DPC
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2.3 CIRCUNFERENCIA

Assim como feitos nos tépicos anteriores, maiores detalhes sobre as informacdes mate-
maticas, que se tem como de consenso trivial, podem ser apreciadas em Papa Neto, Holanda e
Pimentel (2022) e Pinho, Batista e Carvalho (2010).

1) Chamamos de circunferéncia o conjunto de todos os pontos que estdo a uma mesma

distancia de um ponto fixo ', denominado centro.

ii) Tem-se r (denominado raio) como sendo a distancia entre o ponto C' e qualquer um

desses pontos pertencentes ao conjunto determinado.

Figura 2 — Circunferéncia

Fonte: Elaborada pelo autor

2.4 POLIGONOS

Do mesmo modo que em topicos anteriores, se abordard conceitos béasicos de Geometria.
Maiores detalhes sobre as informagdes que se tem como de consenso trivial, podem ser apreciadas
em Papa Neto, Holanda e Pimentel (2022) e Pinho, Batista e Carvalho (2010).

E chamado de poligono uma figura geométrica limitada formada por n lados e podemos

entender essa definicdo como uma sequéncia de n segmentos fechada, de modo que se tem:

n—vezes
A\

A1A27 A2A37 T 'AnflAna AnAl .

Os poligonos podem ser classificados primeiramente de duas maneiras. E classificado convexo,

quando ao tracar uma reta r arbitrdria de maneira que essa reta passe em qualquer parte do
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poligono, ela deve tocar apenas em dois de seus lados. Caso a reta r toque em mais de dois lados

do poligono, esse € denominado concavo. (Ver figura 3)

Figura 3 — Tipos de poligonos

A

A

3 A 8

10

Convexo Concavo

Fonte: Elaborada pelo autor

nvezes
A

™~

Dessa forma, € possivel compreender como sendo os lados do poligono, A, Ay, - - - A1, Ap
como os seus vértices, de modo que cada vértice possui um angulo interno ao poligono, que
podemos entender por A; A3 A3, e um angulo externo, que € definido como o angulo formado

entre uma semirreta que passa por um de seus lados e o seu lado vizinho.

Figura 4 — Angulo Externo

Fonte: Elaborada pelo autor

Quanto a denominacdo dos poligonos € feita a partir da quantidade de lados. Para
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esse trabalho s serd necessario entendermos os poligonos denominados triangulos (aqueles
que possuem trés lados) e quadrildteros (aqueles que possuem quatro lados), a respeito do
triangulo serd desenvolvido alguns tépicos mais adiante, no momento, serd suficiente definirmos
o quadrilatero. Quadrilateros sao poligonos que apresentam quatro lados (AB, BC,CD, DA e
consequentemente, quatro angulos (DA\B , AEC’, BCDe ClA)A), neles definimos lados opostos
como sendo os lados que ndo dividem um mesmo vértice (como por exemplo: AB e CD) e
chamamos de consecutivos aqueles lados que dividem um vértice (AB e BC) temos ainda que a
diagonal é tida como um segmento que liga dois vértices ndo consecutivos (temos aqui BD e

AC)

Figura 5 — Paralelogramo

A D

C
Fonte: Elaborada pelo autor

Dentro da familia dos quadrilateros temos o paralelogramo (representado na figura 5),
esse, por sua vez, possui os pares de lados opostos paralelos. Para esse poligono temos algumas

propriedades.
i) Angulos opostos sdo congruentes.
ii) Lados opostos sdo congruentes.
1i1) As diagonais encontram-se no seu ponto médio.

Essas trés propriedades sao demonstradas em Papa Neto (2017, p.104).

25 CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

No estudo da geometria plana, os tridngulos ocupam um lugar central tanto pela sim-
plicidade de sua forma quanto pela riqueza de suas propriedades. Segundo Bicuto et al. em
sua traducgd@o sobre a obra Os Elementos diz que "figuras retilineas sdo as contidas por retas,
por um lado, trilateras, as por trés...". Essa defini¢ao cldssica destaca que o tridngulo € a figura
retilinea mais simples que inaugura a familia dos poligonos e € formada pela unido de trés

segmentos de reta que se encontram em pares nos vértices. A partir dessa estrutura bésica, é
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possivel desenvolver uma ampla gama de conceitos matematicos, nessa parte do texto, serd

abordado a congruéncia de triangulos.
2.5.1 Definicao: Tem-se que:
i) Dois segmentos sdo congruentes se possuem a mesma medida em comprimento.
i1) Dois angulos sdo congruentes se possuem a mesma em grau.

De maneira geral, € possivel afirmar que duas figuras planas sdao congruentes se elas
tiverem pares de lados correspondentes iguais e também pares de angulos correspondentes iguais
e se esses angulos e lados estiverem dispostos na mesma ordem, ainda podemos entender que
duas figuras sdo congruentes quando t€ém exatamente o0 mesmo tamanho e a mesma forma. Isso
significa que, se colocarmos uma sobre a outra, elas vao se coincidir, dessa forma, se duas
figuras F'1 e F'2 forem congruentes (Denotadas por F'1 = F'2, também pode ser afirmado que
elas satisfazem as propriedades: reflexiva (toda figura é congruente a ela mesma), simétrica (Se
A=B — B=A)etransitiva(Se A=BeB=C — C=A).

Podemos chamar de tridngulo um poligono de trés lados. Um tridangulo AABC, tem
por elementos os trés vértices, que sdo os pontos A, B e C; os trés lados, que sdo os segmentos
AB, BC' e CA; e os trés angulos internos, que sio AEC, BAC e CAB. Quanto a medida de

seus lados um triangulo pode ser chamado:
i) Triangulo equilédtero, quando possui os trés lados dois a dois congruentes.
i1) Triangulo isdsceles, quando possui dois de seus lados congruentes entre si.
i11) Tridngulo escaleno, quando em quaisquer dois de seus lados t€ém medidas diferentes.
Referente a medida de seus angulos um triangulo pode ser chamado:
1) Triangulo retangulo, quando possui um angulo reto.
i1) Tridngulo acutangulo, quando possui os trés angulos agudos.
iii) Tridngulo obtusangulo, quando possui um angulo obtuso.
iv) Triangulo equiangulo, quando possui os trés angulos dois a dois congruentes.

Com isso, seguindo a ideia da congruéncia entre poligonos, dois tridngulos sdo congru-
entes quando for possivel definir uma correspondéncia biunivoca entre lados correspondentes e
também seus angulos correspondentes. Em linguagem matemadtica temos que se AB = A, B,
, BC = B,Cy, CA = C, Ay, BAC = ByA,Cy, ABC = A,B,Cy e ACB = A,C1B, —
ANABC = AAB,C}
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Figura 6 — Congruéncia

A A

Yq

B c B1 C1

Fonte: Elaborada pelo autor

2.5.2 Axioma 11: (Caso de Congruéncia de Triangulo Lado Angulo Lado (LAL)) Dados
os tridngulos ANABC e AAlBlcl, se AB = Alle BAA\O = B11/4\101 e AC = A,C, =
AABC = AAlBlCl.

O caso de congruéncia LAL diz que, tomando dois tridngulos AABC' e AN A, B;C1, se 0s
lados AB e A1 By, AC e A,C e os angulos BAC e 311/4\101 forem correspondentes e tiverem a

mesma medida, temos que os tridngulos AABC e A A, B,C} sdo congruentes.

Figura 7 — Congruéncia LAL

A /d\
B c B1 C'l

Fonte: Elaborada pelo autor

2.5.3 Teorema: (Teorema do tridngulo Isosceles) Um tridngulo ANABC' ser classificado

como isosceles garante que os dngulos da sua base tem a mesma medida.
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Figura 8 — Tridngulo Is6sceles

A A

B C C B

Fonte: Elaborada pelo autor

Demonstracio: Considere o triAngulo A ABC tomando como base o lado BC, queremos
mostrar que os angulos ABC = BCA. Para isso poder acontecer, compare o tridngulo AABC'
com ele mesmo, mas de modo refletido, onde A <+ A, B < C e C < B, por hipdtese
temos que AB = AC e AC = ABe BAC = CAB, pelo axioma 11, podemos garantir que
NABC = ANACB.

O teorema a seguir garante que, tomando os tridngulos AABC' e AA;B;C}, se os
angulos ABC e AJ?:CH, ACB e AlaBl e os lados BC e B;(' forem correspondentes e

tiverem a mesma medida, temos que os tridngulos AABC e A A, B;C] sdo congruentes.

2.5.4 Teorema: (Caso de Congruéncia Angulo Lado Angulo (ALA)) Tomados dois
tridngulos NABC e NA1B,C}, se ABC = Alé\lCl, BC = BC; e ACB = AlaBl, entdo
AABC = AAlBlCl.
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Figura 9 — Congruéncia ALA

@ ¢
@]
_\01

Fonte: Elaborada pelo autor

Demonstracdo: Sejam AABC e ANA;B;C} dois tridngulos tais que BC = B(CY,
ABC = Alé\lCl e ACB = AlaBl. Considere D um ponto arbitrdrio da semirreta E
tal que BD = B A;, tome o tridngulo A A; B;C} como pardmetro e 0 compare com 0 novo
tridngulo denominado A D BC, sabendo por hipétese que BC' = B, (1, ABC = A1]/3\16’1 e que
agora temos a construcio do segmento BD = B;(, temos pelo postulado anterior (caso de
congruéncia L.A.L.) que ADBC = AA,B,Cy, como BD = By Ay, entdio BD = BA. Dessa
forma temos que AABC = ANA,BC}.

Abaixo temos um teorema assegurando que tomando os tridngulos AABC e ANA; B,CY,
se os lados AB e A1 By, AC e A,C} e os lados BC' e B,(] forem correspondentes e tiverem a

mesma medida, os tridngulos AABC e A A, B,C} sdo congruentes.

2.5.4 Teorema: (Caso de Congruéncia Lado Lado Lado (LLL) Tomados dois triangulos
NABC e ADEF se AB= AB;, BC = B,C, e CA=C{A;, entao NABC = ANA,B,C}.
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Figura 10 — Congruéncia LLL

A Ay

C B, Cy

W

Fonte: Elaborada pelo autor

Demonstracgao: Considere que os tridngulos AABC' e AA;B;C, de modo que AB =
A1B;, AC = A,C e que BC = B,( tome um ponto A, pertencente ao semiplano oposto ao
semiplano que contem o ponto A, de modo que o dngulo formado por C' EAQ seja congruente
ao angulo formado por C’lé\lAl e que BA, = B A, agora trace a o segmento de reta A,C'
e o segmento A,C. Sabemos por hipdtese que AB = A;B; e ao longo do desenvolvimento
construimos BA, = B1A; e O§A2 = 01]/3\1A1, entdo ABA,C' = ABA,C4, pelo caso LAL.
Agora vamos mostrar que ACBA, = ACBA, para isso trace o segmento AA, e obtenha
BA; = BjA; = BAe AsB = A B; = AB, ento os tridngulos AABA; e AAA,C pelo
Teorema do Tridngulo Isésceles, temos que BZ\QA = BA\AQ e que A;l\gC = AQA\C e assim
temos que:

BA,C = BAyA + CAyA = BAA, + CAA, = BAC.

Pelo primeiro caso de congruéncia LAL, temos que ABA,C = ABAC, como ja
sabfamos que ABA,C' = A By A;C1, podemos garantir que ABAC = AB;ACh.

2.5.5 Teorema: (Teorema do dngulo externo) Todo dngulo externo de um tridngulo é

maior do que cada dngulo interno ndo adjacente a ele.

ACD > BAC
ACD > ABC

Demonstracao: Ver em Papa Neto (2017, p. 74).
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Figura 11 — Angulo Externo
A

oe

Fonte: Elaborada pelo autor

2.6 RETAS PARALELAS

Nesse topico tentaremos entender algumas consequéncias do axioma 12 (quinto Postulado
de Euclides), denominado "O Postulado das Paralelas", que diz:

E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores e do mesmo
lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente,
encontram-se no lado no qual estdo os menores do que dois retos. (BICUDO et
al., 2009, p. 98.)

Esse axioma pode ser entendido como: Por uma reta r e um ponto P fora dela, existe

uma Unica reta passando por P e que seja paralela a r.
2.6.1 Definicoes:

1) Angulos Alternos Internos: Sao os angulos internos (dentro das paralelas) e que ficam

em lados opostos da transversal.

Figura 12 — Angulos Alternos Internos

Fonte: Elaborada pelo autor
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ii) Angulos Alternos Externos: Sdo os 4ngulos externos (fora das paralelas) e que ficam

em lados opostos da transversal.

ii1) Angulos Correspondentes: Sdo os angulos que ocupam a mesma posi¢ao relativa em
relacdo as duas retas paralelas e a transversal (um interno e outro externo, no mesmo lado da

transversal).

iv) Angulos Colaterais Internos: Sdo os angulos internos, situados do mesmo lado da

transversal.

v) Angulos Colaterais Externos: Sdo os dngulos externos, situados do mesmo lado da

transversal.

vi) Angulos Colaterais Adjacentes: Sdo os angulos que tém um lado em comum, estio

lado a lado na mesma reta, e por isso sdo suplementares, somando 180°
vii) Uma reta ¢ € chamada transversal a r e s se ¢ cortar 7 € s em dois pontos distintos.

2.6.2 Teorema: Se duas retas r e s sdo cortadas por uma terceira reta t, formando o e [3

dangulos alternos internos e congruentes entre si, entdo as retas r e s sdo paralelas.

Demonstragdo: Seja ¢t uma reta transversal que intersecta r em A e s em B, de modo que
r seja paralela a s, caso r e s ndo sejam paralelas, temos que existe um ponto C' que determina
o triangulo AABC, de modo que « é externo a esse tridngulo e 5 € um angulo interno nao
adjacente a ele. Pelo Teorema do Angulo Externo, tem-se que o > 3, o que contradiz a hipGtese

de que @ = 3. Dessa forma temos que r € paralela a s.
|

2.6.3 Teorema: Se duas retas r e s tal que r € paralela a s, sdo cortadas por uma terceira

reta t, temos que os dngulos alternos internos sdo iguais.

Demonstragdo: Seja a reta ¢ uma reta transversal que intersecta r em A e s em B, sabendo
que r € paralela a s suponha que os angulos alternos internos « e  nio sejam congruentes, iSSO
implica em um absurdo pois contradiz o teorema 2.6.2, assim, tomadas duas retas 7 e s paralelas,

tem-se que os angulos alternos internos formados por uma reta ¢ transversal sdo congruentes.
|

2.6.4 Teorema: Se duas retas r e s sdo cortadas por uma terceira reta t, formando o e vy

correspondentes e congruentes, entdo r é paralela a s.
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Demonstracdo: Seja ¢ uma reta transversal que intersecta r em A e s em B, de modo que
r é paralela a s, temos assim, « correspondente a -y considere que r ndo seja paralela a s, desse
modo temos que existe um ponto C' que determina o tridngulo AABC, onde « é externo ao
tridngulo e v é um 4ngulo interno nio adjacente a ele. Pelo Teorema do Angulo Externo, tem-se

que o > v, o que contradiz a hipdtese de que o = . Dessa forma, temos que r € paralela a s.
|

2.6.5 Teorema: Se duas retas r e s tal que r é paralela a s, sdo cortadas por uma terceira

reta t, temos que os dngulos correspondentes sdo iguais.

Demonstracdo: Sejam as retas t uma reta transversal que intersecta 7 em A e s em
B, sabendo que r € paralela a s suponha que os angulos correspondentes « € v ndo sejam
congruentes, isso implica em um absurdo pois contradiz o teorema 2.4.4, assim, tomadas duas
retas r e s paralelas, tem-se que os angulos correspondentes formados por uma reta ¢ transversal

sao congruentes.

Figura 13 — Angulos Correspondentes

Fonte: Elaborada pelo autor

2.6.6 Teorema: (Soma dos dngulos internos de um triangulo) Todo triangulo NABC
tem-se que: BAC + ABC + BC A = 180°.

Demonstragao: Considere um tridngulo AABC' de modo que os angulos internos sao

BA\C, ABC e BC A, trace uma reta r paralela ao lado BC' passando pelo ponto A, ao prolongar
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os lados BA e C' A, eles vao cortar a reta r formando assim trés novos angulos («, (3, 8). Pelo

teorema 2.6.3:
o = BAC, pois sdo opostos pelo vértice;
B = ABC, pois so alternos internos;
v = B@A, pois também sdo alternos internos:

Analisando a reta r, tem-se trés angulos que ficam lado a lado na parte de cima dessa

reta, que foram um angulo raso (uma linha reta), assim, juntos somam 180°. Portanto: BAC +
ABC + BCA = 180°

Figura 14 — Soma dos angulos internos de um tridangulo

Fonte: Elaborada pelo autor

2.6.7 Proposicao: Em um triangulo qualquer, a medida de um dngulo externo é igual a

soma dos dois dngulos internos ndo adjacentes a ele.

Demonstragdo: Seja C'D, um segmento paralelo a AB de modo que AB é um dos
lados do tridngulo AABC, temos que « e BAC sio alternos internos, assim, por 2.6.3, é

possivel garantir que o = BAC. Analogamente, tempos que 8 = ABC'. Assim temos que:
extBCA = o+ 3 = BAC + ABC.
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Figura 15 — Angulo Externo

A

B c

Fonte: Elaborada pelo autor
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3 CONSTRUCOES GEOMETRICAS

Nesse capitulo serd apresentada a constru¢ao de algumas figuras geométricas usando
apenas régua nao graduada e compasso, para a elaboracdo das figuras serdo utilizadas as se-
guinte funcodes do software Geogebra: fungdes Reta, Segmento e Semirreta para representar a
funcionalidade da régua ndo graduada e as funcdes Arco Circular, Circulo (Centro e Raio) para

representar 0 cCompassos.

3.1 RETAS PERPENDICULARES:

Figura 16 — Interseccao entre dois arcos

0>
w

Fonte: Elaborada pelo autor

Traga-se um segmento de reta AB. Em seguida, com o compasso posicionado no ponto
A, ajusta-se a abertura para uma medida r estritamente superior a metade de AB. Utilizando essa
mesma abertura r, traga-se um arco com centro em A e, depois, outro arco com centro em 5, de

modo que ambos os arcos se intersectem em um ponto K (figura 17).
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Figura 17 — Intersecgéo entre dois arcos

Fonte: Elaborada pelo autor

Em seguida, mantendo-se inalterada a mesma abertura r = AC' = BF' do compasso,
tracam-se dois arcos adicionais abaixo do segmento AB: um com centro em A e raio r (denomi-
nado ZAJ@), e outro com centro em B e raio r (denominado £ BI H). Esses arcos intersectam-se

em um ponto unico, situado abaixo de AB.
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Figura 18 — Criando um segmento perpendicular a AB

E
D
K
C
F
A B
@ @
H
J
G L

Fonte: Elaborada pelo autor

Tomando-se o ponto de intersec¢do dos arcos centrados em A (denotado por ZACE) e
em B (denotado por ZBF'D), obtém-se o ponto /. De forma andloga, considerando a intersec¢@o
dos arcos inferiores com centroem A ( LAJG )eem B ( /BIH ), define-se o ponto L. Ao unir
os pontos K e L por meio de um segmento, que se revela perpendicular ao segmento AB. Isto
ocorre porque tanto K quanto L sdo equidistantes dos pontos A e B, caracterizando-os como
pertencentes a mediatriz do segmento AB e sabe-se que a mediatriz (quarto topico de 2.1.3.) é a

reta perpendicular ao segmento que passa por seu ponto médio .

3.2 RETAS PARALELAS:

Com a régua trace o segmento AB qualquer crie um ponto C fora da reta r que contém
o segmento AB, e com o compasso centrado no ponto C' trace um arco de modo que toque o

segmento AB criando o ponto D.
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Figura 19 — Arco com centro em C e abertura CD

Fonte: Elaborada pelo autor

Com o compasso centrado no ponto D crie um novo arco com raio medindo C'D de

modo que toque o segmento AB determinando assim o ponto . Note que CD = DE

Figura 20 — Circunferéncia com centro em D e raio DC

Fonte: Elaborada pelo autor

Utilizando o compasso com a mesma abertura do segmento £C', porém agora com 0
centro do compasso no ponto D crie um novo arco de modo que intersecte com o arco que

determinou o ponto D criando assim o ponto F. Note que CD = CF
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Figura 21 — Circunferéncia de centro D e raio CE
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Fonte: Elaborada pelo autor

Dessa forma como o EC'= DF e DE = C'D = FC construimos um paralelogramo e

portanto as retas passando por AB e E'F' sdo paralelas.

3.3 TRIANGULO EQUILATERO:

Figura 22 — Ponto C pertencente a AB

A C B

Fonte: Elaborada pelo autor

Considerando um segmento AB qualquer, tome um ponto C' pertencente a esse segmento.

Figura 23 — Intersecgao de arcos

Fonte: Elaborada pelo autor
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Utilizando o compasso, traca-se um arco de centro em A e raio AC' (arco ZAEF'), bem
como outro arco idéntico tendo C' como centro (arco ZC' DG). Desta forma, a intersecdo entre

esses dois arcos gera o ponto H.

Figura 24 — Construindo um tridngulo equilatero

F D

C

Fonte: Elaborada pelo autor

Para finalizar a constru¢ao do tridngulo equildtero, basta utilizar a régua para ligar os

pontos A, C'e H. Como os arcos com centro em A e raio AC, e com centro em C' e mesmo

raio, temos que AH = AC = C'H. Logo, conclui-se que o tridngulo AAC'H possui trés lados

congruentes e, consequentemente, € equilatero.

3.4 BISSETRIZ DE UM ANGULO QUALQUER:

Figura 25 — Construindo BAC

C

Fonte: Elaborada pelo autor

Para produzir a bissetriz de um angulo, primeiro, com o compasso, € feito a abertura de

um angulo « qualquer.
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Figura 26 — Circunferéncia de centro A e raio AD

C

Fonte: Elaborada pelo autor

Colocando o centro do compasso em A € feito uma abertura arbitraria para produzir
uma circunferéncia e assim determinar os pontos D e E pertencentes aos lados AC' e AB,

respectivamente.

Figura 27 — Bissetriz de um angulo

C

Fonte: Elaborada pelo autor

Com o compasso centrado em D é feito um arco de raio r denominado /DGI e
utilizando essa mesma abertura, o compasso € centrado em E e é produzido um novo arco
(£LEF(@), de modo que a intersecdo entre esses dois novos arcos determina o ponto .J. Assim, a
reta que passa pelos pontos A e J € a bissetriz do angulo BAC, tendo em vista que os segmentos
EJ e DJ sdo congruentes, os segmentos AE e AD também sdo congruentes e que os triangulos
ANADJ e AAFEJ tem em comum o lado AJ. Logo, pelo caso de congruéncia LLL, temos que

ANADJ e NAFEJ sdo congruentes e consequentemente os angulos .J AC e JAB sio iguais.
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3.5 TRISSECCAO DE UM ANGULO DE 90°:

Figura 28 — Dividir um angulo de 90°

Fonte: Elaborada pelo autor

Para dividir um angulo de 90° em trés partes iguais, primeiro € necessario tragar um
segmento AB e nesse segmento gerar um angulo de 90° por meio da criagdo de uma reta
perpendicular (jd mostrado em 3.1) ao lado AB, tomando o ponto A como sendo a intercessao
entre esses dois segmentos, € produzido um tridngulo equilatero (j4 mostrado em 3.3) com vértice
em D e a base sobre o segmento AB. Dessa forma, ja temos o angulo de 90° dividido em dois
angulos, o de 60° pertencente ao tridngulo AAFE D, note que como a somas dos dngulos internos
de um triangulo é 180° e cada angulo de AAFE D sao iguais entdo DAFE = 60°, a proxima etapa €
construir a bissetriz (visto em 3.4) do angulo DEE, obtendo assim dois angulos de 30° internos

ao angulo DAE. Logo, dividimos o angulo de 90° em trés angulos de 30°.

A trissec¢do de um angulo de 45° é possivel com régua e compasso porque também se
trata de um caso particular em que usando os instrumentos cldssicos é possivel fazer a divisao do
angulo em trés partes iguais. Tomando como origem retas perpendiculares (3.1), constréi-se a
bissetriz (3.4) para obter 45°. Em seguida, utilizando a constru¢ao de um triangulo equildtero
(3.3) tomando como origem o ponto de encontro entre as retas perpendiculares, forma-se um
angulo de 60°, cuja bissetriz gera um angulo de 30°. Temos entre o angulo de 45° (bissetriz de
90°) e o angulo de 30° (bissetriz de 60°), agora basta construir a bissetriz do angulo de 30° para

assim ter trés angulo de 15° finalizando a trissec¢do do angulo de 45°.
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4 TRISSECCAO DE UM ANGULO

Existem trés grandes problemas dentro da Geometria Cléssica, sdo eles a duplicacio do

cubo, a quadratura do circulo e a trissec¢do de um angulo.

Duplicacido do cubo: Existe uma narrativa atribuida a Grécia Antiga, onde uma epidemia
atingiu Atenas, ocasionando a morte de aproximadamente um quarto de sua populagcdo. Em buscar
de uma solugao para essa doenca, os atenienses consultaram o ordculo de Apolo, que afirmou
ser necessdrio duplicar o altar dedicado ao deus, o qual possuia formato cubico. Interpretando a
situacdo, os atenienses dobraram a medida das arestas do altar resultando em um volume oito
vezes maior que o original, em vez de duplica-lo. Dessa narrativa originou o chamado problema
de deliano, que consiste em construir um cubo cujo volume seja exatamente o dobro de um cubo
ja conhecido (Roque, 2012). A solucdo desse desafio matemadtico requer a constru¢do de um
segmento proporcional a raiz cubica de 2, tarefa impossivel com as ferramentas da geometria

euclidiana cldssica, pois v/2 é um nimero irracional (ver em Gongalves 1979 p.114).

Quadratura do circulo: "Assim como a duplicagdo do cubo, o problema da quadratura
do circulo provavelmente também era conhecido por volta do século V a.c.". Esse Consiste em
construir um quadrado com a mesma area de um circulo dado. A construcdo deve ser realizada
utilizando apenas régua nio graduada e compasso, tendo em vista que tais instrumentos sé pode
ser usado um nimero finito de vezes, o que implica a impossibilidade de recorrer a processos

que envolvam limites ou procedimentos de convergéncia (Roque, 2012).

Trisseccao de um angulo: Consiste em dividir um angulo arbitrario em trés partes iguais.
Ferreira (2010) afirma que esse problema difere dos outros dois grandes problemas da Geometria
Classica, pois ndo tem uma histéria unica que levaria a estudar essa situagdo. A mais aceita é
que trissec¢ao de um angulo € um problema que deriva da bisseccdo de um angulo. A diferenca
aumenta quando € impossivel quadrar um circulo duplicar um cubo usando régua ndo graduada e
compasso. Entretanto € possivel trissecar alguns angulos usando apenas com esses instrumentos,

como por exemplo o angulo de 90°, como foi mostrado anteriormente na 3.5.

2.4.6.1 Teorema: E impossivel, com o uso de régua (ndo graduada) e compasso, trissecar

o angulo de 60°.

Demonstracao: Gongalves(1979, p. 115).
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41 O FALSO METODO DA TRISSECCAO:

Esse método consiste em tomar o segmento A B, oposto ao angulo AEB, e dividir AB
em trés partes iguais, construindo assim os segmentos AF, F'G e G B, dessa forma intuitiva, é
comum pensar que E'F' e EG sdo dois segmentos que dividem o dngulo AEBem angulos que
possuem a mesma medida, de modo que: AEF = FEG = GEB (conforme mostra na figura
29). Para acompanhar o raciocinio desse método € importante entender a sua constru¢do. Desse

modo, os proximos topicos serdo destinados a isso.
4.2.1: Dividir um segmento em trés partes iguais

Com a régua trace um segmento AB e a semirreta r tendo como origem o ponto A.

Figura 29 — Segmento AB e reta r com origem em A

o

Fonte: Elaborada pelo autor

Com o centro em A e abertura x qualquer no compasso, trace um pequeno arco de modo
que toque com a semirreta  determinando assim o ponto C' (ver figura 31). Com o centro do
compasso em C' e a mesma abertura x encontre um novo ponto de intercessdo com a semirreta r
gerando o ponto D. Por fim, com o centro do compasso em D e abertura x encontre um terceiro

ponto de intercessdo com a semirreta 7 obtendo o ponto E.
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Figura 30 — Dividir um segmento em trés partes iguais

©

Fonte: Elaborada pelo autor

Utilizando a régua una os pontos £ e B produzindo o segmento £/B (ver figura 29) e
trace dois segmentos paralelos a £/ B de modo que passem pelos pontos C' e D, que intersectando

o segmento AB geram os pontos F' e GG e os segmentos C'F e DG.

Figura 31 — Marcando com o compasso

Fonte: Elaborada pelo autor

Com isso é possivel dividir o segmento AB em trés segmentos congruentes: AF, F'G e
G B. Dessa forma, dividindo o segmento AB que estd localizado na frente do angulo BEAe
tracando os segmentos B, EG e E'F' é possivel pensar intuitivamente que BEG =GEF =
FEA (conforme mostra a figura 32).
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Figura 32 — Falso método de trissecgao

O O= = — = — —

Fonte: Elaborada pelo autor

4.2.2: Demonstrando que este método é falso

Para poder compreender melhor a justificativa do porqué esse método intuitivo € falso
vamos analisar a seguinte constru¢do: Com a régua trace duas semirretas com origem em A e
com o compasso centrado também em A construa dois arcos de raio r arbitrario de modo que ao
tocar nas duas semirretas jd criadas gere os pontos B e C, de modo que AB = AC = r e que o

angulo BAC seja maior do que zero (figura 33).

Figura 33 — Duas semirretas com origem em A

Fonte: Elaborada pelo autor

No segmento BC', divida em trés partes iguais, conforme foi apresentado anteriormente

e encontre os pontos D e F.
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Figura 34 — Dividir um segmento em trés partes iguais

Fonte: Elaborada pelo autor

Essa construcido nos permite tracar os segmentos AD e AFE, que intuitivamente leva a

pensar que o angulo BAC foi dividido em trés partes iguais, ou seja, BAD = DAFE = EAC.

Figura 35 — Dividindo o angulo BAC em trés partes

Fonte: Elaborada pelo autor

Agora, serd demonstrado que essa afirmac¢do nao é verdadeira. Tomando a construgdo
feita, sabemos que AABC ¢ isdsceles de base BC'. Dito isso, temos que ABD = ACE = 6]
e, dessa forma, tem-se que AB = AC, ABD = ACE e BD = CE podendo implicar, pela
congruéncia LAL, que os tridngulos AABD e AACE sdo congruentes. Logo, BAD = EAC =
ae ADB = AEC = 0.
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Figura 36 — Angulos internos presentes no falso método

Fonte: Elaborada pelo autor

Sabendo que:

ABD +a + 3 = 180°

ANABD = NACE = ~
AEC + a+ B = 180°

Temos que:

AEC = ADB =6
Pela Proposicao 2.2.7, é possivel afirmar que:

ADE = AED = a+

Analisando o AAFE D, temos por construg¢do que ele € isdscele de base, logo podemos garantir:
(4)
180°=0+ (a+B) + (o + 8) =

180° =0 + 20 + 28 =

§ = 180°—2a — 283
Jd nos tridngulos AABD e AACE, temos: (1)

180°=a+p+60 = a=180°-5 -0
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Para que esse método seja verdadeiro, devemos ter aw = 4. Portanto, igualando as equagdes (i) e

(i) tem-se:

o
180° — B — 0
—B—0
p-0

2
[0

0 —
180° — 20 — 28 =
—2a -2 =

—a =

05
2

Agora, tomando essa informagio, substituindo o valor de « na equagio (ii) e colocando 6 em

funcao de (3, tem-se:

180— -0 = #
360 — 23 — 20 0— B
360 30+

; 360° — 8
3

Substituindo o valor encontrado para « e para 6 (o processo sera feito um passo de cada vez,
primeiro substituindo « e depois 6, para facilitar o entendimento do leitor) na outra equagio,

substituindo o valor de « na equacgéo (i), temos:

§ = 180° —2a — 28
5 = 1800—2<—9;5>—25

5 o= 180"—(26;25)—%
§ = 180°— 60+ 8 —28
5 = 180°—(M)+5—25

3
_ o o P

5 = 180°—120°+ 5 —
g 30

§ = 60°+= —°"

373

2

5 — 60°— 20

3

Substituindo por fim o valor de # em « na equag@o (47), chegamos em:
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360° —
oo (B22)
3

360° 3

— 180° — _g4 2

@ 3 A+3
28
— 600 -2
@ 3

Temos que CE = DE e sendo o = § entdo AE é uma bissetriz e mediana, logo o

ANACD é isosceles de base C'D. Dessa forma, os tridngulos da base sdo iguais, ou seja
f=a+pf = a=0°

Pois isso implica que a BAC =3a=10°.0 que contradiz o fato que BAC > (°.

Isso posto, € possivel observar que a investigacdo de um falso método de trissec¢do de um
angulo nos leva a aprimorar o raciocinio 16gico matemaético, tendo em vista o desenvolvimento
necessdrio para provar que o método apontado realmente é uma falsidade. Esse estudo nos mostra
que a busca por essas solugdes alternativas nos ajuda a reforgar o rigor matemaético a respeito das

impossibilidades.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Ferreira (2010) afirma que "O problema da trissec¢ao de um angulo arbitrario € um dos
que apresentaram maior nimero de falsas provas"logo em seguida ele continua "Evidentemente
afirmar que uma prova € incorreta e encontrar o erro sao duas tarefas diferentes: esta tltima é
quase sempre muito dificil.". Esses comentarios de Ferreira se completam e mostram como o
problema da trisseccao de um angulo € intrigante. Mesmo depois de ter sido provado que ndo é
possivel resolvé-lo apenas com régua e compasso, muitos estudiosos ainda tentaram apresentar
solugdes que acabaram se mostrando incorretas. Analisar essas tentativas € importante, pois
ajuda a perceber o valor do rigor matemaético e mostra que, mesmo os erros, tiveram um papel

importante no desenvolvimento do pensamento matematico ao longo da historia.

Ao longo desse trabalho foi apresentado uma sequéncia de informagdes que podem servir
de fundamentacdo para entender melhor a constru¢do com régua e compasso chegando até na
trisseccao de alguns dngulos, de modo que no primeiro momento foi apresentado defini¢des
matemadticas envolvendo retas, angulos, poligonos e congruéncia de tridngulos, no préoximo
capitulo foi exposto algumas maneiras de se construir elementos geométricos usando régua e
compasso se baseando nas defini¢cdes ja apresentadas, num terceiro momento € falado com mais
clareza sobre a impossibilidade de trissecar um angulo e como podem surgir falsos métodos de

se "provar"que a trissec¢ao pode ocorrer usando régua nio graduada e compasso.

A BNCC, em Brasil (2018), recomenda que o ensino de Matemaética deve incentivar a
investigagdo e o raciocinio l6gico. Assim, esse TCC entende que a discussdo sobre construgdes
com régua nao graduada e compasso permite abordar e refletir sobre as constru¢des que nao
podem ser feitas, possibilitando a percepcao de que a Matemadtica constitui uma drea dindmica
que pode ser explorada e questionada. Portanto, este trabalho buscou evidenciar que a trissec¢ado
de um angulo € muito mais do que um problema cléssico sem solucdo: € uma oportunidade de
compreender como a Matemética evolui a partir de questionamentos, erros e reformulagdes. Ao
analisar as indmeras tentativas de solucioné-lo, percebe-se a importancia do rigor matemético
e do desenvolvimento de métodos mais consistentes de validagdo, que contribuiram de forma

significativa para o avango da propria ciéncia.

Conclui-se assim, que o estudo sobre constru¢gdes geométricas com régua € compasso,
incluindo a impossibilidade da trisseccdo de um angulo, representa uma parte importante da
constru¢cdo do pensamento matematico, indo além de uma curiosidade histérica. Esse problema

tem potencial de revelar as complexidades envolvidas nas investigagdes geométricas € mostra
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que, mesmo diante das limitacdes impostas pelos instrumentos utilizados, a busca por solu¢des
incorretas ou alternativas foi determinante para fortalecer o pensamento reflexivo e a precisao
l6gica que caracterizam a Matemadtica. Dessa forma, este trabalho refor¢a que a impossibilidade
da trissec¢do de um angulo, provada formalmente, ampliou as possibilidades de compreensdo da
Matemaética como um campo que se constroi ao longo do tempo, marcado por desafios, erros e

conquistas que sustentam seu carater rigoroso.
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