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RESUMO

Este estudo tem por objetivo explorar os conceitos da Algebra Linear e relacionar o
desenvolvimento compreensivo dos contetidos com a resolucao de questdes do Enade, questdes
estas que se dao de maneira contextualizada visando explorar competéncias académicas nos
estudantes da educacdo superior. Para a realizagdo deste estudo, foram abordadas as principais
definigdes e suas propriedades presentes na Algebra Linear, como Espaco Vetorial, Subespago,
Transformagoes Lineares, entre outros apresentados, com base em referéncias, como Hoffman
e Kunze (1970), Anton e Rorres (2012) e os Relatérios do Enade, dentre outros. Para a
construcdo deste estudo, foi realizada uma analise das questdes de provas do Enade anteriores,
com o objetivo de identificar e selecionar questdes que envolvessem a Algebra Linear, e
abordamos as questdes do Enade referentes ao curso de Licenciatura em Matematica,
resolvendo as questdes selecionadas de forma detalhadamente, ligando entdo em seguida com
resultados obtidos nos relatorios do Enade ao longo do curso de Licenciatura em Matematica —
Campus IV. Diante disso, o estudo se mostra importante para a constru¢ao de bases sélidas, ou
seja, o desenvolvimento da compreensdo dos conteudos que compdem cada area de
conhecimento, como um facilitador para desenvolver questoes, podendo ser estendido a varias
areas da Matematica.

Palavras-chave: Algebra Linear. Espago Vetorial. Enade. Relatério do Enade.



ABSTRACT

This study aims to explore the concepts of Linear Algebra and relate the comprehensive
development of the contents with the resolution of ENADE questions, which are given in a
contextualized way in order to explore academic competencies in higher education students. To
carry out this study, the main definitions and their properties present in Linear Algebra were
addressed, such as Vector Space, Subspace, Linear Transformations, among others presented,
based on references, such as Hoffman and Kunze (1970), Anton and Rorres (2012) and the
Enade Reports, among others. For the construction of this study, an analysis of the questions of
previous Enade tests was carried out, with the objective of identifying and selecting questions
that involved Algebra, and we addressed the Enade questions related to the Mathematics Degree
course, solving the selected questions in the area of Linear Algebra in detail, then linking with
results obtained in the ENADE reports throughout the Mathematics Degree course — Campus
IV. the study is important for the construction of solid foundations, that is, the development of
the understanding of the contents that make up each area of knowledge, as a facilitator to
develop questions, which can be extended to various areas of Mathematics.

Keywords: Linear Algebra. Vector Space. Enade. Enade report.



MEMORIAL

Nasci no dia 02 de outubro de 2001 em Jodo Pessoa, com algumas complicagdes
respiratdria, com sopro no coragdo, onde fiquei internada por 10 dias. Ao nascer nao tive contato
com 0s meus pais, pois minha internagdo foi imediata e minha cabega foi raspada devido aos

tratamentos.

Sou filha de Lucineide Ribeiro da Silva e de Adriano Souza da Silva e tenho trés irmaos.
Ainda muito nova, meu pai deixou minha mae para viver com outra pessoa. Apos a separagao
retornamos para a cidade de Rio Tinto, eu, minha irma e minha mae. Minha familia sempre foi
muito unida, eu e minha irma mais velha sempre tivemos uma relagdo muito boa, sempre nos

ajudamos e nos respeitamos, conforme os ensinamentos de nossa mae.

Durante o periodo dos meus 4 a 12 anos, minha mae trabalhava fora de casa, além do
seu trabalho como costureira. Ela passava o dia todo fora de casa, saia pela manha e chegava a
noite. Minha tia morava na casa ao lado da nossa e passou a ajudar minha mae a nos criar.
Reunides de escola e consultas médicas era tudo com minha tia, com isso fui crescendo com
um pouco da auséncia da minha mae. Mas ela sempre se esfor¢ou para nos dar uma vida digna

de ser vivida, sem nunca faltar alimentagao, lazer e educacao.

Durante minha infancia na educagdo infantil I ao 1° ano do ensino fundamental eu
estudava em duas escolas, sendo particular pela manha e publica a tarde. A partir do 2° ano do
ensino fundamental passei a estudar em horario regular em escola publica. Sempre vi meus
estudos como uma das formas de orgulhar a minha mae, busquei sempre boas notas e
participagdo ativa em eventos da escola. Durante o ensino fundamental II mantive minha
dedicagdo aos estudos, mas sempre foi uma grande dificuldade para manter os estudos em
primeiro lugar, pois as vezes consideravamos (eu € minha mae) que os estudos era para deixar

para depois dos afazeres domésticos.

Aos meus 13 anos acompanhava minha tia, que ¢ pedagoga, as suas aulas. Ela
leccionava em uma turma de “Jardim de infancia”, e foi ali que pude confirmar ainda tao nova,

a minha paixao pela educagdo, ajudando minha tia a explicar as tarefas para as criancas.

Foi chegado entdo o ensino médio, onde tive uma das minhas primeiras crises nos

estudos. Na 1? série me deparei com um professor de matematica que me desestimulou, mas o



apoio de um amigo se fez muito importante durante esse processo, trouxe o meu estimulo de

volta.

A 2% série iniciou na escola onde estudava a implementacao do modelo de escola cidada
integral, onde foi estimulado as aulas de estudo orientado, na qual desfrutdvamos dessa aula
para compartilhar com os colegas da turma o que sabiamos a respeito da avaliagdo da disciplina

do dia. Isso foi despertando mais ainda o meu interesse pela educagao.

Assim foi dado o seguimento na minha 3 série do ensino médio, bom desempenho nas
disciplinas e quadro de colaboragdao estudantil. Com o modelo da escola cidadd integral
totalmente implementado veio junto o desenvolvimento de projetos. Este momento foi
importante porque criei um projeto onde dedicdvamos a resolucdo de questdes do Enem,
juntamente com outros colegas, ficando eu entdo com os componentes curriculares de
Matematica, Fisica e Quimica. No decorrer do projeto despertei muito interesse pela area da
Fisica, pois meu professor me inscreveu em uma prova para ganhar uma bolsa em uma
Faculdade de Fisica. Feita a prova ganhei uma bolsa de 70% para cursar Fisica, mas
infelizmente ndo tive a permissdo dos meus pais para dar inicio aos estudos, pois eles nao
tinham condic¢des de pagar o valor referente aos 30% e ndo queriam que eu iniciasse um curso
sem ainda ter concluido o ensino médio. Essa foi uma decisdo foi muito dificil para eu lidar

com a situacao.

Terminado o ensino médio, solicitei a coordenacao da escola para continuar com o
projeto de resolugdo de questdes do Enem. A escola liberou a continuagdo do projeto que se
chamava Intelectus. Entretanto veio a pandemia de Covid 19 e o projeto precisou ser

interrompido.

Logo em seguida, durante a quarentena ingressei na UFPB, no Curso de Licenciatura
em Matematica e, quando meu antigo professor de matematica ficou sabendo, me convidou

para ministrar auldes do Enem assim que as aulas retomassem presencialmente.

Com o retorno das aulas presenciais, em 2022, iniciei os auldes para o Enem,
trabalhando com explica¢dao de contetidos e resolucao de questdes de matematica, duas vezes
por semana. Esse compromisso foi até o final de 2024. Com isso, consegui ir observando onde
estavam as principais dificuldades dos estudantes e o que os levavam ao erro e, um dos

principais pontos eram a interpretagdo textual.



No meu terceiro periodo do Curso Superior, o componente curricular de Introducao a
Algebra Linear fez parte da minha matriz curricular, gostei muito da disciplina e do processo
de desenvolvimento. Assim como a Fisica, minha aproximagdo com o componente me
impulsionava, pois me possibilitava a trabalhar e enxergar os movimentos naturais e abstratos

em minha volta.

Foi entdo no periodo de abril a novembro de 2023 que pude participar da monitoria do
componente, para ajudar os estudantes do curso em coisas que por muitas vezes aparentam ser
dificeis e na verdade ndo sdo. Precisando apenas compreender o que cada assunto aborda e

executar com cautela os calculos e, para ter mais experiéncia atribuida através da pratica.

Durante todo o decorrer do Curso, algumas vezes, pude ouvir os docentes alertarem
sobre o Enade e a atual realidade do campus IV, em ndo conseguir atingir um conceito na média
desejada e, sempre ouvi falar que as questdes do Enade eram contextualizadas assim como as
questdes do Enem. Foi entdo que ajudando os estudantes nas resolugdes dos exercicios da
monitoria de Introdugio & Algebra Linear nos deparamos com uma questio contextualizada e,
os alunos demostraram inseguranga € negacao com a questao por se algo fora do comum em

alguns componentes curriculares do Curso.

Assim, com a experiéncia que ja tinha adquirido ao mediar os auldes do Enem, despertei
o interesse em conhecer as questdes do Enade. Além disso, trazer essas questdes como uma

abordagem para o meu TCC.

Uma vez me questionei o que de fato nos leva a compreender uma questao: apenas a
compreensao de seu enunciado ou a compreensao do conteudo trabalhado unida a compreensao

do enunciado.

Lancei a proposta ao meu professor orientador de trabalharmos com a Algebra Linear e
o Enade. Para minha alegria ele aceitou o desafio. Nesse ponto, sempre tive o incentivo dos
meus amigos do Curso e de uma professora que durante uma conversa em dia de aula, me fez
confirmar em minha vida que eu poderia sim escolher seguir a 4rea da Matematica Pura sem o

receio de ser uma area poucas vezes escolhida por mulheres no Campus IV, da UFPB.
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INTRODUCAO

A Algebra Linear constitui uma das areas fundamentais da Matematica, fornecendo
conceitos e ferramentas essenciais para o estudo de matrizes, sistemas lineares, espagos
vetoriais, transformagdes lineares, entre outros. Esses conceitos desempenham um papel
importante na compreensao de estruturas matematicas mais abstratas e servem de base para
diversos contetidos desenvolvidos ao longo da formagdo em Matematica.

A vista disso, estamos interessados em realizar uma investigagio dentro da 4rea de
pesquisa de Matematica Pura, especificamente na subarea de Algebra Linear. Nessa
perspectiva, buscamos investigar como a compreensao de defini¢des, teoremas e propriedades
podem contribuir para a resolucdo de questdes do Exame Nacional de Desempenho dos
Estudantes (Enade), componente que integra a avaliacdo da formagao dos estudantes dos cursos
de graduagao.

A compreensio dos conceitos da Algebra Linear fortalece a formagdo tedrica do
estudante e favorece a interpretacdo e a resolugdo de problemas. Dessa forma, busca-se
evidenciar a importancia do dominio desses conteudos para a resolucao de questdes propostas
em avaliacdes da Educagdo Superior.

O objetivo deste estudo ¢ analisar e explorar os conceitos da Algebra Linear e relacionar
o desenvolvimento compreensivo dos contetdos com a resolugdo de questdes do Enade, de
forma contextualizada e sempre explorando as competéncias académicas nos estudantes da
educagdo superior.

Para isso, buscamos responder ao seguinte questionamento: de que maneira a
compreensdo dos conceitos fundamentados pode contribuir para a resolu¢do das questoes do
Enade e para o desempenho dos estudantes do curso de Licenciatura em Matematica?

Com isso, na primeira se¢io sera apresentado o estudo e aprofundamento da Algebra
Linear, sendo eles: Espago Vetorial, Subespaco, Dependéncia e Independéncia Linear,
Transformagdo Linear e Autovalores e Autovetores, trazendo teoremas que foram explorados,
especialmente na disciplina de Introducdo a Algebra Linear, no curso de Licenciatura em
Matematica, UFPB/Campus IV. Para fundamentar este estudo, foi abordada a fundamentagao
teorica nos seguintes pesquisadores: Hoffman e Kunze (1970), Anton e Rorres (2012) e Kolman
e Hill (2006).

Na segunda secao iremos discorrer acerca das questdes do Enade, trazendo cada questao

relacionada & Algebra Linear, acompanhada do detalhamento do uso das definigdes exploradas
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no primeiro capitulo. “A pessoa precisa mobilizar conceitos, principios e procedimentos
matematicos aprendidos anteriormente para chegar a resposta” (Proencga, 2018, p. 18). Visando
detalhar cada etapa para a resolugcdo das questdes, uma vez que a resolu¢ao de problemas
contextualizados ¢ uma pauta desde a Educagao Bésica, trazendo um pouco dessa problematica
para a Universidade, pois os estudantes passam por pouco contato com questdes
contextualizadas, apenas em periodo de preparagdo para o Enem. De acordo com Onuchic
(1999):

Na abordagem de Resolucdo de Problemas como uma metodologia de ensino,
o aluno tanto aprende matematica resolvendo problemas como aprende
matematica para resolver problemas. O ensino de resolug¢do de problemas néo
¢ mais um processo isolado. Nessa metodologia, o ensino ¢ fruto de um
processo mais amplo, um ensino que se faz por meio da resolugdo de
problemas. (Onuchic, 1999, p. 210).

O Exame Nacional de Desempenho dos Estudantes (Enade), por sua vez, como ¢ uma
prova que avalia o desempenho dos estudantes universitarios que concluiram o curso de
graduagdo, traz questdes de Algebra Linear. De acordo com o relatorio do Enade — Campus IV,
o desempenho dos estudantes da UFPB Campus IV foi classificado como 2 em 2017,
considerado abaixo da média, assim o terceiro capitulo sera contemplado por uma discussao
acerca dos resultados da prova do Enade, do curso de Licenciatura em Matematica, buscando
compreender o que leva a esses resultados ndo sairem como o esperado pelo corpo docente.

Segundo Klapsinou e Gray (apud SANTOS, 2018, p. 140), “Algebra Linear faz parte de
um dos primeiros cursos da matematica avangada a nivel universitario (...)”, com isso, nela sdo
apresentados contetidos que serdo sempre retomados no decorrer dos componentes curriculares,
no curso de Licenciatura em Matematica. Assim, a compreensdo de cada objeto de
conhecimento apresentado acerca do componente curricular € de suma importancia ao longo do
curso, pois facilita o desenvolvimento nos demais componente curriculares e a resolugdo de
questdes de caracteristicas contextualizadas e diretas. Com isso, podendo mudar os resultados
acerca do Enade, dos estudantes do curso de licenciatura em matemadtica, uma vez que se da

uma aten¢ao maior aos aprendizados conceituais.
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1 FUNDAMENTOS DE ALGEBRA LINEAR

Nesta sessdo serdo apresentados elementos que regem a Algebra Linear, que traz um
grande significado para o aprimoramento dela ao longo dos anos, tendo como objetivos estudar
0s conjuntos e seus comportamentos. Seus estudos ao longo dos anos se consolidaram perante
a geometria analitica, ¢ com a modernidade tornou-se um estudo de elementos abstratos,
gerando entdo um longo desenvolvimento, que se fez necessdrio para estudar e alcancar

resultados, tendo em um de seus focos a exploracao de vetores.

A Algebra Linear ndo se limita apenas ao curso de Matematica, como também faz parte
da ementa de cursos como Computacdo, presente no campus 1V, Engenharia, Fisica, e outros

cursos da area de exatas, enriquecendo a grade académica.

Segundo Hoffman e Kunze (1970, p. 30), a grosso modo, a algebra linear ¢ o ramo da
matematica que trata das propriedades comuns a sistemas algébricos constituidos por um

conjunto mais uma nog¢ao razoavel de uma “combinagao linear” de elementos do conjunto.

A presente secdo estd baseada nas obras de Hoffman e Kunze (1970), Anton e Rorres

(2012) e Kolman e Hill (20006).

1.1 Espaco Vetorial
O Espago Vetorial consiste em um conjunto formado por vetores geométricos que visam

satisfazer axiomas para serem validos.

Definicao 1.1.1: Sejam V um conjunto ndo vazio cujos elementos sdo denominados vetores e
K um corpo de escalares, tal que para qualquer u,v € V, tem-se u + v € V (operagado adi¢do
de vetores) e, para qualquer v €V e a € K, tem-se a - v € V (operag¢do multiplicagdo por

escalar). Dizemos que (V,+, -) é um espaco vetorial se satisfaz as seguintes propriedades:

a) Comutativa: Seu,v € V,entdou+v =v +u,

b) Associativa: Se u,v,w €V,entdou+ v+w)=u+v)+w;,

¢) Existe um unico vetor nulo 0 €V tal que u + 0=u, para todou € V;

d) Para todo u € V, existe um unico vetor (—u) €V, tal que u + (—u) = 0;

e) Dado o elemento neutrol1 € K e u €V, entiol-u =u;

f) Sea, BEK e ueV,entioa-(f-u)=(@-pB)- u,
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g Sea €K euveV,entioa (u +v)=a-u +a-v;

h) Sea, BEK e u€eV,entio(a+p) u=u-a+u-p.

Exemplo 1.1.2: Seja K =R o corpo dos niimeros reais. Considere o conjunto R" =
{(xq, x5, ..., x,)/ x; € R}. Dados os vetores u = (X1, X3, ..., Xn), € V=1, Vo, .-, Yn)>
definimos a operagdo aditiva entre u e v por:
U+ v =0 %) + V1 ¥0) = (X1 + Y1, e, X+ )
A operagdo multiplicagdo por um escalar « € R definimos por:
a-u=a(x;,...,x,) = (axq,...,axy,)

E de facil verificacdo que as operagdes assim definidas satisfazem as oitos propriedades da

definig¢do 1.1.1. Logo, R™ é um espaco vetorial sobre R.

Exemplo 1.1.3: Considere B, o conjunto de polindmios com grau igual a n com coeficientes

nos nimeros reais. Ou seja,
P,={co+cix+cyx+-+cyx"/ ¢; ER, ¢, # 0}

Sejam p(x) =co+c1x + cox + -+ cpx™ e qx) = do+dix+dyx + -+ dx"

polindmios de grau n. Utilizando a adi¢do de polindmio, teremos:
P+x)=co+tcy++cpx™+do+dix + -+ dpx™
= (co+do) + (e +d)x + -+ (cn + dp)x™ = p(x) + q(x)

Operando por escalar a, teremos:

(a p)(x) = acy + acyx + acyx? + -+ acx™ = a - p(x)
onde ac; € R,Vi =1, ...,n, sendo ainda polindmio com grau igual a n. As operagdes assim
definidas satisfazem as oito propriedades da defini¢dao 1.1.1. Logo, caracterizaram P, como

um espaco vetorial sobre R.

1.2 Subespaco Vetorial
O Subespago Vetorial ¢ uma variagao do espago vetorial, utilizada para identificar se, em
um conjunto do espago vetorial, existe um subconjunto que ¢ também um espago vetorial por

definicao.
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Defini¢ao 1.2.1: Seja V um espago vetorial sobre o corpo K. Um subconjunto W € Vndo vazio

¢ chamado de subespago se (W, +, ) satisfaz os requisitos de um espago vetorial sobre K.

As propriedades da operagdo soma de vetores (comutatividade e associatividade) e as
referentes ao produto por escalar sdo intrinsecas do espago vetorial V, logo satisfazem em W.

Dessa forma, podemos simplificar a definicdo de subespacgo vetorial pelo seguinte resultado:

Teorema 1.2.2: Um subconjunto nao vazio W SV é um subespaco vetorial de V, se e somente
se, para todou,v € W e a € K, temos que a-u+v eW.
Prova: Se W ¢ um subespaco vetorial de V, entdo todas as propriedades das operagdes de V

sdo validas em W. Logo, para todo u,vEW e a €K, temos que a-u+veW.

Reciprocamente, dado u € W e tomando a = 0 temos por hipotese que 0 - u = 0 € W. Além
disso, tomando & = —1 temos que (—1) -u = —u € W. A outras propriedades sdo validas em
W pois sao propriedades de V. Portanto, W ¢ um subespago vetorial de V.

Observacio 1.2.3: Sem perda de simbologia, adotaremos a simbologia para o vetor nulo 0
como sendo 0. A mesma simbologia sera usada para o escalar a = 0.
Exemplo 1.2.4: Considere W = {(x,y,z) € R®/ x — 3y + 3z = 0} um subconjunto do R3.
1)Sejau = (x1,y1,21) E W ev = (x,,¥,,2,) € W. Entdo

(X1 +x2) =3(y1 +¥2) +3(zy + 23) = (x4 — 3y, +32) + (x, — 3y, +32,) = 0
Logo u+v ew,
ii) Se a € R, entio (ax;) —3(ay;) +3(az;) = a(x; —3y; +3z;) =a- 0 =0. Assim
au € W.

Desta forma, o conjunto W ¢ um subespagco vetorial do R3.

1.3 Combinac¢ao Linear
A Combinacao Linear consiste na formagdo de novos vetores a partir da adi¢ao de

vetores e da multiplicagdo por escalar.

Definicao 1.3.1: Seja V um espago vetorial sobre um corpo K, dizemos que o vetor v € V é

combinagdo linear de vy, v,, ..., v, Se existem escalares a1, a5, ..., Ay € K tal que.

U=U1a1+vza2+"'+vnan
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Exemplo 1.3.2: Sejam os vetores v; e v, em R3, da forma v; = (3,—1,0) e v, = (1,2, 1).
Queremos verificar se o vetor v = (—2, 3, 1) é combinagao linear de v, ¢ v,. Assim, sejam a,
B € R, tais que:
a-(3,-1,00+p5-(1,2,1) =(-2,3,1
= (Ba,—a,0)+ (B,2B8,) =(-2,3,1)
= Ba+p,—-a+2B,p)=(-2,31)

Dessa forma, temos o seguinte sistema linear:

B3a+f =-2
—a+2=3
=1

Substituindo o valor de  na segunda equagao, temos:

—a+2(1)=3 = —a+2=3 &~ a=-1
Sabendo entdo os respectivos valores de a e [, entdo que o vetor v € combinacdo linear de
V1 € Uy, pois v = —1v; + 1v,.

Observacio 1.3.3: Consideramos W = {v eV, v=avy +ayv, + -+ apv,, a; € K} ou

W = [vq, vy, ...., ] 0 subespaco vetorial de V gerado pelos vetores vy, vs, ..., Uy.

1.4 Dependéncia e Independéncia Linear
Definicao 1.4.1: Sejam V um espago vetorial sobre um corpo K e {uq,u,,..,u,} cV.
Dizemos que {u4, Uy, ..., U, } € Linearmente Independente (LI), se, e somente se, a unica solug¢do

da equagdo
U aq +uya, + -+ ua, =0

for necessariamente a; = a, = - = a, = 0. Se existir algum a; # 0, entdo {uy,u,, ..., up} €

dito um conjunto de vetores Linearmente Dependente (LD).

Proposicao 1.4.2: Se dois vetores sdo linearmente dependentes, um deles é multiplo escalar do
outro.
Prova: Sendo os vetores v; e v, linearmente dependente, segundo a defini¢do 1.4.1, existem
escalares a, f € K nao ambos nulos, de forma que:

avy + pv, =0,
Assim temos duas possibilidades: @ # 0 ou a = 0.

1) Se @ # 0, entdo verificaremos quem € v;:
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_ _ _ By, _( B
avy + fr, =0 = av; = —fv, = v; = —— —\ 73

Logo, v;¢é multiplo escalar de v,
2) Se a = 0, entdo devemos ter § # 0. Assim:
avi + v, =0=Pr, =0 = v, =0
Dessa forma, o vetor v, ¢ nulo, sendo entdo multiplo de qualquer vetor. Portanto, vetores

linearmente dependente um deles sera multiplo escalar do outro.

Esta proposi¢do pode ser generalizada para o seguinte resultado: “Um conjunto de
vetores {uq, Uy, ..., U, } € LD se, e somente se, um deles é combinagao linear dos demais”.
Exemplo 1.4.3: Os vetores v; = (1,1,1), v, = (0,1,1) e v3 = (1,0,1) em R3 sdo
linearmente independentes. Considere a combinacao linear

a(1,1,1) +p(0,1,1) + 6(1,0,1) = (0,0,0)
= (a,a,a)+(0,8,B)+(,0,6)=(0,0,0)
= (a+6,a+p,+6)=1(0,00)
Temos o seguinte sistema linear

a+6=0
a+f=0
a+pf+6=0

Assim, na equagdo 1 teremos ¢ = —4§. Substituido a na equagdo 2 teremos, —§ + 5 =0 =
B = &. Substituindo agora na equagao 3 teremos,
—-6+6+6=0= 6=0

Assim, ¢ = § = § = 0. Portanto, v;,v,,v3 sdo linearmente independentes.

1.5 Base e Dimensao

Uma base concentra toda a estrutura de um espago vetorial no menor conjunto de vetores
linearmente independentes, permitindo escrever qualquer vetor deste espaco de forma Unica
em coordenadas. Isso torna a andlise do espaco vetorial mais simples: dimensdo, independéncia
e o comportamento de transformagdes lineares passam a ser descritos por calculos diretos em

coordenadas, reduzindo problemas abstratos a operagdes lineares claras.
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Defini¢ao 1.5.1: Seja V um espaco vetorial. O conjunto de vetores {v;,v,, ..., v} é base de V,
se, somente se, for um conjunto linearmente independente e que gera o espago V, isto é, todo

vetor de V é combinagdo linear de {v4,v,, ..., U }.

Exemplo 1.5.2: Sabemos que os vetores v; = (1,1,1), v, =(0,1,1) e v3 = (1,0,1) em R3
sdo linearmente independentes. Mostraremos que qualquer vetor do R3 é uma combinagio

linear destes vetores. Para isto, dado (a, b, c) € R3 considere

(a,b,c) =x(1,1,1) + y(0,1,1) + 2(1,0,1)

x+z=a
= x+y=»>b
x+y+z=c

Da 1* equagdo temos x =a —z. E substituindo na 3* equagdo, obtemos y =c — a.
Substituindo o valor de y na 2* equagdo, teremos x = a + b — c. Dessa forma, voltando para a
1* equagdo, temos que z = ¢ — b. Logo, B = {v;,v,,v3} ¢ LI e gera o espaco vetorial R3,

portanto ¢ uma base.

Definicao 1.5.3: 4 dimensdo de um espago vetorial V é o numero de vetores que existe na sua

base.

A seguir enunciaremos e demostraremos alguns resultados correlacionados que sdo
fundamentais para os conceitos apresentados anteriormente.
Teorema 1.5.4: Sejam uy, Uy, ..., U, vetores ndao nulos que geram um espago vetorial V. Entdo
dentre estes vetores podemos extrair uma base para V.
Prova: Se u4,u,, ...,u, for LI, nada a fazer. Se for LD, entdo extraimos os vetores de que sdo
combinacdo linear dos demais. Dessa forma, o que sobra ¢ um conjunto LI que ainda gera o
espaco V. Logo, extraimos uma base do conjunto {uq,uy, ..., u,}.

Teorema 1.5.5: Se V = [uqy, u,, *+, uy |, entdo qualquer conjunto com mais de n vetores é LD.
Prova: Pelo teorema 1.5.4, entdo podemos extrair uma base de V, digamos {uy, uy, -+, U}
com m < n. Seja {v4, V5, :**, -} um conjunto com mais de n vetores (r > n). Assim, existem
escalares a;; tais que

V1 = aq1Uq + AUy + -+ A1mUm

VU = AUy + AUy + -+ Ay,
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Seja a combinacao linear a,v; + a,v, + -+ + a,-v, = 0. Substituindo as combinagdes lineares
de cada v;, obtemos

(11 + -+ apap)ug + -+ (@@ + - + G @)Uy = 0
Como {uq, Uy, +,upy} € LI, entdo temos o seguine sistema homogéneo com m equagdes e

variaveis, a saber

a11a1 + -+ arlar == 0

Am@q + -+ appay, =0

Sabendo que m < n < r, entdo o sistema admite solu¢do nao nula. Portanto, {v;, v,, -+, v} €
LD.

[ |
Corolario 1.5.6: Se V é um espacgo vetorial de dimensdo finita, entdo duas quaisquer bases de
V tem o mesmo numero de elementos.
Prova: Sejam {uq,u,, -, u,} e {vy, vy, -, vy, bases de V. Temos dois casos a considerar:
1) Se {uy, uy, -+, u,} € base, entdo pelo teorema 1.5.5 temos n < m;

i) Se {vy,v,, '+, v, } € base, entdiom < n

Observacio 1.5.7: Se B = {uy, u,, -, u,} € uma base ordenada de V, entdo cada vetor v € V
¢ escrito de maneira Uinica por v = u a4 + Uy + -+ + uya,. Os escalares aq, @y, -+, @y sao

ditos “coordenadas de v em relacao a base B”. Denotamos como

aq
[vlg = [ : ]
an

Exemplo 1.5.8: Temos que 8 ={(1,1,1), (0,1,1),(1,0,1)} ¢ uma base do R3. Logo

0
[(1,2,3)]g = H pois (1,2,3) =0-(1,1,1) +2-(0,1,1) + 1-(1,0,1)
1

aq

Proposicio 1.5.9: Se [v]g = [ 5
an

B
31], entdo [v + Aw]g = [v]g + A[w]g VA1 E K.
B

e[wlg =

Prova: Temos que v = ujaq + upa, + -+ u,a, € Aw = uAf; + u A, + - + u, AfS,.

Entdo v + Aw = uy(a; + A1) + wy(ay + 1B5) + -+ + u, (a, + A6;,). Portanto,
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ay 31
: 5 ] = [v]lg + Aw]g

Bn

a, + B,

[v+ Aw]g = + A

an + Aﬁn an

Sejam B = {uy, uy, -+, up} e A = {v4,v,, -+, v, } bases de um espago vetorial V. Dado

251
v € V, surge o seguinte questionamento: Qual a rela¢do entre as coordenadas [v]g =| ] e
aTl

B
[vlg = [ ¢ |? Sabemos que
B

n

[Vlg = [ViB1 + v2B2 + - + vpBuls = [viBils + [V2B2ls + - + [VnBrls

= Bilvils + B2lvels + - + Bnlvnls

alj
Considere o vetor mudanga de base v; em relagdo a base B representado por [vj] B = \ : ]
anj

Assim,
a1 a2 A1n a1 o Q[P
[vls = B + B2 tot B = :
anq An2 Ann Apy  ° Qpn .Bn
— A
[vls = [I1g " [v]a

a1 A1n
onde [I]f =1 ¢ ¢ | ¢ amatriz de mudanga da base A para a base B.

anl ann

1.6 Transformacao Linear

A transformagdo linear é um dos conceitos da Algebra Linear responsavel por descrever
funcdes entre espacos vetoriais que preservam as operacdes de adicdo de vetores e
multiplicagdo por escalar, permitindo compreender como vetores podem ser transformados sem

alterar a estrutura linear do espaco vetorial.

Definicao 1.6.1: Sejam V e W espagos vetoriais sobre um corpo K. A fungcdo T : V> W é
dita uma transformagdo linear se, Vu,v €V e a € K, temos que:

) Twu+v)=Tw)+Tw)
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i) T(a-u) =a-T(w)

Observacio 1.6.2: Se T ¢ transformacao linearde V em W, entdo T(0) =T(0+ 0) =T(0) +
T(0). Portanto, T(0) = 0. Dessa forma, se T(0) # 0 entdo T ndo ¢ uma transformagao linear.

Além disso, se T ¢ uma transformacao linear, entao:
T(—v) = T((—l)v) =-T(v)
Exemplo 1.6.3: Seja T: R? > R? tal que T'(x,y) = (2x + y,x). Temos que:
T((x1,y1) + (x2,¥2)) = T(xy +x2,y1 +¥2) = (20 +x2) + (1 +¥2), 11 + x3)
= (2x1 + y1,%1) + 2xz + y2,%3) = T(x1,¥1) + T(x2,¥2).
Além disso, T(a - (x1,¥1)) = R(axy) + ayy, ax;) = a(2xy + y1,x1) = a - T(xy,y1).
Portanto T ¢ uma transformacao linear.

Teorema 1.6.4: Sejam V espago vetorial de dimensao finita e B = {uq, Uy, *+, U, } uma base
ordenada. Seja W um espago vetorial com wy, ws, -+, w,, € W vetores arbitrarios. Entdo existe

uma unica transformagao linear T:V = W tal que T (uy) = wy, T(uy) = wy, -+, T(u,) = wy,.

Prova: Ver em Hoffman e Kunze, p. 69.

1.7 Nucleo e Imagem

O estudo do nucleo e da imagem de uma transformagao linear na Algebra Linear se d4
pela analise do comportamento dessa fun¢do. O nucleo permite identificar quais vetores sao
enviados ao vetor nulo. Ja a imagem representa o conjunto de todos os vetores que podem ser
obtidos como resultado da aplicacdio da transformacdo, indicando os elementos do
contradominio. Esses conceitos sdo fundamentais para o estudo das propriedades das

transformagdes lineares.

Definicao 1.7.1: Seja T:V — W uma transformagao linear. Definimos o Nucleo de T por:
ker(T)={veV/ T() =0}

Definimos a Imagem de T por: Im(T) ={T(v) /v € V}.

Observacio 1.7.2: Seja T:V — W uma transformagao linear, sendo V de dimensao finita. O

Posto de T ¢ a dimensdo da imagem de T. A Nulidade de T ¢ a dimensao do ntcleo de T
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Exemplo 1.7.3: Dada a transformagdo linear T(x,y) = (x + y,x —y,y), qual a imagem,

posto, nucleo e nulidade de T? Sua imagem ¢ definida por,

Im(T) ={(x+y,x—y,y) ER’/ x,y € R} ={(x,x,0) +(y,— ¥, )}
~Im(T) ={x(1,1,0) + y(1,—-1,1)}
O nucleo seré definido por:
ker(T) = {(x,y) € R*/ T(x,y) = (0,0,0)}
= (x+y,x—y,v)=(0,0,0)
Assim,
x+y=0
x—y=0
y=0
Sendoy =0,logox+y =0 = x =0. Logo ker(T) = {(0,0)}
A nulidade ¢ a dimensao do nucleo, logo nulidade T ¢é zero. Ja o posto ¢ definido pela dimensao
da imagem. Como
Im(T) = {x(1,1,0) + y(1,—-1,1)},

gerada pelos vetores (1,1,0) e (1,—1,1) e, sabendo que os vetores sdo linearmente
independentes, a imagem ¢ composta por uma base com dois vetores, logo Posto (T) = 2.

Teorema 1.7.4 (Teorema do Nucleo e da Imagem): Sejam V um espago vetorial n—
dimensional e T:V — W uma transformagdo linear. Entdo
dimV =dimKer (T) + dimIm (T)

Prova: Ver em Hoffman e Kunze, p. 71.

1.8 Matriz de uma transformacao

Sejam T: V — W uma transformacao linear, B = {uy, uy, -+, upt e A = {v1, V5, , U }
bases dos espacos vetoriais V e W, respectivamente. Entdo dado v € V existem escalares «; tal
que Vv =u g +uyay + -+ u,a,. Assim, T(v) = aT(uq) + aT(uy) + -+ a,T(u,) €
com T(u;) €W, existem escalares aj;,j =1,---m tais que T(w;) = v1ay; + -+ + VUG-

Dessa forma,
T(U) = al(vlall + -t vmaml) + et an(vlaln + et vmamn)

= (a1a11 + -+ )y + -+ (A1 + - + A Q) Vg
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Por outro lado, existem escalares f; tal que T(v) = Biv; + Bav, + -+ + BVm. Como a

decomposic¢do ¢ Uinica, segue que
{ P1=aa1 + -+ apaiy
Bm = @1,y + -+ + Ay

Em forma matricial, temos que

[ﬁl [an aln] [“1
ﬁm Am1 Amn Un

onde [T]% ¢ a matriz de T em relagdo as bases B e A.

ou [T, =[T1% - [v]s

Exemplo 1.8.1: Consideremos a transformagéo linear T(x,y) = (x + y,x —y,y) ¢ as bases

1 1
canodnicas do R? e R3. Entdo temos que [T] = [1 —1].
0 1

SeT:V — V, entdo dizemos que a transformacao linear € um operador linear sobre V.
Entre os operadores do R? e R3 de significado muito marcante em geometria sio os que
produzem reflexdes, projegdes e rotagdes. Faremos a seguir uma breve ilustracdo destes

operadores no R2.

Reflexdes: Considere o operador T: R? —» R? cuja imagem de cada vetor é simétrica em

relagdo ao eixo x, representada na figura 1. Ou seja, T (x, y) = (x, —y). Em forma matricial em

relagdo a base canoénica, [T] = [é _01] )

Figura 1 - Reflexdo no eixo Ox

A

wu = (wa y) Ox

R,.,u = (x, —vy)
v

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra (2026)
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Projegdes: Considere o operador T: R? —» R? que associa cada vetor na sua proje¢io ortogonal

em relagdo ao eixo x, representado na Figura 2. Ou seja, T(x,y) = (x,0). Em forma matricial
~ A _[1 o0
em relagdo a base canodnica, [T] = [ 0 0 ]

Figura 2 - Proje¢ao ortogonal em relacao ao eixo x

YA YA

(z,y)

~

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra (2026)

Rotagdes: Considere o operador T: R? —» R? que, por um angulo fixo 8, rotaciona um vetor,
apresentada na Figura 3. Em outras palavras, temos T(x,y) = (x-cosf —y-senf,x-

cosd —senf

senf + y - cos8). Em f tricial lacdo a b A',Tz[
y ). Em forma matricial em relagdo a base candnica, [T] senf  cos

Figura 3 — Rotagdo de um vetor

y A
’ P’
o
I
I P
o F-fr———-5
I 1
I ]
1 1
]
I 1
0 , v
XP Xp

Fonte: Elaborado pela autora no software GeoGebra (2026)

1.9 Autovalores e Autovetores

O estudo dos autovalores e autovetores na Algebra Linear consiste em analisar a diregdo
dos vetores apoOs a aplicagdo de uma transformacdo linear, permitindo compreender seu
comportamento. Seu estudo esta presente em diversas areas, como Fisica, Engenharia, sendo

fundamentais em problemas envolvendo estabilidade e vibragdes.
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Defini¢cao 1.9.1: Sejam V um espago vetorial sobre um corpo K e T:V — V um operador
linear. Um vetor v € V ndo nulo é dito um autovetor de T se existir um escalar A € K tal que

T(v) = Av. O escalar A é dito um autovalor de T.

Observagio 1.9.2: Em dimensao finita, A é autovalor, se, e somente se, det([T] — AI) = 0. Ele

pode ser real ou complexo, dependendo do corpo K considerado.

Observacao 1.9.3: Se v ¢ um autovetor associado ao autovalor A, entdo qualquer multiplo nao
nulo de v também ¢ autovetor associado ao mesmo autovalor. Com efeito, se w = av segue
que
Tw)=T(@v)=aTWw) =a(l-v) =Aw
SejaT:V — V linear cuja sua matriz na base canonica seja A = [T]. Se v (vetor coluna)
e A sdo autovetor e autovalor de A, respectivamente, entdo temos A - v = Av. Além disso, se A
¢ uma matriz n x n, o autovalor de A ¢ um escalar A tal que a matriz (A — Al) éndo inversivel,

pois det(A — AI) = 0.

Exemplo 1.9.4: Seja A a matriz definida por [421' i], e seja T o operador linear sobre R?

representado por A em relacdo a base ordenada canénica. Determinaremos uma base do R?
formada por autovetores de T.
Para iniciar essa resolugao sera encontrado o seu autovalor, dessa forma:

det(A—A1) =0

amn=[p = =17 12

det(A—M)zdet[‘L;}‘ 15}\]: A2 —51—6=0

Logo, A’ = —1eA = 6. Portanto, os autovalores sdo (—1) e 6.

Para definir o autovetor tomaremos (A —Al)v = 0. ParaA; = —1

A_“:r};)\ 15112[4_;1) 1—?—1)]:[3 g]

2 2l Bl=ls

{5x+5y:O
2x+2y=0

Logo, Ker (T — (-DI) = {(x,¥); x = -y} ={(-y,y) / y e R} = [(-1,1)].
Parad, = 6

Assim,

Resolvendo o sistema, teremos:
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A=-Al= [4;7\ 1EA] N [4_2(6) 1 —5(6)] N [_22 —55]
Assim,

2 2l bI=

{—2x+5y=0
2x—=5y=0

Resolvendo o sistema, teremos:

Logo, Ker (T — (6)I) = {(x,y); X = gy} = {Gy,y) /Yy € R} = [(%,1)].Como os dois

autovetores sao linearmente independentes, entao {(—1, 1), (g , 1)} formam uma base do R?.

Teorema 1.9.5: Autovetores associados a autovalores distintos sdo LI.

Prova: Sem perda de generalidade, iremos fazer a prova para apenas dois autovetores visto
que o procedimento para um numero maior ¢ analogo. Assim, sejam A; e A, autovalores
associados aos autovetores v, e v,, com v; # v,. Considere a,v; + a,v, = 0. Operando em
ambos os lados desta combinagdo linear por 1; e 4,, temos que
a vy +a v, =0 e a A v + azA, v, =0
Aplicando T a combinagao linear inicial, obtemos
T(a,v, + a,v,) =T(0) = a;A,v; + a,A,v, =0
Subtraindo esta ultima equagdo das duas anteriores, teremos
a (A —A)v +a; (A —A)v, =0 e a;(A, — A)vy + ap(A, — A,)v, =0
Como v; # 0 e v, # 0, concluimos que a; =0 e a, = 0. Portanto, {v,,v,} é LL

Corolario 1.9.6: SedimV =neT:V — V possui n autovetores distintos, entdo V possui uma

base B de autovetores de T .

Para finalizar esta sessdo, se V admite uma base B de autovetores de T, entdo [T]% é

uma matriz diagonal. O operador T ¢ dito um “operador diagonalizavel”.
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2 QUESTOES DO ENADE DE ALGEBRA LINEAR

Na secdo 1 tratamos das definicdes acerca da Algebra Linear, explorando suas
caracteristicas através das formulas e de suas demonstragdes. Assim, neste capitulo iremos
apresentar questdes do Enade a respeito de Algebra Linear, em especial sobre espagos vetoriais,
transformagoes lineares e autovalores e autovetores, e como resolvé-las através do que foi

trabalhado na se¢ao anterior.

2.1 ENADE 2008

Uma transformacdo linear T:R?* - R? faz uma reflexdo em relagio ao eixo

horizontal, conforme mostrado na figura a seguir.

Figura 4

=]

Fonte: INEP (2008)
Essa transformagdao T
Aédadapor T(x,y) = (—x,y).
B tem autovetor (0, —1) com autovalor associado igual a 2.
C tem autovetor (2,0) com autovalor associado igual a 1.
D tem autovalor de multiplicidade 2.

E ndo é inversivel.
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Resolucao da questio comentada:

Esta se trata de transformacgao linear, autovetor e autovalor, podendo entao explorar a
Algebra Linear. Temos um grande exemplo da importancia do entendimento das defini¢des
algébricas, pois elenca pontos que estdo relacionados e que € necessario o entendimento para
poder diferencid-los. Ela tem como objetivo avaliar o entendimento dos estudantes da
graduacdo acerca da transformagio linear no R?, com foco maior em determinar a sua reflexio,

ou seja, uma transformacao geométrica, onde o e€ixo x se mantém e o eixo y ¢ alterado.

Como visto na sec¢do 2, a transformagao linear ¢ uma fun¢ao entre dois espagos vetoriais.
Uma reflexdo em relagdo ao eixo horizontal se trata de manter o eixo x e inverter o eixo y,

fazendo (x,y) — (x,—y), apresentado na figura, sendo T (u) a imagem do vetor u.

Sabendo dessas informacdes se faz necessario a analise de cada alternativa: no item (A)
¢ possivel ver que a reflexdo ¢ realizada perante o eixo y, assim invertendo o sinal da

coordenada do eixo x e mantendo a coordenada do eixo y, tornando entdo essa alternativa falsa.

Um vetor v ndo nulo, em V, ¢ dito autovetor de T se satisfaz a relacdo T(v) = Av.
Assim, sabendo que a reflexao perante ao eixo horizontal inverte o sinal da coordenada y, sendo
entdo um autovetor (0, —1), que nao se associa a um autovalor 2, podendo entdo desconsiderar

a veracidade da alternativa (B).

Em uma reflexdo, os vetores que pertencem ao eixo x ndo sofrem mudancas, apenas
vetores pertencentes ao eixo y. Desta forma, se (x, 0) ¢ um autovetor, com autovalor igual a 1,
temos T(x,0) = (x,0). Assim, o autovetor (2,0) estd associado ao autovalor 1. Logo, a

alternativa (C) ¢ verdadeira.

A alternativa (D) questiona se a transformagao linear tem autovalor de multiplicidade 2,
e pode-se dizer que ndo, pois a transformag¢do possui dois autovalores diferentes, sendo 1 e -1,

associado respectivamente ao €iXo X € ao €ixo y.

Por fim a alternativa (E) afirma que a transformagao nao ¢ inversivel. O que caracteriza
se uma transformagao linear for inversivel é quanto a sua bijegdo. A transformagao linear do R?
em R? dada ¢é injetora pois T(a, b) # T(c,d) para (a,b) # (c.d). além disso, é sobrejetora
pois temos T (x, —y) = (x,y),com (x,y), (x,—y) € R2. Portanto a transformagdo é bijetora,

logo ¢ inversivel. Negando a afirmacdo feita na alternativa.



32

2.2 ENADE 2011
Considere a transformagdo linear T:R? - R? definida por T(x,y) = (2x +

6y,6x + 2y). Com relagdo a esse operador, analise as asser¢oes a seguir.
O niicleo de T é um subespaco vetorial de R? de dimensdo 1.
PORQUE
T é um operador normal.
A respeito dessas asser¢oes, assinale a opgdo correta.

A. As duas assergoes sdo proposicoes verdadeiras, e a segunda é uma justificativa correta da

primeira.

B. As duas assergoes sdo proposicoes verdadeiras, mas a segunda ndo é uma justificativa

correta da primeira.

C. A primeira asser¢do é uma proposi¢do verdadeira, e a segunda, uma proposigdo falsa.
D. A primeira asser¢do é uma proposi¢do falsa, e a segunda, uma proposi¢do verdadeira.
E. Tanto a primeira quanto a segunda asser¢oes sdo proposicgoes falsas.

Resolucao da questio comentada:

Esta questao aborda transformagao linear, buscando a compreensdo de nicleo, dimensao
e operador normal, que compdem um operador linear, visando enfatizar a importancia de
compreender os conceitos. Ela tem por objetivo, através de uma transformacao linear T: R? —
R2, analisar duas afirmacdes, a saber: O nucleo de T é um subespago vetorial de R? de dimensdo
1 e T € um operador normal. Ao analisar cada alternativa serd avaliado a existéncia de relagdo

entre essas afirmacdes, por meio dos conceitos teodricos vistos na sessao 2.

Um operador linear T: R? —» R? ¢ dito normal quando comportamento da matriz deste

operador comuta com sua transposta. Ou seja, se A = [T] entdo A - A* = A' - A.

A primeira asser¢io diz que o nucleo de T é um subespago vetorial do R? de dimensio

1. Assim: T(x,y) = (0,0)

{2x+6y=0
6x+2y=0

Resolvendo este sistema linear teremos,
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x+3y =0= x = -3y
Substituindo na segunda equacao,
6(-3y)+2y=0= -18y +2y =0= —-16y =0 ~ y=0¢e x=0

Logo, Ker(T) = {(0,0)} e suadimensao ¢ zero, o que € contrario a afirmagdo que diz

que a dimensao € 1.

A segunda asser¢do diz que T ¢ um operador normal. Em relacdo a base candnica, temos:
_ _(2 6
a=m=(; )

entdo ¢é possivel notar que esta é uma matriz simétrica, satisfazendo A4 - AT = AT - A. Tornando

entdo essa afirmagao correta.

Ao analisar as alternativas ¢ possivel notar que a alternativa (A) estd incorreta pois diz
que as duas assercdes estdo corretas. A alternativa (B) por sua vez diz também que ambas as
assercoes estdo corretas, o que ndo ¢ verdade. A alternativa (C) diz que a primeira asser¢do ¢
verdadeira e a segunda ¢ falsa, o que esta incorreto. J& a alternativa (D) diz que a primeira
proposi¢ao ¢ falsa e a segunda verdadeira estando correto. Por fim a alternativa (E) diz que

ambas as proposicoes sdo falsas, estando incorreto essa afirmacao.

2.3 ENADE 2014

Os principais efeitos visuais da computagdo grdfica vistos em uma tela sdo resultados
de aplicagoes de transformacoes lineares. Translag¢do, rotag¢do, redimensionamento e alteragao

de cores sdo apenas alguns exemplos.

Considere que uma tela é cortada por dois eixos, x e y, ortogonais entre si, formando
um sistema de coordenadas com origem no centro da tela. Suponha que nessa tela plana, existe
a imagem de uma elipse com eixo maior de tamanho 4, paralelo ao eixo x, e cujos focos tém

coordenadas (—1,2) e (1, 2). Considere T um operador linear definido em R?.

De acordo com as informagoes acima, faca o que se pede nos itens a seguir,

apresentando os cadlculos utilizados na sua resolugdo.

A. Mostre que o ponto (0,2 + V3) pertence a elipse.
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B. Suponha que, em cada ponto da tela, seja aplicado o operador linear T(x,y) = (x +

Y, —2x + 4y). Quais serdo as coordenadas dos focos da elipse apos a aplicagdo de T?
C. Calcule os autovalores do operador linear T (x,y) = (x +y, —2x + 4y).
Resolucio da questao comentada:

Nesta questao refere-se as aplicacdes das transformacgdes lineares em um contexto de
computac¢do grafica. No meio grafico muitos artificios matematicos sao utilizados, como reta e
elipses, que podem ser apresentados por meio de operadores lineares. Buscando relacionar o

meio da representacdo geométrica com a transformacao linear em um espago bidimensional.

Objetivando essa relacdo entre as duas vertentes, os conceitos geométricos e algébricos,
em busca de compreender suas propriedades e aplicagdes, verificando pertencimento a elipse,

os operadores lineares e seus autovalores correspondentes.

A questao apresenta trés pontos a serem discutidos, iniciando pela alternativa A que se

trata de mostrar que o ponto P(0,2 + V 3) pertence a elipse.

Inicialmente, a elipse ¢ uma conica definida como o conjunto de todos os pontos do
plano, cujas somas das distancias dos focos F; e F, ¢ igual ao comprimento do seu eixo maior

2a. Ou seja, se P(x,y) ¢ um ponto qualquer na elipse, temos a seguinte equacgao:
d(P, Fl) + d(P, Fz) = Za
Na questdo temos F;(—1,2), F»(1,2) e 2a = 4. Considerando P (0,2 + V3), temos:

d(P,F;) +d(P,F,)

= \/(0— (—1)2+((2+V3) —2)2 +\/(0— 1)2 + ((z+\/3——2)2

=V1+3+V1+3=24+2=4=2a
Confirmando entdo que o ponto P(0,2 + V 3) pertence a elipse.

Na alternativa B tem como objetivo sabe quais serdao as coordenadas dos focos da elipse
apos a aplicagdo de T. Entdo utilizaremos do operador linear T(x,y) = (x + y, —2x + 4y) e,

cujos focos tém coordenadas (—1,2) e (1, 2). Assim:

T(-1,2) = (-1+2,-2(-1) + 4(2))
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~ T(-1,2) =(1,10)
T(1,2) =1+2,-2(1)+4(2))
~ T(,2)=(3,6)
Logo, (1,10) e (3,6) sdo as coordenadas dos focos depois da aplicagdo do operador T.

A alternativa C por sua vez visa o calculo dos autovalores do operador linear T.

1 1

9 4). Para determinar

Sabemos que a matriz de T em relacdo a base candnica serd: A = (
seu autovalor, sera calculado da seguinte maneira, det (A —Al) = 0

1-1 1

= det( 9 4_3

)=(1—,1)(4—/1)+2

—2-51+6=0

A solugdo desta equagdo sdo os valores 4; = 2 e 4, = 3, identificando entdo os autovalores

desta transformacao.

Desta forma, os autovalores podem alterar a elipse de acordo com cada um de seus
pontos sejam encontrados, pois seus valores diferentes podem modificar as direcdes desta

transformacgao linear.

2.4 ENADE 2021

Seja T : R?* > R? a transformagédo linear dada pela reflexdo em torno do eixo x,

seguida da rotagdo de 90° no sentido anti-horario e da dilatag¢do de fator 2.
Com base nessas informagaoes, ¢ correto afirmar que T (20, 24) ¢ igual a

A (40,48).

B (48,40).

C (40,—48).

D (48, —40).
E (—48, —40).
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Resolucao da questao comentada:

Nesta questao ¢ abordado transformacao linear em um plano bidimensional. E uma
questdo rica em conceitos a serem trabalhados e compreendidos, pois através dela serad
trabalhado, a reflexdo de uma transformagdo, sua rotagdo e dilatagdo, mais uma vez

relacionando tendencias geométricas com algébricas.

Ela tem como objetivo confirmar a imagem de um ponto, visto que a compreensao de
transformagoes lineares, e sua ligagdo entre a descrigdes geométricas e algébricas, verificando

aplicagdo de transformacgao, reflexao sobre eixo, rotagao e dilata¢ao de fator.

Visto que a transformagio linear no R? preserva a operagdo por escalares, a reflexdo em
trono do eixo x por sua vez, preserva a coordenada x e inverte o sinal da coordenada y. Ja na

rotacao de 90° no sentido anti-horario, a dilatagao de fator 2 multiplica as coordenadas por 2.

A questdo traz que a transformagao linear ¢ composta por trés afirmativas que devem
ser trabalhadas em suas respectivas ordens. A primeira etapa ¢ definir sua reflexdo: dado a
transformagado no ponto (20, 24), como na reflexdo a coordenada y se inverte € a x se mantem,
entdo (20,24) — (20,—24). Na Rotagdo anti-horario tera (20, —24) — (24,20), pois a
posi¢do de sua rotagao se inverte. Por fim sua dilatagdo ao multiplicar as coordenadas por 2,

ficara,
T(24,20) = (2- 24,2 - 20) = (48, 40)
Assim, T(20,24) = (48,40) determinando a imagem do ponto dado no enunciado.

Ao analisar as propostas da alternativas € possivel utilizar o método de eliminacgao,
restando entdo a alternativa correta que ¢ a (B), qual tem como resultado (48,40), que ¢ a

imagem encontrada durantes a execugao das etapas da transformagao.

Desta forma, ¢ notorio que dado uma transformagao linear no plano bidimensional, e
apresentado um ponto especifico, sendo respeitado as etapas respectivamente proposta pelo
enunciado da questdo, serd obtido uma resultado final, podendo comprovar que as afirmacdes

feitas sdo corretas.
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3 O ENADE E OS RESULTADOS DO CURSO DE
LICENCIATURA EM MATEMATICA — CAMPUS IV

Nesta secao sera apresentada a evolucdo do Exame Nacional de Desempenho dos
Estudantes (Enade), desde o Provao até o que temos hoje, seus objetivos e sua devida
importancia para a instituicdo, visando compreender o corpo estrutural do exame acerca do
curso de Licenciatura em Matematica da UFPB, Campus IV — Rio Tinto. Em continuidade, sera
tratada a anélise de desenvolvimento e resultados do Enade referente a disciplina de Algebra

Linear.

3.1 A evolucao do Enade: do provao ao exame nacional de desempenho dos

estudantes

Em 1970, o setor educacional académico passou por uma inovacao, ao compreender que
a educagdo ¢ pilar no processo de desenvolvimento do ser humano. Assim o com a
popularizagdo do ensino superior, o Estado decidiu buscar meios que assegurassem a qualidade

do ensino oferecido pelas institui¢des.

A partir de entdo, iniciou-se a compreensdo da necessidade de um exame que pudesse
avaliar o desenvolvimento da educagao superior. A legislagdo decidiu, entdo, criar o Provdo,
em 1996, sendo aplicado no mesmo ano para cerca de 55 mil graduandos de 616 cursos de
Administragdo, Direito e Engenharia Civil. S6 no ano de 1998 ele foi ofertado aos cursos de
licenciatura, como Letras e Matemadtica. Segundo Verhine, Dantas e Soares (2006), o Provao
garantiria a qualidade e a responsabilidade social por meio da avaliagdo, em vez de intervengdes
e controle direto. Com isso, 0 objetivo principal era analisar o desempenho do Sistema Nacional
de Educacdo Superior, separadamente, por 4rea de conhecimento e por regido, possibilitando
que todos os cursos fossem avaliados acerca dos resultados obtidos no Provao, os quais podiam

qualificar o desempenho da institui¢do e de seus docentes.

O Brasil entdo oficializou o Provdo como uma avalia¢do obrigatdria para a graduacao
de educacdo superior, fixando-o como um exame a ser realizado todos os anos por estudantes
concluintes dos cursos. As provas eram elaboradas e aplicadas por institui¢des apontadas pelo

Inep (Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira), atestando a
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capacidade em avaliagdo da aprendizagem e profissionalismo. A prova abordava os
conhecimentos de cada area avaliada, como também trazia questdes de cunho social, como
estado civil, escolaridade dos pais, renda mensal, e avaliava o desempenho da instituicdo por
meio do servigo oferecido, incluindo o questionamento sobre as expectativas pos-graduagao

dos discentes.

Os resultados atribuidos pela execugdo do provao eram encaminhados a cada discente
para que pudessem reavaliar o seu desempenho profissional e buscar possiveis melhorias. Em
seguida, eram divulgadas as institui¢des responsaveis, para que o corpo docente pudesse avaliar

os resultados obtidos e desenvolver estratégias para a melhoria da qualificacdo institucional.

Durante a expansao do Provao como instrumento de avaliagdo, foi alvo de positividade
para constatar os parametros de desenvolvimento das instituigdes, até que, em 2003, com o
relatorio de desempenho, muitas criticas a abordagem qualitativa deste procedimento vieram a
ser motivo de pauta, por ranquear as institui¢des, gerando competi¢cdo e constrangimento. Apos
esses acontecimentos, a comissdo organizadora propos que outra rede de instituicdo ficasse
responsavel pela elaboragdo e aplicacao do exame, propondo o Sistema Nacional de Avaliagao

da Educacao Superior (Sinaes).

A proposta foi aceita ainda em 2003, e assim o Sinaes passou a ser responsavel pelo
desenvolvimento do Provao, agora com o objetivo de focar na institui¢ao, analisando estruturas,
atividades, compromisso € a responsabilidade da institui¢do. Pontuando que os resultados

seriam publicos, mas respeitando as diversidades sociais de cada Estado.

Com a aprovacao da Proposta do Sinaes, foi entdo entendido que havia duas vertentes:
a avaliacdo do curso ¢ a avaliagdo da instituicao. E assim foi criado entdo o Enade, visando
respeito com os resultados obtidos. Agora ndo mais os resultados seriam mediante a
conhecimentos especificos, mas de cunho geral, buscando compreender a visao do aluno sobre
a institui¢do, mas também aspectos diversos. Assim como o Provao, o Enade foi definido como

obrigatorio.
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3.2 Enade: instrumento de avaliacio da qualidade da educacio superior

brasileira

O Exame Nacional de Desempenho de Estudantes (Enade) se originou em 2004, com o
objetivo de avaliar os desenvolvimentos dos estudantes ingressantes e concluintes dos cursos
de graduacdo. Atualmente, o exame ¢ destinado apenas a estudantes concluintes, visando avaliar
o desenvolvimento, as competéncias e habilidades atribuidas ao longo do curso, tendo

obrigatoriedade para concluir a formacao.

O exame tem o objetivo de avaliar e acompanhar o processo de aprendizagem
dos estudantes em relagdo aos contetdos programaticos previstos nas
diretrizes curriculares dos cursos de graduacao, bem como as competéncias e
habilidades necessarias ao aprofundamento da formagdo geral e profissional.
(Inep, 2023, gov.br)

Sendo organizado e aplicado pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas
Educacionais Anisio Teixeira (Inep), vinculado ao MEC, estruturado ainda pela Comissao
Nacional de Avaliagdo da Educag@o Superior (Conaes), de pertencimento ao Sistema Nacional

de Avaliagdo da Educagdo Superior (Sinaes).

De 2004 até os tempos atuais, o Enade passou por algumas mudancas, uma delas
mencionada anteriormente. A mudanca dos estudantes postos a fazer o exame, uma vez que
eram os ingressantes e concluintes, atualmente se avalia o desenvolvimento apenas dos
concluintes, objetivando analisar o desempenho atribuido mediante o processo do curso. Sendo
convocados a fazer o exame todos os alunos concluintes inscritos pela IES (Institui¢do de

Ensino Superior), garantindo a contemplacao do curriculo académico.

O relatorio dos resultados atribuidos ao Enade faz com que o olhar do corpo docente e

administrativo da instituicdo vise buscar melhorias para suprir pontos a serem intensificados.

Os pontos a serem avaliados se dao por meio do desenvolvimento cidada, avaliando a
compreensdo de causas sociais, como também o desempenho nas competéncias mais
predominantes na constru¢do da prova: leitura, interpretacdo textual e andlise critica,

acompanhados das habilidades em coesdo, argumentagdo e coeréncia com causas sociais.

O exame ¢ formado por duas vertentes: formagdo geral e componentes especificos. A

formagao geral tem peso de 25% e € composta por 10 questdes, sendo 8 de multipla escolha e
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2 discursivas. J4 os componentes especificos t€ém peso de 75% e sdo compostos por 30 questdes,

sendo 27 de multipla escolha e 3 discursivas.

O Enade permite avaliar, além do estudante, a funcionalidade da estrutura pedagbgica
disposta pela instituicdo. Serve como um parametro para as pendéncias da Instituicdo passarem
por melhorias, alinhado com as Diretrizes Curriculares Nacionais. Esses resultados se ddo por
meio do conceito atribuido aos cursos da Instituicdo. O Conceito Enade, que variade 1 a 5, ¢
uma nota que se dd mediante a estrutura do exame, da formagdo geral e componentes

especificos.

O exame tem dois indicadores de qualidade: o Conceito Preliminar de Curso (CPC) e o
Indice Geral de Cursos Avaliados da Instituicdo (IGC). O CPC ¢é um indicador de qualidade
que avalia os cursos de graduagdo, calculado no ano seguinte a prova, composto pelo
desempenho dos estudantes. E o indicador de diferenca entre desempenhos observados e
esperados, o corpo docente e os recursos didaticos. J4 o IGC ¢ a nota que representa o seu
Conceito no MEC, calculado anualmente, resultante da média ponderada dos CPCs, somado a

avaliagdo dos programas de pos-graduacao.

A disposi¢do desses resultados ¢ de suma importincia, assim como a realizacdo do
exame. Nao apenas para ter o diploma, no caso do discente, mas importante para que norteie a
gestdao académica em busca de melhorias para a institui¢do, possiveis investimentos estruturais
e adequacao na matriz curricular do curso, podendo levar os docentes a uma capacitagdo maior

para as areas necessitadas de melhoria.

3.3 O desempenho e os resultados do Enade no curso de Licenciatura em

Matematica — Campus IV

No curso de Licenciatura em Matematica, o Enade tem por objetivo constatar o
aprendizado dos estudantes acerca dos contetidos oferecidos, em meios algébricos,
geométricos e calculos, visando relacionar as aplicacdes ao meio educacional. Outro objetivo
importante ¢ a confirmag¢dao do dominio das didaticas de ensino-aprendizagem, através da
pratica docente, onde se avalia a capacidade de planejamento de ensino da matematica, por
meio de recursos tecnologicos e métodos participativos, avaliando a desenvoltura do

profissional graduando, dos saberes matematicos e a adequag@o ao ambito escolar.
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Segundo Souza (2020), os resultados obtidos através do Enade servem para direcionar
as melhorias a serem realizadas pela gestdo das institui¢des publicas e privadas. Dessa forma,
os relatérios sdo importantes instrumentos para que as instituigdes reflitam sobre a qualidade
da formagao académica oferecida. Concentra-se nos resultados da turma de concluintes, uma
vez que esses estudantes vivenciaram a formagao no curso e, por isso, podem evidenciar, de

maneira mais especifica, as necessidades de aprimoramento da graduagao.

No ano de 2008, nao foram avaliados alunos concluintes no Enade, apenas ingressantes.
Realizando a analise dos relatorios do Enade de 2011, 2014, 2017 e 2021, os resultados
disponibilizados pelo Inep permitem que seja compreendido o processo da diferenciacdo de

resultados ao longo dos anos avaliados.

Os resultados dos Conceitos Enade nos anos de 2011, 2014, 2017 e 2021 apresentam
uma mudanga consideravel. No ano de 2011, o Conceito Enade foi 4, o que indica um bom
padrao de nivel do curso. Segundo o Inep, o conceito 1 e 2 ¢ insatisfatorio, 3 ¢ satisfatorio, 4 €
muito bom e 5 ¢ de exceléncia. A partir dos anos de 2014, 2017 e 2021, o Conceito Enade do

Curso obteve uma queda bastante agravante para 2.

Quanto ao desempenho no Componente de Formagao Geral que avalia a competéncia
mediante a realidade cidada e ética, no ano de 2011 ficou na média de 59,9 na Instituicao de
Ensino. Ja no ano de 2014, essa média foi de 53,2, no ano de 2017 foi de 41,1 e, em 2021,
ainda apresentada por curso, a média foi de 28,7, tendo uma diminui¢do consideravel quando
abordadas competéncias sociais. Convém observar que este componente tem um grande

impacto no conceito final do Enade.

J4 o desempenho do Componente da Formagao Especifica que avalia o desenvolvimento
nos conteudos especificos da matriz curricular do Curso foram obtidos os seguintes resultados:
em 2011 a média foi de 31,1, em 2014 foi de 24,3, em 2017 foi de 31,5 e em 2021 a média foi
de 34,8. Com isso, ¢ possivel notar uma certa estabilidade de desenvolvimento no quesito

conhecimentos especificos, com uma leve alta no ultimo ano.
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Tabela dos indices do Enade do Curso de Licenciatura em Matematica — Campus [V

FORMACAO | FORMACAO | RESULTADO INDICE
ANO | CONCEITO GERAL ESPECIFICA GERAL NACIONAL
ENADE (FG) (FE) (RG) FG FE RG
2011 4 59,9 31,1 38,3 474 | 274 | 324
2014 2 532 24,3 31,6 51,7 | 25,6 | 32,1
2017 2 41,1 31,5 33,9 482 | 35,3 | 38,5
2021 2 28,7 34,8 33,2 34,0 | 41,1 | 39,3

Fonte: Elaborado pela autora segundo dados do Inep

Pela tabela acima, observamos que, no ano de 2011, o resultado geral do curso foi acima
da média nacional. Mas, a partir de 2014, o resultado geral obteve um acentuado decaimento

em relagao a média nacional.

Através destes resultados, € possivel compreender as tentativas realizadas pelo Campus
de buscar melhoria na preparagao para o Enade em alguns anos, em que foram oferecidos auldes
para resolucdo de questdes visando a pratica para além da grade curricular do curso. Essa foi
uma das melhorias que o corpo docente executou, oferecendo a retomada de conteudos com
padrao de abordagem no exame e com a resolugdo de questdes contextualizadas, oferecidas nos

anos anteriores. Entretanto, o conceito do curso nao foi alterado.

Uma das competéncias a serem avaliadas no Enade ¢ a interpretagdo textual, uma vez
que as questdes especificas se ddo de maneira bem contextualizada, com textos referenciais,
assim como no Enem. Segundo Marinho, Santos e Barros (2018), as questdes contextualizadas

buscam explorar o potencial do estudante em conhecimento matematico, que ele tem.

Entretanto, o componente Formagao Geral ndo foi trabalhado com os estudantes nesses
auldes oferecidos, tampouco no decorrer de todo o periodo do Curso. Essa ¢ uma deficiéncia
que os estudantes trazem deste a educacdo basica, onde o conceito da realidade cidada e ética

nao sao estimulados para que os mesmo as adquirem.

Desta forma, este estudo procurou apresentar questdes do Enade contextualizadas na
area de conhecimento de Algebra Linear na sessdo 2, com o objetivo de mostrar todo o processo
de resolucao de questdes, uma vez que os respectivos assuntos sao compreendidos, assim como
apresentado na sessao 1. De acordo com Nova Escola (2016) apud Douady (1994), saber
matematica ¢ ter disponiveis algumas nog¢des e teoremas matematicos para resolver problemas

e interpretar questdes novas.
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Assim, todo o processo de compreender o assunto trabalhado e, em seguida, realizar a
aplicacdo do mesmo em questdes contextualizadas ¢ visto como um facilitador. Uma vez que a
compreensdo mediante o assunto ndo se limita, unindo a interpretacdo textual e o
desenvolvimento no conteudo para a compreensao, € 0 passo a passo para executar a questao ¢
mais objetiva e pratica, apresentado assim na sessdo 2. Portanto, possibilita a reflexdo de que
os resultados obtidos no Enade atualmente podem partir da falta da pratica constante durante o
periodo letivo de resolugdes de questdes contextualizadas, levando muitas vezes os estudante a
exaustao quando se deparam com uma questdo desta forma. Esta ¢ uma lacuna que vem desde
a educagdo basica, uma vez que a mesma dificuldade também se da no exame do Ensino Médio,

Enem.

O desenvolvimento da Institui¢ao na prova do Enade € necessario, pois € uma carta de
apresentacao do curso, onde apresenta sua qualidade. Mesmo com um conceito baixo no Enade
a partir de 2014, pois foi interpretado por alguns alunos que o exame ndo tem serventia para
eles, entdo ndo ha necessidade de dedicagdo maior na prova, principalmente por serem
concluintes e com bastantes atividades curriculares. Além disso, eles se consideram bastante

desgastados por estar no final do curso.

Logo, este fato impacta o Curso na Instituigdo de forma negativa, fazendo a
Coordenagdo do Curso se articular para uma revisdo nos componentes curriculares e suas
ementas e, onde os estudantes tém mais dificuldade, com o objetivo de usar esses resultados
para seu crescimento. Atualmente, o Curso de Matematica no campus IV tem passado por uma
grande procura, por sua localiza¢do, por ser um curso noturno e pelas propostas oferecidas de

estagios, monitorias e projetos de pesquisa e extensao.
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CONSIDERACOES FINAIS

A Algebra Linear ¢ enriquecida pelo estudo de casos de comportamento, conjuntos e
elementos abstratas, focando em explorar acontecimentos multidimensionais. A compreensao
de sua composicao permite entender sua estrutura basica e condi¢des abstratas, podendo ser

explorada para além do ambito académico do Curso de Matematica.

Na se¢do 1 foram apresentados os principais conceitos, definigdes e propriedades da
Algebra Linear que serviram de base para o desenvolvimento do estudo, destacando a
importancia da compreensdo tedrica desses conteudos, para a constru¢do do conhecimento
matematico e para o entendimento de estruturas mais abstratas. J4 na se¢do 2, buscou-se
relacionar os conteudos estudados com a resolucao de questoes do Enade, evidenciando que a
compreensdo dos conceitos e definigdes atua como um facilitador na interpretacao e resolugao
de problemas. Para isso, foi realizada uma analise das questdes do Enade do curso de
matematica, a estrutura das questdes e o que nelas deveria ser trabalhado, destacando que ao
compreender o que ¢ solicitado antes da realizagdo dos calculos, o estudante consegue
desenvolver uma resolucdo mais fundamentada nos conhecimentos atribuidos durante a

formacgao académica.

O Exame Nacional de Desempenho dos Estudantes (Enade) foi apresentado na secdo 3,
destacando sua finalidade como instrumento de avaliagdo da qualidade dos cursos de graduacao
no Brasil. Também foram analisados os resultados obtidos pelo Curso de Licenciatura em
Matematica do Campus IV da Universidade Federal da Paraiba, utilizando os indices
disponibilizados pelo Inep. Os resultados evidenciaram que o curso obteve conceito 4 na edigao
de 2011, porém, nas avaliagdes posteriores, os conceitos alcancados ndo corresponderam as
expectativas da Instituicdo. Observou-se ainda que, embora a média de Formagao Especifica
tenha apresentado evolugdo ao longo das edi¢des analisadas, 0 mesmo nao ocorreu com a

Formacao Geral, aspecto que influencia diretamente o conceito final do curso.

Por fim, conclui-se que a compreensao dos conceitos pode contribuir significativamente
para o desempenho dos estudantes em avaliacdes como o Enade, além de servir como base para
aresolugdo de problemas em outras areas da Matematica. Os resultados do Enade caracterizam-
se como um importante instrumento para que a coordenagdo do curso e a instituicao reflitam
sobre aspectos relacionados ao processo de ensino-aprendizagem, buscando estratégias que

promovam a melhoria no desempenho do curso. Espera-se, ainda, que este trabalho incentive
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novas pesquisas sobre o ensino da Algebra Linear, como também sobre o ensino em outras
areas do conhecimento matematico, e sua relagdo com o desempenho académico, contribuindo

para o desenvolvimento da Educagdo Matematica e a melhoria no Curso na Instituigao.
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  − 𝛿 + 𝛿 + 𝛿 = 0   ⟹     δ = 0


  𝛼 = 𝛽 = 𝛿 = 0


    v 1 ,     v 2 ,     v 3


  V


    v 1 ,     v 2 , … ,     v  n }


  V


  V


  V


    v 1 ,     v 2 , … ,     v  n }


    v 1 =  ( 1 ,   1 ,   1 ) ,       v 2 =  ( 0 ,   1 ,   1 )     e       v 3 =  ( 1 ,   0 ,   1 )


   ℝ 3


   ℝ 3


   ( a , b , c ) ∈  ℝ 3


   ( a , b , c ) = x  ( 1 , 1 , 1 ) + y  ( 0 , 1 , 1 ) + z ( 1 , 0 , 1 )


  ⟹    {    x + z = a   x + y = b   x + y + z = c  


  ⟹    {    x + z = a   x + y = b   x + y + z = c  


  x = a − z


  y = c − a


  y


  x = a + b − c


  z = c − b


  𝔅 =  {   v 1 ,   v 2 ,   v 3 }


   ℝ 3


  V


    u 1 ,   u 2 , … ,   u  n


  V


  V


    u 1 ,   u 2 , … ,   u  n


  V


    { u 1 ,   u 2 , … ,   u  n }


  ∎


  V = [   u 1 ,     u 2 ,   ⋯ ,   u  n ]


  n


  V


  {   u 1 ,     u 2 ,   ⋯ ,   u  m }


  m ≤ n


  {   v 1 ,     v 2 ,   ⋯ ,   v  r }  


  n


  r > n


    a  i j


   {      v 1 =   a 11   u 1 +   a 12   u 2 + … +   a  1 m   u  m   ⋮     v  r =   a  r 1   u 1 +   a  r 2   u 2 + … +   a  r m   u  m


    𝛼 1   v 1 +   𝛼 2   v 2 + … +   𝛼  r   v  r = 0


    v  i


  (   a 11   𝛼 1 + … +   a  r 1   𝛼  r )   u 1 + … + (   a  1 m   𝛼 1 + … +   a  r m   𝛼  r )   u  m = 0


  {   u 1 ,     u 2 ,   ⋯ ,   u  m }


  m


  r


   {      a 11   𝛼 1 + … +   a  r 1   𝛼  r = 0   ⋮     a  1 m   𝛼 1 + … +   a  r m   𝛼  r = 0


  m ≤ n < r


  {   v 1 ,     v 2 ,   ⋯ ,   v  r }


  ∎


  V


  V


  {   u 1 ,     u 2 ,   ⋯ ,   u  n }


    { v 1 ,     v 2 ,   ⋯ ,   v  m


  V


    { u 1 ,     u 2 ,   ⋯ ,   u  n }


  n ≤ m


    { v 1 ,     v 2 ,   ⋯ ,   v  m }


  m ≤ n


  ∴     m = n


  ∎


  ∎


  𝔅 = {   u 1 ,     u 2 ,   ⋯ ,   u  n }


  V


  v ∈ V


  v =   u 1   𝛼 1 +   u 2   𝛼 2 + … +   u  n   𝛼  n


    𝛼 1 ,     𝛼 2 ,   ⋯ ,     𝛼  n


  v


  𝔅


     [ v ]  𝔅 =  [      𝛼 1   ⋮     𝛼  n ]


  𝔅 = {  ( 1 ,   1 ,   1 ) ,      ( 0 ,   1 ,   1 ) ,    ( 1 ,   0 ,   1 ) }


   ℝ 3


    [ ( 1 ,   2 ,   3 ) ]  𝔅 =  [    0   2   1 ]


   ( 1 ,   2 ,   3 ) = 0 ∙  ( 1 ,   1 ,   1 ) + 2 ∙  ( 0 ,   1 ,   1 ) + 1 ∙ ( 1 ,   0 ,   1 )


     [ v ]  𝔅 =  [      𝛼 1   ⋮     𝛼  n ]


     [ w ]  𝔅 =  [      𝛽 1   ⋮     𝛽  n ]


    [ v + 𝜆 w ]  𝔅 =   [ v ]  𝔅 + 𝜆   [ w ]  𝔅     ∀ 𝜆 ∈ K


  v =   u 1   𝛼 1 +   u 2   𝛼 2 + … +   u  n   𝛼  n


  𝜆 w =   u 1 𝜆   𝛽 1 +   u 2 𝜆   𝛽 2 + … +   u  n 𝜆   𝛽  n


  v + 𝜆 w =   u 1 (   𝛼 1 + 𝜆   𝛽 1 ) +   u 2 (   𝛼 2 + 𝜆   𝛽 2 ) + … +   u  n (   𝛼  n + 𝜆   𝛽  n )


    [ v + 𝜆 w ]  𝔅 =  [      𝛼 1 + 𝜆   𝛽 1   ⋮     𝛼  n + 𝜆   𝛽  n ] =  [      𝛼 1   ⋮     𝛼  n ] + 𝜆  [      𝛽 1   ⋮     𝛽  n ] =   [ v ]  𝔅 + 𝜆   [ w ]  𝔅


  ∎


  ∎


  𝔅 = {   u 1 ,     u 2 ,   ⋯ ,   u  n }


  𝒜 = {   v 1 ,     v 2 ,   ⋯ ,   v  n }


  V


  v ∈ V


     [ v ]  𝔅 =  [      𝛼 1   ⋮     𝛼  n ]


     [ v ]  𝒜 =  [      𝛽 1   ⋮     𝛽  n ]


     [ v ]  𝔅 =    [   v 1   𝛽 1 +   v 2   𝛽 2 + … +   v  n   𝛽  n ]  𝔅 =      [   v 1   𝛽 1 ]  𝔅 +    [   v 2   𝛽 2 ]  𝔅 + … +   [   v  n   𝛽  n ]  𝔅


  =     𝛽 1  [   v 1 ]  𝔅 +     𝛽 2  [   v 2 ]  𝔅 + … +     𝛽  n [   v  n ]  𝔅


  =     𝛽 1  [   v 1 ]  𝔅 +     𝛽 2  [   v 2 ]  𝔅 + … +     𝛽  n [   v  n ]  𝔅


    v  j


  𝔅


     [   v  j ]  𝔅 =  [      a  1 j   ⋮     a  n j ]


     [ v ]  𝔅 =   𝛽 1  [      a 11   ⋮     a  n 1 ] +   𝛽 2  [      a 12   ⋮     a  n 2 ] + … +   𝛽  n  [      a  1 n   ⋮     a  n n ] =  [      a 11  ⋯    a  1 n   ⋮  ⋱  ⋮     a  n 1  ⋯    a  n n ]  [      𝛽 1   ⋮     𝛽  n ]


  ∴        [ v ]  𝔅 =   [ I ]  𝔅  𝒜 ∙    [ v ]  𝒜


  ∴        [ v ]  𝔅 =   [ I ]  𝔅  𝒜 ∙    [ v ]  𝒜


    [ I ]  𝔅  𝒜 =  [      a 11  ⋯    a  1 n   ⋮  ⋱  ⋮     a  n 1  ⋯    a  n n ]      


  𝒜


  𝔅


  V


  W


  T   :   V → W


  ∀   u


  v ∈ V


  𝛼 ∈ K


  T ( u + v ) = T ( u ) + T ( v )


  T  ( 𝛼 ∙ u ) = 𝛼 ∙ T ( u )


  T


  V


  W


  T ( 0 ) = T ( 0 + 0 ) = T ( 0 ) + T ( 0 ) .


  T ( 0 ) = 0


  T  ( 0 ) ≠ 0


  T


  T


  T  ( − v ) = T  (  ( − 1 ) v ) = − T ( v )


  T :


   ℝ 2 →  ℝ 2


  T ( x ,   y )   =   ( 2 x + y , x )


  T (


    x 1 ,     y 1 ) + (   x 2 ,     y 2 ) ) = T  (   x 1 +   x 2 ,     y 1 +   y 2 ) =  ( 2  (   x 1 +   x 2 ) +  (   y 1 +   y 2 ) ,       x 1 +   x 2 )


  =  ( 2   x 1 +   y 1 ,     x 1 ) +  ( 2   x 2 +   y 2 ,     x 2 ) = T  (   x 1 ,     y 1 ) + T (   x 2 ,     y 2


  T ( 𝛼 ∙   (   x 1 ,     y 1 )


   ( 2  ( 𝛼   x 1 ) + 𝛼   y 1 ,   𝛼   x 1 ) = 𝛼  ( 2   x 1 +   y 1 ,   x 1 ) = 𝛼 ∙ T (   x 1 ,     y 1 ) .  


  T


  V


  𝔅 = {   u 1 ,     u 2 ,   ⋯ ,   u  n }


  W


    w 1 ,   w 2 , ⋯ ,   w  n ∈ W


  T : V → W


  T  (   u 1 ) =   w 1 ,   T  (   u 2 ) =   w 2 ,   ⋯ , T  (   u  n ) =   w  n


  ∎


  T : V → W


  T


  k e r  ( T ) = { v ∈ V   /     T  ( v ) = 0 }


  T


  I m  ( T ) =  { T  ( v )   /   v   ∈ V } .


  T : V → W


  V


  T


  T


  T


  T


  T  ( x ,   y ) =  ( x + y ,   x − y ,   y )


  T


  I m  ( T ) =


  x + y ,   x − y ,   y ) ∈  ℝ 3   /     x , y ∈ ℝ } =


  ( x , x , 0 ) +


  y , −   y , y ) }


  ∴ I m  ( T ) = { x  ( 1 ,   1 ,   0 ) + y  ( 1 ,   − 1 ,   1 ) }


   ker ⁡   ( T ) = {  ( x , y ) ∈  ℝ 2 /     T  ( x , y ) = ( 0 ,   0 ,   0 ) }


  ⟹    ( x + y ,   x − y ,   y ) =  ( 0 ,   0 ,   0 )


  ⟹    ( x + y ,   x − y ,   y ) =  ( 0 ,   0 ,   0 )


   {    x + y = 0   x − y = 0   y = 0


  y = 0


  x + y = 0   ⟹   x = 0


  k e r ( T )   =   { ( 0 ,   0 ) }


  T


  I m  ( T ) = { x  ( 1 ,   1 ,   0 ) + y  ( 1 ,   − 1 ,   1 ) }


  ( 1 , 1 , 0 )


  ( 1 , − 1 , 1 )


   ( T ) = 2 .


  V


  n


  T : V → W


    d i m ⁡  V =   d i m ⁡  K e r   ( T ) +   d i m ⁡  I m   ( T )  


  ∎


  T :   V → W


  𝔅 = {   u 1 ,     u 2 ,   ⋯ ,   u  n }


  𝒜 = {   v 1 ,     v 2 ,   ⋯ ,   v  m }


  V


  W


  v ∈ V


    𝛼  i


  v =   u 1   𝛼 1 +   u 2   𝛼 2 + … +   u  n   𝛼  n


  T ( v ) =     𝛼 1 T (   u 1 ) +   𝛼 2 T (   u 2 ) + … +   𝛼  n T (   u  n )


  T  (   u  i ) ∈ W


    a  j i ,   j = 1 , ⋯ m


  T  (   u  i ) =   v 1   a  1 i + … +   v  m   a  m i


  T  ( v ) =   𝛼 1 (   v 1   a 11 + … +   v  m   a  m 1 ) + … +   𝛼  n (   v 1   a  1 n + … +   v  m   a  m n )


  =  (     𝛼 1 a 11 + … +   𝛼  n   a  1 n )   v 1 + … + (   𝛼 1   a  m 1 + … +   𝛼  n   a  m n )   v  m


  =  (     𝛼 1 a 11 + … +   𝛼  n   a  1 n )   v 1 + … + (   𝛼 1   a  m 1 + … +   𝛼  n   a  m n )   v  m


    𝛽  i


  T  ( v ) =   𝛽 1   v 1 +   𝛽 2   v 2 + … +   𝛽  m   v  m


   {      𝛽 1 =     𝛼 1 a 11 + … +   𝛼  n   a  1 n   ⋮     𝛽  m =   𝛼 1   a  m 1 + … +   𝛼  n   a  m n


   [      𝛽 1   ⋮     𝛽  m ] =  [      a 11  ⋯    a  1 n   ⋮  ⋱  ⋮     a  m 1  ⋯    a  m n ] ∙  [      𝛼 1   ⋮     𝛼  n ]       ou        [ T  ( v ) ]  𝒜 =    [ T ]  𝒜  𝔅 ∙    [ v ]  𝔅


     [ T ]  𝒜  𝔅


  T


  𝔅   e   𝒜


  T  ( x ,   y ) =  ( x + y ,   x − y ,   y )


   ℝ 2   e    ℝ 3


   [ T ] =  [    1  1   1  − 1   0  1 ]


  T :   V → V


  V


   ℝ 2


   ℝ 3


   ℝ 2


  T :  ℝ 2 →  ℝ 2


  T  ( x , y ) = ( x , − y )


   [ T ] =  [      1  0   0  − 1   ]


  O x


  T :  ℝ 2 →  ℝ 2


  x


  T  ( x , y ) = ( x , 0 )


   [ T ] =  [      1  0   0  0   ]


  x


  T :  ℝ 2 →  ℝ 2


  𝜃


  T  ( x , y ) = ( x ∙  cos ⁡  𝜃 − y ∙  sen ⁡  𝜃 ,   x ∙  sen ⁡  𝜃 + y ∙  cos ⁡  𝜃 ) .


   [ T ] =  [       cos ⁡  𝜃  −  sen ⁡  𝜃    sen ⁡  𝜃   cos ⁡  𝜃   ]


  V


  K


  T :   V   →   V


  v ∈ V


  T


  𝜆 ∈ K


  T  ( v ) = 𝜆 v


  𝜆


  T


  𝜆


    d e t ⁡   ( [ T ] − 𝜆 I ) = 0


  K


  v


  𝜆


  v


  w = 𝛼 v


  T  ( w ) = T  ( 𝛼 ∙ v ) = 𝛼 ∙ T  ( v ) = 𝛼 ( 𝜆 ∙ v ) = 𝜆 w


  T :   V   →   V


  A = [ T ]


  v


  𝜆


  A


  A ∙ v = 𝜆 v


  n   x   n


  𝜆


  ( A   −   𝜆 I )


    d e t ⁡   ( A − 𝜆 I ) = 0


  A


   [    4  5   2  1 ]


  T


   ℝ 2


  A


   ℝ 2


  T


   det ⁡   ( A − λ   I ) = 0


  A − λ   I =  


   [    4  5   2  1 ]   −  [    λ    0   0  λ   ] ,   =  [    4 − λ    5   2  1 − λ   ]


   det ⁡   ( A − λ   I ) =  det ⁡   [    4 − λ    5   2  1 − λ   ] =      λ 2 − 5 λ − 6 = 0


   λ ′ =   − 1


   λ " =   6


  − 1 )  


    6 .


  A − λ   I


  ) v   =   0


   λ 1 = − 1


  A − λ   I =    [    4 − λ    5   2  1 − λ   ] =  [    4 −  ( − 1 )  5   2  1 −  ( − 1 ) ] =  [    5  5   2  2 ]


   [    5  5   2  2 ] ∙  [    x   y ] =  [    0   0 ]


   {    5 x + 5 y = 0   2 x + 2 y = 0


  K e r    ( T   −    ( − 1 ) I ) =    {  ( x ,   y ) ;   x   =   − y } =  {  ( − y ,   y )   /     y ∈ ℝ } = [  ( − 1 ,   1 ) ] .


   λ 2 = 6


  A − λ   I =    [    4 − λ    5   2  1 − λ   ] =  [    4 −  ( 6 )  5   2  1 −  ( 6 ) ] =  [    − 2  5   2  − 5 ]


   [    − 2  5   2  − 5 ] ∙  [    x   y ] =  [    0   0 ]


   {    − 2 x + 5 y = 0   2 x − 5 y = 0


  K e r    ( T   −    ( 6 ) I ) =    {  ( x ,   y ) ;   x   =    5 2 y } =  {  (  5 2 y   , y )     /   y ∈ ℝ } =  [  (  2 5 , 1 ) ] .


     { ( − 1 ,   1 ) ,    (  2 5 , 1 ) }


   ℝ 2


    𝜆 1   e     𝜆 2


    v 1   e     v 2


    v 1 ≠   v 2


      𝛼 1 v 1 +   𝛼 2   v 2 = 0


    𝜆 1   e     𝜆 2


      𝛼 1   𝜆 1 v 1 +   𝛼 2   𝜆 1   v 2 = 0         e             𝛼 1   𝜆 2 v 1 +   𝛼 2   𝜆 2   v 2 = 0


  T  (     𝛼 1 v 1 +   𝛼 2   v 2 ) = T  ( 0 )   ⟹       𝛼 1   𝜆 1 v 1 +   𝛼 2   𝜆 2   v 2 = 0


      𝛼 1   ( 𝜆 1 −   𝜆 1 ) v 1 +   𝛼 2 (   𝜆 2 −   𝜆 1 )   v 2 = 0         e         𝛼 1  (   𝜆 2 −   𝜆 1 ) v 1 +   𝛼 2     ( 𝜆 2 − 𝜆 2 )   v 2 = 0


    v 1 ≠ 0


    v 2 ≠ 0


    𝛼 1 = 0


      𝛼 2 = 0


   {   v 1 ,   v 2 }


  ∎


    d i m ⁡  V = n


  T : V → V


  n


  V


  𝔅


  T


  V


  𝔅


  T


    [ T ]  𝔅  𝔅


  T


  T :  ℝ 2 →  ℝ 2


  T


  T ( x ,   y )   =   ( −   x ,   y )


  ( 0 ,   − 1


  2


  ( 2 ,   0


  1


    2


   ℝ 2


  x


  y


  x


  y


  ( x , y )   →   ( x ,   − y ) ,


  T ( u )


  u


    y


  v  


  T ( v )   =   𝜆 v .


  y


  ( 0 ,   − 1 )


  x


  y


  ( x ,   0 )


  T ( x ,   0 )   =   ( x ,   0 ) .


  ( 2 ,   0 )


  x


  y


   ℝ 2


   ℝ 2


  T ( a ,   b ) ≠ T ( c ,   d )


   ( a , b ) ≠ ( c . d )


  T  ( x ,   − y ) = ( x , y )


   ( x , y ) ,  ( x , − y ) ∈  ℝ 2 .


  T :  ℝ 2 →  ℝ 2


  T ( x , y )   =   ( 2 x   +   6 y ,   6 x   +   2 y ) .


   ℝ 2


  T :  ℝ 2 →  ℝ 2


   ℝ 2


  T :  ℝ 2 →  ℝ 2


  A = [ T ]


  A ∙   A  t =   A  t ∙ A


   ℝ 2


  T ( x , y )   =   ( 0 ,   0 )


  ⟹      {    2 x + 6 y = 0   6 x + 2 y = 0


  x + 3 y   =   0   ⟹     x   =   − 3 y  


  6    ( − 3 y ) +   2 y   =   0   ⟹   − 18 y   +   2 y   =   0   ⟹   − 16 y   =   0     ∴     y   =   0       e       x = 0


  K e r ( T )   =   { ( 0 , 0 ) }


  A = [ T ] =  (    2  6   6  2 )


  A   ∙ A  T =   A  T ∙ A


  ( − 1 ,   2


  ( 1 ,     2 )


   ℝ 2


  ( 0 ,   2 + √ 3 )


  T ( x ,   y ) = ( x + y ,   − 2 x + 4 y )


  T


  T ( x ,   y ) = ( x + y ,   − 2 x + 4 y )


  P ( 0 ,   2 + √ 3 )


    F 1   e     F 2


  2 a


  P ( x , y )


  d  ( P ,   F 1 ) + d  ( P ,   F 2 ) = 2 a


    F 1 ( − 1 ,   2 )


    F 2 ( 1 ,   2 )


  2 a = 4


  P ( 0 ,   2 + √ 3 )


  d  ( P ,   F 1 ) + d  ( P ,   F 2 )


  =     ( 0 − ( − 1 ) ) 2 +    ( ( 2 +  3 ) − 2 ) 2 +     ( 0 − 1 ) 2 +    ( ( 2 +  3 ) − 2 ) 2


  =     ( 0 − ( − 1 ) ) 2 +    ( ( 2 +  3 ) − 2 ) 2 +     ( 0 − 1 ) 2 +    ( ( 2 +  3 ) − 2 ) 2


  =  1 + 3 +  1 + 3 = 2 + 2 = 4 = 2 a


  =  1 + 3 +  1 + 3 = 2 + 2 = 4 = 2 a


  P ( 0 ,   2 + √ 3 )


  T  ( x , y ) = ( x + y ,   − 2 x + 4 y )


  ( − 1 ,   2 )   e   ( 1 ,     2


  :


  T  ( − 1 ,   2 ) =  ( − 1 + 2 ,   − 2  ( − 1 ) + 4  ( 2 ) )


  ∴   T  ( − 1 ,   2 ) = ( 1 ,   10 )


  T  ( 1 ,   2 ) = ( 1 + 2 ,   − 2  ( 1 ) + 4  ( 2 ) )


  T  ( 1 ,   2 ) = ( 1 + 2 ,   − 2  ( 1 ) + 4  ( 2 ) )


  ∴   T  ( 1 ,   2 ) =  ( 3 ,   6 )


  ∴   T  ( 1 ,   2 ) =  ( 3 ,   6 )


   ( 1 ,   10 )   e     ( 3 ,   6 )


  T


  T


  T


  A =  (    1  1   − 2  4 ) .


   det ⁡    ( A − 𝜆 I ) = 0


  ⟹     d e t  (    1 − 𝜆  1   − 2  4 − 𝜆 ) =  ( 1 − 𝜆 )  ( 4 − 𝜆 ) + 2


  =   𝜆 2 − 5 𝜆 + 6 = 0


  =   𝜆 2 − 5 𝜆 + 6 = 0


    𝜆 1 = 2


    𝜆 2 = 3


  T   : ℝ ² → ℝ ²


  T ( 20 ,   24 )


  ( 40 ,   48 )


  ( 48 ,   40 )


  ( 40 ,   − 48 ) .


  ( 48 ,   − 40 )


  ( − 48 ,   − 40 )


   ℝ 2


  x


  x


  y


  90 °


  y


  x


   ( 20 ,   24 ) ⟶ ( 20 ,   − 24 )


   ( 20 ,   − 24 ) ⟶ ( 24 ,   20 )


  T  ( 24 ,   20 ) = ( 2 ∙ 24 ,   2 ∙ 20 ) = ( 48 ,   40 )


  T ( 20 ,   24 ) = ( 48 ,   40 )


  ( 48 ,   40 ) ,

