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Resumo

O objetivo desta dissertacdo € discutir modelos de campos escalares reais que suportam solu-
coes topoldgicas do tipo kink, com énfase em sistemas com constricdo geométrica. Para esse
fim, partimos da descri¢do de modelos com um campo escalar real com dindmica usual em
(1+1) dimensdes do espago-tempo plano, onde desenvolvemos suas principais caracteristicas,
estabelecemos o formalismo de Bogomol’nyi e averiguamos os critérios para a obtengdo de
solu¢des de minima energia, as solu¢des BPS. Aumentamos o escopo da andlise e incluimos
sistemas com dindmica generalizada, em especial investigamos a dinamica tipo Dirac-Born-
Infeld. Posteriormente, adicionamos mais um campo escalar real, efetuamos o formalismo de
primeira ordem e discutimos dois métodos tteis para a resolucdo das equagdes de Bogomol’nyi
em sistemas com a fun¢do auxiliar acoplada, o método das orbitas tentativas e o método do
fator integrante. Em seguida, investigamos sistemas com constricdo geométrica e concluimos
com a apresentacdo de alguns resultados originais envolvendo este tipo de acoplamento, onde
investigamos sistemas com dois e trés campos escalares reais.

Palavras-chave:solucdes topoldgicas, kinks, dinamica generalizada, BPS, constricio geomé-
trica.
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Abstract

The aim of this dissertation is to discuss real scalar field models that support topological kink-
like solutions, with an emphasis on systems with geometric constriction. For this reason, we
begin by describing models with a real scalar field with standard dynamics in (1+1) dimensions
of flat spacetime, where we develop their main features, establish the Bogomol’nyi formalism,
and examine the criteria for obtaining minimum energy solutions, the BPS solutions. We then
broaden the scope of the analysis to include systems with generalized dynamics, focusing in
particular on Dirac-Born-Infeld dynamics. Subsequently, we introduce an additional real scalar
field, apply the first-order formalism, and discuss two useful methods for solving the Bogo-
mol’nyi equations in systems with a coupled auxiliary function: the trial orbit method and the
integrating factor method. Finally, we investigate systems with geometric constrictions and
conclude with the presentation of some original results involving this type of coupling, where
we analyze systems with two and three real scalar fields.

Palavras-chave:topological solutions, kinks, generalized dynamics, BPS, geometrical constric-
tion.
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CAPITULO 1

Introducao

Em 1834, as margens de um estreito canal em Edimburgo, um engenheiro escocés fez uma
importante observacdo enquanto acompanhava a cavalo o movimento de uma embarcacao. Ele
percebeu a formacao de uma tnica onda que, sem se dissipar, manteve sua forma e velocidade
por vérias milhas. Seu nome é John Scott Russell e a ele € creditada a primeira descri¢do do
fendmeno que, posteriormente, seria denominado séliton. Além de sua estabilidade, ou seja
a preservacao de sua forma ao longo do tempo, a onda descrita por Russell era espacialmente
localizada, uma caracteristica essencial para configuragdes do tipo séliton e onda solitéria.

Embora a analise de Russell tenha sido realizada em um sistema nao relativistico, os solitons
e as ondas solitarias estdo presentes em diversas areas da Fisica. Nesta dissertacdo, demos
énfase a descri¢cdo de ondas solitdrias em sistemas de campos escalares reais. Para isso, é
fundamental estabelecer uma defini¢do clara desses conceitos, principalmente quando levamos
em consideracdo a frequente confusdo presente na literatura, onde sélitons e ondas solitdrias
sdo utilizados como sindbnimos. Adotamos aqui a definicdo proposta por R. Rajaraman [1].

Segundo Rajaraman, ondas solitdrias sdo definidas como solucdes estdticas, espacialmente
localizadas e com energia finita. Para campos escalares reais, a localizac@o atribuida a essas
solucdes refere-se a densidade de energia associada, que deve ser espacialmente localizada em
qualquer instante. Para assegurar que a condi¢do de energia finita seja atendida, a densidade
de energia deve tender assintoticamente a zero para regides afastadas da solugdo. E importante
destacar que, mesmo considerando solugdes estdticas, em sistemas relativisticos colocd-las em
movimento com velocidade constante € uma tarefa simples, sendo necessaria apenas a aplicagdo
de um “boost de Lorentz” a solugdo. Por outro lado, sdlitons compdem uma classe especial de
ondas solitdrias na qual existe a propriedade de emergirem de colisdes completamente imutados,
exceto por uma possivel mudanca de fase. Perceba que essa condicao € extremamente restritiva,
onde mesmo a onda descrita por Russell a obedece apenas aproximadamente. Por essa razdo,
nesta dissertacdo ndo exploramos sistemas que suportam solucgdes solitdonicas, focando apenas
na descri¢do de ondas solitarias.

Além disso, ondas solitdrias também podem ser separadas em grupos distintos, a depender
do seu comportamento assintético. Caso o comportamento da solugdo seja topologicamente
distinto do vécuo da teoria a classificamos como um defeito topolégico, caso contrario a clas-
sificamos como um defeito ndo-topolégico. A determinacdo desse comportamento topolégico
¢ feita por uma carga conservada, denominada carga topoldgica, que ndo surge devido a uma
simetria continua do sistema, mas sim pelas condi¢des de contorno do problema.

Dentro da classe dos defeitos topoldgicos, os kinks estdo no hall das estruturas mais sim-
ples. Estas sdo solugdes nao triviais estdticas e localizadas de equagdes diferencias parciais
ndo-lineares em teorias de campos escalares reais em (1 -+ 1) dimensdes espago-temporais, cujo
potencial é ndo-negativo e apresenta minimo global degenerado. Nesse contexto, kinks conec-
tam de forma continua minimos adjacentes do potencial. Essas estruturas apresentam estabi-
lidade de natureza topoldgica e como consequéncia ndao podem ser continuamente deformadas
em um estado de vicuo. Isso as confere um cardter ndo dissipativo. Estas solucdes podem
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também ser imersas em mais dimensdes espaciais, dando origem a faixas e paredes de dominio,
quando sdo imersas em sistemas com 2 ou 3 dimensdes espaciais, respectivamente.

Apesar da descricdo abstrata dessas estruturas, elas estdo presentes em abundancia na na-
tureza. Quando observamos interfaces em sistemas fisicos, como aquelas encontradas nos do-
minios de magnetizacdo de materiais magnéticos ou na mudanca suave de cores das pétalas
de uma flor bicolor, podemos descrevé-las utilizando as estruturas localizadas mencionadas até
aqui. Essas estruturas representam uma transi¢do continua entre os estados de minima energia
separados pela interface. Devido a sua generalidade, a aplica¢do desses conceitos permeia di-
versas areas da Fisica, indo desde implementacdes na matéria condensada [2, 3], até descricoes
em modelos cosmoldgicos [4,5].

Porém, as estruturas localizadas ndo sdo formadas apenas por sistemas que envolvem cam-
pos escalares reais. Dependendo dos tipos de campos que adicionamos a teoria e das simetrias
que impomos aos mesmos, diferentes tipos de estruturas surgem. Um exemplo disso s@o os
vortices, que surgem como solugdes de teorias em (2 4 1) dimensdes espago-temporais que
acoplam um campo escalar complexo a um campo de calibre abeliano por um grupo de simetria
U(1), apresentando fluxo magnético quantizado e podendo ser eletricamente carregado [6, 7]
ou ndo [8]. Assim como ocorre com kinks, é possivel imergir essas estruturas em um es-
paco com mais dimensdes espaciais, nesse caso 3, o que dd origem as cordas relativisticas [9].
Outra possibilidade é o acoplamento de campos escalares complexos a um campo de calibre
ndo-abeliano sob um grupo de simetria SU(2), em um sistema em (3 + 1) dimensdes espago-
temporais. Esta configuragdo da origem a monopolos magnéticos [10, 11], que possuem carga
magnética quantizada e sdo eletricamente neutros, ou dyons [12], que possuem carga elétrica e
magnética quantizadas.

Nesta dissertagcdo, investigamos modelos com um, dois e trés campos escalares reais em
(1+1) dimensdes do espaco-tempo plano, regidos por dinAmica usual ou generalizada. Para isso,
iniciamos no capitulo 2, apresentando o ferramental necessario para a descri¢cdo de modelos de
kinks em teorias com um campo escalar real. Nele exploramos como realizar o formalismo de
Bogomol’nyi, responsédvel por diminuir a ordem das equacdes de movimento, estabelecer um
vinculo topolégico para a energia e assegurar a estabilidade das solugdes, ao garantir que estas
sao minimos globais de energia. A partir disso, apresentamos trés dos principais modelos de
kinks conhecidos na literatura, explorando suas principais caracteristicas. Mostramos ainda a
impossibilidade de existéncia de solugdes ndo triviais estdveis e de energia finita em modelos
com mais de duas dimensdes espaciais regidos por dindmica usual, e como evadir este resultado.
Estendemos a andlise empregada ao apresentar uma descri¢ao geral para modelos de um campo
escalar real com dinadmica generalizada, e aplicamos esta em modelos com dindmica de Dirac-
Born-Infeld (DBI).

Generalizamos esses resultados no capitulo 3, ao adicionar mais um campo escalar real a
teoria. Vimos que essa adic¢do, além de enriquecer as solu¢des do modelo, também contribui
significativamente para o aumento da complexidade do modelo, uma vez que agora deveremos
resolver um sistema de equagdes diferenciais acopladas. Nesse contexto, apresentaremos dois
métodos uteis para desacoplar as equagdes de Bogomol'nyi e discutimos o seu escopo de vali-
dade. Ambos consistem na identificacdo de uma 6rbita que satisfaz as equacdes de movimento
do sistema e conecta minimos globais do potencial. Exploramos ainda a influéncia de um aco-
plamento dindmico especifico sobre as solu¢des, que responde no sistema como uma constri¢ao
geométrica.

No capitulo 4, apresentamos alguns dos resultados originais desenvolvidos durante a pes-
quisa e publicados em 2024 [13, 14]. Neles exploramos a influéncia da constri¢do geométrica
em modelos com dois e trés campos escalares reais, evidenciando novos comportamentos € in-
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vestigando a influéncia que cada pardmetro exerce sobre o modelo. Exploramos, por exemplo,
a influéncia do acoplamento dindmico em um modelo com func¢do auxiliar acoplada.

Finalizamos a dissertacao no capitulo 5, onde apresentamos conclusdes e perspectivas para
trabalhos futuros.



CAPITULO 2

Modelos de um Campo Escalar Real

2.1 Generalidades

Apresentamos nesta secdo o conjunto de conceitos necessarios para descrever modelos de
campos escalares reais. Primeiramente investigamos como obter as equacdes de movimento
para uma teoria genérica de campos escalares reais e posteriormente exploramos como definir
um tensor energia-momento conservado em teorias com invariancia translacional.

2.1.1 Equacao de Movimento

Consideramos um modelo de n campos escalares reais denotados por ¢;, onde o subindice
i enumera os campos, assumindo valores de 1 até n. Esse sistema é definido em (D + 1) di-
mensdes do espaco-tempo. Adotamos que este espaco-tempo € plano e, portanto, regido por
uma métrica de Minkowski n#V. Assumimos ainda a notacéo de Einstein, onde a contragio de
indices subentende uma soma. Lembramos que indices gregos variam de 0 até D, enquanto os
indices latinos variam de 1 até D. Com isso, acdo que descreve esse sistema €

Sz/dDH)Cﬁ(%au@), 2.1)

onde £ ¢ a densidade Lagrangiana associada ao modelo e d, ¢; = d¢;/dx* ¢ a derivada par-
cial do campo ¢;. Na andlise que estamos desenvolvendo nos interessamos por sistemas que
obedecem ao Principio de Hamilton [15], ou seja, sistemas cujo movimento no espaco de confi-
guracdo extremiza o funcional de a¢do. Como consequéncia, temoa que 8S = 0, o que implica
em

/dD+‘x SL(:, i) = 0. (2.2)
Dessa forma, a variagdo 8L € tal que
L
oL = ) + 0 , 2.3
Z(a(P (Pk (‘u(])) (u‘Pk)) (2.3a)
L
= 0 ———d, (0 2.3b
Z( Y Eyn) b ( ¢k>>, (2.3b)

e utilizamos o fato de que 6 e dy, comutam [16]. Realizando uma integracdo por partes no
segundo termo da expressdao acima, obtemos como resultado

L L
8L = Z [(aq)k (—&“ (%%))) 8+ <—a XA 5¢k>] : (2.4)
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que pode ser substituido na equacao (2.2), conduzindo a

oL oL oL
(9 _— o) d’ i lo, | —2=—6§ =0. 2.5
<3¢k <9u (au‘/’k))) (Pk +z/<" x[ g (a(aﬂ¢k) ¢k>] 2

Notamos que, ao aplicarmos o Teorema de Gauss o segundo termo da expressdo acima da
origem a um termo de superficie [17], visto que

/R dPtlx [au (%6%)] = /a Rdcu

onde doy, € um elemento de superficie orientado. Lembramos que as integrais sdo realizadas
sobre um hipervolume R, portanto se tomarmos como condi¢des de contorno {0} |or = O,
o termo de superficie mencionado serd nulo [16]. Perceba que essa ¢ uma condi¢do plausivel
no espaco em que definimos os nossos campos, ja que no infinito 0s campos e suas variacoes
devem ser nulos. Dessa forma, obtemos

Z dD+1

oL
9 (i)

oL
Z D+1, _
/d _8¢k Iy PREN) S¢p| =0. 2.7)

Como as variagdes 0@ sdo mutuamente independentes, cada termo do somatério acima deve
ser nulo [15]. Como resultado, obtemos as n equacdes de Euler-Lagrange na forma

oL oL
— —dy| ———— | =0. 2.8
oI <au (O o) ) 29

2.1.2 Tensor Energia-Momento

A definicao do tensor energia-momento estd fundamentalmente relacionada a um dos teore-
mas mais importantes da Fisica, o teorema de Noether. Em seu trabalho [18], a autora estabe-
lece uma intima correlacdo entre simetrias continuas e leis de conservacdo. Estas determinam a
existéncia de uma corrente conservada J#, denominada corrente de Noether, a partir da relacido
duJ* = 0. Associada a esta corrente existe uma carga também conservada, denominada carga
de Noether e obtida a partir da relagdo Q = [ dPxJ0.

Avaliaremos o teorema de Noether a partir de um sistema munido de uma simetria continua
especifica, a simetria de translagdo no espago-tempo. A partir dessa descri¢do, obtmos o tensor
energia-momento como uma corrente de Noether conservada. Portanto, suponha a transforma-
cdo infinitesimal

Xy — Xy + Oxy, (2.9)

onde dx, é uma translagio infinitesimal no espago-tempo. Para que esta seja uma transfor-
macao de simetria do sistema, € necessario que a acao seja invariante sob essa transformacao.
Para garantir que essa condi¢do seja satisfeita, a densidade Lagrangiana nio pode apresentar
dependéncia explicita das coordenadas xy [19]. Por isso, computamos

VL = Z avau¢k+ a—ﬁavm . (2.10)
k a,u¢k ¢
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Utilizando o fato de que dy, e d¥ comutam e as equagdes de Euler-Lagrange (2.8), somos capa-
zes de reescrever a relacdo acima como

\% \% 8£ \%
VL = Z( ¢)a“a O + (W)a q)k). (2.11)

Com isso, aplicando a regra da cadeia podemos simplificar o termo acima como uma divergén-

cia total
oL
"L =20 Y (2.12)
T (ame)|

e ao utilizarmos a relagdo v L = d,, (n*V L), obtemos que

;< (§f¢k)av¢k> e

Definimos, portanto, o tensor energia-momento candnico como [19]

Oy =0. (2.13)

8£
OV =Y | 2= _9ve. | —nHve, 2.14

e este tensor naturalmente obedece a equagdo de continuidade
IO =0. (2.15)

A partir da descri¢do que realizamos, o tensor energia-momento candnico pode ser visto como
uma corrente de Noether conservada com um indice v extra, que enumera as cargas associadas
[16]. A equacdo de continuidade acima implica na conservacao das cargas de Noether, que sdao
definidas como [17]

Q' = / dPx @, (2.16)
%

onde a integral € realizada sobre um hipervolume V em D dimensdes. A conservacdo dessa
quantidade pode ser observada ao integrar a equacao de continuidade (2.15), ja que

/ dPx 9,0% + / dPx 9,0" =0, (2.17)
|4 |4

onde i = 1,...,D. A partir do j4 mencionado Teorema de Gauss, € possivel constatar que o
segundo termo da expressao acima pode ser transformado em um termo de superficie. Tomando
como condicdo de contorno {®"}|,, = 0, esse termo serd nulo. Consequentemente, podemos
reescrever a expressao acima como

ao/ dPx 0% =0 — iQV =0. (2.18)
1% dt

Mostrando assim que QY é conservada. Ao avaliar cada componente de QY, percebemos que
esta quantidade corresponde ao 4-momento PV, logo

PY = / dPx . (2.19)
\%



2.2 KINKS 7

Portanto, a invariancia da acdo com relacdo a translagdes espaciais e temporais produz a con-
servacao do momento linear e da energia do sistema, respectivamente.
E importante notar que existe uma ambiguidade na definicdo do tensor energia-momento
feita na equacdo (2.14), ja que se somarmos a ®*Y o tensor d; f’l“" que obedece a relagcdo
AUV _ _ fUAV
==
THY = @MY 4 gy M, (2.20)

a nova quantidade 7" também obedece a uma equagio de continuidade d,, 7" = 0, cuja carga
de Noether conservada também € o 4-momento PV definido pela equagdo (2.19). Isso fica claro
quando calculamos

PV = / dPxT?, (2.21a)
\%4

=P+ / dPxo; 20, (2.21b)
\%

onde lembramos que %% = 0 e, por consequéncia, o tltimo termo da expressdo acima pode ser
transformado em um termo de superficie. Logo, considerando que este termo seja nulo, ja que
na existem campos no infinito, observamos que P¥' = P".

Portanto, a ambiguidade existe apenas na defini¢cdo do tensor energia-momento, € nao na
energia e no momento associados aos campos. Essa ambiguidade € importante para ajustar
propriedades fisicas do modelo, como invariincia sob transformagdes de calibre, a definicdo do
tensor energia-momento [19]. Porém, em todas as situagdes que abordamos nesta dissertagao,
a defini¢do (2.14) serd sempre suficiente para definir um tensor energia-momento alinhado a
teoria.

2.2 Kinks

Vamos considerar, em primeira anélise, um modelo de um tnico campo escalar real, deno-
tado por ¢ em (1 + 1) dimensdes e regido por uma dindmica usual, ou seja, o termo dindmico
é %augbc?“q). Ao longo de toda a dissertacdo, adotamos unidades naturais (7 = ¢ = 1), mé-
trica de Minkowski com assinatura 1, = diag(+,—) e campos adimensionais. A densidade

Lagrangiana associada a esse sistema é
1
L=50u00"9—V(9), (222)

onde d;, = % e V(¢) é uma funcdo real e ndo-negativa que determina as auto-interagdes do
campo ¢@. Esta funcdo corresponde a densidade de energia potencial do modelo, como serd visto
adiante. Porém, por conveni€ncia a nomeamos simplesmente como potencial. Para a existéncia
de estruturas topoldgicas é necessario assumir que V (¢) possui vacuo degenerado, ou seja, deve
haver pelo menos dois minimos globais denotados por v; e v, que obedecem a relacao [20]

V(Vl) = V(Vz) =0. (2.23)

Apesar da aparente restri¢do, é sempre possivel adicionar uma constante a um potencial nao-
negativo de forma a assegurar que v; e v, sempre anulem o potencial. A inclusdo de uma
constante ao potencial ndo altera a equacdo de movimento associada ao modelo, ja que esta
leva em consideracdo apenas derivadas do potencial, como veremos posteriormente. Como
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consequéncia, sempre que nos referirmos a minimos globais do potencial estamos considerando
necessariamente valores de ¢ que tornam o potencial nulo.

Devido a invariancia translacional do modelo € possivel construir um tensor energia-momento
conservado a partir da relagdo (2.14). Para o caso que estamos desenvolvendo, obtemos como
resultado

Tyy = 0udoyd —nuv L, (2.24)

onde as componentes Tpg € 711 correspondem respectivamente a densidade de energia e ao
estresse, que para o modelo analisado adquirem a forma

1. 1
Too=p =5¢>+597+V(9), (2.25a)

I, 1
Tiy=0 =3¢+ 59" -V(9), (225b)

nesse caso ¢ = d¢/dt e ¢’ = ¢ /dx. Além disso, § (¢)2 : (¢")% e V(9) sdo respectivamente

as densidades de energia cinética, gradiente e potencial do sistema. A equacdo de movimento
associada a (2.22) é obtida a partir da equacdo de Euler-Lagrange

oL oL

o™+ Vs =0, (2.27)

sendo expressa como

comVy =dV /d¢. E importante perceber que solu¢des constantes e iguais aos minimos globais
do potencial (¢ (x,t) = v;; V(v;) = 0) satisfazem trivialmente a equacdo de movimento acima.
Além disso, como estas sdo solucdes estdticas (¢ = 0) e uniformes (¢’ = 0), a densidade de
energia associada a elas € nula em todo o espaco. Devido a essas caracteristicas denominamos
essas solu¢des como vacuos triviais da teoria [21].

Para o caso estatico, isto é ¢ (x,7) = ¢(x), a equagido (2.27) adquire a forma

0" = V. (2.28)

Multiplicando a equagdo acima por ¢’, obtemos que

d |1, \2 _i 1 N
E[E@)}_dxvﬁz((p) e (229)

em que C é uma constante de integracdo. A energia da solucdo estdtica € calculada como

+00 {o'e}
p= [ an= [ ax{ 302+ vio) ), 230)

—o0 —o0

onde o subindice s € referente ao caso estdtico. Em nossa andlise, as solu¢gdes de interesse
devem possuir energia finita, por isso devemos impor condi¢des de contorno que anulem de
maneira independente as contribuicdes gradiente e potencial da energia nos limites assintoticos.
Isso implica que [22]

lim ¢'(x) =0, (2.31a)
im ¢(x) = v, (2.31b)

X—rFoo
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nesse caso, V4 sdo minimos globais e adjacentes do potencial e a regido entre esses minimos
define um setor topolégico. Logo, a solucéo ¢ (x) estd definida em um setor topoldgico e conecta
minimos adjacentes do potencial. Portanto, ao considerar a condi¢do de energia finita para a
solugdo, concluimos necessariamente que C = 0 na relagdo (2.29), ja que

oo +oo

E = / dx{2V(¢)+C} = 2/ dx V(¢)+Cx|*z. (2.32)
Assim, se considerarmos C # 0 a energia da solugdo serd divergente. Dessa forma, a relagio
(2.29) nos mostra que

¢’ = +V2V. (2.33)

A equagdo acima indica que as densidades de energia gradiente e potencial sdo, em cada ponto,
iguais [20]. Perceba ainda que, para o caso estitico, a condi¢do acima também implica que o
estresse € nulo (o = 0) e, como veremos quando discutirmos o Teorema de Derrick-Hobart 2.4,
essa € uma condi¢do necessdria para que a solugao seja estavel por reescala.
Outra caracteristica compartilhada pelas solu¢des desse modelo é a presenca de uma cor-

rente topoldgica conservada, definida por

s Lo

J=5E70v0, (2.34)
em que €4V é o simbolo de Levi-Civita em 2 dimensdes espago-temporais. A conservagdo dessa
corrente pode ser facilmente computada ao realizar

essa relagdo ¢ nula jd que temos a contra¢do dos indices de um tensor simétrico (dydy¢) com
os de um tensor anti-simétrico (¢*"). A conservacdo da corrente topoldgica ndo surge como
consequéncia da presenca de uma simetria continua na acao, como € o caso de uma corrente
de Noether, ela €, por construcdo, conservada [23]. Além disso, a corrente topoldgica ndo
¢ definida de maneira Unica e em alguns contextos a defini¢ao (2.34) pode ndo ser adequada
por gerar problemas conceituais. Uma alternativa nesses casos € definir a corrente topoldgica
como [24,25]

=" a,W (), (2.36)

em que W (¢) é uma func¢do continua do campo ¢, que surge naturalmente quando realizarmos o
formalismo de Bogomol’nyi, descrito na sec¢do 2.3. Essa nova defini¢cdo € particularmente con-
veniente para discutir o modelo vacuumless, visto que resolve o problema de defini¢do da carga
topolédgica que a equagdo (2.34) produz. Esse modelo e suas consequéncias serdo analisados na
subsecao 2.3.3.

Portanto, a partir da corrente (2.34) podemos calcular uma carga topoldgica conservada

+oo +oo 1
Q:/ dxjoz/ dx{?p’}, (2.37)

1
0= 3 (vp—vo). (2.38)

A partir do comportamento assintético das solugdes expresso pela definicdo acima, podemos
classificd-las em 2 grandes grupos [22]

que resulta em



2.3 SOLUCOES BPS 10

* Se v = v_, entdo a carga topoldgica € nula e teremos solu¢des ndo-topoldgicas do tipo
lump. Como estamos considerando solu¢des ndo-triviais na descri¢do que realizamos,
¢ (x) deve ser necessariamente uma fun¢do ndo-monotonica, ja que conecta um minimo
do potencial a ele mesmo. Além disso, € possivel deformar continuamente essa solu-
¢do em uma solugdo de vicuo, caracteristica que confere ao lump uma instabilidade de
natureza topoldgica.

* Se v, # v_, entdo a carga topoldgica serd ndo nula e teremos uma solugdo topoldgica do
tipo kink. Essa solucdo interpola monotonicamente entre minimos adjacentes do potencial
e, devido a suas condicdes de contorno, nao pode ser continuamente deformado em uma
solugdo de viacuo. Esse comportamento confere as solu¢des do tipo kink uma estabilidade
de natureza topoldgica.

Para que o kink seja continuamente deformado em um estado de vacuo, deveriamos alterar um
de seus valores assintéticos, ou seja, uma das condi¢des de contorno do problema. Porém, isso
implica que uma porg¢ao infinita do espaco deveria atravessar uma regido de potencial ndo nulo
(entre os minimos V4 e V_) para que houvesse essa modificacdo. Portanto, é possivel afirmar
que existe uma barreira infinita de potencial que impede o kink de ser continuamente deformado
em um estado de vdcuo [21]. Por isso tivemos que supor inicialmente que o potencial possui
vacuo degenerado, para que a teoria que estamos desenvolvendo suporte solucdes tipo kink, ou
seja, solucdes topologicamente distintas do vacuo.

Uma das formas mais claras de enxergar a importancia da estabilidade topoldgica presente
nessas solugdes € considerar que a evolugdo temporal € um tipo de deformacao continua. Nesse
contexto, o kink se configura como uma solu¢@o nao dissipativa. Em conssonancia a isso, os
invariantes topoldgicos sdo caracteristicas conservadas dinamicamente. Inclusive, essa conser-
vacdo dindmica dos invariantes topoldgicos da as solug¢des do tipo kink mais uma justificativa
para nao evoluirem para solugdes de vacuo, uma vez que as solugdes tipo kink e as solugdes de
vacuo possuem cargas topoldgicas diferentes.

2.3 Soluc¢oes BPS

Em 1976 Bogomol’nyi construiu um método alternativo para a busca de solugdes topolo-
gicas em modelos de teorias de campos [26]. O método consiste em reescrever o funcional de
energia de forma a conseguir estabelecer um limite inferior topoldgico para o mesmo. Esse
limite € atingido quando o potencial € escrito de uma maneira particular e as equacdes de Bo-
gomol’nyi sdo satisfeitas, resultando em uma energia que € proporcional a carga topoldgica e
que depende, portanto, apenas das condi¢des de contorno do problema e ndo do comportamento
local dos campos. As equagdes de Bogomol’nyi sdo equagdes diferenciais de ordem inferior a
ordem das equacdes de movimento dos campos e surgem naturalmente quando estabelecemos
o limite inferior para a energia. Quando lidamos com modelos onde a equacao de movimento
¢ uma equacdo diferencial de segunda ordem, como € o caso dos modelos com dindmica usual,
as equacdes de Bogomol’'nyi sdo equacdes diferenciais de primeira ordem. Por conta disso,
também nos referimos ao procedimento de Bogomol’nyi como formalismo de primeira ordem.

Para um modelo de um campo escalar real com dindmica usual em (1 + 1) dimensdes, sua
energia € obtida ao integrar a densidade de energia definida na equacao (2.25) em todo o espago

~+oo
E:/ dx{%(¢'>)2+%¢’2+v(¢)}. (2.39)

—o0
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Devido a ndo-negatividade do potencial, é possivel escrevé-lo sem perda de generalidade como

V()= %Wg, (2.40)
onde W(¢) é uma funcdo auxiliar e Wy = dW /d¢. Devido a influéncia que essa funcdo exerce
em extensdes supersimétricas da teoria, W(¢) também é denominado superpotencial na lite-
ratura [27]. Porém, como essas extensdes fogem do escopo proposto para esse trabalho, nos
referimos a ela apenas como fun¢do auxiliar. Para estabelecer o limite inferior, a energia deve
ser reescrita como

+o0
E:/ dx{%(¢)2+%[¢/:|:W¢}2iW¢¢’} Zi/

—o0

~+o0
dxWy¢'. (2.41)
Nesse caso destacamos que o limite inferior de energia, denotado por Ep e denominado ener-
gia de Bogomol’nyi € atingido se, e somente se considerarmos solucdes estaticas (¢ = 0) e

assegurarmos que
¢’ = £W;, (2.42)

A relacdo acima é a famosa equacdo de Bogomol’nyi e suas solugdes sao denominadas solu-
coes BPS (Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield) [26,28]. Podemos derivar a equagdo acima com
relacdo a x e perceber que as solugdes da equagdo de Bogomol’nyi também sdo solugdes estd-
ticas da equacdo de Euler-Lagrange (2.28), ou seja, a equagdao de Bogomol’nyi corresponde a
integracdo da equagcdo de movimento no caso estitico, quando tomamos a constante de integra-
cdo C = 0 (para assegurar solug¢des de energia finita, como destacado na sec¢do anterior). Além
disso, ao analisar a componente 7! do tensor energia-momento (2.25b) no caso estatico

1
T = §¢>’2 -V, (2.43)
percebe-se que a equagdo de Bogomol’nyi corresponde a condi¢cdo de estresse nulo da teoria,
sendo esta uma caracteristica geral das solu¢cdes BPS em modelos de campos escalares reais
[29]. Observe que, a energia de Bogomol’nyi € tal que

oo +oo
Ep=+ / dxWy¢' = £ / dx‘il—‘f, (2.44)
que resulta em
Ep =W (¢(+e0)) =W (¢(=))|. (2.45)

Também € vdlido ressaltar que existe uma intima relacdo entre Ep e a carga topoldgica da solu-
cdo. Essa correlagdo € evidente quando utilizamos a defini¢ao (2.36) para a corrente topoldgica,
uma vez que

* AW
0= / de = +Fj3. (2.46)

Mesmo tendo feito a descricdo apenas para modelos de um campo escalar real com dina-
mica usual em (14 1) dimensdes, solugdes BPS estdo presentes em diversos contextos mesmo
quando consideramos sistemas muito mais complexos. Ainda no artigo de Bogomol’nyi, este
fez a descri¢do de vértices, monopolos e dyons seguindo uma metodologia similar a apresen-
tada aqui, onde também foram encontradas equagdes que saturam um limite inferior topolégico
da energia. Porém, nesses casos o estabelecimento de um setor BPS na teoria impde grandes
restri¢cdes aos campos [29].
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Por outro lado, mesmo no contexto dos campos escalares reais, quando consideramos teorias
mais exéticas como as k-teorias [30—33] ou ainda modelos de altas ordens derivativas [34, 35],
solugdes BPS ainda sdo encontradas. Porém, apesar da sua aparente universalidade em teorias
de campos escalares reais € possivel construir modelos que ndo apresentem setor BPS ou ainda
que as propriedades BPS sdo apenas parcialmente estabelecidas. Na referéncia [29], os autores
exploraram essa possibilidade ao construir um sistema cuja densidade Lagrangiana possui um
termo com dependéncia explicita das coordenadas (denominado de impureza), que quebra por
consequéncia a simetria translacional do modelo e pode ou ndo apresentar solu¢des BPS, a
depender de como esse termo € incluido ao modelo.

2.3.1 Modelo A¢*

Exploramos nessa subsecdo uma das teorias mais simples da literatura que admite solucdes
topolégicas, o modelo A¢*. Esse modelo é descrito pela densidade Lagrangiana

1 1
L= 30099 — A (V- %)%, (2.47)
onde A e v s@o parametros reais. Como consequéncia, o potencial desse modelo € escrito como
1 2
V()= 5,12 (v2—9?)". (2.48)

E possivel constatar que v corresponde 2 amplitude das solugdes nio-triviais, mesmo antes
de calcular ¢ (x). Essa conclusdo decorre do fato de que os minimos globais do potencial estdao
localizados em ¢ = £V e, como ja discutido anteriormente, solu¢des topolégicas ndo-triviais
conectam monotonicamente minimos adjacentes do potencial. Além disso, a teoria admite duas
solucdes de vacuo trivial (¢ = +V) e apresenta apenas um setor topologico —V <+ v. Outra
caracteristica que podemos extrair da equagao (2.47) € que esta € invariante sob a transformagao
¢ — —@, sendo esta uma simetria Z, ou simetria de reflexdao. O comportamento do potencial
estd representado na figura 2.1 para diferentes valores de v.

4 _I/=1
— = 1.5
v=2
<
—2
-

Figura 2.1 Potencial do modelo A¢* (2.48) para diferentes valores de v, com A = 1.

A equacgido de movimento associada a (2.47) é

Ipd* o +21%¢ (9> —v?) =0, (2.49)
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para o caso estatico esta reduz-se a
9" =21%9 (9> —v?). (2.50)

Assim como desenvolvemos anteriormente, para estabelecer o formalismo de Bogomol’nyi, o
potencial deve ser reescrito como V(¢) = Wg /2. Por conta disso

3
Wo =2 (V2 —9%) = W(p) =2 (VZ(P—%). (2.51)
Nesse caso, a equagdo de primeira ordem (2.42) adquire a forma
= A (V- ¢? W _ 1ad 2.52
¢— (V _¢)_>V2—¢2_ Xy (2. )

que apods integracao revela como resultado

arctanh(¢ /v)

v = +A(x—xo), (2.53)

onde xp € uma constante de integragio e representa a posi¢ao do kink [20]. A equagdo acima,
ap6s algumas manipulacdes adquire a forma

¢+ (x) = £vtanh (VA (x —xo)). (2.54)

O comportamento da solugdo ¢, (x) estd apresentado na figura 2.2.

- =1

15 u=2-

-3 0 3
x

Figura 2.2 Solucio do modelo A ¢* (2.54) para diferentes valores de v, comxg =0e A = 1.

Aqui fica mais claro o papel do pardmetro v como a amplitude da solu¢do, enquanto 1/vA
corresponde a largura da mesma. Os sinais de + € — na equagdo (2.54) correspondem as
solucdes tipo kink e anti-kink, respectivamente. Como essas solugdes sdo relacionadas por uma
transformagdo x — —x, mostramos na figura apenas as solugoes do tipo kink. Além disso, dado
que o parametro xo corresponde apenas a uma translacdao horizontal da solu¢do e considerando
a invariancia translacional do modelo em estudo, assumimos xp = 0 sem perda de generalidade
[36].
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A densidade de energia foi obtida a partir da equacdo (2.25a), ao considerarmos as solugoes
estéticas (2.54) e o potencial escrito na forma V(¢) = %4;;2. Obtendo assim
2 4
p(x) =92 = [V\/I sech (VA (x —xo))] , (2.55)
sendo esta funcdo representada na figura 2.3. A relagcdo acima torna claro o papel do parame-
tro xp como posicao do kink, ja que este determina o ponto em que a densidade de energia €
maxima. Apesar dessa importancia, por percebermos que o parametro xg realiza apenas uma
translac@o horizontal no pico da densidade de energia, ndo apresentamos como esta fungao se
comportaria com relacdo a variacdo do parametro x.

4

o = 1
—y = 1.5
v=2
Op!
QU
0 / &
-3 0 3

x

Figura 2.3 Densidade de energia do modelo A¢* (2.55) para diferentes valores de v, com xo = 0 e
A=1

Como estabelecemos um formalismo de primeira ordem, a energia da solucdo € calculada
de maneira direta a partir da equagao (2.45). Nesse caso,

4
Eg= §v3l, (2.56)

onde evidenciamos a contribui¢do dos parametros do modelo para a energia da solugdo. Além
disso, reforcamos que para solu¢des BPS precisamos apenas do comportamento assintético da
soluc@o ¢ (x) para calcularmos a energia da mesma. Por isso, poderiamos calcular Ep antes
mesmo de identificar qual seria a solu¢do. A carga topologica definida em (2.38) tem como
resultado

0=5(v—(-)=v, (257)

para as solugdes tipo kink. Ja para as solugdes do tipo anti-kink a carga topolégica € —v.

2.3.2 Modelo A¢

Também € possivel construir um modelo que possua mais de um setor topolégico. Uma
alternativa simples para isso estd no modelo A ¢, descrito pela densidade Lagrangiana

L= %8,1¢8“¢ — %x%pz (v2—¢?)?, (2.58)
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onde novamente A e v sdo pardmetros reais. O potencial desse modelo é dado por
1 2
V(¢)= iﬁpz (v —¢?) (2.59)

cujos minimos globais sdo ¢ = 0 e ¢+ = £V, sendo estas também as solugdes de vacuo do
modelo. Dessa maneira, existem dois setores topolégicos equivalentes: —v <+ 0 e 0 <> v. Cada
um desses setores apresenta duas familias de solu¢des de minima energia, os kinks e anti-kinks
BPS. Na figura 2.4 mostramos a dependéncia do potencial com rela¢ido ao parametro v.

4 — = 1
— = 1.5
35 v=2
3
25
<
- 2
N
15
1
0.5
o— - L—
-3 -2 -1 0 1 2 3
o

Figura 2.4 Potencial do modelo A ¢ (2.59) para diferentes valores de v, para A = 1.

Estabelecendo o formalismo de primeira ordem discutido anteriormente, a funcido auxiliar
para esse sistema € definida como

2 _ 42 AV o Ay
Wo =29 (v —9%) > W(9) = ——-9" — 70", (2.60)
dessa forma a equacgdo de primeira ordem € tal que
o' =+A¢ (v2 — ¢2) — % = +Adx. (2.61)
¢ (v2—9?)

Integrando a relacdo acima obtemos

v2 ) e:|:2/'lV2(x—x0)
In (F - l) = F2Av i (x—x0) = ¢(x) =V A 0) 11’ (2.62)
onde xp € uma constante de integracdo. Para simplificar a notacdo, utilizamos a relacdo
e | [1+ tanh(x)] (2.63)
ex41 2 ' '

Nesse caso, a solug@o para o modelo analisado € dada por

0 (x) = fcv\/ % [1+tanh(Av2(x —xo))], (2.64)
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onde os sinais + € — dentro da raiz identificam respectivamente kinks e anti-kinks, enquanto
os sinais + e — fora da raiz determinam o setor topolégico da solugdo, 0 <+ ve —v < 0
respectivamente. Analisando a equagdo (2.64), percebemos que o parametro Vv corresponde
a amplitude da solugdo, enquanto o fator 1/Av? esté relacionado a largura da mesma. Esse
comportamento pode ser visualizado na figura 2.5, onde exibimos o comportamento da solucao
¢F (x). Escolher uma composigdo diferente de sinais alteraria os limites assintéticos da solug@o
e/ou o seu comportamento de crescente para decrescente, sem modificar suas caracteristicas
gerais. Além disso, observamos que as solugdes desse modelo apresentam uma assimetria com
relacdo ax = 0.

2
— =
m— = 1.5
v=
15
E
Q /
0.5
0
-3 -2 -1 0 1 2 3

x

Figura 2.5 Solugio do modelo A ¢° (2.64) para diferentes valores de v, paraxg=0e A = 1.

Utilizando a equacio (2.25a) podemos obter a densidade de energia. Considerando solugdes
estéticas que satisfazem o formalismo de primeira ordem, a densidade de energia para o modelo
analisado é

A2v6  sech* (Av2(x —x0))
P+(%) = =5~ T Taanh (V2 (x — o))’

em que os sinais de + ou — estdo relacionados aos sinais de dentro da raiz na solugao (2.64).
O comportamento da fungdo p4(x) esta ilustrado na figura 2.6, onde notamos que o cariter
assimétrico da solugdo € herdado pela densidade de energia, sendo esta igualmente assimétrica.
Caso utilizdssemos p_(x), existiria uma mudancga na posi¢io da assimetria, que ocorreria a
direita da origem.

O cdlculo da energia da solugdo pode ser executado de duas maneiras diferentes. O primeiro
consiste em executar a integracao f:o p (x)dx, que apesar de poder ser realizada analiticamente,
apresenta uma expressao complicada. Por outro lado, o segundo método pode ser facilmente
aplicado, bastando utilizar a relacdo (2.45). Dessa forma, obtemos Ep = Avd /4, que eviden-
cia a contribuicdo de cada parametro para a energia. Ja para o ciclulo da carga topolégica,
utilizaremos a defini¢do (2.38), que resulta em

(2.65)

1
0= :EEV, (2.66)
onde o sinal escolhido ndo depende do setor topologico em que a solucio esta definida. Logo,
dependera apenas da solucio ser tipo kink ou anti-kink, isto €, estd relacionado unicamente aos

sinais dentro da raiz na solucdo (2.64).
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0.5

—p = 1
—rv =11
v=12
5025
<
/ ¥
0 S
-3 0 3

x

Figura 2.6 Densidade de energia do modelo A¢® (2.65) para diferentes valores de v, com xo = 0 e
A=1

2.3.3 Modelo Vacuumless

E possivel construir modelos que suportem solugdes nio-triviais nos quais o potencial ndo
possui vacuo. Modelos assim surgiram primeiramente no contexto de gravitacdo e cosmologia
[37,38], sendo posteriormente aplicados em modelos de campos escalares reais [25]. Estamos
interessados na descricao do modelo definido pela densidade Lagrangiana

2

—a,lcpa o — Eﬁ sech?(1¢), (2.67)

onde i e A sdo parimetros reais e positivos. O potencial desse modelo é definido como

u?
V(¢) = EFsechZ(,l(p). (2.68)

Essa fungdo apresenta um maximo em ¢ = 0 e decresce monotonicamente como uma fungdo
de |¢|, atingindo o zero apenas quando |¢| — eo. Por conta disso, € possivel afirmar que o
potencial nao possui vécuo, ou seja, ndo existe valor finito de ¢ para o qual V(¢) = 0. Como
consequéncia, esse modelo ndo apresenta solugdes do tipo vacuo trivial. Logo, o modelo contém
apenas um setor topolégico, —oo ¢+ oo, Portanto, caso existam solugdes topolégicas nao-triviais,
estas devem possuir amplitude infinita.

Representamos na figura 2.7 o comportamento do potencial, com relacdo aos parametros
i e A. Nele destacamos a influéncia do pardmetro A, que além de modificar a amplitude da
func¢do potencial, também torna a mesma mais localizada a medida que cresce.

A equacdo de movimento associada a densidade Lagrangiana (2.67) €

2
dudt ¢ = “7 sech?(A¢) tanh(1 ), (2.69)

para o caso estatico, esta torna-se

2
0" = _MT sech?(A¢) tanh?(19). (2.70)
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Figura 2.7 Potencial do modelo Vaccuumless (2.68), para diversos valores de A e . Em ambos, o

parametro constante foi mantido igual a 1.

Assim como discutimos na se¢do 2.3, podemos utilizar o procedimento de Bogomol’nyi
para reescrever a densidade de energia e encontrar uma equagdo de primeira ordem que sature
a condicdo de estresse nulo e atribua um vinculo topoldgico a energia. Para isso, introduzimos

uma funcdo auxiliar de tal forma que

Lo 1p> o
V(9) = 5Wy = 577 sech’(A9),

onde encontramos
W, =H sech(A¢)
L) )
H .
W(o)= ﬁarctan(smh(l(p)).
Consequentemente, a equagao de primeira ordem (2.42) adquire a forma

¢’ ::I:%sech(/lcp).

Para resolver a equacido acima devemos reescrevé-la como
u

o u
sech(Ag) ~ A%

(2.71)

(2.72a)

(2.72b)

(2.73)

(2.74)
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de onde poderemos integrar € manipular a relacao acima, para obter que

1 .
0L(x)= :EI arcsinh (i (x —xp)), (2.75)
em que xo € uma constante de integracdo que, como ja comentamos, corresponde a posi¢ao da
solucido e devido a invariancia translacional pode ser tomada como nula sem perda de generali-
dade. Na figura 2.8, mostramos como a solug@o ¢ (x) varia com rela¢@o aos parimetros j1 e A.

Figura 2.8 Soluc¢ido do modelo Vaccuumless (2.75), para diversos valores de A e pt. Em ambos o paré-
metro constante foi mantido iguala 1 e xo =0.

Identificamos a solug¢@o com o sinal positivo como kink e a solugdo com o sinal negativo
como anti-kink. Para avaliarmos melhor o carater posicional da constante de integragcdo x,
analisamos a densidade de energia do modelo, obtida a partir da equacdo (2.41). Dessa forma,
temos que

1
!/
p(x) _W¢¢ - 12((x_x0)2+ l/u), (276)
onde o seu comportamento foi exposto na figura 2.9. A partir dela, observamos claramente que
o pico da densidade de energia € transladado horizontalmente para a direita quando aumentamos
Xp, caracteristica que realc¢a a correlacdo entre este parametro e a posicdo do kink.

A energia das solucoes BPS (2.45) é

Ep = |W(9(+)) =W (¢(—e))| = 157 2.77)
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p(x)

Figura 2.9 Densidade de energia do modelo Vaccuumless (2.76) para diferentes valores de xp, com
p=1eA=0.5.

Perceba que, apesar do comportamento divergente das solugdes, sua energia ainda € finita e
bem definida. Além disso, reforcamos que devido a implementagdo do formalismo de primeira
ordem e, como consequéncia, a obtencdo de solucdes que saturam o vinculo de Bogomol’nyi,
estas sdo necessariamente solugdes de minima energia e, consequentemente, estaveis.

Ao analisar a corrente topoldgica associada a esse modelo, percebemos que nao € conveni-
ente utilizar a defini¢cdo usual (2.34), ja que a carga topoldgica obtida é

0= 510 (e=) — (—o0)] = 5 (o0 —), @78)

sendo portanto mal definida. Logo, para evitar problemas na definicdo da carga topolégica e
para estabelecermos uma relacdo de proporcionalidade entre esta e a energia da solugao, utili-
zamos como defini¢@o para a corrente topolégica a expressao [25]

jH=e*Yo,W(9), (2.79)
de onde podemos calcular a carga topolégica como
Fe e AW
= dxj® = dx— 2.80
o= [ at= [t 280

e concluimos que Q = Ep.

2.4 Teorema de Derrick-Hobart

O Teorema de Derrick-Hobart € o primeiro percal¢o encontrado quando tentamos generali-
zar a teoria de campos escalares para mais dimensdes espaciais. Isso ocorre devido a conclusdo
de que, considerando uma teoria de campos escalares com dindmica usual, ndo existem solucdes
estaticas nao-triviais e de energia finita quando consideramos dimensdes espaciais maiores que
2. Apesar de ainda existirem solucdes para tais modelos, estas sdo necessariamente instaveis,
caracteristica demonstrada de forma independente por Hobart [39] e Derrick [40].

A motivagdo de Derrick para a realizacio de seu trabalho seminal foi o artigo [41], em que
o autor encontrou solucdes estiticas de energia finita para uma determinada equacido de onda
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ndo linear em (14 1) dimensdes. Por acreditar que essa teoria ndo linear poderia fornecer a
devida descricao para particulas elementares estdveis, propds que uma extensao da teoria para
mais dimensdes seria esperada. Dessa forma, sugeriu que uma generalizagao de sua teoria para
(3+ 1) dimensdes poderia levar a importantes resultados no contexto da Mecanica Quantica.

Apesar de em ambos os trabalhos Derrick e Hobart terem provado seus teoremas para mode-
los de um campo escalar em 3 dimensdes espaciais, generalizar esse resultado para um nimero
arbitrario de campos e dimensdes € direto. Fizemos aqui o desenvolvimento proposto por Der-
rick para a averiguacdo da nado-estabilidade da solu¢do com relacdo a reescala, em que este
utiliza a propriedade do funcional de energia ser estacionario mediante qualquer variacao em
solugdes que minimizam a energia, em particular mediante reescala espacial (x — Ax). Por-
tanto, para uma teoria com dindmica usual de N campos escalares reais em (n + 1) dimensdes,
o funcional de energia é, no caso estético [42]

N
E=/d”x Y. (Voa)> +V (d1,....9n) ; = E+Ep, 2.81)

a=1

onde E e Ep sdo respectivamente as energias gradiente e potencial do modelo, e V é o operador
gradiente em (n+ 1) dimensdes. Aplicando a reescala y = AX, temos que

E, = /d" [ﬂ /lzail <V¢j)2+v (¢%,...,¢1@) — A2 "Es+ A "Ep, (2.82)

em que E; € a energia da solucdo apds sofrer a reescala, podendo ser uma contracdo (para
A > 1) ou uma dilatagio (para A < 1). Além disso, tomamos ¢} (X) = ¢,(AX) = ¢,(¥). Como
estamos interessados apenas em sistemas estdveis, devemos assegurar que E; = 0e §%E; >0
na vizinhanga de A = 1. Nesse caso, a primeira derivada de Ej é

JE
|, =(2—n)Eg—nEp=0, (2.83)
A
ou seja, podemos rearranjar a expressao acima como
2
Ep="""F, (2.84)

Por outro lado, ao avaliar a segunda derivada da energia, temos

J’E
72 i1 = 2=n)(1 =n)Eg +n(n+ 1)Ep 2 0, (2.85)
onde podemos concluir que
(n—=2)(1—n)
Ep>-————"Eg. 2.86
P= nin+1) “ (2.86)

Ressaltamos que para n > 2 a relacdo acima nunca serd satisfeita, ja que ao analisar a equagao
(2.84) essa € aregido em que Ep < 0. Porém, para esses valores de n o lado direito da inequagao
acima serd sempre positivo. Dessa forma, o teorema nos mostra que nio existem solucdes
estdticas e estdveis nao-triviais para n > 2 em uma teoria com dindmica usual.

Portanto, s6 existe possibilidade de encontrarmos solucdes estéticas e estadveis em modelos
com dindmica usual quando consideramos n = 1 ou n = 2. No primeiro caso a equagao (2.84)
implica necessariamente que Eg = Ep, sendo esta também a condi¢ao de estresse nulo da teoria.
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Ja quando analisamos sistemas em duas dimensoes espaciais, a equagdo (2.84) restringe a busca
aos casos em que a energia potencial é nula (Ep = 0), como é o caso dos modelos O(3) ndo
linear [1], onde para evitar que a solugao seja trivializada sdo impostas restricdes aos campos.

Além disso, € importante ressaltar que a impossibilidade de encontrarmos solucdes estaveis
em mais dimensdes espaciais € vélida apenas quando consideramos solu¢gdes ndo-triviais, ja
que por defini¢do solugdes de vacuo sdo homogéneas (Eg = 0) e minimos globais do potencial
(Ep = 0), valores que satisfazem as relagcdes (2.84) e (2.86) em qualquer dimensao [20]. Por
outro lado, o teorema de Derrick-Hobart também nao impede a existéncia de solucdes estaticas
de energia divergente, como ocorre em fitas e paredes de dominio [21].

2.4.1 Evadindo o Teorema de Derrick-Hobart

Apesar da grande restricdo imposta pelo Teorema de Derrick-Hobart, é possivel construir
uma teoria que escapa da sua conclusdo, ou seja, uma teoria que suporte solucdes estaveis e
de energia finita em mais dimensdes espaciais. Para isso, é necessdrio que sejam alteradas as
hipéteses do teorema. Uma alternativa nessa dire¢do foi proposta em [43], onde os autores
consideraram uma teoria em que o potencial apresenta dependéncia explicita das coordenadas.
Com a inten¢@o de investigar essa possibilidade, consideraremos uma teoria em (D + 1) dimen-
sOes espaco-temporais, com métrica de Minkowski de assinatura majoritariamente negativa e
descrita pela densidade Lagrangiana

£=33:09"0—U(x.9). (2.87)

onde a dependéncia do potencial generalizado U (x, ¢) com relagdo a x foi considerada como

Ux.0) = f(OWV(9) = W2, (2.88)

2rN
com x2 = xyxt, r = (x12+x2%4...xp2)"/? e W(¢) é uma fungdo suave do campo. Ao con-
siderar V(¢) = W; /2, estamos necessariamente analisando configuragcdes em que o potencial
V(¢) é ndo-negativo. Se utilizarmos N = 0, recaimos no caso usual.
A equacdo de movimento € obtida a partir da equacdo de Euler-Lagrange (2.8), e apresenta
como resultado

1
ot + —~WoWpp =0, (2.89)
r
para o caso estdtico reduz-se a
1
V29 = — W Wyy. 2.90
9 ="5WoWoo (2.90)

Como o modelo analisado ndo possui simetria translacional, o tensor energia-momento nao
€ conservado. Porém, a densidade de energia para o caso estdtico ainda é calculada como
ps = —Lg. Dessa forma, obtemos

1 1
ps =5 (VO + 5 3 W5, (2.91)

e portanto a energia das solucdes é

1 1
EP = /afDr{5 (Vo) + ng} = ER+EP, (2.92)
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em que E(D; e E}? sdo respectivamente as contribuicdes gradiente e potencial para a energia.
Assim como fizemos anteriormente, vamos avaliar a estabilidade da solucdo mediante uma
reescala 7 — A7. Nesse caso a energia apds a reescala é dada por

; 2 N
EP = / d” [ﬂ {% (Vo) + %Wﬁ} — A>PER 4 ANPER. (2.93)
A novidade da anélise para esse modelo é o aparecimento de um novo parametro N que pode
ser ajustado de forma a contornar a instabilidade da solugdo.

Como dito anteriormente, para que a solucdo seja estavel frente a reescala, precisamos as-
segurar que E; =0 e 8°E; > 0 na vizinhanca de A = 1. Portanto, para a primeira derivada
temos que

N-D
(2—D)ER+ (N-D)EP =0 — EE = (m) EP. (2.94)
Ja para a segunda derivada, obtemos
(2—D)(1-D)E2 +(N-D)(N-D—-1)ER >o0. (2.95)

Avaliando a situagdo em que D = 1, quando consideramos N = 0 recaimos no caso usual em
que Eé =E ,L. Por outro lado, quando consideramos N = 1 encontramos que Eé =0, ou seja,
nesse caso as solucdes estdveis por reescala sdo necessariamente uniformes. Para N > 1, ndo
encontraremos configuragdes possiveis, ja que quando analisamos a equagdo (2.94) temos ne-
cessariamente que Eé < 0. Quando averiguamos o caso em que D = 2, percebemos que além do
ja comentado caso do modelo O(3) nio linear, existe a possibilidade de encontrarmos solugdes
nao-triviais e estdveis quando consideramos N = 2. Nesse caso, as relacdes (2.94) e (2.95) sao
satisfeita sem que seja feita nenhuma restricao sobre as energias.

Os casos em que D > 2 sdo melhor avaliados quando aplicarmos o formalismo de primeira
ordem. Para isso, utilizamos o expediente padrio de reescrever o funcional de energia a fim de
encontrar um limite inferior topoldgico para o mesmo. Nesse caso, a energia pode ser reescrita

como
1[dop 1 2 do 1
D __ D
8= 4 x{i[ﬁm%] izm%}v 2962
D D D d 1

onde simplificar a andlise, na referéncia [43], os autores consideraram solucdes com simetria
esférica. Ou seja

Vo) = 1 9(r)7 @972
V00) = g (715000 2.97b)

Para que a energia sature o limite inferior, é necessdrio garantir que a equagdo de primeira

ordem abaixo seja satisfeita
do n 1
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Além disso, para que o limite inferior assuma um carater topolégico e, com isso, s6 dependa do
comportamento assint6tico da solucdo, precisamos que N = 2D — 2. Dessa forma, a energia de
Bogomol’nyi € simplesmente

~+oo
Ep = i/dDX{W¢C;—¢rN/2} = j:QD/ drrP! {W¢le—¢rN/2}
r 0 r

e AW
= iQD/ dr—, (2.99a)
0 d

r

onde Qp = 27P/? /T'(D/2) é um fator angular referente a drea de uma hiperesfera de raio uni-
tario em D dimensdes. Logo

ER =4Qp[W(r — ) —W(r — 0)]. (2.100)

Ao analisar a equacgao (2.94), percebemos que a imposicdo de N = 2D — 2 nos leva a configura-
¢des em que E2 = E 19 em qualquer dimensao. Nesse caso, a equacao de primeira ordem (2.98)
e a equagdo de movimento (2.90) podem ser reescritas respectivamente como

1d
1 d (pad _

As equagdes acima tornam-se particularmente interessantes quando realizamos a mudanca de
varidvel dx = +r'~Pdr, ja que obtemos

d

d—‘P — W, (2.102a)
X

dZ

d—xf = Wy Wo, (2.102b)

ou seja, conseguimos mapear o modelo em qualquer dimensdo em uma teoria unidimensional.
Para retornarmos 2 varidvel original r, basta realizar a mudanga x = +r>~?/(2 — D).

2.5 Dinamica generalizada

Nessa secdo apresentamos a metodologia necessdria para analisar casos mais exdticos em
teorias de um campo escalar real em (1 + 1) dimensdes. Nessa andlise estamos interessados
em sistemas cujos campos apresentam dinamica e/ou auto-interagcdo regidos por termos mais
genéricos que os que consideramos até aqui, sendo estes denominados de modelos com dina-
mica generalizada. A metodologia aqui apresentada segue o que foi desenvolvido nas referén-
cias [30,31].

Primeiramente, consideramos modelos descritos pela acdo

S = /d2x£(¢>,x), (2.103)

em que X = 18“(])8“(]) ¢ o termo dindmico do campo ¢. Apesar da generalidade com que
estamos desenvolvendo essa teoria, consideramos sistemas cuja densidade Lagrangiana nao
possui dependéncia explicita das coordenadas, para assim preservar a simetria de Lorentz.
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Seja a equacgdo de Euler-Lagrange definida na equacgdo (2.8) e dada por

L oL
o (30,61) = 35 (2109

para o modelo analisado temos que

L _IL X IL.,

9(0u0) X 9(2,0) ox° (210
que ao ser substituido na equagdo (2.104) resulta em
a” (£X8”</)) = £¢ — auﬁxa’u(P +£X8u8“q) = E(p, (2.106)

onde Ly =dL/dX e Ly = dL/I¢. Para expandir o lado esquerdo da equacdo acima, primei-
ramente calcularemos dy, Lx separadamente

X
8“[,;( = £X¢8u¢ -l-,CXXWa“aa(P = £X¢&u¢ +£XX8“¢8H(9&¢. (2.107)
o

Dessa forma, obtemos a equacdo de movimento para o campo ¢ como sendo
Lxp0" 90+ Lxx0"$0%$0,00¢ + LxOp = Ly, (2.108)

em que [J = d,, 0" ¢ o operador d’ Alembertiano. E importante reforcar que se estivéssemos em
um regime de dindmica usual, terfamos que Ly = 1 e consequentemente que Ly = Lxx = 0.
Nesse caso, a equacdo de movimento acima seria reduzida a ja conhecida equagdo (2.27), se

Devido a invaridncia translacional do modelo, € possivel definir o tensor energia-momento
a partir da relagdo (2.14). Para o modelo analisado, este tensor adquire a forma

T = Lx0"99vp —nHv L, (2.109)

sendo este um tensor simétrico por permutagio de indices e conservado (d,T"" = 0). Suas
componentes sao tais que

T =p =Lx¢* - L, (2.110a)
T =6 =Lx¢”?+L, (2.110b)
TO' =710 = _Lxdo'. (2.110c)

Devido a generalidade da teoria que estamos desenvolvendo, é fundamental estabelecer alguma
restricdo sobre a mesma, para com isso preservar o significado fisico das solugdes. Na andlise
desenvolvida aqui, faremos uso da condic@o de energia nula (NEC) que impde que a desigual-
dade

Tyyntn¥ >0, (2.111)

deve ser satisfeita para qualquer vetor n* do tipo luz, ou seja, para qualquer vetor que obedega
arelagdo nyyntn¥ = 0. Essa condigdo implica que

Lx (duon*) (dvon’) — nuyntn'L > 0. (2.112)
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Definindo o escalar d, ¢n* = dy¢n" = a e utilizando a defini¢do de um vetor tipo luz, a inequa-
cdo acima pode ser reduzida a
Lxa®>>0— Lx > 0. (2.113)

Sendo este um vinculo fisico sobre a dindmica do sistema. Essa restricio nido corresponde
necessariamente a ja conhecida imposi¢cdo de p > 0, uma vez que para solucdes estaticas a
equagdo (2.110) nos mostra que py = — L.

Considerando solugdes estdticas, a equacdo de movimento (2.108) adquire a forma

(2Lx,x,Xs + Lx,) ¢" = 2Lx,9Xs — Ly (2.114)

Aqui, o subindice s € utilizado para indicar que a anélise € realizada sobre o caso estatico e nesse
contexto X; = —¢'% /2. Podemos multiplicar a equagio acima por ¢’ e rearranjar os termos como

Lx.0' 0" +Ls9 +2LxxXs0'0" —2Lx 9 X9 =0,

d (2.115)
— (L —2Lx Xs) =0,
I (,C ,Cx‘Y ) 0

Portanto, podemos integrar essa relacao e obter como resultado
Ly—2Lx X, =C, (2.116)

onde C é uma constante de integracdo. Ao analisarmos a equagao (2.110b), perceberemos que
C = 0, ou seja, o estresse dessa teoria € constante. Uma maneira alternativa de concluir que ¢
¢ uma constante surge ao analisar a condi¢do de conservacao do tensor energia-momento, que
¢ expressa na forma

uTH =0, (2.117)

para o caso estético, obtemos
o (T"°+ 1) =96 =0, (2.118)

em que utilizamos o fato de 7''° ser nulo para solucdes estaticas. Logo, a partir da relagio acima
concluimos que o € constante.

Como buscamos por solugdes estaticas e estaveis, ¢ fundamental que generalizemos o Teo-
rema de Derrick-Hobart desenvolvido na sec¢do 2.4, para dele encontrar uma condi¢@o necessa-
ria para a estabilidade. No caso estético a energia € tal que [44]

E:—/erdxﬁs (q), Bﬂ ) (2.119)

aplicando a reescala y = Ax, encontramos que
+o0 oo
= — Z A d‘P B X A )
B /o° d[x}ﬁs <¢ 2 Lzy} A ) - /m d[)ﬂﬁs <¢ X5 (¥)A4 ) (2.120)

Como ja discutimos anteriormente, ao supor que uma solucdo é estdvel, esta deve ser particu-
larmente estdvel por reescala. Devido a isso, impomos que 6E, |;—; = 0, onde

+oo A
9k _ —/ dy()L 2Ly — A~ 1 9L 0X; )h ’ (2.121)

oA A=l IX* A

—o00
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em que X} = X;(y)A2. Para simplificar a notago, definimos

L
Lx = —. 2.122
Com isso, obtemos
JE, - -2
Wh:l = dy (A2 Ly —2Lx,X;) [a=1- (2.123)
Logo, para que a solugdo seja estavel devemos garantir que
Ly—2Lx X, =0. (2.124)

Quando comparamos a relagdo acima com a equagao (2.116), percebemos que a constante de
integracdo deve ser zero (C = 0) para qualquer solucao estavel da equacdo de movimento. Nesse
caso, como C = ¢ devemos assegurar a condi¢ao de estresse nulo quando buscamos por solu-
coes estaveis. Além disso, vale ressaltar que quando garantimos que o = 0 a NEC pode ser
reescrita como

L
— 5 >0 Ly >0 pg>0. (2.125)
¢/2
Portanto, para o caso especifico de solu¢des que satisfazem a condicdo de estresse nulo, a NEC
corresponde a condi¢cdo de ndo-negatividade da densidade de energia.

Para solugdes estaticas com estresse nulo, a densidade de energia pode ser reescrita como

ps=—Ly=Lx,9'? (2.126)

com o objetivo de desenvolver um formalismo de primeira ordem, podemos introduzir a fungao
auxiliar W(¢) de tal forma que
Lx,¢' = £Wy. (2.127)

Fazemos essa escolha para assegurar que a energia da solucido possua um vinculo topolédgico.

Nesse caso, py adquire a forma

dw
ps = tWy¢' = +—, (2.128)
dx

dessa maneira a energia do modelo € calculada como

oo
E= [ dxpi=W(p(x— =)~ W(p(x > —))|. 2.129)
Logo, conseguimos encontrar uma equacao de primeira ordem (2.127), que satura a condi¢do de
estresse nulo e cujas solu¢des possuem energia que depende apenas das condi¢des de contorno
do problema. Porém, € importante destacar que apesar de termos estabelecido um formalismo
de primeira ordem, ndo encontramos uma condi¢do de minimizacdo da energia. Portanto, dife-
rente do que ocorre nos casos em que a dindmica € usual, as solucdes encontradas a partir dessa
metodologia ndo sdo necessariamente estaveis, sendo necessaria a investigacao de estabilidade
em cada caso.

Por outro lado, ao considerarmos solugdes estdticas a equacdo de movimento (2.106) pode

ser escrita como
—(Lx,9") = Ly — Wyg9' = FLy, (2.130)

onde, com manipulagdes simples € possivel verificar que as solugdes da equacdo (2.127) tam-
bém satisfazem a equacao de movimento acima.
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Como ja mencionado anteriormente, a corrente topolégica ndo é definida de maneira tnica,
aqui faremos uso da forma ja apresentada [25]

jr=¢e"vo,w. (2.131)

A partir da definicdo acima, notamos que existe uma intima relag@o entre a carga topoldgica e a
energia das solugdes estaticas, uma vez que

J%zd—zps—>QT=AW:E. (2.132)
X

2.5.1 Dinamica Dirac-Born-Infeld

A dindmica do tipo Dirac-Born-Infeld (DBI) compde uma classe de modelos no grupo das k-
teorias, em que uma modificacdo ndo-linear especifica no termo dinamico da teoria é proposta.
Inicialmente essa abordagem foi proposta para resolver o problema da divergéncia de energia
associada a cargas pontuais na eletrodinamica classica. Com esse objetivo, Max Born, em
1933 [45], propds a seguinte modificacdo para a densidade Lagrangiana de Maxwell

1 1
'CM:_ZF‘qu'uv_}EBI:aZ \/l_ﬁFqu“v_l , (2.133)

onde a, um parametro real e positivo da dindmica DBI, representa o limite superior para o
campo elétrico. Isso se deve ao fato de que para valores maiores, o argumento da raiz quadrada
serd negativo. Para estabelecer um paralelo com o caso usual, podemos expandir a expressao
acima e explorar o limite em que 1/a> — 0. Nesse caso

1
Lail1jq2—0 = —ZFqu“V+O(1/a2). (2.134)

Portanto, no limite em que 1/ at << 1, recuperamos a dindmica usual de Maxwell. Essa ideia
foi inspirada na restri¢do que surge na velocidade das particulas quando saimos de um regime
newtoniano para um regime relativistico [47]. Nesse caso, se considerarmos uma particula
relativistica livre de massa m, a sua Lagrangiana é

2 V2
L= /1-= |, (2.135)

C

Lgr = —mc

em que para evitar que a funcdo acima admita resultados complexos, devemos impor que v < c.
Apesar da teoria de Born ser embasada no principio da finitude, onde quantidades fisicas nao
podem divergir. Ainda ndo existia uma motivacao tedrica profunda que justificasse tal modifi-
cacdo [46]. Foi somente em sua colaboracdo com Leopold Infeld que um melhor fundamento
foi proposto, sendo este baseado em argumentos de simetria [47].

No contexto de campos escalares reais, € possivel estudar como estruturas localizadas sao
modificadas devido a influéncia de uma dinamica ndo usual do tipo Dirac-Born-Infeld. Nesse
intuito, estudamos o modelo descrito pela densidade Lagrangiana

L=FX)-V(9), (2.136)

[ 2X
F(X)=—d* == =1 (2.137)

em que
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Note que a presenca da raiz quadrada na expressdao acima deve naturalmente limitar os possi-
veis valores do campo ¢. Portanto, a é o parametro que modula o quio distante estamos de
uma dindmica usual, lembrando que quando 1/a®> — 0 recuperaremos a situagio cldssica. Ao
analisar as equacoes (2.110) no contexto estatico da dinamica DBI, os termos ndo nulos sao

p=—F(X)+V,

. (2.138)

oc=F¢“+F(X)-V(9).
Dessa forma, para que a energia seja ndo-negativa, precisamos garantir que F (X) < 0, restricdo
trivialmente respeitada quando consideramos o parametro a positivo. Além disso, assim como
discutimos anteriormente, a partir da condi¢do de estresse nulo somos capazes de reescrever a
densidade de energia introduzindo uma fun¢éo auxiliar W(¢) que assegura um vinculo topo-
légico para a energia que € atingido se, e somente se a equacdo de primeira ordem (2.127) é
satisfeita. Para a dindmica DBI esta pode ser escrita como

1
Wop=|—— | o= —=2— )¢ (2.139)

¢
21§12
-5 )" Vs
Utilizando manipulagdes simples, é possivel chegar a equacio de primeira ordem a seguir [48]

(2.140)

Lembramos que a condi¢do de estresse nulo é uma imposic¢ao feita pelo teorema de Derrick para
que a solucao seja estavel mediante reescala. Porém, diferente do caso usual em que a energia
€ minimizada pelo procedimento de Bogomol’nyi, aqui essa extremizagdo ndo € garantida.

Por outro lado, se combinarmos a condi¢do de estresse nulo com a equagdo de primeira or-
dem, somos capazes de escrever uma expressao para o potencial que depende apenas da fun¢do
auxiliar e do parametro da dindmica. Dessa forma temos que

V(P)=Fx¢?+F(X)=—a* [ \/1-—2—1]. (2.141)

Vale salientar que no limite em que 1/a> << 1 o termo /1 — W¢2 Ja? ~1— W; /2a?. Devido
a isso, constatamos que neste limite recuperaremos as expressoes cldssicas para o potencial e
para a equagao de primeira ordem.

E possivel escolher a fungdo auxiliar de tal forma que nos permita reproduzir a equacio de
primeira ordem dos modelos com dindmica usual, isto €, encontrar as mesmas solugdes desses
modelos. Além disso, essa escolha também nos permite evadir possiveis restricdes nos valores
de ¢ impostas pela dindmcia DBI. Com esse intuito, a escolha feita € [48]

Wy = 8(9) , (2.142)

1+ 5 (8(9))?

em que g(¢) é uma funcdo continua do campo e pode ser ajustada de maneira conveniente.
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Como consequéncia, a equagio de primeira ordem e o potencial tornam-se

¢'=+g(¢), (2.143a)
V(¢) = —a* ;2 —1]. (2.143b)
1+

Percebemos que qualquer valor de ¢ resulta em um potencial real. Logo, com essa escolha de
Wy conseguimos evadir restricdes impostas pela dindmica. Outro apontamento importantissimo
€ que a equagdo de primeira ordem ndo depende do parimetro a da dinamica generalizada,
diferente do potencial que apresenta uma dependéncia explicita com relagio a este parametro.
Com isso, a partir dessa descri¢do conseguimos emular resultados cldssicos da dinamica usual,
como os modelos ¢4, ¢6 e vaccumless, em uma teoria com dinidmica DBI. Para isso, basta
definir g(¢) de maneira adequada.

Para aplicar essa metodologica, consideramos como exemplo g(¢) = 1 — ¢2. Nesse caso,
a equacdo de primeira ordem (2.143a) € idéntica a equagdo (2.52) do modelo /1¢4 quando
consideramos A = v = 1. Por conta disso, a solugdo é ¢ (x) = £tanh(x). Por outro lado, o
potencial € afetado pela dindmica, ja que

V()= —a* __ . (2.144)

1—¢2)?

Na figura 2.10 € apresentado o comportamento do potencial V(¢ ), para diferentes valores de a.
Percebemos que na medida que esse parametro cresce nos aproximamos mais da situag@o usual
ilustrada na fugura 2.1, como jd era previsto.

2

0 — =
-3 0

Q

Figura 2.10 Potencial do modelo ¢* DBI (2.144) para diferentes valores de a.

Além deste, outros modelos foram analisados no artigo [48], bem como um procedimento
de deformacdo e a andlise de estabilidade linear de cada solu¢ido. Porém, ndo nos aprofundamos
nessas discussdes no presente trabalho.



CAPITULO 3

Modelos de dois Campos Escalares Reais

Neste capitulo, investigamos modelos com dois campos escalares reais ¢ e } acoplados.
Para isso, consideramos um sistema em (1 + 1) dimensdes do espago-tempo, com a assinatura
da métrica dada por diag(+, —) e descrito pela densidade Lagrangiana [49]

1 1

em que V(¢,y) é a densidade de energia potencial do modelo. Aqui, utilizamos a mesma
nomenclatura do capitulo anterior e, portanto, denominamos essa fun¢do simplesmente como
potencial. Este é o termo que dita as auto-interagdes dos campos e como ¢ (x,7) e x(x,t) sdo
acoplados.

As equagdes de movimento sao calculadas a partir da equacdo de Euler-Lagrange associada
a cada campo, definidas na equagdo (2.8). Assim, obtemos como resultado

oty =—Vj, (3.2a)

que para o caso estatico sao reduzidas a
0" =Vp, (3.3a)
x = 7% (3.3b)

Como o unico termo de acoplamento entre os campos presente nessa teoria depende do poten-
cial, se este for separado na soma V(¢,x) = Vi(¢)+ Va(x), as equagdes de movimento serdo
desacopladas e, como consequéncia, teremos a descri¢do de dois modelos de um tinico campo.
Portanto, € essencial para a investigacao de novos resultados fisicos que o potencial seja aco-
plado. Assumimos também que V (¢, x) é uma fungio ndo-negativa cujos minimos globais sdo
pares ordenados (¢;, ;) no espago dos campos, que satisfazem a relagdo V(¢;, x;) = 0. Fisamos
que, assim como mencionamos no capitulo anterior, supor que o menor valor do potencial é
zero ndo faz a teoria perder generalidade. Nessa descricao, dois minimos globais do potencial
(¢i,xi) e (¢}, xj) definem um setor topolégico.

Devido a invaridncia translacional presente na teoria, é possivel definir um tensor energia-
momento conservado a partir da equacgdo (2.14). Para o modelo analisado, este é dado por

THY =" ¢dv o+  xdvy —n*VL. (3.4)
Nesse caso, as componentes desse tensor sao
1., 1 1 1
TOO — 5 24240 Zg/2 4 —q20 D02 '
P=50"+ 0 "X V(9. %), (3.5a)
1., 1 1 1
TH: —Zh2 2 T2 02 )
O =507+ 50 "+ X+ "=V %), (3.5b)
T=T%"=—¢¢'— 3’ (3.5¢)

31
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onde a igualdade dos termos T'0 e 79! reflete a preservagio da simetria de Lorentz da teoria.

Para estabelecer o formalismo de Bogomol’nyi, utilizamos a metodologia padrdo: Rees-
crever o funcional de energia com o objetivo de encontrar um limite inferior topolégico para
o mesmo, sendo este saturado quando as solugdes estdticas satisfazem as equacdes de Bogo-
mol’nyi e o potencial for escrito de maneira particular. Para esse fim, introduzimos a fungdo
auxiliar W(¢, x) de tal forma que

—+oo
E= / dxp, (3.6a)

I, . . 1 2 1 2 1 1 dw
P (@) LW e (vt )24 e

Nesse caso, para minimizarmos a energia precisamos que as solugdes sejam estaticas (¢ = ¥ =
0) e as relagdes abaixo garantidas

1 1
V(9,2) = 3Wg +5Wy, (3.72)
o' = £W,, (3.7b)
X =W, (3.7¢)

Para essa escolha de V (¢, x) é possivel constatar que as equagdes de primeira ordem satisfazem
as equacOes de movimento se, € somente se, Wy, = Wy, condi¢do atendida sempre que a
funcdo W(¢,x) possuir segunda derivada bem definida. Além disso, é importante perceber
que as relagdes (3.7) satisfazem a condi¢do de estresse nulo (o = 0) para solugdes estdticas
e, consequentemente, a imposi¢ao feita pelo teorema de Derrick de que Eg = Ep. Também ¢é
valido destacar que os sinais nas equacdes de primeira ordem para ¢ e ¥ devem ser iguais [36],
para que seja possivel realizar o formalismo de primeira ordem. Caso contréario, ndo seria
possivel construir o termo dW /dx, essencial para estabelecer o cardter topoldgico da energia de
Bogomol’nyi.
Portanto, a energia das solu¢cdes BPS serd simplesmente

Ep = [W(9(), x(>)) =W(9(—o0), x (=)l (3.8)

Assim, como encontrado para modelos de um campo escalar real, temos que a energia das solu-
¢oes BPS depende apenas do comportamento assintético da fungdo W (¢, x) e ndo do compor-
tamento local dos campos. Observe que, ao escrever o potencial como mostrado em (3.7a), esta
funcgado € necessariamente ndo-negativa e os seus minimos globais sdo calculados ao resolver o
sistema de equagoes Wy =0e W, =0.

Ao compararmos modelos de dois campos escalares reais a modelos com um unico campo
escalar real, observamos que a complexidade na obtencao de solucdes topoldgicas para as equa-
coes de movimento aumenta significativamente. Isso se deve a substitui¢io de uma equagdo
diferencial ordindria de segunda ordem (2.28) por um sistema de duas equacgdes diferenciais
ordindrias acopladas de segunda ordem (3.3). Como nio existe na literatura uma maneira es-
truturada e genérica para resolver esse tipo de sistema analiticamente, é evidente que esforcos
foram direcionados ao desenvolvimento de metodologias capazes de encontrar a0 menos algu-
mas solucdes para esse problema.

Nesse contexto, no fim dos anos 70, R. Rajaraman apresentou uma abordagem sistemética
para obter solucdes das equacdes de movimento em modelos com dois campos escalares reais
acoplados [50]. Embora o método desenvolvido por ele possa ser aplicado a qualquer modelo
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de dois campos escalares reais em (1 + 1) dimensdes, ele serd ttil apenas em alguns casos e,
mesmo quando funcionar, permitird a obtencao de apenas algumas das solucdes das equacdes
de movimento. O método baseia-se na selecdo de um setor topoldgico, a partir do qual se
supde uma 6rbita F(¢,x) = 0, que conecta os minimos globais do potencial que definem esse
setor e satisfaz a equacdo de movimento. Essa Orbita € utilizada para desacoplar as equagdes
de movimento, facilitando assim a resolu¢do do problema. Caso a orbita escolhida falhe em
conectar os minimos globais do potencial ou nao satisfaga a equacdo de movimento dos campos,
devemos escolher uma nova 6rbita e repetir o método. Por essa razdo, o método ficou conhecido
como método das orbitas tentativas.

Posteriormente em [51], os autores apresentaram uma forma de aplicacdo do método desen-
volvido por Rajaraman as equacdes de primeira ordem, obtendo com isso solu¢gdes BPS para o
modelo. Nessa se¢do desenvolvemos a metolodologia aplicada as equagdes de primeira ordem
e suas consequéncias

3.1 Método das orbitas tentativas

Seja uma teoria de dois campos escalares reais, ¢ e y, definidos em (1 + 1) dimensdes
espago-temporais com métrica de Minkowski de assinatura (+, —). Supomos que esse modelo
admite formalismo de primeira ordem e, por conta disso, o potencial pode ser escrito como
mostrado na equacdo (3.7a). Para a aplicacao do método das Orbitas tentativas devemos seguir
3 etapas:

* Primeiramente, € necessdria a escolha do setor topoldgico a ser investigado. Isso € feito
definindo os pares (¢;, xi) € (¢, x;) de minimos globais do potencial. Com isso, estamos
buscando por solu¢des que interpolem entre esses valores.

* Posteriormente, é necessario selecionar uma 6rbita F (¢, x) = 0, que conecte 0s minimos
que definem o setor topoldgico escolhido. Ou seja, uma 6rbita que satisfaga F (¢, i) =
F(¢;,x;) = 0. Na expressdo da orbita, adicionamos alguns pardmetros reais que servem
para ajustd-la ao setor topolégico definido.

* Por fim, é testada a correspondéncia entre a drbita selecionada F (¢, x) e as equagdes de
primeira ordem (3.7b, 3.7c). Para avaliar essa relacdo, devemos diferenciar F (¢, x) com
respeito a x, obtendo

Fy¢'+Fx' =0, (3.9
e entdo substituir as equacdes de primeira-ordem na expressao acima, resultando em
FoWy + F, W), =0. (3.10)

Entdo, comparamos o resultado acima com a equagio que define a 6rbita F(¢,x) =0e
vemos se € possivel estabelecer uma correlagdo entre elas, ou seja, se € possivel ajustar os
parametros para que essas relacdes sejam correspondentes. Caso seja possivel, utilizamos
F (¢, ) para desacoplar as equagdes de primeira ordem e resolver o sistema de equagdes
diferenciais. Caso ndo seja, devemos supor uma nova orbita e repetir as etapas deste
método.

Como exemplo, aplicamos a metodologia desenvolvida acima a um modelo conhecido.
Consideramos a fungdo auxiliar W(¢, x) como sendo [52,53]

W(¢>,x>=¢—§¢3—r¢x2. (3.11)
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Devido a referéncia [53], esse modelo ficou conhecido como modelo BNRT (Bazeia-Nascimento-
Ribeiro-Toledo). O parametro real r € responsavel por modular a intensidade do acoplamento
entre 0s campos e por esse motivo, ndo consideramos o caso em que r = 0. Dessa forma, o
potencial (3.7a) é reescrito como

V(g,x) == (1— 02— rx?) + 22022, (3.12)

N =

cujos minimos sdo (+1,0) para r < 0, ou (£1,0) e (0,£1/+/r) caso r > 0, como mostrado na
figura 3.1.

— 0.6
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0.4
0.2
-1
0.1
-2 0
-3 1 0 1 3
¢
— 0.6
B 0.5
1
0.4
=0 0.3
0.2
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0.1
5 0
3 -1 0 1 3

@

Figura 3.1 Potencial do modelo BNRT (3.12) para r = —1 (painel de cima) e » = 1 (potencial de baixo).

Daqui em diante, vamos considerar apenas os casos em que r > 0. Para essa escolha temos a
presenca de 6 setores topoldgicos na teoria, sendo um setor nao-BPS de energia nula conectando
os minimos (0,—1/+/r) e (0,1//r), um setor BPS de energia 4/3 conectando (—1,0) e (1,0) e
4 setores BPS de energia 2/3 conectando os demais minimos. O motivo para o setor topol4gico
(0,—1/+/r) <+ (0,1/4/r) ser ndo-BPS ficara claro na préxima se¢do 3.2, onde apresentamos o
método do fator integrante.

As equacdes de primeira ordem (3.7b) e (3.7¢) adquirem respectivamente a forma

o' =+(1—-9>—rx?), (3.13a)
X =F2rox. (3.13b)
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Para a aplicacdo do método das drbitas tentativas, devemos primeiramente determinar um setor
topoldgico a ser analisado. Escolhemos aquele definido pelos minimos (—1,0) e (1,0). Em
seguida, selecionamos como possivel érbita a relacio

ap®+by>+1=0, (3.14)

em que a e b sdo parametros reais. Essa Orbita pode representar no espaco de campos uma
circunferéncia, uma elipse, uma hipérbole ou ainda resultar em solu¢cdes complexas, a depender
da escolha dos pardmetros. Para que essa Orbita contenha os minimos (£1,0), substituimos
esses valores na equagdo (3.14) e encontramos que a deve ser igual a —1. Agora, devemos
substituir Wy e Wy na expressio (3.10), obtendo apds algumas manipulagdes algébricas

—¢2+r2b— 1> +1=0. (3.15)

Comparando a expressdo acima com a relagdo (3.14), encontramos que b = r/(2r —1). Por-
tanto, para que exista uma correspondéncia entre as equagdes de primeira ordem e a Orbita, esta
deve obedecer

’
0>+ x> =1, (3.16)

1-2r
conectando os minimos (+1,0) se, e somente se, 0 < r < 1/2. Caso r seja nulo, a érbita
resultard em duas retas verticais, uma em ¢ = 1 e outra em ¢ = —1. Por outro lado, caso r

assuma um valor diferente dos citados acima, a 6rbita serd hiperbdlica com vértices localizados
em (£1,0), e por conta disso ndo conectard os minimos do potencial.

A Orbita (3.16) nos permite desacoplar as equacgdes de primeira ordem, e entdo buscar por
solugdes analiticas para os campos. Substituindo (3.16) na equagado de primeira ordem (3.13a),
obtemos que

¢ =22r (1 —¢?), (3.17)

onde esta equagdo corresponde 2 equacdo de primeira ordem para o modelo A¢* (2.52), ao
considerarmos A = 2r e v = 1. Portanto, sua solucéo é

¢(x) = £tanh (2r (x —xp)), (3.18)

e lembramos que xp € uma constante de integracdo. Logo, substituindo esse resultado na equa-
cdo (3.16), obtemos

x(x) =+ " sech (2r (x — x0)). (3.19)

As solucdes desse modelo foram representadas na figura 3.2, tomando o sinal positivo e ava-
liando diferentes valores de r. Consideramos em todos os casos xo = 0, ja que este parametro
realiza apenas uma translacao horizontal nas solugdes.

Vale a pena destacar que, apesar da solugdo y (x) interpolar entre valores iguais e, por conta
disso, apresentar um comportamento tipo lump, o par de solucdes (¢ (x),x(x)) é topoldgico,
ja que este conecta minimos diferentes do potencial. O comportamento ndo-monotonico de
x(x) ja poderia ser previsto quando os minimos (41,0) foram escolhidos, uma vez que eles
estdo associados a um mesmo valor de . Além disso, é possivel perceber que quando r — 1/2
a solugdo y(x) tende a uma constante e, desse forma, a érbita eliptica é degenerada em uma
Orbita reta.

Podemos ainda buscar por solucdes em outros setores topolégicos do sistema, como aqueles
definidos pelos minimos (£1,0) e (0,41/+/r). Nesse caso, uma escolha conveniente para a
6rbita é ry> = 14 ¢, onde o sinal de ¢ estd relacionado ao setor topoldgico sob anlise [51].

r
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#(x)

-15 0 15

—r =02
—r =03

0
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z

Figura 3.2 Solugdes ¢ (x) (3.18) e x(x) (3.19) do modelo BNRT para diversos valores de r, com xo = 0.

O sinal positivo estd associado aos setores topoldgicos (—1,0) <+ (0,41/4/r), enquanto o sinal
negativo € referente aos setores (1,0) «<» (0,%+1//r).

Seguimos a metodologia desenvolvida até aqui e substituimos Wy e Wy na relag@o (3.10).
Ap6s algumas manipulagdes, percebemos que

rx?=1-¢>+dr’ x> (3.20)
Substituindo na equagdo acima a expressao da orbita, obtemos que
¢ (1+£¢—4x*) =0, (3.21)

onde a correspondéncia entre a Orbita escolhida e as equagdes de primeira ordem ocorre apenas
quando r = 1/4. Logo, a equagio para a érbita ¢ x> =4 (1< ¢) e ao ser substituida na equagio
de primeira ordem (3.13a), temos que

o' =F9(1+9). (3.22)

Encontramos como solug@o
1

¢(X) = —:Fl +e:l:(x_x0))

em que o par de sinais associados a exponencial advém do par de sinais fora do parénteses
na expressao (3.22). Para representar a soluc@o ¢ (x) como aparece na literatura, utilizamos a

relacdo
: . 1 Ftanh : 3.24
feiag — o [ Flanh {5 =x0) ). (3.24)

(3.23)
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Nessa caso, as solugdes para o campo ¢ sdo [36]

1 1
bz =F5 (1 Ftanh (5 (x—x0)>) . (3.25)

onde os sinais devem ser escolhidos cuidadosamente, baseados no setor topolégico analisado e
no comportamento de kink ou anti-kink. Substituindo o resultado acima na expressdo da orbita,
encontramos que a soluc@o  (x) deve ser tal que

X+ ::I:\/Z (I:I:tanh (% (x—xo))). (3.26)

Diante do exposto acima, fica evidente que o método das orbitas tentativas € util para de-
sacoplar as equacdes de primeira ordem e buscar por solucdes em setores topoldgicos determi-
nados. Porém, esse método fundamenta-se em uma hipétese preliminar para a forma da 6rbita
F(¢,x) e, por conta disso, sua aplicabilidade se torna limitada em sistemas mais complexos
cujas orbitas diferem das configuracdes mais simples, como circunferéncias, elipses ou arcos
de pardbola. Nessas condicdes, o método perde eficdcia, tornando necessdria a elaboracdo de
uma abordagem mais geral para a obten¢do de solucdes para esse tipo de sistema. Por isso, na
préxima secdo, apresentamos o método do fator integrante.

3.2 Método do fator integrante

O método do fator integrante € utilizado, no contexto de modelos de dois campos escalares
reais, para obter o conjunto mais geral de solugdes para as equacdes de Bogomol'nyi [54]. A
partir da aplicacdo desse método, somos capazes de construir uma familia de érbitas compativel
com o modelo analisado, sendo desnecessdria a suposic¢ao de orbitas, etapa fundamental para o
método das Orbitas tentativas. Devido a isso, este ¢ um método eficaz quando nos propomos a
resolver problemas cujas Orbitas ndo sdo curvas simples. Apesar das vantagens do método, nem
sempre € possivel obter o fator integrante analiticamente [22], fato que compromete a utilizagao
do mesmo de forma genérica.

Para a aplicagdo do método, partiremos das equacdes de Bogomol’nyi (3.7b) e (3.7¢), e as
reescreveremos eliminando a dependéncia em x. Dessa forma

Wyd¢ —Wydy = 0. (3.27)

O método do fator integrante consiste em multiplicar a equacdo acima por uma funcao arbitra-
ria I(¢, ), denominada fator integrante, a fim de transforma-la em uma diferencial exata [22].
Nesse caso, uma condic@o necessdria e suficiente para que 1(¢, ) seja fator integrante da equa-
cdo acima € que este obedeca a relacdo [55]

d d
— (Wyl) = ——
0 X ( X ) 0 0 (
A partir da defini¢do do fator integrante, podemos construir uma 6rbita geral Z(¢,x) = 0, tal
que esta resolva a equagdo (3.27). Para isso, a 6rbita deve obedecer as relacdes

Wyl). (3.28)

0Z
3 = Wil (3.292)
9z _ —W,l. (3.29b)

X
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Para entender melhor o funcionamento deste método, o aplicamos no ja definido modelo
BNRT (3.11). Para isso, reescrevemos as equagdes de primeira ordem obtidas em (3.13), elimi-
nando a dependéncia de x

2rdxdd + (1—¢* —rx?)dy =0, (3.30)

onde para definirmos o fator integrante, utilizamos relagao (3.28). Com o objetivo de simplificar
os célculos, supomos que / € uma funcdo que depende apenas de um dos campos. Reiteramos
que esta € uma fun¢do que pode depender dos dois campos, mas para o modelo BNRT esta é
uma simplificacdo bastante ttil. Dessa forma, supomos que (9, ) = I(x), logo

(r+1)I+rxl, =0, (3.31)
que pode ser reescrita como
dl 1d
a__rtax (3.32)
1 rox

Integrando a relag@o acima, obtemos como fator integrante
I(x)=Cix ", (3.33)

onde C € uma constante de integracdo, que consideramos como C; = 1. Agora, para definirmos
a orbita, utilizamos a equagao (3.29a)

Zy=2r¢x V", (3.34)

em que o subindice associado a dérbita representa uma derivada parcial com relacdo a varidvel
do subindice. Integrando a relacdo acima, obtemos que

Z(9,x) =ro*x V" +F(x), (3.35)

onde F()) é uma constante de integragdo e Z(¢, x) é a expressdo geral para a orbita. Perceba
que, para determinarmos completamente a érbita precisamos definir a func¢do F (). Para isso,
derivamos a expressao acima com relagdo

Zy=—¢*x VL Fy (3.36)
Agora, calculamos Z,, a partir da equagao (3.29b)
ZX:_(p x—(r+1)/r_+_x—(r+l)/r_r%(r—l)/r' (337)
Dessa forma, ao comparar a expressao acima com a equagao (3.36), obtemos que
Fy = X—(r+l)/r _ r%(r—l)/r' (3.38)

Portanto, integrando a relagdo acima com relag@o a ¥ conseguimos a expressao para a funcio

F(x) e _rxfl/r_ 2r_ lx(erl)/r_i_C’ (3.39)

onde C € uma constante de integracdo. Por fim, obtemos que a drbita mais geral para o modelo
BNRT (3.35) é dada por

—Viryc=o. (3.40)

Z(9.x)=re’x =g -
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Rearranjando os termos acima e redefinindo a constante de integragdo, obtemos como expressao
final para a orbita

.
02 = 1+ﬁx2+cx‘/’. (3.41)

Perceba que as 6rbitas que supomos ao desenvolver o método das Orbitas tentativas sdao
casos particulares da 6rbita geral obtida a partir do método do fator integrante. A expressao
acima também evidencia o fato do setor (0,1/4/r) +» (0,—1/4/r) ser ndo-BPS, ji que ndo
existe valor para os parametros r € C que forneca uma Orbita que conecte esses minimos. Na
figura 3.3 ilustramos algumas 6rbitas para r = 1/4. A partir dela, percebemos que a contante
de integragdo C controla a forma da 6rbita. Particularmente para C = 1/16, temos 6rbitas nos
setores (+1,0) «» (0,£1/4/r), assim como haviamos encontrado na subseg¢do anterior. Vale

ressaltar que quando C — —oo a 6rbita € degenerada em uma linha reta, conectando os minimos
(£1,0).

—C =0.0625
2/—C=0
c=-1
—C=-5
—C =100

Figura 3.3 Orbitas do modelo BNRT (3.41) para diferentes valores de C, em todas as curvas considera-
mos r=1/4.

3.3 Constricao Geométrica

O acoplamento realizado a partir da fung@o potencial V (¢, ) ndo € a tinica maneira para
estabelecer uma interacdo entre os campos ¢ € ¥. Uma alternativa consiste na introducio da
func@o f(x) no termo cinemdtico do campo ¢, sendo esta responsédvel por um novo acopla-
mento entre os campos [13, 14,56-58]. Nesse contexto, € possivel a investigacdo de modelos
em que o potencial é separado na soma V(¢,x) = Vi(¢) + Va(x), situacdo que desacopla os
campos nos modelos discutidos até aqui. Além disso, devido a alterac@o que a fungio f(y) rea-
liza na dindmica do campo @, este podera sofrer modifica¢Oes tanto na estrutura interna de suas
solucdes [56,57], quanto em seus valores assintéticos [13, 14], a depender de como a fungado
f(x) é definida.

A densidade Lagrangiana que descreve essa possibilidade € dada por

1

onde a func@o f(y) deve ser ndo negativa, restricdo que serd justificada posteriormente. Se
considerarmos f () = 1, retornamos a situagdo usual (3.1). A equagio de movimento associada
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a esse modelo € obtida a partir das equacdes de Euler-Lagrange, definidas na equacdo (2.8).
Dessa forma, obtemos

A (f(x)9"¢)+Vy =0, (3.432)
1
0" X +Vy = 5 fx9u 90" =0, (3.43b)
que, no caso estdtico, sdo reduzidas a
d
- (F009') =V, (3.44a)
X' - %fxtb’z =Vy. (3.44b)

Devido a invariancia translacional do modelo, podemos definir um tensor energia-momento
conservado, a partir da equagdo (2.14). Nesse caso, obtemos

" = f(x)0* 93" + " xd " x —n*VL. (3.45)

Considerando o caso estdtico, as tinicas componentes nao nulas desse tensor sdo a densidade de
energia e o estresse, definidos respectivamente como

1 1
T%=p =109 +527+V(9.%), (3.462)

I I
' =0=2f(09" + 327 ~V(9.%). (3.46b)

A restri¢do de ndo negatividade imposta sobre a fung¢do f(x) deve ser tomada para assegurar
que a energia das solugdes seja ndo negativa e, portanto, bem definida. Para implementar o for-
malismo de primeira ordem seguimos o expediente usual, sendo necessdria a adicdo da fungdo
auxiliar W(¢, ) a densidade de energia, de tal forma que

2
p:@((p#%)aéuﬁwx)u(V-%%—%Wf)i‘%, (3.47a)
E>Ep=[W(¢(x),x()) =W (§(=o), x(—=))|- (3.47b)

Para garantirmos que o limite inferior Ep seja atingido, devemos assegurar que
o' = :l:ﬂ, (3.48a)
)
X' =EWy, (3.48b)
2
V(9. x) = %% %Wf, (3.48¢)

onde novamente os sinais das equacdes de Bogomol'nyi devem concordar, para que seja pos-
sivel estabelecer um vinculo topolégico para a energia. As equagdes de primeira ordem acima
satisfazem as equagdes de movimento (3.44) sempre que Wy, = Wy4. Apesar do aparecimento
da funcdo f()x) na equagdo de primeira ordem e na expressao do potencial, a energia da solugdo
dependerd apenas dos valores assint6ticos dos campos. Dessa forma, se ndo houver alteragcdo
desses valores, a energia da solucdo nao serd alterada. Note que, para configuragdes que satis-
fazem as equagdes de primeira ordem o estresse € nulo (o = 0), condi¢do necessdria para que
as solucdes sejam estdveis por reescala [56].
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A partir da equag@o de primeira ordem (3.48a) percebemos que, caso a fungdo f(x(x)) seja
assintoticamente igual a 1, o comportamento assintético da fungdo ¢ (x) serd preservado. Nessa
situacdo, ndo existem modificacdes importantes nas caudas da solu¢do e, consequentemente, a
energia das solucdes BPS € preservada [57]. Caso contrario, haverdo mudancas no comporta-
mento assintético da solugdo e, devido a isso, haverd alteragdo na energia da solugdo [13, 14].

Este modelo torna-se particularmente interessante quando consideramos o caso em que a
funcéo auxiliar pode ser separada na soma W (@, x) = Wi (@) + Wa (). Nesse contexto a equa-
cdo de primeira ordem para o campo ) torna-se independente do campo ¢, podendo entdo ser
resolvida como uma equagao de primeira ordem para modelos de um tinico campo, desenvolvi-
dos no capitulo 2. Agora, esta solu¢do, denominada ), altera o comportamento do campo ¢ a
partir da func@o f(x). A equacdo (3.48a) pode ser rearranjada como

dé dx
@ _ 4 x 3.49
Wo (%) G4
cuja solugdo serd ¢; = ¢(€(x)), em que
d
£(x) = /—f(;s)’ (3.50)

que responderd como um vinculo geométrico imposto pelo campo ) sobre o campo ¢ e, por
conta disso, denominamos f()) como funcdo de constri¢do geométrica. Portanto, é possivel
reescrever a equagdo de primeira ordem (3.48a) em fungdo da nova varidvel de constri¢do €(x)
como

do

— =W, 3.51
de P ( )

sendo essa a equagdo de primeira ordem correspondente a uma teoria usual de um tinico campo,
porém em um espago parametrizado pela varidvel £(x). As novas estruturas que emergem nos
modelos dessa classe s6 sdo evidentes quando retornamos a varidvel X, sendo uma consequéncia
direta da inser¢do do kink em um espaco com geometria distinta [36]. Porém, um questiona-
mento que pode surgir a partir disso €é: se substituimos a solucdo ), da equacdo de primeira
ordem na fungéo de constri¢do, obtendo f(x;(x)), seria possivel emular os resultados da cons-
triciio geométrica a partir da inclusdo de uma fun¢do f(x) na densidade Lagrangiana, sem a
necessidade de inclusdo de um segundo campo na teoria? A resposta € ndo, visto que, in-
cluir um segundo campo escalar real nos permite realizar a constri¢do geométrica sem quebrar
a simetria translacional do modelo, o que seria por constru¢do impossivel com a inclusiao de
£(x) [60].

A escolha feita para a funcdo auxiliar também nos permite escrever a densidade de energia

como
2

W¢ 2
P(¢7%):m+wx=P1(¢,X)+P2(X)- (3.52)

Dessa maneira, qualquer novo comportamento que possa surgir na densidade de energia deve
vir exclusivamente do termo p;. Portanto, ao discutirmos modelos especificos, concentraremos
a analise da densidade de energia unicamente nesse termo.

3.3.1 Modelo4 -4

Para exemplificar o que foi exposto até aqui e entender o papel das fungdes e parametros
dessa teoria, desenvolvemos o primeiro modelo discutido na referéncia [56]. Nele, definimos
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f(x) =1/x? e tomamos a fungio auxiliar como

1 1
W(g.x) =939 +ax—zox’, (3.53)

onde o é um pardmetro real. Como esta funcdo auxiliar une os modelos ¢* ¢ ¥*, denominamos
este de modelo 4 —4. A partir dessa subsecdo seguimos essa logica na nomeagdo de modelos,
em que a informagdo a esquerda diz respeito a parte ¢ do modelo analisado, enquanto aquela a
direita representa a parcela ¥ do mesmo modelo. O potencial (3.48c) pode ser reescrito como

V(¢,x):%x2(1—¢2)2+%a2(1—x2)2. (3.54)
Os minimos globais do potencial sdo definidos pelos pares ordenados (¢ = +1,y+ = £1).
Dessa forma, como solucdes topoldgicas de interesse devem interpolar entre esses minimos,
podemos calcular a energia das solu¢des BPS como Ep = 4(1 + a)/3. Perceba que, como
f(x(x — +o0)) = 1, a funcdo de constri¢do ndo interfere no limite assintético da solugdo ¢ (x)
e, consequentemente, ndo modifica a energia do modelo. Vale ainda lembrar que, como essas
solucdes sao de minima energia, elas também sdo necessariamente estaveis.
A equagdo de primeira ordem para o campo y (3.48b) toma a forma

X ==za(l —xz) , (3.55)

sendo esta andloga a equagio de primeira ordem para o modelo A ¢*, definida em (2.52), con-
siderando A = o e v = 1. Portanto, utilizando o sinal positivo a solu¢do é simplesmente
Xs = tanh (a(x —xp)), em que a constante de integracdo xop é um pardmetro real que identi-
fica a posi¢do onde x; = 0, e 1/|c| é proporcional a largura da solu¢do. Substituindo y na

equacgao de primeira ordem para ¢ (3.48a), e tomando o sinal positivo, obtemos

¢’ = tanh? (ot(x —x0)) (1 — ¢?). (3.56)

Assim como mencionado ao expor a metodologia para modelos com constricdo geométrica,
podemos definir uma nova varidvel

e(x) = /dxtanh2 (a(x—xp)) =€ +x—xp— étanh(a(x—xo)), (3.57)

de tal forma que a solucdo para a equacao diferencial (3.56) é
¢(x) =tanh (g(x)). (3.58)

Para evitar confus@o com a quantidade de parametros, consideramos primeiramente a cons-
tante de integracdo & nula. Na figura 3.4, retratamos o comportamento da solugio ¢(x) com
relacdo aos pardmetros xg € o.

Observamos um perfil de duplo kink na solucdo, similar aquele encontrado experimental-
mente em [59]. Percebemos que, a formacdo do platd ocorre na posi¢do em que o termo 1/f(x)
€ nulo, caracteristica realcada quando analisamos a variagdo dessa posi¢do com relacio ao pa-
rametro xo. A formacao dessa estrutura interna torna-se envidente quando investigamos a equa-
¢d0 (3.56), jd que na posi¢do em que 1/f(x) é nulo, ¢’ = 0 e na vizinhanga desse ponto ¢’
é pequeno. Porém, reforcamos que esse platd ndo se comporta como um degrau, jd que ¢ é
efetivamente nulo em apenas um ponto desta regiao.
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Figura 3.4 Solugdo ¢ (x) (3.58), para diversos valores de xy e . No painel de cima consideramos o = 1
e no de baixo xo = 0.

Outra caracteristica importante emerge quando analisamos a dependéncia da solu¢cdo com
relag@o ao parametro o, uma vez que a medida que o aumenta, a largura do platd diminui. Esse
comportamento ocorre porque um aumento em & reduz a largura de x,(x), o que implica em
uma variagao mais rapida da solug@o nessa regiao.

Como mencionado anteriormente, quando analisamos a densidade de energia, demos desta-
que apenas ao termo pq (¢, x ) definido na equagio (3.52). Para o modelo analisado, p; € escrito
como

p1(x) = tanh? (a(x —xo)) sech* (e(x)), (3.59)

e seu comportamento estd representado na figura 3.5. Com isso, percebemos que a ja discutida
relac@o entre os parametros & € xp, € a solucao € realcada. Além disso, nota-se o aparecimento
de dois picos na densidade de energia, situacio contrastante aos picos tinicos apresentados nos
modelos discutidos na se¢io 2.3. Isso ocorre porque nas posi¢des em que existe um platdé ¢’ =0
e, consequentemente, a densidade de energia é nula na mesma posi¢do. Portanto, como pj(x)
também € nulo assintoticamente e o seu comportamento € ndo-trivial, deve existir dois picos na
func@o p;(x), ndo necessariamente simétricos.

A partir daqui, avaliamos o papel que a constante de integracdo &y exerce sobre a solucéo e,
consequentemente, sobre o termo p; da densidade de energia. Para isso, representamos ¢ (x) e
p1 na figura 3.6, onde consideramos xp = 0 em todos os casos.

Percebemos entao que o parametro &, atua induzindo uma importante assimetria na solugao
do campo ¢, transladando verticalmente o platd para cima (ou para baixo, caso & < 0) e, em
virtude disso, destruindo a simetria com relacdo a origem que a solucido possuia [57]. Como
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Figura 3.5 Densidade de energia p;(x) (3.59) para diferentes valores de xo e . No painel de cima
tomamos & = 1 e no de baixo xg = 0.

consequéncia, notamos uma modificacio na altura dos picos presentes no termo p; da densidade
de energia. Sendo herdado por essa fungdo o mesmo perfil assimétrico com relagao a origem
presente na solugio.

Caso considerassemos &y negativo, o comportamento seria invertido e o pico a direita au-
mentaria, enquanto aquele a esquerda diminuiria. E importante perceber que a constante de
integracdo & ndo influencia ¢ (x) e p;(x) de forma similar ao pardmetro xp por ndo contribuir
da mesma maneira para o termo x e para o argumento da tangente hiperbdlica presentes na
expressdo (3.57) para £(x).

A partir da andlise desenvolvida até aqui, percebemos que modificar a largura e posi¢do dos
platds € apenas uma questao de definir as fungdes f(x) e W(¢, ), e os parimetros ¢, xq € & de
maneira conveniente. Vimos ainda a possibilidade de indugdo de assimetria na soluc@o, a partir
da atuacdo do parametro &.

Além disso, também € possivel construir um modelo que suporte miiltiplos platds, bastando
para isso que a fungdo 1/f(xs(x)) escolhida seja nula em mais de um valor finito de x. Como
exemplo, propomos a fun¢do de constri¢cdo definida por

1
(v2—x2)*

f(x)= (3.60)

onde v € um parametro real. Consideramos também a fung¢ao auxiliar do modelo 4 — 4. Devido
a isso, a solugdo para o campo y €, como ja calculamos, y(x) = tanh (@ (x —xp)). Entdo, ao
substituir esta solugdo e a funcio de constricio geométrica na equagdo de primeira ordem para
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Figura 3.6 Solugio ¢(x) (3.58) e densidade de energia p;(¢,x) (3.59) para diferentes valores de &.
Tomamos xp =0e o =0.4.

o campo ¢ (3.48a) e considerar o sinal positivo, obtemos que

¢' = (v —tanh? (&t (x—x0)))” (1 — ¢2). (3.61)

A solugdo da equacao diferencial acima €

¢(x) =tanh(e(x)), (3.62)

em que a nova varidvel € calculada como

e(x)=gy+ (V> — 1)2(x —X0) — % [(tanh (et(x — xp))) (3 — 6V +tanh? (ar(x — x0)))] . (3.63)

O termo p; da densidade de energia € calculado a partir da expressao (3.52). Logo

p1(x) = (v* —tanh® (o (x — xo))) sech? (g(x)). (3.64)

Como ja avaliamos a influéncia dos parametros «, xo € &, apresentamos na figura 3.7 o
comportamento da solucé@o ¢ (x) e do termo p1(x) apenas com relagdo a variagido do parametro
V.

Percebemos que o comportamento dessas fungdes pode ser dividido em 4 sintuagdes, carac-
terizadas pelo valor que o parimetro v assume. Quando v =0, a fungio 1/f(x,) = tanh* (o (x —xg))
¢ nula apenas quando x = xq. Por conta disso, aparece um tnico platd na solugdo ¢ (x) e, por
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Figura 3.7 Solugao ¢ (x) (3.62) e p;(x) (3.64) para diferentes valores de v. Utilizamos xo =0, @ = 0.4
e &.

consequéncia, p1(x) apresenta dois picos. Quando 0 < |v| < 1, a fung¢@o 1/ f(xs) € nula quando
Xs = £V e, devido a isso, a solugdo do campo ¢ apresenta dois platds. Logo, a fungdo pi(x)
apresenta trés picos, sendo a justificativa para o seu aparecimento andloga aquela que demos
para o aparecimento de dois picos. Por outro lado, quando |v| > 1 ndo existe valor que a solu-
¢@o ) possa assumir que torne nula a fungio 1/f(x;), portanto, a solu¢éo do campo ¢ nio exibe
platd. Assim como ndo existe a formacao de platd quando |v| = 1, jd que a fungdo 1/f(x;) é
nula apenas assintoticamente. Por conta disso, a solucdo do campo y modifica de maneira im-
portante apenas as caudas da soluc¢@o ¢ (x). Nos dois casos em que ndo existe a formagio de
platd, a fungdo p; apresenta apenas um pico.

No préximo capitulo exploramos algumas das possibilidades desenvolvidas e analisadas
nas referéncias [13, 14]. Em especial, demos énfase a constri¢do geométrica em modelos com
func¢do auxiliar acoplada e modelos cuja constricao geométrica modifica os valores assint6ticos
da solucdo.



CAPITULO 4

Novos Resultados

4.1 Constricao geométrica em modelos de dois campos

Como consequéncia direta dos resultados desenvolvidos no artigo [56] e correlatos, resol-
vemos investigar como a fungio de constri¢do geométrica f()) pode influenciar a solucdo de
diferentes modelos, estendendo nossa andlise para casos onde a funcdo auxiliar é acoplada. Os
resultados dessa investigagdo foram apresentados no artigo [13] e discutimos aqui alguns dos
modelos explorados.

4.1.1 Modelo4 -6

Seguindo a nomenclatura que introduzimos no capitulo anterior, a funcdo auxiliar que de-
termina o modelo 4 — 6 € definida como

1 1 1
W(¢7X):¢—§¢3+§OCXZ—ZOCX4, 4.1)

onde o pardmetro & controla a intensidade do campo ). Dessa maneira, se tomarmos f(x) =
1/x2, o potencial (3.48c) pode ser reescrito como

1 1
V(¢,x)=§x2(1—¢2)2+5azxz(1—x2)2- (4.2)

Ao analisarmos os minimos globais do potencial, percebemos que ndo existem apenas 4 mini-
mos discretos (¢ = +1,x+ = +1), como no modelo 4 — 4 discutido na sec¢@o anterior. Existe
também uma linha continua de minimos em ¥ = 0 e ¢ arbitrario, que pode ser visualizada
claramente na figura 4.1. Em virtude disso, existe a possibilidade de encontrarmos solug¢des
topoldgicas nesse novo conjunto de minimos, enriquecendo o modelo analisado.

A equagdo de primeira ordem (3.48b) para o campo ), tomando o sinal positivo, € dada por

X =ax(1-2%), (4.3)

que é exatamente a equagdo de primeira ordem para o modelo 2¢® (2.61), se considerarmos
A = a e v = 1. Portanto, a solu¢ao para esse campo ¢é tal que

1
x(x) :j:\/i(l—i—tanh(oc(x—xo))), 4.4)
em que os sinais da equag¢do acima alteram o setor topoldgico da solucdo. Portanto, essa solu¢do

interpola entre os valores 0 <+ 1 para o sinal positivo e 0 <+ —1 para o sinal negativo. A equacao
de primeira ordem para o campo ¢ é, tomando o sinal positivo

¢ =x*(1-9%). (4.5)

47
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Figura 4.1 Potencial do modelo 4 — 6 (4.2), para @ = 1.

Como vimos anteriormente, a formagdo de estruturas internas na solu¢ao do campo ¢ ocorre
nas posi¢oes em que o termo 1/f(y) for nulo. Porém, quando consideramos a solugéo (4.4) e
a funcdo de constri¢cdo escolhida, percebemos que isso s6 ocorre quando x — —oo. Por isso, €
esperado que o campo y modifique significativamente a cauda esquerda da solugéo ¢(x). No
entanto, quando x — oo a fun¢do de constri¢do tende a 1, ou seja, o limite assint6tico da cauda
direita da solugdo € preservado. A solugdo ¢ (x) é tal que

¢ (x) = tanh (Zq (x)) (4.6)

onde a nova varidvel adquire a forma
1 1 1
Zo(x) = 5 (I +tanh(a(x—xp)))dx =g+ 7 | X0 + po In(cosh(a(x—xp))) |, (4.7)

em que & ¢ uma constante de integracdo. Independente do setor topoldgico em que ) (x) estd
definido, a solugd@o ¢(x) é sempre a mesma, consequéncia da escolha da fung¢do de constri¢ao.
As solugdes para esse modelo foram expostas na figura 4.2. Nao mostramos a influéncia do
parametro xg, J4 que este realiza apenas uma translagdo horizontal na solucgdo.

Como j4 era previsto, o campo ) exerce uma importante influéncia na cauda esquerda da
solucdo @ (x), fazendo com que esta assuma valores intermedidrios entre 1 e —1. Isso acontece
por conta do termo Zy(x), que assume o valor constante & —In(2)/(2a) quando x — —oo. Dessa
forma, se esse termo constante é negativo, ¢ (x — —oo) tenderd a um valor intermedidrio entre
—1 e 0, j4 se for positivo, a solugdo tendera a um valor entre 0 e 1, no mesmo intervalo. Porém,
se & =1n(2)/(2a), a solugdo ¢(x) interpolard entre 0 e 1, comportamento similar as solugdes
do modelo A¢°. Portanto, percebemos que os parimetros o e & atuam na assimetrizacio da
solucdo e na mudancga de seu valor assintético.

Um importante questionamento que pode surgir a partir desse comportamento é: Afinal, a
solucdo do campo ¢ ainda conecta minimos globais do potencial? Para o modelo analisado sim,
ja que quando y(x) — 0 o potencial tende a linha continua de minimos. Dessa forma, o campo
¢ pode assumir qualquer valor no limite em que x — —oo, que sua solucdo ainda conectard
minimos globais do potencial.

Poderiamos ainda incluir estrutura interna na solug@o ¢ (x), ou modificar a cauda direita da
mesma, bastando para isso escolher a fun¢éo f( ) de forma apropriada. Uma possibilidade estd
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1 —a =02

—a =04
a=1
—a =10

#(x)

10

-1
-10 0 10

Figura 4.2 Solug@o ¢(x) (4.6), para diversos valores de xg e &. No painel de cima tomamos & =x¢ =0,
e no de baixoxg =0e o =0.4.

na escolha

1
) =— (4.8)

2 bl
x> (1=2?)
cujo denominador torna-se nulo quando ¥ — £1 ou ¥y — 0. Dessa forma, € esperado que a

solug@o ¢ (x) tenha ambas as caudas modificadas pela influéncia do campo . O potencial para
essa escolha € dado por

1 2 2 1 2
V(g x)=52" (1-2°)" (1-9%) +5a’x* (1-%7)", (4.9)
que apresenta, por sua vez, trés linhas continuas de minimos: em ¥ = 0 e ¢ arbitrério, e em
X = £1 e ¢ arbitrario. A equagdo de primeira ordem para ¢ €
2
o' =x"(1-2%)"(1-9). (4.10)

Como ndo modificamos Wy, a solu¢do s serd a mesma do modelo anterior (4.4). Ao substituir
Xs na relacdo acima, encontramos que a solugdo para o campo ¢ €

¢(x) = tanh(gq (x)), (4.11)

onde a nova variavel é escrita como

tanh (ot (x —xp))

o (2 — tanh (@ (x —xp))). (4.12)

eq(x) =€+
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Novamente, & € uma constante de integracdo. Na figura 4.3 representamos as soluc¢des do
campo ¢ para alguns valores de o e &. Assim como haviamos previsto a partir da escolha da
funcio de constri¢do, a solugdo apresenta uma modificacdo significativa em suas duas caudas.
Essa mudanca apresenta um carater assimétrico com relacao a origem, que se traduz na funcao
€q(x) tender a valores constantes distintos e ndo simétricos quando x — Foo. Esses limites
assintéticos sdo controlados pelos pardmetros o e &, uma vez que €4 (x — o) =g+ 1/160
€ €q(x — —o0) = gy — 3/16a. Esse comportamento surge devido a soluc@o y; ser assimétrica
com relag@o a origem, como mencionamos na subse¢ao 2.3.2.

1

—a =02
—a =04
a=1
—a =10
@ o
= 0 —
-1
-10 0 10
x
1
—ep =
—ep = 0.3
€ = 06
—ep =09
Eo
<
-1
-10 0 10

Figura 4.3 Solugdo ¢(x) (4.11), para diversos valores de xg e a. No painel de cima tomamos g =xp =0,
e no de baixoxg=0e o = 0.4.

Perceba que ao escolher a constri¢dao (4.8), houve uma inten¢do de juntar modificagdes ao
modelo. Como vimos no exemplo anterior, o termo 1/ %2 modifica apenas a cauda esquerda da
soluc@o, ja o termo 1/ (1 — x2)2 modifica apenas a cauda direita da solucido e quando consi-
deramos a constricdo (4.8), esses efeitos sao somados. Portanto, podemos adicionar estruturas
internas ou modificar as caudas das solu¢des com bastante liberdade, bastando para isso unir ao
termo de constricao as modificagcdes desejadas. Porém, € evidente que essa composi¢cdo pode
facilmente conduzir a resultados que nao podem ser obtidos analiticamente.

4.1.2 Modelo BNRT Modificado

Para investigar a influéncia que a func@o f() exerce sobre um modelo com fung¢do auxiliar
acoplada, consideramos o jd discutido modelo BNRT. Fizemos isso para que o caso usual sirva
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como referéncia para comparagdo. A funcao auxiliar para esse modelo € definida como [52,53]

W(0,1) =9~ 30°~rox’ @13)

onde r € um parametro real e positivo que media o acoplamento entre os campos. Dessa forma,
ao tomar o sinal positivo nas equacdes de primeira ordem para os campos ¢ e ), obtemos
respectivamente que

¢ = % (1—¢*—rx?), (4.14a)

x =-2rox. (4.14b)

Perceba que se considerarmos f(x) = 1, recaimos no modelo BNRT usual. O acoplamento
dos campos devido a funcao auxiliar, ndo dificulta apenas a resolugcdo das equagdes diferenciais
acima, também torna obscura a influéncia de f()) sobre a solu¢do dos campos. Isso ocorre
porque ndo somos mais capazes de expressar a constricado geométrica de forma explicita a partir
da varidvel £(x), definida na equagdo (3.50). Apesar disso, ainda conseguimos ter uma certa
previsdo de como a escolha da fungdo f()) afeta o comportamento das solugdes. Como exem-
plo, investigamos o caso em que f(x) = 1/x%. Com isso, a equagio de primeira ordem para o
campo ¢ torna-se

o' =x*(1—-9¢>—rx?). (4.15)

Para essa escolha, o potencial toma a forma

V(.x)= %xz (1-02=r2?) +2r79%, (4.16)

cujos minimos discretos sdo (¢o = 0, ¥+ = +1/4/r) e, diferente do caso em que f(x) = 1,
existe também uma linha continua de minimos em ¥ = 0 e ¢ arbitrario. Dessa forma, assim
como ressaltamos no caso em que a funcao auxiliar é desacoplada 4.1.1, podemos encontrar
solugdes que conectam minimos que aparecem nesse novo conjunto, enriquecendo os possiveis
resultados do modelo.

Para resolver o sistema de equacdes diferenciais acopladas, utilizamos o ja discutido método
do fator integrante 3.2. Ele nos auxilia a encontrar uma 6rbita geral que conecta dois minimos
globais do potencial e desacopla as equagdes de primeira ordem. Perceba que para cada escolha
de f () temos um fator integrante e uma 6rbita diferentes, como consequéncia nao conseguimos
aplicar este método de forma genérica para o modelo BNRT. O fator integrante encontrado para
esse modelo é

I(x) = %e"‘z/ ) 4.17)

e, consequentemente, a Orbita geral associada adquire a forma
C .2
07 =1-27 —ry24 e X/ (4.18)
r

em que ¢ é uma constante de integracdo que controla a forma da orbita. Para simplificar a
analise, consideramos ¢ = 0, obtendo assim

2 2
r
0
1—-2r 1-2r

1, (4.19)
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que, no espaco de campos, representa uma elipse, caso o parametro r esteja contido no intervalo
aberto (0,4/2/2). Caso contririo a relagio acima nio estard bem definida para ¢ e y reais.
Dessa forma, a 6rbita que encontramos conecta os minimos (:I:\/ 1 —2r2,0), e estes devem
ser os limites assintéticos das solucdes desse modelo. Para simplificar a notacdo, adotamos
R = /1 —2r%. Vale ressaltar que, como os dois minimos est@o associados a apenas um valor
de yx, € possivel afirmar que caso uma solugdo nao-trivial ) (x) exista nesse setor topolégico
esta € necessariamente nio-monotonica. Além disso, como a fun¢do de constricdo escolhida
foi f(x) = 1/x? e o limite assintético da solugio deve obedecer y(x — =o0) = 0, sabemos que
esta fun¢io deve modificar pelo menos as caudas da soluc@o ¢ (x).
Substituindo a 6rbita (4.19) na equacdo (4.15), temos como resultado

¢’ =2r (R*—¢?), (4.20)

que é a equagio de primeira ordem para o modelo A ¢*, considerando A = 2re v = R. Logo, a
solucao dessa equacgao €
¢ (x) = Rtanh (2rR(x —xo)) . (4.21)

Substituindo essa solu¢@o na equacgdo da 6rbita (4.19), obtemos

x(x)= % sech (2rR(x —xp)), (4.22)

e ilustramos o comportamento das solucdes acima na figura 4.4.

1

Figura 4.4 Solucdes ¢(x) (4.21) e x(x) (4.22) do modelo BNRT modificado para diversos valores de r,
com xg = 0.



4.2 CONSTRICAO GEOMETRICA EM MODELOS DE TRES CAMPOS 53

Como esperado, o campo ¥, através da fung@o f( ), altera as caudas da solugdo ¢ (x). Esta
modificacdo € controlada pelo parametro r. Além disso, observamos que a mudanca nas caudas
da solucdo € simétrica com relagdo a origem, caracteristica particular da escolha feita para a
funcdo f(y). Poderfamos escolhé-la de tal forma que 1/f((x)) fosse nulo em um valor finito
de x, o que daria origem a uma estrutura interna.

Devido ao formalismo de primeira ordem, somos capazes de calcular a energia da solucao
a partir da expressdo Eg = [W (¢ (o), x (o)) — W(@(—o0), x(—o0))|. Note que este cilculo ndo
poderia ser realziado antes da obtencdo das solucdes, uma vez que a forma como a fungdo
f(x) altera o limite assintético da solugéo é obscuro. Para o modelo analisado, a energia de
Bogomol’nyi é

Ep= gR (147%). (4.23)

Note que esta diminui com o aumento do pardmetro r. Outra caracteristica interessante desse
modelo estd no comportamento da densidade de energia, que pode ser definida como

p = W¢¢/ +WXX/7

3R a2 B PR - ) - (4.24)
= 4r’R”sech” (2rR(x — xq)) +4rR" sech” (2rR(x — xp) ) tanh” (2rR(x — xo) ) ,

na expressdo acima, denominamos o termo a esquerda como Py e o termo a direita como p,.
Vale destacar que, como a fun¢do auxiliar é acoplada, ndo serd apenas o termo p; que serd
afetado pela constricdo geométrica e, por conta disso, analisamos tanto p quanto 0s termos que
o formam. O comportamento da densidade de energia e de cada um dos seus termos foi exposto
na figura 4.5, para alguns valores de r.

Percebemos que p(x) possui dois tipos de comportamento, relacionados com o nimero de
maximos globais da fung@o. O primeiro ocorre quando 0 < r < r*, em que r* ~ 0.57778. Para
esses valores do pardmetro r a funcao p, apresenta regides em que Pr > p1, € por conta disso o
comportamento de dois picos presente na funcdo p; se sobressai ao pico Unico de p;. Quando
aumentamos r a amplitude de p, diminui enquanto a de p; aumenta, até que para r* < r < /2 /2
o comportamento de p; prevalece. E vilido também notar que p2 € nulo em x = 0 devido ao
comportamento ndo-monotonico de ) (x), ja que esta posi¢do corresponde ao maximo da fungio
x(x) e, por consequéncia, ' = 0.

4.2 Constricao geométrica em modelos de trés campos

Uma extensao natural para os modelos com constricdo geométrica estudados até aqui é
considerar um campo escalar adicional y e com ele estudar, por exemplo, como constrigdes
geométricas sucessivas modificam a solu¢do de um campo ou como as solugdes de um modelo
com funcdo auxiliar acoplada sdo influenciadas pela constricdo de um terceiro campo. Nessa
secdo desenvolvemos alguns dos resultados discutidos nos artigos [14,57,60,61], dando énfase
aqueles desenvolvidos na referéncia [14].

O modelo analisado € descrito pela densidade Lagrangiana

1 1 1
L=5fx V)du 9o + Eg(w)auw“x +5% voty —V(o,x,v), (4.25)

em que V(¢,x,y) é o potencial, que ditard como serdo as auto-interagdes e as interagdes en-
tre os campos. Além disso, f e g sdo fungdes reais e ndo negativas que responderdo como
constrigdes geométricas sobre os campos ¢ e x, respectivamente. Ao considerarmos f(y, y) =
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Figura 4.5 Densidade de energia p (4.24), e seus termos p; e p, para o modelo BNRT modificado,
com xg = 0. Comparamos as situacdes em que r = 0.35, r = 0.57778 e r = 0.65, representadas pelas
curvas azul, vermelha e amarela, respectivamente. No painel de baixo, representamos p; como uma linha
continua e pp como uma linha trago e ponto.

g(y) = 1, recaimos no caso usual, sem constri¢do geométrica. Os minimos globais do potencial
sdo ternas ordenadas (¢;, x;, ;) que obedecem a relagdo V (¢, xi, ¥i) = 0.

As equagdes de movimento associadas ao modelo descrito por (4.25) sdo obtidas a partir
das equacdes de Euler-Lagrange (2.8). Nesse caso, obtemos como resultado

I (F(x,¥)9"¢)+Vs =0, (4.26a)
1
0 (8(W)9" ) +Vy = 310699, (4.26)
| |

onde os subindices nas funcdes V, f e g representam derivadas parciais com relacdo a varidvel
do subindice. Devido a invaridncia translacional do modelo € possivel definir um tensor energia-
momento conservado a partir da relacdo (2.14). Que pode ser reescrita como

THY = f(x,w)9* 99”9 +g(w) o " x + o yo 'y —n*VL. (4.27)
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No caso estatico, a densidade de energia e o estresse sdo dados respectivamente por

1 1 1
TOO:pz§f¢'2+§g%,2+§11/2+va (4.28a)

1 1 1
Tll:G:§f¢/2+§g%/2+§ll/2_v' (4.28b)

Assim como observamos no caso de dois campos escalares reais, a restri¢ao de ndo negatividade
imposta para as funcdes f e g assegura que a energia do sistema seja bem definida. Andlogo ao
que fizemos nos casos anteriores, para estabelecer um formalismo de primeira ordem precisa-
mos reescrever a densidade de energia a partir da inclusdo de uma fungdo auxiliar W (¢, x, ),
com o objetivo de estabelecer um vinculo inferior e topoldgico para a energia. Nesse caso, a
densidade de energia pode ser reescrita como

W\ 2 w,\% 1
ng(qﬁti) +§<xl$?x) +5 (W FWy) (4.29)

f
Wy AWE 1L\ aw
plv—2 X w2 )£
2 f 2g 2V dx

Logo, percebemos que para saturar o limite inferior da densidade de energia, o potencial deve

ser definido como ) )

W, 1w 1
¢ X 2

Vo, x,v) =5 5 + Wy, (4.30)
OV =5 500w T2k T2

e devemos assegurar que as equagdes de primeira ordem abaixo sejam satisfeitas
Wo

o' = i—ﬂ% 7 (4.31a)
I WX
v = +W,. 4.31¢)

Dessa forma, as solucdes das equagdes de primeira ordem acima serdo solugdes de minima ener-
gia e, portanto, necessariamente estaveis. Vale destacar que, assim como ocorre nos problemas
com dois campos escalares reais, os sinais das equacdes de primeira ordem devem concordar
para que seja possivel escrever o termo dW /dx. A energia dessas solugdes é dada por

Ep = ’W((P(oo)?%(oo)v 1//(00)) _W(‘P(_m)?%(_m)? 1’/(_00))‘ (432)

Ao construir o formalismo de primeira ordem, a forma especifica que encontramos para o po-
tencial e as equagdes de Bogomol’nyi satisfazem a condigdo de estresse nulo (¢ = 0) da teoria,
necessdria para a estabilidade por reescala, como estabelece o Teorema de Derrick 2.4. Além
disso, € possivel mostrar que as equagdes de primeira ordem resolvem as equacdes de movi-
mento para o caso estdtico se, e somente se, Wy, = Wy, Wyy = Wyp € Wyy = Wy, Ou seja,
essa condigdo € satisfeita sempre que a funcdo auxiliar tiver segunda derivada bem definida.

A andlise desse problema torna-se particularmente interessante quando consideramos que a
funcdo auxiliar é separdvel na soma W (¢, x, y) = Wi (9) +Wa(x) + W3 (y). Nessa situagido, a
equagdo de primeira ordem para ¥ (4.31c) é independente dos demais campos e sua solu¢@o
¢ denotada como ;. Essa solucdo pode ser substituida na equag@o de primeira ordem para o
campo ¥ (4.31b), que adquire a forma

ax _ Wy

I m (4.33)
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Andlogo ao que fizemos no caso de dois campos escalares reais, definimos uma nova variavel
€(x) = [dx/g(ys(x)), para reescrever a equagdo acima como

ax _

= 4.34
de X ( )

que corresponde a um problema de um tnico campo escalar real em um espaco parametrizado

pela varidvel €. De forma semelhante, denotamos a solu¢do da equacdo acima como Y, € entao

substituimos as solucdes X5 € Y na equagdo de primeira ordem para ¢ (4.31a), obtendo assim
d¢ Wo

I F @ w) (433

Novamente, definimos uma nova varidvel y(x) = [dx/f(xs(x), ¥s(x)), que é utilizada para
reescrever a equagdo de primeira ordem acima. Nesse caso, obtemos

do
ay "

(4.36)

mostrando que os campos ) e Y realizam uma constri¢io geométrica sobre o campo ¢, através
da fungdo de constri¢do f(x, y). Na proxima subsecdo aplicamos a metodologia desenvolvida
até aqui em alguns modelos desenvolvidos na referéncia [14].

4.2.1 Modelo 4-4-4

Nesta subse¢do, seguiremos uma classificacao similar aquela empregada no capitulo ante-
rior, onde a nomenclatura 4 — 4 — 4 refere-se a uniao dos modelos q)4, 754 e l[/4 Dessa forma, a
func¢do auxiliar que descreve este modelo € tal que

1 1 1
W(¢,x,w)=¢—§¢3+ax—§ax3+ﬁw—§ﬁw3, (4.37)

em que & e B sdo pardmetros reais que modulam as intensidades dos campos y e . Nesse caso,
nao € a funcdo auxiliar que acopla os campos, mas sim as fun¢des de constricdo geométria f
e g. Por conta disso, ndo exploramos os casos em que f(x,¥) = g(y) = 1, uma vez que esta
escolha desacoplaria os campos. Para a escolha f(x,y) = 1/x* e g(w) = 1/w?, o potencial
toma a forma

1 1 1
VW) = 522 (1-07) +5a2y2 (1=22) "+ 3B2 (1-v?)",  (439)

cujos minimos globais do potencial sdo (¢+ = +1, y+ = +1,yy = £1). A equagio de primeira
ordem para o campo Y é dada por

V=B (1-y?), (4.39)

que pode ser resolvida de forma independente e possui como solugdo yy(x) = tanh (B (x —xp)).
Substituindo essa solug@o na equagdo de primeira ordem para o campo ), obtemos

x' = atanh® (B (x —x0)) (1—x?). (4.40)
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Seguindo o procedimento que adotamos ao discutir constricio geométrica em modelos com
dois campos escalares e definimos uma nova varidvel

eg(x) = /tanh2 (B(x—xp))dx =g+ (x—xp) — %tanh (B(x—x0)), (4.41)

com isso a solu¢do da equacgdo diferencial (4.40) é
x(x) = tanh (creg(x)) . (4.42)
Como consequéncia, a equagdo de primeira ordem para o campo ¢ € tal que
¢’ = tanh? (aep(x)) (1—¢?). (4.43)
Portanto, sua solucao é dada por

¢ (x) = tanh (Ygp(x)), (4.44)

onde a nova varidvel ¥,g(x) € definida como

Yop (x) = / tanh® (aep (x)) dx. (4.45)

Nao conseguimos encontrar solugdes analiticas para a integral acima, e devido a isso a
resolvemos a equagdo diferencial (4.43) numericamente. As solugdes ¢ (x) e x(x) foram entdo
expostas na figura 4.6, onde escolhemos como condi¢do de contorno ¢(0) = 0.

Ao analisar a figura, notamos que as solugdes @(x) e x(x) exibem um platé em x = 0. No
entanto, o platd de ¢(x) é mais largo. Esse efeito resulta da constricdo geométrica imposta
pelo campo Y, cujo valor se aproxima de zero na vizinhanga de x = 0, intensificando o platd
de ¢(x). Isso sugere um comportamento cumulativo na aplicacdo de constri¢des geométricas
sucessivas. Assim, caso fosse incluido um novo campo escalar real ao modelo, sujeito a uma
restricdo semelhante a que ¢ sofre de ), a solucdo desse novo campo apresentaria um platd
ainda maior.

4212 fOw)=1/(x+w)? gly)=1/y?

Outra possibilidade reside na investigag¢do da influéncia de uma fungéo de constrigdo f(x, )
que dependa tanto do campo ) quanto do campo Y. Dessa forma, aumentamos bastante as
possibilidades de modelos sob andlise. Como exemplo, consideramos novamente o modelo
4 —4 — 4 e utilizamos a mesma constri¢do sobre o campo ). Como consequéncia, as solucdes
para os campos Y e ¥ ja foram calculadas e tem como resultado

v (x) =tanh (B (x—xp)), (4.46a)
x(x) = tanh (areg(x)) (4.46b)

onde &g (x) foi definido na equagio (4.41). Dessa forma, ao considerarmos f(x,y¥) =1/ (x + v)?
a equacdo de primeira ordem para o campo ¢ torna-se

¢’ = [tanh (B (x — x0)) + tanh (czeg (x))]* (1 - 92). (4.47)

Dessa forma, a solucdo da equacao diferencial acima € tal que

¢ (x) = tanh (Ypp(x)), (4.48)
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Figura 4.6 Solugdes ¢ (x) (4.44) e x(x) (4.42) do modelo 4 — 4 — 4 para diversos valores de o, com
x=0,g=0ep=1.

onde a nova variavel é definida como

Yap(X) = / [tanh (B (x —xo)) +tanh (aeg (x))] % dx. (4.49)

Novamente ndao fomos capazes de encontrar uma solugdo analitica para essa integral, com
isso tivemos que resolver a equacdo diferencial (4.47) numericamente. Expomos o comporta-
mento da solugdo ¢(x) e da fungdo %yaﬁ (x) na figura 4.7, em fungdo do parametro «. Para
isso, utilizamos como condi¢@o de contorno ¢ (0) = 0.

Notamos que a fungdo %Yaﬂ (x) possui comportamento simétrico com relagdo a x =0, o
que contribui para uma solug¢do também simétrica com relagdo ao mesmo ponto. Além disso,
a Gnica mudanga importante sofrida pela solugio ¢ (x) foi a presenca de um platé em x = 0,
jé que este € um tnico valor de x que torna nulo %}’ap (x). O platd que aparece nessa soluc@o
¢ similar aquele encontrado na soluc@o y(x) exposta na figura 4.6. Isso ocorre devido a soma
X (x) + w(x), presente no termo de constri¢do, nao possuir platé em x = 0 e, como consequéncia,
ndo contribuir para o aumento da largura do platdé que observamos no exemplo anterior 4.2.1.1.

Investigamos também a influéncia da constante de integrac@o &y na solugdo ¢(x), expondo
o seu comportamento e o da funcio j_x')’aﬁ (x) na figura 4.8.

Percebemos claramente que este parametro induz uma assimetria na funcio %yaﬁ (x). Como
consideramos & positivo, a fun¢do que mencionamos apresenta um minimo global cuja posi¢ao
¢ modificada pelo parametro &. Além de modificar a posi¢ao desse minimo, a forma da fungao
j—x}’aﬁ (x) também é modificada: quando & € negativo o minimo global da func@o é transla-
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Figura 4.7 Solucio ¢ (x) (4.48) e %Yaﬁ (x) do modelo 4 —4 — 4, onde Y,g(x) foi definido em (4.49).
Consideramos xo =0, =0e f = 1.

dado para a esquerda e esta torna-se assimétrica, quando & € positivo ocorre o inverso. Essa
assimetria é herdada pela solugdo ¢ (x) e a posi¢do do seu platd também é controlada por &.

, . - . - - . ~ d -
Alc-m d{sso, ndo existem altera¢des nas caudas da solug@o, pois a fungido 7-Y,p (x) ndo € nula
assintoticamente.

422 f(x,v)=2s(v)

Nesta subsecdo, abordamos um caso particular do modelo descrito pela densidade Lagran-
giana (4.25), pois consideramos f(x,¥) = f(y¥) = g(y). Essa ideia foi desenvolvida nas refe-
réncias [57,60,61]. Além disso, investigamos modelos cuja fungdo auxiliar € separada na soma
W(d,x,v)=T(¢,x)+Q(y), ou seja, modelos cuja fungdo auxiliar ndo acopla y aos demais
campos. Como exemplo, tomamos I'(¢, x) como a fun¢io auxiliar do modelo BNRT, dessa
forma

0(9,%) =6 — 56>~ 0%’ (4.50)

onde r, como ja sabemos, € um parametro real e positivo. Como o campo Yy € desacoplado
dos demais, sua equacdo de primeira ordem pode ser resolvida de maneira independente e sua
solug@o é denotada por y;(x). Logo, as equagdes de Bogomol’nyi para os demais campos, ap6s
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Figura 4.8 Solucido ¢(x) (4.48) e %Yaﬁ (x) do modelo 4 —4 — 4, onde Y,g(x) foi definido em (4.49).
Consideramos xp =0, ¢ =0.2e B = 1.

a substitui¢do da solugdo Y, sdo

1 — ¢2 . er)
=4 ( , (4.51a)
¢ 1)
/ (2rox)
=F . (4.51b)
(7
Dessa forma, ao definirmos a nova variavel
e(x) = / _dx (4.52)
flys(x)’ '
podemos reescrever as equagoes (4.51) como
g _ 2 2
e =+(1-9%—ryx?), (4.53a)
dy _
% =+ (2”1’%) ’ (453b)

que sdo as equagoes de primeira ordem para o modelo BNRT usual (3.13), porém parametriza-
das pela variavel €(x). Portanto, considerando como exemplo o setor topolégico definido pelos
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minimos (£1,0, W), as solu¢des para os campos ¢ e ) sdo

¢ (x) = £tanh (2re(x)), (4.54a)

1-2r

x(x)==+ sech (2re(x)). (4.54b)

r
Lembrando que o pardmetro r deve estar contido no intervalo 0 < r < 1/2, para que as solug¢des
sejam bem definidas. Observe que podemos adicionar livremente platds as solu¢des acima,
bastando para isso definir as fungdes f(y) e Q(y) de maneira adequada. Ressaltamos, porém,
que a ocorréncia dessas estruturas internas acontece na mesma posi¢do para as solugdes @ (x) e
x(x), ja que elas sofrem a mesma influéncia do campo y. Como exemplo, consideramos

1+4

1
Qy)=ay—zay’,  f(y)

onde A é um pardmetro real e nao-negativo. Este parAmetro real foi considerado na referéncia
[58] e serve para induzir a formagao do plato suavemente. Quando A = 0, a fungdo de constri¢do
f(y) =1 e o cendrio sem constri¢do geométrica é recuperado. Por outro lado, quando A >> 1
a fungo de constrigio f(y) ~ 1/y?, contribuindo para a formagio de um platd. A solucio do
campo y é

y(x) = tanh (o (x —xp)), (4.56)

e consequentemente a nova varidvel € definida como

[ + Atanh? (a(x —xp))
£) _/ 1+2

Atanh (o(x — xp))
o(l+A)

dx=¢&+x—x9— 4.57)

Com isso, podemos avaliar como se comportam as solucdes dos campos ¢ e ¥ em fungdo do
pardmetro A. Expomos esse comportamento na figura 4.9. Nio avaliamos a influéncia dos
demais parametros por se comportarem de forma similar aos casos que ja descrevemos.

A partir da figura 4.9 reforcamos o ja mencionado papel do parametro A, ja que quando este
aumenta observamos a formacdo de um platé em x = 0. E importante ressaltar que a formagio
deste platd ocorre na mesma posi¢do para as solugdes ¢ (x) e x(x), ja que elas sofrem a mesma
influéncia do campo y. Esse recurso, que introduz suavemente estruturas internas nas solu-
coes, pode ser empregado também para explorar alteragdes nas caudas das solucdes, bastando,
para isso, definir adequadamente o termo de constri¢do. Nesse contexto, uma possibilidade €
considerar como fun¢do de constri¢dao

1+A

= 4.58
1424 (1—y)? (4:38)

f(x)

que quando A >> 1, induz uma modificagido na cauda direita da solugao.

Por outro lado, é possivel realizar a investigacdo de como as solugdes ¢ (x) e x(x), defini-
das em outros setores topoldgicos, sdo influenciadas pela constricdo geométrica imposta pelo
campo Y. Para isso, basta substituirmos as solucdes (4.54) por um outro conjunto de solugdes
compativel com o modelo BNRT. Um exemplo seria considerar as solugdes (3.25) e (3.26),
realizando a transformagdo x — €(x).
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Figura 4.9 Solugio ¢ (x) (4.54a) e x(x) (4.54b) do modelo BNRT-4, para diversos valores de A. Consi-
deramosxg =0, x=1,r=0.3e g =0.



CAPITULO 5

Conclusio e perspectivas

Nesta dissertacdo exploramos estruturas localizadas do tipo kink, em modelos de um, dois
e trés campos escalares reais. Nesse estudo, apresentamos as suas principais caracteristicas e
pavimentamos um caminho para explorarmos modelos com a presenca de constricio geomé-
trica. Iniciamos no capitulo 2 discutindo o ferramental necessario para a descri¢cdo de modelos
de campos escalares reais, tais como a obtencao de equacdes de movimento e a definicdo de um
tensor energia-momento conservado. A partir disso, construimos uma teoria de campos que ad-
mite solugdes localizadas e de energia finita, que conectam assintoticamente minimos globais
do potencial. Discutimos a classificacdo dessas solu¢des em topoldgicas e nao-topoldgicas,
bem como a estabilidade topoldgica conferida as solucdes tipo kink. Em seguida, mostramos
o formalismo BPS, capaz de encontrar uma equacdo de ordem inferior a equacdo de movi-
mento e cujas solucdes sdo de minima energia. Aplicamos este formalismo em alguns modelos
bem estabelecidos na literatura: A¢* A¢°® e Vacuumless. Apresentamos também o Teorema
de Derrick-Hobart e discutimos as justificativas que asseguram a sua conclusdo. Em seguida,
exploramos uma das formas de evadi-la. Continuamos com a metodologia necessdria para a
descricao de modelos generalizados e aplicamos esta a um modelo cuja dindmica é regida por
um termo de Dirac-Born-Infeld.

No capitulo 3, expandimos a complexidade do modelo analisado ao incluir mais um campo
escalar real. Como consequéncia, o nivel de dificuldade das equagdes que resolvemos tam-
bém aumentou, mesmo quando fazemos uso do formalismo de primeira ordem. Devido a isso,
apresentamos dois métodos importantes para a obten¢do de solucdes em modelos cuja fungdo
auxiliar € acoplada, sdo eles o método das drbitas tentativas e o método do fator integrante. Em
seguida, aplicamos estes métodos ao modelo BNRT. Descrevemos também como se comportam
as solugdes de um modelo ao incluirmos um acoplamento no termo dindmico de um dos cam-
pos, mostrando que este responde como uma constrigcdo geométrica que um dos campos exerce
sobre o outro. Logo apds, aplicamos essa descri¢do ao modelo 4 — 4, investigando a influén-
cia que cada parametro desempenha sobre a solucdo e mostrando como manipular a posi¢ao,
largura e numero de estruturas internas que aparecem na mesma.

No capitulo 4, exploramos mais alguns modelos com constricdo geométrica. Pontuamos
que, a constricdo geométrica ndo possui apenas a capacidade de inclusdo de platos nas solugdo,
esta também pode alterar o0 comportamento assintotico da mesma que, mesmo com essa mo-
dificacdo, ainda conecta minimos globais do potencial. Além disso, investigamos a influéncia
que a constricdo geométrica impde sobre um modelo com funcdo auxiliar acoplada, onde para
isso, realizamos esta andlise sobre o modelo BNRT. Aumentamos ainda mais a complexidade
do modelo ao adicionar mais um campo escalar real, o que possibilitou o estudo de constri¢des
geométricas sucessivas e de sistemas onde a funcio auxiliar acopla apenas dois campos, que
sofrem a mesma constricdo de um terceiro campo.

Como perspectiva para o trabalho que empenhamos, existem algumas generalizagdes diretas
dos trabalhos originais que desenvolvemos como, por exemplo, o estudo de modelos com que-
bra explicita da simetria de Lorentz, aos moldes das referéncias [62—64], e sua correlagdo com a

63
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constri¢do geométrica ou ainda a investigacdo de modelos com constri¢do geométrica em siste-
mas regidos por dindmica generalizada, como por exemplo, aqueles com dinadmica DBI. Existe
também a possibilidade de estudarmos estruturas topoldgicas mais complexas como vortices,
monopolos e dyons, incluindo a andlise de acoplamentos dindmicos inspirados nos modelos
de constrigdo geométrica que estudamos. Alguns estudos efetuados nessa dire¢do sio [65-69],
onde foi proposta uma fun¢@o ndo negativa P que acopla o termo dindmico do campo de calibre
—%FMVF MV a um campo escalar real [65, 68] ou a um campo escalar complexo [66, 67, 69],
dando origem a novas estruturas como, por exemplo, os vortices com multiplas camadas. Outra
possibilidade reside na anélise de modelos em espacos curvos, na linha dos modelos de branas
espessas, onde campos escalares reais sao utilizados para modelar a métrica do espago-tempo.
Algumas referéncias nessa direcdo sdo [70-72], onde foram considerados modelos em que os
campos escalares reais sdo acoplados por conta da fun¢do auxiliar escolhida [70], devido a pre-
senca de uma fungdo de constricdo geométrica [71] ou apenas devido a forma que o potencial
deve adquirir para a implementagao do formalismo de primeira ordem, ou seja, a fun¢do auxiliar
€ desacoplada e ndo existem termos de acoplamento como a fun¢do de constri¢do [72].
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