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Resumo

Nesta dissertacao, propoe-se uma generalizagao do teleparalelismo equivalente a relatividade
geral a partir da teoria de gauge métrica-afim da gravitacao (MAG). Além disso, realiza-se
uma analise sobre a relagao do referencial teleparalelo com as propriedades da conexao
afim, e um estudo sobre o problema da energia gravitacional. Por meio da aplicacao do
formalismo variacional da MAG, constréi-se um modelo geométrico que possui os graus de
liberdade associados a tor¢ao e a nao metricidade, e verifica-se que ele reproduz as equagoes
de Einstein. A anéalise sobre o referencial teleparalelo mostra que teorias teleparalelas sem
nao metricidade tém como referencial teleparalelo bases com produto escalar constante,
enquanto as teorias sem torcao usam bases coordenadas. No que se refere ao problema
da energia gravitacional, desenvolvem-se as defini¢bes do 4-momento e dos tensores de
energia e momento do campo gravitacional e do espaco-tempo. A aplicagdo do formalismo
ao caso de ondas gravitacionais de frente plana (pp-waves) fornece resultados consistentes
com aqueles encontrados na literatura. Esses resultados indicam que o teleparalelismo
generalizado é adequado para a andlise da energia do campo gravitacional, além de

possibilitar uma maior flexibilidade na escolha do referencial teleparalelo.

Palavras-chave: teleparalelismo generalizado; energia gravitacional; referencial telepara-

lelo; ondas gravitacionais.



Abstract

This dissertation proposes a generalization of the teleparallel equivalent of general relativity
based on the metric-affine gauge theory of gravitation (MAG). Furthermore, the relation
between the teleparallel frame and the affine connection is analyzed, and a study of the
gravitational energy problem is carried out. By applying the variational formalism of MAG,
a geometric model is constructed that has degrees of freedom associated with torsion and
nonmetricity, and it is shown that it reproduces Einstein’s equations. The analysis of
the teleparallel frame shows that teleparallel theories without nonmetricity have bases
with a constant scalar product as their teleparallel frame, while theories without torsion
use coordinate bases. With regard to the gravitational energy problem, definitions of the
4-momentum and of the energy-momentum tensors of the gravitational field and spacetime
are developed. The application of the formalism to the case of plane-fronted gravitational
waves (pp-waves) provides results consistent with those found in the literature. These
results indicate that generalized teleparallelism is suitable for the analysis of gravitational

field energy and allows greater flexibility in choosing the teleparallel frame.

Keywords: generalized teleparallelism; gravitational energy; teleparallel frame; gravita-

tional waves.
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1 Introducao

Como é sabido, o desenvolvimento da fisica possibilitou descrever a natureza por
meio de quatro interagoes, as chamadas forcas fundamentais: a nuclear forte, a eletromag-
nética, a nuclear fraca e a gravitacional. No que diz respeito a descricao de cada uma
delas, atualmente, a fisica moderna consegue caracteriza-las de forma consideravelmente
satisfatoria e com elevado grau de precisdo. No entanto, quando se trata da descricao de
conceitos como energia e momento, a interagdo gravitacional ainda apresenta um problema

em aberto, ao contrario das demais interacoes.

Até os dias atuais, a teoria fisica que melhor descreve a interacao gravitacional é a
Relatividade Geral (RG), formulada por Albert Einstein em 1915 (EINSTEIN, 1915). Com
o advento da RG, problemas como o avango do periélio de Merctrio foram solucionados,
além da previsao da existéncia de ondas gravitacionais e buracos negros, bem como de
sua vasta aplicagdo em cosmologia e astrofisica, o que a torna uma das teorias mais bem-
sucedidas da fisica moderna. Entretanto, a RG ainda enfrenta uma questao que permanece
em aberto desde a sua origem: a localizacao e até mesmo a definicdo da energia associada
a essa interacao da natureza, isto €, da energia do campo gravitacional. Essa problematica
estd diretamente ligada ao principio da equivaléncia (THORNE; MISNER; WHEELER,
1973), que impossibilita a definicao do objeto que, segundo a teoria de campos, quantifica
os conceitos de energia e momento: o chamado tensor de energia e momento do campo
gravitacional. Somado a isso, a RG também nao fornece uma equagao que descreva de

forma satisfatoria uma lei de conservagao e, portanto, a conservacao da energia do campo
gravitacional (CARMELI; LEIBOWITZ; NISSANI, 1990).

Como ¢é bem estabelecido na literatura, os conceitos de energia e momento estao
entre os mais importantes da fisica e estao presentes em muitas, senao em todas as areas
da fisica. A nocao de energia esta intimamente ligada a evolucao de sistemas fisicos, como
ocorre na mecanica quantica, na qual a hamiltoniana é fundamental para a equacgao que
descreve essa teoria, a chamada equacao de Schrodinger. Uma energia bem definida também
¢é necessaria para a aplicagdo do procedimento padrao da termodindmica estatistica de
equilibrio (ROVELLI, 1993). Embora existam outros cendrios que evidenciem a importancia
desses conceitos, esses exemplos sao suficientes para constatar sua relevancia. Nesse sentido,
dado que a RG nao fornece uma descri¢ao da energia e do momento do campo gravitacional,
torna-se importante o desenvolvimento de teorias alternativas que ataquem esse problema

diretamente, como é o caso das teorias teleparalelas desenvolvidas por Maluf e outros
(MALUF, 2013).

As teorias teleparalelas surgiram a partir dos trabalhos de Einstein, em 1928, e
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consistem em um cenario geométrico no qual a curvatura é nula, conforme estabelecido
por (EISENHART, 1927), sendo essa uma condigao necessaria e suficiente para se ter a
nocao de teleparalelismo, também chamado de paralelismo distante ou absoluto. As teorias
teleparalelas podem ser divididas em duas subclasses: o Teleparalelismo Equivalente a
Relatividade Geral (TERG) (MALUF, 2013) e o Teleparalelismo Simétrico Equivalente
a Relatividade Geral (TSERG) (NESTER; YO, 1998). O TERG corresponde ao cendrio
em que o campo gravitacional é completamente descrito pela tor¢ao, enquanto o TSERG
¢é descrito pela nao metricidade. Nos dias atuais, as teorias teleparalelas tém despertado
bastante interesse, em especial na andlise do problema da energia do campo gravitacional,
como se pode ver, por exemplo, nos trabalhos de (MALUF, 2013; FORMIGA; DUARTE,
2023; COSTA; FORMIGA, 2025), uma vez que, nesse tipo de teoria, o tensor de energia e
momento do campo gravitacional e o 4-momento possuem propriedades interessantes que

os de outras teorias ndo tém (FORMIGA; GONCALVES, 2022).

Um dos grandes problemas do teleparalelismo, no que diz respeito ao calculo da
energia do campo gravitacional, é a fixacdo do que pode ser chamado de referencial
teleparalelo (FORMIGA, 2022). Esse referencial nada mais ¢ do que um conjunto de
quatro campos vetoriais paralelos que sao o andlogo do referencial inercial global do
espaco-tempo de Minkowski. A escolha de um referencial teleparalelo fixa a geometria e
diferentes escolhas podem levar a diferentes previsoes para a energia do campo gravitacional,
com a possibilidade de se ter dois casos distintos: diferencas relacionadas a dependéncia
que a energia tem do referencial, que em geral apresentam consisténcia nos resultados, e
diferencas causadas por escolhas fisicamente inapropriadas do referencial teleparalelo, como
a presenca de certos tipos de rotagoes que levam a resultados inconsistentes (FORMIGA,
2022). Portanto, a determinacao desse referencial é fundamental para a descri¢iao da energia

gravitacional em teorias teleparalelas.

Historicamente, o referencial teleparalelo era tomado como sendo uma tétrada
ortonormal e s6 mais recentemente se tem utilizado bases coordenadas. Essa limitacao
deve-se a escolha da geometria, como serd discutido nesta dissertacao, e representa uma
limitacao para o estudo do problema da energia gravitacional por excluir bases que nao
sao nem ortonormais e nem coordenadas. Embora alguns autores tenham trabalhado com
versoes generalizadas do teleparalelismo que permitem o uso de bases gerais (ADAK et al.,
2023; GOMES; JIMENEZ: KOIVISTO, 2023), muito pouco tem sido feito no estudo sobre
o impacto do referencial teleparalelo no calculo da energia. Em especial, nao foi possivel

encontrar autores que tenham generalizado a energia do TERG.

Admite-se neste trabalho que, caso haja solucao para o problema da energia
gravitacional no teleparalelismo, ela se d4 por meio da escolha adequada do referencial
teleparalelo, e que tal escolha pode ser incompativel com tétradas ortonormais ou bases

coordenadas, a depender do espago-tempo. Por essa razao, propoe-se a construcao de
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um teleparalelismo generalizado que é equivalente a relatividade geral, estudam-se as
propriedades gerais do referencial teleparalelo, e faz-se uma aplicacdo ao espago-tempo
de ondas gravitacionais de frente plana (pp-waves). Para alcangar esses objetivos, foram
utilizados a teoria de gauge métrica-afim da gravitagao (MAG, do inglés metric-affine
gravity) (HEHL et al., 1995) e os resultados obtidos em (COSTA; FORMIGA, 2025).

Esta dissertacao esta estruturada da seguinte forma. No Capitulo 2, sdo apresentados
os principais conceitos matematicos que caracterizam a geometria da MAG; além disso,
todo o ferramental necessario para os calculos da presente pesquisa é exposto. O Capitulo
3 dedica-se a MAG, no qual os diferentes tipos de principios variacionais em contextos
da gravitacao sao abordados, o principio da minima ac¢ao é analisado e a condi¢ao de
teleparalelismo ¢ alcancada. Os Capitulos 4 e 5 fornecem uma revisao sobre a Relatividade
Geral e a Gravitacao Teleparalela, respectivamente. No Capitulo 6, o teleparalelismo é
generalizado e a natureza do referencial teleparalelo é analisada. Por fim, ainda nesse
capitulo, considera-se o caso de espacos-tempos de ondas de frente plana para a analise da
energia do campo gravitacional, e os resultados obtidos tém sua consisténcia verificada
e comparada com os resultados presentes nas referéncias (FORMIGA; DUARTE, 2023;
COSTA; FORMIGA, 2025).
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2 Fundamentos Matematicos da Geometria
Métrica-Afim

No tratamento de problemas fisicos por meio da mecanica newtoniana, pode ser
necessario o uso da linguagem dos vetores, geralmente entendidos como objetos que possuem
magnitude, direcao e sentido, cuja representagdo geométrica é atribuida a uma seta (ou
“flecha”) a partir de uma origem. Nessa abordagem cléssica, os fen6menos fisicos sao
analisados em uma estrutura espacial tridimensional que se estende no espago euclidiano

R3, enquanto o tempo ¢ é tratado apenas como um parametro externo e absoluto.

Com o surgimento da Teoria da Relatividade Especial (RE), proposta por Albert
Einstein em 1905 (EINSTEIN, 1905), tornou-se necessario abandonar a concepgao de espago
e tempo como entidades independentes. Hermann Minkowski, em 1908 (MINKOWSKI,
1909), formalizou essa mudanga ao propor o conceito de espago-tempo quadrimensional,
conhecido como espago-tempo de Minkowski, My, no qual o tempo passa a ser uma
dimensao adicional e ndo mais absoluto, bem como as dimensoes espaciais também deixam
de ser absolutas. Nesse sentido, os trabalhos de Einstein e Minkowski forneceram a fisica um
novo cenario e introduziram a necessidade de descrevé-la em termos de objetos geométricos

mais gerais do que os vetores no R3.

Posteriormente, em 1915, Einstein apresentou a versao final da RG, cuja base
conceitual se fundamenta nos principios da equivaléncia e da covariancia geral (a versao
geral do Principio da Relatividade Especial). De acordo com o principio da equivaléncia,
o campo gravitacional pode ser anulado em uma regido suficientemente pequena' de
modo que o espago-tempo da RG (um espago-tempo pseudo-riemanniano, frequentemente
denotado por V;) se reduz localmente ao espago de Minkowski, enquanto segundo o
principio da covariancia geral as leis da fisica devem manter sua forma em qualquer sistema
de coordenadas. Nessa teoria, a gravitacao deixa de ser interpretada como uma forca e
passa a ser entendida como uma manifestagdo da curvatura do espago-tempo, determinada

pela distribuicao de energia e momento da matéria, de acordo com as equagoes de campo

da RG.

Essa nova estrutura teorica exigiu uma reformulacao significativa da linguagem
matematica utilizada na fisica, pois foi necessario integrar os principios anteriormente
citados de forma matematicamente rigorosa. Essa linguagem é a das variedades diferen-
ciaveis, que generalizam as nog¢oes de curvas e superficies para dimensoes mais altas e
permitem descrever localmente o espago-tempo, sobre o qual é possivel definir campos e

operadores diferenciais. Para garantir a covaridncia das leis fisicas em tais espagos, torna-se

L Mais adiante ficard claro formalmente o que essa “regido suficientemente pequena” significa.
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indispensavel o uso do formalismo tensorial, que fornece uma descricao independente de

sistemas de coordenadas.

Além disso, seja na RG ou em outras teorias da gravitagdo, a compreensao e a
descricao completa da geometria do espago-tempo exigem a introducao de outros objetos
fundamentais: as tétradas; a métrica, o objeto geométrico que permite definir distancias
e angulos; e a conexao, responsavel por estabelecer de forma consistente a comparagao
entre vetores em pontos distintos de uma variedade, o que leva a definicao dos tensores
de curvatura, tor¢ao e nao metricidade. Enquanto na geometria pseudo-riemanniana
(base da RG), a conexao é unica e determinada pela métrica (conexao de Levi-Civita),
o tratamento via geometria métrica-afim surge como uma estrutura mais geral. Nela, a
métrica e a conexao sao tratadas como estruturas geométricas a priori independentes
(o que define o espago-tempo métrico-afim, (L4, g)). Isso permite que a conexao tenha
torcao e nao metricidade, além de gerar um tensor de curvatura que, em geral, difere do
tensor de Riemann da conexao de Levi-Civita (HEHL et al., 1995; BLAGOJEVIC, 2002;
PONOMAREV; BARVINSKILJ; OBUKHOV, 2017).

Dessa forma, a incorporagao desses conceitos da geometria diferencial nao é apenas

conveniente, mas estritamente necessaria para o desenvolvimento deste trabalho.

2.1 Preliminares Matematicas

Nesta secao, serao apresentados os conceitos basicos para a construcao das te-
orias da gravitacdo, que sdo as variedades, os vetores, as 1-formas e os tensores, con-
forme as referéncias (NAKAHARA, 2003; CHOQUET-BRUHAT; DEWITT-MORETTE;
DILLARD-BLEICK, 1982; LEE, 2013; KOBAYASHI; NOMIZU, 1963; SCHUTZ, 1980).
Ao leitor, recomenda-se o classico livro da gravitacao, o Gravitation (THORNE; MISNER;
WHEELER, 1973), que também aborda esses conceitos em uma linguagem intrinseca,

porém de forma consideravelmente mais ilustrativa.

2.1.1 Variedades

Em sintese, o conceito de variedade permite generalizar a no¢ao de curvas e
superficies para estruturas de dimensoes arbitrarias. Tal construcao é fundamental para a
extensao das aplicagoes do calculo diferencial, usualmente restritas a espacos euclidianos

como R3, a contextos mais gerais.

De modo intuitivo, uma variedade de dimensao m pode ser compreendida como uma
estrutura que, localmente, se assemelha a um “pedaco” de R™. Como exemplo, pode-se
considerar a superficie esférica S?. Embora S? e o plano euclidiano R? apresentem diferencas
globais, a andlise local de pequenas regioes da esfera revela que esta se comporta, localmente,

como o plano euclidiano R?. Nesse caso, afirma-se que S? é localmente homeomorfa a R2.
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Outro exemplo relevante é o espago-tempo Vj, que localmente é homeomorfo ao espago-
tempo My, embora existam condi¢oes adicionais para que isso ocorra, como serd visto no
capitulo 4. De forma mais geral, define-se uma variedade como um espaco topologico que,

em vizinhancas suficientemente pequenas, ¢ homeomorfo a R™.

A titulo de rigor, a seguir é dada a defini¢ao precisa de uma variedade (LEE, 2013).

Definigao 2.1. (Variedade Topolégica) Um espago topoldgico* M é uma variedade

topologica de dimensdo m se satisfaz as sequintes propriedades:

(i) M € um espago de Hausdorff: para quaisquer pontos distintos p,q € M, existem
abertos disjuntos U,V C M tais que p e U eq € V;

(ii) M é sequndo-contdvel: existe uma base contdvel para a topologia de M;

(iii) M é localmente euclidiana de dimensao m: cada ponto p € M possui uma vizinhanga

aberta U C M homeomorfa a um subconjunto aberto de R™.

Mais precisamente, M é dotada de uma familia de pares {(U;, ;) }, denominada
atlas, onde {U;} é uma familia de abertos que cobre M, ou seja, U; U; = M, e para cada
indice i, a aplicagao ¢; : U; — U! é um homeomorfismo entre U; e um aberto U/ C R™. O
par (U;, ¢;) é denominado carta coordenada ou sistema de coordenadas®. O subconjunto U;
¢ a vizinhanca coordenada e a aplicacao ¢; é a fungdo coordenada. O homeomorfismo ¢; é
representado por m fungoes {xb) (p), ... LT (p)}, chamadas de coordenadas, que atribuem
a cada ponto p € U; suas coordenadas no espago euclidiano R™ (NAKAHARA, 2003).

Para dotar M de uma estrutura diferenciavel, impoe-se uma condi¢ao de compati-
bilidade suave entre as cartas que se sobrepoem. Sejam (U;, ¢;) e (U;, ;) duas cartas com

U; NU; # 0. Define-se a aplicagdo de transicao (ou mudancga de coordenadas):

Assim, dado que {z*} e {y"} sejam respectivamente as coordenadas de p nas cartas (U;, ¢;)
e (Uj, ;). A aplicacdo 1;; é dada em ¢;(U; N U;) por m fungdes reais de classe C>*
em m variaveis, tais que z* = x“(yl, ...,y™). Na Figura 1 a seguir apresenta-se uma

representacao ilustrativa do que foi discutido até aqui.

2 Recomenda-se a se¢do C do capitulo I de (CHOQUET-BRUHAT; DEWITT-MORETTE; DILLARD-
BLEICK, 1982) para uma discussio detalhada sobre Topologia.

No contexto da fisica, é mais comum o uso do termo “sistema de coordenadas”. Nesse sentido, o leitor
deve estar atento quando termos como “cartas”, “cartas coordenadas” e “sistemas de coordenadas”
forem usados e ter em mente que eles se referem ao mesmo conceito.

Classe de fungoes que sdo infinitamente diferencidveis, ou seja, que possuem derivadas continuas de

todas as ordens. Também sdo ditas fungoes suaves.
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> >

Figura 1 — Representacao esquematica de dois dominios de coordenadas U;, U; sobre uma
variedade M e a aplicagao de transicao v;;. Fonte: gerado pelo Autor.

A aplicagdo 1;; é um difeomorfismo® entre abertos de R™ se for uma bijegdo de classe
C® cuja inversa também é de classe C'*°. Por ser uma composicao de homeomorfismos, a
propriedade de bijecao ¢é inerente. A condicao de que o atlas seja diferencidvel requer que a
aplicacao de transicao seja de fato um difeomorfismo. Além disso, a condi¢ao de suavidade
nas fungoes de transicao garante que a estrutura diferenciavel é consistente, permitindo
definir a nogao de aplicacao suave em M independentemente da carta escolhida, além
de possibilitar a definicao intrinseca de certos objetos geométricos. Diz-se, portanto, que
o atlas {(U;, ¢;)} é diferenciavel (ou suave) se todas as aplicagoes de transicao 1;; sao

difeomorfismos de classe C°.

Dois atlas diferencidveis sao compativeis se a sua uniao também constitui um atlas
diferenciavel. A relacao de compatibilidade é uma relagdo de equivaléncia, e uma estrutura
diferenciavel em M é definida como uma classe de equivaléncia de atlas diferenciaveis.

Dessa forma, segue:

Defini¢ao 2.2. (Variedade Diferenciavel) Uma variedade diferencidvel (ou suave)
de dimensao m é uma variedade topologica M de dimensao m dotada de uma estrutura

diferenciavel de classe C'*° .

Por fim, destaca-se ao leitor a seguinte observagao: a partir de agora, faz sentido
falar no calculo diferencial e, portanto, realiza-lo. No entanto, perceba que este é realizado
no R™ e nao na propria variedade M. Assim, com essas defini¢oes, torna-se possivel
introduzir aplicagoes e objetos geométricos definidos sobre a variedade, tais como vetores,

1-formas e tensores.

> Para mais detalhes sobre difeomorfismos, veja as paginas 74 e 115 de (CHOQUET-BRUHAT; DEWITT-
MORETTE; DILLARD-BLEICK, 1982) ou a Definigdo 5.2 de (NAKAHARA, 2003).
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2.1.2  Vetores e espacos vetoriais

Em espacos mais gerais, como o caso das variedades®, a ideia de vetor como
sendo uma flecha, tracada da origem até um ponto p, ndo é valida’. Por essa razao,
torna-se necessaria a nocao de vetor tangente, que, como se revelara mais adiante, deve
ser compreendido como um operador diferencial. Nesse sentido, sobre uma variedade,
os vetores sao definidos como sendo vetores tangentes a uma curva de M. Para essa
definicao, é necessario considerar duas aplicagoes diferenciaveis especiais: as fungoes e as
curvas (NAKAHARA, 2003).

Definicao 2.3. (Funcgao diferenciavel sobre uma variedade M) Seja f : M — R uma
fungao sobre a variedade M. Sobre uma carta (U, p) de M, a representacio coordenada
de f é dada por f = fop™t: e(U) C R™ — R, uma fungio a valores reais de m varidveis.
Se a representag¢io coordenada da funcgao f for diferencidvel em ¢(p), entao f € dita

diferencidavel em p.

s fp)=1fo 9071($)

Figura 2 — Uma fungao sobre a variedade e sua representacao coordenada. Fonte: gerado
pelo Autor.

E valido destacar, conforme (CHOQUET-BRUHAT; DEWITT-MORETTE; DILLARD-
BLEICK, 1982), que a defini¢ao precedente nao depende da carta e que a estrutura dife-
renciavel sobre a variedade determina a ordem maxima de diferenciabilidade das funcoes
nela definidas. Por fim, denota-se o conjunto das fungoes suaves (ou diferencidveis) sobre

M por F(M).

6

A rigor, o correto seria o termo “variedades diferenciaveis”. Todavia, por conveniéncia, serd utilizado
apenas o termo “variedades”.
7 E recomendada a leitura das segoes 2.2 e 2.3 do capitulo 2 de (THORNE; MISNER; WHEELER, 1973)
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Definigao 2.4. (Curva sobre uma variedade M) Uma curva sobre uma variedade M
¢ uma aplicagao diferencidvel ¢ : I C R — M por meio det € I — c(t) € M, ondet é um

parametro, tal que c(0) = p.

Tal como uma funcao f, a curva c(t) tem sua representacao coordenada. Para obter
tal representagao, considera-se uma carta (U, ¢). Assim, supoe-se agora que a curva c(t)
esteja contida na vizinhancga coordenada U e que esta seja mapeada em R" por meio
de . A partir disso, é possivel obter a representacao coordenada da curva através da
composicao seguinte: poc: I — R™, conforme ilustra a Figura 3. Esta composi¢ao fornece

as coordenadas da curva no espaco euclidiano: z#(t) = (¢ o ¢)*(t).

M

O

poc

Figura 3 — Uma curva sobre a variedade e sua representacao coordenada. Fonte: gerado
pelo Autor.

Com as defini¢oes de fungoes e curvas estabelecidas, é possivel definir o conceito
vetor tangente. Para isso, considera-se que se deseja calcular o quanto a funcao varia ao
longo da curva. Desse modo, restringe-se a fungao f a c(t), ou seja, f o ¢, e calcula-se a

derivada direcional.

Assim, segue a definicao.

Definicao 2.5. (Vetor Tangente) O vetor tangente a curva c(t) no ponto p = c(0) € o
operador que associa a cada fungio f € F(M) a sua derivada direcional ao longo de c(t)

em p, ou Seja:
d(foc)

- (2.2)

t=0

Como foi destacado anteriormente, o calculo diferencial nao é realizado sobre M.

Uma vez que tanto f como c(t) estdo definidas sobre a variedade, é necessario considerar
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suas respectivas representagoes coordenadas no espago euclidiano, f = fop ™! e 2#(t) = poc.

Desse modo, a equagao (2.2) torna-se

d{(fop™o(poa]| _ d(f(="(1))
dt — dt o (2:3)
Pela regra da cadeia, segue que
d(fz"()| _ of dar(t)
dt |, Oz dt |_, (24)

A partir da equacao anterior, é possivel perceber que ela pode ser obtida por meio da

aplicacao de v a f, ou seja,

d(f (2" (1))

ZOD (af) = lf), (25)

oz

t=0

de modo que se pode fazer as seguintes defini¢oes

3} dat(t)
— b 7 I
=Y o Y dt

v

: (2.6)

t=0

em que v* sao as componentes do vetor e d, = % ¢ a base de T, M (que sera definido

mais adiante).

Do resultado anterior, v é o que se define agora como vetor tangente a M em
p = ¢(0) ao longo da direcao dada pela curva, conforme a Definicao 2.5. Além disso,
a equagao (2.6) evidencia duas caracteristicas relevantes em relagdo ao vetor: nota-se
que o membro esquerdo revela seu carater intrinseco, isto €, independente do sistema de

coordenadas (U, ¢) adotado, enquanto que o membro direito depende diretamente dele.

Agora, sejam a,b € R e f, g € §F(M), um vetor tangente v satisfaz as seguintes pro-
priedades (KOBAYASHI; NOMIZU, 1963; CHOQUET-BRUHAT; DEWITT-MORETTE;
DILLARD-BLEICK, 1982):

(1) Linearidade: viaf + bg] = av[f] + bv|g];
(2) Regra de Leibniz: v[fg] = gv|f] + fvlgl;

(3) (avy + bus)[f] = avi[f] + bua[f].

As duas primeiras propriedades implicam v(a) = 0, ao tomar f = g = 1. Além disso,
revelam que v é uma aplicacdo linear v : F(M) — R que satisfaz a regra de Leibniz, o
que permite chama-lo de derivacao (logo, v é um operador diferencial) (LEE, 2013). Nesse
sentido, v é de fato a derivada direcional de f ao longo da curva ¢ no ponto p. Quanto a

terceira, sua relevancia ficard clara a seguir.
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Por um dado ponto p € M podem passar diferentes curvas. Nesse sentido, considera-

se uma classe de equivaléncia de curvas M. Se dadas duas curvas ¢;(t) e co(t) forem tais

que ¢1(0) =c2(0) =pe
dzt (e (1))
dt

entao elas fornecem o mesmo operador diferencial v no ponto p. Assim, identifica-se o vetor

_ dat(ea(t))

= , (2.7)

t=0

t=0

tangente com a classe de equivaléncia de curvas. Logo, todas as classes de equivaléncia
de curvas em p € M formam um espago vetorial chamado de espaco tangente de M no
ponto p, denotado por T, M, e que é dotado da propriedade (3) (adigdo e multiplicacao

por escalar). Desse modo, vale a defini¢ao seguinte.

Definicao 2.6. (Espago Tangente) O conjunto de todos os vetores definidos em p € M,
dotado da adicio e multiplicacdo por escalar, é um espaco vetorial chamado espago tangente

de M em p, denotado por T,M. A dimensdo deste espago € a dimensao da variedade M.

Em relacao ao espaco tangente, vale a discussao adiante. Segue a primeira delas.
Dado um sistema de coordenadas 2* no qual {0, } é a base coordenada associada. Eviden-
temente, qualquer vetor em 7, M pode ser escrito como combinacao linear de {J,}. Em
razao disso, a base coordenada é também chamada de base natural de 7, M (CHOQUET-
BRUHAT; DEWITT-MORETTE; DILLARD-BLEICK, 1982). No entanto, tal base se
trata de uma escolha em meio a uma abundancia de bases que existe e pode ser atribuida
como base em um dado ponto p da variedade M. Existem bases mais gerais, que nao
podem ser escritas apenas em termos de derivadas parciais. Tais bases {e,} sdo chamadas

de base nao coordenadas e podem ser pensadas como a seguinte combinacao linear
= M
e, =e'0, (2.8)

onde os elementos e * pertencem ao grupo linear geral, isto é, e * € GL(m, R)8.

Uma variedade nao esta limitada a um tnico ponto. Dessa forma, os vetores também

nao estao. Por isso, é importante trabalhar com a nocao de campo vetorial.

Definicao 2.7. (Campo Vetorial) Se um dado vetor estd definido suavemente em cada

ponto p de M, entao é dito ser um campo vetorial, denotado por X(M).

Agora, dados dois campos vetoriais v, w € X(M) e uma fungao f € F(M).

Definicao 2.8. (Colchete de Lie) O colchete de Lie, definido como o comutador [v, w]
entre v e w, € um campo vetorial que atua como uma derivada de primeira ordem. Sua

acdo sobre uma funcao f é dada por:

v, w]f = v[w[f]] = wlv[f]] (2.9)

Em relagdo ao grupo linear geral, recomenda-se ao leitor a se¢ao 5.6 de (NAKAHARA, 2003)

8
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Em relagdo a definicdo acima, é valido destacar que o colchete de Lie é bilinear,

anticomutativo (isto é, antissimétrico) e satisfaz a identidade de Jacobi

(U1, [v2, v3]] + [, [V, v1]] + [v3, [U1, v2]] = 0. (2.10)

Ao omitir a funcao f da equagao (2.9) e assumir que v = 9, e w = 0,, pode-se
verificar que as bases coordenadas comutam, isto é, [0,,0,] = 0, de modo que a base
coordenada é denominada holonémica. Como ja foi mencionado, bases desse tipo podem
ser obtidas diretamente a partir de um sistema de coordenadas x* local sobre a variedade.

Bases desse tipo sao ditas integraveis.

Por outro lado, ao denotar v = e, e w = e, ¢ possivel chegar ao seguinte resultado
[em eb] = (eauaﬂebu - ebuaﬂeau) al/? (211)

que nao necessariamente se anula. Quando (2.11) néo é nula, a base {e,} é denominada
nao holonémica. O resultado no membro direito de (2.11) evidencia que os campos vetoriais
considerados nao correspondem a derivadas com respeito a coordenadas locais; portanto,
nao existe, em geral, um sistema de coordenadas para o qual tais campos se identifiquem

com derivadas parciais. Sao, por isso, bases ditas nao integraveis®.

Para encerrar essa subsecao, o interesse agora é saber como vetores, em suas
representacoes coordenadas, se transformam sob mudangas de coordenadas, algo que é
de fundamental interesse no contexto da fisica. Dado, entao, o seguinte questionamento:
como se transformam as componentes de um dado vetor v? Por construcao, como ja
foi mencionado anteriormente, o v € T, M independe do sistema de coordenadas (U, ¢)
especificado, como se pode observar na equagao (2.5), de modo que em sistemas de
coordenadas distintos, o vetor v permanece inalterado. Tal independéncia ¢ o que possibilita
construir o que se chama por regra de transformacao das componentes de um vetor. Assim,
considera-se que o ponto p é coberto por duas cartas (U, @) e (U, @), isto é, pe UNU e
x = p(p) e x = @p(p). Em uma linguagem mais voltada para o contexto da fisica, o que
se pretende fazer é considerar dois sistemas de coordenadas z* e T#. Assim, sejam suas

bases coordenadas denotadas por {9,} e {0, }. Nesse caso, existem duas expressoes para

vel,M,

0 0
V= Uu@ = ’U'u@. (212)

Ao utilizar a regra da cadeia, mostra-se que v* e v* estao relacionados por meio de

oxH
ot =¥

oz’

(2.13)

o que demonstra que as componentes do vetor transformam-se de tal forma que o préprio
vetor permanece inalterado (NAKAHARA, 2003).

9 Para mais detalhes, ver, por exemplo, as se¢des 2.14, 2.15 e 3.7 de (SCHUTZ, 1980).
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E possivel mostrar também como as bases se relacionam quando submetidas a
transformagoes de coordenadas. Também por meio da regra da cadeia, mostra-se que as
bases se relacionam através da regra de transformacao seguinte

oy Oy (2.14)

oxH
Ao observar as duas ultimas equagoes, pode-se ver que as componentes do vetor se
transformam de forma contraria a transformacao da base. Assim, diante disso, explica-se
por que v* é comumente chamado de vetor contravariante. Mais precisamente, diz-se que

as componentes v* se transformam de forma contravariante; o objeto v em si é um vetor
(um elemento de T,M).

2.1.3 1-formas e espaco dual

Para iniciar esta subsecao, introduz-se o conceito de fungao linear.

Defini¢ao 2.9. (Fungao linear) Sejam v e w vetores de um espago vetorial V e a,b € K,

onde K é um corpo que pode ser R ou C. Uma funcio f :V — K € dita linear se

flav +bw) = af(v) + bf(w). (2.15)

Entéo, seja {b,}'" uma base do espago vetorial V' e K = R, de tal forma que se
tem v = v#b,, com v* € R. Devido a linearidade da funcao f, tem-se que f(v) = v*f(b,).
Assim, conhecer f(b,) permite determinar o valor de f para qualquer vetor. Para duas

funcoes lineares f e g, verifica-se que

(af +bg)(v) = af(v) + bg(v), (2.16)

o que mostra que o conjunto dessas fungoes lineares forma um espago vetorial. A esse
espago se da o nome de espaco vetorial dual, denotado por V*. Por se tratar de um espaco
vetorial, é natural que qualquer elemento desse espago dual possa, em termos da base

{b*#}1! (chamada de base dual), ser escrito como uma combinacio linear da seguinte forma

f=r1.b", (2.17)

na qual a base dual é definida pela condigdo seguinte
b*(b,) = ", (2.18)

chamada de condigao de dualidade, onde 0¥ é a delta de Kronecker.

10 Esta é uma base qualquer, ndo necessariamente coordenada ou nao coordenada.
Il Esta notacio é somente para fins introdutérios, de forma que néo serd adotada ao longo desse trabalho.
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Conforme visto na subsecao anterior, foram introduzidos os conceitos de vetores e
espagos tangentes. Sendo um vetor um elemento de um certo espaco vetorial, o espaco
vetorial dual também tem seus elementos, que s@o as funcoes lineares, também chamadas
na literatura por covetores, vetores duais ou 1-formas. Nesse trabalho, serd adotada a
ultima denominagao: 1-formas. Tal como um espago vetorial V' tem seu espaco dual V*,
o T, M também o tem, o qual é chamado de espago cotangente e denotado por T M.
Em outras palavras, o que se quer dizer é: no ponto p da variedade M, existe um espago

vetorial 7 M que é dual ao espaco vetorial T, M. Portanto, segue a definigao.
Definigdo 2.10. (1-formas) Seja w um elemento de Ty M. Define-se uma 1-forma

como uma fungdo linear w : T,M — R.

Em palavras, o que uma 1-forma faz é atribuir valores reais a vetores por meio de
sua agdo sobre esses, que agora serd denotada por (w,v) e ndo mais por w(v). Além disso,

em relacao a esses objetos, vale a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 2.11. (Campo de 1-formas) Se uma dada 1-forma estd definida suavemente

em cada ponto p de M, entdo é dito ser um campo de 1-formas, denotado por Q'(M).

Relativo a um certo sistema de coordenadas z*, foi visto que a base {0, } é a base
natural de T, M. Analogamente, 7> M também tem a sua base dual, que se denota por
{da#}. Nesse sentido, sejam v € T,M e w € Ty M. Em seus respectivos espagos, tais

elementos podem ser escritos como combinacao linear nas formas seguintes
v =1v"0, e w = w,da”, (2.19)
onde vale também a condicao de dualidade
(dx*,0,) = 0. (2.20)

Dessa forma, a partir da equagao anterior, segue

(w,v) = (w,dz,v"0,) (usa-se a linearidade)
= wyv’(dz", 0,) (usa-se a condigao de dualidade)
= wuv’oy
= wyvt, (2.21)

cujo resultado evidencia que a agdo de uma 1-forma sobre um vetor, isto é, () : TyM x

T,M — R, consiste em uma contracao de tais objetos.

O exemplo mais simples de uma 1-forma é a derivada total df de uma funcao
f € F(M). De acordo com (NAKAHARA, 2003), a agao de df € T, M sobre v € T,M ¢

definida por
(df,v) =v[f] = v“(,ii eR. (2.22)
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A demonstragao é feita a seguir. A partir do fato de que, em termos das coordenadas
x = ¢(p), df é expressa como

af = 2L gun (2.23)

T O

Entao, segue que

(df,v)y = <afdm“7 v”&,>

oz

of
@U <dl"u, 8,,)
of
@U (55

of
v ot
= olf], (2.24)

como desejado.

Por fim, analisa-se como as 1-formas se transformam sob mudancas de coordenadas,

de modo analogo ao caso dos vetores. Sejam z* e z#, entao
w = w,da" = w,dz”. (2.25)

Uma vez que, tal como v, w também ¢é um elemento intrinseco e, portanto, independe do

sistema de coordenadas. Por meio do fato de que z# = z#(x), obtém-se

oz

dz¥ =
v oz

da*, (2.26)

que se trata da regra de transformagao das bases de Ty M, o que possibilita obter também

oz

Wy

Diferentemente das componentes dos vetores, este resultado mostra que as com-
ponentes de uma 1-forma se transformam de forma covariante em relagao a base do
vetor (como em (2.14)). Por isso, ¢ usada a expressao vetor covariante para designar tais

componentes, ja que elas se transformam de maneira covariante a base do espago tangente.

2.1.4 Tensores

Na introducao deste capitulo, mencionou-se que a base conceitual da RG se apoia
em dois principios. Um deles, o principio da covariancia geral, motiva a necessidade de se
ter uma teoria construida em termos do objeto geométrico a ser definido nesta subsecao:
os tensores. Nas subsegoes anteriores, foram introduzidos dois objetos geométricos que,
conforme visto, sao intrinsecos e independem do sistema de coordenadas. Os tensores, em

linguagem simples, nada mais sdo do que generalizagoes de vetores e 1-formas.
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Uma 1-forma consiste em uma aplicagao linear que associa um vetor a valores
reais. Isso pode ser generalizado através de uma aplicacao multilinear, os tensores, que
mapeiam varios vetores e 1-formas a valores reais. E possivel classificar tensores em trés
tipos: os mistos, os covariantes e os contravariantes. Além disso, ha certas caracteristicas

dos tensores que estao discutidas mais adiante.

Assim como os vetores e as 1-formas sao definidos nos espacos tangente e cotan-
gente, um tensor é construido como uma aplicacao multilinear envolvendo esses espacos.
Nesse sentido, os tensores levam r elementos do espago cotangente e s elementos do
espago tangente a valores reais. Logo, segue a definicao (LEE, 2013; THORNE; MIS-
NER; WHEELER, 1973; FRANKEL, 2012; CHOQUET-BRUHAT; DEWITT-MORETTE;
DILLARD-BLEICK, 1982).

Definicao 2.12. (Tensor Misto) Dado um ponto p da variedade M. Um tensor T do
tipo (r,s) € definido como uma aplicagao multilinear que tem como argumentos r 1-formas

e s vetores e toma valores reais, tal que

T:TMXTMX - X TMXTIMX TMX TMX - x ToM X ToM i — R,

r 1-formas s vetores

(2.28)
ou, equivalentemente,
T(w,0,...,a,3,u,v,...,w,z) €R. (2.29)

r 1-formas s vetores

De maneira analoga, é possivel definir os tensores covariantes e contravariantes, no

que se segue.

Definicao 2.13. (Tensor Covariante) Um tensor T do tipo (0,s) é definido como uma

aplicacao multilinear que tem como arqgumentos s vetores e toma valores reais, tal que

T:T,Mx - x T,M — R, (2.30)
s vetores
ou, equivalentemente,
T(u,...,v) €R. (2.31)
s vetores

Definigao 2.14. (Tensor Contravariante) Um tensor T do tipo (r,0) é definido como
uma aplicacio multilinear que tem como argumentos r 1-formas e toma valores reais, tal
que

T -T'Mx - xTIM =R, (2.32)

r 1-formas
ou, equivalentemente,
T(a,...,B) €R. (2.33)

r 1-formas
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Na literatura, é comum se referir ao tensor em termos de sua ordem. A ordem do
tensor é o nimero total de entradas: a soma do nimero de argumentos do tipo 1-forma (7)
com o numero de argumentos do tipo vetor (s). Assim, um tensor de tipo (r, s) tem ordem
k = r+ s. Dessa forma, das defini¢bes acima, em particular as duas tltimas, é evidenciado
o fato de que tensores sao generalizacoes de vetores e 1-formas, dado que tensores do
tipo (1,0) e (0, 1) sdo vetores e 1-formas, respectivamente. Além disso, assim como foram
definidos os campos de vetores e de 1-formas, também é possivel definir campos de tensores.

Desse modo, define-se um campo tensorial na forma seguinte (NAKAHARA, 2003).

Defini¢ao 2.15. (Campo Tensorial) Um campo tensorial do tipo (r,s) é definido por
uma atribuicao suave de um elemento de ‘Z§|p (M) em cada ponto p € M. O conjunto dos

campos tensoriais de tipo (r,s) em M é denotado por Th(M).

Evidentemente, um tensor pode ser expresso em termos de sistemas de coordenadas,
o que possibilita fornecer suas componentes, por exemplo. Porém, antes de prosseguir para
esse caminho, é util introduzir o produto tensorial, que fornece uma construcao algébrica

natural para tensores.

Definicdo 2.16. (Produto Tensorial) Sejam a e B I-formas de T, M. O produto

tensorial de o e 3 € definido como a aplicagdo bilinear o ® 3, tal que
(a® B)(u,v) = a(u)B(v) €R, (2.34)

para todos u,v € T,M.

O leitor deve notar que a ® B # B3 ® a. Além disso, a construgao da Defini¢ao
2.16 nao é unica, de forma que se pode construir também os seguintes produtos tensoriais:

URv, u® .

Agora, seja T' € 7| . Para um sistema de coordenadas z*, tem-se como base

coordenada {0,} e a base dual {da*}, o que possibilita escrever T' da seguinte forma'?

T = Trikz-kr Oy @+ ®0, @dz" @ -+ @ da". (2.35)

V1V2...Us

Desse modo, a acao de T sobre r 1-formas e s vetores, que consiste em escrevé-lo na forma
da Equacao (2.29), isto é,
T(al,...,amvl,...,vs), (236)

fornece

— 1---Hr V1 Vs
T(ou,...,0,v1,. .. ,0s) =Ty, -y, 07 0™, (2.37)

12 Embora se esteja usando a base coordenada, o formalismo independe da base adotada. Nesse caso,
poderia se usar a base nao coordenada.
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onde se utilizou a multilinearidade, além das expressoes a = a,dat e v = V70, e
o fato de que a acdo do tensor sobre as bases fornecem suas componentes, isto é,

T(dx“l’ N aulv o 78113) = Tm"'mm.

s *

A Equagao (2.35) se trata de um caso geral. Como casos particulares, a aplicacdo
bilinear da forma
T=T"0,®0,, (2.38)

consiste em um tensor contravariante de ordem 2, enquanto a aplicacao da forma
T="T"0,®0,®ds" (2.39)

¢ um tensor de ordem 3 do tipo (2,1).

Nas subsec¢oes anteriores, foi visto como as componentes de vetores e 1-formas se
transformam sob mudancas de coordenadas. Analogamente, o mesmo acontece para as
componentes dos tensores. Nesse sentido, sejam x* e x* dois sistemas de coordenadas, é
possivel mostrar que a regra de transformacao para as componentes dos tensores é dada

por B B
Tt e _ oz Ot Ot Oxr ' (2.40)

vievs T Qger Qper T T 930

Quando se trata de transformagoes de coordenadas, surge um outro tipo de tensor
no qual estd envolvido o determinante da matriz jacobiana J'3. Tal objeto se trata de
uma densidade tensorial do tipo (r,s) de peso W4 cuja regra de transformacio para
suas componentes tem a seguinte forma (D'INVERNO, 1992; SYNGE; SCHILD, 1949;
SOKOLNIKOFF, 1964)

ox" oxh 0zt 0x7s

THLpir —JW .. .. TPLPr 2.41
V1...Vs 81‘/)1 8IPT 83—7”1 8:2"/5 01...0g") ( )
onde 5
xl/
= det ) 2.42
J = de (a) (242)

Ainda quanto ao determinante da matriz jacobiana, pode-se também introduzir os pseudo-
tensores do tipo (r, s), que se transformam segundo a seguinte regra de transformagao de

coordenadas'®

rH1 rHr o1 Ts
gzt Oxkr O Ox Torpr (2.43)

Tlu‘l"')u"l‘ — J JW o
Sgn( ) oxr OxPr Ox¥1 O7vs 01...05 )

V1...Us

onde

) +1 se J > 0 (preservagao da orientacao), (2.44)
sgn(J) = .
—1 se J <0 (inversao da orientacao).

13" Presume-se que .J é nao singular, isto é, J # 0.

140 peso W se refere & poténcia com que o determinante da matriz jacobiana da transformacio aparece
na regra de transformacao.

15 Ao leitor recomenda-se o capitulo VII de (SYNGE; SCHILD, 1949), para mais detalhes.
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Em relacao aos tensores, seguem algumas consideragoes sobre as propriedades que
esses objetos possuem. Conforme a abordagem de (THORNE; MISNER; WHEELER,
1973), a primeira delas diz respeito & contragao de tensores, que consiste em produzir um
novo tensor. Nesse caso, a contragao consiste em transformar um dado tensor do tipo (r, s)
para um novo tensor do tipo (r — 1,s — 1), uma operagao fundamental na construgao de
tensores tais como o de Ricci, a partir do tensor de curvatura, e seu respectivo escalar de
curvatura, bem como na construcao dos tragos dos tensores de tor¢ao e nao metricidade.
Assim, por exemplo, seja R um tensor de ordem 4, um tensor de ordem 2 S ¢é obtido pela

contracao de duas entradas de R. Desse modo,

S(u,v) = R(0,,u,dz", v)
= R(0,,u"0p, dz" 07 0p)
= uav’BR(au, O, dat, 0p)
= u’R, /s = u"’S,4, (2.45)

onde Rua“ 5 = S,5- Em outras palavras, dado um tensor R do tipo (1,3) com componentes
R "5, € possivel obter um tensor S do tipo (0,2) com componentes .S, ao contrair o

primeiro indice covariante com o indice terceiro contravariante.

A segunda é em relagdo a simetria: um tensor é simétrico se seu resultado nao for

afetado pela troca de dois vetores de entrada ou 1-formas de entrada, ou seja,
T(u,v,w) = T(v,u, w), (2.46)

simétrico nas duas primeiras entradas, que em componentes significa: T},,» = T,,x. Como
exemplos de tensores simétricos, tém-se os casos do tensor métrico e do tensor de nao

metricidade.

A dltima é quanto a sua antissimetria. Um tensor é antissimétrico, por exemplo,

quando, ao se trocar os dois primeiros argumentos, o sinal do tensor é trocado, como segue
T(u,v,w) =—T(v,u,w), (2.47)

o que significa dizer, em termos das componentes, que: T),,» = —7,,x. Um exemplo de
tensor antissimétrico é o tensor de torcao T’\W, que é antissimétrico nos seus dois indices

covariantes p e v, isto ¢, nos dois ultimos indices.

No que diz respeito as duas ultimas propriedades, vale destacar que ha tensores
que podem ser simétricos ou antissimétricos em relacao a troca de qualquer uma de suas
entradas (ou indices). Tais tensores sdo ditos completamente simétricos ou completamente
antissimétricos. Nesse sentido, dados quaisquer tensores, pode-se simetrizar ou antissime-
trizar estes. Por exemplo, dadas as componentes de um dado tensor T#”, é possivel mostrar

que este pode ser reconstruido em termos de suas partes simétrica e antissimétrica, tal que

T = T 4ol (2.48)
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onde os parénteses (...) indicam a simetrizagdo dos indices e os colchetes [...] indicam a

antissimetrizacao dos indices.

Como mencionado, é possivel simetrizar ou antissimetrizar um tensor. Para si-
metrizar um tensor, calcula-se a média das permutacgoes correspondentes aos indices

considerados. As componentes do novo tensor simetrizado sdo identificados, nesse caso,

por
1
T(;/,l/) - i(T,u,u + Typ,); (249)
1
T(uu)\) = ?(T,u,y)\ + Tl/)\,u, + TA;LV + T/,L)\V + TV/.L)\ + T)\Vu)' (250)

De modo analogo, para antissimetrizar, realiza-se a média das permutagoes do tensor,

onde o sinal de cada termo é determinado pela paridade da permutagao, como segue

1

ﬂyu] = i(T,uu - Tu,u); (251)
1

T‘[,uz/)\] = g(TuuA + TI/)\N, + T)\/u/ - Tu)\u - Tu,u)\ - T)\Vu)' (252)

Por fim, encerra-se essa subse¢ao indicando ao leitor o capitulo 3 de (THORNE;
MISNER; WHEELER, 1973), bem como as referéncias (SYNGE; SCHILD, 1949; SOKOL-
NIKOFF, 1964), para mais detalhes que nao foram discutidos aqui a fim de evitar delongas

no texto.

2.1.5 Formas diferenciais

Nas duas ultimas subsecoes foram introduzidos os conceitos de 1-formas e tensores.
Em particular, foi visto que uma 1-forma consiste em um tensor covariante do tipo
(0,1). Nesta subsecao, o objetivo é introduzir o que consiste em uma generalizagao das

1-formas: as formas diferenciais, também chamadas de p-formas. Tal objeto é definido

adiante (NAKAHARA, 2003).

Definigao 2.17. (Formas Diferenciais) Uma forma diferencial de ordem p ou uma
p-forma é um tensor totalmente antissimétrico do tipo (0,p). O conjunto das p-formas em
um ponto p da variedade M € denotado por QP(M)|,.
Antes de ser apresentada a forma explicita desse objeto, é valido definir o chamado

produto exterior. Seja a 1-forma dx*, o produto exterior é definido por

de"t Ao Adat = ) sgn(P)da'r®) @ - - @ datre), (2.53)
PES,
onde sgn(P) = +1 para permutagoes pares e sgn(P) = —1 para permutagoes impares, P

¢ um elemento de S,, o grupo simétrico de ordem p. O que a equagao acima quer dizer

é: primeiro se considera dz"*® ® --- ® dz#P® e entdo, a partir disso, fazem-se todas as
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somas das permutagoes possiveis; quando a troca for par, coloca-se (+), e se coloca (—)

quando a troca for impar. Por exemplo, o caso p = 3 implica

der Adat Adr = d2d @ de* @ da? + do¥ @ d2t @ da* + da @ dz¥ @ da?
do* @ dz¥ ® da# — do** ® dz* ® d2”’ — do”’ @ do* @ do’(2.54)

Da defini¢ao (2.53), é facilmente verificado que o produto exterior satisfaz o seguinte:

(1) da# A--- Adat» =0 em caso de indices repetidos;
(2) dztr A - Adatr = sgn(P) datPm A - A dahre;

(3) datt A --- Adaxtr é linear em cada dzt.

Dado que as p-formas (2.53) formam uma base de QP(M)],, um elemento w €

QP(M)|, pode ser expandido como

1
w = me,,,updac“l Ao Adatr (2.55)

que se trata da forma explicita de uma forma diferencial de ordem p, cujas componentes

w sao antissimétricas, isto ¢, w,, . de acordo com a defini¢ao, e p! é um

f1e php
fator de normalizacao.

oy w[ﬂl“'ﬂp]’
Assim como é possivel realizar o produto exterior entre 1-formas, é possivel fazer o
mesmo entre p-formas e g-formas. Assim, da equagao (2.55), segue a definicao.

Definigdo 2.18. (Produto Exterior) Sejam a € QP(M)|, e B € QI(M)|,. Define-se o
produto exterior entre c e B por A : QP(M)|, x QIM)|, — QPFI(M)|, tal que

1
alpB= ﬁammupﬁ,,lm,,qu“l A Ada?? Ada” A - A date. (2.56)
bq:

Em relacao ao produto exterior A, é valido destacar as seguintes propriedades.
Sejam o € QP(M)],, B € QI(M)|, e w € Q*(M)], segue que

(1) Bilinearidade:

onde a,b € R;
(2) Comutatividade: a N B = (—=1)"8 A a;

(3) Associatividade: (a AN B) ANw =a A (B Aw);
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(4) a AN =0 se p for impar.

Em relacao a segunda propriedade, nota-se que o produto exterior entre duas formas

diferenciais de ordem p e ¢ pode comutar ou néo.

Com as discussoes acima feitas, pode-se dar o préximo passo, que ¢é introduzir
um operador diferencial que generaliza os classicos operadores gradiente, rotacional e

divergente: a derivada exterior.

Defini¢ao 2.19. (Derivada Exterior) Seja w uma p-forma, como a dada em (2.55). A
derivada esterior ¢ uma aplicagio d : Q*(M)|, — QM) cuja agio sobre w é definida
por

1

dw = =0, (w dz” Ada" A - Adatr. (2.57)
p!

Hlmﬂp)

Conforme dito, a derivada exterior ¢ uma generalizagdo dos operadores diferenciais
citados anteriormente. Nesse sentido, é valido evidenciar esse fato. Sejam wy € Q°(M)] »
w; € AN M)],, wy € BP(M)| e wy € Q*(M)|, uma 0-forma, uma 1-forma, uma 2-forma
e 3-forma, respectivamente. Nesse caso, esta sendo considerada uma variedade M de

dimensao 3. A partir disso, segue:
(1) Wo = f(xaya Z);
(i) w1 =wu(z,y, 2)dr +wy(z,y, 2) dy + w,(z,y, 2) dz;;
(ili) wo = wyy(x,y, 2)de Ady + wy.(z,y, 2) dy A dz + w.a (2, y, 2) dz A dz;

(iv) w3 = wyy.(z,y, 2)de Ady A dz.
Dessa forma, a acao de d sobre cada um dos casos fornece:

(i) O Gradiente:

of
ox ¢ dy d

d et
y+6z Z

que é uma 1-forma;

(ii) O Rotacional:

dw, = %_&uw dr ANdy + ﬁwz_% dy ANdz + &/Jx_&uz dz Adx
ox Oy Yy z 0z ox

que é uma 2-forma;

(iii) O Divergente:

Oow ow Oow
d _ Yz 2T Ty
w2 < ox + dy + 0z

)dx/\dy/\dz,

que é uma 3-forma;
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(iV) dwg =0.

Portanto, é possivel notar que os exemplos acima, além de independerem das coordenadas
e das bases, evidenciam o fato de que d é uma generalizacao de tais operadores diferenciais.
Além do mais, percebe-se que a ordem da forma diferencial em questao foi aumentada em

uma ordem a cada operacao, conforme a definicao.

Por fim, em relagao a essa aplicacdo, é valido destacar que se trata de uma aplicacao
linear. Além disso, seja a acdo de d? sobre w. E possivel demonstrar que a derivada exterior
é nilpotente, isto é, a derivada exterior aplicada duas vezes sobre uma forma diferencial é
nula: d(dw) = 0. Por fim, é possivel mostrar também que a derivada exterior do produto

exterior entre duas formas diferenciais é dada por
dlwANha)=dwha+ (—1)’w A dea, (2.58)

Vw € (M), @ € QM)

Nessa etapa, introduz-se outra importante aplicacao: o produto interior. A definicao

¢ dada a seguir!”.

Defini¢ao 2.20. (Produto Interior) Seja v um campo vetorial de X(M) e w € QP(M).
Define-se o produto interior como uma aplicagio | : QP(M) — QP7Y (M), dada por
w — v|w, tal que

v]w(vy, ..., vpm1) = w(v,v1, .0, Vp-1). (2.59)

Da definigao, é possivel observar que o produto interior resulta em uma (p—1)-forma

que atua nos campos vetoriais v; € X(M). Em componentes, a defini¢do implica

1 v
vw = MU Wy gy AT A o A dah?, (2.60)

onde foi usado v = v”0, e a Equacado (2.55). Em particular, tem-se

B, )da” = o, (2.61)

o que é equivalente a (dz”,d,) = d,,. Além disso, é vélido destacar que o produto interior

é antissimétrico, isto é, u](v|w) = —v|(u|w), nilpotente v|(v|w) = 0 e satisfaz a seguinte
propriedade:

v[(wAha)=ww) ANa+ (—1)’w A (v]a). (2.62)

Para encerrar essa subsecao, ¢ valido considerar a integracao das formas diferenciais

em uma variedade M. A nocao de orientacao desempenha um papel fundamental na

16 A demonstragdo pode ser encontrada em (CHOQUET-BRUHAT; DEWITT-MORETTE; DILLARD-
BLEICK, 1982).

17 Para mais detalhes, ver a pagina 207 de (CHOQUET-BRUHAT; DEWITT-MORETTE; DILLARD-
BLEICK, 1982).
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formulacao da integracao em variedades, o que torna necessaria a definicao de orientacao
de uma variedade (NAKAHARA, 2003; CHOQUET-BRUHAT; DEWITT-MORETTE;
DILLARD-BLEICK, 1982).

Para isso, considera-se uma variedade M de dimensdao m conexa. Em um ponto
p € M, o espaco tangente T, M associado a carta (U, ¢) é gerado pela base coordenada
{e,} ={0,}, onde {z"} sao as coordenadas locais e U é vizinhanca coordenada da carta
ao qual o ponto p pertence. Seja outra carta (U, ), tal que U N U # (), com coordenadas

locais {z#}. Dessa forma, a base se transforma por meio da relagdo seguinte:

e, = <8az”> e,. (2.63)

o+
Uma vez ja definida na Equacio (2.42), se J > 0 em U NU # (), as bases {e,} e {e,}

definem a mesma orientacdo em U N U # (. Caso contrario, se J < 0, definem uma

orientacdo oposta. Assim, segue a defini¢ao.

Definicao 2.21. (Variedade Orientavel) Define-se uma variedade M como orientével
se, dadas duas cartas (U, ) e (U, @), com UNU # ), existem coordenadas {z"} e {7}

para cada carta, respectivamente, tais que J > 0.

Dessa forma, com a definicdo acima, se a variedade é orientavel, existe uma m-forma
w, que se denomina elemento de volume, que ndo se anula em nenhuma regiao. Tal objeto
desempenha o papel de uma medida ao integrar uma dada funcao f € §(M) sobre M.

Munidos disso, é possivel definir a integragdo das formas diferenciais.

Defini¢ao 2.22. (Integracdo de Formas Diferenciais) Seja f : M — R uma fungio

sobre uma variedade orientdvel M. Seja o elemento de volume w dado por
w = h(p)dz' A--- Ada™. (2.64)

Em uma vizinhanca coordenada U com coordenadas x, define-se a integracio de uma
m-forma fw por

/U fw= /SD(U) flo ™ (@)h(p  (z))dat ... dz™. (2.65)

2.2 O Tensor Métrico e as Tétradas

Nesta secao, serao apresentados dois dos objetos fundamentais da geometria métrica-
afim e, consequentemente, para a construcao da teoria que este trabalho pretende desen-

volver: o tensor métrico e as tétradas.

2.2.1 A métrica

Ao se pensar em geometria, é natural surgir o questionamento de como medir

distancias e angulos. Junto com essa pergunta, vem a mente a ideia de usar instrumentos



Capitulo 2. Fundamentos Matemdticos da Geometria Métrica-Afim 37

como réguas e transferidores, algo plenamente realizavel na geometria euclidiana. No
entanto, quando se trata de geometrias mais gerais, é necessario recorrer ao objeto
geométrico denominado tensor métrico (ou simplesmente métrica, no caso mais frequente),
que possibilita realizar medidas de distancias e angulos. Além disso, no contexto da fisica,
uma vez que o objetivo é construir uma teoria macroscépica, uma estrutura geométrica

que permita realizar tais medidas é de extrema necessidade.

Quando se pensa em distancias e angulos, outro conceito fundamental da geometria
analitica surge: o produto interno. Em nivel elementar, o produto interno entre dois vetores
é dado por « - U = u,;v;, onde u; e v; sao as componentes dos vetores em R™. Como ja ficou
evidente a partir das discussoes anteriores, em uma variedade todos os objetos geométricos
construidos até aqui sao definidos em cada espaco tangente 7, M. Isso conduz a necessidade
de definir um produto interno em cada um desses espagos (NAKAHARA, 2003).

Defini¢ao 2.23. (Tensor Métrico) Sejam dois vetores u,v € T,M. Uma métrica
riemanniana € um campo tensorial covariante de ordem 2, isto é, uma aplicacio g :

Ty M x T,M — R bilinear que satisfaz, em cada ponto p € M, as sequintes propriedades:

(Z) gp(u’ U) = gp(vﬂ u);

(ii) g,(u,u) >0, onde a igualdade s6 € vdlida quando u = 0'8.

Na subsegdo 2.1.3 foi definida a acdo de uma 1-forma w € T); M sobre um vetor
v € T,M como a aplicacdo (,) : TyM x T,M — R. A respeito dessa defini¢do, é comum
que alguns autores se refiram a ela como um produto interno entre tais objetos, ja que se
trata de algo equivalente ao produto interno (SCHUTZ, 1980); no entanto, a nogao de

produto interno s6 faz sentido quando a variedade passa a ser dotada de uma métrica.

A partir da definicao da métrica, g : T, M x T, M — R, torna-se possivel definir
uma aplicacao g(u, ):7,M — R, com u fixado. Como ¢é possivel notar, esta iltima
consiste em uma aplicacao que atribui valores reais a um vetor, que, conforme foi visto na
Definicao 2.10, trata-se de uma 1-forma. Nesse sentido, pode-se fazer a seguinte denotacao:
g(u, )=u
uma carta (U, ¢) com a base coordenada {J,}), a acdo de u* sobre essa base fornece

*

, com u* € TX M. Entao, em um dado sistema de coordenadas z* (isto é,

(u*,0,) = uy. (2.66)

18 A notacdo g, indica simplesmente g’p. Daqui em diante, a métrica serd referida somente por g, a fim
de evitar uma notacao densa.
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Contudo, u*(9,) = g(u,d,), de modo que é equivalente a fazer

w, = g(u,0y,)
= g(u’\(%\,@u)
= u'g(0r,0,) = gauu®
u, = g,\#u)‘. (2.67)

Nesse ponto, a partir da Definigao 2.23, é vdlido analisar a condicao (i) e a condic¢ao
(ii) de nao degenerescéncia da métrica. No sistema de coordenadas anteriormente citado,

sua base dual é {dz*}, de modo que é possivel expandir a métrica da seguinte forma:
g = guudx# ® dz”. (268)

Desse modo, verifica-se que as componentes da métrica sao simétricas, ou seja,

o 0
Juv = 9 <8x“’ W) = G- (2.69)

Em relacao a condicao de nao degenerescéncia, cujo significado é a condicao g = det||g,. || #
0, a métrica (2.68) determina uma inversa, que é um campo tensorial contravariante de
ordem 2, dado por

g '=9¢"0,®0,, (2.70)

tal que
9" gaw = 3. (2.71)

Em face do tultimo resultado (2.71), pode-se multiplicar a Equagao (2.67) por g,

de tal forma que é possivel obter
u = g"uy,. (2.72)
Desse modo, a partir dos resultados (2.72) e (2.67), estabelece-se o isomorfismo entre 7, M
e Ty M. Nesse caso, percebe-se que se trata das conhecidas operagoes de levantamento e
abaixamento de indices, o que ¢é valido para tensores de qualquer ordem k. Como exemplo,

tem-se 0s casos a seguir:
™ = gﬂagyﬁTaﬁa T;w = g,LLaguBTaB; T'uu = g”’ij,, (273)

no qual o ultimo caso consiste em uma contragao de indices. Além disso, embora tenha
sido enfatizado, é valido demonstrar como a métrica possibilita a no¢ao de produto interno.

Logo, sejam u,v € T, M. Segue que
g(u,v) = g(u"d,,v"0,)
= uv"g(d,,0,)
= u"v"gu

= u'v,. (2.74)
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O caso abordado até aqui se trata de uma métrica riemanniana. Todavia, o caso
de interesse nesta dissertagdo é o de uma métrica pseudo-riemanniana. Uma métrica é
pseudo-riemanniana se ela satisfaz a condi¢ao (i) da Definicao 2.23 e, em vez de (ii),
satisfaz a condigao de que se g(u,v) = 0 para todo u € T, M, entdao v = 0. Nesse caso, ela
nao é necessariamente positiva definida.

Dado que a matriz ||g,,|| associada a g é simétrica, seus autovalores sao reais'.

Em geral, existem ¢ autovalores positivos e j negativos. No caso particular em que j = 1,
a métrica é denominada lorentziana, sendo usualmente representada pela métrica de
Minkowski n = diag(—1,1,...,1), que corresponde a métrica do espago-tempo da RE.
Nesse contexto, surgem classificacoes especificas para vetores na geometria do espago-tempo.

Para um espago-tempo lorentziano (M, g) e u € T, M, tem-se:

(1) g(u,u) >0 (vetor tipo espago),
(2) g(u,u) =0 (vetor tipo luz),
(3) g(u,u) <0 (vetor tipo tempo).

Dessa forma, o quadrado da norma de um vetor é expresso por g,,u’u", podendo assumir

valores positivos, negativos ou nulos.

A relacao entre a interpretacao de g como aplicacao bilinear e sua interpretacao
como o quadrado de uma distancia infinitesimal, denotado por ds?, é estabelecida ao se
aplicar a métrica ao vetor de deslocamento infinitesimal( THORNE; MISNER; WHEELER,

1973). Seja o vetor de deslocamento infinitesimal

£ = Azl0,. (2.75)
Segue entao que
ds® = g(&,€)
= Axz"Az" g(0,,0,)
= QWAIMAxy, (276)
ou, de forma equivalente,
ds* = g, dz#da”, (2.77)

em que ds? é o elemento de linha, usualmente também referido como “métrica”. No
contexto da fisica relativistica, tal elemento se refere ao intervalo entre dois eventos no
espago-tempo, como por exemplo a emissao e a recep¢ao de um raio luminoso. Nesse caso,
para ds? > 0, tem-se um intervalo tipo espaco, enquanto ds?> = 0 e ds? < 0 correspondem

aos casos de intervalos tipo luz e tipo tempo, respectivamente.

19 Para mais detalhes, ver Segdo 2.29 de (SCHUTZ, 1980).
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2.2.2 Tétradas

Na subsegao 2.1.2 foi comentado sobre o fato de a base coordenada {0, } ser a base
natural de 7,M, cuja base dual é {dz*}. Além disso, foram introduzidas as bases {e,}

nao coordenadas (2.8), que sao o foco desta se¢ao.

Conforme discutido anteriormente, foi visto que vetores e 1-formas e tensores sao
objetos que podem ser expandidos em termos da base coordenada ou de sua correspondente
dual. De forma similar, tais objetos podem ser também expandidos em termos das bases
nao coordenadas {e,}. Nesse sentido, assim como um vetor v € T, M pode ser escrito

como uma combinacao linear da base coordenada, isto é,

v =0"0,, (2.78)
ele também pode ser escrito em termos das bases nao coordenadas, como segue

v=n1e (2.79)
onde e, de acordo com a equagao (2.8), é dada por

e, =e,'0,. (2.80)

Para que e, sirva como uma base, nesse caso nao holonémica, é necessario que sua
componente e, seja nao degenerada, isto é, det|le,*|| # 0. Além disso, tal como a base
correspondente dual, a base ndo coordenada também tem a sua base dual, denotada por
{9¥*} e dada por

9" = e, da*, (2.81)

onde e?, é também ndo degenerada. Na literatura é comum se referir a {e,} e {9}
como frame e coframe, respectivamente. Como caso particular, seja M uma variedade de

dimensao 4, que é o caso de interesse fisico. Diante disso, segue a definicao.

Definigao 2.24. (Tétradas) Para uma variedade M de dimensao 4, uma tétrada (frame
ou coframe) é um conjunto de quatro vetores linearmente independentes {e,} que formam

uma base para o espago tangente T, M.

Pela condi¢ao de dualidade, ja referida em trecho anterior, a dualidade do frame e

do coframe requer que
e, ]9’ = o, (2.82)

que implica
e “ebu =0 (2.83)

a

Similarmente, em face a nao degenerescéncia das componentes do frame e coframe, de
forma que se tem como consequéncia as seguintes inversbes (ALDROVANDI; PEREIRA,
2012)

O, =e"e dzt = e 9. (2.84)

pEa
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Assim, da condigdo de dualidade entre a base coordenada e sua base dual, é possivel obter

elet, = or. (2.85)

Em relagdo ao que ja foi abordado até aqui, é valido destacar que a base {e,}
é completamente arbitraria. Em cada ponto da variedade M, qualquer conjunto de
quatro vetores linearmente independentes pode ser escolhido como frame. Nao ha um
frame “privilegiado”; diferentes escolhas sdo apenas diferentes representacdes do mesmo
contetido geométrico. De fato, se e, é um frame, outro pode ser definido por meio de uma

transformacao linear local, isto é,
e, — e, =N"(v)e,, (2.86)

Assim, todas as escolhas possiveis de frames estao relacionadas por transformacoes do

grupo geral linear GL(4,R). O coframe se transforma de maneira compativel:
9% — 9° = A, (2)9° (2.87)
de modo a preservar a condicdo de dualidade.

Além disso, das equagoes (2.80) e (2.81), é possivel observar que as tétradas, na
realidade, suas componentes, desempenham o papel de uma matriz de transformacao entre
as bases coordenadas {0,} e os frames {e,}. Nesse sentido, ao considerar as equagoes

(2.78) e (2.79), tem-se que as componentes se relacionam da forma seguinte
vt = et ot vt =e v, (2.88)
o que ¢ valido também para as 1-formas e tensores em geral.
Como ja foi abordado, o frame tem a caracteristica de ser nao holondémico, isto é,
ewes] = (€0,e)” — ' Dye,") O, (2.80)
como visto na equagao (2.11). Dessa forma, é possivel fazer a seguinte defini¢ao:
0%, = —(09% [ey, €.]), (2.90)

objeto este chamado de ndo holonomicidade. E possivel também obter a relacio de
comutacao acima por meio da aplicacdo da derivada exterior no coframe, o que permite
definir a ndo holonomicidade 2-forma (HEHL et al., 1995)

1
0 = d? = 59%0191’ A 9°. (2.91)

Em relagdo a métrica, suas componentes também podem ser expressas em termos

das tétradas, evidentemente, da forma seguinte
g(ea’ eb) = g<eauaﬂ7 ebyalf)
= e,e,"9(0,, 0,)

gab = €€y Guv, (2.92)
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ou, equivalentemente,
G = €°,€", Gab- (2.93)

A métrica, dada na equagao (2.68), pode ser expandida em termos do coframe da seguinte

forma

g = ga?¥" @9, (2.94)

em que ¢é valido destacar que as tétradas, nesse caso, nao sdo necessariamente ortonormais.
Todavia, conforme argumenta (HEHL et al., 1995) na pégina 33, considera-se inicialmente
um frame geral e,, no qual os componentes da métrica sdo dados por (2.92). Por meio
de uma transformagao local adequada, implementada por uma matriz A,*(x), pode-se
construir um novo frame

éb = Aba(x>ea

de tal forma que as componentes transformadas da métrica assumam a forma
Gab = N ()N () g = diag(Xo, A1, Aoy ooy Amc1).

isto é, uma forma diagonal. A partir desse novo conjunto, €,, uma normalizacdo e uma

reorganizacao dos vetores de base permite fazer

g(egw el;) = 77&37 (295)

em que 7),; ¢ a métrica de Minkowski:

Mab (2.96)

0o 00 ---1

Nesse caso, o frame e; em questdo passa a ser uma base ortonormal, onde o simbolo sobre
o indice foi usado para denotar essa respectiva base. A presente discussao tem apenas o
objetivo de enfatizar a liberdade na escolha do frame; ao longo deste trabalho, frames

gerais (ndo necessariamente ortonormais) serao adotados.

Por fim, vale destacar que as tétradas sao de profundo interesse na fisica, dado que
elas podem ser definidas como referenciais (MALUF et al., 2023) e permitem o acoplamento
com férmions (ROVELLI; VIDOTTO, 2015).

2.2.3 Elemento de volume invariante e operacao dual de Hodge

O conceito de elemento de volume invariante desempenha um papel fundamental
quando se trata de integracao em variedades. No contexto da fisica, no que diz respeito ao

formalismo do principio variacional, existe um funcional, chamado de acao, que é dado em
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termos de uma funcao, geralmente escalar, chamada de lagrangiana, e do que se chama de

elemento de volume invariante, como serd visto posteriormente?.

Dada a equagao (2.53), nota-se que esta se trata de um elemento de volume, isto é,

A"z =da" A Adatm = ) sgn(P)dat PO @ - @ datrem (2.97)
PESm,
Caso seja feita uma transformagdo de coordenadas, é possivel mostrar que (2.97) se

transforma como segue:

m
dx“l/\--~/\dx“m:‘g$

dz™ Ao Adatm (2.98)

x-V

onde o termo entre “||”

é a inversa da matriz jacobiana (2.42), o que indica que esse
elemento de volume se trata de uma densidade escalar de peso —1. Ou seja, esse elemento
de volume nao é invariante sob transformacoes de coordenadas, o que torna necessaria
a introdugao de um outro objeto para tornar a construcao de um elemento de volume

invariante. Esse objeto é a métrica.

Sob uma transformacao de coordenadas z# — Z#, é possivel verificar que as

componentes da métrica se transformam da seguinte maneira:

oxP dx°

i = i g

(2.99)
Ao tomar o determinante, obtém-se que
g=J%, (2.100)

que evidencia o fato de que o determinante da métrica tem peso +2. Dado que no contexto
da fisica se lida com métricas com determinante negativo, g sera negativo. Desse modo, é

necessario reescrever a equagao anterior para
(—9) = J*(~9). (2.101)

Uma vez que ambos os termos sao agora positivos, torna-se possivel aplicar a raiz quadrada

de ambos os lados para obter
vV—g=Jv—g, (2.102)
em que se nota que y/—¢g é uma densidade escalar de peso +1.

Portanto, munidos de tais fatos, é possivel construir o elemento de volume invariante.
Ele é dado por
n=+—gdz' A-- Ada™. (2.103)

20 Isso depende da construcdo. Pode acontecer que a lagrangiana seja uma densidade escalar de peso +1.
Neste caso, a acdo é dada em termos dessa densidade e do elemento de volume d*z que serd construido
a seguir.
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No caso da variedade de dimensao 4, tendo em mente que os indices, sejam eles
coordenados ou de tétradas, vao de 0 a 3, tem-se o elemento de volume invariante, uma

4-forma,

n = /—gda® Adz' Adz? Ada? (2.104)
De modo semelhante, pode-se defini-lo em termos do coframe, como segue

1 =619 A 9D A9 A 9D, (2.105)
onde G = det||gu||- Além disso, no caso ortonormal, tem-se

n=19" A0 A2 A (2.106)

Para encerrar essa subsecao, agora munidos de uma variedade dotada de uma
métrica, pode-se introduzir a operacao dual de Hodge. Antes, porém, é valida a introdugao
do simbolo de Levi-Civita alternado, que é dado por

+1 se (pypa - .. ) é uma permutacao par de (12...m)
€papzpm = § —1  se (uip2 - .. fby) € uma permutagao impar de(12...m) (2.107)
0 caso contrario.

A partir desse simbolo, é possivel construir as componentes do pseudotensor de Levi-Civita

Ccomo segue

Eproim = NV =91 (2.108)
Posto isso, pode-se definir, portanto, o dual de Hodge (NAKAHARA, 2003).

Defini¢ao 2.25. (Dual de Hodge) O dual de Hodge x é uma aplica¢io x : Q?(M) —
Q"™ P(M) cuja agio sobre uma base de QP (M) é definida por

*(dxHt A - Adatr) = = p)l '_g)'s”l'““PV o ATPTEA A dat (2.109)
m —p)! ptLeetm

A partir dessa aplicacdo, é possivel notar que x1 é o elemento de volume invariante
(2.103), ou seja,

*1 = ;_'ggmwmumda:”l A .. o ANdatm = \/@dxl Ao ANda™. (2.110)
m!
Pode-se notar também que, para uma dada p-forma w € (M), a Defini¢do 2.25 implica
*W = (_g)'wul,,_upgul.;5f1-~-’/mdmyp+1 FANAN dl'ym, (2111)
m —p)!

que, de fato, implica uma (m — p)-forma.

Por fim, caso seja considerado o coframe {199°}, a operacao x sobre a base do coframe
fornece

1 a a
*(9UN L AI?) = TN T O AL A (2.112)

onde, nesse caso

_ M1, Hm
€aroam = €a; Cam ™ E it i (2.113)
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2.3 Conex3o Afim

Nesta secao, ¢ dado o tltimo passo a caminho da geometria métrica-afim, com
a introdugao do tltimo objeto que, junto a métrica (ou as tétradas), caracteriza essa
geometria: a conexao afim. Em outras palavras, a geometria métrica-afim é uma geometria

tal que, para dada uma variedade M, ela é dotada de uma métrica e de uma conexao afim.

2.3.1 Conex3ao afim e derivada covariante

Como ¢ sabido, no espacgo euclidiano R™ dois vetores de origem diferente sao
comparados através do transporte paralelo de um ou ambos os vetores para mesma origem.
Nesse sentido, é 1til analisar como se comporta a derivada de um campo vetorial em R™.
Entéo, dado um campo vetorial v = v*e,,, a derivada com respeito a 2" tem a p-ésima
componente dada por (NAKAHARA, 2003)

ot vt Ao — ot (e )

Em relacao a equacao anterior, nota-se que o primeiro termo do numerador esté definido no
ponto z + Az = (z!,..., 2" + Az¥,...,2™). Por outro lado, o segundo termo est definido
em z = (2¥). Dessa forma, para que a subtragao entre v*(x + Ax) e v*(x) se torne possivel,
é preciso transportar v*(x) para o ponto x + Az sem modificagoes e calcular a diferenga.
Isso é o que define o que foi mencionado antes como transporte paralelo. Logo, para que
seja possivel comparar vetores em pontos diferentes no espago euclidiano, é necessario que
o vetor v*(x), quando transportado paralelamente até o ponto x + Az, mantenha suas

componentes inalteradas.

No entanto, quando se trata de espacos mais gerais, como no caso das variedades,
nao existe uma maneira candnica de comparar vetores em pontos distintos. Em outras
palavras, nao ha como fazer o transporte paralelo de um vetor em uma variedade sem que
haja uma especificacao de como ele é transportado paralelamente de um ponto p € M
para outro ponto ¢ € M. Somado a isso, existe um outro problema. Em relacdo a equacao
(2.114), quando se trata de transformagoes de coordenadas, isto é, x# — x#, é possivel

verificar que surge um termo nao linear na transformacgao, como segue:

ov# oo ox® 0 <8§“ E)

— = 5 (2.115)

ox” ox” ox? Oz~
ox Oz P N ox® O*zH
oz 0xP x> = Ox¥ Ox™ axﬁv '

Com isso, nota-se o termo aditivo no segundo termo (envolvendo a segunda derivada da

transformagao de coordenadas). Logo, percebe-se que d,v* nao se transforma como um
vetor, pois a regra de transformacao ndo é homogénea (tensorial). O mesmo valeria se este
operador fosse aplicado sobre uma 1-forma ou um tensor. Diante disso, surge a necessidade

introduzir a chamada conexao afim .
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Antes de uma defini¢do formal, é valida uma apresentacéo intuitiva da conexéo. Para
isso, considera-se um campo vetorial v € X(M). Mais especificamente, suas componentes
v#(x). Logo, de acordo com (D’INVERNO, 1992), o que se faz é avaliar v*(z) em um
ponto g, de coordenadas x* + Az*, préximo a um ponto p, com coordenadas z*. Pelo

teorema de Taylor, até primeira ordem de v*(z + Az) se obtém
v (z 4+ Az) = v*(x) + 9,v*(x)Az”. (2.116)
Agora, denota-se o segundo termo por Av*(z), tal que
Av'(z) = 0,0 Az? = v (xz + Az) — v¥(z), (2.117)

revela-se como nao tensorial, pois envolve a subtracdo de dois vetores avaliados em pontos
distintos. Para solucionar esse problema e definir uma derivada tensorial, o que se faz é
introduzir um vetor no ponto g que, de modo geral, é “paralelo” a v# em p. Assim, uma
vez que z* + Az# esta proximo de x#, pode-se assumir que o vetor paralelo difere de v*

apenas por Az* (Figura 4).

yH

p

Figura 4 — Representagdo do transporte paralelo de um dado vetor. Fonte: gerado pelo
Autor.

Como enfatizado em (2.115), Av* ndo é tensorial, mas é possivel fazer uma cons-

trucdo que seja tensorial, como segue
[v*(z) + Av*(z)] — [v*(z) + Av"] = Av*(z) — AD*(z). (2.118)

Com isso, é natural exigir que Av* seja zero sempre que v (z) ou Az” o seja. Logo, assume-
se que Av* é linear tanto em v*(z) como em Az, o que implica a proporcionalidade ao

coeficiente a seguir
Avt(z) = —I'" 07 (z)Ax?. (2.119)

O sinal é uma convencio adotada por consisténcia com a definicdo padrao da derivada
covariante. Logo, pode-se definir a derivada covariante de v* com respeito a z* da seguinte

forma

Jim = V0", (2.120)

{v“(:r + Az) — A[z:p(a:) + At (z)] }
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Em palavras, a equacao anterior diz que a derivada covariante é o limite entre o vetor v*(q)
e o vetor em ¢ obtido pelo transporte paralelo de v*(p), dividida pelo deslocamento Ax”,

quando esse deslocamento tende a zero. Portanto, a partir de (2.116) e (2.119), chega-se a
Vot = 90" + 071" (2.121)

que sao as componentes da derivada covariante e o I' é chamado de coeficientes da conexao
afim (ou simplesmente conexao, como em muitos casos). Nesse ponto, é valido destacar
que existem variadas regras de transporte paralelo possiveis, que consiste em uma para
cada escolha I'. Além disso, nota-se que os coeficientes da conexdo funcionam como uma

corre¢ao na derivagao (ou transporte paralelo) do vetor.

Com essa nog¢ao intuitiva aqui apresentada, segue, entao, a definicao formal da

conexao afim.

Definicao 2.26. (Conexao Afim) Sejam f € F(M) e u,v,w € X(M). Define-se a
conezxdo afim como uma aplicagio V : X(M) x X(M) — X(M), ou (u,v) — Vv, que

satisfaz as sequintes condigoes:

(1) V,(u+w) = V,u+ V,w;
(2) V(U_HU)(U) = V,u + Vyu;
(3) Vipoyu = fVyu;

(4) V,(fu) =v[flu+ fV,u.

Para um dado sistema de coordenadas z*, sejam u = e, e v = e,. Nesse caso, a
operacao V. e, fornecera

Vee,=Ve, =T e, (2.122)

%
Em relacao a equacao anterior, é valido destacar que isso é definido localmente na variedade,
o que significa dizer que os coeficientes da conexao especificam como a base muda de ponto
a ponto. Nesse sentido, em cada ponto da variedade, os coeficientes da conexdo descrevem

o quanto o vetor e, varia com respeito a z* na dire¢ao de e,.

A equagao anterior fornece o comportamento da conexao sobre o vetor e,. No
entanto, é valido também a analise dessa aplicacao sobre dz”. Para essa analise, considera-se

a condicao de dualidade (2.20). Dessa forma

V,.((dite,) =V, = 0

(Vudat),e,) +((V,e,), dz") = 0

((V“dx’\),el)—l—F”uV(dx’\,ep) = 0
(V,dat),e,) = —T*, . (2.123)
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Ao supor que V,dz* = W’\W dx”; obtém-se

A _ A
W, (dz?, eu> = -1,
A _ A
Wo, = T, (2.124)
0 que permite concluir que
V,dat = T da”. (2.125)

Até o momento, a abordagem tem sido com respeito as bases coordenadas e suas
bases duais. No entanto, é possivel também estender essa discussao para o frame e coframe.

Portanto, de maneira analoga, tem-se

Ve, =w".e, (2.126)

V" = —w, 9°. (2.127)

A partir da equagao (2.126), percebe-se que é possivel obter de forma explicita os coeficientes

w?,. por meio da acao do coframe sobre a equacao referida. Isto é,
wh. = (9%, Vye,). (2.128)

Além disso, ao multiplicar a equacao anterior por ebu, obtém-se

W, = €W, (2.129)

2.3.2 Derivada covariante sobre vetores, 1-formas e tensores e transporte

paralelo

Uma vez que ja se tem a acao de V sobre as bases coordenadas/duais e sobre o
frame/coframe, pode-se agora calcular a agdo da conexao sobre qualquer objeto geométrico.

Sejam u = u''e, e v =1v"e, dois campos vetoriais. Desse modo,

Vo = u'V,(ve,) (onde foi usada a linearidade da conexao)

= ut {eﬂ(v”)ey + v"(V“ey)] (regra de Leibniz)

o’ 5
I (W o FPW> e, (2.130)

onde o termo em parénteses é a representacao das componentes. Nota-se que o resultado
acima estd de acordo com a equagao (2.121). Além disso, de acordo com a definigdo, a
conexao aplica dois vetores para um novo vetor, conforme evidencia (2.130). Dessa ultima,
nota-se que o termo em parénteses consiste na p-ésima componente da derivada covariante

do vetor, isto é

V,of = (8:6“ + U’T”W> . (2.131)
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De forma andloga, pode-se atuar V sobre 1-formas. Dado w € Q'(M), tal que

w = w,dz*, a acao de V sobre w ¢ dada da forma seguinte:

Vw = 9"V, (w,dz")
= v [e,(w)dr” + w,(V , dz")]

" (g‘;: - wAF%) dz” (2.132)

onde foi usada a equagao (2.125), de modo que o termo em parénteses sdo as componentes.

Para se estender a aplicacao de V sobre tensores em geral, é valido considerar a

condigao (4) (regra de Leibniz) da Definigao 2.26. Dado que
V.(fu) =v[flu+ fV,u. (2.133)
E possivel exigir que isso seja valido para qualquer produto entre tensores, tal que
V(T oT) = (V,T) T+ T, @ (V,Tp). (2.134)
Com isso, torna-se possivel fazer a seguinte generalizacao

V. T = u (Tulmur ) am Q.- a/—Lr Rdz"r ® -+ K dx¥s

V1. Vs
K1 fhor
+ T o

ViulOy ® -0y, @da” @ -+ @ da"™) (2.135)

..Us

onde, vale lembrar que T" é um tensor do tipo (r, s) e, além disso, foi usado o fato de que

V.[f] = u[f]. Em componentes, isso corresponde a

[
v T,ul...,u,« o a(T TV1...V5)
14 V1...Us -
ozt
1251 vp2... .y ... Hr K1 -por—1V
+ F ,u,z/T V1...Ug + + F ,LwT " V1...Vg
_ v H1---fr ... TV H1---for
F ,ulle vVq...Vg F /,Ll/ST Vi..Vg—_1V * (2]‘36)

Analogamente, pode-se fazer o mesmo que a equagao anterior para densidades tensoriais
da forma seguinte:
OFH-br
M1y _ vi...Vs
V. % = —

Vi...Vsg 85(7'“
H1 V... [d
+ '™, T "

o v 1o o
r uVl‘Z VU.. Vs

— WY, Sh

44 I‘ﬂr#l/‘z#lmm-ﬂu

R S G

Vi...Vsg Vi...Vs

V]...Us—1V

(2.137)

Vy...Vg?

onde se deve ter em mente que W é o peso da densidade tensorial. Para mais detalhes,
recomenda-se (D’INVERNO, 1992).

Com isso, encerra-se essa subsecao mencionando o fato de que a derivada covariante
se trata de uma derivada direcional, porém mais geral do que a derivada direcional que
um vetor define (ver se¢ao 2.1.2). Nesse sentido, segue as defini¢oes de derivada absoluta e

de transporte paralelo.
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Definicao 2.27. (Derivada Absoluta e Transporte Paralelo) Seja uma curva ¢ € M,

representada por x*(t). Define-se a derivada absoluta de um vetor v ao longo curva ¢ como
— =Vau, (2.138)

onde d/dt = u é o vetor tangente d curva. E dito que o vetor v ¢ transportado paralelamente
ao longo da curva ¢ na diregio de u se

2V w0 =0. 2.1
=V =0 (2.139)

2.4 Decomposicao Geral da Conexao Afim

Nesta secao serao apresentados os tensores de curvatura, tor¢ao e nao metricidade.
Em seguida, a decomposicao geral da conexao afim é desenvolvida, o que permitira observar

que no caso mais geral, ha contribui¢oes da torcao e da nao metricidade.

Nesta etapa, a variedade M ja estd dotada de uma métrica e de uma conexao.
Embora ja se tenha referido ao caso da variedade M ter 4 dimensdes, é valido destacar que
esse serd o caso a ser considerado de agora em diante. Nesse sentindo, conforme a notacao
das obras (HEHL et al., 1995; BLAGOJEVIC, 2002), sera referido a variedade dotada de
uma conexao afim por (Ly), e, quando for dotada tanto da conexao afim quanto da métrica,
essa serd referida por (L4, g). Nesta subse¢ao, a abordagem de apresentar cada tensor
serd de acordo com (HEHL et al., 1995), isto é, primeiro serao dadas as defini¢bes dos
tensores de curvatura e torcao e posteriormente a definicao do tensor de nao metricidade.
Com esses objetos sendo definidos, é possivel, finalmente, caracterizar o espago-tempo em
sua forma mais geral. A principais referencias desta parte sio (CHOQUET-BRUHAT;
DEWITT-MORETTE; DILLARD-BLEICK, 1982; CARMO, 2015; HEHL et al., 1995;
NAKAHARA, 2003).

2.4.1 Curvatura e torcao

Definigao 2.28. (Tensor de Curvatura) Dada uma variedade (Ly) dotada de uma
conexao V, define-se o tensor de curvatura R : X(M) @ (M) @ X(M) — X(M) por

R(u,v)w =V, V,w -V, V,w -V, w, (2.140)

que satisfaz as sequintes propriedades:

(1) R(u,v)w = —R(v,u)w;
(2) Multilinearidade:

R(fu+ gv,w) = [fR(u,w)+ gR(v,w), (2.141)
R(u, fv+gw) = fR(u,v)+ gR(u,w) (2.142)
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R(u,v)(w+z) = R(u,v)w+ R(u,v)z, (2.143)
R(u,v)fw = fR(u,v)w; (2.144)

onde u,v,w,x € X(M) e f,g € FM).

A partir da definicdo, é possivel obter as componentes do tensor de curvatura tanto
em termos de indices holonémicos quanto de indices ndao holonémicos. Para o primeiro

caso, considera-se a base coordenada {0,} e a sua dual {dz*}. A partir disso, segue que

R, = {(dz*,R(D,,9,)d,)
= (A2, V,V,0, — V,V,0,)
< yu0a) — V,,(Faguﬁa» (regra de Leibniz)
= (d2”,(9,1°,,)00 + 1,17, 05 — (0,T%,,)00 + T%,I7,,05)
Ry = 0,17, — a,,rﬂw + rawrﬂm N L VA (2.145)

pov

onde foi usado o fato de [0,,0,] = 0, bem como (dz”,d,) = 0%.

Agora, para caso do frame {e,} e do coframe {9°}, segue que

R%q = (V" R(e.e,)e,)

= (9", V.Vae,~ ViV.e,~ Vi e 1€,)
(9, Ve(wpe.) — Valwue,) + Q0 Vee,)

= <’l9a, (Wop)e, + W pw!ep —ey(w'y)e, — wecbwfdeef + Qeadwfebef>
e

R%4 (W) — eg(Wy) + wpw . — W Wy + Qg ey, (2.146)

onde foi usado o resultado [e_, e,] = —Q° e

Em relagao ao tensor de curvatura, é possivel construir dois objetos a partir dele: o
tensor de Ricci e o escalar de curvatura. O tensor de Ricci é obtido a partir da contracao
do primeiro e terceiro indices da equagao (2.145) ou da equagao (2.146). Para o caso da
curvatura com indices holondémicos, segue que

R, = R

pv wpv

R, = 90,1%, —0o,1%,, +1° 17  —T% 1", (2.147)

Embora a definicdo do tensor de curvatura tenha se referido apenas a uma variedade
dotada de uma conexao, a construcao da geometria feita até aqui permite considerar que,
além da conexao, a variedade também seja dotada de uma métrica. Com isso, torna-se

possivel construir o escalar de curvatura, que é dado por

R=R', = g"R,,. (2.148)
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Nesse ponto, é valido analisar o efeito da curvatura na geometria. Para demonstrar
isso, considera-se o transporte paralelo de um dado vetor v* partindo do ponto p ao ponto
s, por dois caminhos diferentes. A ideia é que esses dois caminhos diferentes formem,
juntos, um caminho fechado. Primeiro, considera-se o caminho A: transporta-se o vetor
paralelamente do ponto p = z* ao ponto ¢ = z* + ¢ e posteriormente se faz o mesmo
procedimento do ponto ¢ ao ponto s = z* +¢" +1*. Segundo, faz-se o0 mesmo procedimento
anterior, porém pelo caminho B: transporta-se paralelamente o vetor do ponto p ao ponto
r = x" + r* e em seguida do ponto r ao ponto s. Em ambos os caminhos A e B, o vetor

foi transportado por um deslocamento infinitesimal, denotados por ¢ e r*.

Desse modo, calcula-se a diferenca entre os vetores finais, isto é, a diferenca entre

o vetor transportado paralelamente pelo caminho A, denotado por vi, ., e o vetor
transportado paralelamente pelo caminho B, denotado por v}, .. Desse modo, € possivel

mostrar que (BAMBI, 2018)

vl — b =R, 0" (2.149)

p—q—>s P—T—+S

Com isso, percebe-se que a curvatura mede exatamente o quanto o transporte paralelo
depende do caminho, de modo que o vetor sofre uma mudanca em sua orientac¢ao, con-
forme ilustra Figura 5. Para mais detalhes, recomenda-se ao leitor (THORNE; MISNER;
WHEELER, 1973; D’INVERNO, 1992).

pP—q—S

Figura 5 — Representacao do efeito da curvatura na geometria. Adaptado de (BAMBI,
2018).

Com a defini¢do da curvatura dada, o proximo passo ¢ em direcao a definicao da

torgao.

Definicao 2.29. (Torgao) Dada uma variedade (L4) dotada de uma conexao V, define-se
o tensor de tor¢io T : X(M) @ X(M) — X(M) por

T(u,v) =V, —Vu—[u,v] (2.150)



Capitulo 2. Fundamentos Matemdticos da Geometria Métrica-Afim 53

e tem T'(u,v) = =T (v,u) como propriedade, em que u,v € X(M).

De maneira similar ao caso da curvatura, é possivel também obter as componentes
da torgao, seja com indices holonémicos ou nao holonémicos. Para o primeiro caso, sejam

as bases {0, } e {da*} coordenada e dual, respectivamente. Da defini¢ao (2.150), segue que

™, = (&) T(9,,0,))
= (2", V,0, - V,0,)
= (d2"17,,0,-1",,0,)
™, = I, -T. (2.151)

Analogamente, para se obter a tor¢ao com indices nao holonémicos, considera-se o

frame e coframe. Portanto,

Tabc - < a? T(eb7 ec)>
( — Ve, — e, e])
= ,'9117 W pe€e — wecbee + ercee>

Tabc - wab - wacb + QabC, (2152)

C

conforme se queria. Em relagao a torgao, é possivel se construir o seguinte traco

T, =T, =T, (2.153)

Para se entender o efeito da tor¢ao na geometria, é valido o seguinte raciocinio.
Sejam dois vetores u* e v* definidos em um mesmo ponto p = z*. Agora, transporta-se
paralelamente cada um deles ao longo um do outro. Primeiro, parte-se do ponto p e
transporta-se v ao longo de u* até o ponto r = x# 4 r#, de modo que se obtém o vetor
De maneira analoga, faz-se o transporte paralelo do vetor u* a partir p ao longo

%
(A

v, também em p, até o ponto ¢ = 2 + ¢*, onde nesse caso se obtém o vetor uf_, . E
possivel perceber que esse procedimento, em principio, lembra a ideia de se construir um
paralelogramo. No entanto, na presenca de torgao, esse paralelogramo nao é fechado, de
modo que a diferenca entre os vetores é proporcional a tor¢ao, isto é,
N N e
v Uy, =T",q"r°, (2.154)

p—r p—q

onde ¢” e r? sdo deslocamentos infinitesimais. Com isso, percebe-se que a torcao se relaciona

com nao o fechamento do paralelogramo, conforme ilustra a figura a seguir.
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p

Figura 6 — Efeito da torcdo na geometria implica o ndo fechamento do paralelogramo.
Fonte: gerado pelo Autor.

Agora que se tem uma geometria com curvatura e tor¢ao presentes, é valido destacar
que o tensor de curvatura satisfaz as seguintes identidades (ORTiN, 2004; BAHAMONDE
et al., 2023):

A
Rﬂ[apu] + V[GTILPV] + TMA[O' T pu] — 0’ (2.155)
B _
V[ARﬂla'lPV] + RuVﬂ[AT pV] — 0. (2.156)

que sao as identidades de Bianchi, validas na presenca da curvatura e da torcdo na
geometria.

2.4.2 N3o metricidade

Uma vez que a variedade é dotada de uma métrica e uma conexao , pode-se definir
a ndo metricidade.

Defini¢ao 2.30. Dada uma variedade (L4, g) dotada de uma métrica e de uma conexdio,

define-se o tensor de ndo metricidade como

Q(u,v,w) = (V,.9)(v,w), (2.157)
onde u,v,w € X(M).

Com a definicdo da ndo metricidade dada, o passo seguinte é determinar suas

componentes, tal como foi feito nos casos anteriores. Dado que g = g9 ® 9°, segue

Quo = Qleq,ee.) = |Va(9a:9* @ 9")| (e, €,)
= e,[ga] 0" (e;)0%, + [9ac(Va??) ® 0° + ga ® (Vai?)| (4, €,)
= €,[94.]050% + gde(—wdaf)ﬁf ® V(e €.) + gde(_weaf)ﬁd ® es(eye,)
= €,[gbe] — gdewdafﬁf(eb)lﬁe(ec) - gdeweafﬁd(eb),ﬁf(ec)
Qacv = €4[Ghe] — Weap — Whae- (2.158)
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A partir da ndo metricidade, pode-se construir os seguintes tragos:

Qu=09"Que=Qu’ € Qu=209"Que=Q% (2.159)

Como ¢ sabido, a métrica ¢é responsavel por fornecer a no¢ao de comprimentos e angulos.
Sejam dois vetores u* e v*. Supde-se agora que ambos sao transportados paralelamente ao
longo da curva c, representada por 2*(¢). Da definicio de derivada absoluta, em principio,

¢é natural supor que o produto interno entre u* e v* seja preservado. No entanto,
Valguu"v”) = (Vaguw)u v” + (Viu) g v” + (Vav”) g ut. (2.160)

Dado que ambos os vetores sao transportados paralelamente ao longo da curva, os dois

ultimos termos sao nulos, de modo que
Val(guu'v”) = (Vaguw)u'v” = Quutv”, (2.161)

0 que permite observar que a nao metricidade nao preserva o angulo entre vetores trans-
portados paralelamente. Além disso, caso seja considerado apenas um vetor u* ao longo

da curva ¢, tal que v*u, = g, u"v”, de acordo com o raciocinio anterior, nota-se que
v
Va(u'u,) = Qyuutu”, (2.162)

de modo que, além da nao preservacao dos angulos, os vetores tém seus comprimentos
alterados ao longo do transporte paralelo. A Figura a seguir ilustra bem esse efeito

geométrico.

Figura 7 — Efeito da ndo metricidade na geometria. Fonte: gerado pelo Autor.

2.4.3 Decomposicdo da conexao afim

Agora, serd dado um passo em busca do caso de conexao mais geral que, conforme
serd visto, tem contribuigoes da nao metricidade e da tor¢ao. Para isso, é necessario uma

definicao formal do que se trata a geometria métrica-afim.

Defini¢ao 2.31. (Geometria Métrica-Afim) Dados u,v,w € X(M). Uma geometria é

dita métrica-afim se satisfizer as sequintes propriedades:

(1)
T(u,v) = Vv — Vyu — [u,v], (2.163)
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(2)
vlg(u, w)] = g(Vou, w) + g(u, Vow) + Q(v, u, w) (2.164)

Da primeira condi¢do, nota-se o carater nao simétrico da conexao, conforme visto
na defini¢do da torgao (2.151). J& a segunda, diz respeito a nao compatibilidade da conexao.

A partir das propriedades dadas acima, segue a seguinte proposicao.

Proposigao 2.32. (Decomposi¢gdo da Conexdo Afim) Dada uma geometria métrica-

afim, a decomposicao da conexao afim € dada por

90, Vo) = {elgluw)] +wlg(v,w)] — ulg(w,v)

2
— g(w, [v,u]) = g(u, [v, w]) — g(v, [w, u])
- g(va(Uvu)) - g<u7T(U7w)) - g(va(wvu))

- Q(v,u,w) — Q(w,v,u) + Q(u,w, v)} (2.165)

A demonstracao da equacao anterior pode realizada via permutacoes ciclicas entre

v, u, w na equagao (2.164) e pelo uso da equagao (2.163) para isolar os termos das derivadas.

A partir da equagao (2.165), ao tomar u = e, e v = e, € W = €, e, apds algumas

manipulacdes, fazer uma contracio com ¢, obtém-se a conexdo para o caso geral
a L wa
Wh = 59 {e.lga] + €y[geal — eqlgnel}
+ ; { Q" + Q" — Q%)
- ;{Tbca+cha— e }
- QS Q@) (2.166)

A partir da equacao anterior, é possivel fazer as defini¢oes seguintes:

whe = W% + N, (2.167)

&Y, =T%. +Q%,, (2.168)

re, = ;gad (eb[gcd] + ec[gpa) — ed[gbc])y (2.169)
Q% = ;(Qb + 0, - Q) (2.170)
N% =K% + L%, (2.171)

K = _;(Tbca‘Fcha—Tbca), (2.172)

1
L = =5 (@ + Qu" — Qu). (2.173)



Capitulo 2. Fundamentos Matemdticos da Geometria Métrica-Afim 57

onde N9, K%, , e L%, . sdo os tensores de distor¢ao, contorcao e deformacao, respectiva-
mente, e W%, sao os coeficientes da conexdao de Levi-Civita?!. (O simbolo “o” denota a
conexao de Levi-Civita, sendo utilizado para distingui-la dos demais casos de conexao.) E
importante destacar que tais objetos também podem ser expressos em termos de indices
holonoémicos, tal que

M, =T, + N, (2.174)

onde f’\W sao os simbolos de Christoffel. Nota-se que (2.169) se reduz aos simbolos de
Christoffel quando a base {e,} ¢ holonomica e, além disso, nesse caso, a equagao (2.170) é

identicamente nula, uma vez que o objeto de nao holonomicidade se anula.

Com as defini¢oes acima dadas, nota-se que houve a construcao de uma geometria
mais geral, da qual surgem casos particulares a depender de qual tensor é considerado
nulo (JIMENEZ; HEISENBERG; KOIVISTO, 2019). Neste trabalho, os casos de interesse
sao aqueles que caracterizam o teleparalelismo. A Figura 8 ilustra os casos particulares da

métrica-afim.

Métrica-Afim

Qabc = OcYab Qabc =0 Rabcd =0 Tabc =0

Weyl-Cartan — o, = 0 — Riemann—Cartan Weitzenbock—Weyl Einstein—Weyl

Ry =0 e =0 G = Ry =0
/ Qape = 0 l
Weitzenbock < Riemann Qupe =0 linkowski—Weyl
‘ ~ /
% =0 Ry =0 Qupe =0
\ Minkowski

Figura 8 — Diagrama das geometrias associadas ao formalismo métrico-afim, mostrando
os casos particulares obtidos pela anulacao dos tensores de curvatura R%,;,

torgao 1'%, e ndo metricidade Q.. Fonte: gerado pelo Autor.

Com respeito aos casos particulares, é valido destacar o riemanniano (pseudo-

riemanniano) e por qual conexao este é caracterizado.

Defini¢ao 2.33. (Conexao Riemanniana) Sejam u,v,w € X(M). Uma variedade Vy é

dita riemanniana se a conexdo for simétrica e compativel com a métrica, isto é

2l E muito comum na literatura se referir a esses coeficientes como “conexéo espinorial”, embora néo
sejam os coeficientes da conexao afim expandidos em termos de espinores.
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(1) Simétrica: V. —Vou+ [u,v] = 0;

(2) Métrica-compativel: v|g(u,w)] = g(Vyu, w) + g(u, V,w).
Neste caso, V ¢ chamada de conexdo de Levi-Civita.

A conexao desse espaco é caracterizada pela chamada conexao de Levi-Civita, cujos

coeficientes na base coordenada sao dados por

. 1
M, = 59” (6ugyp + 0uGup — 8pg,w) (2.175)

que sdo os simbolos de Christoffel, um caso particular de (2.169). Nesse caso, o tensor de

curvatura, chamado por tensor de Riemann, ¢ dado por

RPMUV = 80pru _ ayrpau + Fayul"ﬂaa _ Faaurpyw (2.176)
e satisfaz as seguintes propriedades
RMO’pV = _RO',upl/’ Ruo’pl/ = _R'u,o'yp7 Rug’py = prlua-- (2177)

Além disso, as identidades de Bianchi (2.155) e (2.156) anteriormente mencionadas se
reduzem a

Ru[o-py] - 0 (2178)

Das propriedades (2.177) é possivel observar que a contracao dos dois primeiros indices
ou dos ultimos implicam a nulidade do tensor de Riemann, enquanto a tltima identidade

(2.179) desempenha um papel fundamental na RG, conforme serd visto no capitulo 4.

2.4.4 Decomposicao do tensor de curvatura

A decomposic¢ao do caso mais geral de conexao afim possibilitou a construgao de
uma conexao que depende também da contribui¢do da nao holonomicidade, da torcao e da
nao metricidade, conforme fornecida anteriormente na equagao (2.166). Essa decomposicao
permitird escrever o tensor de curvatura da conexao afim em termos do tensor de curvatura
riemanniano. Para desenvolver essa derivagao, sera utilizado o caso de indices holonomicos,
ou seja, a conexao dada na equagao (2.174):

A PA A
M, =", +N,,. (2.180)

A decomposigao do tensor de curvatura consiste em, a partir da equacao (2.145),

isto é,

R, =0,1%,, —0,I", +T°, I° —T°T",, (2.181)
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substituir ', = f"\W + N7,

Apos algumas manipulagoes, o calculo leva diretamente a equagao seguinte:

, em cada termo da equagao anterior que contenha F’\W.

o

R, =R\, + VoN,, =V N + NP N®,, — N, N, (2.182)

pov pov

é o tensor de Riemann (2.176). No que diz respeito & equagao anterior, é

p
onde R,

possivel notar que esta consiste em um caso de tensor de curvatura mais geral, que tem
consigo contribuig¢oes do tensor de Riemann, bem como dos tensores de tor¢ao e de nao

metricidade devido a presenga do tensor de distor¢ao N7, .

A equacao anterior proporciona a obtencao do tensor de Ricci e do escalar de
curvatura, fornecidos respectivamente nas equagoes (2.147) e (2.148). Desse modo, a

contragao do primeiro e terceiro indices fornecera
R, = Ry, +V,N*, —V,N° +N°F N¢, —N° N, (2.183)

Para a obtencao do escalar de curvatura, o procedimento ¢ contrair a equacao anterior

com g"”. Dessa forma, o escalar de curvatura é dado por
R=R+V,N" —V,N""+N, (2.184)

onde
N = Nppa N"“N — NO‘WN"“a (2.185)

e R ¢ o escalar de curvatura da conexao de Levi-Civita. E valido destacar que na obtencao
da equacdo (2.184) foi usado o fato de que g"'V,N¥, =V, (g’“’pr), pois, como

ja estabelecido anteriormente, a conexao de Levi-Civita é compativel com a métrica:

o

VG = 0.

2.4.5 Curvas autoparalelas e geodésicas

Na Definigao 2.27 foi definida a nocao de derivada absoluta de v ao longo de uma
curva e a no¢ao de um vetor transportado paralelamente ao longo dessa curva, mas nada
foi mencionado ou especificado sobre a caracteristica da curva. Existem dois tipos de curvas

de grande interesse para a fisica, apresentadas a seguir: as autoparalelas e as geodésicas.

De acordo com a defini¢ao anteriormente citada, é dito que um vetor é transportado
paralelamente ao longo de uma curva se V,v = 0. No entanto, h& o caso particular em
que o vetor tangente a curva pode ser transportado paralelamente ao longo de si mesmo,

tal que V,u = 0. Nesse sentido, segue a definicao.

Definicao 2.34. (Autoparalela) Uma curva ¢ é dita autoparalela se o vetor tangente d

curva € transportado paralelamente ao longo da curva, tal que

V,u=0. (2.186)
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A equacgao anterior tem sua representagdo em componentes da seguinte forma:

2z y  dztdz”
+ JEE—
dt? ede dt

— 0, (2.187)

onde FAW é a conexao afim geral (2.174). Uma curva autoparalela representa a curva mais

reta possivel.

A préxima curva a ser caracterizada é a curva geodésica. Na geometria plana é
sabido que a menor distancia entre dois pontos é a reta que liga esses pontos. Nesse sentido,
o questionamento agora, diante de uma geometria mais geral (ndo euclidiana), é saber
qual curva é vista como a menor distancia entre dados dois pontos. Essa curva é chamada

curva geodésica e é definida por

Defini¢ao 2.35. (Geodésica métrica) Uma curva geodésica é uma curva tal que dada

uma curva c, o seu comprimento, definido por
P2

s = ds, (2.188)

p1

é extremizado (ou estaciondrio).

Uma vez que ds = /g, dz*dz”, a equacao anterior ¢ reescrita da seguinte forma

dat dav

i — 2.1

Para exigir que s seja extremizado, considera-se pequenas variagoes z*(t) — x#(t) + dz*
tais que se dz#(t1) = dz*(t5) = 0. Desse modo, pelo principio da minima acao, que serd
discutido no préximo capitulo, é possivel obter (D’INVERNO, 1992)

d?z* ., dztdz”
+ -
dt? mode dt

=0. (2.190)

As equagoes (2.187) e (2.190) evidenciam que as autoparalelas e as geodésicas
coincidem no caso de uma geometria riemanniana. Todavia, a partir da equacao (2.174), é

possivel perceber que no caso de uma geometria mais geral, a curva autoparalela é

Pzt ., dztdz” da# dz”
B =N — 2.191
ATERR TR, W g ar (2.191)

e nesse caso ambas as curvas nao coincidem, isto é, a curva mais reta nao corresponde a

menor distancia entre dois pontos.

2.4.6 Objetos geométricos na linguagem de formas diferenciais

O formalismo na linguagem das formas diferenciais serd imprescindivel no de-

senvolvimento deste trabalho. Até o momento, foram definidas na variedade: a métrica,
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as tétradas e a conexao e, conforme visto, foram fornecidas para cada um dos casos, a
depender da natureza dos indices (holonémicos ou nao holonémicos), nas suas formas

componentes.

Nesse sentido, com a presenca da métrica g4, € do coframe 9%, pode-se definir a

conexao 1-forma, que é dada por
rp=uwb o (2.192)

Como discutido anteriormente, a introdugdo de uma conexao na geometria fornece um
operador diferencial covariante, a qual é chamada de derivada covariante. Com esse
raciocinio, uma vez que a descricao da geometria passa a ser na linguagem de formas
diferenciais, a conexao 1-forma fornece o que se conhece por derivada exterior covariante,

denotada por D, cuja acao sobre uma dada p-forma ¢é definida por

ai...ap _ ai...ap
Dw bi.b, dw by...by
a1 caz...ap a aj...ap—1c
+ I''"Aw brob, T FLIPw b...bp
c at...ap c at...ap
- I')w by by T Fbp w bioby_ic” (2.193)

D satisfaz as mesmas propriedades da derivada exterior d, exceto a condicao de ser
nilpotente??. Uma vez definida a derivada covariante exterior, tornam-se possiveis as

seguintes defini¢oes:

1

R')=dr))-T AT} = inacdﬂc A (2.194)
1

T* = D9* = ST 9 A9, (2.195)

Q. =—Dg,, = _Q)\abdx/\7 (2.196)

que sao a curvatura 2-forma, a tor¢ao 2-forma e a nao metricidade 1-forma, respectivamente.

Além disso, nesse formalismo, é valido considerar as identidades de Bianchi, que
sao dadas por (HEHL et al., 1995)

DR, =0 (2.197)
DT® = R,"¥" (2.198)

Em relagao as convencgoes adotadas aqui para as p-formas acima, é importante destacar

que sao as mesmas de (HEHL et al., 1995). Porém, as componentes sao diferentes.

22 Para mais detalhes, veja a pagina 372 de (CHOQUET-BRUHAT; DEWITT-MORETTE; DILLARD-
BLEICK, 1982) e a equagio(3.5.5) de (HEHL et al., 1995). Em relagdo as propriedades da derivada
covariante exterior, recomenda-se o apéndice A de (GASPERINI, 2017).
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3 Teoria de Gauge Métrica-Afim da Gravita-

cao

O capitulo 2 permitiu a construcao do caso mais geral de geometria: a geometria
métrica-afim. Com essa estrutura geométrica ja estabelecida, torna-se possivel falar sobre
a Teoria de Gauge Métrica-Afim da Gravitagao (MAG), uma vez que ela é formulada
nesse cenario geométrico. Dada a generalidade dessa estrutura na qual essa teoria se
sustenta, é natural considerar a MAG como uma formulagdo mais abrangente para a
descricao classica da gravitacao. Nessa formulagao, a tétrada, a métrica e a conexao afim
sao tratadas como variaveis independentes e, além disso, a presenca de curvatura, torcao
e nao metricidade funcionam como meios de descrever a gravidade. Essa generalidade
expressa a interpretacao da gravitagao como uma teoria de gauge associada a simetrias

afins gerais.

Embora seja necessaria uma formulacdo que explore de modo aprofundado a
estrutura de uma teoria de gauge, este capitulo serd abordado de forma mais diretal. O
foco deste capitulo serd voltado para a construcao lagrangiana da MAG, com a identificagao
das variaveis fundamentais e a derivagao das equacoes de campo a partir da acao. Essa
perspectiva oferece uma apresentacao suficiente para os objetivos deste trabalho, sem
necessariamente recorrer ao mecanismo de gauge mais amplo presente nas literaturas

citadas na primeira nota de rodapé.

A organizacao do capitulo segue a estrutura seguinte. A secao inicial apresenta
uma visao geral da MAG e introduz suas grandezas geométricas basicas. Em seguida, é
feita uma revisao dos conceitos essenciais do formalismo lagrangiano, necessaria para a
formulacao variacional da teoria. A terceira secao expoe o maquindario lagrangiano da MAG
e suas respectivas equagoes de campo. Por fim, a atengao é voltada ao caso teleparalelo,
que ¢ o cenario em que a curvatura se anula e a dindmica gravitacional passa a depender
exclusivamente da torcao e da nao metricidade, que é o foco deste trabalho e, diante disso,

a condicao de teleparalelismo é imposta.

1 Para mais detalhes, recomenda-se as secdes 3.1 a 3.3 de (HEHL et al., 1995) e o capitulo 2 de

(GRONWALD, 1997). No que diz respeito a teorias de gauge, recomenda-se (TRAUTMAN, 1970;
TRAUTMAN, 1981) e o capitulo 3 de (ALDROVANDI; PEREIRA, 2012).
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3.1 Introducao a MAG

A MAG consiste em uma teoria de gauge da gravitacao cuja estrutura geométrica
é o caso mais geral de geometria?: uma geometria na qual a conexdo afim nao é sujeita a
restri¢oes, conforme visto na secdo 2.4.3. Assim como o eletromagnetismo é uma teoria
de gauge baseada no grupo de simetria U(1), a MAG é baseada no grupo afim rigido
A(4,R) := R* x GL(4,R), isto é, o produto semidireto entre o grupo das translagoes e o

grupo das transformagdes lineares gerais.

Tal como na eletrodindmica, na qual o potencial é a 1-forma A (o quadripotencial
A,,) e seu respectivo campo de forga é a 2-forma F' (o tensor do campo eletromagnético
F,,)? a MAG também possui os seus respectivos “potenciais” e “campos de for¢a”. Como
mencionado anteriormente, essa teoria trata a métrica g., o coframe 9° e a conexio I'
como variaveis independentes. Nesse caso, esses sao os potenciais da MAG, enquanto seus
respectivos campos de forga sao a nao metricidade 1-forma @, a torcao 2-forma T e a

curvatura 2-forma R,?, definidos nas equacdes (2.194)-(2.195).

Como motivagao para a proxima secao, é fundamental a discussao a seguir. Como em
toda teoria fisica, um de seus objetivos é a obtenc¢ao das equacoes que as regem, as chamadas
equacoes de campo. Sao essas equacoes, por meio de suas solugoes, que possibilitam o
entendimento de diversos sistemas fisicos e de fenémenos da natureza. Conforme se pode
constatar ao longo da histéria, essas equacoes podem ser obtidas tanto por argumentos
fisicos quanto pelo chamado principio variacional. A MAG é um caso de teoria que se
enquadra no segundo caso: trata-se de uma teoria que é formulada a partir do principio
variacional. Uma vez que a MAG é uma teoria da gravitacao, é valido considerar o principio
variacional no contexto da gravitagdo. Conforme discute (FERRARIS; FRANCAVIGLIA;
REINA, 1982), existem trés tipos de principios variacionais: o métrico, o de Palatini (ou
métrico-afim) e o puramente afim. A seguir, sdo discutidos os dois primeiros e, em seguida,

o formalismo da MAG serd introduzido.

No principio variacional métrico, desenvolvido por Hilbert, Einstein e Lorentz, o
unico potencial considerado é a métrica. Isso define uma geometria riemanniana/pseudo-
riemanniana, de modo que a geometria ¢ descrita completamente pela métrica. Nesse
sentido, a conexao (2.174) se reduz a conexao de Levi-Civita (2.175) e por sua vez o tensor
de curvatura é construido a partir de (2.176). Somado a isso, é valido destacar, ha condigao
de compatibilidade com a métrica. Nesse caso, na presenca de matéria ¥, a acao é dada
por

S[gaba lII] = Sg [gab] + Sm[gab> ‘I’L (31)

A palavra “geral” deve ser entendida no contexto que este trabalho aborda, pois é possivel ter geometrias
ainda mais gerais: geometrias em variedades complexas, com métricas assimétricas e outras.

Para uma discussao consideravelmente detalhada sobre o eletromagnetismo no formalismo de formas
diferenciais, recomenda-se ao leitor o capitulo 4 de (THORNE; MISNER; WHEELER, 1973).
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onde S, e S, sdo as agoes gravitacional e da matéria, respectivamente. As equacoes de

campo sao obtidas por meio de variagoes da agdo (3.1) com respeito a métrica.

No principio variacional de Palatini?, é assumido que tanto a métrica quanto a
conexao sao variaveis independentes. Nesse caso, nao sao necessariamente assumidas as
condi¢oes de compatibilidade nem que conexao é a de Levi-Civita. Todavia, ha uma
consideracao a ser feita: a matéria nao se acopla a conexao, de modo que a acdo da matéria
s0 depende da métrica e de seu respectivo campo de matéria. Portanto, para esse caso, a
acao é dada por

S[galn Fabv \Il] = Sg [galH Fab] + Sm[gaba \11], (32)

de modo que as equagoes de campo sao obtidas, agora, através de variagoes com respeito

& métrica e a conexao.

A primeira vista, o leitor pode se questionar no que diz respeito ao principio de
Palatini ser chamado de métrico-afim, de acordo com (FERRARIS; FRANCAVIGLIA;
REINA, 1982), e pensar que esse principio e a MAG se tratam da mesma coisa. No entanto,
isso nao é correto. Embora a MAG trate a métrica, a tétrada e a conexdo como variaveis
independentes, hé cenarios em que o formalismo das tétradas pode nao ser abordado e a
geometria ser caracterizada somente pela métrica e pela conexao. Ainda assim, ha uma
diferenca essencial: na MAG, considera-se a possibilidade de que a matéria se acople a
conexao (HEHL; KERLICK; Von der Heyde, 1976). Assim, a acdo da matéria passa a

depender da conexao também. Dessa forma, na MAG, a acao é dada por (sem tétradas)

S[Qab; Faba ‘IJ] = Sg [gab7 Fab] + Sm [gaba I‘aba \Il] (33)

Para concluir a discussao dessa se¢ao, retorna-se ao caso geral, no qual métrica,

coframe e a conexao estdo presentes. Nesse caso, agao (3.3) é reescrita como
S[galn ,'9(1, Fab7 ‘I’] = Sg[gaba ,19(17 Fab] + Sm[Qab; 19(17 Fab7 ‘II] (34)

Variagoes da agao da matéria com respeito a métrica, ao coframe e a conexao permitem

definir o que se conhece por correntes de matéria, que sao definidas por

0L 0L oL
ab = m 2 = m Aa = m
S’ “T g9 ) W

(3.5)

e conhecidas, respectivamente, por corrente de energia e momento métrica (4-forma),
corrente de energia e momento canodnica (3-forma) e corrente de hipermomento (3-
forma)(HEHL; KERLICK; HEYDE, 1976a; HEHL; KERLICK; HEYDE, 1976b; HEHL;
KERLICK; HEYDE, 1976¢). Na secao 3.3, a derivagao de tais objetos sera abordada com

mais detalhes. A Tabela a seguir fornece o panorama da MAG.
4

Na realidade, o que Palatini propos foi tomar como variaveis independentes a métrica e sua derivada
primeira (PALATINI, 1919). A nocéo de abordar o principio variacional com a métrica e a conexao
como variaveis independentes foi proposto somente em 1925 por Einstein. Para mais detalhes, veja
(FERRARIS; FRANCAVIGLIA; REINA, 1982).
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Correntes | Potenciais Campos de forca Identidades de Bianchi
o Yab Qau = —Dga DQ. = 2R
N v T = D9 DT* = R A 9°
AY, rS R’=dl>—T, AT} DR, =0

Tabela 1 — Correntes, potenciais, campos de for¢a e identidades de Bianchi no formalismo
métrico-afim. Adaptado de (HEHL et al., 1995).

3.2 Uma revisao sobre o principio variacional

Antes de avangar para a formulacao variacional da MAG, é conveniente revisar
o principio variacional que fundamenta a deducao das equacgoes de campo. Na secdo
anterior, foram apresentados os diferentes tipos de principios variacionais no contexto das
teorias da gravitacdao. Apesar dessas diferencas, todos os métodos se baseiam na ideia de
que a dinamica de um sistema fisico pode ser obtida pela extremizacao de um funcional

denominado acao.

Uma das propostas do presente trabalho é obter as equacoes de campo para um
teleparalelismo generalizado, objetivo que, em principio, s6 pode ser alcancado por meio
do principio variacional. Portanto, o objetivo desta secdo é apresentar uma breve revisao
desse principio. Primeiramente, apresenta-se o caso para particulas e, em seguida, o
principio é estendido para o caso de campos e para a linguagem de formas diferenciais

(Por simplicidade, nao sera abordado o caso com curvatura nesta secao).

3.2.1 Principio variacional para particulas

A rigor, seria necessaria a introducao do método a partir da definicao de um
funcional, mas essa parte serd omitida®. Assim, o problema serd tratado de maneira mais

direta.

Como ponto de partida, considera-se um sistema fisico. Nesse caso, a acao S, um

funcional, entre dois instantes de tempo t; e t,, é dada por

Sla) = [ Llan (0):dn®). 1) (36)

onde L é a lagrangiana, ¢,,(t) sdo as coordenadas generalizadas que definem a configuracao

do sistema e ¢, é a derivada temporal dessas coordenadas.

Conforme mencionado anteriormente, as equagoes de campo de uma teoria podem
ser obtidas ao se tomar variagoes da agao com respeito as variaveis dinamicas apropriadas.
Introduz-se, assim, o principio da minima agao (também chamado de principio de Hamilton).

Esse principio afirma que para um sistema fisico descrito por uma lagrangiana, a trajetoria

® Para mais detalhes, consultar o capitulo 2 de (LEMOS, 2013) ou a se¢do 1.4.1 de (DERIGLAZOV,
2017).
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entre t1 e ty é tal que a agdo (3.6) é estacionaria, mantidos fixos seus pontos inicial e final

da trajetoria do espaco das configuracoes.

E por meio desse principio que se obtém as equacdes de campo®. Inicialmente,
consideram-se pequenas variagoes na configuracao do sistema, a nivel infinitesimal, tais
que

G (t) = Gm(t) = qm(t) + gm(t), (3.7)
com condigoes de contorno d¢,,(t1) = 0 e dg,,(t2) = 0. Tal variacdo induz uma variagao da
agao:

t2 L L
55— (8 9]

2L g+ a(l,m(Sqm) . (3.8)

Dado que a derivada d/dt comuta com 4, o segundo termo entre parénteses pode ser
oL d (0L d oL
T (aqm 4 ) (dtaqm> 4 (3:9)
o que consiste em fazer uma integragao por partes em (3.8). Logo, de (3.9) em (3.8),
t2 | QL d (0L d oL
55:/ S+ [ g ) — [ S22 6g,]| dt
" [aqm AT <aq'm ¢ ) (dtaqm> ¢ ]
(9L d OL dL 2
= — — ——— | 0gdt — | 0qm,
A (aqm dtaq'm> e <aq'm> ‘

Dadas as condigdes de contorno d¢,,(t1) = 0 e 0¢,,(t2) = 0, nota-se que o 1ltimo termo da

t1

reescrito como

chega-se a

(3.10)

t1

equacao anterior ird se anular. Portanto, diante desse fato, obtém-se
t2 [ OL d 0L

0S8 = < — ) 0qmdt. (3.11)
t1 q

Conforme o principio da minima agao requer que S seja estacionaria para pequenas
variagoes das coordenadas generalizadas do sistema, ou seja, 0.5 = 0 para qualquer d¢,,,

segue que

t2 [ OL d OL oL d OL
— - — = =00 <= |————— | =0. 12
Y C A PO K A T e

Com isso, chega-se as chamadas equacoes de Euler-Lagrange
—— 2, (3.13)

equacgoes essas que fornecerao as equagdes movimento do sistema. O lado esquerdo é

chamado de derivada funcional (ou derivada variacional) de S, que é definida por

L L
05 _ oL _dob (3.14)

6 Também chamadas de equacdes de movimento.
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Para obter as equagoes de movimento, constroi-se a lagrangiana apropriada e
resolvem-se as equagoes de Euler—-Lagrange. Entretanto, nao ha um método fundamental
para determinar a lagrangiana de um sistema; diferentes lagrangianas podem ser propostas
como modelos, e a escolha adequada é feita pela comparacao com observagoes experimentais.

Para uma discussao sobre como lagrangianas podem ser construidas, recomenda-se a se¢ao

6.2 de (NASTASE, 2019).

3.2.2 Principio variacional para campos

Até o momento, a abordagem discutida referiu-se, por exemplo, ao movimento de
uma particula. No entanto, o formalismo pode ser estendido para campos, como campos
escalares, o campo eletromagnético e o campo gravitacional. Nesse caso, as “coordenadas”
que descrevem a configuragao do sistema sdo os campos (escalares, vetoriais ou tensoriais),
que sao quantidades definidas em cada ponto do espaco-tempo. A seguir, considera-se o

caso de campos relativisticos.

Assim, em lugar de (3.7), tem-se agora

ox(x) = oa(z) = da(x) + dpa(2), (3.15)

onde ¢,(x) representa, no caso mais simples, um campo escalar. A expressido (3.6)

generaliza-se para

swgz/c&@ (3.16)

onde a integral ¢ avaliada sobre todo o volume quadrimensional. E vélido observar que’
d*z = cdtd3z, onde d®z ¢é o volume tridimensional. Conforme visto na secdo 2.2.3, sob
transformacoes de coordenadas gerais d*z se transforma da forma seguinte: d*z = J~1d*z,
sendo J o determinante da matriz jacobiana. Como o integrando em (3.16) deve ser
invariante, £ deve se transformar como uma densidade escalar de peso +1, sendo chamada

de densidade lagrangiana. Portanto, a acao pode ser reescrita como
Swg:/Lmﬁ L:/ﬁ&m (3.17)

Ao aplicar o principio da minima acdo, obtém-se (LEMOS, 2013; LOW, 2008)

oL oL
o — =0, 3.18
M<8(8u¢)\)> agb)\ ( )
as equagoes de Euler-Lagrange para campos. Define-se, também, a derivada funcional:
) oL oL
— =0 — . 3.19
Son " (6@@)) 561 (819)

7 Note que dz* = d2®dz'dz?dz® = cdtd3z, onde 20 = ct.
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3.2.3 Principio variacional no formalismo de formas diferenciais

Primeiro, considera-se um campo W4, que consiste de uma p-forma (subsecio 2.1.5).
O campo em questao nao é necessariamente especificado e, nesse sentido, pode se tratar

de qualquer tipo de campo. Dessa forma, define-se a acao da seguinte forma
S|4 = / L(T4, dw?), (3.20)
onde L é definida por
L = L£d*z = Ln, (3.21)
onde £ é uma densidade escalar de peso +1 e i é o elemento de volume invariante.

Analogamente ao caso anterior, impde-se a0 campo W4 pequenas variacoes tal que
|| SN 2 (3.22)
com 6W4 restrito s mesmas condicoes de contorno anteriores abordadas. Dessa forma,
oL ]
o(dw4) |

59 = / L = / [&IIA/\ OL . 5(aw) A (3.23)

owA

Como § comuta com d, o segundo termo pode ser reescrito, para realizar uma integracao

por partes, da seguinte forma®

oL
a(AwA)

_q (5\1:A A 6<§£A)> C(—1PewA A d ((&) S (324

Com o resultado anterior, é possivel introduzi-lo no segundo termo da integral, tal que

S = / law A ;;A +d (5@4 A a(iéA)) — (—1)PoA A d ((3(334)”

— / [5\1# A aa\IfA — (=1)Po®* A d (agéA)ﬂ + /d (6\IIA A a(daéA)>(3.25)

Conforme as condi¢oes de contorno, o ultimo termo se anula. Desse modo,

d(6w") A

oL OL
= [ — (=1)Pow4 : 2
59 /la A g — (-1 /\d(a(d\I]A>)] (3.26)
A partir disso, pode-se definir
oL oL oL oL
58 = /(5\IIA A = 2 (—1)rd 3.7
opA’ opA w4 (=1) (8(d\IIA)> ’ (3:27)
onde o termo a esquerda é derivada funcional.
Conforme o principio da minima acao, segue que
oL OL OL
— = — (1P [ ) = 2
s = 0= gy~ U (a(dw)> 0 (3.28)

que correspondem as equagoes de Euler-Lagrange no formalismo de formas diferenciais.

8 Veja a equacio (2.58).
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3.3 Equacoes de campo da MAG e a imposicao de teleparalelismo

Na secao 3.1 foi discutido que a MAG constitui o caso mais geral no que diz respeito
a geometria e ao principio variacional, o que faz dela o ponto de partida fundamental
para se construir uma teoria teleparalela mais geral, como almeja este trabalho. Nesta
se¢do, serao obtidas as equagoes de campo para o caso geral e, apds atingida essa etapa, a
condicao de teleparalelismo serd imposta. Esta segdo é baseada nas referéncias (HEHL et
al., 1995; JIMEéNEZ-CANO, 2022; GRONWALD, 1997).

De acordo com (GRONWALD, 1997), a construgao de uma teoria de gravidade
métrico-afim segue um procedimento sisteméatico. Primeiramente, especifica-se o grupo
de gauge externo a ser adotado, que pode se tratar do grupo afim completo ou de algum
de seus subgrupos, de modo a permitir a recuperacao de teorias particulares, como a
teoria de gauge de Poincaré ou a RG. Em seguida, os potenciais de gauge correspondentes
sao obtidos a partir do principio de invariancia de gauge. Com esses potenciais e suas
derivadas, constréi-se uma lagrangiana invariante L,, o que geralmente requer a introdugao
de uma derivada covariante exterior D e nao mais uma derivada exterior d como no caso de
(3.20). Quando campos de matéria W estao presentes, é necessaria a especificagdo de uma
representacao apropriada desses campos em relagao ao grupo de gauge. Posteriormente,
formula-se a lagrangiana de matéria L,,, também invariante, o que, novamente, demanda
o uso de uma derivada covariante exterior que acopla os potenciais aos campos de matéria.
Finalmente, define-se a lagrangiana total L, = L, + L,, e derivam-se as equagoes de

Euler-Lagrange, das quais resultam as equagoes de campo da teoria.

Para que o 1ltimo passo do procedimento acima seja dado, retorna-se ao caso da

agdo anteriormente citada, S[ga, 9%, T,%] (3.4),

S[galn 19(17 Faba ‘IJ] = Sg [gaba ﬁa’ Fab} + Sm [gaba ﬁa? \II] (329)

onde
Sg [gaba ﬁaa Fab] = /Lg<gaba 7-9(17 Rab7 Taa Qab)7 (330)
Sm[ga% 19a) \Il] = /Lm(gaba ,19(17 Rab7 Ta7 Qab7 \:[17 D\I’) (331)

Nesse caso, a partir das equagoes anteriores, decorre do principio da minima agao

que as equagoes de campos serao dadas por

oL

mo_ .32
= 0 (3.32)
oL

g _ 0 — DMab o mab — o_ab7 (333)
5gab
(5Lg = ()= DHa _ Ea — 2a7 (334)
0e
oL

or b

a
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onde L oL L
M® =99 H = -2 HY = ——7 3.36
0Q,, @ oTe’ b OR} (3.36)

sao os momentos gravitacionais conjugados a nao metricidade, a tor¢ao e a curvatura,

respectivamente.

A 4-forma de energia e momento métrica m®, a 3-forma de energia e momento

canonica F,, e a 3-forma de hipermomento E% sao definidas, respectivamente, por

OL
m® = 2789 g (3.37)

ab

OL
E =74 .
0« = g (3.38)
a 5L a ac

Ebzél—\gb:ﬂ N Hy — gpe M. (3.39)

Em relagao as duas primeiras, hd uma maneira de expressa-las em termos dos momentos
gravitacionais. Por meio da primeira identidade de Noether (Equagao 5.2.10 de (HEHL et
al., 1995)), a 4-forma m® ¢ dada por

mab :ﬁa/\Eb +ch/\Mac_Ta/\Hb _Rca/\HCb _{_RbC/\HaC. (340)

Ja a segunda identidade de Noether (Equagao 5.2.16 de (HEHL et al., 1995)), permite que

a 3-forma E, seja dada por
1
E, = e, Ly + (e JT") NH, + (e, |RS) A HY, + 5 (e, Q) M™.  (3.41)

Para mais detalhes, recomenda-se as se¢oes 5.2 e 5.4 de (HEHL et al., 1995).

Por fim, as correntes de matéria, ja apresentadas anteriormente (3.5), sdo dadas

por
§L OL OL
ott=0""—_9 " op_— ™ 3.42
6gab agab aQab ( )
_ 6L, 0L, OL,,
o= g0 = goe TP ore (343)
. . OL,, dL,, ., 0Ly, OL,,
A b= (L b‘I’) A\ m + QQbCWac + '19 A\ 8Tb -+ .DaRab7 (344)

em que L%, é o gerador que abrange a algebra de Lie gl(4,R).

Com essas discussoes, é possivel agora abordar a condicao de teleparalelismo.
Conforme ja discutido, a MAG tem consigo todos os graus de liberdade geométricos
possiveis. Desse modo, para que se estabeleca a correspondéncia entre a teoria métrico-
afim e teorias gravitacionais de gauge formuladas em espagos-tempos com graus de
liberdade geométricos reduzidos, impoem-se vinculos que eliminam dinamicamente certos

componentes da geometria.
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Tal procedimento é realizado por meio do método dos multiplicadores de Lagrange?,

o qual permite impor, de maneira consistente, condi¢des como a anulagao da nao metri-

cidade, da torcao ou mesmo da curvatura, conforme o tipo de geometria que se deseja

recuperar como caso particular. Em particular, o caso de teparalelismo é alcangado quando

se impoe a anulagao da curvatura. Para que esse objetivo seja alcangado, a lagrangiana
L;,; é dada por

Ly=L,+L,+R"AX, (3.45)

onde A% é o multiplicador de Lagrange que garante a anulacao da curvatura e se trata de

uma 2-forma com valores em GL(4,R). Dessa forma, as equagoes de campo passam a ser
dadas por

DMab . mab — a,ab

9

DH, - E, =%
DHab - Eab - DAab - Aab,
R =0.

Conforme (HEHL et al., 1995) destacam, nesse caso, a determina¢ao do multiplicador de
Lagrange nao ¢ unica devido a presenca da derivada covariante exterior diante aplicada
ao multiplicador. Além disso, embora nao tenha sido destacado anteriormente, as duas

primeiras equacoes sao equivalentes'®.

9 Para uma excelente discussdo do método, recomenda-se (LANCZOS, 2012).

10" Para mais detalhes, recomenda-se a pagina 80 de (HEHL et al., 1995) e a pagina 53 de (JIMéNEZ-CANO,
2022).
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4 Relatividade Geral e os Problemas da Ener-

gia Gravitacional

Neste capitulo, sera apresentada uma breve revisao sobre os principais conceitos
que envolvem a Relatividade Geral e a dificuldade que a teoria enfrenta para lidar com a
energia gravitacional, como forma de elucidar o cenario que permeia este trabalho. Na
primeira se¢ao, serao apresentados os principios da RG. Em seguida, as equagoes de campo
sao obtidas e, por fim, na terceira se¢ao, os problemas relacionados com a energia do

campo gravitacional serao discutidos.

Ap6s o desenvolvimento da RE (EINSTEIN, 1905), que descreve de forma consis-
tente a dinamica de objetos em movimento préximo a velocidade da luz, porém limitada a
referenciais inerciais', Albert Einstein buscou uma generalizacao que incluisse também
fendmenos gravitacionais. Guiado por principios como o principio da equivaléncia, a exi-
géncia de que as leis da fisica tenham a mesma forma para todos os referenciais (o que
matematicamente se relaciona com a ideia de covariancia geral), Einstein desenvolveu

gradualmente uma nova estrutura tedrica, que o permitiu chegar as equagoes de campo da

RG (EINSTEIN, 1915).

A RG se manifesta como uma teoria geométrica da gravitagao, na qual a geometria
do espago-tempo é afetada na presenca de matéria. Com essa teoria, que se trata de uma
das mais bem sucedidas da fisica, foi possivel explicar fendmenos antes problematicos,
como o avanco do periélio de Merctrio, além de prever a existéncia de buracos negros e de

ondas gravitacionais, estas ultimas detectadas cem anos apds sua previsao.

4.1 Principios da relatividade geral

Segundo (D’INVERNO, 1992), de forma explicita ou implicita, Einstein foi guiado

pelos seguintes principios:
(1) Principio de Mach;
(2) Principio da Equivaléncia;
(3) Principio da Covariancia Geral;

(4) Principio do Acoplamento Minimo Gravitacional;

L Por definicdo, um referencial é inercial se a lei da inércia é valida nele. Isto é, um corpo livre permanecers,

em repouso ou em movimento retilineo uniforme.
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(5) Principio da Correspondéncia.

No entanto, apenas dois deles serao aqui abordados: os principios da covariancia geral e o

da equivaléncia.

4.1.1 Principio da covariancia geral

A discussao aqui sera iniciada pelo principio da covariancia geral. Ha duas formula-
¢Oes alternativas em relagao a ele. A primeira é uma afirmacao fisica, segundo a qual as leis
da natureza devem ser validas para todos os observadores, independentemente do estado
de movimento de seus referenciais. Em contraste com a RE, onde apenas observadores
inerciais sdo considerados equivalentes (BAMBI, 2018), a RG estende essa equivaléncia a
qualquer observador, seja ele inercial, acelerado, em rotacao ou em queda livre dentro de
um campo gravitacional. Isso implica, em certo sentido, uma democracia, pois nao existe
referencial privilegiado: todos os referenciais sao igualmente adequados para as leis da
fisica (CAPOZZIELLO; FALCO; FERRARA, 2022). Em resumo, as leis da fisica sdo as

mesmas para todos os referenciais. Esse é o chamado principio da relatividade geral.

A segunda formulacao é de natureza mais matematica. Segundo essa formulacdo, a
estrutura das equagoes das leis da fisica deve ter uma forma tensorial (D’INVERNO, 1992),
de modo que tenham sua estrutura preservada sob transformacoes de coordenadas. De
fato, dado que tensores se transformam de uma forma bem definida mediante a mudancas
de sistemas de coordenadas, conforme foi visto na subsecao 2.1.4, escrever as leis da fisica
no formalismo tensorial garante que essas leis mantenham sua forma. Esse é o principio

da covariancia geral.

Nesse sentido, enquanto o principio da relatividade geral afirma a independéncia das
leis da fisica em relagao ao referencial, o principio da covaridncia garante essa independéncia
matematicamente, mas no que diz respeito a mudancas de coordenadas, pois uma mudanca
no sistema de coordenadas nao significa uma mudanca de referencial. Nesse ponto, é valido
um exemplo, muito comum no contexto da fisica. O primeiro estabelece que a fisica é a
mesma para dados dois referenciais S e S. J4 o segundo estabelece que as equacoes da
fisica sao independentes do sistema de coordenadas, isto é, se estd escrita em termos do

sistema de coordenadas x* ou z*.

E muito comum confundir referenciais com sistemas de coordenadas. Embora sejam
conceitos intimamente interligados, eles nao se tratam da mesma coisa. Nesse sentido,
vale a seguinte elucida¢do. De acordo com (NORTON, 1993), a nogao de sistemas de
coordenadas é entendida como sendo uma atribuigao suave e invertivel de quatro nimeros a
eventos nas vizinhancas do espago-tempo, enquanto um referencial se trata de um sistema

fisico idealizado para atribuir esses quatro niimeros.
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4.1.2 Principio da equivaléncia

Apesar de ser o grande pilar da RG, o principio da equivaléncia é, por vezes,
abordado de diferentes maneiras e com significados diversos, o que leva a interpretagoes
conflitantes. Aparentemente, s6 existe um acordo na literatura: no limite newtoniano, as
massas inercial e gravitacional sdo iguais. Ao leitor, recomenda-se (CASOLA; LIBERATT;
SONEGO, 2015; OHANIAN, 1977; NORTON, 1985) para mais detalhes.

Conforme, (CASOLA; LIBERATI; SONEGO, 2015) os autores organizam uma
espécie de hierarquia, que nao sera abordada aqui, que parte do principio da equivaléncia
de Newton (massas inercial e gravitacional iguais) ao principio da equivaléncia forte. Os
autores fazem mencao ao principio da equivaléncia de Einstein, o qual afirma que a fisica nao
gravitacional (isto é, mecénica, termodindmica, etc.) é localmente indistinguivel daquela
em auséncia de campos gravitacionais. Por fim, referem-se ao principio da equivaléncia

forte, que estende o principio de Einstein a fendmenos gravitacionais.

Para fins de objetividade, o ponto chave é que o principio da equivaléncia permite
recuperar localmente a fisica da RE, pois em cada ponto existe um referencial inercial
local (ou um sistema de coordenadas geodésico) (THORNE; MISNER; WHEELER, 1973).
A gravidade ¢ a tnica interagdo que nao pode ser desligada globalmente(CAPOZZIELLO;
FALCO; FERRARA, 2022); no entanto, em um referencial inercial local (ou em um sistema
de coordenadas geodésico) seus efeitos podem ser anulados somente localmente. Assim,
dentro de uma regiao suficientemente pequena do espaco e em um tempo suficientemente
pequeno, as variagoes gravitacionais tornam-se despreziveis, tornando os efeitos inerciais

localmente indistinguiveis dos efeitos gravitacionais. Em termos geométricos, isso significa

que
Guv = MNw (41)
p
09,
— . 4.2
oxP , 0 (42)

Nesse sentido, as leis da fisica nesses referenciais em questao recuperam o caso da RE.
Em outras palavras, a primeira equacao diz que a geometria do espago-tempo nessas
circunstancias se reduz a métrica de Minkowski enquanto que a segunda demonstra que o
campo gravitacional é estacionario e independente das coordenadas espaciais, o que esta

totalmente de acordo com RE.

4.2 Equacoes de campo da relatividade geral

Para se falar em equagoes de campo da relatividade geral, dada que a teoria da
RG é manifestadamente uma teoria geométrica da gravitacao, torna-se imprescindivel

a caracterizacao da geometria para esse caso. Dado que sua construcao ¢ baseada na
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geometria pseudo-riemanniana, nesse caso a conexao é simétrica e compativel com a

s . . >\ o 2 o . , .
métrica, pois 77, = 0 e Vg, = 0. Logo, a geometria ¢ completamente descrita pela
conexdo de Levi-Civita e pelo tensor de curvatura riemanniano?. Nesse ponto, é ttil
recordar de sua forma:

R, =0,1",, —o1°, +1° 17 —1%.1I",, (4.3)

onde, conforme foi visto, os simbolos de Christoffel sdo dados por

o

1
=5 9" (0uGvp + 0uGip — DoGuv ) (4.4)
Por sua vez, o tensor de Ricci e o escalar de curvatura sao dados por

R, =R

pv ppv?
R = g‘“’RW, (4.6)
respectivamente.

No que diz respeito ao comportamento das curvas na geometria que descreve a RG,
uma vez que o tensor de distor¢ao N /\uv é nulo, curvas autoparalelas e as geodésicas métricas
coincidem neste cenario. Desse modo, com a geometria da RG caracterizada, pode-se agora

introduzir as equagoes de campo, também chamadas de Equagoes de Einstein.

Pode acontecer de se pensar que essas equagoes foram deduzidas a partir de um
principio variacional, no entanto, Einstein seguiu um determinado procedimento para se
alcancar este objetivo®. Todavia, o caminho aqui a ser seguido serd por meio do principio
variacional desenvolvido por Hilbert, Einstein e Lorentz, o principio variacional métrico
(ver segdo 3.1). Como se sabe, poucos dias antes de Einstein chegar a versao final da RG,

Hilbert propos a seguinte lagrangiana:

»CEH = k‘\/ —g}% (47)

também chamada de Einstein-Hilbert, onde k = ¢*/167G e R ¢ o escalar de curvatura
(4.6).

Conforme visto anteriormente, a acao é dada por

S = /V Ld'z. (4.8)

2 O destaque “tensor de curvatura riemanniano” é devido ao fato de que o tensor de curvatura pode ser

decomposto em termos de uma parte riemanniana e de outra devida a distor¢do, como foi visto no
Capitulo 2

Recomenda-se o capitulo 10 de (D’INVERNO, 1992), para mais detalhes.

Recomenda-se ao leitor a segao 21.2 de (THORNE; MISNER; WHEELER, 1973). O leitor deve estar
atento a modificacdo feita. La, é definida a lagrangiana, aqui serd definida a densidade lagrangiana a
fim de manter a consisténcia do que foi adotado neste trabalho.
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Desse modo, ao inserir (4.7) na equagao anterior, obtém-se a acao de Einstein-Hilbert

SEH = k/v vV —gédéldl, (49)

que se trata da acao da geometria, ou melhor, do campo gravitacional, onde integragao é

realizada sobre o volume quadrimensional. J& a a¢ao correspondente a matéria é dada por
S = / V—gLd*z (4.10)
1%

Com isso, define-se a agao total, dada em termos da geometria e do contetido de
matéria, por
Stot = SeH + Sm, (4.11)

ou, equivalentemente,
S = k:/ \/—g]-gid4:v—|—/ v—g¢L,,d*z. (4.12)
v 1%

De maneira analoga ao que foi discutido na secao 3.2, aqui, as equagoes de campo

serao obtidas ao tomar pequenas varia¢oes na métrica, tal que

g,ul/ — gul/ _I_ 5guy7 (413>

onde dg,,, = 0 na fronteira.

Antes de atacar o problema diretamente, é valido se fazer o seguinte procedimento.

Primeiro, usa-se o fato de que gMg)‘” = 0¥, Assim, ao se tomar variacoes, segue que

3(gung™) = d(d%) =0, (4.14)
de modo que isso implica
9 (69™) = =™ (89,,0)- (4.15)
Desse modo,
09, = ~9up900 (09”7, (4.16)
ou ainda,
69" = =9""9" (09 s )- (4.17)

Além disso, é valido introduzir o seguinte resultado:
09 = 99"09,, = —99,,99", (4.18)

Munidos dessa preparagao prévia, o proximo passo é o de calcular o efeito das
variagoes da métrica sobre o tensor de Ricci (4.5). De acordo com a identidade de Palatini,
obtém-se

. . N o oy
0R,, = VA(0I'",,) = V, (6T ). (4.19)

[z
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Desse modo, a partir dos resultados acima, o integrando da agcao de Einstein-Hilbert, ao

ser variado, sera

5(\/ _gg/“/éw/) = (5guu)éuuv —4g + V _gguy(dRuu) + gwjéw/ (4'20)

99
2\/_
= (59W)Ruu\/ 9+v=99" (6R,) + " Wz\/—( 99,,,09"")
= (J—i’ - g/“, )\/ 900" +/—gg" (OR,.).
Em relagao ao segundo termo, convém fazer o uso da identidade de Palatini. Assim, tem-se
V=99" (0R) = V=99 [%(5101A J) = Vo (01%,))] (4.21)
- V() -9 o)
= V=9Vx{[g W((SrA )| = g6t )}}

Desse modo, segue que

Sv=09" o) = (B = 50 R) V=000 + Vg9 { [0 01,,)] = [ 6T7,,)]}

Portanto, a variacdo da acao de Einstein-Hilbert toma a forma

5SEH = k/( ny g,uzl )\/__g((sg#’/)d‘lx (423)
k[ V=g {[9(68,)] - [¢ 61, '

Em relacao a equacao anterior, nota-se que o integrando do segundo termo do lado direito

é uma divergéncia:

VI [ 00] — [0 61,)] = o5 VT [0 61,,)] — [ 61,,0] )
(4.24)
Diante desse resultado, é possivel aplicar o teorema de Gauss. Assim, a integral se reduz
a uma integral de superficie. Uma vez que, como requer o principio da minima agao, as
variagoes sao nulas nas fronteiras da regiao de integragao, essa integral de superficie é nula.

Em razao disso, obtém-se
0SEH = k/v (é/w — ;g,wlo%> V—g(5g")d*z. (4.25)
Por fim, consideram-se variagoes sobre a acao da matéria. Assim,
5Sy = /V d*z0 [/=gLn] (4.26)

L
= [ [“agww—g n LmW——g]
1% 5gw,

oL 1
— 4 m - — iz
| [ S 2nguy] V=9(0g™).
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Conforme a equagao (21.33a) de (THORNE; MISNER; WHEELER, 1973), o tensor

de energia e momento da matéria é dado por

5L
Tow = =25 5+ Lngu- (4.27)
Logo,
5S,, = _; / T/ —g(6g")d*z (4.28)
\%

Dessa forma, ao se combinarem as variacoes da aciao de Einstein-Hilbert com a

variacdo da matéria, obtém-se

N
5 = 8Swm + 65w = | [k (RW - QQWR> - 27;,,} V=9S¢ d . (4.29)

Ao impor 6.5 = 0, resultam as equacoes de Einstein:

o 1 . 871G
R#u - §g,uz/R = 77;117 (430)

ou ainda

rG

Goulx: A 7:“/7 (431)

onde G, é o tensor de Einstein. Assim, chegou-se as chamadas Equagoes de Einstein.
Dessa equagao, nota-se a relacao entre a geometria e conteiddo de matéria. O lado esquerdo
descreve a curvatura do espago-tempo e como ele é deformado devido ao lado direto, que

tem o contetido de matéria.

Na RE, o tensor de energia e momento satisfaz a seguinte equacao de conservagao

0, T = 0. (4.32)

5

Pelo principio do acoplamento minimo® isso sugere que

vV, T = 0. (4.33)

Diante disso, surge o questionamento se o tensor de Kinstein satisfaz, também, essa
equacao. E a resposta a esse questionamento ¢ que sim. Isso pode ser obtido por meio das
identidades contraidas de Bianchi (2.178) e (2.179), que fornecem

o o 1 o o o
v, (R“V - 2553) — 0= V,G" =0, (4.34)

Nesse sentido, o lado esquerdo das equacoes de Einstein tem as caracteristicas necessarias

para para ser acoplado ao lado direito.

Como foi mencionado acima, o formalismo aqui adotado foi o principio variacional

métrico, discutido no Capitulo 3, o que possibilitou chegar as Equagoes de Einstein. Outro

® De acordo com esse principio, a métrica de Minkowski 7,,, é trocada pela métrica g,,,. Além disso, as

derivadas parciais d, ¢ trocada pela derivada covariante V.
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formalismo a ser considerado é o devido a Palatini, o principio variacional de Palatini. Esse
principio consiste em considerar uma agao do tipo S|[g,,, I'” W], cuja densidade lagrangiana,

por sua vez, ¢ da forma L(g,w, g, ”,,,0I",,). Desse modo, a partir da acdo da

s
densidade lagrangiana de Einstein-Hilbert (4.7), tem—se

Lon = kyv=gg" (9,1, — ,1°,, + 12,17 —T° 17,1 (4.35)
Assim, a ac¢ao de Einstein-Hilbert toma a forma
Spn = k/ d*z/—gg"” (8 e, — 8,1 .t FO‘ F"pa - f“p“fpm) . (4.36)

Contrariamente a situagao anterior, em que as equagoes de campo foram obtidas devido
a variagoes da acao com respeito a métrica g,,, agora, serao tomadas variacoes da acao
com respeito a conexao IO”\W. Nesse sentido, ao analisar a equacao acima, essas variagoes
significam variagdes no escalar de curvatura R devidas & conexdo. Para se realizar esse
calculo, é possivel se obter uma grande simplificagdo ao adotar um sistema de coordenadas
geodésico. Logo, uma vez que nesse sistema Ioﬂlw | , = 0, a equagao acima se reduz a equagao
seguinte:

SEg = k/v d*z/=gg™ (8,)12"",/“ - 8,,f‘ppu) ) (4.37)

Dado que § comuta com 9, ao tomar variacoes da acao anterior com respeito a

conexao, tem-se
0Spn = k [ d'ey/=gg" (9, (37,,) = 0, (617,,)] (4.38)
Ao realizar uma integracao por partes na equacao anterior, é possivel obter
0Spn = k?/ d4 \/—g;w(gppw> — 0 (\/—_gg‘“’> 5fpvu
8, (\/—_ggwarpp”) +0, (vV=gg") 617, (4.39)

Nota-se que as integrais do primeiro e terceiro termos se reduzirao a integrais de superficie,
ao ser aplicado o teorema de Gauss. Desse modo, dado que 0I'”,, = 0 na superficie de

integracao, essas integrais anular-se-ao. Portanto, ao desprezar esses termos, segue que

0Spn = k| d'z[o, (v=gg") 61", 9, (v=g9")oL",,]
— & /V d'x [0, ( \/—_gg“)‘dz) 0, (V=g9")] 6T, (4.40)

em que na passagem para a segunda igualdade foi realizada a troca do indice v por A no
primeiro termo. Devido a simetria de 0I'”,, nos dois ultimos indices, na equagdo anterior

deve ser realizada uma simetrizagdo nos indices v e u, de modo que se obtém

3Spn =k /V d'z BaA (vV=99"3}) +;aA (vV=99"3%) = 0, (V=4 g“”)} ore,,.  (4.41)
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A imposicao do principio da minima agao, isto é, 6Sgg = 0, fornece
1 14 1 14 174
58)\ (\/—gg“’\ép) + 5& (x/—gg Aég) -0, (\/—gg“ ) =0. (4.42)

O préximo passo é manipular a equagdao anterior. Primeiramente, faz-se a contragao
dos indices p e p, o que fornecerd 0, (\/—ggA”) = 0 como resultado. Diante disso, ao

substitui-lo na equacao acima, é possivel obter que

9, (V=399"") =0. (4.43)

O desenvolvimento da equagdo acima e o fato de que 9,/—g = —(1/2)v/=99r.9,9,

permite reescrevé-la da forma seguinte

174 1 g 174
V=99,9" = 5 (V=09920,4"") 9" =0, (4.44)
isto é,

1
vV—g <apg‘“’ — Qg,\gg“’j@pg’\”> = 0. (4.45)

Ao considerar o termo em parénteses no membro esquerdo e realizar a contragdo com
Guvs € possivel constatar que gy,0,*° = 0. Esse resultado ao ser substituido em (4.45)
permite chegar ao fato de que 9,¢"” = 0. Uma vez que o calculo foi realizado no sistema
de coordenadas geodésico, por consequéncia, em um sistema de coordenadas qualquer,
0,9"" & o equivalente a V,g"” = 0, que se trata da condigao de compatibilidade métrica,

como foi visto na Definicao 2.33.

4.3 O problema da energia gravitacional e da lei de conservacao

A formulacao de leis de conservacao possui uma posicao central em todas as teorias
da fisica. No entanto, no contexto da RG, a nocao de energia gravitacional e a propria
conservacao da energia apresentam dificuldades conceituais e matematicas. Tais dificuldades
resultam diretamente dos principios que estruturam a teoria, que sdo a covariancia geral e
o principio da equivaléncia. Com o objetivo de entender essas dificuldades, nesta sec¢ao,
analisam-se, em primeiro lugar, os obstaculos & definicdo de uma energia gravitacional
local e, em seguida, discute-se como esses mesmos principios afetam a formulacao de leis
de conservagao, de acordo com as referéncias (THORNE; MISNER; WHEELER, 1973;
CARMELI; LEIBOWITZ; NISSANI, 1990).

Para que o problema da energia gravitacional seja discutido, o leitor deve ter em
mente as ideias anteriormente fornecidas em relagao aos principios da covariancia geral
e da equivaléncia. Com o objetivo de introduzir o problema de forma elucidativa, é util
imaginar um observador sujeito a presenca de um campo gravitacional. Evidentemente, por
se tratar de um campo, os efeitos gravitacionais estao distribuidos globalmente por todo o

espago-tempo que circunda o observador. A grande questao é: e localmente? Quando se
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pensa no principio da equivaléncia, a resposta é que nao ha campo gravitacional, uma vez
que, segundo esse principio, é sempre possivel anular os efeitos do campo gravitacional,
localmente, em um referencial inercial local. Portanto, se ndo ha campo gravitacional em

uma regiao local, ndo hé energia gravitacional.

Em teorias de campos, quando se quer quantificar a energia e o momento de um
determinado campo, isso é feito por meio do tensor de energia e momento. Conforme
argumenta (THORNE; MISNER; WHEELER, 1973), a energia do campo gravitacional,
no contexto da RG, ndo admite uma definicao local e tensorial. Diferentemente do eletro-
magnetismo, que possui um tensor de energia e momento tnico e bem definido, qualquer
formulacao de uma densidade de energia gravitacional conduz a pseudotensores dependen-
tes da escolha de coordenadas, algo que viola profundamente o principio da covariancia
geral. A auséncia de unicidade confirma a falta de significado fisico intrinseco para tais
expressoes. Somado a isso, ao observar as equacoes de Einstein, nota-se que o tensor de
energia e momento presente no lado direito das equagoes tem “peso”, como argumentam
os autores. Esse tensor produz uma deflexao geodésica de duas linhas de universo préximas
que passam pela regiao do espaco do observador anteriormente citado. Trata-se de um
efeito observavel, algo que nao pertence ao que eles se referem como “momento-energia

gravitacional local”.

Essa impossibilidade decorre do principio da equivaléncia. Em qualquer vizinhanca
suficientemente pequena, é possivel selecionar um sistema de coordenadas no qual todos
os simbolos de Christoffel desaparecem. Nesse sistema de coordenadas, ndo ha “campo
gravitacional” no sentido classico, o que elimina qualquer tentativa de atribuicao de energia
ao campo em escala pontual, sendo, portanto, impossivel localizar a energia do campo

gravitacional.

Nesse sentido, porém, ¢ valido destacar que os autores nao alegam a inexisténcia de
tal grandeza, pois a energia gravitacional se manifesta em efeitos globais, como no caso da
energia de ligacao em sistemas como o sistema Terra-Lua ou na energia transportada por
ondas gravitacionais. O que os autores alegam ¢ algo tao somente relacionado a localizacao

do campo gravitacional®.

O outro problema, conforme referido acima, diz respeito ao problema da conservacao
de energia. Como é sabido, na relatividade especial, a conservac¢ao de energia e momento é

expressa pela nulidade da divergéncia ordinaria do tensor de energia e momento,
a0, T" =0, (4.46)

o que possui a forma de uma equacao de continuidade.

6 interessante notar que ha autores que questionam até mesmo a existéncia de qualquer forma de

energia gravitacional. Recomenda-se, por exemplo, a discussio em (ALEMAN-BERENGUER, 2025).
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Na passagem para o espaco-tempo curvo da RG, em que se considera o principio
do acoplamento minimo e a exigéncia de covariancia, conduz a condi¢ao de divergéncia

covariante nula do tensor de energia e momento,
vV, T" = 0. (4.47)

Ao usar as propriedades da acao da derivada covariante sobre tensores, vistas na subsecao

2.3.2, essa condicao assume a forma
VT =0, T" +17,, T + 1", T = 0. (4.48)

Diante da equagao anterior, nota-se a presenca dos simbolos de Christoffel IR que

s
dependem da métrica e de suas derivadas, e indicam uma modificagdo na estrutura do que

seria uma equacao de conservacao.

Com o uso da identidade
fwup = 78 (V _g)v (449)

a equacao (4.48) pode ser reescrita como

G La(Em) e s

Ao multiplicar por \/—g, obtém-se
ay(\/_—g TW) = —/—gD",, T (4.51)

A equagao (4.51) mostra de forma explicita que a condicao V, T = 0 ndo constitui,
em geral, uma equacao de continuidade. Em uma equacgao de continuidade propriamente
dita, o lado direito deve ser nulo, de modo que a divergéncia de uma corrente represente

apenas um termo de fluxo. Entretanto, em (4.51) surge um termo adicional,

—/=gT",, T, (4.52)

o qual nao admite, em geral, a forma de divergéncia de uma corrente fisica. Esse termo
depende explicitamente da conexao e, portanto, da escolha de coordenadas, o que impede

a interpretacao direta de (4.51) como uma corrente conservada no sentido cldssico.

Somente em sistemas de coordenadas geodésicos, isto é, em referenciais inerciais
locais, nos quais os simbolos de Christoffel se anulam, que a equagao (4.51) se reduz

localmente a
o (V=9T") =0, (4.53)

o que recupera formalmente a estrutura de uma equacao de continuidade. Essa equivaléncia,

contudo, possui carater estritamente local e depende da escolha de coordenadas, nao se
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estendendo a regioes finitas do espago-tempo, fato este que esta em completo desacordo

com a covariancia geral.

Essa limitacao também se manifesta na propria estrutura das equagoes de Einstein,
G — L (4.54)

2k ’

em conjunto com a identidade de Bianchi contraida,
V,GH =0, (4.55)

em que decorre necessariamente

vV, TH = 0. (4.56)

Essa relagao assegura a consisténcia geométrica da teoria, mas, conforme demonstrado
pelas equagoes (4.50) e (4.51), ndo implica uma conservacao local no sentido de uma

equagao de continuidade.

Em face dessa discussao, pode-se concluir que as dificuldades associadas a energia
gravitacional e a conservagao da energia na RG decorrem diretamente da estrutura
geométrica da teoria e de seus principios fundamentais. Em primeiro lugar, o principio
da equivaléncia impede a definicado de uma densidade local de energia gravitacional com
carater tensorial e covariante, uma vez que os efeitos gravitacionais podem ser anulados
em referenciais localmente inerciais. Em segundo lugar, a condigao V,TH = 0, embora
assegure a consisténcia das equacgoes de campo, nao possui, em geral, a forma de uma
equacao de continuidade, pois envolve termos dependentes da métrica e da conexao que
nao admitem interpretagdo como fluxos. A dificuldade em definir uma energia gravitacional
local e uma lei de conservagao no sentido classico, portanto, expressa as dificuldades que
a RG, apesar de todo o seu sucesso, ainda enfrenta, o que reflete a necessidade de se
buscar teorias alternativas que solucionem esses problemas. Além dos problemas citados, a
RG também apresenta dificuldade para descrever a energia global. Em geral, é necessario

restringir a defini¢do de energia a espagos-tempos assintoticamente planos (PENROSE,
1982; FORMIGA; GONCALVES, 2022).



84

5 Gravitacao Teleparalela

Uma vez que a proposta deste trabalho consiste na generalizacao do teleparalelismo,
faz-se necessaria a apresentacao prévia dos fundamentos conceituais e histéricos dessa
estrutura geométrica. Neste capitulo, serao introduzidas as duas subclasses da teoria,
conhecidas como Teleparalelismo Equivalente a Relatividade Geral e Teleparalelismo
Simétrico Equivalente a Relatividade Geral. O objetivo dessa parte consiste em expor
suas principais caracteristicas, os tensores que as definem, suas respectivas lagrangianas e
as equacoes de campo associadas. Para esse proposito, as referéncias adotadas incluem
(ALDROVANDI; PEREIRA, 2012; MALUF, 2013; NESTER; YO, 1998; JIMENEZ: HEI-
SENBERG; KOIVISTO, 2018; JIMENEZ; HEISENBERG; KOIVISTO, 2019).

Na Secao 2.4.1 foi discutido o conceito de curvatura e sua influéncia sobre a
geometria. Conforme exposto, o transporte paralelo de vetores depende, em geral, do
caminho ao longo do qual o vetor é transportado. Se um vetor v é transportado de um
ponto p a um ponto s, primeiro ao longo de um caminho A, e, em seguida, ao longo de
um caminho B, o vetor resultante em s difere em cada caso, refletindo a dependéncia do
transporte paralelo em relagao aos diferentes caminhos. Essa propriedade caracteriza a

presenca de curvatura.

Entretanto, existe a possibilidade de um cenario no qual o transporte paralelo
nao depende do caminho. Tal possibilidade define o conceito de teleparalelismo, também
denominado paralelismo distante ou absoluto. Do ponto de vista matematico, essa estrutura
caracteriza-se pela auséncia de curvatura, condicao necessaria e suficiente para a existéncia

de campos vetoriais paralelos, conforme demonstrado por (EISENHART, 1927).

Historicamente, as tentativas iniciais de unificacao das interagoes fundamentais
surgiram no periodo posterior ao estabelecimento da RG por Einstein. Em 1918, Weyl
(WEYL, 1918) apresentou uma proposta de unificacao da gravitacdo com o eletromagne-
tismo que, apesar de nao ter alcancado sucesso fisico, introduziu conceitos fundamentais
como invariancia de gauge e transformagoes de gauge, que mais tarde se tornaram centrais
nas teorias modernas de campos. Posteriormente, cerca de dez anos depois, Einstein propos
uma abordagem alternativa baseada no teleparalelismo, na qual o campo de tétradas

substitui a métrica como varidvel fundamental da descrigao gravitacional (UNZICKER,;

CASE, 2005; SAUER, 2006).

Essa formulagao explorava o fato de as tétradas possuirem mais graus de liberdade
do que a métrica, o que levou a hipdtese de uma possivel identificacao desses graus adicionais
com o campo eletromagnético. Tal interpretacao, contudo, mostrou-se inconsistente, uma

vez que a invariancia local de Lorentz elimina esses graus excedentes. Além disso, o escalar
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construido a partir da torcao revelou-se equivalente ao escalar de curvatura da RG, a
menos de um termo de divergéncia, o que resulta em equagoes de campo indistinguiveis

das equagoes de Einstein e inviabiliza a unificacdo que se buscava.

Diante dessas limitagoes, Einstein abandonou o teleparalelismo em 1931. Apesar
disso, a formulacao teleparalela voltou a atrair interesse a partir da década de 1960,
quando Mgller (MOLLER, 1961) a retomou com o objetivo de tratar o problema da
energia gravitacional. Em seguida, na década de 1970, a teoria passou a ser reinterpretada
no contexto das teorias de gauge, em que o teleparalelismo foi associado ao grupo das
translagoes e identificado com a geometria de Weitzenbock (CHO, 1976; HAYASHI, 1977).

Esses desenvolvimentos levaram a formulagdo moderna do TERG, bem como a
sua formulacdo hamiltoniana. Nesse contexto, destacam-se os trabalhos de Nester e Maluf
(NESTER, 1989; MALUF, 1994), sendo que a abordagem deste tiltimo se mostrou particu-
larmente adequada para a definicao do 4-momento gravitacional e para a recuperacao, e
generalizacdo, dos resultados obtidos no formalismo ADM (MALUF et al., 2002; FOR-
MIGA; GONCALVES, 2022). Posteriormente a formulagao hamiltoniana do TERG, em
1999 Nester e Yo chegaram ao advento do TSERG (NESTER; YO, 1998), trabalho este
que levou ao desenvolvimento e aplicacbes do TSERG por autores como Adak, Koivisto,
Jiménez e outros (ADAK; KALAY; SERT, 2006; JIMENEZ: HEISENBERG; KOIVISTO,
2018).

Atualmente, pode-se considerar que o teleparalelismo constitui uma estrutura
geométrica capaz de permitir a investigacao de problemas fundamentais da gravitacgao,
estendendo-se a diversas generalizagoes, como as teorias do tipo f(7T) e formulagdes
baseadas na nao metricidade f(Q). Essas teorias tém encontrado aplicagoes relevantes no
estudo da energia gravitacional (MALUF, 2013; FORMIGA, 2020; FORMIGA; DUARTE,
2023; COSTA; FORMIGA, 2025) e outros, o que consolida o teleparalelismo como uma

alternativa matematicamente rica e fisicamente promissora.

5.1 Teleparalelismo equivalente a relatividade geral

A seguir, serdao apresentadas as caracteristicas da geometria do TERG, bem como
as equagoes de campo e as quantidades fisicas que a teoria possibilita construir: o tensor

de energia e momento e o 4-momento gravitacionais.

5.1.1 Caracteristicas da geometria do TERG

Na secao referente a RG, primeiramente foi especificada a geometria caracteristica
da teoria, que consistia na geometria riemanniana e a conexao, por sua vez, descrita
pela conexao de Levi-Civita. De maneira analoga, assim como a RG, o TERG tem sua

geometria e sua conexao caracteristicas, que serao descritas a seguir.
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O TERG é uma teoria alternativa a RG cuja geometria é caracterizada por um caso
particular da geometria de Riemann-Cartan (Figura 8), no qual a no¢ao de paralelismo
distante é estabelecida. Antes de prosseguir para particularizacao da geometria de Riemann-
Cartan, é valido realizar a decomposi¢ao da conexao afim e do tensor de curvatura nessa
geometria mencionada. Com o auxilio das equagoes (2.174) e (2.182) e tendo em mente
que, nesse caso, a nao metricidade é nula, a conexao afim e o tensor de curvatura sao
dados, respectivamente, por

A A A
r,=r.,+K,, (5.1)
R, =R\, + VoK, -V, K+ K, K% — K% K’ (5.2)

pov
Para prosseguir com a particularizacao da geometria de Riemann-Cartan, considera-se que
a noc¢ao de paralelismo distante estd presente. Como é sabido, essa nocao ¢é caracterizada
pelo anulamento do tensor de curvatura. Além disso, como nao ha presenca de nao
metricidade, essa geometria é caracterizada, também, pela compatibilidade métrica, o que
faz dela ser descrita completamente pela tor¢ao. Logo, no TERG, o campo gravitacional é

descrito pela torcao e possui uma conexao plana.

Fundamentalmente, o TERG ¢é descrito pelo formalismo de tétradas (segao 2.2.2),
especificamente, o caso de tétradas ortonormais e,. O papel das tétradas ortonormais no
TEGR esta relacionado a uma escolha. No teleparalelismo, sempre existe uma base na qual
os coeficientes da conexao sao nulos. A escolha que o TEGR faz é admitir que essa base
seja ortonormal. (Como serd visto mais adiante, é exatamente essa escolha que forga a nao

0 3
em que e; ¢ um campo vetorial do tipo tempo e os outros do tipo espaco, tal que

metricidade ser nula.) Dessa forma, existe uma base ortonormal {e,} = {eA €;, €, e~},

A

Ve, =0 < 0%, =0, (5.3)

onde V,, ¢ a chamada conexao de Weitzenbock e &, seus respectivos coeficientes em
uma base ortonormal. O referencial no qual a equacao (5.3) é satisfeita serd chamado de

referencial teleparalelo.

A geometria de Weitzenbock pode ser caracterizada por:

A

Rai)éd — 0, Qdi)é — O, Tai)é 7£ 0. (54)

A partir da equagao (2.165), é possivel ver que

Y a
mas, uma vez que &% = 0, tem-se

o4 _ _ pod

ot = —K® | (5.6)

Por outro lado, se for considerada uma base holonémica, a equagao (5.3) possibilita escrever

; ; A — o A el
tais coeficientes como I'*,, = €,
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No referencial teleparalelo, a equagao (2.152) pode ser reescrita como segue

T, = 0., — 0y, (5.7)

em que foi feita a contragao com ebu

de Weitzenbock.

e €, e a torgao, nesse caso, ¢ conhecida como torcao

5.1.2 Equacoes de campo do TERG

O procedimento para a obtencao das equagoes de campo do TERG é analogo aquele
adotado para se obter as Equacoes de Einstein no capitulo anterior. Para que se possa

construir a densidade lagrangiana da teoria, introduz-se o superpotencial de torcao!. Esse
tensor é definido por (MALUF, 2013)

o 1 e oo U 1 JON La
abe __ abé bac _ rpéab - acrpb _ abc
5 _4(T 4T T )+2(nT T, (5.8)
de onde se nota que ele é antissimétrico nos dois dltimos fndices, isto é, Y% = —yab A

partir desse tensor e do tensor de tor¢ao, pode-se construir o seguinte escalar:

1 5. |
— yhabe abé abé
T = E Tdi)é - ZT T&i)é + §T TZA)CAL@

— T°T. (5.9)

Como ¢ sabido do formalismo lagrangiano, a lagrangiana é construida a partir
dos escalares da teoria, também chamados de invariantes. Na RG, para a construcao da
densidade lagrangiana da gravitacao, o invariante considerado foi o escalar de curvatura
R. Por outro lado, na TERG, o escalar que permite construir a densidade lagrangiana é o
escalar de torcao, definido na equagao (5.9). Dessa forma, a densidade lagrangiana total,
dada em termos da densidade lagrangiana da geometria e da densidade lagrangiana da
matéria, é definida por

Liy = —keT — L,,, (5.10)

onde e é o determinante da tétrada, dado por e = detfle? || = +/—g.

Ao tomar variagoes da lagrangiana (5.10) com respeito a tétrada e, e aplicar o
principio da minima acao?, é possivel chegar as equacoes de campo do TERG, que sdo
dadas por ((MALUF, 2013), equacgao (30))

ap\) _ €
a)\ (62 ) = e

Na equacdo anterior, as quantidades t#¢ e TH% sdo interpretadas como os tensores de

(e + 7). (5.11)

energia e momento do campo gravitacional e da matéria, respectivamente, em que esse
primeiro ¢ definido por
£ = J; (48P T5 " — T ) (5.12)

Na literatura, em trabalhos que envolvem o TERG, esse tensor é chamado apenas de superpotencial.
Todavia, como neste trabalho serao abordados diferentes casos de teleparalelismo, bem como sua
generalizagdo, essa diferenciagdo serd conveniente.

Essa abordagem que sempre assume que as quantidades geométricas ja estao escritas no referencial
teleparalelo é conhecida na literatura como formulagio de tétrada pura.

1
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Em relagao as equagoes de campo do TERG, a partir das equagoes de Einstein
o 1
GH = —TH 5.13

¢ possivel mostrar que (5.11) sao equivalentes & RG3. Na realidade, esse resultado é algo
esperado, pois a densidade lagrangiana do TERG ¢ equivalente a da RG. De fato, para
mostrar isso, constroi-se o escalar de curvatura da conexao de Weitzenbock, que é dado
por

R=R+T-2V,T" (5.14)

Como a geometria de Weitzenbock é caracterizada pelo anulamento da curvatura, tem-se
que R = 0. Desse modo,
R=—-T+2V,T" (5.15)

Diante desse fato e da defini¢cao da densidade lagrangiana de Einstein-Hilbert (4.7), em
que deve ser levada em conta a troca de /—g por e, nota-se que elas diferem apenas por
um termo de contorno. Portanto, sao densidades lagrangianas equivalentes, o que implica

equagoes de campo equivalentes.

5.1.3 Equacao de conservacao e o 4-momento

Da equagao (5.11), uma vez que o superpotencial de tor¢ao é antissimétrico nos
dois tltimos indices, como evidencia a equacao (5.8), se for aplicada uma derivada 0, em
(5.11), verifica-se que

0,0\ (eX) = 0. (5.16)

Devido a esse resultado, o membro direito da equagao (5.11) fornece a seguinte equagao

de conservacao de energia e momento
Ou e (4 +T)] =0, (5.17)

que, conforme visto no capitulo 4, ndo ha uma equacao equivalente na RG. Se a equacao
acima for integrada em uma regiao espacial tridimensional de volume V' e livre de sin-
gularidades, a partir do teorema de Stokes generalizado, chega-se a seguinte equacao de

continuidade:

d 3 0a a ia ia
£/dee(t +7*))_—7fsdsie(t +T7), (5.18)
em que S é a superficie de contorno da regiao V. No que diz respeito ao membro esquerdo

da equacao anterior, este é interpretado como o 4-momento que, nesse caso, é definido por
((MALUF, 2013), equagao (34))

pi — /V dre (1% 4+ 7). (5.19)

Para uma demonstragao deste resultado, recomenda-se a referéncia (FORMIGA, 2024)

3
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Desse resultado, os 4-momentos do campo gravitacional e da matéria podem ser extraidos

e, portanto, definidos. Eles sao dados, respectivamente, por
P! :/ d®z et® P :/ d®z e7, (5.20)
1% 1%

A equacao (5.19) pode ser reobtida em outra forma com auxilio da equagao (5.11). Ao
integra-la sob a mesma regiao V', é possivel obter o 4-momento em termos do superpotencial
de torgao, como segue:

P® = 4k 72 dS,ex. (5.21)

Para chegar a equagdo acima, tomou-se = 0 em (5.11) e se utilizou o fato de que
400 — .

5.2 Teleparalelismo Simétrico Equivalente a Relatividade Geral

A abordagem desta secao sera analoga a adotada na se¢do anterior.

5.2.1 Caracteristicas da geometria do TSERG

Como o TERG, o TSERG consiste em uma teoria alternativa a RG padrao. Nele,
a geometria é caracterizada pelo anulamento dos tensores de curvatura e torcao, de modo
que a gravitagdo é completamente descrita pela nao metricidade. Nessa teoria, a estrutura
geométrica é caracterizada por um caso particular da geometria de Einstein-Weyl. Na
geometria de Einstein-Weyl, ao realizar as decomposi¢oes da conexao afim e do tensor de

curvatura e, além disso, considerar que a torcao ¢é nula, obtém-se

FA A A
=1+ L7, (5.22)

~ o

Ry = B2y 4 VoL, — NP+ L, L%, — LO LP,.. (5.23)

pov pov

Por se tratar de uma teoria teleparalela, a nocao de paralelismo distante esta
presente no TSERG. Para o anulamento da curvatura e, portanto, a nocao de teleparalelismo
ser alcancada junto com a condicao de uma conexao simétrica, a conexao afim para esse
caso particular da geometria de Einstein-Weyl é dada por

S or* 0 @
me9gp dam Oz’
em que £” sdo fungoes arbitrarias. Conforme argumentado em (JIMENEZ; HEISENBERG;

KOIVISTO, 2019), o gauge no qual a conexao se anula consiste na escolha de coordenadas

(5.24)

tais que £” = x”. Esse gauge em questao € interpretado como o gauge no qual a origem do
espaco tangente coincide com a origem do espago-tempo, o que justifica seu nome: o gauge
coincidente. Desse modo,

M, =0 =2 (5.25)
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o que implica, matematicamente, a seguinte configuragao geométrica do TSERG
R, =0, T%, =0, Q,, #0. (5.26)
Nesse gauge, o anulamento da conexao permite escrever nao metricidade como

quy = apg,u,l/' (527)

Além disso, faz com que a deformagao seja completamente determinada pela conexao de
Levi-Civita, isto é,

I =—L° (5.28)

bem como a derivada covariante seja trocada pela derivada parcial, ou seja, V,, — 0,.

5.2.2 Equacdes de campo do TSERG

Analogamente a sec¢ao anterior, o primeiro passo é introduzir o que aqui sera
chamado por superpotencial de ndo metricidade?. Por definicdo, este tensor é dado por
((JIMENEZ; HEISENBERG; KOIVISTO, 2018), equacio (18))

~ Cs / ~
P)\/“, = ClQ/\,“, + CQQ(M)\V) + QAguu + 04561@”) + 5 (Q)\guu + 5(>\MQV)) ) (529)
onde ci,...,c5 sdo constantes. A partir desse tensor e da nao metricidade, é possivel

construir o seguinte escalar Q = P)‘W Q,"". Ao tomar as seguintes escolhas na equagao
(5.29): ¢y =0ec; = —(1/2)co = —c3 = (1/2)c5 = —(1/4), obtém-se

1 1 1 1~
Q= QY Qu + 5@ Qi + Q0 — 5PQ, (5:30)
O escalar acima garante a equivaléncia entre o TSERG e a RG. No entanto, por questoes

de generalidade, o escalar a ser adotado serd Q. A partir desse tultimo, é possivel construir

a seguinte densidade lagrangiana:

L=—ky=gQ+ L, (5.31)

em que o primeiro termo do membro corresponde a densidade lagrangiana gravitacional (da
geometria) e L,, é a densidade lagrangiana da matéria. Variagoes com respeito a métrica
fornecem as seguintes equacoes de campo ((JIMENEZ; HEISENBERG; KOIVISTO, 2018),
equagao (20))

2 = \ 1
ﬁvk (\/ _gP ,uu) — Quv — @guu = ﬁnw (532>
onde 7,, ¢ o tensor de energia e momento da matéria e
qMV =G <2Qpa'p,QpUV - QupaQVPCf) +02Qp0',uQUpy+C3 (2Qpryy - QHQV) +C4Q,u,c~2y+c5@p@p,ul/'
(5.33)

A equivaléncia da equagao (5.32) com a RG é recuperada ao impor, vale lembrar, ¢, =0
eci = —(1/2)c; = —c3 = (1/2)cs = —(1/4), o que implica Q = Q°. Essa equivaléncia é
4 Na referéncia (JIMENEZ; HEISENBERG; KOIVISTO, 2018), este tensor é chamado de conjugado &

nao metricidade.
® Para mais detalhes, recomenda-se as referéncias (CAPOZZIELLO; FALCO; FERRARA, 2022; JIME-
NEZ; HEISENBERG; KOIVISTO, 2018).
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devido ao fato de que a densidade lagrangiana do STERG difere da densidade lagrangiana
da RG apenas por um termo de contorno. Para a geometria que caracteriza o STERG, o

escalar de curvatura é dado por
R=R+Q+V,(Q"-Q"). (5.34)
Como R = 0, entdo se obtém
R=-Q-V,(Q"-Q"). (5.35)

Em face desse resultado, pode-se notar que as densidades lagrangiana de Einstein-Hilbert
e do TSERG diferem apenas por um termo de contorno, como no caso do TERG. Logo,
sao densidades lagrangianas equivalentes, o que possibilita terem equacoes de campo

equivalentes.
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6 Teleparalelismo Generalizado Equivalente a
Relatividade Geral e a Energia do Campo

Gravitacional

Neste capitulo, serao apresentados todos os resultados que o desenvolvimento
deste trabalho possibilitou. Na primeira secao, sao apresentadas as motiva¢oes para uma
generalizagao do teleparalelismo. Em seguida, mostra-se a construcao da lagrangiana e a
obtencao das equagoes de campo. Na terceira secao, a condicao de referencial teleparalelo é
imposta e a natureza de cada referencial é identificada, a depender do caso. Por fim, encerra-
se o capitulo com uma aplicacdo que permitird obter a energia do campo gravitacional. Ao
leitor que esteja interessado, todos os calculos intermediarios que levaram aos resultados
estao disponiveis para consulta nos apéndices, dado que, por conveniéncia, nesse capitulo

sO estarao expostos os resultados.

6.1 Motivacoes

Como ja foi abordado anteriormente, existe uma infinidade de bases que podem ser
associadas como base para o espaco tangente 7,M. Ao longo deste trabalho, foram vistas
as bases holonémicas {0, } e as bases nao holonémicas, que se dividem em dois casos: as

bases ortonormais, ditas de norma constate, {e;}, e as bases nao ortonormais {e,}.

Nas teorias teleparalelas estudadas no capitulo anterior, o inico que usa o forma-
lismo das tétradas é o TERG, ou seja, apenas nele que as tétradas sao tidas como objeto
fundamental na geometria. No TSERG, por outro lado, o objeto fundamental é a métrica.
Nesse sentido, pode-se dizer que o TERG tem uma certa vantagem em relacao ao TSERG,
pois, como argumenta Rovelli (ROVELLI; VIDOTTO, 2015), se¢ao 3.2), as tétradas sdo
objetos mais fundamentais do que a métrica, devido a sua possibilidade de permitir o

acoplamento com férminos, algo que nao é realizavel pela métrica.

No que diz respeito ao TERG, as bases nao holonémicas 14 utilizadas sdo ortonor-
mais. De certo modo, isso pode se configurar como uma limitacao que, em principio, nao é
necessaria, em face a infinidade de bases que existem. Logo, a generalizacao das tétradas
para o caso nao ortonormal {e,} remove essa limitacao e, somado a isso, possibilita incluir
outro grau de liberdade na teoria: a nao metricidade, de modo que se pode, entao, ter
uma teoria teleparalela com torcao e nao metricidade. Nesse sentido, torna-se possivel
trabalhar com cada caso particular, isto é, com um teleparalelismo apenas com torc¢ao e

com um teleparalelismo apenas com nao metricidade, sendo possivel usar o formalismo
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das tétradas em ambos os casos, como serd visto na ultima segao.

Com essa generalizacao, torna-se possivel adotar o uso de vetores de Killing que
nao tém norma constante. Também devido a essa generalizagao, a possibilidade de tomar
qualquer base como base teleparalela permite uma anélise mais minuciosa no que diz
respeito ao problema do referencial teleparalelo (FORMIGA, 2022). Outra possibilidade
que tal generalizagdo permite é o estudo de forma mais aprofundada do problema da
energia gravitacional. Além disso, no estudo de cenarios em que o campo gravitacional é
consideravelmente intenso, pode ser que seja necessario usar um referencial teleparalelo
que nao seja ortonormal, uma vez que cenarios extremos podem exigir interagoes nao
gravitacionais muito intensas para garantir a ortonormalidade do referencial. Por fim, ela
também torna possivel a abordagem das teorias f(7) e f(Q) em uma tnica estrutura
geométrica, o que leva a obtencao simultanea de resultados para as duas teorias, sem que

haja a necessidade de analisar cada caso.

6.2 Equacoes de campo do TGERG

Esta secao diz respeito aos primeiros resultados que este trabalho possibilitou, que
sao a generalizagao do teleparalelismo, as equacoes de campo, os tensores de energia e

momento gravitacionais e o hipermomento gravitacional.

Como discutido no capitulo 3, a generalizagdao do teleparalelismo partiu da teoria
de gauge métrica-afim da gravitacao, por essa se tratar de um quadro mais geral com
todos os graus de liberdades possiveis, que leva a condigao de teleparalelismo por meio
do método dos multiplicadores de Lagrange. Foi visto no capitulo 3 que, dada a seguinte
lagrangiana

Lit=L,+ L, +R’AX, (6.1)

o principio da minima agao permite obter

DM® —m = o, (6.2)
DH, -E, =%, (6.3)
DHab - Eab - DAab = Aab, (64)
R =0. (6.5)

Diante disso, o procedimento para obter cada uma das equacoes procedeu da

seguinte forma:
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1. Quando necessério, foram usadas as seguintes identidades (retiradas de (OBUKHOV;
RUBILAR, 2006)):

9" Am, =, (6.6)
9’ A g = 0yme — 50 M4, (6.7)
9" A Naca = 08 Mea + 05 Mac + 08 Maa, (6.8)
9 A Noeea = 53 MNaec — 52 Naed + 52 Nacd — 52 Necd; (6.9)
em que
1 =/16]9@ A 9D A9 A 9® (6.10)

é a 4-forma de volume, G = det||ga]|, €
Ne = eaJ'rh Nap = ebJ Na, Nave = ecJ Nab, MNabed = edJ Nabes (611)

2. Célculo dos momentos gravitacionais conjugados H,, M ¢ H%;

3. Calculo da 3-forma de energia e momento candnica E,, da 4-forma de energia e

momento métrica m® e do hipermomento gravitacional E%;

4. Por fim, foi realizado o desenvolvimento das equagoes do coframe (6.3), da métrica
(6.2) e da conexao (6.4).

O ponto de partida para o desenvolvimento desta se¢do foi considerar a construcao
do modelo geométrico generalizado da teoria. Para isso, foi realizada a decomposicao
do tensor de curvatura, como apresentada no capitulo 2. L4, foi construido o escalar de

curvatura geral, que é dado por

R=R+V,N* —V,N°"+ N, (6.12)
em que

N=T+Q+TQ, (6.13)

¢ 1 1
TEZWWQW+§WW%M—TWL (6.14)

_1 Apv 1 Auv 1~)\~ 1~)\

Q = ZQ Q/\/UJ - 5@ Q,u)\u - ZQ Q)\ + 5@ Q)\a (615)
TQ=T,,,Q"" +T\Q* - ThQ™. (6.16)

Para a construgao da lagrangiana da teoria, a equacao (6.12) foi de grande utilidade.
Primeiramente, essa equagao foi multiplicada por /—g e foi considerado o fato de que
V=0(VAY) = 95(y/=gA*) (devido & compatibilidade métrica da conexdo de Levi-Civita),

procedimento este que levou a seguinte identidade

V=gR = /=gR+ V=gN + 05 |v=g (@Q* - Q* — 217")], (6.17)
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em que
A AN A A
N - NEA = QN — QN — 21 (6.18)

A partir da definigdo da densidade lagrangiana de Einstein-Hilbert (4.7) e ao isolar

R na equagao (6.17), foi possivel definir a lagrangiana gravitacional, como segue
L,=—-kR™Amn, — knN. (6.19)

Para se chegar a definigio acima, foi usado o fato de que L, = Lppd*z. Além disso, foram
usados também que \/—gd*zR = nR = —R™® An,,, /—gd*cR = —R® Am,,, bem como

o termo de fronteira foi desprezado.

Desse modo, na MAG, a lagrangiana total é dada por

L, = L,+L,+R’AXY
= —kR™Amn, —knN + L, +R}’ANX", (6.20)

em que L, = Ly(gap, 9%, T Q,p, R,’, A%,). Nesse ponto, o leitor pode questionar se na
equagao referente a lagrangiana gravitacional (6.19), o termo envolvendo a curvatura nao
deveria estar presente, pois no caso teleparalelo é necessario que a curvatura seja nula,
isto é, R" = 0. Na literatura, até onde sabemos, a curvatura é sempre negligenciada
como se pode observar nas referéncias (BLAGOJEVIC, 2002; JIMENEZ; HEISENBERG;
KOIVISTO, 2018; JIMENEZ et al., 2020; GOMES; JIMENEZ; KOIVISTO, 2023; ADAK
et al., 2023; FORMIGA; COSTA, 2025). Por exemplo, nas referéncias (BLAGOJEVIC,
2002; FORMIGA; COSTA, 2025), tem-se

Lo = —keT — A R®,, — Lo, (6.21)

onde e = det||e? ||, ¢ é a velocidade da luz no vicuo e A_** é multiplicador de Lagrange.
Na equagao anterior, nota-se que a curvatura nao ¢ mantida como na equagao (6.20). A
justificativa para que R% seja mantido no presente trabalho é de que sua presenca é mais
natural no formalismo variacional aqui abordado. Em outras palavras, tomar R% = 0
levaria a equagao (6.20) a uma forma semelhante a (6.21), contudo, isso seria impor o
anulamento a priori da curvatura, algo que, no formalismo variacional, s6 é alcangado
quando variacoes com respeito ao multiplicador de Lagrange sao tomadas. De qualquer
forma, é possivel motivar a auséncia da curvatura na equacao (6.19) a partir de uma
analogia com as lagrangianas quadraticas do tipo Yang-Mills, tendo sido essa a abordagem
que vinculou o teleparalelismo com a teoria de gauge do grupo das translagoes (CHO,
1976).

6.2.1 Momentos conjugados, hipermomento e correntes gravitacionais

Para a obtengao das equacoes de campo, foi mais conveniente, a principio, obter

os momentos gravitacionais conjugados & torcdo e a ndao metricidade: H, e M, bem
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como o momento gravitacional conjugado a curvatura, H¢, respectivamente; em seguida,
a 3-forma de energia e momento candnica E, e a 4-forma de energia e momento métrica

m® e o hipermomento E¢%,.

Para obter H,, foi usada a segunda equagao do conjunto de equagoes (3.36) e a

lagrangiana gravitacional (6.19). Com isso, foi possivel obter (ver o Apéndice A.1)

H, = 2kS,'n,, (6.22)
em que
Sabc = Zabc + Eabc, (623)
Zabc — le (Tabc + Tbac o Tcab) + ; <gach . gabTC) ’ (624)
Eabc _ le {Qbac . Qcab + gab (Qc . Qc) . gac (Qb . Qb)} ) (625)

abc

Das definicoes acima, nota-se que S¢. Yabc o Zabe 56 antissimétricos nos dois tltimos
) )

indices.
Analogamente, M® foi obtido a partir da primeira equacio das equacdes (3.36) e
da equagao (6.19). Logo, foi obtido que (Apéndice A.2)
Mbc — 4]{3Uabc’f]a, Uabc = Pabc + Vabc’ (626)

em que

Pabc _ _leQabc + le (Qbac + Qcab) + igbc (Qa o Qa) _ ; (gabQC + gaCQb) ’ (627)

1
Vabc — _Z (Tbac 4 Tcab + 2gbcTa o gach o gach> 7 (628)
das quais é possivel notar a simetria nos dois dltimos indices.
Ao longo dos célculos, diante das definicoes de S%¢ e U™, foi possivel definir o

escalar N (6.13) de forma mais conveniente, como segue

N =T,,5% — Qu.U™. (6.29)

a

Por fim, o ultimo passo foi obter o momento gravitacional conjugado a curvatura.

No que diz respeito ao célculo de H% , obteve-se (Apéndice D.1)

em que foram usadas a terceira equagao de (3.36) e a equagao (6.19).

Com os momentos conjugados obtidos, o proximo passo foi obter a 3-forma de
energia e momento canonica. Para o célculo de E_, foi necessario desprezar os termos de

curvatura presentes na equagao (3.41), conforme impoe a equagao (6.5), e usar equagoes



Capitulo 6. Teleparalelismo Generalizado Equivalente d Relatividade Geral e a Energia do Campo

Gravitacional 97

(6.22) e (6.26), bem como a segunda identidade (6.7). Dessa forma, chegou-se ao seguinte

resultado para a 3-forma de energia e momento canénica (Apéndice B.1):
E, = (=kN&)+4kT", S, = 2k Q,0.U"™) . (6.31)
Tendo em mente que E, = t° m,, obteve-se

th = kNS +4kT% S —2kQ,, U, (6.32)

adc

em que tba é o tensor de energia e momento canonico, que pode ser interpretado como o

tensor de energia e momento do campo gravitacional.

De maneira andloga, as equacoes (3.40), (6.6), (6.7), (6.22) e (6.26) permitiram
obter a 4-forma m® (Apéndice B.2):

m*, = (£ — 4kQuU™ — 2kT" Syea) m, (6.33)

em que foram anulados os termos de curvatura e da qual se extraiu o tensor de energia e
momento métrico
me = t% — 4kQ g U — 2kT* Spoq, (6.34)

ab

em que foi usado m® = m®n e que também pode ser interpretado como o tensor de

energia e momento do campo gravitacional.

Por fim, o ultimo objeto a ser calculado foi a 3-forma de hipermomento E% . Ao
usar as equagoes (3.39) e (6.7), bem como as equagoes (6.22) e (6.26), foi possivel obter o
seguinte resultado (Apéndice D.2):

E% = —4k (S, + U m,. (6.35)

6.2.2 Equacao do coframe

Na obtencao da equacao do coframe, foram levados em conta os resultados das
equagoes (6.22) e (6.31), bem como o fato de que ¥, = T% n,. Assim, ao realizar a
aplicagdo de D a equagdo (6.22) e usar equagao a (6.3), obteve-se (Apéndice C.1)

Vow) (V=9S,) = Vi, =t T (6.36)
em que 7", ¢é interpretado como o tensor de energia e momento do espago-tempo e t#, o

tensor de energia e momento do campo gravitacional é definido como na equagao (6.32).

A titulo de elucidar o leitor, a notagdo V, (w) representa as componentes da derivada

covariante com respeito a conexao V atuando apenas em indices de tétradas. Desse modo,

\% («/—gSa‘“’ﬁw = [V, (w) (V=95,)] 9", o que significa que V,(w)\/—gS,* sido as
componentes de V,, (\/ —gSa‘“’ﬁa). Explicitamente, isso significa que

V(@) (V=95.") = 0, (V=95.") — vV=gw", 5" (6.37)
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Em rela¢ao a equagao de campo (6.36), ela nada mais é do que as equagoes de
campo de Einstein escritas na forma teleleparalela. Para verificar isso, usou-se as equagoes
de Einstein escritas na forma G*, = (1/2k)T* , como pode ser visto no Apéndice C.2.
Desse modo, esse resultado faz a generalizacao proposta ser equivalente a RG, dai o nome

Teleparalelismo Generalizado Equivalente a Relatividade Geral.

Além disso, ao aplicar V,(w) na equagao (6.36), devido a antissimetria de S,*

nos dois tltimos indices, isto ¢, S,* = —S_ “* foi possivel verificar!

V(@) V(@) (V=95,") =0, (6.38)

o que levou ao resultado seguinte:

Vu(w) V=g (¢, +T%)| =0, (6.39)

que consiste em uma equacao de conservacao no caso do referencial teleparalelo, conforme

sera visto mais adiante.

6.2.3 Equacao da métrica

Os célculos para se obter a equacgao da métrica foram analogos aqueles realizados
na secao anterior. Para mais detalhes, ver o Apéndice C.3. Ao desenvolver a derivada

exterior na equagao (6.2) e usar equagoes (6.26) e (6.33), obteve-se que

V. (w) (V=gU"*) = {f (m™ + 7). (6.40)

onde m® estd definido na equagao (6.34) e, além disso, foi o usado o fato de que % = T,
em que 0% = o%mn e T é o tensor de energia e momento da matéria. Em relagio ao

ultimo fato, sera evidenciado adiante por que a igualdade foi estabelecida.

Aqui, a expressao V, (w) (\/— qgU ”“b> representa as componentes de V,, (\/— gU"%e, @ eb),
pois V,, (\/—gU”“bea ® eb) = [VV (\/—gU"“b)} e, ® e,. Em outras palavras, tem-se

Vi) (VEGU) = 0, (VEGU™) + Vgt U gt U (641)

Como mencionado no capitulo 3, as equagoes do coframe e da métrica sao equiva-
lentes (é vélido relembrar ao leitor para consultar (HEHL et al., 1995), especificamente a
péagina 80). Desse modo, ambas as equagoes (6.36) e (6.40) sao equivalentes as equagoes de
Einstein, no TGERG. Contudo, o foco deste trabalho sera apenas na equacao do coframe,
pois, ao que tudo indica, S,*” é mais adequado na anélise do problema da energia do

campo gravitacional.

1O resultado (6.38) é consequéncia do fato da curvatura da conexdo ser nula (as derivadas covariantes

comutam).
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6.2.4 Equacao da conexao

Os resultados desta subsecao estao demonstrados no Apéndice D.3. Primeiramente,
o procedimento foi aplicar D sobre H% que, conforme a equagao (6.30), é dado por
H¢ = kn*%. Disso, foi obtido que
a 1 a v
DH', = 5 (V. ()5 m,, (6.42)
em que

T = 2k /=g (el — e (6.43)
resultado este que é andlogo a equagao (13) de (FORMIGA; COSTA, 2025).

Da defini¢ao da 3-forma de hipermomento gravitacional (6.35), foi possivel demons-
trar que DHY = E% . Diante deste fato, o resultado obtido para a equacao da conexao
(6.4) foi

—DA*, = A9, (6.44)

ou, equivalentemente, em termos das componentes,
2

=5 V) (Vans) = A, (6.45)

em que foi usado o fato de que A%, = A" n, e A" sdo as componentes do multiplicador

de Lagrange, que tém as seguintes simetrias: A" = —\,"" e \" " = —\* """

No presente caso, V,(w) (v/—g\%"™") corresponde as componentes de V, (1/=g\", e, @ 97),
dado que V, (/=g\" " e, ® 9%) = [V, (w) (V—9\%")] e, ® ¥°. Entdo, explicitamente,

se tem
Vy(w) (v _gAabvu) =0y (v _g)\abvu> TV —gwayd)‘dbw — Vgt A (6.46)

Em relagao a equagao (6.44) (ou (6.45)), nota-se que ela difere da equagao (3.63b)
de (BLAGOJEVIC, 2002), mas tal diferenga nao é significativa, dado a equagao da conexao
tem funcao apenas de determinar o multiplicador de Lagrange. Essa diferenca surge
devido ao fato de que Blagojevic usa uma lagrangiana diferente, como foi argumentado
anteriormente. Como essa diferenca afeta apenas a equacao da equagao da conexao, equacao
essa que é obtida por meio de variagdes com respeito a conexdo I' ’, entdo, ndo ha nenhuma

inconsisténcia.

Antes de finalizar esta secdo, é importante considerar a seguinte demonstragao da
equivaléncia entre 7% e 0%. A partir da equagao (5.3.2) (HEHL et al., 1995), pode-se
obter

o =9"NY, +DAY,. (6.47)

Diante do resultado acima e da equagao (6.44), foi possivel verificar que DA%, = 0. Desse
modo, restou apenas g% = 9* A ¥;, 0 que permitiu, ao usar a primeira identidade (6.6),

concluir que 0% = T4 , resultado este que foi utilizado na equacao da métrica (6.40).



Capitulo 6. Teleparalelismo Generalizado Equivalente d Relatividade Geral e a Energia do Campo

Gravitacional 100

6.3 Referencial teleparalelo

Nesta se¢ao, a condigao do referencial (tétrada) ser teleparalelo é considerada. Em
seguida, os casos de teleparalelismo apenas com torcao e de teleparalelismo apenas com nao
metricidade sdo estudados, o que permitiu analisar e caracterizar a natureza do referencial
em cada caso. Por fim, semelhantemente ao caso do TERG (segao 5.1), o 4-momento é
definido.

6.3.1 Referencial Teleparalelo

Aqui, o referencial teleparalelo serd denotado por p, = p,*0, e sua base dual
correspondente sera denotada por * = p“,dz", em que tanto p,” como p“, pertencem
ao grupo linear geral GL(4.R). Esta claro que as componentes do frame e do coframe

satisfazem p?, p," = d0f e p?,p,t = oL
Com isso, segue a defini¢ao.

Definicao 6.1. (Referencial Teleparalelo) Dada uma variedade dotada de uma métrica
e uma conexao afim (Ly,g). O conjunto de campos vetoriais que define um referencial

teleparalelo € denotado por p, = Po): P(1)P(2), P(3) € satisfaz a sequinte equagdo
V.p,=0 <= w%. =0. (6.48)
Os coeficientes da conexdo na equac¢ao acima estdo expandidos em uma base
nao necessariamente holonomica. Caso esses coeficientes sejam expandidos em uma base

holonomica, obtém-se I'*,, = p,*d,p",. Diante disso, constata-se que os coeficientes da

conexao tém a forma da geometria de Weitzenbock.

No referencial teleparalelo, com o auxilio da equagao (2.152), percebe-se que

T(p,,p,) = —[pP,, P, Isso leva ao seguinte resultado
T% = Q% = 0", (00", — 0up™,) - (6.49)
Por outro lado, também no referencial teleparalelo, a equagao (2.158) permitiu chegar a
Qabe = Pylab], (6.50)
Q. = —p,[9™). (6.51)

que corresponde a nao metricidade em uma base nao holondémica. J4 em uma base

holonoémica, a nao metricidade é dada por
Qo = PP, Gab- (6.52)
Por fim, a equagdo (2.167) e o fato de que w?, = 0, possibilitou chegar ao seguinte
resultado para a conexao espinorial de Levi-Civita

Cz}ab — _Kabc - Labc’ (6-53)

C
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em que, vale lembrar, K%, e L%, sdo os tensores de contorcao e deformagao.

6.3.2 Teleparalelismo com torcao

O presente caso consiste no cenario em que a nao metricidade é nula e torcao é
diferente de zero, caso em que o campo gravitacional é descrito inteiramente pela torcao e

corresponde ao TERG.

Para se alcangar esse caso, como foi possivel verificar, quando a nao metricidade

for nula, isto é, Q. = 0, o referencial teleparalelo deve ser tal que p,[gs.] = 0, em que

abc
gve = 9(py, p,). Essa situagao ocorre quando a tétrada tem produto escalar constante, caso
no qual pode-se toméa-la como ortonormal, por conveniéncia; assim, tem-se p, = p,, tal
que 1,5 = g(p,, pl;). Diante deste fato, constata-se que o TERG esta restrito a bases nao

holonémicas que possuem produto interno constante. Além disso, nota-se que

Kabc - _Qabc. (654)

Com o anulamento da nao metricidade, as equagoes (6.22) e (6.25) e a segunda
equacgio de (6.26) evidenciam que S%¢ = Yeb¢ ¢ [Jab¢ = Vb T,0g0, diante do primeiro

fato, no TERG, o tensor de energia e momento do campo gravitacional (6.32) é dado por

t*, = 4kT? %0 — kSUT,,, X%, (6.55)

C

que corresponde a defini¢cdo da equagao (30) de (MALUF, 2013).

6.3.3 Teleparalelismo com nao metricidade

Este caso corresponde ao TSERG, no qual a configuragao geométrica consiste
em admitir que a tor¢ao ¢é nula e a nao metricidade é diferente de zero, onde o campo

gravitacional é, agora, completamente descrito pela ndo metricidade.

Para caracterizar esse cenario, foi necessario verificar que, se a torcao for nula, entao
o referencial teleparalelo devera satisfazer [p,, p,] = 0, o que implica bases holonémicas.
Dessa forma, constata-se que teorias teleparalelas com nao metricidade restrigem os
referenciais teleparalelos a bases coordenadas. Para esse caso, nota-se que a nao metricidade
esta relacionada com a nao constancia da métrica, como pode ser inferido da equacao

(6.52). Também segue que

Le,.=-1%.. (6.56)
Vale destacar que, agora os indices latinos a,b,... sao equivalentes aos indices
gregos [, v, ..., pois p, = 5&“)8#. Neste caso, a base esta relacionada ao sistema de

coordenadas x*. Logo, dado que

a

pa fr— 5(H)8ﬂ7 Qa fry 5(#),

a

(6.57)
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as componentes da tétrada sao
(6.58)

Portanto, obtém-se
Gas = 908, 9" = 9500, (6.59)
Diante desses apontamentos, seguem as seguintes possibilidades de notacao: Py = 0,0,
ou ainda, como ja apresentado, p, = 5((1”)8“; bem como gy (o) = g 040, Para ser mais
preciso, tem-se g(yu) = g(p(u),p(y)) = G-
Por fim, no TSERG, como a torcao ¢é nula, a partir de (6.22) e (6.24), constata-se

que

Sabc = Eabc7 (660)

além disso, da segunda equacao de (6.26) e da (6.28), tem-se também
U = p. (6.61)

Dessa forma, no TSERG, em face da ultima equacdo, o tensor de energia e momento do

campo gravitacional (6.32) é dado por

t*, = k62Q 4o P — 2kQ 4. P"™. (6.62)

cde adc

6.3.4 4-momento do campo gravitacional

No formalismo de tétrada puro (equivalente a usar o referencial teleparalelo), a
derivada covariante V,(w) é trocada pela derivada parcial d,. Desse modo, a equacao do

coframe (6.36) é reescrita como

0, (Va8.) = VL, 4 7). (6.63)

Além disso, as equagoes (6.38) e (6.39) podem ser reescritas, respectivamente, nas formas
0,0, (V=95,") =0, (6.64)
O [V=g (#", +T" )] =0. (6.65)

Da tultima equacio, nota-se que essa se trata de uma equacao de conservagao. Com isso,
constata-se que além de ser equivalente a RG, o TGERG possibilita a construcao de uma
equacao de conservacao, o que pode, possivelmente, resolver o problema da conservagao

presente na RG nesse sentido.

Ao seguir uma abordagem semelhante a adotada por (MALUF, 2013) e abordado

na subsecao 5.1.3, foi possivel definir o 4-momento para o TGERG como segue

P, = /V day/—g (£, +T°). (6.66)
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ou ainda

P, = 4k ]2 dS;v/=g8,%. (6.67)

Antes de prosseguir para a proxima secao, é importante destacar que embora os
resultados apresentados até aqui tenham sido obtidos de forma independente, descobrimos
durante a realizacao deste trabalho que ja existia na literatura a abordagem do teleparale-
lismo para o caso de uma tétrada arbitraria. No caso, nossos resultados estao em acordo
com (ADAK et al., 2023). Vale ressaltar, entretanto, que nao foi encontrado na literatura
uma abordagem focada no papel do referencial teleparalelo como apresentado aqui. Além
disso, em nenhuma dessas abordagens aparece a definicdo do 4-momento que usamos aqui.
Em geral, o foco dos autores no caso generalizado nao é o problema da energia do campo
gravitacional. Uma das poucas excegoes é (GOMES; JIMENEZ: KOIVISTO, 2023). Porém,
esses autores nao usam a tétrada, eles se limitam as quantidade obtidas com a métrica e a
conexao, em um formalismo de Palatini. Portanto, os principais resultados deste capitulo,

que estao relacionados a (6.32) e (6.67), constituem resultados novos.

6.4 A energia de espacos-tempos de ondas de frente plana (pp-

waves)

Como em toda teoria, a constatagao de sua validez se da por meio de aplicacoes.
Nesse sentido, como parte dos objetivos do presente trabalho, através da generalizacao do
teleparalelismo aqui alcangada, a energia de espacos-tempos de ondas de frente plana é
analisada e os resultados aqui obtidos sao comparados, a fim de analisar suas consisténcias,
com os resultados das referéncias (FORMIGA; DUARTE, 2023; COSTA; FORMIGA,
2025).

Esta secao estd estruturada da forma detalhada a seguir. Na primeira subsecgao, o
espaco-tempo de ondas de frente plana é apresentado. Em seguida, o primeiro resultado é
obtido, que consiste no 4-momento. Na terceira subsecao, a energia do campo gravitacional
é obtida, por meio do tensor de energia e momento do campo gravitacional (6.32). Por fim,
encerra-se esta secao com o calculo do tensor do espaco-tempo. Para tornar a exposicao
dos resultados mais direta, os cdlculos intermediarios foram omitidos nesta se¢ao e estao

disponiveis no Apéndice E.

6.4.1 Espacos-tempos de ondas de frente plana (pp-waves)

Como se sabe, as ondas gravitacionais sao previsdoes da RG, quando Einstein,
em 1916, linearizou suas respectivas equagoes de campo (4.31). Essas ondas podem ser
entendidas como perturbagoes no “tecido” do espago-tempo e se propagam com velocidade

¢, isto é, na velocidade da luz no vacuo. De um certo modo, qualquer objeto com massa
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e que esteja acelerado pode ser fonte de ondas gravitacionais, contudo, em geral, essas
emissoes sao consideravelmente fracas, sendo dificil de detecta-las. A detecgao s6 se torna
possivel quando se trata de corpos massivos. Nesse sentido, algumas das principais fontes
de energia gravitacional sdo: objetos massivos com assimetrias esféricas, isto €, objetos que
se assemelham com um geoide; sistemas binarios e a possivel fusao entre os objetos que
compoem esses sistemas; entre outras. Uma caracteristica das ondas gravitacionais é que,
tal como as ondas eletromagnéticas, elas possuem modos de polarizagoes, que consistem
em dois modos de polarizagoes: a polarizacao + (plus) e a polarizagdo x (cross). Para mais
detalhes, recomenda-se ao leitor os capitulos 35 e 36 de (THORNE; MISNER; WHEELER,
1973), bem como (MAGGIORE, 2008).

Para o estudo da energia gravitacional, foi considerado o mesmo elemento de linha
de (COSTA; FORMIGA, 2025), que é dado por?

ds® = —c*dt?* 4 I3 (u) da® + I (u) dy? + 2y (u) da dy + d2* (6.68)

que corresponde a uma onda gravitacional com os dois modos de polarizacao presentes e

que se propaga na direcao do eixo z, em que

o= fllw)+g@), Ij=fu)+g)

ly = AW +aWe@),  w=t->. (6.69)

Em relacao as funcgoes fi, fa, 91, € g2, elas devem satisfazer a equagao

fofi = fifs — G201 + 162 = 0, (6.70)
onde o ponto sobre as fungoes representa a derivada com respeito a u.

Da equagao (6.68), é possivel escrever as componentes da métrica na forma
G = — 0000 + 0563 + 12() 040, + 12(u) 6202 + Loy (u) (5507 + 520} ) . (6.71)

Sua inversa, por outro lado, é dada por

L 12 ly
g = =00y + 05y — LNy — =656y + =L (816Y + 65 6Y), (6.72)
g g g
em que g = det||g,|| = — (fig1 — fog2)? é 0 determinante da métrica.

6.4.1.1 Preliminares para os célculos

Na referéncia (COSTA; FORMIGA, 2025), os autores adotaram como referencial
teleparalelo uma base de tétradas cujo produto interno é constante. La, o caso de teoria
teleparalela usado foi o TERG, que foi discutido na se¢ao 5.1 e na subsecao 6.3.2 deste

capitulo.

2 Para esta parte, caso o leitor deseje se aprofundar, recomenda-se (GRIFFITHS, 2016).
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Na analise do presente trabalho, o caso a ser analisado serd o de uma tétrada
holonémica (teleparalela) adaptada ao sistema de coordenadas z# = (ct,z,y, z). Nesse

sentido, o referencial é denotado por p, = ((9(0), 91y, 92y, 8(3)), isto é p, = 5&#)@_
Para a simplificagdo dos célculos, tal como na referéncia (COSTA; FORMIGA,

2025), a métrica (6.71) foi adaptada para ser escrita em termos da base ortonormal

{t,2,9,2}, que é dada por

N A g1 g2
=gh g = st — s, 6.73
’ v Vg o7

. fa fi .
[ 5“+ 5”7 Z“:é‘u_ 6.74
e RV 3 o
b, =—0p, By = f1(u) b, + fo(u) b7, (6.75)
U, = g2(u) 5,11 + g1(u) 52, 2, = 52. (6.76)

Em termos dessa base, a métrica pode ser reescrita na forma seguinte

guy = —EM'EV + Zﬁ,ﬂjy + gu@y + éugy- (677)

Para os calculos, as seguintes identidade foram utilizadas (retiradas de (COSTA;

FORMIGA, 2025)). As primeiras delas sdo:

t-t=—1, PE=00=5%%2=1, (6.78)

>
>

=tg=t2=89=---=0, (6.79)

que evidenciam o fato de ¢ ser do tipo tempo e os demais do tipo espago. Além disso,
é conveniente introduzir o campo vetorial nulo v* = " + 2#. Das duas equacoes acima,
nota-se que

vo=0 vi=vy=0 —vi=-1, vi=1. (6.80)

Além disso, foram utilizadas as seguintes identidades, que podem ser obtidas a partir das
equagoes (6.75) e (6.76),
e ! P 0 52 = ! 7 1 1
T ﬁ (12, — f2Du) T ﬁ (=922, + f10,) (6.81)

~

Oy = —tu, 6, =2, (6.82)

I

Ao longo dos calculos, outras duas identidades foram derivadas, que sao
o = fL#" + g,0", 8y = fodt + g, 9" (6.83)
Por fim, foram também utilizados os seguintes resultados:

aui'u = Uu(a i'zz + ﬁ @/)7 a,ugu = Uu(ﬁ '@1/ +a @V)? (684)
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em que ' .
o= —f191+f292, 5= —91f1+92f2’ (6.85)
V=ge =T
8= 9192 — 9201 BE f1f2—f2f1‘ (6.86)

Ve VT

Da equagao (6.70), pode-se constatar que = f.

6.4.2 4-momento do espaco-tempo de ondas de frente plana

Nesta subsecao, serao apresentados o roteiro para obtencao do espaco-tempo em
questao. Como a analise do presente trabalho consiste em considerar o caso de tétradas
holondémicas, conforme visto na subsecao 6.3.3, a torcao é nula. Desse modo, o campo

gravitacional serd descrito pela nao metricidade. O procedimento adotado foi o seguinte:

1. Célculo da nao metricidade;
2. Céalculo do momento gravitacional conjugado S%¢;

3. Por fim, calculo do 4-momento P,.

6.4.2.1 N3o metricidade

A partir das defini¢des da nao metricidade dadas na subsecao 6.3.3, segue que

Qabc - pa)\akgbc' (687)

Contudo, uma vez que se trata de tétradas holonémicas, em outras palavras, como se
trata do TSERG, tem-se p,* = d% e, também, g, = guyéc(ﬂ)élgy). Desse modo, uma vez

que g(u)w) = Juvs & equacao (6.87) pode ser reescrita como
Qi = OG- (6.88)
Ao inserir a equacao (6.77) na equacao acima, foi possivel obter o seguinte resultado
Quw = 20 (a2, + 262(,9,) + 8,3, ) (6.89)

em que foi usado Ay, B, = (1/2)(A,B, + A, B,) e os fatos de que t, = =60 ¢ 2, = 03,

bem como a equagao (6.84).

O proximo passo, foi calcular os tragos da nao metricidade ), = @ /\H“ e QV =Q,,.

A partir da equagao (6.89) e das equagoes (6.78) e (6.79), obteve-se

Q, = 2u\(a+ @), (6.90)

Q, = 0. (6.91)
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6.4.2.2 Momento gravitacional conjugado
—abe —abe

Como pontuado na subsecdao 6.3.3, S = Z%¢ em que Z%° estd definido na

equagao (6.25). Dado que QV =0, a equacdo para =%¢ pode ser reescrita como

1
A I (Qw\v _ QV)\M + gAMQV _ gAVQN) , (6.92)

em que, deve-se notar, foram realizadas as seguintes mudanca indices: a — A\, b — u e
¢ — v. Para prosseguir com o calculo, é conveniente analisar o primeiro e segundo termos

e, em seguida, o terceiro e quarto termos. Assim, foi possivel obter que

QMY — QUM = 4 (o@)‘v[“:i‘”] + agvlrgr + BatolrgY + 6@%“‘55”]) , (6.93)
bem como

g)\,uQu . g’\”Q“ —9 {a (gmvu i g)\uv,u) +a (g(lambdauvy . g,\uvyﬂ ' (6.94)
Ao substituir o resultados acima na equagao (6.92), chegou-se ao seguinte resultado

= = (—avka 4 golg) it 4 (—aoltpt 4 gl g
— (a+a) ke, (6.95)

que é exatamente o resultado obtido por (COSTA; FORMIGA, 2025) na equacao (34). La

porém, o tensor calculado foi 3¢,

6.4.2.3 4-momento

Conforme definido na equagao (6.67), para esse caso, o 4-momento sera reescrito

na forma

P, = 4k 72 dS;v=g=,%. (6.96)
Para o célculo da equacgao acima, a integral foi avaliada em uma regidao de volume V' que
consiste em uma caixa de lados: ©1 < x < 9, 1 <y < Y2 € 21 < z < 29. Dado que a onda
gravitacional se propaga na dire¢ao do eixo z e que, somado a isso, = AOj nao depende de =
e y, a Unica contribuicao serda em termos de z. Em outras palavras, a tinica contribuicao
serd de =,%. Essa contribuigao foi avaliada nas faces z = z; e z = 25 da caixa. Portanto,
foi possivel obter a seguinte equagao para o 4-momento

ct /=g
Py=—ggarty K 0z )

] o, (6.97)

Z1

que corresponde ao 4-momento do espaco-tempo de ondas de frente plana. Vale destacar
que o resultado acima esta consistente com a equagao (40) de (COSTA; FORMIGA, 2025)
e com a equagao (39) da referéncia (FORMIGA; DUARTE, 2023) (para o caso de uma

onda com polarizagao +, que corresponde ao caso particular (6.68) quando fo = go = 0).
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6.4.3 Tensor de energia e momento do campo gravitacional

Para o cdlculo do tensor de energia e momento do campo gravitacional (6.62), o

procedimento foi o seguinte:

1. Célculo de Pe;
2. Célculo de Qqeq P
3. Calculo de QgqP%;

4. Por fim, o célculo de #°,.

Para realizar o calculo de P, deve-se considerar o fato de que QV = 0. Desse
modo, ao realizar a seguinte mudanga de indices: a — A\, b — p e ¢ — v, a equagdo (6.27)

é reescrita como
P)x/u/ — _EQ)\;LV + 1 (Qp)\l/ + Quku) + lg,uVQ)\ . } <g)\,u,Qu + gAuQM) (6 98)
4 4 4 8 ' )

O proximo passo é substituir as equacoes (6.89) e (6.90) na equagao acima. Apods
uma longa manipulagao algébrica e com o uso das identidades fornecidas acima, foi possivel

chegar ao resultado abaixo

P = LEL T (i g ) 4 D) — 25000)]
2
A

+ % (@ 2" +agg’ —25205")

AN
+ % (o — @) ) 4 5:15’\@(“1)”)

A
+ % (@ — a) g#o” + BgPat. (6.99)

Com esse resultado em maos e o resultado obtido na equagio (6.89), o célculo de @ pWP)‘W
pode ser realizado. Para essa realizagao, uma boa simplificagdo pode ser feita ao se observar
o que se segue. Da equagao (6.89), pode-se observar que o primeiro indice, nesse caso p, se
relaciona com o vetor v”, enquanto os dois ultimos indices se relacionam com os vetores
& e §. Desse modo, ao multiplicar @), por PM" e usar ortonormalidade dos vetores, foi

possivel obter
QP =2 (aa = %) v v, (6.100)
Agora, a manipulagdo do termo entre parénteses levou ao seguinte resultado

2
62\/—_9

A
Q™ =

(f1£71 - 92f2) UA%- (6.101)

Por fim, o préximo passo ¢ efetuar o calculo de @, P?*. Como ja discutido, na

equagao (6.89), o primeiro indice se relaciona com o vetor v. Por outro lado, no que diz
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respeito a equacao (6.99), o primeiro indice se relaciona aos vetores v, Z e . Desse modo, o
produto (), PP consiste realizar o produto interno de v com ele proprio e com os vetores

% e §. Desse modo, ao considerar os resultados da (6.80), conclui-se que @ o P = 0.

Portanto, ao reescrever o tensor de energia e momento (6.62) na forma seguinte

t*, = k0)Q,,, P — 2kQ,,, P, (6.102)

ouy

obteve-se o seguinte resultado para o tensor de energia e momento do campo gravitacional
4k L g
t/\p = _m (fl 91 — 92f2) U/\Upa (6.103)

que corresponde a equacao (45) de (COSTA; FORMIGA, 2025) e esta de acordo com a
equagao (35) de (FORMIGA; DUARTE, 2023) no caso particular em que fo =0 e gy = 0.

6.4.4 Tensor de energia e momento do espaco-tempo

Na subsecao anterior, o tensor de energia e momento do campo gravitacional foi
obtido. Nesta subsecao, sera calculado o tensor de energia e momento do espago-tempo

T# , sem que haja a necessidade de conhecer o tensor de energia e momento da matéria
TH
L

A partir da equagao (6.63), o tensor de energia e momento do espago-tempo pode

ser definido como

4k
™ = ——0, (V—95,"), T =t +TH. (6.104)
Todavia, no presente caso, em que nao hé torgao e a tétrada é holonémica, a equagao é
reescrita como m
™ = —=0, (V—9=,/""). (6.105)
A /g ( A )
Portanto, a partir da (6.95), foi possivel obter que o tensor de energia e momento

do espago tempo para o espaco-tempo de ondas de frente plana é dado por

2k d2/=g
"= J (6.106)

cujo resultado corresponde a equagao (46) de (COSTA; FORMIGA, 2025).
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7 Conclusoes e Perspectivas

Foram objetivos deste trabalho propor uma generalizacao do teleparalelismo, iden-
tificar a natureza do referencial teleparalelo e estudar o problema da energia do campo
gravitacional. Conforme visto na se¢ao 6.2, ao aplicar o formalismo variacional da MAG, a
generalizagdo do teleparalelismo foi alcancada. Essa generalizagao possibilitou caracterizar
o referencial teleparalelo e, além disso, definir o 4-momento e o tensor de energia e momento
do campo gravitacional. Por fim, também permitiu analisar o problema da energia do

campo gravitacional.

Em relacao ao teleparalelismo generalizado, foi possivel criar uma versao que é
equivalente a Relatividade Geral, como demonstrado no Apéndice C.2. Isso permitiu
constatar que as equagoes do coframe e da métrica, (6.36) e (6.40), sdo equivalentes as
equagoes de Einstein (4.31) no Teleparalelismo Generalizado Equivalente a Relatividade
Geral. Além disso, a lagrangiana construida para o modelo deste trabalho, (6.19), levou
ao resultado (6.44), o que possibilitou mostrar que os tensores de energia e momento da
matéria definidos nas equacdoes do coframe e da métrica coincidem. E importante destacar
que a escolha de manter o primeiro termo do lado direito de (6.19), o termo de curvatura,
fez com que a equacdo obtida com a variagdo da conexao afim, (6.44), tenha uma forma
mais simples do que (3.63b) de (BLAGOJEVIC, 2002) (obtida no contexto do TERG).
Embora essa diferenca interfira apenas nos multiplicadores de Lagrange, é possivel que a

inclusao desse termo tenha algum impacto em teorias com lagrangianas mais gerais.

No que diz respeito a condigdo de referencial teleparalelo, constatou-se a sua
natureza. Conforme visto, o caso das teorias teleparalelas com tor¢ao e sem nao metricidade
restringe o referencial teleparalelo a tétradas nao holonoémicas cujo produto interno é
constante. Por outro lado, teorias teleparalelas com nao metricidade e sem torgao restringem
o referencial teleparalelo a tétradas holondémicas e com produto escalar varidavel. Além
disso, no formalismo de tétradas puro, foi possivel obter uma equacgao que constitui uma
lei de conservagao valida para qualquer referencial teleparalelo, o que permite atacar o
problema da conservagao da energia de uma maneira mais abrangente do que no TERG;
com isso, obteve-se também uma equagdo para o 4-momento, que também é mais flexivel
que a do TERG na escolha do referencial teleparalelo. Neste sentido, constata-se que as
teorias teleparalelas que permitem que qualquer base seja uma base teleparalela sdo mais

promissoras do que aquelas que se limitam a um tipo de referencial.

Por fim, a proposta da energia do campo gravitacional foi aplicada. A generalizagao
proposta neste trabalho permitiu considerar o caso de tétradas holonomicas adaptadas ao

sistema de coordenadas {z° x,y, 2}. O espago-tempo estudado foi o de ondas de frente
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plana. O célculo do 4-momento P,, do tensor de energia e momento do campo gravitacional
t*_ e do tensor de energia e momento do espago-tempo 7, forneceu resultados que, quando

comparados com aqueles ja presentes na literatura do TERG, mostraram-se consistentes.

Para trabalhos futuros, uma das propostas é analisar a energia do campo gravi-
tacional utilizando bases de tétradas associadas a vetores de Killing. Outras propostas
dizem respeito a andlise do problema do referencial teleparalelo nesse cenario mais geral,
bem como ao estudo da energia do campo gravitacional para espagos-tempos mais gerais.
Além disso, uma perspectiva futura é o desenvolvimento do formalismo hamiltoniano para
o TGERG. Ademais, também é possivel vislumbrar uma abordagem espinorial na qual o
referencial teleparalelo possa ser um espinor. Nessa linha, também é possivel imaginar o
desenvolvimento de um formalismo em uma variedade complexa, tudo com o objetivo de
flexibilizar o campo teleparalelo, buscando, eventualmente, uma conexao com gravitacao

quantica.
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APENDICE A - Momentos Conjugados

Gravitacionais

A.1 Momento conjugado a torcao

O objetivo aqui ¢ realizar o calculo do momento conjugado a tor¢ao, a primeira

equacgao do conjunto de equagoes (3.36), isto é, o calculo do objeto

oL
H,— -2
@ 9Te

(A1)

Da lagrangiana (6.19), os tnicos termos que contribuem nesse cdlculo sdo termos
T e QT, dessa forma

, — 0L _ kl ar  A(QT)

“ore " |art, T ard, ] et (4.2

Para realizar o calculo de cada termo entre os colchetes, é conveniente reescrever

os objetos a serem derivados das formas seguintes:

1 1
T — Zgbmgchamn galleC + §gbmgchamn gblTlac o gmeaam Tch ’ (Ag)
QT = galTlcb Qcab + Taab chc - Taab Qccb' (A4)

Dessa forma, para o primeiro termo, segue que
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o
1 n _bm e erpic m cera
+ igf gb Gbd T mn gbfédT ch gf 5dT am
——
6&7l

oT 1 1 1 1

- ef ef e f e f c e a e
oT 1

= —1, 41 — o1 I6. (A.5)

oTe, 2
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Analogamente, para o segundo termo de (A.2), segue que

o(r
Q) = gl 6 Qe + a0 Q1 — g o1
oT of —— ~—~—~ =
Jad 5; 63
8 T . e e c €eMc
a(TdQ) = QY +65Q7 - 050 (A.6)
ef

Logo, ao inserir (A.5) e (A.6) em (A.2), obtém-se
. ]' e (& a e € e C e (&
H, =k (2Td P — o 15e+ @ f + 0507 £ — 65Q j) es. (A7)

Agora, o procedimento é antissimetrizar os indices e e f. Desse modo,

ef
Thd
1 e e 1 e e 1 ermna a e
H, = k[4(Td f_ Tdf )+§ (Tdf—de )_5(25dTaf_26£Ta )}'76}”

PR
k e e e c ec e, e ce
+ 5[ df_Qfd +5dec_6£Qc_5dch+5¢]ich:|n€f
1
1
4

<Tdef +71°,7 - dee) + ; (5§Taae - 5§Taaf)] Nef
boan{o e Qi (@ - @) ol @ @) (A9)

Portanto, pode-se fazer as seguintes defini¢bes a partir dos calculos anteriores

Hy =2kS,n., S, =57 +5,7, (A.9)
onde 1 1
St =3 (1,7 + 1%, - T7,°) + 5 (6512, — o512, 7)), (A.10)
— € 1 e € e C C e C Cc e
= =@ @ (@ @) k@]

A.2 Momento conjugado a nao metricidade

De maneira analoga ao momento conjugado a torcao, o calculo aqui vai ser em

relacao a
0L,

8Qab .

Da lagrangiana (6.19) os unicos termos que vao contribuir sao os termos @ e T'Q.

M® = -2

(A.12)

Desse modo, segue que

ool [ 00 000 A
M= 0, = T 00y T 0™ (A1
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Agora, para realizar o cédlculo, é mais conveniente escrever () e T'() da seguinte

forma
1 al . bm cn 1 al bm _cn
Q = Zg g g lenQabc - 59 g g lenQbac
1 1
- Zgalgmelbmgchacn + §gchbcngalgmealma (A14)
TQ — Tacbgcngalgmenlm + Ta " gbmgchmcn o Taab gcngmencm (A15)
Dessa forma, para o primeiro termo em (A.14), segue que
- al bm gen (8 sd se ube mnéfddée . al bm cn 5f5d 5¢ e mn(sf(sdée
Q4 2999 (z mOnQabe + Qi ) 599 ( nQbac + Q1 c)
1 1
0Q 1
- af bd ce fl _dm _en - af bd ce dl fm _en
8Qfde 4 < g Qabc + g9 g len) 9 (g g Qbac + g9 g len)
1 1
= 1 (99" Quen + 979" 9" Quun) + 5 (479" 9" Qi + 979" 4 Qben)
8Q . fde fde dfe dfe 1 def c def b 1 denl f fdye c
G0, = 1@ e )= 5 (@ Q) 5 (Q7 + g Q1) 5 (6 Q + o)
__depf a
29 Qa
0Q . Logie _ pare _ L ae (1 AL
= Yorae pae _Loae(pra_pery . Larpea A.16
i A A U CS R R T (A.16)

Ja para o segundo termos, tem-se

o(T
( Q) - Tacbgcngalgbméféldéfn + Taab gbmgcn(sf 5d6€ Taab gcngbm(§£5215l6

8Qfde n m-cn

(TQ) = Tag®gtgt! YT, g b gde _ e gdf g

ande

aA(TQ) = qdfe 4 gleqa f_ gdf e f (A.17)
ande

Dessa forma, ao substituir (A.16) e (A.17) em (A.13), obtém-se

. 1 € e 1 € a a 1 e a e € a & a
M = <2k QI = QU = 30" QU = Q) + 0" Q4 T 4 T — g T .

(A.18)
Agora, simetriza-se os indices e e d, de modo que se chega ao seguinte resultado
1 1 1 1
de _ ~Nfde _ — dfe efd = _de fa __naf = (fdne a fend a
M = 2k [2QI - (QU Q1Y) — Jg (@1 - Q) + 5 (97 + g QL) | my
M 1
o ~ra fd be fe bd
2k B 2Tab( 9°+ 9% )]nf
1
fde dfe efd = de fa a f fde a fend a
11+ (@ Q) g (@ - @) = 5 (7@ + 0 Q) g

(Tdfe + Tefd) . ;gdeTaaf + 111 (Taaegfd + Taadng)] ;. (Alg)

Tdfe + Tefd) + gdeTaaf .

M = 4k

(
1
4
+oak [
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A partir do resultado anterior, é possivel fazer a seguinte defini¢ao:

M = akU n,, U = PP v Ide (A.20)
onde
pfde _ _lede+} (Qdfe + Qefd>+lgde <Qf “_ Qe f) _1 (gfdQe a gfeQd a) (A.21)
4 4 4 © Tl ’ t

1
VI = 2 (T T g 2977, - T, g7 - T, ). (A.22)
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APENDICE B - Calculo da 3-forma de

energia e momento canonica e da 4-forma de

energia e momento métrica

B.1 3-forma de energia e momento canonica

Para o célculo da 3-forma E,, despreza-se o termos de curvatura de (3.41), de

modo que

o —

1
E, = ~kNe,Jn+ (eJT") A H, + 5 (e,]Qy) M (B.1)
Dado que e, |n = 1n,,e,]T" =T 9 ece,|Q,. = —Q,.. Além disso, como H, = 2kS,*n,,
e M® = 4kabc17f, segue que

E,=—kNn, + T, A (2k S, *n,) - ;Qabc (46U n;) (B.2)

Em relagdo ao segundo termo, segue que

2k Tbag dee,ﬂg A Nge = 2k Tbag dee (557%1 - 5577@)
= 2k (Tbag degnd o Tbag Sbgene)
= 4k Tbag degndv (B3)

onde foi usada a identidade (6.7). Dessa forma, obtém-se
E, = (=kN&) +4kT%, S, — 2k Qu0.U"™) m. (B.4)
Ao usar o fato de que E, = t° n,, foi possivel obter as componentes do tensor de

energia e momento candnico, como segue

t = —kN& +4kT% S0 —2kQ,, U (B.5)

adc

B.2 4-forma de energia e momento métrico

Para se obter a 4-forma de energia e momento métrico, despreza-se o termos de

curvatura em (3.40), de modo que a equagao se reduz a

m®, =9°ANE, + Q,, N M" —T" A H, (B.6)
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Das definicoes de M, de H,, Q. e T?, segue que

m?, = 149 A1y + (—Qu9°) A (4 kaac??f)
1 a ad,
= 5 (107 7 0") A (205,7n,,) (B.7)
Dado que 9* Amg = d§n e 99 A9 Am_; = (5352 — 5253) 7, segue que
o =t1.6% — Q. (AkUT*)m — k (T, S,°) (6262 — 6162
m-y, d9%4m ebel )f77 gh Pb a9 c07) M-

Apés algumas manipulacdes e fazer a troca de ¢ — e e d — f, obteve-se

me, = (% — 4hQuU " — 26T S0 p) m. (B.8)

Ao usar o fato de que m*, = m®%n, foi possivel extrair as componentes do tensor

de energia e momento métrico:

m, = 1% — 4kQepU* — 2kT Sy . (B.9)
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APENDICE C - Equacdes de Campo do

Coframe e da Métrica

C.1 Equacao do coframe
Ao aplicar D em H_, segue que

DH, = dH,-TAH,
= d(2kS,n,,) - 2kw’,, 8, da* A,
= 2k [d (Sa“”nm,) —wh S (53’% - 5277,/)}
= 2k {d (Sa‘“’n/w) — wb,,asbwnu + Wbuasbyunu}
DH, = 2k[d(S,"n,,) —2u".5,"n,]. (C.1)

a

onde foi usada a identidade (6.7) para calcular da* A n,,,- Dado que
2

d (S ma) = =

9, (V=95.") . (C.2)

Desse modo,

2
DH, = 2k |—0, (v/—gS,"™)—2u",S W]n
[/—_g ( g ) b | T

= (o (v=ase) - vmadas
DH, — V() (v=45,")n, (©3)

Da defini¢do da equagdo do coframe (3.47), com E, = t*n, e ¥, = Th n,,

obteve-se

Vo) (V=95 m = Y0, = T (C4)

C.2 Equivaléncia da equacao do coframe com a RG

A partir da definigdo da contorgao (2.172), é possivel reescrever a referida equagao
da seguinte forma
THA 4 TV — TMY = QM. (C.5)
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O resultado acima pode ser introduzido na equagao (6.24) para fornecer

1 1
Z/,LI/)\ _ _§K)\,ul/ + 5 <g/$)\TV _ g#VT)‘) , (06)

0 que resulta em
KA = =95 4 g TV — g T, (C.7)

Agora, da equacao da definicdo da deformacao (2.173), pode-se chegar ao seguinte
resultado

Ql/,u)\ . Q,uu)\ — _2L/\;w . Q,uz/)\. (08)
Ao introduzir a equagdo acima na equagao (6.25), obtém-se

== dpw dgm Lo g) - gr (@ - @)]. o)

Isolar a deformacao na equacao anterior fornecera
1 1 - .
DT Z s Vel V2 2 S YT N = | A NN o pA v __ v
= =93t oy g (@ - QY) g™ (@1 - @] (Ca0)

Portanto, ao partir da equagdo que define a distor¢ao (2.171) e introduzir as

equagoes (C.7) e (C.10) nela, se obtém
N/\;UJ _ _251#1/)\ —|—g'u)\TV _gw/T)\ . ;ij}\_’_; {guy (Q)\ . @)\) . g,u)\ (Ql/ . Qu)] : (Cll)

onde foi usado que —2X#* — 22X = 282 () resultado acima serd 1til para escrever o

tensor de Einstein em termos dele.

Ao tomar R,5 =0 e R = 0 nas equagoes (2.183) e (2.184), é possivel reescreve-las
nas formas
}o%aﬁ = ﬁﬁNVVa _ﬁyNV o +N>\V(XNV£>\ _NVVANOCﬁOC7 (C]_Q)

R=VgN" P —V,N" —N, (C.13)

em que foram feitas as mudancas de indices y — a e v — (. Agora, multiplica-se a

equacio (C.12) por g®e,” para se obter
Rt =ePVyNY # —V,N" "+ N\ N, — N" N> " (C.14)
Ja a equagao (C.13) pode ser rescrita como
R=V,(21"+Q" - Q") - N, (C.15)
onde foram usados os fatos de que

1 ~ 1
Nuyﬂ — T8 _ 5@5, NY = -T"-Q"+ 5@” (C.16)
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Como se sabe, o tensor de Einstein é dado por

° o 1 °
Gaﬁ = Raﬁ — angR. (C17)
Ao multiplicd-lo por g"%e,®, obtém-se
o 1
G', =R', — 56[1"3, (C.18)

em que gopg'e,” = dhe, = e .

Por fim, é necessario manipular a equagdao (C.11). Primeiramente, se faz a seguinte
troca: A — v, 4 — o e v — p. Em seguida, multiplica-se a equacao (C.11) por e, . Desse

modo, chega-se a
NI = 28 e T = T = 50+ [ (@ = @) e (@ = Q)] (cao)
Portanto, a partir das equagoes (C.18), (C.14), (C.15) e (C.19), obtém-se
G, =2V, 8, + ;%Qaw - ;e;ﬁyég“ + ;ea“N + Nv, N®#—N” Ne# (C.20)
O proéximo passo é eliminar o termos que contém as derivadas covariantes da nao
metricidade. Para isso, utiliza-se a identidade de Bianchi
DQ,, = 2R . (C.21)
Como R,’ = 0, obtém-se
dQ,, =T NQyu + T, AN Q.. (C.22)
Diante desse resultado, pode-se obter
VQeab — €5V Quap + (Nd)\c — Ndc,\> Qdar = 0. (C.23)
Em termos da conexao de Levi-Civita, a equagao acima se transforma em

%/\Qcab — %VQdabed/\ + N%aQaab + NQria — N%2aQeab — N3 Qcda = 0. (C.24)

b)\ea,u

Ao realizar a contragao com e , pode-se obter

%VQCLMV - %aQM = NdbuQadb + Ndbeadu - NdaMQd - Ndabedu' (625)

Portanto, o préximo passo consiste em substituir o resultado acima na (C.20) e multiplicar

v/—g, o que fornece

V0, = 2V, ) (Vas) - 0w, (©.26)

como se queria mostrar.
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C.3 Equacao da Métrica

Primeiramente, aplica-se D sobre M, de modo que
DM® = dM®+T,/AM®+T,NM*
= d(4kUn,) +wda* A (4K U"n,)
+wlyydat A (4K U M,)

Dado que
a 4k a
d(4k U, ) = —=0, (V=gU"")m,
a equagao acima pode ser reescrita como
DM*® — 4k 9 (\/_—U)\ab) +4kw? Ue®dz™ A
NET A 9 n A U
+ 4kt U Az A Ns
— 4k o (\/__U)\ab) L4k w” Uozdb5A
= NEY A 9 n Wxd ol
+ 4k:wb/\dU’8“d(5§n
4k
= 7—_9 {aA (\/—_QU/\ab> + \/—_gwa,\dUAdb + \/__QWbAdUMd} n.
Portanto,
4k
DM® = ——V,(w) (vV—9U*")
V=9 Aw) ( )
Da definigao da equagdo da métrica (3.46), obtém-se
4k \V4 — U)\ab _paabo Tab
7= A(w) (V=gU**) n — mn = Ty,

Ao reoganizar os termos, chegou-se a

Vi) (V=g ) m = Yo L (T,

como se queria obter.

(C.27)

(C.28)

(C.29)

(C.30)

(C.31)

(C.32)
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APENDICE D - Equacido da conexdo

D.1 Momento conjugado a curvatura

O primeiro objetivo é calcular o objeto

oL,

(D.1)

Da lagrangiana (6.19), o tnico termo que vai contribuir é o termo que contém a 2-forma

da curvatura R,’. Dessa forma, segue que

D.2 Hipermomento gravitacional
A partir de (3.39) e das defini¢oes de H, e M, segue que

EY = —9°ANH, — g, M*™
= —0°A (2 kadeTlde) = e (4 ka“Cnf)
= —2kS,* (6emy — oqm,) — 4 k‘Ufamf
= —2k (de“nd - Sb“ne) — 4k Uf“bnf
= —4k S, —4kUn,
EY, = —4k (5" +U")n,, (D.3)

onde foi usada a segunda identidade (6.7) para o célculo de ¥* A n,,.

D.3 Equacao da Conexao

Nesta parte, serd obtida a equagdo da conexao (3.48). O primeiro passo serd aplicar
D sobre H% . Desse modo,

DHab - k (dnab _|'_ Fca /\ ,’,’Cb — FbC /\ 'I’]ac) , <D4)

em que foi usado H% = kn%,.

No que diz respeito aos dois ultimos termos na equacao acima, ao usar a segunda

identidade (6.7), foi possivel verificar que

LAAn% =T AN, = (W% +w™)n, —w'.ny, — wyn”. (D.5)
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O proximo passo ¢ analisar dn%,. Tendo em mente que

1
n% = 5;;t‘lbcdecuedl,dxp A dx”, (D.6)
segue que
A UV o v
dn’, = 50, (£t ) da® A da® A da”. (D.7)

Agora, é necessario fazer o seguinte procedimento. Primeiro se considera
! dz® A dz’® A dz” D.8
nafggagw,x/\x/\x, (D.8)

que ao ser multiplicada por €*77? dara

(0% loa 1 (0% g (0% v
e, = 30 1 ¢ puwdz® A da? A da”. (D.9)
E possivel verificar que
£ 5 dz® A da? A da? = —3lda” A da? A da?. (D.10)

Logo, a partir do resultado acima, ao substitui-lo na equacao (D.9), obtém-se

dz” Ada? Adz® = —*n,,. (D.11)
Portanto, ao substituir (D.11) em (D.7), segue que
a 1 a (& aur

dn®, = —§8a (5 bed® Med,/) grony, (D.12)

Agora, nota-se que 5abw/ = e"e, 7€ o Porém, como €54 = v/ —G€pour, SEGUE qUE

€abuu Y, __geapebgepouu- (I).lg)

Ao se ter em mente que
-1
ﬁﬁmum

substituir (D.13) na equacao (D.12) fornecera

Aapy

£ = (D.14)

1
dn® = ———0, (V—9e"°¢,7 ) € poriv Exasin M - D.15
ny 2\/_—9 ( ge eb)epﬂe)\un)\ ( )

Uma vez que €pon€raum = 2 (525(‘; - 6353\), obtém-se

1

dn®, = ﬁaa {\/—_9 <€a/\€ba - eaaebk)} LY (D.16)

e portanto,

dn® J“bo"\) M, J% = 2ky/—g (e“’\ebo‘ — e““eﬁ) . (D.17)

1
= oy
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A partir das equagoes (D.17) e (D.5), a equacao (D.4) serd

DH" =k

C

1 a «x a C. ca ac c a
[% ,__g(aajb )‘) +w bce)‘—l—w bec)‘_w ; eb)\_w ,€ A] "N (D18)

Em relacao a ultima equacao, é possivel mostrar que

a C. ca a c C a 1 a C (& a «
wbcff)\‘{‘w beCA_wceb/\_wcbe)\:Qk\/__g<wocc‘]bA_wab‘]c)\>' (D].9>
Logo, chega-se a
a 1 a « a CcC C a «
DHb:2 /—_g(aajb)\+wacjb)\_wab‘]c)\)n)\' (D.20)

Portanto,
1

23

O préximo passo é demonstrar que DHY = E% que consiste em calcular S, +

DHab -

(Val(w) %) n,. (D.21)

U* . Primeiramente, parte-se da defini¢do da nao holonomicidade (2.90). Por meio desta,

¢é possivel obter a seguinte identidade

1
- _7anab,UzOé +

Vg (ec#QCab + ebHQa - eaMQb) 2%

1 d po
—0Ged.ar . D.22

Esta identidade é vélida para o caso geral, em que e * € GL(4,R). No caso de tétradas
ortonormais, ela coincide com a equagdo (12) de (FORMIGA; COSTA, 2025). Da equacao
(6.24), pode-se notar que

1 1
Srpab |~ Jbprpa  aprb
57 +2<e T — e T") . (D.23)

Eaub o Zbua —
Da definigao da torgao (2.152) e da equagdo (D.22), chega-se a
V=g (B =5 =

em que foram usadas as identidades

Vel VoS oG Lt (D24)

Jea,oo = Qozcd + Wdae + Wead, (D25)

= Q% — W — WO (D.26)

«

Das equagoes (6.24) e (6.28), ao utilizar a equagao (D.23), encontra-se
a a 1 a a
Agora, ao multiplicar (D.27) por y/—g e usar o membro direito de (D.27), obtém-se

VTS V) = V(@) VI g oSG VI (e, ).
(D.28)
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Agora, da equagoes (6.25) e (6.27), segue que

@ﬁQ“—eWQw—%iQf“—leﬁQ? (D.29)

Eb#a + P#(Zb — 4

1
8
Ao multiplicar a equagao acima por \/—g e adicionar o resultado a equacao (D.28), chega-se
ao resultado desejado

1

V=g (SM+U") = —8—kva (w) J% . (D.30)

Do resultado anterior e da equagao (6.35), prova-se que

DH*, = E°,. (D.31)
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APENDICE E - Calculo da Energia

Gravitacional

E.1 4-momento do campo gravitacional

E.1.1 N&ao metricidade
O primeiro objetivo é calcular a nao metricidade. Dados @, = d\g,,, €
G = =Tt + 2,8, + 0,0, + 2,2, (E.1)

Ao substituir (E.1) na defini¢do da nao metricidade, segue que

. A 0
Q)\,ul/ - a/\g,uzx = aA <_%+ ‘%u‘%u + gygu +%
= O (2,2,) +0x (9,8, ) (E2)
onde o primeiro e o quarto termos se anularam devido ao fato de que f# = —(52 ez, = (52.

Agora, ao aplicar a regra do produto na equagao anterior e usar as equagoes (6.84), chega-se

ao seguinte resultado

Q)\/u/ = (O./[L'M + 5y,u)xu + U)\(Oéxu + Byu):%
= U/\(&yu + 51’#)3/,, + UA(ﬁxu + O_z@,,)ﬂu. (E?’)
Uma manipulagao algébrica simples permite obter
Qupw = 20, (a2, + 262(,9,) + 8,3, ) - (E.4)

Para calcular o traco da nao metricidade @, = Q/\M“, uma vez que se tratam de

vetores, basta levantar o terceiro indice em (E.4) e contrair com o segundo indice. Logo,

Q\=Q," —21}/\(a$ $“+26M+&QMA ), (E.5)
g e

onde foi usada ortonormalidade entre o vetores, o que resultara em

Q, =2v, (a+a). (E.6)

O outro traco consiste na contracdo do primeiro com o segundo indice, isto é,
Q, = Q,*,. Desse modo,
Q, =20, (ad*z, + 28103, + iy, ). (E.T)
Portanto, a ortonormalidade entre vy = £\ + 2y e &* e §* resultard em

Q, = 0. (E.8)
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E.1.2 Calculo de SM™

Para o cdlculo do quadrimomento (6.67), é necessario calcular S,,.. No entanto,
como se trata de um caso apenas com nao metricidade, a partir da equacao (6.23), nota-se

que S, = Zyp.- Como Q, = 0, da equacio (6.25) se obtém
- v 1 v v v v
2= (@ Q™ + g Q" — g Q). (E.9)

Para efetuar o célculo de (E.9), é necessario o uso da equagao (E.4). Desse modo,

faz-se o passo seguinte:

QY = 20" (aid” + 2829 + ai*y”) (E.10)

QM = 20" (aitit + 289" + agtp") . (E.11)

Agora se realiza a subtragao entre (E.10) e (E.10). A partir disso, serd possivel

obter o seguinte resultado
Q™ — QM = 4 (a2 3 + el + Btolg + pgtolrat). (B.12)
A partir de (E.6) e (E.1), considera-se:
Q" = 20'gM (a+a)
= 2a¢™v” + 209", (E.13)
grQM = g2t (a+ @)
= 2a¢g™Mv* 4 209 0" (E.14)
Desse modo, a subtracao entre as duas equagoes anteriores fornecera
gAuQV o gAVQp, -9 {O[ <g)\uvl/ o g)\yvp,) +a (gAp,UV o g)\uvp,)] (E15)
A partir da equagao anterior e pela substituicdo de (E.1) nela, serd possivel obter
gMQ" = gV Q" =4 (o + a) (=P 4 el 4 gl + 2Abl) (B6)

Portanto, de (E.12) e (E.16) em (E.9), obtém-se

=AUy

(E.17)
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onde o terceiro e quarto termos se anularam devido aos fatos de que v/g" = —zl e
virgY = —glrorl ) respectivamente. Ao reorganizar os termos da equacdo anterior, torna-se

possivel reescrevé-la na seguinte forma:

s — A (—@v[“i”] + 50[“@"]) + (—ow[“zj”] + BU[’%”])
+ (a+a) (—Polp) + 2hlz) (E.18)

A partir dos seguintes resultados

ol — sl — _glngyl (E-19)
plrsl = flusvl (E.20)
obtém-se
S _ (_@U[uju] + 51}[;@1/]) s (_av[ugl/] + 51;[#;%1/]) I
~ (a+a) [—tA’\ (_g[ug”) 43 (ﬁ“é”]” ) (E.21)

Da equacio anterior, nota-se que o termo entre colchetes t#2" pode ser colocado
em evidéncia, de tal forma que se obtém (P\ + 2)‘)1?[“2”] = v #2Y. Com isso, é possivel,
finalmente, chegar ao resultado a seguir

= = (—ave 4 gobp) it + (—a g + gola) g
—(a+4a) ke (E.22)

E.1.3 Calculo do quadrimomento

De acordo com a equacao (6.67), o quadrimomento, para esse caso, é dado por

Py = 4k 745 dS;v=g=,". (E.23)

Para o célculo de (E.23), a propagacao da onda sera avaliada em uma caixa com faces

T <x<Xo Yy <Y<yYsez <z<z9. Como a onda se propaga na dire¢ao z e E)\Oj nao

depende de z e y, a Unica contribuicao serda em termos de z. Em outras palavras, a tnica

contribuigao serd de =,%. Logo, segue que
0 0 0 0
V0 = <_QM+ Bl &, + <_04M+ sl g,
— (a4 a) v, 1057 (E.24)

onde os termos se anularam de devido as equagoes (6.73)-(6.76). Desse modo, chega-se a

—_

1
2,9 = —5 (v + @) v,. (E.25)
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Logo, de (E.25) em (E.23), com a integracao feita avaliada nas faces z; e z3 da

caixa, segue que

P, =4k lffdxdy (/-9 EAOP’)@ - 77dxdy (-9 EAO?’)Zl] . (E.26)

19 z1 Y1

Uma vez que nao ha dependéncia em x e y, a integracao anterior fornecera
P, =dkAz Ay |(J—9E%) - (/—g=,% ] E.2
A € y{( 9 =x )Z2 ( g =x )Zl (E.27)

Para prosseguir o cdlculo, é necesséria a analise do termo /—¢ =,%. Entao, de

(E.25), segue que
- V') _
—g=,% = —5 : (E.28)
Dadas as equacgoes em (6.85), é possivel obter

04"’54:6 1—g (—f191+f292_91f1 +92f2)- (E.29)

Para uma dada fungao h(u), onde u =t — z/, nota-se que

Oh(u)  Oh(u)Ou  dh(u)0(t — z/c) _ dh(u)

ot ou ot  du ot du (E-30)
Oh(u) — Oh(u)du  dh(u)d(t —z/c)  —1dh(u) (F.31)
dz  Ou 0z  du 0z ¢ du '
Desse modo, obtém-se a seguinte relagao
. dh(u)  Oh(uw)  Oh(u)
h(u) = P vl vt (E.32)

onde o ponto indica a derivada com respeito a u. A partir da equacao (E.29), nota-se
que o termo entre parénteses ¢ uma regra do produto. Nesse caso, com respeito a u. Esse
termo pode ser reescrito como a derivada de (f1g1 — f292), que da exatamente a derivada

de /—g. Logo, ao usar (E.32) em (E.29), chega-se ao seguinte resultado

e [W‘_ﬂ , (F.33)

ta=-——
« (8 az

N

de tal forma que

zos_ _1 la\/__gl . (E.34)

9= 2 | 0Oz
Portanto, o 4-momento sera dado por

ct O\/—¢
P=grg s ()

] vs. (E.35)

z1



APENDICE E. Célculo da Energia Gravitacional 137

E.2 Calculo do tensor de energia e momento gravitacional

Como nao hé torcao, o tensor de energia e momento canoénico (6.32) se reduz a
t*, = kN6§," — 2kQ, .. P"", (E.36)

onde nesse caso (6.13)

N = —-Q,,.P™ (E.37)

Para iniciar o calculo, faz-se as seguintes trocas: a — A\, b — e ¢ — v. Logo, a

partir das equagoes (E.3) e (E.6), segue que
QMY = 20 313" + 4 B 21 + 2a 0 MY, (E.38)
Q=20 (a+a). (E.39)
Além disso,
PMQ" =20 (a+a) (—PP + 22 510)
420 (oz—i—o?)( N T T ) (E.40)

Da equacdo (6.27), pode-se calcular P*¥. Com as equagdes acima, basta fazer uma

mudanca de indices nos termos de PM¥. Desse modo, poder-se-a obter
v _ L N oA (v o snav) o A, 0) _ 2A s, v)
P _84(a+a)[v(tt+zz)+ttv zzv}
+40* ( PR+ adre —285W ”’))
+i* [4(a - @) 2¥0) + 8 85|
+* [4(a — a) g + 8 B2l } (E.41)

Alguns termos acima podem ser manipulados. E possivel mostrar que {#o”) =

thtv + 2dY) bem como 2HyY) = 2#2Y + 2§ Logo, do primeiro termo, tem-se
(P 313V PR — 230 = PP 4 P
— A 4 2 PP P 4 P - 2R
—FrgkaY — AV, (E.42)

Logo, de (E.41) e (E.42), é possivel chegar ao seguinte resultado:

pM — ata { ( e 4 31 A”) + PEr) — z(“v”)}
+“2A (ad"s” + ag'y” —2B20g")

(& — ) §H”) + g ratrov). (E.43)



APENDICE E. Célculo da Energia Gravitacional 138

No célculo de t* »» hd uma simplificacdo que pode ser feita. De (E.4), p se relaciona
v”, enquanto p e v com Z e §. Com isso, ao fazer a distributiva @, com P equacio

(E.43), pode-se usar t -2 ={-)=%2-2=%-§=v-2 =v -9 = 0. Desse modo, o produto

Q WVPA“” sera
QP = v, (ad,i, + 69,0, + 82,0, + B9,5,)
oM (@drE + aghyt — Bty — BorEY). (E.44)
Ao efetuar a distributiva e considerar os produtos escalares, chega-se a

QuuPM = 2 (aa— %) vt (E.45)

p

Agora, é necessario analisar aa e 2. Das equagoes (6.85) e (6.85), pode-se obter

1

ad = ——
g c?

<f19191f1 - f19192f2 - f292g1f1 + f29292f2) ) (E-47)
bem como

1 ) ) ) )
52 = —ﬁ (9192f1 Jo = G192faf1 — Gogi 1 /o +9291f2f1) . (E.48)

Com isso, efetua-se (@ — 3%). Apés algumas manipulagoes algébricas se obtém:

a@_BQZE(f‘lgl_géfQ) <92f2_91f1)- (E.49)
Agora, nota-se que (gofy — 91f1) = —(91f1 — 9-f5). Ciente do fato de que \/—g =
91f1 — 92 f5, chega-se entao a
S Ve I . g 1 ;. . g
_pg2=N 7 — = — ) E.50
aQ 6 _gCQ (flgl ngZ) 02\/_—9 (flgl 92f2> ( )

Portanto, o produto @Q pWPMV seré

2
62\/—_9

2 ’ . Apv .
Por fim, é facil ver que Q, ,, P ™ =0, pois v vy = 0, bem como o produto de v com os

A
Q™ =

(f1£71 - 92f2) U)\/Up' (E.51)

demais vetores, conforme (6.79). Desse modo, o tensor de energia e momento do campo
gravitacional serd, de (E.36) e (E.51),

p —m (f191 —92f2) ,U)\,Up‘ (E.52)



APENDICE E. Célculo da Energia Gravitacional 139

E.3 Calculo do tensor de energia e momento do espaco-tempo

Para realizar este célculo, parte-se da equagao:

= j_ﬁgay (v/-952"). (E.53)

O préximo passo é analisar a a¢ao da derivada no termo em parénteses. De (E.22),

tem-se

9, (\/—92") = ng (—avia” + golg?) &, + /=g (—avly? 4+ Bolbar) g,
— \/?g(oc +a) v, t[“z”]] (E.54)

Uma vez que v, t e Z sao constantes, por uma questao de simplicidade, é valido

considerar primeiramente a atuacao da derivada no terceiro termo. Assim,
0, [— (o + @) v, i [—g| = 0,210, {(oz +a) ./—g] . (E.55)

Muito embora o termo (« + @) ja tenha sido explorado, é interessante analisd-lo

novamente. De (6.85), segue que

(at+a) = f191+f292_91f1 ‘|’£72f2)

(f191 +9.51 — f292 - ngQ)

1 d
= \/_cdu (fr91 = f292) (E.56)

Desse modo, ao substituir o resultado anterior em 0, [(a + &)+/—g]|, obtém-se

0, (o +a)v=g] = —0,(y~9). (E.57)

onde o ponto sobre \/—g indica a derivada com respeito a u. Agora, é ttil fazer a seguinte

consideragao: seja G(u) = /—g. Assim,
0G ou  dG1 0

At
\/_

0.6 = Buow = weaw @)
_ G gy e
= = = (60— 0%) = G, (E.58)
onde foi usado o fato de que (6 — §2) = —v,. Dessa forma,

0, [(0+a) =g = 55 (=g, (E.59)

Logo, de (E.55) e (E.59), chega-se a

0, [~ (a+a)u, 27 /=g] = —uvyu, 02" [32 dd; ( \/?g)] _ (E.60)
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Para v,t"2"), nota-se que

v, i (0,95 — v, 2")

N~ DN~

(B +2) = ;v“. (E.61)

Dessa forma,

81,[ (o + @) v, f12 ]m 202 vy ddu22 (H) (E.62)

que é o terceiro termo de (E.55). No lugar de explorar os demais termos dessa equacao, é
melhor analisar 0,(y/—g2") e 0,(y/—gy"). A partir da equagao (6.73) é possivel obter

9, (\/-94") =9, [f (\/_ \/92_&‘)] =9, (g 0% — g,0b). (E.63)

Logo, )
9, (\/ -9 fi’“) - (=g167 — g205) v, (E.64)

E analogamente,

. 1, . .
0, (\J=99") = — (oot + fr8%) v, (E.65)
Das defini¢oes de * e g*, tem-se que
\/ —g 3" =90 — gy05 e \/ —g 9" = —f201 — f1 05, (E.66)
de tal forma que este resultado conduz a
91 —all |67 z+
=4/—9| . (E.67)
_f2 fl 65 H
—_———

M

Ao tomar o determinante da matriz M, obtém-se det||M|| = g1 f1 — gafo = v/—¢g. Como ¢é

sabido, a inversa de M ¢é dada por

1 d —b
M= : E.68
ab — bC — a ( )
Desse modo, se tem
_ L lfi g L o —9g
M1t=—|"t 7 =— | " 20 (E.69)
V=9 |l % V=9 ||—f  h
Ao multiplicar (E.67) por M1, segue que
dh fo o) ||9"
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o que implica
6 = fL@" + g, 0", (E.71)

0 = foi* + g, 9" (E.72)

Ao substituir (E.71) e (E.72) em (E.64), algumas manipulagoes algébricas possibilitam

obter
0, (\J=91") = /=g @2~ 53")v,. (B.73)
0, (y—99") = /=9 (=B&" — ai)v,. (E.74)

Desse modo, isso permite concluir que

0, (\/—9i") =0, (/—gi) =0 (E.75)

Como v* é constante, ao analisar o termos de (E.54) quem envolvem gl e
vlhgYl) dos resultados anteriores, conclui-se que d,(y/—gvi*i*) = 9,(v/—gvltg*)) = 0.
Além disso, uma vez que &, e « sdo fungoes de u, a partir (E.58), conclui-se que
0,(G(u)v*z") = 0, (G (u)vl*9*)) = 0, devido & ortonormalidade dos vetores. Portanto, de
(E.53), (E.54) e (E.62), o tensor de energia e momento do espago-tempo sera:

2 /=
g 2k ¢v=g (E.76)

T)\:_

E similarmente,






