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Resumo

Através do formalismo de matriz densidade, analisamos o fenomeno de interfer-
éncia quantica genuina em sistemas multipartidos. A caracterizacao e quantificacao de
correlagoes quanticas é de suma importancia para melhor entender a teoria quantica,
bem como para corretamente diferenciar correlagoes quanticas das correlacoes classicas.
Dentre as correlagoes quanticas, a que mais possui destaque é o emaranhamento, entre-
tanto, nao é de forma alguma a tnica. Além disso, quanto mais complexo o sistema,
no que diz respeito ao nimero de constituintes e a dimensao do espaco de Hilbert que
descreve os mesmos, mais tipos de correlacoes quanticas podem surgir. No que concerne
a interferéncia quantica genuina de duas e trés particulas, estudadas no decorrer deste
trabalho, sua manifestagao acontece quando se analisam as taxas de deteccao conjunta
das particulas constituintes. Neste caso, tem existido um consenso que, para que este tipo
de fenomeno seja observado, é necessaria a presenca de emaranhamento no sistema. No
entanto, como demonstraremos ao final deste trabalho, emaranhamento nao é uma ex-
igéncia para que se verifique esses tipos especiais de interferéncia, conforme a abordagem
apresentada. Além disso, verificamos que os quantificadores de interferéncia propostos
aqui também servem para quantificar emaranhamento, desde que aplicados aos casos de

estados quanticos puros.

Palavras-chave: interferéncia quantica, correlagoes quanticas, sistemas bipartidos,

sistemas tripartidos.



Abstract

By using the density matrix formalism, we analyze the phenomenon of genuine
quantum interference for multipartite systems. The characterization and quantification
of quantum correlations is of paramount importance to better understand quantum theory,
as well as to correctly differentiate quantum correlations from classical ones. Among the
quantum correlations, the most prominent one is entanglement, however, it is by no means
the only one. Furthermore, the more complex the system, with regard to the number of
constituents and the dimension of the Hilbert space that describes them, more types
of quantum correlations can arise. Regarding the genuine quantum interference of two
and three particles, studied in the course of this work, its manifestation occurs when
analyzing the rates of joint detection of the constituent particles. In this case, there
has been a consensus that, for this type of phenomenon to be observed, entanglement
is necessary. However, as we will demonstrate at the end of this work, entanglement is
not a requirement to verify these special types of interference, according to the approach
presented here. In addition, we found that the interference quantifiers proposed here also

serve to quantify entanglement, as long as they are applied to pure states.

Keywords: quantum interference, quantum correlations, bipartite systems, tripar-

tite systems.



Capitulo 1

Introducao

“Every one of us is, in the cosmic perspective, precious. If a human disagrees with you,
)

let him live. In a hundred billion galazies, you will not find another.’

Carl Sagan

No que diz respeito a natureza fenomenoldgica e constitutiva da luz, devido ao
comportamento ambivalente da mesma nas mais diversas situagoes experimentais, a dis-
puta entre as teorias ondulatoria e corpuscular é bastante conhecida. Hoje sabe-se que
a luz apresenta um comportamento dual, particula e onda, a depender da situacao ex-
perimental analisada. Apds a introducao da teoria de ondas de matéria por Louis de
Broglie, esta dualidade comportamental passou a nao se limitar somente a luz, mas tam-
bém se estendeu a outros constituintes da matéria, como elétrons, néutrons, atomos e até
mesmo moléculas, os quais podemos comumente pensar classicamente como particulas,

mas que que apresentam comportamento de onda nas condi¢oes experimentais adequadas.

A teoria fisica que descreve atualmente este carater dual dos constituintes da
matéria é a mecanica quantica, muitas vezes também chamada de mecanica ondulatoria,
e a natureza ondulatoria desta teoria pode ser revelada através de experimentos de inter-
feréncia quantica. Os estudos de interferéncia podem se referir a um conjunto amplo de
conceitos que existem tanto na fisica classica, como por exemplo, a interferéncia espacial
entre ondas de um fluido, ou entre ondas eletromagnéticas; quanto na mecanica quan-

tica, como por exemplo, a situacao de interferéncia espacial que advém da superposicao
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entre dois caminhos disponiveis para uma particula atravessar um anteparo; como no in-
terferometro de Young. Os primeiros experimentos de interferéncia envolvendo coeréncia
espacial, foram conduzidos e reportados originalmente por Thomas Young, ja no inicio do
século XIX, com feixes de luz (fétons), que eram divididos ao passarem por duas fendas
estreitas, e depois recombinados, formando um padrao de faixas claras e escuras [1]. Tais
experimentos encontram explicagoes tanto na teoria eletromagnética cléssica, através do
conceito de superposicao espacial de ondas do campo elétrico, quanto na mecanica quan-
tica, onde o principio da superposicao dos estados de uma particula passar por cada uma
das fendas é que surge para a descricao do fenomeno. De fato, a natureza quantica do

campo eletromagnético torna as descrigoes classica e quantica equivalentes [2].

Porém, este nao é o tnico tipo de interferéncia quantica acarretada pelo principio
da superposicao de estados quanticos. Nas palavras de Paul Dirac sobre interferéncia de
fotons, “cada féton...interfere apenas consigo mesmo. Interferéncia entre diferentes fétons
nunca ocorre”[3]. Embora esta primeira frase logo acima esteja correta, a segunda nao esta
completamente correta, pois, quando consideramos duas ou mais particulas, por exemplo,
surgem diversos efeitos de interferéncia conjunta que, ao contrario da interferéncia “de
uma Unica particula”, nao possuem analdgos classicos.

Nesse sentido, no final dos anos 1980, deu-se inicio a realizacao de uma série de
experimentos de interferometria de duas particulas. Trés grupos principais, encabegados
por Chung Ki Hong, Zhe Yu Ou e Leonard Mandel [4]; Heidi Fearn e Rodney Loudon
[5]; e John G. Rarity e Paul R. Tapster [6] investigaram experimentalmente as detecgoes
conjuntas de pares de fotons emaranhados, e reportaram alguns efeitos de interferéncia
de dois fotons, sendo que neste caso o padrao de interferéncia foi observado na taxa
de coincidéncia de deteccao dos fétons. Um dos efeitos descobertos durante essa série
de experimentos é o efeito Hong-Ou-Mandel (HOM) [4], onde dois f6tons que chegam
exatamente ao mesmo tempo a um divisor de feixe 50/50, tem seus pacotes de onda
superpostos e emergem ambos sempre pela mesma porta de saida.

Até aqui, discorremos um pouco a respeito da dualidade particula-onda, de al-
guns fenomenos de interferéncia de uma e duas particulas e seus papéis nas investigacoes
experimentais sobre a mecanica quantica. Outros dois conceitos de carater quantico, e

que também podem ser associados ao fenomeno de interferéncia de duas particulas, é o
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emaranhamento, ou inseparabilidade de sistemas quanticos, e nao-localidade. O primeiro
conceito foi primeiramente abordado por Schrodinger. O segundo conceito surgiu a partir
da publicacao do trabalho de Albert Einstein, Boris Podolski e Nathan Rosen (EPR) em
1935, que questionavam contradicoes entre as previsoes da mecanica quantica e conceitos
primordiais para a fisica classica, como o determinismo das grandezas fisicas antes da
medigao, e o principio da localidade, advindo da teoria da relatividade restrita [7]. Nesse
trabalho, eles argumentavam que a mecanica quantica (M.Q.) era uma teoria incompleta
para descrever o realismo e a localidade, que acreditava-se serem duas propriedades in-
questionaveis da natureza, faltando a M.Q. um conjunto de variaveis suplementares, o que
veio a ser chamado de variaveis ocultas locais: um conjunto de mvariaveis que existiam,

mas nao estavam acessiveis a M.Q., por motivos de limitagao experimental e/ou tedrica.

Em 1964, John Bell publicou um trabalho contendo previsoes estatisticas para uma
teoria de varidveis locais [8]. A desigualdade de Bell, como ficou conhecida esta formu-
lacao matematica, foi aprimorada por John Clauser, Michael Horne, Abner Shimony, e
Richard Holt, em um trabalho de 1969, e ficou conhecida como desigualdade CHSH [9].
Teoricamente, a mecanica quantica preveé a violagao maxima da desigualdade CHSH para
estados ditos maximamente emaranhados, os chamados, estados de Bell. Além disso, ha
estdos nao-maximamente emaranhados que violam a desigualdade CHSH, mas nao ocorre

maxima violagao.

No campo experimental, nos anos 1970 foram conduzidos os primeiros testes de
violacao desigualdade de Bell, os chamados testes de Bell, como por exemplo por Stuart
J. Freedman e John Clauser [10]. Posteriormente, testes mais significativos foram perfor-
mados por Alain Aspect e colaboradores, nos anos 1980 [11]. Ainda no que diz respeito
ao emaranhamento, quando tratamos de sistemas de 3 partes (tripartidos), os mesmos
podem apresentar tipos inequivalentes de estados emaranhados, como por exemplo: os es-
tados do tipo W e GHZ [14]. J& em 1989, foi publicado por Daniel Greenberger, Michael
Horne e Anton Zeilinger, o teorema GHZ, demonstrando contradi¢oes diretas entre as pre-
visoes da mecanica quantica e as restricoes impostas por uma teoria de variaveis locais,
para medidas realizadas em um sistema de trés qubits. No caso do teorema GHZ, nao foi

preciso recorrer a formulacao de uma desigualdade, em contraste com o que Bell havia



feito para um sistema de dois qubits [15, 16].

A nao-localidade esta presente em sistemas emaranhados, e é uma caracteristica
de sistemas quanticos, sendo que durante algum tempo pensou-se que esta caracteristica
era advinda puramente do emaranhamento entre sistemas. No entanto, isto demonstrou-
se valido especificamente para o caso de estados puros de sistemas construidos por duas
partes (sistemas bipartidos, nao-localidade de Bell). Neste sentido, no inicio dos anos
2000, surgiu o conceito de discordia quantica, introduzida por Harold Ollivier e Wojciech
H. Zurek [17]; e, independentemente, por L. Henderson and Vlatko Vedral [18]. Este
conceito se baseia nas ideias de entropia da informacao quantica, a entropia de von Neu-
mann, e de haver, para alguns sistemas, a impossibilidade de acessar algumas correlagoes
quanticas através de medigoes locais em um dos subsistemas. A discérdia quantica (D.Q.)
pode existir mesmo para sistemas nao-emaranhados. Podemos, por exemplo, encontrar
D.Q. ndo-nula para uma familia de estados mistos (conhecidos como estados de Werner),

abaixo do limite de separabilidade dos mesmos.

Para estados quanticos mistos, conceitos como inseparabilidade (emaranhamento)
e discordia quantica nao sao equivalentes. Além disto, os limites em que a separabilidade
ocorre dependem do ntimero de componentes, bem como da dimensao do espaco de Hilbert
de cada um dos subsistemas [19]. Sendo assim, vemos que a classifica¢ao e a quantificagdo
de correlagoes quanticas em sistemas mistos é um problema que requer um tratamento
matematico-estatistico mais geral que para sistemas quanticos puros. Com este intuito,
optamos por considerar o formalismo de operador densidade, que permite um estudo mais
completo, pois serve para descrever estados quanticos arbitrarios. Além disso, qualquer
estado real em um laboratorio se apresenta como uma mistura.

A caracterizacao das correlacoes quanticas é crucial para o desenvolvimento de no-
vas tecnologias quanticas, como também para compreender o quanto e como a mecanica
quantica difere da fisica classica. Nesta tese estudamos sistematicamente a interferéncia
quantica de duas e trés particulas, que individualmente representam qubits. Para tal, fare-
mos uso de um conjunto de aparatos do tipo dupla fenda de Young, nos quais cada uma
das particulas é submetida. Neste contexto, procuramos identificar interferéncias quan-

ticas genuinas para esses sistemas, que como veremos, ¢ um tipo especifico de correlagao



quantica, diferente das ja conhecidas na literatura.

Como serda demonstrado no decorrer deste trabalho, construimos quantificadores de
interferéncia de duas e trés particulas, para cada uma das duas situagoes experimentais
especificadas no pardgrafo anterior, baseando-nos na ideia de decomposicao de Fourier
para fungoes oscilatorias. Foi possivel ainda, analisar os casos dos estados mistos de
Werner de dois e trés qubits, com medidas de correlagoes quanticas disponiveis na liter-
atura, tais como: emaranhamento de formacao e discérdia quantica para o caso de dois
qubits, discordia quantica para trés qubits e discérdia quantica global para dois qutrits.
A principio, esperdavamos quantificar teoricamente os efeitos de interferéncia advindos de
estados emaranhados, para cada um destes sistemas. Entretanto, a proposta de quantifi-
cacao aqui apresentada, acabou resultando em um outro tipo de quantificacao, que difere
de emaranhamento e de discordia quantica.

Este trabalho esta divido da seguinte maneira: no capitulo II faremos uma breve
descricao de um sistema quantico puro, e uma introducao do formalismo de operador den-
sidade que serve para tratar sistemas de modo mais generalizado, e a descrigao de sistemas
quanticos compostos por meio deste formalismo. No capitulo III vamos introduzir breve-
mente os conceitos de entropia da informacgao classica e entropia da informacao quantica,
este ultimo sendo um conceito chave para a definicao de medidas como o emaranhamento
de formagao e as formas de discérdia quantica utilizadas no decorrer deste trabalho. No
capitulo IV faremos uma recapitulacao do famoso paradoxo EPR, como também discor-
reremos um pouco acerca do teorema GHZ. No capitulo V, vamos fazer um relato dos
pontos de vista da mecanica quantica para o experimento de difracao por uma fenda,
associando-o ao principio da incerteza; bem como do experimento da dupla-fenda. Nesse
capitulo faremos também um breve relato sobre interferéncia quantica de duas ou mais
particulas, no contexto da nossa proposicao experimental. Por fim, apresentaremos a
nossa proposta para a quantificagao de interferéncia genuina entre duas a trés particulas.

O capitulo VI serd dedicado as conclusoes.



Capitulo 2

Descricao de um sistema quantico

“ Hence, an ’observation’ should not be seen as a subjective experience of an individual
observer, but as a physical interaction between a microscopic object and a (macroscopic)
measuring instrument, by which the measuring instrument is brought into a final state
representing the measurement result.”.

W.M. De Muynck.

Classicamente, quando mencionamos o estado de um sistema, este estd intuitiva-
mente atrelado as propriedades fisicas do sistema. Dito de outro modo, quando falamos,
por exemplo, da posi¢ao de um objeto, estamos atrelando um simbolo a um valor numérico
em uma correspondencia direta, um para um. Existe, portanto, uma correspondeéencia di-

reta entre as propriedades fisicas do sistema e suas representacoes formais na teoria.

Na mecanica quantica esta correspondéncia direta se perde, dando lugar ao conceito
um pouco mais abstrato de estado quantico, que pode ser representado por um vetor de
estado, e este vetor pertence a um espaco abstrato, o espago de Hilbert. A conexao entre
o estado quantico e quantidades fisicas é feita através de medidas de observaveis, que sao
representados por operadores hermitianos neste espaco de Hilbert. O ato de medicao,
entao, projeta o estado quantico em um dos auto-estados do operador que estd sendo

medido. A probabilidade de obtengao de cada auto-estado é dada pela regra de Born [20].



2.0.1 Estados puros

Na mecanica quantica, um estado quantico é dito puro se pudermos escreve-lo na
forma de um vetor de estado, utilizando a notagao de Dirac |¥), pertencente a um espago

de Hilbert H de dimensao n.

Axioma 1: A cada instante de tempo ¢, o estado de um sistema quantico é descrito

em termos de um vetor de estado |W(¢)) pertencente a um espago de estados H.

Assumindo que existe uma base completa para o espaco H, podemos expressar o

estado |¥) como uma combinagao linear desses estados base {|¢;)}, da seguinte forma,

W) = Zci|¢i>7 (2.1)

que é chamada de superposicao coerente dos estados base. O termo coeréncia esta rela-
cionado a capacidade do estado quantico, quando decomposto da forma (2.1), apresentar

o fenomeno de interferéncia quantica.

Quando projetamos o estado quantico |W) em um dos estados da base, digamos
|¢;), a projecao, definida pelo produto interno, (¢;||¥) = ¢;, nos fornece o coeficiente c;

€ C, que é a amplitude de probabilidade associada ao estado base |¢;) da base {|¢;)}.

Axioma 2: para o caso de um espago de Hilbert discreto, definimos a probabili-

dade P; do estado |¥) ser encontrado no estado |¢;) como

Pj = |e;].

Quando projetamos o estado quantico |¥) em um estado pertencente a uma base de
estados continua, digamos |r) pertencente a base dos auto-estados de posigao, temos
(7] |W) = ¢ (7), que é uma fungao de valor complexo, chamada fun¢do de onda no espago
das posigoes. A funcao de onda pode ser interpretada como uma amplitude de probabili-
dade de deteccao de uma particula em um ponto 7 € R3.

Definimos a densidade de probabilidade de encontrar a particula no ponto 7 do

espago como

(M) = p().



Entao, a probabilidade do sistema se encontrar entre |) e |77+ dr) é dada por

() |*dr,

de maneira que

| w@par=1.

—00

Axioma 3: A evolucao temporal para um estado puro |¥) regrada pela equagao
de Schrodinger, que é a base da descricao dos sistemas quanticos nao-relativisticos,

Ht)|W(t)) = m@. (2.2)

Neste caso, H é o operador hamiltoniano, que, de modo geral descreve o sistema quantico
fechado. Esta evolucao ¢ linear e unitéria, de tal modo que U(t) |¥(0)) = |¥(t)), onde
|W(0)) é o estado inicial do sistema e U(t) é um operador unitério, tal que Ut(t) = U~(t)
[21].

Axioma 4: O valor de um observavel fisico genérico O esta associado a um oper-
ador linear hermitiano O = OT, que atua no espago de Hilbert do sistema. Os possiveis
resultados de uma medicao de um operador sao os auto-valores do operador, que por sua
vez sdo numeros reais [21].

Assim como os estados, os operadores vinculados a observaveis podem ser repre-
sentados utilizando-se uma base. Por exemplo, o operador O associado a um observavel

pode ser representado na base de seus auto-estados {|o;)}
O = ZOZ' ‘OZ> <01‘ = ZOi]ADZ', (23)

onde P; = |o;) (0;]. O valor médio ou valor esperado de um observavel O sobre um estado

puro |¥) é definido como

(0) = (U] O |W). (2.4)

Podemos ainda definir o desvio padrao sobre um observavel O como

\V (02) — (0). (2.5)

AO
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A relagao de incerteza estabelece que nao é possivel medir simultaneamente, com
precisao maior que um certo valor, duas variaveis conjugadas, como por exemplo, a posi¢cao
de uma particula ao longo de uma dire¢ao e o momento conjugado. Deste modo, o produto
dos respectivos desvios padrao dos dois observaveis conjugados sera sempre maior ou igual
a um valor limite, por exemplo,

h

onde A é a constante de Planck. A equacao acima pode ser lida estatisticamente como:
se em um experimento, o momento de uma particula for medido com precisao Ap., nao é
possivel medir a posi¢ao ao longo do eixo z, com precisao maior que Az = h/Ap, [22]. Um
exemplo simples de aplicacao da relagao de incerteza é na descricao quantica da difracao
de um feixe de particulas que passa por uma fenda estreita. Quanto mais estreita é a
fenda, maior sera a precisao sobre a localizacao de uma particula com respeito ao eixo do
anteparo. Deste modo o AZ passa a ser pequeno, e para que a relagao dada em (2.6) seja
satisfeita, a incerteza do momento conjugado ao longo eixo z tende a aumentar. Assim,
ocorre o espalhamento do feixe de fétons, criando o processo de difracao [22].

Como vimos, a evolu¢ao de um sistema quantico puro se da através da equagao de
Schrodinger, que também pode ser descrita por meio da aplicacao de uma transformacao
unitaria sobre o vetor estado. Entretanto, quando uma medida quantica é realizada, a
regra de evolucao temporal do axioma 4 nao se aplica, sendo necessaria a introducao de
um novo axioma, exclusivamente para as medidas quanticas [23].

Axioma 5: Medidas quanticas projetivas sao descritas por uma colecao de oper-
adores uni-dimensionais, {M,,}, tais que, 3 M} M,, = I. Se o estado do sistema antes

da medigao for |¥), a probabilidade de obtengao do resultado m é
p(m) = (9| M} My |9). (27)

O estado do sistema serd modificado pela medida como |¥) — |¥'), onde
M, |9)
V| V0, )

W'y = (2.8)

2.0.2 Estados mistos

Em alguns casos, o conjunto de particulas que compoe o sistemas nao se encontra

um estado quantico puro. Nestes casos, descrevemos o sistema em termos de uma mistura
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de vérios estados puros, formando um estado misto. O estado misto de um sistema
quantico é, entdo, dado em termos de um conjunto de estados puros [¢;), cada um destes

com uma respectiva probabilidade classica de ocorréncia p;,
l !
p= sz‘ |Ws) (V| = sz'ni; (2.9)
=1 i=1

onde II; = |¥,) (¥, é um projetor uni-dimensional, e 0 < p; < 1 com Sip; = 1, e
[ é a quantidade de fragoes populacionais que nao precisa, necessariamente, coincidir
com a dimensionalidade d do espago de Hilbert, ja que os estados correspondentes a
cada fracao nao necessariamente formam uma base entre si. Vale ressaltar ainda que
esta decomposicao nao é tnica, ja que dado um estado misto, temos infinitas matrizes
densidade capazes de representa-lo indistintamente.

Além disso, o operador densidade é positivo semi-definido, o que significa que, o
valor médio de p com relacdo a um estado quantico arbitrério |®) fornece sempre um

nimero real nao-negativo
(®|p]®) =D pil (Wi] @) > > 0. (2.10)

No caso especial em que p? = p, recaimos em uma situacao de estado puro. Com base na

equagao (2.1), o mesmo pode ser representado na forma de operador densidade da forma,

p=Y i) (65 (2.11)

i=1 j=1

Os termos c;cj, com i # j, sdo termos fora da diagonal principal de p que representam
a existéncia de coeréncia entre diferentes vetores da base; sao também chamados termos
de interferéncia quantica na base {|¢;)}. Por essa razao, embora exista uma base de es-
tados para a qual o operador densidade tenha a forma diagonal, isto nao significa que o
sistema em questao nao tenha propriedades quanticas de interferéncia, ja que em outras
bases, os termos fora da diagonal principal aparecem. De fato, a coeréncia quantica é uma

propriedade cuja manifestacao é dependente da base acessada no experimento em questao.

Entao, concluimos que estados puros sao caracterizados como todos os constitu-
intes descritos pelo vetor de estado na notacao de Dirac, |¥), enquanto que estados mistos

devem descritos em termos do operador densidade p. Para que o operador densidade p
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possua interpretacao fisica, ele deve obedecer as seguintes restrigoes:
1) o trago de p deve ser unitério: Tr[p] = 1.

2) o operador é positivo semi-definido: (®|p|P) > 0, para qualquer |®) perten-

cente ao espago de Hilbert do sistema.

Para um estado quantico arbitrario p, o valor esperado de um observavel O é dado
por

O = Tr[pO]. (2.12)

Temos também que a evolucao temporal para um estado arbitrario de um sistema isolado,
se da por meio da equacao de Liouville-von Neumann,
R dp
H, p| =ih—,
[H, p] = ih—

onde [FI , p] é o comutador entre He p. Esta é uma generalizacao da equacao de Schrédinger

(2.13)

para estados arbitrérios, isto é, puros e mistos [24].

O postulado da medida, dado pela equacdo (2.8), pode ser expandido para a situ-
acao em que temos um operador densidade. Neste caso, temos como possivel resultado
de uma medida, o valor m, e o estado do sistema apds a medicao serd p — p,,, com

probabilidade p(m) de obter o resultado m dada por
p(m) = (3}, M,up). (2.14)

Se o resultado desta medida projetiva nao foi revelado, devemos considerar que o

estado apds a medida é dado pela seguinte soma de estados mistos [25, 26],

{p} =D p(m)pm: (2.15)

2.0.3 Sistemas compostos

Sistemas compostos sao aqueles constituidos por dois ou mais objetos quanticos
que podem ser acessados separadamente, por meio de operagoes locais, ou ainda, quando
h& dois ou mais graus de liberdade independentes para uma mesma particula. No caso de
um sistema quantico, o espago de Hilbert que descrevera a composicao é dado em termos

produto tensorial entre os espagos de Hilbert individuais.
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Traco parcial e operador densidade reduzido

Para um sistema constituido por duas partes A e B, também chamado bipartido,
associados a espagos de Hilbert ‘H 4 e Hp, respectivamente, o espaco de Hilbert total serd
dado dado pelo produto tensorial entre os espacos individuais H = H4 ® Hp. O operador
densidade que descrevera o sistema geral sera designado por p. No caso em que estamos
interessados em apenas uma das partes do sistema, digamos A, a mesma serd descrita

pelo operador densidade reduzido,

pa=Trg|p], (2.16)

onde T'rg é o trago parcial sobre o subsistema B. O operador p4 contém toda informagao
que pode ser extraida por um observador que faz medi¢oes no sistema A.

Para um sistema constituido por trés partes (tripartido) A, B e C, temos, simi-
larmente, que o espaco de Hilbert serd dado pelo produto tensorial dos espacos de cada
parte ou subsistema, na forma H = Hy ® Hp ® He. Neste caso, o operador densidade

reduzido para o subsistema A sera

pa = Trpclpapc)- (2.17)

Um célculo similar pode ser feito para a matriz densidade reduzida dos outros subsistemas

[20].

2.0.4 Decomposicao de Schmidt

Dado um sistema quantico bipartido, descrito pelo espaco H = H4 ® Hg, cujas
respectivas dimensoes sao n e m para H e Hp, podemos escrever um estado puro na

forma

(U) = > cijlai) b)), (2.18)

i=1 j=1
onde {|a;)} e {|b;)} s@o bases completas, pertencentes a H 4 e Hp, respectivamente.

Para qualquer estado puro |¥), de um sistema bipartido, existem as bases |a;) e

\ll}, para H 4 e Hg, respectivamente, onde podemos decompor o estado na forma

V) = in i) |bi) . (2.19)
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onde os coeficientes \; sao nao-negativos, chamados coeficientes de Schmidt, para os quais
vale Zle A? = 1. Esta é a chamada decomposigao de Schmidt para estados puros ou de-

composicao bi-ortornormal [25].



Capitulo 3

Entropia e Informacao Mutua

“ Information handling is limited by the laws of physics and the number of parts
available in the universe; the laws of physics are, in turn, limited by the range of

2

information processing available.

Rolf Landauer.

3.1 Entropia e informacao mutua

Durante o século XX houve uma verdadeira revolucao na maneira como se enx-
ergava o conceito de informagao. Em particular, como veremos neste capitulo, Shannon
formulou a ideia de que a informacao desconhecida de um sistema probabilistico é medida

em termos da entropia da distribui¢do de probabilidade [27].

3.1.1 Teoria da informacao classica

Classicamente, a entropia da informacao foi introduzida por Claude Shannon em
1948 [28], que descreve a quantidade de informagao associada a um conjunto de proba-
bilidades associadas a uma varidavel aleatéria. A ideia inicial de Shannon era converter
qualquer informacao fisica em uma sequéncia de 0 e 1, possibilitando que a mesma fosse
enviada através de um fio. A quantidade de informacao enviada pode ser calculada em
termos da “desordem”da sequéncia, isto é, da entropia da sequéncia. Seja a varidvel

aleatoria discreta X, a qual temos associados os resultados z1, xs, ..., x,, cada um com as

14
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respectivas probabilidades de ocorréncia p(z1), p(z2),..., p(z,). Define-se a entropia de X

CcOo1mo

H(X)=-> p(x;)log, p(x;). (3.1)

Jj=1
Como é associada a incerteza sobre o resultado de uma variavel aleatoria, esta quantidade

tem valor nulo no caso de um evento com cem por cento de chance de ocorrer uma das
possibilidades. Além disso, a unidade de medida de da entropia de Shannon é o bit. Se
tivermos n = 2% resultados possiveis, o valor méximo assumindo por H(X) é a bits, que
¢ o comprimento da sequéncia de digitos binarios.

Ainda é possivel definir, a partir da entropia da informagao, o conceito de infor-
macao mutua para um sistema constituido de duas partes. Sejam duas varidveis aleatorias,
X e Y, as quais podemos, além de associar as respectivas distribuicoes de probabilidades
individuais, Px e Py, uma distribuigdo de probabilidade conjunta Pxy (z,y). A infor-

macao mutua ¢é definida por:
I(X:Y)=HX)+HY)-H(X,Y), (3.2)

onde H(X), H(Y) e H(X,Y) estao associada as distribui¢oes Px(z), Py(y) e Pxy(z,y),
repectivamente [28].
Utilizando o teorema de Bayes, podemos escrever a informacao mitua em termos

da entropia condicional H(X|Y),
(X :Y) = H(X) - HX|Y). (3.3)

Ao ser escrita desta maneira, associamos o conceito de informacao desconhecida, prove-
niente da entropia de Shannon, a informacao mutua. Ela representa o quanto é possivel
conhecer de um subsistema, a partir de informagoes que possuimos sobre o outro. O
diagrama de Venn na figura 4.3 ilustra a relacao entre as entropias da informacao das dis-
tribuicoes de probabilidade para X e Y: cada circulo completo representa a entropia da
informacao de cada varidvel (X ou Y'); enquanto que, cada meia lua representa a entropia
condicional de uma variavel, dado que a outra é conhecida. A regiao interseccao entre os

circulos (em azul) representa a informacao mutua.

3.1.2 Teoria da informagao quantica

No caso de um sistema quantico, a entropia de Shannon deve dar lugar a entropia

de von Neumann, que foi introduzida em 1927, pelo matematico John von Neumann, e
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H(X,Y)

Figura 3.1: Diagrama de Venn das entropias da informagao para as variaveis X e Y, bem

como, da entropia conjunta H(X,Y") e da informagao mitua (em azul).

pode ser entendida como uma generalizacao do caso classico da entropia de Shannon, para

o caso do operador densidade p, da seguinte forma
S(p)=—Trlplog, p| = — Z ki log, ki, (3.4)

onde k; sao os auto-valores de p [25]. Neste caso, o operador densidade p funciona como
uma distribuicao de probabilidade conjunta. Desta maneira vemos que, no caso em que
todos os k; = 0, exceto por um, temos S(p) = 0. Isto implica que um estado puro é car-
acterizado por uma entropia de von Neumann nula. No caso extremo oposto, temos um
estado dito maximamente misto, e para descrevé-lo precisamos de N estados puros [1);),
com i = 1,2,..., N, com iguais probabilidades de ocorréncia p; = 1/N. Temos, entao, que
S(p) = logy N, que é o valor méximo para a entropia de von Neumann para um sistema

com dimensao N.

Esta definicao de entropia vai ao encontro da nocao classica de entropia da infor-
macao, onde o conhecimento méaximo de um sistema resulta em entropia nula. No caso
quantico este conhecimento méaximo se reflete na descricao do sistema por um unico es-

tado puro, enquanto que o minimo de conhecimento se da quando temos uma mistura
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equipartida de estados ortogonais |1);), com i = 1,2, ..., N. Qualquer estado intermedidrio
é dito parcialmente misto e sua entropia nao excede a entropia maxima de von Neumann

129].

Para um sistema bipartido, a entropia de von Neumann pode ser usada para definir
a informacao mutua entre as partes A e B. Se o operador densidade total do sistema é

dado por p, temos
1(p) = S(pa) + S(ps) — S(p), (3.5)

onde py = Trp[p] e pp = Tra[p] sdo os operadores densidade reduzidos das partes A e
B, que sao andlogos quanticos das distribuicoes de probabilidade para cada subsistema.
Por sua vez, S(py) = —Tr[pamlogy pu], com M = A, B, sdo as respectivas entropias de
von Neumann para A e B. Nesta férmula, S(p4) e S(pp) representam as incertezas de
A e B quando tratados separadamente, enquanto S(p) representa a incerteza do sistema

combinado AB, descrito pela matriz p.

No caso de um estado quantico puro, p = |¥) (¥|, para o qual a entropia de von
Neumann conjunta é nula, S(p) = 0, é possivel fazer a decomposicao de Schmidt dada
pela equagao (2.19), de modo que, a entropia marginal, S(p4), de A é igual a entropia

marginal de B. Assim, a informacao mutua quantica sera dada por:

1(p) = 25(pa); (3.6)

ou seja, para um estado bipartido puro, a informagao mitua quantica é duas vezes maior
que a entropia de cada subsistema [29]. Como veremos no capitulo seguinte, a entropia
marginal tem um papel fundamental como medida de emaranhamento em sistemas bipar-
tidos.

Como salientado parcialmente acima, a entropia de von Neumann obedece a algu-

mas regras, as quais vamos listar aqui:
e S(p) > 0, nao-negatividade;
o > .piS(pi) < SO, pipi), concavidade;

~

e Se um sistema bipartido AB se encontrar em estado puro, entao S(pa) = S(pn);
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e Suponha a distribuicdo de probabilidade p'= (p1, ..., pj, .., Dn), € que f[jA = |a;) (a;|
sao projetores de estados ortornormais que formam uma base completa para o sis-
tema A e ﬁB|ﬁA ¢ um conjunto de operadores densidade para o sistema B, entao

J

temos

S pibpyana lai) (aj)) = H@) + Y p;S(ps/TL), (3.7)
J J
onde H(p) é a entropia de Shannon da distribui¢cdo de probabilidades dada pelo

vetor p'= (p1, ..., Pj, -, Pn). Este é o teorema da entropia conjunta [25].

Dados dois estados quanticos, descritos por p e &, podemos definir a entropia
quantica relativa entre estes dois estados. Esta entropia serve para medir o quao proximos
entre si os dois estados estao, ou, em outras palavras, o quao similar eles sao. Definimos

a entropa relativa por

S(p||6) = Tr(plog, p) — Tr(plog, &), (3.8)

que é uma quantidade nao-negativa, S(p||a) > 0 [28, 25].

3.1.3 Sistema de um qubit e a esfera de Bloch

A unidade fundamental de informacao na teoria classica é chamada de bit, que
¢ uma abreviagao na lingua inglesa para binary digit, ja que o bit pode assumir dois
valores, geralmente nomeados de 0 e 1. Classicamente, s6 é possivel que um unico destes
dois estados sejam acessados por vez, isto ¢, nao ha estado intermediario entre 0 e 1.
Quanticamente, o andlogo é o qubit, que pode ser representado por um sistema arbitrario
de dois niveis, que por sua vez é descrito por um espaco de Hilbert bidimensional H?. Este
é o sistema quantico mais simples possivel, sendo que, realizagoes experimentais de um
qubit podem ser, por exemplo, o spin de uma particula de spin 1/2, a polarizacao de um
féton ou uma particula passando por um aparato do tipo dupla-fenda [22]. Se nomearmos
os dois estados ortogonais do sistema como |0) e |1), temos que um qubit genérico em

estado puro é representado pelo vetor de estado normalizado

|T) = cos (g) 0) + €' sin (g) 1), (3.9)

onde 0 <0 <m, ¢ €[0,27], e {|0),]|1)} é chamada base computacional.
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Figura 3.2: Representacdo de um qubit como um vetor (em vermelho) na superficie da

esfera de Bloch.

Podemos instituir a representagao de um qubit em uma superficie esférica. A local-
izagio do qubit na superficie da esfera é dada pelo vetor unitério 7 = (sin  sin(¢), sin § cos(¢), cos f).
Varrendo todos os valores possiveis para # e ¢, temos a figura geométrica chamada esfera
de Bloch.

Um estado arbitrario de um sistema de um qubit reside em um ponto qualquer do
interior até a superficie da esfera, e pode ser escrito em termos do vetor ¢ formado pelas
matrizes de Pauli, da seguinte forma

(I+5.3

5 , (3.10)

p=

onde § € R? é chamado de vetor de Bloch, que satisfaz |5]? < 1 [25].

Ja quando consideramos o caso de um sistema de dois qubits, um estado puro
pode ser representado na base de estados formada por {|00),|01),|10),|11)}, por meio
da superposicao

|‘If> = Qo IOO) “+ o1 |0].) + a0 |].0) + a1 Il].) , (311)

com a;; € Ce Y |ayi|> = 1.
Além da base computacional, outra base bastante distinta para um sistema de dois
qubits é a base de Bell, também conhecida como base de estados EPR, que pode ser

escrita em termos da base computacional como: [¢p*)) = %, |p&)) = %. Os
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estados que formam a base de Bell sao especiais, pois estes estados violam maximamente
a desigualdade CHSH, como veremos adiante, que é construida com base nas premissas
de realismo e localidade. Além disto, eles s@o essenciais para a realizacao de varias tarefas
baseadas na légica da informacao quantica, como o processo de teletransporte quantico
[25]. Outros estados podem ser utlizados para o teletransporte, com eficiéncia menor que

100 por cento.



Capitulo 4

Correlacoes quanticas e estados de

Werner

“No theory of reality compatible with quantum theory can require spatially separate
events to be independent.”

John Stewart Bell

4.1 Correlacoes quanticas e estados de Werner

Os sistemas quanticos sao conhecidos por poderem apresentar correlagoes que nao
possuem correspondentes cldssicos, as chamadas correlagoes quanticas. E, embora o
emaranhamento seja o tipo mais conhecido destas correlagoes, ele nao é o tnico, prin-
cipalmente quando se trata de estados mistos. Dai surge a importancia de diferenciar
e quantificar os tipos de correlagdes que um dado sistema apresenta [19]. Neste capi-
tulo iremos apresentar e discutir sobre algumas medidas de correlagoes quanticas, como
emaranhamento e discordia quantica, bem como abordar sobre uma classe especial de

estados quanticos, os estados de Werner.

4.1.1 Estados de Werner

Dado o estado de um sistema bipartido, se ele é classicamente correlacionado, isto
é, se é possivel reproduzir o estado de cada subsistema por meio de operagoes locais e
comunicacao classica, entao este sistema pode ser modelado através de uma teoria local

e, portanto, satisfaz algum tipo de desigualdade de Bell. Uma teoria de variaveis locais
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procura descrever correlagoes de experimentos quanticos, de modo que o realismo local é
preservado. Além disto, se o sistema for puro, o inverso também é valido, ou seja, se esse
sistema admite um modelo de varidveis locais, ele ¢é classicamente correlacionado [30].

Entretanto, no caso de sistemas bipartidos mistos, Werner mostrou que é possivel
construir uma familia de estados, conhecidos como estados de Werner [31], que pode ser
modelada por uma teoria local para além do limite de separabilidade.

Os estados de Werner de dois qubits podem ser escritos na forma

1—c-
I 4.1
) (4.1)

p=clU) (W] +

com 0 < ¢ <1, onde
1

V2

é o estado de singleto e Iéo operador identidade. Como mostrado por Werner, estes

) [101) = [10)],

estados sdo separaveis se ¢ < 1/3, mas admitem uma descrigdo em termos de medidas

locais (Modelo de Werner) para ¢ < 1/2 [31].

4.1.2 Emaranhamento

O emaranhamento é definido como uma classe de correlagoes que nao podem ser
criadas via Operagoes Locais e Comunicacao Classica (OLCC) [32]. Estas correlagoes
podem ocorrer entre varidveis conjugadas, tais como momento e posi¢do [33], energia
e tempo [34, 35] posicdo angular e momento angular orbital [36]; e também como a
impossibilidade de descrever separadamente estados quanticos de duas ou mais particulas
por meio de estados individuais e locais de cada particula, como, por exemplo, estados de
polarizacao de pares de f6tons [37, 38]. Embora tenha permanecido como uma curiosidade
até o fnicio dos anos 1980, hoje sabe-se dos varios efeitos praticos do emaranhamento
para a comunicacao e computagao quanticas [39, 40|, tais como: criptografia quantica,;
teletransporte quantico; codificacao superdensa, sendo este, portanto, considerado um
recurso, tal como o é a energia. Além disso, o emaranhamento tem um papel na descrigao
do surgimento da classicalidade, através do processo de decoeréncia [41]. Dito isso, o
interesse em entender melhor estas correlacoes tem crescido bastante.

Um estado quantico bipartido arbitrario p é dito separavel (ou ndo-emaranhado),



23

se ele pode ser escrito como uma soma convexa,
k
p= ZpipiA ® piB, (4.2)
i=1

onde Zle p; = 1 com os fatores p; compondo uma distribuicao de probabilidades clés-
sicas. Caso nao seja possivel escrever p desta forma, ele é dito emaranhado [31]. Vale
salientar que esta decomposicao nao é unica. De fato, existem infinitas maneiras de se
decompor um estado, e para um estado separavel p a decomposicao que possui o menor
nimero de termos, M, é dita decomposicao étima, onde M é chamada de cardinalidade

do estado [42].

A determinacao da separabilidade de um estado quantico nem sempre ¢ facil, sendo
conhecida somente em alguns casos especificos. Por exemplo, existe um critério de sepa-
rabilidade para sistemas bipartidos. Neste critério, para que o sistema seja separavel, é
necessario que a matriz obtida a partir da transposicao parcial de p tenha apenas auto-
valores nao-negativos. Este critério é suficiente para determinar a separabilidade apenas
no caso de um sistema constituido de dois qubits e também para o caso de um sistema
constituido de um qubit e um qutrit, sendo chamado de critério de Peres-Horodecki ou
critério PPT (positive-partial transpose) [43, 44].

A defini¢ao de separabilidade dada em (4.2) pode ser estendida para o caso de um

sistema constituido de N partes, que pode ser entao fatorado da seguinte forma
k
p= Pipia® pip... ® pin. (4.3)
i=1

Emaranhamento em sistemas bipartidos

Para sistemas quanticos puros bipartidos, mede-se o emaranhamento através do
calculo da entropia de emaranhamento, que nada mais é do que a entropia de von Neu-
mann de uma das partes [45]. Assim, dado um estado puro bipartido |¥), o operador

densidade serd dado por p = |¥) (|, e a entropia de emaranhamento é dada por

E(p) = S(pa) = S(ps), (4.4)

onde pa = Trglp] é a matriz reduzida da parte A. Se considerarmos o estado puro em

questao escrito de acordo com (2.19), temos que ps = Y. A\?|a;) (a;]. Entdo, a entropia
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de emaranhamento para este sistema puro bipartido |¥) sera dada por
E(|¥)) = S(pa) = S(pn) = — Y _ Allogy A} (4.5)

Assim, os coeficientes de Schmidt podem ser usados para distinguir estados bipartidos
puros emaranhados de estados bipartidos separaveis. Por exemplo, se consideramos o es-

tado puro bipartido maximamente emaranhado de singleto, escrito na base computacional

1

V2

temos que S(pa) = 1. Ja se considerarmos o estado puro separavel

) [101) — [10)];

[¥) = 01),

temos que S(pa) = 0.

A entropia de emaranhamento pode ser interpretada da seguinte forma: se as
partes A e B querem criar n cépias de um estado particular p, eles devem possuir nFE(p)
estados de singleto para executar esta tarefa. Esta é apenas uma forma de quantificar o
emaranhamento. Existem outras.

Ja no caso de sistemas mistos bipartidos, nem toda entropia do sistema advird
do emaranhamento. Entao, para quantificar o emaranhamento presente, calcula-se o
emaranhamento de formagao de um estado p, que pode ser obitido fazendo-se a seguinte
minimizagao

l
Eor(p) = minlé;] }_ piE (1)), (4.6)

onde E(|1);)) é a entropia de emaranhamento do estado [¢);) e a minimizagao se dd sobre

um ensemble de todas as possiveis decomposigoes &;:

5[: = [pz', |¢i>]é:1' (4'7)

O emaranhamento de formagao pode ser entendido como a quantidade minima de single-
tos necessarios para se criar o estado p [46]. O ensemble para o qual o emaranhamento
de formacao é minimo é chamado de ensemble 6timo, podendo haver varios ensembles

6timos para um unico estado p. Se o estado é separavel, temos que E,p(p) =0 .

Para o caso de um sistema arbitrario de dois qubits, o emaranhamento de formacao

foi calculado por Wootters, baseando-se no conceito de concorréncia [47]. A concorréncia
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C(|W¥)) é uma funcao utilizada para medir emaranhamento de estados puros em um sistema

de dois qubits, da seguinte forma: seja um estado |V), define-se
C(1w) = [(¥][¥) ], (4.8)

onde 0 < C(|¥)) < 1, |¥) = (6,6,) |¥*) é chamada operacio de spin-flip, |¥*) é o vetor
de estado conjugado-complexo de |U) e &, é o operador de Pauli na diregdo y. A operacao
spin-flip projeta um estado puro em uma direcao na esfera de Bloch, que é diametralmente
oposta a original. Assim, caso o estado seja separavel, a concorréncia é nula, e caso ele
seja maximamente emaranhado, a concorréncia tem valor maximo igual a 1.

A relacao entre a entropia de emaranhamento e concorréncia para um estado puro

|W) é dada por

B(w)) = (), (19)
onde

(C(w))] = h(ﬂ) (4.10)
e h(z) = —zlog,z — (1 — z)log, (1 — ). O emaranhamento de formagio para estados

mistos é dado em termos da concorréncia pela férmula (4.10), onde C'(p) = maz{0, (A —
Ao — A3 — A\g)}, 08 A; s@o os autovalores, em ordem decrescente, do operador ﬁﬁ, onde
P2 = (0, ® &y>ﬁ*(&y ®6y) -
No caso de Werner para dois qubits, o emaranhamamento de formacao é dado
explicitamente por E,p(p) =0,se 0 < c<1/3 e E,p(p) = h(z), se 1/3 < ¢ < 1[46], onde
14 4/1— (15%)?
2

(4.11)

8
Il

4.1.3 Discérdia quantica

No comeco do desenvolvimento da teoria da informacao quantica, o emaranhamento
era visto como o unico recurso que da aos computadores quanticos uma vantagem sobre
seus analogos classicos. Entretanto, Henderson e Vedral, e independentemente, Ollivier
e Zurek, concluiram que o emaranhamento nao contabiliza todas as correlacoes nao-
classicas, e que, até mesmo alguns estados separaveis contém correlagoes nao inteiramente
classicas [19].

A discérdia quantica é historicamente a primeira medida de correlacoes quanticas

para além do emaranhamento. Esta medida se baseia na inequivaléncia entre medidas
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Figura 4.1: Emaranhamento de formacgao para um estado de Werner de dois qubits em

funcao do parametro c.

quanticas feitas de acordo com duas defini¢coes de informacao miutua, para um sistema
bipartido, esta ultima (inf. mitua) contendo tanto correlagdes cléssicas quanto quanticas.
Esta quantidade se caracteriza por ser nao-nula mesmo para alguns estados separaveis,
diferentemente do emaranhamento, o que implica que auséncia de emaranhamento nao

quer dizer necessariamente classicalidade.

Para definir a discordia quantica, Ollivier e Zurek utilizaram o conceito de medida
projetiva de von Neumann, escolhendo um conjunto de projetores unidimensionais. Va-
mos seguir com fidelidade a defini¢ao utilizada por eles [17]. Classicamente, as medidas de
informagao mitua definidas por (3.2) e (3.3) s@o equivalentes. Se quisermos generalizar
para o caso de um sistema bipartido quantico, podemos utilizar diretamente a equacao
(3.5). Entretanto, quando tratamos da entropia condicional, dada em (3.3), ndo é possivel
escrever diretamente uma expressao correspondente. Isto acontece porque, por exemplo,
se escolhermos medir S(B|A), isto é, a incerteza de B, dado que A é conhecido, esta serd

uma definicao ambigua, que vai depender do conjunto de projetores escolhidos para medir

A.

Dado o conjunto de projetores para o sistema A, {HA;?}, onde cada k representa
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diferentes resultados de medidas feitas em A, o estado de B sera
I

Tragllifp]

onde py, = Trap[llLp] é a probabilidade de obtermos ﬁB\ﬁﬁ-

IéB|f[;3 - (4.12)

As entropias S(p B‘Hﬁ), com 0s respectivos pesos probabilisticos py, nos fornecem a

entropia condicional de B dado que A foi medido, da seguinte forma
S(BIED = 3 ) (113
Podemos, entao, generalizar (3.3) para o caso quantico
J(B: Ay = (o) — S(BIT{). (414

As duas expressoes para a informacao mutua cldssica nao vao necessariamente
coincidir para o caso quantico. Definimos a discordia quantica como a diferenca entre as

expressoes (3.5) e (4.14), da seguinte forma

(5(3:A)E[(B:A)—J(B:A)[ﬁ]?]. (4.15)

A

Vemos que discérdia quantica depende do conjunto de projetores [II2].

A discordia quantica, definida desta maneira, nao é uma quantidade simétrica com
relacao a troca entre B e A, ja que a entropia condicional nao é simétrica. O ideal é que
haja a escolha de um conjunto de projetores para o qual a discordia seja minimizada, isto
quer dizer que, neste caso a medi¢ao perturba minimamente o sistema, mas mesmo assim
extrai o maximo de informagao sobre a parte B, através de uma medigao na parte A, ou

vice-versa.

No caso de um sistema misto bipartido de dois qubits, no artigo [49] calcula-se
uma medida da discordia para estados de Werner de dois qubits, e compara-se a discordia
quantica ao emaranhamento de formacdao, concluindo que sao medidas de duas naturezas

distintas. Aqui, vamos reproduzir o calculo.

Temos que um estado quantico de dois qubits pode ser escrito como

NH

[I + Z ¢j6; @ o—j} : (4.16)

7=1
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Figura 4.2: Discérdia quantica: medidas feitas utilizando um conjunto de projetores {ﬁf},
a partir do sistema A, computam apenas a parte J(B : A)[ﬁ Al da informacao mitua total

I(B: A) (4rea em azul). A drea ndo alcancada por estas medidas representa a discérdia.

onde [¢;,7 = 1,2,3;¢; € R] sao constantes. E possivel verificar que os autovalores de p

sao
1
)\o=1[1—(01+02+03)]7
1
/\1:1[1—014—024—03],
1
/\221[14-01—024-03},
1
/\3:le+cl+02—03)}.

Também pode-se verificar que p4 = pg = é Assim, a informac¢ao mitua como definida
em (3.5) é dada por
3
I(p) =2+ Alogy(\). (4.17)
1=0
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J4 (4.14) é calculada como: seja o conjunto de projetores [[1Z = |k) (k|, k = 0,1] que
realiza medidas no sistema B. Qualquer medida para a parte B é dada pelo seguinte
conjunto de operadores [Bk = VILV, k = 0,1], onde V =tl+ijd € U(2) ey =
(y1,92,y3) € R3, com t? + |§]*> = 1. O resultado obtido para este conjunto de medidas é

(1-20) (1+90)

J(A: B)p = log,(1 —6) + log, (1 +6), (4.18)

onde 0 = \/|clzl|2 + |eaz0)? + |e323)?, 21 = 2(—tys + 11y2),22 = 2(tyn + Yoys) € 23 =

3 2
i=1%i

t? + y2 — y? — y2. Ainda é possivel mostrar que Y. = 1, o que implica que 0 <

V(21?2 + |22 + |23])?2 = ¢, com ¢ = maz]|ai, |eal, |cs]]. Assim, o valor maximo de 6 é

¢, entdao o valor de # que maximiza (4.18) é § = ¢. Por fim, temos

(1+c¢)

J(A: B)p) = C ; 2 log,(1 — ¢) + log, (1 + ¢). (4.19)

Finalmente, aplicando (4.17) e (4.19) em (4.15), temos

d(B:A)=—|(1—c1 —cy—c3)logy(1 —c1 —ca —c3)+ (4.20)

1
4
(1 —C1+C+ 03) 10g2(1 —C+C+ Cg>+
(14 ¢ —ca+c3)logy(14+ ¢ — o+ c3)+

(14 c1+co—c3)logy(1+ ¢ + o — 03)} —

(1-¢
2

logy(1 —¢) + % logy(1 + C)} :

Para c¢; = co = c3 = —c, temos os estados de Werner para dois qubits

1—c¢

p=——I+c|lu) (V|

, onde |U~) é o estado de singleto. Finalmente, a discérdia quantica para estados de

Werner de dois qubits é dada por

1—-c 1+ + 3¢

1
d(A:B) = log,(1 —¢) + 5 c log, (1 +¢) + log, (1 + 3c). (4.21)

Vamos considerar dois casos especiais: i) ¢ = 0, temos §(A : B) = 0, ou seja, para
um estado de Werner de dois qubits maximamente misto, temos uma discérdia quantica

nula. Isto é esperado, ja que, este estado é apenas classicamente correlacionado.
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Figura 4.3: Discérdia quantica para o estado de Werner de dois qubits em funcao do

parametro c [49].

ii) ¢ =0, temos §(A : B) = 1, neste caso temos um estado maximamente emaranhado de
singleto. A informagdo mitua neste caso, é dada pela equagao (3.6), sendo que a entropia
marginal de cada subsistema é S(pa) = 1. Desta forma, temos I(p) = 2 e da equagao

(4.19), temos J(A : B)jz) = 1.

4.1.4 Teorema de Bell e Teorema GHZ

No artigo EPR de 1935, Einstein, Podolsky e Rosen [7] questionavam se a mecéanica
quantica era capaz de descrever completamente um sistema fisico. Para Einstein, uma
descrigao satisfatoria de um sistema deveria ser independente de qualquer interacao do
mesmo com um aparato de medicao. Sendo assim, para que nao houvesse qualquer per-
turbacao induzida por um aparato de medicao, era melhor procurar descrever uma situ-
acao em que nao haveria qualquer contato entre o instrumento de medicao e o objeto da
medicgao.

Para compreender melhor a situagao acima descrita, vamos descrever aqui um
exemplo proposto por Bohm, envolvendo duas particulas de spin 1/2, que estao no estado

emaranhado de singleto, |¥~) = \%HOI) —[10)]. Sendo assim, ao medirmos o spin de uma
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das duas particulas em qualquer direcao, o spin da outra particula sera oposto, mesmo que
a separacao espacial entre elas seja tal que nao é possivel uma comunicacao classica entre as
particulas. Se a mecanica quantica fornece uma descrigao realistica do sistema, no sentido
do realismo que Einstein defendia, ela apenas revela o valor pré-existente da componente
de spin naquela diregao. Entretanto, o estado de singleto possui simetria esférica, nao
importando a direcao em que se mede a componente de spin de uma das particulas, a
outra componente sempre serd imediatamente encontrada na direcdao contraria. Além do
mais, se os valores sao existentes pré-medida, medidas de componentes incompativeis,
como por exemplo, S, e S., apenas revelariam valores simultaneamente presentes, o que
nao estd de acordo com os resultados fornecidos pela mecéanica quantica [21]. Havia entao
um impasse entre os resultados previstos pela teoria quantica e conceitos primordiais para
a fisica cldssica, como o realismo e o principio da localidade.

S6 em 1964, o teorema de Bell trouxe pela primeira vez a ideia de que estes con-
ceitos, como o principio da localidade e o realismo das grandezas fisicas, até entao inques-
tiondveis nas teorias fisicas, nao sao compativeis com as previsoes estatisticas da mecanica
quantica [8]. Aqui, vale ressaltar que o principio da localidade se refere ao fato que um
sistema fisico s6 consegue exercer alguma influéncia sobre o outro a partir de um sinal cuja
informacgao viaja com velocidade menor ou igual a da luz. Por realismo, entende-se o fato
de que grandezas fisicas associadas ao sistema sempre possuem um valor bem definido,
independente se medidas forem ou nao realizadas.

Em particular, Bell tratou desta contradi¢ao para um sistema constituido por um
par particulas de spin 1/2 cada. Inspirados pelo trabalho de Bell , os fisicos Clauser,
Horne, Shimony e Holt (CHSH) também derivaram uma desigualdade que fornece um
meio de verificar se uma descricao local seria capaz de descrever as previsoes da mecanica
quantica para o sistema de um par particulas de spin 1/2 [9]. Esta desigualdade é con-
hecida como desigualdade CHSH, e fornece um limite superior classico, para uma fungao
de correlagao, construida a partir dos valores esperados de um conjunto medidas feitas
por dois observadores; um observador podendo medir o spin ao longo de duas diregoes
arbitrarias distintas. A desigualdade é surpreendentemente violada pela mecanica quan-
tica, mais precisamente, a maxima violagao ocorre para o proprio estado de singleto [24].
Portanto, a conclusao é que a mecanica quantica tem uma natureza nao-local.

Nos artigos intitulados “going beyond Bell’s theorem” e “Bell’s theorem without
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inequalities”, Daniel Greenberger, Michael Horne e Anton Zeilinger (GHZ) [15, 16] apon-
tam que, como salientado no paragrafo anterior, quando consideramos algumas direcoes
especiais de medicao para a componente de spin, por dois observadores espacialmente sep-
arados, para um sistema de duas particulas de spin 1/2 no estado de singleto, o teorema
de Bell faz uma previsao estatistica para o caso de angulos de medicao arbitrarios que a
teoria quantica contradiz a classica. Mas, no caso de correlagoes perfeitas, isto é, quando
os spins das duas particulas sao medidos ao longo da mesma direcao, nao ha nenhuma
restricao imposta pela desigualdade de Bell a uma descricao em termos de varidveis clas-
sicas locais. Quando consideram um sistema de quatro particulas, os autores demonstram
uma incompatibilidade entre as previsoes da mecanica quantica, quando se considera uma
situacao de correlagoes perfeitas e as proposicoes de localidade e realismo.

Para exemplificar a diferenga entre o teorema de Bell e o argumento proposto no
teorema GHZ, vamos considerar novamente um sistema de duas particulas 1 e 2 que se
encontram no estado de singleto. Quando um observador A realiza uma medic¢ao do spin
da particula 1 em uma direcao arbitraria n; e um observador B realiza uma medicao do
spin de 2 em ns, o valor esperado do produto entre as medicoes spins das duas particulas

¢ dado, de acordo com a mecanica quantica, por
E(’fllfh) = —COS(ﬁl.TALQ). (422)

Se considerarmos, por simplicidade, que as duas particulas se movem na direcao z, e que
as medicoes sao feitas no plano xy, com direcoes dadas por angulos medidos a partir do

eixo z, v e [3, respectivamente para A e B, temos
E(ny.ng) = —cos(a — B). (4.23)

Para os dois casos especiais em que a diferenca entre os angulos é o — 3 = 0, 7, hé corre-
lagoes perfeitas e a desigualdade de Bell é satisfeita. Entretanto, para uma diferenca de
angulos de medicao que seja outra qualquer, o comportamento mecanico-quantico nao é

compativel com nenhum modelo local e realistico.

Agora, vamos considerar uma nova situacao, envolvendo nao duas, mas quatro

particulas de spin 1/2 cada se propagando na dire¢do z, no seguinte estado emaranhado

~|0011) — [1100)
\/§ )

W) (4.24)
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onde |0) significa spin paralelo ao sentido da medicao e |1) significa spin antiparalelo ao
sentido da medicao. O valor esperado para o conjunto de quatro medigoes simultaneas,
ao longo de quatro dire¢oes de medicao n;,7 = 1,2, 3,4, no plano xy, para os observadores

separados espacialmente A, B, C e D é dado por

E(ny, Mg, N3, M1y) = —cos(d1 + 2 — ¢p3 — ¢4), (4.25)

onde ¢; representa o angulo azimutal, entre o eixo x e respectiva direcao de medida para o
spin de cada particula. Neste novo esquema, para que haja correlacoes perfeitas, devemos

alinhar as medigoes nas seguintes configuragoes de angulos

o1+ g2 — 03— P1 =0, (4.26)
com
E(ﬁl,ﬁg,flg,ful) = —1; (427)
e
$1 + P2 — 3 — Pu, (4.28)
com
E(ﬁl,ﬁg,ﬁg,f%;) == 1 (429)

Se consideramos que o valor medido de spin de cada uma das quatro particulas
¢ funcao apenas do respectivo angulo do medidor ¢; e de uma variavel A local, assim
como considerado no teorema de Bell, temos que estas duas variaveis fornecem a descrigao
completa do estado fisico de cada particula localmente. Ainda em paralelo com o trabalho
de Bell, nomenando-se quatro fungoes locais para a medicao do spin de cada uma das
quatro particulas, A(¢1)x, B(¢2)a, C(¢3)a € D(¢4), respectivamente, os valores assumidos

por cada uma delas sao +1 ou -1. Pode-se, entao, definir a seguinte a funcao

fA) = A(01)aB(92)2C(#3)xD(¢4), (4.30)

dada pelo produto da medicao do spin de cada uma das quatro particulas. E possivel
mostrar que hd uma inconsisténcia entre os resultados fornecidos por f(\) e a previsao
da mecanica quantica para os casos de correlagoes perfeitas, dados em (4.26) e (4.28).
Os autores salientam que nao ha necessidade sequer de formular uma desigualdade, como
foi feito no caso de duas particulas de spin 1/2, ji que algumas manipulagoes algébricas

fornecem resultados matemaéticos contraditérios para f(A). Fica, entao, claro que, nesta
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situagao de quatro particulas no estado (4.24), ndo é possivel conciliar as proposigoes de
(i) até (iv) com os resultados da mecanica quantica, para a situagao de correlagoes per-

feitas.

Além do exemplo acima envolvendo quatro particulas de spin 1/2, GHZ trazem
um segundo exemplo em que uma particula de momento angular nulo decai em trés
particulas. Nesta segunda situacao, a conservacao do momento angular do sistema, bem
como o modo como o aparato experimental é modelado, permite introduzir o seguinte

estado emaranhado, conhecido como estado GHZ,

1000) + [111)
|\IJ>GHZ = T

Para este novo estado, uma nova funcao de correlacao é calculada. Também sao intro-

(4.31)

duzidas as respectivas situacoes para as quais se obtém correlacoes perfeitas. Novamente
hé a mesma contradicao entre a previsao quantica e as premissas de localidade e realismo
para este estado dado em (4.31). A confirmagao experimental deste ultimo experimento,

em favor da mecéanica quantica, foi reportada em [48]

4.1.5 Sistema tripartido: classificacao de estados

E possivel classificar os estados puros de trés qubits em quatro classes: estados
nao-emaranhados, estados com emaranhamento bipartido, estados com emaranhamento
genuinamente tripartido (EGT) do tipo W e estados EGT do tipo GHZ [14]. Esta classifi-
cacao se baseia na ideia de que, se é possivel converter um estado emaranhado |¥) em outro
estado emaranhado |®), por meio de operagoes locais e comunicagao cldssica, com alguma
probabilidade nao nula, entdo |¥) e |®) pertencem a mesma classe de emaranhamento.
Além disto, o estado GHZ possui emaranhamento fragil quando hé a perda de um dos
trées qubits. Ou seja, quando um dos qubits é retirado, o estado residual é totalmente
separavel. Por outro lado, o estado W possui emaranhamento robusto quanto a perda de

um dos qubits, de modo que o estado dos dois qubits residuais possui emaranhamento.

4.1.6 Discérdia quantica global

Como tentativa de estender o conceito de discordia quantica apresentado anteri-

ormente, foi proposta a construcao da discordia quantica global, que é uma quantidade



35

simétrica com relagdo a troca de A por B [50]. Baseando-se no conceito de entropia
quantica relativa entre dois estados, dada pela equagao (3.8), e a regra de medida de von
Neumann, dada em (4.12), é possivel construir a discérdia quantica global, da maneira
que sera apresentada a seguir. Dado um sistema bipartido, descrito por meio do operador
densidade p, uma medida projetiva com valor nao revelado, feita somente na parte A do

sistema, nos leva ao seguinte estado [ver eq. (2.15)]

o{p} = (ﬂ? ® fB)ﬁ(ﬂ? ® jB) = Zpkﬁgm;g ® |ak) (ax] - (4.32)
k

Calculando-se o traco sobre os estados do sistema B, temos

{pat =Y prlar) (axl. (4.33)

Utilizando o teorema da entropia conjunta, dado em (3.7), podemos escrever as

entropias de von Neumann para os estados (4.32) e (4.33)

S(@{p}) = HP) + Y peS(hppnp) (4.34)

S(®{pa}) = H(p), (4.35)

respectivamente.
A informac@o mutua para este sistema, dada em (3.2), pode ser expressa em termos

da entropia relativa entre o estado p e o estado separavel p4 ® pp,
I(B: A) = S(pllpa ® ). (4.36)
Ja a informagao mitua dada em (3.3) pode ser expressa como
T(B: A) sy = S@{pHIps @ B{pa}). (437)
Assim, podemos escrever a discérdia em termos de (4.36) e (4.37), como
5(B : Ay = S(illa @ p) — S@{3HIpm © D{pa}). (438)

Podemos, por sua vez, realizar as medidas projetivas no sistema B, utilizando um conjunto

de projetores {l_ij} Desta maneira, a equagao (4.43) serd simétrica em relagdo a A e B,

0(P) i iy = S(0llpa @ pp) — S(@{p}]|®{pr} @ P{pa}), (4.39)
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onde

o{p} => (I o IIP) (11 @ 117). (4.40)
k.j
Esta é a versao simétrica, com relacao aos sistemas A e B, da discordia quantica dada em

(4.15).
Como a discérdia é uma medida que depende da base de projetores, mais uma vez

estamos interessados em encontrar um conjunto de projetores que a minimiza,

0D minipensy = S(0llpa @ pp) — S(P{p}H|P{pp} ® ®{pa}). (4.41)

Podemos ainda rearranja-la da seguinte maneira

0P mimpiipensy = S(Pl[P1A}) = S(pal|®{pa}) — S(Pal|P{pB})- (4.42)

Desta maneira, é possivel estender esta definicao para a situacao em que temos N

subsistemas, da seguinte maneira [50]:

3(Plmingityy = SPN{PY) = D S(paill®{pa}), (4.43)

onde p = pa,.ay € o operador densidade para o sistema, com A, ..., Ay subsistemas;
®{p} = 1M, com {II;} = {f[f‘}l ®..® ICIQNN} sendo o produto tensorial do conjunto de

medidas feitas localmente; e cada medida local é dada por
O{pa} = S IE, puill, . (4.44)
A partir de (4.43), para um sistema tripartido temos

0D minipenzency = S(P@{p}) =S (pall®{pa}) =S (Pl ®{ps}) =S (Pl ®{pc}). (4.45)

O estado de Werner-GHZ, dado por
1—c

p= IGHZ)(GHZ|, (4.46)

onde 0 <c<le|GHZ) = \%HOOO) + |111)]. Este estado pode ser reescrito na forma

I
p= é c— {0102 + 0j0} + 0505 + olo50% — oloYol — olojol — oloYoi}, (4.47)
onde o¥, o e of sdo as matrizes de Pauli para o i-ésimo qubit. Assim, medidas locais

para o j-ésimo qubit podem ser realizadas com a base {[+),,|-);}, onde

[+); = cos (9 ) 10); + €% sin (%) 1), (4.48)
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0. 0

| =), = cos (57) 1), — e " sin (EJ) 10); (4.49)

com j = A,B,C e {|0),,[1),} sdo os autoestados do operador o7. Temos também que
{p}) = 0.

Assim, a discérdia global para este estado sera dada por

pi = Trix(p) = al;, o que implica que S(jy4,|

0(P)mintor.ory = S(Pl|P{P}))- (4.50)
De acordo com [50], temos

S(p=3— -logy(1—c)— %(14—70) log, (1 + 7c) (4.51)

ol 3

S(®{p}) =3 — 2(1 _ ) log,(1— ¢) — 3(1 4 3¢) logy(1 + 3¢). (4.52)

Desta maneira, a discordia quantica global sera dada por
. 1 1 1
i(p) = —1(1 + 3c¢) logy(1 4 3¢) + §<1 —¢)logy(1 —c¢) + §(1 +7c)logy(1 4 7c).  (4.53)

Vemos que, para um estado maximamente emaranhado do tipo GHZ, temos §(p) = 1;
e para um estado maximamente misto, temos §(p) = 0. No primeiro caso, a discérdia
global é capaz de capturar toda a correlacao que advém do emaranhamento. Ja no segundo
caso, como o sistema é separavel, todas as correlacoes sao classicas e nao ha diferenca entre
medir a entropia do sistema usando qualquer uma das férmulas para a informacao mitua,

sendo assim, a discordia é nula.
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Figura 4.4: Discérdia quantica global para um estado de Werner-GHZ em funcao do

parametro ¢ [50].



Capitulo 5

Interferometrias classica e quantica

“In general, there is no way to explain what an individual photon does, and we have
good reasons to believe that this is not just our ignorance, but that this fundamental role

of probability is a basic feature of how the universe works.’

Anton Zeilinger

5.1 Interferometrias classica e quantica

Ap6s mais de cem anos de experimentos quanticos com particulas individuais, um
novo campo de interferometria quantica teve inicio no final dos anos 1980, a interferometria
de duas particulas [51, 52]. A esséncia deste tipo de interferometria reside na aplicagao
de técnicas de recombinagao de feixes de estados quanticos emaranhados [53].

Neste capitulo, vamos discutir acerca dos experimentos de difracao por uma aber-
tura estreita e interferéncia classica da dupla-fenda de Young, bem como a visao da
mecanica quantica sobre tais experimentos, sendo este ultimo conhecido, neste contexto,
como experimento de inferferéncia de uma particula. Vamos também abordar o conceito
de inteferéncia quantica entre duas ou mais particulas, o qual também costuma estar bas-

tante associado ao conceito de emaranhamento.

5.1.1 Difracao e Interferéncia

Vamos considerar primeiramente o processo de difracao, e, para isto, vamos imag-

inar a situacdo em que um feixe de particulas que passa por uma tela com uma tnica

39
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op.

62I

Figura 5.1: Difracao por uma fenda: um feixe paralelo de particulas F' é difratado através
de uma fenda. A largura da fenda 0z indica a precisdo na posicio de uma particula
ao longo do eixo z. Esta precisao estd relacionada com a maior ou menor dispersao do
momento vertical dp, (em azul), através da relacdo de incerteza entre posicdo e momento

linear. « indica o angulo de dispersdo maximo. Adaptado de [26].

abertura, com largura a. Neste caso o angulo «, que determina a largura do padrao de
difracao formado ao longo de uma tela de deteccio, sera relacionado com a largura da
abertura por

, A
sina = —, (5.1)

onde A é o comprimento de onda de de Broglie associado a uma particula. Se consider-
armos a relacdo de de Broglie A = h/p, onde h é a constante de Planck e p é o momento
linear, temos sina = h/pa. E, além disso, a componente vertical de p serd dada por
0p, = psina. Assim, se considerarmos que a é a incerteza da posicao dz da particula na
direcao z, temos

Concluimos que, quanto menor a largura a da fenda é, maior a indeterminacao em p,, e
vice-versa [26].

Agora vamos considerar que haja duas fendas, ao invés de uma. Neste caso, pode-
mos citar o experimento cldssico da dupla fenda de Young [1], onde a luz monocromética

é dividida em dois feixes que, apés percorrerem caminhos separados, eles sao recombina-
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dos no ponto de observacao. Este experimento pode ser descrito sem que recorramos a
mecanica quantica, da seguinte forma: o feixe de luz é descrito em termos da amplitude
de campo elétrico, sendo o principio da superposicao de ondas aplicado, assim, a ampli-
tude resultante do campo elétrico no ponto de observacao serd dada pela superposicao
dos campos oriundos de cada fenda. Esta soma de amplitudes das ondas que chegam a
tela de detecgao, em fase ou nao, possibilita o surgimento de um padrao sinusoidal na
intensidade medida na tela de detecgao [55].

Entretanto, algo interessante ocorre quando a intensidade da fonte é atenuada:
mesmo que o experimento seja performado de modo que tenhamos a certeza que, apenas
um féton passa pelas fendas por vez, o padrao de interferéncia ainda pode ser observado
ap6s um grande numero de detecgdes. A descricao quantica do processo de interferéncia
em um experimento do tipo duas fendas se da por meio, nao mais das amplitudes de
campo elétrico provenientes de cada fenda, mas por meio do principio da superposicao,
e da soma resultante das amplitudes de probabilidade de uma particula passar por cada

uma das fendas [54, 26]. Neste caso, a func¢ao de onda no ponto z da tela de detecdo sera

U(z) = Y1(2) + ¥a(2). (5.3)

A densidade de probabilidade de deteccao de uma particula no ponto z sera dada por

p(2) = [1(2)|>. Deste modo,
p(z) = p1(2) + p2(2) + pi(2), (5.4)

onde pi(z) = [1(2)%, p2(2) = [2(2)]” e pi(2) = v1(2)"¥2(2) + P1(2)¢2(2)". O dltimo
termo da equagao (5.4) é chamado termo cruzado, e é o que da origem ao padrao de
interferéncia.

Quando nao h&, em principio, um meio de saber qual caminho a particula tomou,
isto é, quando a particula nao deixa no ambiente qualquer informacao fisica de por qual
fenda ela passou, a superposicao de amplitudes de probabilidade de passar por cada
fenda pode ser aplicada e, neste caso, ha origem de um padrao de interferéncia quantico
com maxima visibilidade. J& na situacao em que é possivel determinar completamente
a trajetoria da particula, nenhum padrao de interferéncia é observado. Temos, portanto,
duas situacoes possiveis que se complementam: comportamento ondulatoério, através do
padrao de interferéncia de uma particula; e comportamento corpuscular, por meio da

possibilidade de determinagao do caminho da particula [56]. Estes comportamentos sdo
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Figura 5.2: Aparato fenda-dupla: um feixe F' atravessa um anteparo contendo duas fendas,
1 e 2, separadas por uma distancia d. Apds percorrerem os caminhos r; e ro, os feixes sao
recombinados no ponto z de uma tela de deteccao paralela ao anteparo, e que estd a uma

distancia L do mesmo. Adaptado de [26].

manifestacoes limites, regidos pelo principio da complementaridade, quando aplicado as
propriedades posicdo e momento linear conjugado de uma particula [57]. Niels Bohr
considerou que haviam apenas os dois extremos acima citados: se o experimento era
tal que havia a possibilidade de determinar o caminho da particula, nenhum padrao de
interferéncia era formado; se no experimento nao havia como determinar o caminho, o
padrao de interferéncia aparecia. Para Bohr, as descricbes da realidade microscépica
estavam intimamente relacionadas a interacao entre o aparato experimental e o objeto de
experimento, e que era necessario escolher qual das duas manifestagGes experimentais iria
ser observada, pois elas eram mutuamente excludentes: “ somos apresentados a escolha
de tracar o caminho da particula ou observar os efeitos de interferéncia” [58].

Trabalhos posteriores demonstraram, porém, que esses dois extremos experimen-
tais considerados por Bohr, sao sé duas manifestacoes de uma situacao mais geral em que
é possivel ter informacao parcial sobre caminho e ainda assim obter um padrao parcial de
interferéncia [59, 60]. E possivel, também, relacionar matematicamente duas quantidades
interferométricas que estao atreladas, respectivamente, a qual caminho a particula tomou

(distinguibilidade) e o padrao de interferéncia formado em uma tela de deteccdo (visibil-
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idade) [61]. A relacdo matemadtica entre distinguibilidade e visibilidade é dada por meio
de uma desigualdade, conhecida como relagao de dualidade Englert—Greenberger—Yasin
[62, 63], sendo que, maxima distinguibilidade significa nenhuma visibilidade do padrao de
interferéncia, e padrao de interferéncia maximamente visivel significa nenhuma informagcao
a respeito do caminho tomado por cada particula. Até aqui, nossa andlise neste capitulo

se restringiu aos experimentos de tnica e dupla-fenda, envolvendo uma tunica particula.

5.1.2 Interferéncia quantica de duas particulas

Experimentos envolvendo interferéncia quantica de duas particulas podem envolver
mais de um tipo de fenomenos [4, 51, 52]. Aqui vamos considerar uma situagao especifica,
envolvendo duas particulas, a e b, descritas por uma tnica fun¢ao de onda W(r,, 7; t); cuja
a probabilidade de deteccao conjunta de a no ponto 7, e de b no ponto 73, em coincidéncia,
¢ dada por

P = |U(ry, ;1) (5.5)

Aqui, também, ha dois tipos de situacao que se complementam: se, em um ex-
perimento envolvendo este par de particulas, existe a possibilidade determinar o caminho
tomado por uma particula por meio da observacao da trajetéria da outra, entao as taxas
de deteccao individuais em cada detector serao constantes, e nao havera padroes de inter-
feréncia individuais, por motivos ja explicados nas se¢oes anteriores. Entretanto, quando
se analisa a taxa de detecgao conjunta dos dois detectores (5.5), a mesma tém dependén-
cia sinusoidal, e este é um tipo de interferéncia nao-local, que é uma caracteristica da
mecanica quantica [64]. Por outro lado, se o experimento é tal que nao existe a possibili-
dade de determinar o caminho de uma particula por meio da observacao da outra, entao
ambas as particulas podem apresentar padroes individuais em cada tela de deteccao, mas

nao havera padrao sinusoidal na probabilidade de detec¢ao em coincidéncia [65].

Vale ressaltar que, em todos os casos descritos, tanto para o experimento com uma
unica particula descrito na se¢ao anterior, como para o par de particulas aqui mencionado,
nao é necessario que nenhuma observacao seja realmente feita, o que importa é que exista
a informacao armazenada no experimento, que pode ser coletavel ou nao, de “por qual
caminho” a particula passou. O “rastro” fisico deixado pela particula é o que destrdi,

parcial ou completamente, o padrao de interferéncia.
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Sp

Figura 5.3: Uma fonte S gera um par de particulas, a e b, que sao submetidas aos aparatos
tipo fenda-dupla a esqueda e a direita, respectivamente. Apds passarem por cada aparato,

as particulas sao detectadas nas telas Sy e Sp, nos pontos z4 e zp.

Para uma melhor visualizacao do experimento envolvendo um par de particulas,
vamos considerar o exemplo de uma fonte S, que emite um par de particulas, a e b. Esta
fonte esta posicionada no meio de um interferometro constituido de duas placas paralelas
e opacas, com duas fendas simetricamente posicionadas em cada placa. Também ha
duas telas de deteccao posicionadas atras de cada placa, Sx e Sp, respectivamente. Os
detectores marcam as coordenadas verticais para as quais o par de particulas chega.

Se a fonte S estd inicialmente com sua posicao vertical bem definida, para que
a relagao de incerteza seja satisfeita, o seu momento linear vertical deve possuir grande
dispersao. Neste caso, por causa da dispersao vertical do momento, nao havera como
determinar a trajetoria de uma particula com base na observacao da outra. Entretanto, se
a fonte se encontra aproximadamente em repouso, a incerteza com relagao a sua localizacao
vertical é considerdvel, ja que o seu momento linear vertical é bem definido. Deste modo,
pelo principio da conservacao do momento linear, as duas particulas emitidas se deslocarao
em diregoes opostas, sendo possivel determinar o caminho de uma através da observagao
da outra.

O tipo de interferéncia predominante que podera surgir esta relacionado com a
geometria vertical da fonte e com a distancia entre as fendas. Por exemplo, uma fonte
dispersa (verticalmente larga), isto é, onde a largura vertical D da fonte é tal que, D >>
A/6, onde 0 é o angulo formado entre o par de aberturas e A é o comprimento de onda
(6ptico ou de de Broglie), provoca o apagamento das franjas de interferéncia individuais,

ja que ha uma precisao maior no momento linear vertical, pela relacao de incerteza, o que
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acarreta na pouca iluminacao simultanea das fendas. Por outro lado, no caso de uma fonte
bem localizada (D << A/f) hé a origem de padroes de interferéncia individuais em cada
tela de detecgao, ja que isto implicara numa maior dispersao do momento linear vertical,
novamente pela relagao de incerteza, e portanto, as fendas serao ambas bem iluminadas

simultaneamente

5.1.3 Quantificagao da interferéncia quantica genuina entre dois

qubits

Para a configuragao do experimento da figura (5.3), vamos denominar |A4;) e |Ay)
os estados quanticos para a particula a, correspondentes as passagens pelas fendas 1 e
2 a esquerda, respectivamente. De modo analogo, vamos nomear |B;) e |Bs) os estados
quanticos para a particula b, que correspondem as passagens pelas fendas 1 e 2 a direita,
respectivamente. Podemos estabelecer a base para o sistema bipartido AB através de
quatro estados quanticos ortogonais, dados pelos produtos tensoriais |A4;) |B;), com i, j =

1,2. Assim, o operador densidade que descreve genericamente este sistema é dado por

p =p11 |Ar) | Br) (Ar] (Bi] + pra2 | A1) [ Br) (Ai] (Ba| + p13 |A1) | Br) (As|

P14 |A1 |Bl AQ‘ By |+p21 |A1 |B2 A1| B1|+p22|A1 | By

P23 |A1 |B2

)18
) 1B
)1B) (5.6)
) 1B
) 1B2)
)1B2)

Sy

P32 |Asz) | Ay | (Ba| 4 pss |A2) | Br) (As| (B1| + pas |A2) | B1
pa1 |Az) | Ba) (A1] (B1] + paz |A2) | By

A4

( ) |B1) (Ax € ) |B1) (Az| (B

( ) |B2) (A ( ) |B2) (A1] (By

(Ao| (Bi| + p2a | A1) | B2) (Ao| (Ba| + ps1 | A2) | Br) (Ar] (Bi| +
( ) |B1) (Az] ( ) |B1) (Az| (By

( ) |B2) (A1 (Ba| + pas [Az) | Bz) (As| (B
(

(B
{
{
{
{
(Bs

P44|A2 |B2 Az‘

onde p;; com ¢,j = 1,2,3 e 4 sao os elementos de matriz na base referida.

Estamos interessados em obter a densidade de probabilidade conjunta para este
sistema, pois, a partir desta, poderemos computar a interferéncia de duas particulas.
Para tanto, vamos calcular a densidade probabilidade conjunta de detecgao da particula
a no ponto z4, e da particula b no ponto zp, respectivamente em S, e Sg. Esta densidade

conjunta é dada por

p(za,28) = (24l (28] P |2B) |24) (5.7)

onde |z4) e |zp) sdo os respectivos autoestados de posigao.
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Figura 5.4: Diagrama do aparato apresentado na figura (5.3). O angulo 6, bem como os
paramentro L e d sao tteis para a determinacao da densidade de probabilidade conjunta

de detecgao das particulas em Sy e Sp.

Vamos assumir que, apds atravessar uma fenda, a funcao de onda associada a

particula emergente tem forma esférica. Desta maneira, podemos escrever

eik:rAl
Ya(ra) = (ralA) = (5.8)
TAl
e
eikrBl
VYpi(re) = (rei|Br) = , (5.9)
Bl

para as particulas a esquerda e a direita, respectivamente. Aqui, k representa o nimero
de onda, e r(4 gy as distancias entre as fendas e pontos de detecgao, com 1 = 1, 2, como
ilustrado na figura (5.3).

No limite em que a distancia entre as fendas é muito menor que a distancia do
aparato até a tela de detecgao, podemos considerar que o regime de difracao de Fraunhofer
¢ valido [66, 67]. Entao, temos ra12) = L F 024 e rpa2 ~ L F 0zp, com L e ¢ definidos
na figura (5.4).

Levando em consideragao estas informagoes, podemos reescrever (5.7) como

p(zA - ) _ P11 T P22 + P33 +
"B TIB[L — 20(2a + 25)] | L3[L — 20(z4 — 25)] | L3[L +20(z4 — 25)]
2 . .
P44 + = Re(p236—21k0(zA—zB)) + Re(p146_2lk9(z’4+z3))—+(5,10)

L3[L+2(9(ZA—|—ZB)] LA

Re(p24672ik9“)—l—Re(pwe%kg“)—i—Re(plQeQikng)—l—Re(p34672ik923) )

Rearranjando esta expressao, temos



47

p(z - ) _ P11 4 P22 i P33 i
ArB L3[L —20(za + 2zB)]  L3[L —20(z4 — z5)] L3[L+20(z4 — 2B)]
paa 2

I3L + 20(24 + 23)] +71 [Ro3 + Ri4] cos(2k0z4) cos(2k0zp)+

[Ro3 — Ry4]sin(2k0z4) sin(2k0zp) + [Ia3 + I14] sin(2k0z4) cos(2k0zp)+ (5.11)

[[14 — Io3) cos(2k0z4) sin(2k0zp) + [R13 + Raa) cos(2k0z4)+
[ng + R34] COS(2]€92’3> + []24 — ]13] sm(?k:@zA) -+ [134 — ]12] 51n(2k923) s

onde usamos a notacao p;; = R;; +1l;; para as entradas da matriz densidade, com ¢ sendo
a unidade imagindria, e, I;; e I;; as partes real e imagindria de p;;, respectivamente.
Podemos observar que, os quatro primeiros termos da equagao (5.11) representam as den-
sidades de probabilidade de deteccao das particulas a e b, respectivamente, nos pontos z4
e zg para os casos em que ha informacgao completa sobre o caminho que cada particula
tomou, ou seja, por qual fenda elas passaram. Estes termos nao contribuem com nenhum
tipo de efeitos de interferéncia. Os primeiros quatro termos dentro dos colchetes quantifi-
cam a existéncia de oscilagoes na taxa de detecgao em coincidéncia das particulas a e b,
nas respectivas telas de deteccao. Por ltimo, os quatro tltimos termos dos colchetes sao
responsaveis por efeitos de interferéncia de uma tunica particula. Isto significa que estes
ultimos termos dao origem a padroes espaciais de interferéncia individuais nas telas de
deteccao.

Uma oscilagao na taxa de deteccao conjunta de pares de particulas a e b, advinda
da interferéncia de duas particulas, é um fenomeno puramente quantico, sem qualquer
analogia classica. Entretanto, devemos considerar também que, ao considerar-se conjun-
tamente os padroes de interferéncia individuais em cada tela, estes vao contribuir nas
medidas da taxa de detecgao conjunta, embora nao sejam, obviamente, caracteristicas da
interferéncia de duas particulas. Assim, a interferéncia entre duas particulas s é con-
tabilizada corretamente quando subtrairmos esses padroes individuais. Apds a subtracao,
restard apenas a interferéncia que caracteriza uma correlacao nao-local entre a e b.

Para exemplificar melhor o argumento de subtracao dos termos que representam in-
terferéncias individuais, vamos considerar o modo oscilatério cos(2k0z4)cos(2k0zp). Na
equagao (5.11), vemos que este termo acompanha o fator 2(Ra3 + Ri4) €, como men-
cionado anteriormente, este termo é um dos quatro que representam a interferéncia

quantica genuina entre duas particulas. Podemos notar ainda que o produto de ter-
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mos de interferéncia individual 4[( Ry3 4+ Ras)(R12 + R34)] também estd associado ao modo
oscilatério cos(2k0z4)cos(2kfzg). Desta maneira, devemos subtrair o segundo caso do
primeiro, para que tenhamos apenas interferéncia quantica genuina entre duas particu-
las. O mesmo tipo de raciocinio pode ser aplicado para os outros trés modos oscilatorios:
os termos 2(Rgs — Ri4) e 4[(Io4 — I13)(34 + I12)] contribuem com o modo oscilatério
sin(2k0z4)sin(2k0zp); os termos 2(Iog + [14) € 4[(I24 — I13)(R12 + R34)] contribuem com o
modo sin(2k0z4)cos(2k0zg); e os termos 2(114— I3) € 4[(R13+ Rag)(I34+ I12)] contribuem
com uma interferéncia do tipo cos(2k6z4)sin(2k0zp).

Os quatro modos oscilatérios acima considerados formam uma base para funcoes
bidimensionais oscilatérias com periodo ¢ = 7/kf para z4 e zp. Portanto, podemos

escrever

F(2,75) = Acos (27”) cos (% n) + Bsin (3Faa ) sin (5 n) + -
sin (%) cos (%en ) + Deos (2 ) sin (%Fan).

onde ) )

02 )2 9 9

= 4/62/ f(za, zB)cos (—WZA> cos (—ﬂ—ZB> dzadzp, (5.13)
020/ 4 4
02 )2 9 9

= 4/62/ f(za,zB)sin <—7rz,4) sin (lZB> dzadzp, (5.14)
0202 ¢ 4
02 )2 9 9

C= 4/52/ f(za,zB)sin <—7Tz,4) cos (—WZB) dzadzp, (5.15)
02 —es2 ¢ ¢
02 )2 9 9

= 4/52/ f(za, zB)cos (—WZA) sin <—7Tz3) dzadzp. (5.16)
020/ ¢ ¢

Assim, os quatro modos oscilatérios bidimensionais, apresentados na equacao (5.11), sdo
linearmente independentes, o que nos permite analisd-los separadamente.

Baseando-se nos argumentos apresentados acima, podemos construir um quantifi-
cador de interferéncia genuina entre dois qubits, isto é, duas particulas a e b, submetidas
ao aparato apresentado na figura (5.3). Este quantificador nos fornece a quantidade de

interferéncia quantica genuina, e é escrito da seguinte forma
P (p) = 2{|(323 + Ri4)? — 4[(Ruz + Ro)(Raa + Rz4)]|

+|(Ra3 — R14)2 — 4[(L2a — I13) (134 — ]12)]2’
+|(123 + 114)2 — 4[(I24 — I13)(Ri2 + R34)]2|

(5.17)

+| (114 — [23)2 — 4[l34 — L12) (R + R24)]2’}>
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dado em termos das entradas da matriz densidade p. O indice superescrito 2 na expressao
12(2)(,6) indicam a dimensao do espago de Hilbert de cada parte; enquanto o indice 2
subescrito indica a quantidade de partes.

Vamos analizar o quantificador dado em (5.17) para alguns casos. Por simplicidade,
vamos considerar que: |A;) |By) — [00), |A;) [B2) — |01), |As) |B1) — |10) e |As) |Bs) —
|11). Estados puros gerais de dois qubits podem ser escritos nas formas |®(6,¢)) =
cos 6 ]00) + e sin 6 [11) e [¥(6, ¢)) = cos |01} + ¢ sin § |10), para os quais temos Zi>) =
sin?(260). Vemos que este resultado é independente de ¢, e ainda que I§2) = 1 para os
estados de Bell, que sdo obtidos quando fazemos 6 = w/4 e § = 37/4 (para ¢ = 0),
e If) = 0 para estados separaveis, obtidos quando §# = 0 e # = 7/2. Outro exemplo
importante é quando consideramos um estado arbitrario puro separavel, [¢)) = [14) |¢B),
com |4) = cos(01/2)|0) + e sin(h,/2) 1) e [g) = cos(Bs/2)|0) + €2 sin(6,/2)|1).
Neste caso ¢ possivel mostrar que 152) = 0, o que é esperado para estados puros separaveis.
Podemos perceber que o quantificador é eficaz na captacao das correlagoes desde estados
maximamente emaranhados, até os totalmente separaveis.

Ainda é possivel analisar o seguinte estado misto

pu 0 0 0
0 ppw 0 0
0 0 ps3 O
0 0 0 pu

(5.18)

>
|

para o qual temos 12(2) = 0, como seria esperado. Devido ao fato do quantificador 12(2) ser
nulo para o caso em que todos os elementos de fora da diagonal principal serem nulos,
poderiamos estar tentados a achar que ha uma conexao entre este e o conceito de coeréncia
quantica, ja que ambos apresentam esta mesma propriedade [68, 69].

Vamos analisar agora o caso do estado de Werner de dois qubits, definido como

1—p-.
pw = plo ) (w0 + — L. (5.19)

Como demonstrado nos capitulos anteriores, para este estado, a discordia quantica é nao
nula para p > 0, e o emaranhamento de formagao é nao-nulo para p > 1/3. Podemos
comparar os comportamentos da discordia quantica e do emaranhamento de formagao
com o quantificador dado em (5.17), em fungao do parametro p. A partir da figura (5.5),

podemos perceber que ha interferéncia de duas particulas mesmo quando nao ha emaran-
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Figura 5.5: Grafico comparando a interferéncia quantica genuina com o emaranhamento
de formacao e a discordia, para o estado de Werner de dois qubits, como funcao do
parametro p. Podemos notar que tanto Iéz) como a discordia sao nao-nulas para 0 < p <
1/3, ou seja, mesmo quando o estado é separdvel. Todas as trés correlagbes possuem valor

1 quando p = 1.

hamento. Esta descoberta contraria a ideia de que é preciso que haja emaranhamento

para que haja interferéncia de duas particulas [2].

5.1.4 Quantificagao da interferéncia quantica genuina entre trés
qubits

De maneira similar a abordagem feita na se¢ao anterior, vamos tratar agora do
caso de trés qubits. Para tal, vamos imaginar que uma fonte emite simultaneamente trés
particulas a, b e ¢, e que estas particulas sao enviadas separadamente para cada um dos
trés aparatos tipo fenda-dupla apresentados na figura (5.6). Vamos nomear os estados
|A1) e |Ay) para a particula a passando pelas fendas 1 e 2 do seu respectivo aparato
experimental; |B;) e |Bs) para a particula b; e |Cy) e |Cy) para a particula c. Podemos
escolher como base os estados-produto |4;) |B;) |Ck), com 4, j, k = 1,2, para representar
um estado geral do sistema tripartido em questao. Como no caso anterior, podemos
representar o operador densidade nesta base (ver apéndice A).

Neste caso, a densidade de probabilidade conjunta de medirmos a, b e ¢ nos pontos

ZaA, 2B € Zc, em coincidéncia, é dada por

p(z4, 28, 2¢) = (2al (28] (2c| P |z0) [2B) [24) - (5.20)

Se assumirmos que as fungoes de onda das particulas, apés emergirem das fendas,
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Figura 5.6: Ilustragao de um sistema de trés qubits: uma fonte S emite trés particulas a,
b e c. Posteriormente cada particula é submetida a um aparato do tipo fenda-dupla. Apds
passarem pelos aparatos, tais particulas sao detectadas nas telas S4, Sp e S¢, que marcam
suas posicoes nos pontos z4, zg € z., respectivamente. Investigando os comportamentos
de interferéncia de uma tunica particula, duas particulas e trés particulas produzidas por
este experimento, pode-se obter informagcoes sobre a interferéncia quantica genuina entre

trés particulas.
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sao esféricas, e que a geometria de cada um dos aparatos é tal que é possivel aplicar o
limite de difragao de Fraunhofer, temos uma densidade de probabilidade conjunta, cuja
expressao se encontra no apéndice A.

Como mencionado no capitulo 3, quando tratamos de um sistema de trés qubits,
os mesmos podem apresentar emaranhamento tripartido através de duas classes distintas:
estados do tipo GHZ e estados do tipo W. Para a classe GHZ, se medirmos o estado
de um dos subsistemas, os outros dois subsistemas passarao a estar em um estado puro
separavel. Ja para a classe W, se medirmos um subsistema os outros dois subsistemas
passarao a estar em um estado emaranhado bipartido. Inferimos disto que um sistema
de trés qubits pode produzir dois tipos inequivalentes de interferéncia de trés particu-
las: um que existe quando todas as trés particulas sao monitoradas simultaneamente,
que chamaremos de interferéncia do tipo GHZ; e outro que aparece apenas quando as
particulas sao monitoradas aos pares, que chamaremos de interferéncia do tipo W.

A partir desta argumentacao, para construir um quantificador de interferéncia do
tipo GH Z, esperamos que os tnicos efeitos de interferéncia produzidos por estados do tipo
G H Z sejam oscilacoes nas taxas de deteccao conjunta das trés particulas. Estas oscilagoes
podem ser observadas quando se varia as posicoes relativas dos pontos de deteccao z4,
zp and z¢. Por outro lado, nao esperamos nenhum outro tipo de interferéncia para
estados do tipo GH Z, como por exemplo, quando temos oscilagoes na taxa de coincidéncia
observando apenas um par de particulas, ou no caso de interferéncia espacial de uma tinica
particula.

Assim, como feito para o caso de dois qubits, podemos quantificar a interferéncia
quantica genuina de trés particulas, a partir da expressao para densidade de probabilidade
de deteccao conjunta, que se encontra no apéndice A. Novamente, para contabilizar cor-
retamente a interferéncia de trés particulas para tipo GH Z, é preciso levar em conta que
combinagoes de produtos de fungoes oscilatérias de duas particulas com uma funcao os-
cilatéria de uma unica particula, ou até mesmo a combinacao de produtos de trés fungoes
oscilatérias de uma tnica particula, podem produzir um comportamento que poderia ser
confundido com uma interferéncia genuina produzida por um estado GHZ. Deste modo,
devemos subtrair os efeitos destas combinagoes para que reste apenas a interferéncia
quantica genuina de trés particulas.

Se estamos interessados, por exemplo, em estudar o termo de interferéncia
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{cos(2kby ) cos(2kOyp) cos(2kOyc)}, vemos que o mesmo estd associado a soma Riyg +
Ror 4+ Rss + Rys, aos produtos (Ris + Rag + Rsr + Rus)(Ria + Ros + Rss + Rer), (Ris +
Ray+ Rs7 + Reg) (Ris + Ros + Rag + Rar), (Ri2+ Raq+ Rse + Reg) (Rig + Rog + Ras + Rag), e
ao produto (Rys+ Rog + Rar + Rys)(R13 + Ros + Rs7 + Res) (Ria + Rsy + Rss + R7s). Entre
todas estas contribuicoes, a tinica que esta relacionada com interferéncia quantica genuina
de trés particulas é a do fator {Rs + Ror + Rss + Ras}. Além do modo de interferéncia
do tipo cos(2k0y ) cos(2kbyp) cos(2k0yc), ha ainda, na expressao para a densidade de
probabilidade conjunta, outros sete modos de interferéncia de trés particulas, e que sao
linearmente independentes.

Finalmente, podemos construir o quantificar para interferéncia quantica genuina

de trés particulas de estados do tipo GH Z, que é dado por
18
A (4)
Tonz(p) = 3 E-—1 Lonz: (5.21)

onde os elementos Ig}{ , estao listados no apéndice A.

Vamos exemplificar a validade do quantificador dado em Eq. (5.21). Por simplici-
dade, vamos considerar a base cmputacional para os trés qubits: |A;) |B;) |C1) — [000);
A1) [Bu) [Ca) = [001); [A) [Ba) [C1) = 010); A1) [By) [Ca) = [011); | Az} By} [Ch) —
|100); |A2) |By) |Ca) — |101); |A2) |Ba) |Ch) — |110) e |Ag) |Bs) |Co) — [111). Assim,
temos que o estado [¢), = cos(a) [000) + € sin(a) [111) nos fornece Zgpz = sin’(2a).
Para a = w/4 ou 37n/4, temos Zguz(p) = 1, que corresponde a estados GHZ maxi-
mamente emaranhados. Por outro lado, para o caso de estados arbitrarios separaveis,
W)y = [¥a) [¥5) [Yhc), com [a) = cos(61/2) [0) + e sin(61/2) 1), [p) = cos(62/2) [0) +
€2 5in(6,/2) |1) e [1be) = cos(63/2) |0) + '3 sin(f3/2) |1), temos Zgrz = 0.

Nos voltamos agora para a producao de interferéncia quantica genuina de trés
particulas de estados do tipo W, no aparato da figura (5.6). Neste caso, efeitos de intefer-
éncia do tipo W surgem quando observamos duas particulas por vez nas telas de deteccao,
mas nao ha efeitos de interferéncia simultaneos de trés particulas, e nem de uma tnica
particula. Assim, efeitos de interferéncia para os estados W sao detectaveis apenas quando
as particulas sao detectadas em pares, i.e., quando sao verificadas oscilagoes na taxa de
deteccao apenas quando se varia a posigao relativa de dois pontos de detecgao tomados
dentre z4, zp e z¢. Para quantificar a interferéncia para estados do tipo W devemos nos

voltar novamente para a densidade de probabilidade dada na equagao (6.6). Devemos
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encontrar todos os termos que contém o produto de duas funcoes oscilatérias das var-
iaveis z4, zp € z¢, assim como também a combinacao (produto) de fungdes oscilatérias
individuais que produzem efeitos similares. Estas quantidades estao listadas no apéndice
A.

Dados os quantificadores para todos os modos possiveis de interferéncia de duas
particulas, e sabendo que estados do tipo W apresentam interferéncia quantica genuina
se todas as trés particulas sao quanticamente correlacionadas, mas que estas correlagoes
se estabelecem apenas entre pares de particulas, podemos escrever um quantificador para
estados do tipo W. Assim, a interferéncia quantica genuina para estados do tipo W para

um estado arbitrario de trés qubits é dada por

Iw(p) = (%) 3

e II(,%C dados pelo conjunto de equagoes de (6.15) até (6.26), que se

4 4 4
i j k
> 0w Y e Tivhe| - (5.22)
j=1 k=1

i=1
com Ilg;)abv I‘(;/)ac
encontram no apéndice A. O fator de normalizacao (9/8)? foi introduzido para estabelecer
que Iy (p) = 1, para estados maximamente emaranhados do tipo W. Testando este
quantificador um estado arbitrario puro e separavel, da forma [V), = |¢a) [¢¥B) [Yc),
com |1p4) = cos(0y/2)|0) + e sin(6,/2)|1), |g) = cos(62/2)]0) + €'?2sin(6,/2)|1) e
[c) = cos(63/2)]0) + €3 sin(fs/2) |1), obtemos Zy (p) = 0, como esperado. Para um
%[|100> + €1 |010) + €2 |001)], obtemos Zy (p) = 1.

De um modo geral, para quantificar a interferéncia quantica genuina de trés particu-

estado geral do tipo W, [¢), =

las, precisamos somar os quantificadores para estados dos tipos GHZ e W, sendo esses
quantificadores independentes entre si, ou seja, quantificam interferéncia para duas as

classes distintamente. Deste modo, o quantificador geral é dado por
T(5) = Tonz(p) + Tw (p), (5.23)

com Zapz(p) e Zw(p) dados pelas equagoes (5.21) e (5.22), respectivamente. Os indices
3 e 2 em I?EQ) (p) indicam o numero de partes e a dimensdo do espago de Hilbert de
cada parte, respectivamente. De acordo com os testes realizados com o quantificador
geral, observamos que Zgpz(p) > 0 e Zyy(p) = 0 para todos os estados do tipo GHZ, e
Zeuz(p) =0 e Iy (p) > 0 para todos os estados do tipo W, como esperado.

Vamos considerar o estado misto de trés qubits a seguir, conhecido estado Werner-

GHZ. Este estado pode ser definido como uma mistura do estado GHZ e da identidade
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Figura 5.7: Graficos da interférencia quantica I§2) (ﬁ%,lchZ)) e da discordia quantica global

para o estado Werner-GH Z, dados pela equagao (5.24). Como podemos ver, ambos o0s
quantificadores sao nao-nulos no intervalo 0 < p < 1/5, para o qual o estado é separdvel

14, 70].

[71, 72, 73]:

1—p.
éﬁ”M:mGHZMGHZL+—§£L (5.24)

com 0 <p<1.

Na figura (5.7) comparamos nossos resutados, dados na equagao (5.23), com a dis-
cordia quantica global, dada na referéncia [?] para o estado Werner-GHZ. Como podemos
ver, ambas as quantidades sdo nao-nulas para p > 0. Este estado é separdvel parap < 1/5
[14, 70], e biseparavel para p < 3/7 [74]. Estes resultados confirmam que alguns estados
separaveis, bem como biseparaveis, podem exibir efeitos de interferéncia de trés particu-
las. E importante chamar atencao para o fato de que a interferéncia computadada para o
estado Werner-GH Z, I§2) ([B%C,:HZ)), possui contribuigoes apenas do estado tipo GHZ, ou

~(GHZ
(")

seja, Ly = 0 para todos os valores do parametro p.



Capitulo 6

Conclusoes e perspectivas

Durante o desenvolvimento deste trabalho, propusemos um método para quan-
tificar correlagoes quanticas através da interferéncia quantica genuina de duas e trés
particulas, que é um fenomeno puramente quantico. Esta interferéncia, em cada caso
estudado, é produzida por uma composicao de sistemas, em que cada parte consiste de
um aparato do tipo dupla-fenda. As expressoes obtidas em cada caso abordado neste
trabalho sao funcoes de elementos da respectiva matriz densidade, de modo que cada
quantificador funciona para um sistema genérico de dois e trés qubits.

Em casos especiais, onde consideramos estados puros, estes quantificadores servem
para medir emaranhamento em sistemas de dois e trés qubits. De fato, os quantificadores
7% (p) e TP (p) satisfazem alguns axiomas necessérios para candidatos a quantificadores

de emaranhamento [32], como:

e O emaranhamento nao pode aumentar sob operacgoes locais e comunicacao classica

(monotonicidade) ;

e O emaranhamento desaparece para estados separdveis: Iéz)(ﬁ)sep =0e I§2) (P)sep =

0;

Além dos dois axiomas acima, nossos quantificadores satisfazem a condicao de
normalizagao: Z(|®,)) = log,d, onde |®,) é um estado maximamente emaranhado e d é
a dimensao do espaco de Hilbert de cada parte.

Observamos ainda, por meio da aplicacao dos dois quantificadores para estados de
Werner, que a interferéncia nao desaparece para os intervalos em que estes estados sao

separaveis. Estes estados também possuem discordia quantica nao-nula nos respectivos

26
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intervalos de separabilidade [49, 50]. Por fim, ao contrario do que se espera, nossos resul-
tados demonstram que, possivelmente, nao ha necessidade de que haja emaranhamento
para que efeitos de interferéncia de muitas particulas sejam observados, como aceito até
entdo na literatura |2, 75, 76].

Esperamos,em breve, aplicar a metodologia desenvolvida durante este trabalho

para outros sistemas, como por exemplo, um sistema constituido por 2 qutrits.
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+ps7|Az) [ B1) [C) (Az| (Ba| (Ci| + pr5 [ As) [Ba) |Ch) (As| (Bi| (Ch (6.1)
+pss | A2) [ Br) [C1) (Az| (Ba| (Ca| + pss [A2) [Ba) |C2) (A (Bi| (Ch (6.2)
+pe7 | Az) [ B1) [Ca) (Az| (Ba| (Ci| + pr6 [As) [Ba) |Ch) (As| (Bi (Ca (6.3)
+pes | A2) [ Br) [Ca) (Az| (Bl (Ca| + pss [A2) [Ba) |C2) (A (Bi (Caf (6.4)

+prs |A2) | B2) |C1) (Ag| (Ba| (Ca| + psr |Az) [ Ba) [Ca) (Ao| (Ba| (Ch, (6.5)

que possui 64 entradas: p;; com i e j variando de 1 até 8.

2. Expressao para a densidade de probabilidade conjunta do caso de trés



qubits:

P(ZAa ZB, ZC) -
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P11 P22

T5[L —20(2a + 25 + 20)] | IP[L 4 26(—2a + 25 + 20))
P33 X P44

LSL+20(—za+ 2 — 2¢)]  LP[L+20(—z4 + 25 + 2¢)]
P55 i P66

LP[L +20(za — 2z — z¢)|]  LP[L+20(z4a — z5 + 20)]
Pt I P88

LSL+20(za+ 2z — z¢)]  LP°[L+20(z4 + 2z + 2¢)]

+

_|_

_|_

2
+ ﬁ{[ng + Ror + Rss + Rys) cos(2k0z4) cos(2k0zp) cos(2k0z¢)

+ [L1g — Io7 + I35 — I45] cos(2k0z,4) cos(2k0zp) sin(2k0z¢)

+ [L18 + Ioy — I3 — I45] cos(2k0z4) sin(2k6zp) cos(2k0z¢)

+ [L1s + Lo7 + I36 + I45] sin(2k0z4) cos(2k0zp) cos(2k0z¢)

+ [~ Ris — Ro7 + Rss + Ruys] sin(2k0z4) sin(2k0zp) cos(2k0z¢)

+ [—Ris + Ro7 + R3¢ — Rus) cos(2k0z4) sin(2kfzp) sin(2k0z¢)

+ [—Ls + Io7 + I3s — I45) sin(2k0z4) sin(2k0zp) sin(2k0z¢)

+ [~ Riys + Rar — Rsg + Rys] sin(2k024) cos(2k0zp) sin(2k0z¢)

+ [R17 + Ros + Rss + Rag) cos(2k0z4) cos(2k0zp)

4 [Lr + Tog — Iys — Iig) cos(2k0z,4) sin(2k0z) 00
+ [I17 + Log — I35 + 4] sin(2k0z4) cos(2k0zp)

+ [=Ri7 — Rog + R3s + Rug] sin(2k6z4) sin(2k0zp)

+ [Ri6 + Ras + Rss + Raz] cos(2k0z4) cos(2k0z¢)

+ [L16 — Ios + I3s — I47) cos(2k0z,) sin(2k0z¢)

+ [L16 + Io5 + I3s + L47] sin(2k0z4) cos(2k0z¢)

+ [=Rig + Ros — Rss + Ray7]sin(2k0z,4) sin(2k0z¢)

+ [R1a + Ro3 + Rsg + Rer] cos(2k02p) cos(2k0zc)

+ [[14 — Iog + Iss + Ig7) cos(2k0zp) sin(2k0z¢)

+ [I14 + Loz + Iss — Ig7] sin(2k0zp) cos(2k0z¢)

+ [=Ris + Rog — Rss + Rer] sin(2k0zp) sin(2k0z¢)

+ [Ri15 + Rog + Rar + Rug] cos(2k0z4) + [I15 + Iog + 37 + I4g] sin(2k0z4)

+ [R13 + R24 + R57 + Rﬁg] COS<2]€9,ZB) + []13 + ]24 + ]57 + RI68] Sin(ZkQZB)

+ [Ru —+ R34 -+ R56 —+ R7g] COS(2]€92@) -+ [R12 -+ R34 —+ R56 + R78] Sin(2k0z0)},
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com R;; e I;; na Eq. (6.1), sendo as partes real e imagindria de p;;, respectivamente.

3. Modos linearmente independentes para trés qubits:

1) cos(2k0y) cos(2kOyp) cos(2kOyc) modo para particulas A-B-C:

75, =4|(Ris + Rar + Rag + Rys)’—
4[(R15 4+ Rog + Rsr + Rug)(Ris + Rasz + Rss + Rer)+
(Ris + Roy + Rsy + Res)(Rig + Ros + Ras + Rur)+ (6.7)
(Riz + R3q + Rsg + Rug)(Rir + Rog + Ras + Ryg)]*—
16[(Ry5 + Rag + Rar + Rug)(Riz + Ros + Rsr + Reg)(Ria + Rss + Rse + Ris)]?|-

ii) cos(2k0y,) cos(2k0yp) sin(2kbyc) modo para particulas A-B-C:

Igl){z =4|(L1s — Lor + I36 — 145)2—
A[(Ris5 + Ros + Rz + Rag)(L14 + oz + Isg + Ie7)+
(Ri13 + Ros + Rs7 + Res) (L6 — Ios + I3s — Luz)+ (6.8)
(Ii2 + Isq + Iss + I7s)(Raz + Ros + Rss + Rag)]*—

16[(R15 + Ros + R3r + Rug)(Ri3 + Roa + Rs7 + Res) (Lo + L34 + 56 + [78”2’-

iii) cos(2k0y ) sin(2k0yp) cos(2kOyc) modo para particulas A-B-C:

Igl){z =4|(L1s + L7 — I36 — ]45)2—
A[(Ris + Ros + Rz + Rag) (14 — oz + Isg — le7)+
(I3 + Ioq + Is7 + Ieg) (R + Ros + Rag + Rar)+ (6.9)
(Riz + Raa + Rss + Ras)(Ii7 + Tos — I35 — Lug))*—

16[(Ry5 + Rog + Rar + Rag)(Liz + Tog + Isy + Ieg) (Ria + Rsa + Rs + Rizg)]?).

iv) sin(2k0y4) cos(2k0yp) cos(2k0yc) modo para particulas A-B-C:

I(G41){z =4|(L1s + Lo7 + Is6 + [45)2—

A[(11s + Tog + I37 + L4g) (Ria + Roz + Rsg + Rer)+

(Ra13 + Ros + Rs7 + Res) (L16 + Los + I3s + La7)+ (6.10)
(Ri2 + Rsa + Rsg + Rrs)(Ii7 + Ios — Iss + 1ug))*—
)

16[(115 + Io6 + I37 + 148)(Ri3 + Ros + Rs7 + Res)(Ri2 + Ras + Rse + R78)]2"
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V) sin(2k0y 4 ) sin(2k0yp) cos(2kByc) modo para particulas A-B-C:

Ik =4/(—Ris — Ray + Rag + Rus)*—
4[(Nhs + Io6 + I7 + Iug)(T1a — Inz + Isg — Ie7)+
(s + Tog + Isy + log) (116 + L5 + I35 + La7)+ (6.11)
(Ri2 + Rss + Rss + Rrs)(—Rir — Ras + Ras 4 Ryg)]*—
16[(115 + Iz6 + Isy + Lus) (I1s + Ioa + Is7 + Iss)(Riz + Ry + Rsg + Ras)]?|.

vi) cos(2k0y 4) sin(2k0yp) sin(2k0yc) modo para particulas A-B-C:

Iéﬁf){z =4|(—Rig + Ror + Rz — Rys)*—
4[(Ris + Rog + Ra7 + Rag)(—Ris + Rz — Rsg + Rer)+
(I + Toa + Isy + Ios) (116 — Tos + Iss — Lu7)+ (6.12)
(L2 + T34 + Ise + I7s)(I17 + Tos — Iss — Iug)]*—
16[(Ri5 + Ros + Rsr + Rus) (113 + Toa + Is7 + Ios) (L2 + 34 + Isg + I7s)]?].

vii) sin(2k0y4) sin(2k0yp) sin(2k0yc) modo para particulas A-B-C:

IC(}?IZ =4|(—I1g + Ioy + I3s — Iy5)*—
4[(115 + Ing + I37 + L4g)(—Ris + Roz — Rsg + Rer)+
(113 + Tag + Is7 + log) (— Rig + Ras + Ras + Rar)+ (6.13)
(Iiz + T34 + Isg + Izs)(—Ri7 — Ras — Rss — Ryg)|*—
16[(I15 + Iog + I37 + Lus) (I1s + Loa + Isy + Iss) (D12 + Isa + Isg + Izs)]°).

viii) sin(2k0y.4) cos(2k0yp) sin(2kyc) modo para particulas A-B-C:

Iy =4/(=Ris + Ror — Rsg + Rug)?—
4[(N1s + Iog + I3y + L4g) (11a — Io3 + Isg + Ig7)+
(Ri3 + Roy + Rs7 + Reg)(—Rig + Ros — Rag + Ryr)+ (6.14)
(I + Isq + Isg + Irs) (17 + Ios — Iss + L4g)]*—
16[(I15 + Ing + I37 + Lus)(Rus + Roa + Rsy + Res)(Ina + Isa + Isg + Izs)]?].

4. Contribuicoes para a interferéncia quantica genuina em estados do
tipo W:

i) cos(2k0y,) cos(2kfyp) modo linearmente independente para as particulas A-B:

II(/é)ab = 4|(Ri7+Rog+ Ras+ Rag)* —4[(Ri5+ Rag+ Rar+ Ras ) (Ri3+ Roa+ Rsr+ Res)|*|. (6.15)
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ii) cos(2k0y,) sin(2kfyp) modo linearmente independente para as particulas A-B:

II(A%LI) = 4|(L17+ Ios — I35 — L46)* — A[(R15 + Ros + Rar + Rag) (113 + Tos + Isy + Ies)]?|. (6.16)

iii) sin(2k0y 4 ) cos(2kfyp) modo linearmente independente para as particulas A-B:

Ii(/g')ab = 4| (L7 + Lo — I35+ Iis)* — 4[(Lis + Tog + I37 + L1g) (Ry3 + Rog + Rsy + Res)]?|- (6.17)

iv) sin(2k0y4) sin(2kfyp) modo linearmente independente para as particulas A-B:

I;(/ézlb = 4‘(_R17_R28+R35+R46)2_4[(115+]26+I37+I48>(Il3+I24+]57+]68)]2|- (6.18)

v) cos(2kfy ) cos(2kOyc) modo linearmente independente para as particulas A-C:

Iiyh. = Al(Rig+Ros+ Rys+ Rar)*—A[(Ris+ Rog+ Rar+ Ras) (Ruia+ Raa+ Rsg+ Rys) . (6.19)

vi) cos(2k8y4) sin(2k0yc) modo linearmente independente para as particulas A-C:

II(/tQ/)ac = 4|(L16 — Lo5+ I35 — 147)2 —4[(Ry5+ Ro6 + R3r + Rus) (L12+ 34+ I5g +I78)]2‘- (6.20)

vii) sin(2k0y4) cos(2kfyc) modo linearmente independente para as particulas A-C:

II(/;?;LC = 4| (L + Ios + I3s + L47)* — 4[(L15 + Tog + I37 + Lig) (Ri2 + Ras + Rsg + Ryg)]?|. (6.21)

viil) sin(2k0y.) sin(2kfyc) modo linearmente independente para as particulasA-C:

I{(/é')ac = 4’(_R16+R25_R38+R47)2_4[([15+[26+[37+I48>([12+I34+[56+[78)]2‘- (6.22)

ix) cos(2k0ygp) cos(2kOyc) modo linearmente independente para as particulas B-C:

Ii(/tlféc = 4|(Rys+Roz+ Rsg+ Re7)* —4[( Riz+ Roa+ R+ Reg) (Ria+ Ras+ Rsg+ Rrg)|?|. (6.23)
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x) cos(2k0yp) sin(2kfyc) modo linearmente independente para as particulas B-C:

Iy(/%c = 4|(Ly — In3 + Isg + Is7)* — 4[(Riz + Roa + Rs7 + Reg) (112 + Isa + Isg + Its)]?]. (6.24)

xi) sin(2k0yp) cos(2kOyc) modo linearmente independente para as particulas B-C:

II(/%C = 4| (g + Loz + Isg — Ig7)* — 4[(L13 + Iog + Isy + Isg) (Rig + Rsa + Rsg + Ryg)]?|. (6.25)

xii) sin(2kfyg) sin(2kfyc) modo linearmente independente para as particulas B-C:

T = 4)(—=Rys+ Ros — Rss+ Rer)> — A|(Lis+ oy + I + Igs ) (Iio + I+ Isg + Ins))?|. (6.26)
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