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5.1.4 Quantificação da interferência quântica genúına entre três qubits . . 50
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função do parâmetro c. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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passarem por cada aparato, as part́ıculas são detectadas nas telas SA e SB,

nos pontos zA e zB. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

5.4 Diagrama do aparato apresentado na figura (5.3). O ângulo θ, bem como
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Resumo

Através do formalismo de matriz densidade, analisamos o fenômeno de interfer-

ência quântica genúına em sistemas multipartidos. A caracterização e quantificação de

correlações quânticas é de suma importância para melhor entender a teoria quântica,

bem como para corretamente diferenciar correlações quânticas das correlações clássicas.

Dentre as correlações quânticas, a que mais possui destaque é o emaranhamento, entre-

tanto, não é de forma alguma a única. Além disso, quanto mais complexo o sistema,

no que diz respeito ao número de constituintes e à dimensão do espaço de Hilbert que

descreve os mesmos, mais tipos de correlações quânticas podem surgir. No que concerne

a interferência quântica genúına de duas e três part́ıculas, estudadas no decorrer deste

trabalho, sua manifestação acontece quando se analisam as taxas de detecção conjunta

das part́ıculas constituintes. Neste caso, tem existido um consenso que, para que este tipo

de fenômeno seja observado, é necessária a presença de emaranhamento no sistema. No

entanto, como demonstraremos ao final deste trabalho, emaranhamento não é uma ex-

igência para que se verifique esses tipos especiais de interferência, conforme a abordagem

apresentada. Além disso, verificamos que os quantificadores de interferência propostos

aqui também servem para quantificar emaranhamento, desde que aplicados aos casos de

estados quânticos puros.

Palavras-chave: interferência quântica, correlações quânticas, sistemas bipartidos,

sistemas tripartidos.
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Abstract

By using the density matrix formalism, we analyze the phenomenon of genuine

quantum interference for multipartite systems. The characterization and quantification

of quantum correlations is of paramount importance to better understand quantum theory,

as well as to correctly differentiate quantum correlations from classical ones. Among the

quantum correlations, the most prominent one is entanglement, however, it is by no means

the only one. Furthermore, the more complex the system, with regard to the number of

constituents and the dimension of the Hilbert space that describes them, more types

of quantum correlations can arise. Regarding the genuine quantum interference of two

and three particles, studied in the course of this work, its manifestation occurs when

analyzing the rates of joint detection of the constituent particles. In this case, there

has been a consensus that, for this type of phenomenon to be observed, entanglement

is necessary. However, as we will demonstrate at the end of this work, entanglement is

not a requirement to verify these special types of interference, according to the approach

presented here. In addition, we found that the interference quantifiers proposed here also

serve to quantify entanglement, as long as they are applied to pure states.

Keywords: quantum interference, quantum correlations, bipartite systems, tripar-

tite systems.



Caṕıtulo 1

Introdução

“Every one of us is, in the cosmic perspective, precious. If a human disagrees with you,

let him live. In a hundred billion galaxies, you will not find another.”

Carl Sagan

No que diz respeito à natureza fenomenológica e constitutiva da luz, devido ao

comportamento ambivalente da mesma nas mais diversas situações experimentais, a dis-

puta entre as teorias ondulatória e corpuscular é bastante conhecida. Hoje sabe-se que

a luz apresenta um comportamento dual, part́ıcula e onda, a depender da situação ex-

perimental analisada. Após a introdução da teoria de ondas de matéria por Louis de

Broglie, esta dualidade comportamental passou a não se limitar somente à luz, mas tam-

bém se estendeu a outros constituintes da matéria, como elétrons, nêutrons, átomos e até

mesmo moléculas, os quais podemos comumente pensar classicamente como part́ıculas,

mas que que apresentam comportamento de onda nas condições experimentais adequadas.

A teoria f́ısica que descreve atualmente este caráter dual dos constituintes da

matéria é a mecânica quântica, muitas vezes também chamada de mecânica ondulatória,

e a natureza ondulatória desta teoria pode ser revelada através de experimentos de inter-

ferência quântica. Os estudos de interferência podem se referir a um conjunto amplo de

conceitos que existem tanto na f́ısica clássica, como por exemplo, a interferência espacial

entre ondas de um flúıdo, ou entre ondas eletromagnéticas; quanto na mecânica quân-

tica, como por exemplo, a situação de interferência espacial que advêm da superposição
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entre dois caminhos dispońıveis para uma part́ıcula atravessar um anteparo; como no in-

terferômetro de Young. Os primeiros experimentos de interferência envolvendo coerência

espacial, foram conduzidos e reportados originalmente por Thomas Young, já no ińıcio do

século XIX, com feixes de luz (fótons), que eram divididos ao passarem por duas fendas

estreitas, e depois recombinados, formando um padrão de faixas claras e escuras [1]. Tais

experimentos encontram explicações tanto na teoria eletromagnética clássica, através do

conceito de superposição espacial de ondas do campo elétrico, quanto na mecânica quân-

tica, onde o prinćıpio da superposição dos estados de uma part́ıcula passar por cada uma

das fendas é que surge para a descrição do fenômeno. De fato, a natureza quântica do

campo eletromagnético torna as descrições clássica e quântica equivalentes [2].

Porém, este não é o único tipo de interferência quântica acarretada pelo prinćıpio

da superposição de estados quânticos. Nas palavras de Paul Dirac sobre interferência de

fótons, “cada fóton...interfere apenas consigo mesmo. Interferência entre diferentes fótons

nunca ocorre”[3]. Embora esta primeira frase logo acima esteja correta, a segunda não está

completamente correta, pois, quando consideramos duas ou mais part́ıculas, por exemplo,

surgem diversos efeitos de interferência conjunta que, ao contrário da interferência “de

uma única part́ıcula”, não possuem analógos clássicos.

Nesse sentido, no final dos anos 1980, deu-se ińıcio à realização de uma série de

experimentos de interferometria de duas part́ıculas. Três grupos principais, encabeçados

por Chung Ki Hong, Zhe Yu Ou e Leonard Mandel [4]; Heidi Fearn e Rodney Loudon

[5]; e John G. Rarity e Paul R. Tapster [6] investigaram experimentalmente as detecções

conjuntas de pares de fótons emaranhados, e reportaram alguns efeitos de interferência

de dois fótons, sendo que neste caso o padrão de interferência foi observado na taxa

de coincidência de detecção dos fótons. Um dos efeitos descobertos durante essa série

de experimentos é o efeito Hong-Ou-Mandel (HOM) [4], onde dois fótons que chegam

exatamente ao mesmo tempo a um divisor de feixe 50/50, tem seus pacotes de onda

superpostos e emergem ambos sempre pela mesma porta de sáıda.

Até aqui, discorremos um pouco a respeito da dualidade part́ıcula-onda, de al-

guns fenômenos de interferência de uma e duas part́ıculas e seus papéis nas investigações

experimentais sobre a mecânica quântica. Outros dois conceitos de caráter quântico, e

que também podem ser associados ao fenômeno de interferência de duas part́ıculas, é o
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emaranhamento, ou inseparabilidade de sistemas quânticos, e não-localidade. O primeiro

conceito foi primeiramente abordado por Schrodinger. O segundo conceito surgiu a partir

da publicação do trabalho de Albert Einstein, Boris Podolski e Nathan Rosen (EPR) em

1935, que questionavam contradições entre as previsões da mecânica quântica e conceitos

primordiais para a f́ısica clássica, como o determinismo das grandezas f́ısicas antes da

medição, e o prinćıpio da localidade, advindo da teoria da relatividade restrita [7]. Nesse

trabalho, eles argumentavam que a mecânica quântica (M.Q.) era uma teoria incompleta

para descrever o realismo e a localidade, que acreditava-se serem duas propriedades in-

questionáveis da natureza, faltando à M.Q. um conjunto de variáveis suplementares, o que

veio a ser chamado de variáveis ocultas locais: um conjunto de mvariáveis que existiam,

mas não estavam acesśıveis à M.Q., por motivos de limitação experimental e/ou teórica.

Em 1964, John Bell publicou um trabalho contendo previsões estat́ısticas para uma

teoria de variáveis locais [8]. A desigualdade de Bell, como ficou conhecida esta formu-

lação matemática, foi aprimorada por John Clauser, Michael Horne, Abner Shimony, e

Richard Holt, em um trabalho de 1969, e ficou conhecida como desigualdade CHSH [9].

Teoricamente, a mecânica quântica prevê a violação máxima da desigualdade CHSH para

estados ditos maximamente emaranhados, os chamados, estados de Bell. Além disso, há

estdos não-maximamente emaranhados que violam a desigualdade CHSH, mas não ocorre

máxima violação.

No campo experimental, nos anos 1970 foram conduzidos os primeiros testes de

violação desigualdade de Bell, os chamados testes de Bell, como por exemplo por Stuart

J. Freedman e John Clauser [10]. Posteriormente, testes mais significativos foram perfor-

mados por Alain Aspect e colaboradores, nos anos 1980 [11]. Ainda no que diz respeito

ao emaranhamento, quando tratamos de sistemas de 3 partes (tripartidos), os mesmos

podem apresentar tipos inequivalentes de estados emaranhados, como por exemplo: os es-

tados do tipo W e GHZ [14]. Já em 1989, foi publicado por Daniel Greenberger, Michael

Horne e Anton Zeilinger, o teorema GHZ, demonstrando contradições diretas entre as pre-

visões da mecânica quântica e as restrições impostas por uma teoria de variáveis locais,

para medidas realizadas em um sistema de três qubits. No caso do teorema GHZ, não foi

preciso recorrer à formulação de uma desigualdade, em contraste com o que Bell havia
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feito para um sistema de dois qubits [15, 16].

A não-localidade está presente em sistemas emaranhados, e é uma caracteŕıstica

de sistemas quânticos, sendo que durante algum tempo pensou-se que esta caracteŕıstica

era advinda puramente do emaranhamento entre sistemas. No entanto, isto demonstrou-

se válido especificamente para o caso de estados puros de sistemas constrúıdos por duas

partes (sistemas bipartidos, não-localidade de Bell). Neste sentido, no ińıcio dos anos

2000, surgiu o conceito de discórdia quântica, introduzida por Harold Ollivier e Wojciech

H. Zurek [17]; e, independentemente, por L. Henderson and Vlatko Vedral [18]. Este

conceito se baseia nas ideias de entropia da informação quântica, a entropia de von Neu-

mann, e de haver, para alguns sistemas, a impossibilidade de acessar algumas correlações

quânticas através de medições locais em um dos subsistemas. A discórdia quântica (D.Q.)

pode existir mesmo para sistemas não-emaranhados. Podemos, por exemplo, encontrar

D.Q. não-nula para uma famı́lia de estados mistos (conhecidos como estados de Werner),

abaixo do limite de separabilidade dos mesmos.

Para estados quânticos mistos, conceitos como inseparabilidade (emaranhamento)

e discórdia quântica não são equivalentes. Além disto, os limites em que a separabilidade

ocorre dependem do número de componentes, bem como da dimensão do espaço de Hilbert

de cada um dos subsistemas [19]. Sendo assim, vemos que a classificação e a quantificação

de correlações quânticas em sistemas mistos é um problema que requer um tratamento

matemático-estat́ıstico mais geral que para sistemas quânticos puros. Com este intuito,

optamos por considerar o formalismo de operador densidade, que permite um estudo mais

completo, pois serve para descrever estados quânticos arbitrários. Além disso, qualquer

estado real em um laboratório se apresenta como uma mistura.

A caracterização das correlações quânticas é crucial para o desenvolvimento de no-

vas tecnologias quânticas, como também para compreender o quanto e como a mecânica

quântica difere da f́ısica clássica. Nesta tese estudamos sistematicamente a interferência

quântica de duas e três part́ıculas, que individualmente representam qubits. Para tal, fare-

mos uso de um conjunto de aparatos do tipo dupla fenda de Young, nos quais cada uma

das part́ıculas é submetida. Neste contexto, procuramos identificar interferências quân-

ticas genúınas para esses sistemas, que como veremos, é um tipo espećıfico de correlação
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quântica, diferente das já conhecidas na literatura.

Como será demonstrado no decorrer deste trabalho, constrúımos quantificadores de

interferência de duas e três part́ıculas, para cada uma das duas situações experimentais

especificadas no parágrafo anterior, baseando-nos na ideia de decomposição de Fourier

para funções oscilatórias. Foi posśıvel ainda, analisar os casos dos estados mistos de

Werner de dois e três qubits, com medidas de correlações quânticas dispońıveis na liter-

atura, tais como: emaranhamento de formação e discórdia quântica para o caso de dois

qubits, discórdia quântica para três qubits e discórdia quântica global para dois qutrits.

A prinćıpio, esperávamos quantificar teoricamente os efeitos de interferência advindos de

estados emaranhados, para cada um destes sistemas. Entretanto, a proposta de quantifi-

cação aqui apresentada, acabou resultando em um outro tipo de quantificação, que difere

de emaranhamento e de discórdia quântica.

Este trabalho está divido da seguinte maneira: no caṕıtulo II faremos uma breve

descrição de um sistema quântico puro, e uma introdução do formalismo de operador den-

sidade que serve para tratar sistemas de modo mais generalizado, e a descrição de sistemas

quânticos compostos por meio deste formalismo. No caṕıtulo III vamos introduzir breve-

mente os conceitos de entropia da informação clássica e entropia da informação quântica,

este último sendo um conceito chave para a definição de medidas como o emaranhamento

de formação e as formas de discórdia quântica utilizadas no decorrer deste trabalho. No

caṕıtulo IV faremos uma recapitulação do famoso paradoxo EPR, como também discor-

reremos um pouco acerca do teorema GHZ. No caṕıtulo V, vamos fazer um relato dos

pontos de vista da mecânica quântica para o experimento de difração por uma fenda,

associando-o ao prinćıpio da incerteza; bem como do experimento da dupla-fenda. Nesse

caṕıtulo faremos também um breve relato sobre interferência quântica de duas ou mais

part́ıculas, no contexto da nossa proposição experimental. Por fim, apresentaremos a

nossa proposta para a quantificação de interferência genúına entre duas a três part́ıculas.

O caṕıtulo VI será dedicado às conclusões.



Caṕıtulo 2

Descrição de um sistema quântico

“ Hence, an ’observation’ should not be seen as a subjective experience of an individual

observer, but as a physical interaction between a microscopic object and a (macroscopic)

measuring instrument, by which the measuring instrument is brought into a final state

representing the measurement result.”.

W.M. De Muynck.

Classicamente, quando mencionamos o estado de um sistema, este está intuitiva-

mente atrelado às propriedades f́ısicas do sistema. Dito de outro modo, quando falamos,

por exemplo, da posição de um objeto, estamos atrelando um śımbolo a um valor numérico

em uma correspondência direta, um para um. Existe, portanto, uma correspondência di-

reta entre as propriedades f́ısicas do sistema e suas representações formais na teoria.

Na mecânica quântica esta correspondência direta se perde, dando lugar ao conceito

um pouco mais abstrato de estado quântico, que pode ser representado por um vetor de

estado, e este vetor pertence a um espaço abstrato, o espaço de Hilbert. A conexão entre

o estado quântico e quantidades f́ısicas é feita através de medidas de observáveis, que são

representados por operadores hermitianos neste espaço de Hilbert. O ato de medição,

então, projeta o estado quântico em um dos auto-estados do operador que está sendo

medido. A probabilidade de obtenção de cada auto-estado é dada pela regra de Born [20].

6
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2.0.1 Estados puros

Na mecânica quântica, um estado quântico é dito puro se pudermos escrevê-lo na

forma de um vetor de estado, utilizando a notação de Dirac |Ψ〉, pertencente a um espaço

de Hilbert H de dimensão n.

Axioma 1: A cada instante de tempo t, o estado de um sistema quântico é descrito

em termos de um vetor de estado |Ψ(t)〉 pertencente a um espaço de estados H.

Assumindo que existe uma base completa para o espaço H, podemos expressar o

estado |Ψ〉 como uma combinação linear desses estados base {|φi〉}, da seguinte forma,

|Ψ〉 =
n∑
i

ci |φi〉 , (2.1)

que é chamada de superposição coerente dos estados base. O termo coerência está rela-

cionado à capacidade do estado quântico, quando decomposto da forma (2.1), apresentar

o fenômeno de interferência quântica.

Quando projetamos o estado quântico |Ψ〉 em um dos estados da base, digamos

|φj〉, a projeção, definida pelo produto interno, 〈φj| |Ψ〉 = cj, nos fornece o coeficiente cj

∈ C, que é a amplitude de probabilidade associada ao estado base |φj〉 da base {|φi〉}.

Axioma 2: para o caso de um espaço de Hilbert discreto, definimos a probabili-

dade Pj do estado |Ψ〉 ser encontrado no estado |φj〉 como

Pj ≡ |cj|2.

Quando projetamos o estado quântico |Ψ〉 em um estado pertencente a uma base de

estados cont́ınua, digamos |~r〉 pertencente à base dos auto-estados de posição, temos

〈~r| |Ψ〉 ≡ ψ(~r), que é uma função de valor complexo, chamada função de onda no espaço

das posições. A função de onda pode ser interpretada como uma amplitude de probabili-

dade de detecção de uma part́ıcula em um ponto ~r ∈ R3.

Definimos a densidade de probabilidade de encontrar a part́ıcula no ponto ~r do

espaço como

|ψ(~r)|2 ≡ p(~r).
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Então, a probabilidade do sistema se encontrar entre |~r〉 e |~r + d~r〉 é dada por

|ψ(~r)|2d~r,

de maneira que ∫ ∞
−∞
|ψ(~r)|2d~r = 1.

Axioma 3: A evolução temporal para um estado puro |Ψ〉 regrada pela equação

de Schrödinger, que é a base da descrição dos sistemas quânticos não-relativ́ısticos,

Ĥ(t) |Ψ(t)〉 = i~
d |Ψ(t)〉
dt

. (2.2)

Neste caso, Ĥ é o operador hamiltoniano, que, de modo geral descreve o sistema quântico

fechado. Esta evolução é linear e unitária, de tal modo que Û(t) |Ψ(0)〉 = |Ψ(t)〉, onde

|Ψ(0)〉 é o estado inicial do sistema e Û(t) é um operador unitário, tal que Û †(t) = Û−1(t)

[21].

Axioma 4: O valor de um observável f́ısico genérico O está associado a um oper-

ador linear hermitiano Ô = Ô†, que atua no espaço de Hilbert do sistema. Os posśıveis

resultados de uma medição de um operador são os auto-valores do operador, que por sua

vez são números reais [21].

Assim como os estados, os operadores vinculados a observáveis podem ser repre-

sentados utilizando-se uma base. Por exemplo, o operador Ô associado a um observável

pode ser representado na base de seus auto-estados {|oi〉}

Ô =
∑
i

oi |oi〉 〈oi| =
∑
i

oiP̂i, (2.3)

onde P̂i ≡ |oi〉 〈oi|. O valor médio ou valor esperado de um observável Ô sobre um estado

puro |Ψ〉 é definido como

〈Ô〉 ≡ 〈Ψ| Ô |Ψ〉 . (2.4)

Podemos ainda definir o desvio padrão sobre um observável Ô como

∆Ô ≡
√
〈Ô2〉 − 〈Ô〉2. (2.5)
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A relação de incerteza estabelece que não é posśıvel medir simultaneamente, com

precisão maior que um certo valor, duas variáveis conjugadas, como por exemplo, a posição

de uma part́ıcula ao longo de uma direção e o momento conjugado. Deste modo, o produto

dos respectivos desvios padrão dos dois observáveis conjugados será sempre maior ou igual

a um valor limite, por exemplo,

∆ẑ∆p̂z ≥
~
2
, (2.6)

onde ~ é a constante de Planck. A equação acima pode ser lida estatisticamente como:

se em um experimento, o momento de uma part́ıcula for medido com precisão ∆p̂z, não é

posśıvel medir a posição ao longo do eixo z, com precisão maior que ∆ẑ = ~/∆p̂z [22]. Um

exemplo simples de aplicação da relação de incerteza é na descrição quântica da difração

de um feixe de part́ıculas que passa por uma fenda estreita. Quanto mais estreita é a

fenda, maior será a precisão sobre a localização de uma part́ıcula com respeito ao eixo do

anteparo. Deste modo o ∆ẑ passa a ser pequeno, e para que a relação dada em (2.6) seja

satisfeita, a incerteza do momento conjugado ao longo eixo z tende a aumentar. Assim,

ocorre o espalhamento do feixe de fótons, criando o processo de difração [22].

Como vimos, a evolução de um sistema quântico puro se dá através da equação de

Schrödinger, que também pode ser descrita por meio da aplicação de uma transformação

unitária sobre o vetor estado. Entretanto, quando uma medida quântica é realizada, a

regra de evolução temporal do axioma 4 não se aplica, sendo necessária a introdução de

um novo axioma, exclusivamente para as medidas quânticas [23].

Axioma 5: Medidas quânticas projetivas são descritas por uma coleção de oper-

adores uni-dimensionais, {M̂m}, tais que,
∑

m M̂
†
mM̂m = Î. Se o estado do sistema antes

da medição for |Ψ〉, a probabilidade de obtenção do resultado m é

p(m) = 〈Ψ| M̂ †
mM̂m |Ψ〉 . (2.7)

O estado do sistema será modificado pela medida como |Ψ〉 → |Ψ′〉, onde

|Ψ′〉 ≡ M̂m |Ψ〉√
〈Ψ| M̂ †

mM̂m |Ψ〉
. (2.8)

2.0.2 Estados mistos

Em alguns casos, o conjunto de part́ıculas que compõe o sistemas não se encontra

um estado quântico puro. Nestes casos, descrevemos o sistema em termos de uma mistura
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de vários estados puros, formando um estado misto. O estado misto de um sistema

quântico é, então, dado em termos de um conjunto de estados puros |ψi〉, cada um destes

com uma respectiva probabilidade clássica de ocorrência pi,

ρ̂ =
l∑

i=1

pi |Ψi〉 〈Ψi| =
l∑

i=1

piΠ̂i, (2.9)

onde Π̂i ≡ |Ψi〉 〈Ψi| é um projetor uni-dimensional, e 0 ≤ pi ≤ 1 com
∑l

i pi = 1, e

l é a quantidade de frações populacionais que não precisa, necessariamente, coincidir

com a dimensionalidade d do espaço de Hilbert, já que os estados correspondentes a

cada fração não necessariamente formam uma base entre si. Vale ressaltar ainda que

esta decomposição não é única, já que dado um estado misto, temos infinitas matrizes

densidade capazes de representá-lo indistintamente.

Além disso, o operador densidade é positivo semi-definido, o que significa que, o

valor médio de ρ̂ com relação a um estado quântico arbitrário |Φ〉 fornece sempre um

número real não-negativo

〈Φ| ρ̂ |Φ〉 =
∑
i

pi| 〈Ψi| |Φ〉 |2 ≥ 0. (2.10)

No caso especial em que ρ̂2 = ρ̂, recáımos em uma situação de estado puro. Com base na

equação (2.1), o mesmo pode ser representado na forma de operador densidade da forma,

ρ̂ =
n∑
i=1

n∑
j=1

cic
∗
j |φi〉 〈φj| . (2.11)

Os termos cic
∗
j , com i 6= j, são termos fora da diagonal principal de ρ̂ que representam

a existência de coerência entre diferentes vetores da base; são também chamados termos

de interferência quântica na base {|φi〉}. Por essa razão, embora exista uma base de es-

tados para a qual o operador densidade tenha a forma diagonal, isto não significa que o

sistema em questão não tenha propriedades quânticas de interferência, já que em outras

bases, os termos fora da diagonal principal aparecem. De fato, a coerência quântica é uma

propriedade cuja manifestação é dependente da base acessada no experimento em questão.

Então, conclúımos que estados puros são caracterizados como todos os constitu-

intes descritos pelo vetor de estado na notação de Dirac, |Ψ〉, enquanto que estados mistos

devem descritos em termos do operador densidade ρ̂. Para que o operador densidade ρ̂
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possua interpretação f́ısica, ele deve obedecer às seguintes restrições:

1) o traço de ρ̂ deve ser unitário: Tr[ρ̂] = 1.

2) o operador é positivo semi-definido: 〈Φ| ρ̂ |Φ〉 ≥ 0, para qualquer |Φ〉 perten-

cente ao espaço de Hilbert do sistema.

Para um estado quântico arbitrário ρ̂, o valor esperado de um observável Ô é dado

por

Ô ≡ Tr[ρ̂Ô]. (2.12)

Temos também que a evolução temporal para um estado arbitrário de um sistema isolado,

se dá por meio da equação de Liouville-von Neumann,

[Ĥ, ρ̂] = i~
dρ̂

dt
, (2.13)

onde [Ĥ, ρ̂] é o comutador entre Ĥ e ρ̂. Esta é uma generalização da equação de Schrödinger

para estados arbitrários, isto é, puros e mistos [24].

O postulado da medida, dado pela equação (2.8), pode ser expandido para a situ-

ação em que temos um operador densidade. Neste caso, temos como posśıvel resultado

de uma medida, o valor m, e o estado do sistema após a medição será ρ̂ → ρ̂m, com

probabilidade p(m) de obter o resultado m dada por

p(m) = Tr(M̂ †
mM̂mρ̂). (2.14)

Se o resultado desta medida projetiva não foi revelado, devemos considerar que o

estado após a medida é dado pela seguinte soma de estados mistos [25, 26],

Φ{ρ̂} =
∑
m

p(m)ρ̂m. (2.15)

2.0.3 Sistemas compostos

Sistemas compostos são aqueles constitúıdos por dois ou mais objetos quânticos

que podem ser acessados separadamente, por meio de operações locais, ou ainda, quando

há dois ou mais graus de liberdade independentes para uma mesma part́ıcula. No caso de

um sistema quântico, o espaço de Hilbert que descreverá a composição é dado em termos

produto tensorial entre os espaços de Hilbert individuais.
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Traço parcial e operador densidade reduzido

Para um sistema constitúıdo por duas partes A e B, também chamado bipartido,

associados a espaços de Hilbert HA e HB, respectivamente, o espaço de Hilbert total será

dado dado pelo produto tensorial entre os espaços individuais H = HA⊗HB. O operador

densidade que descreverá o sistema geral será designado por ρ̂. No caso em que estamos

interessados em apenas uma das partes do sistema, digamos A, a mesma será descrita

pelo operador densidade reduzido,

ρ̂A = TrB[ρ̂], (2.16)

onde TrB é o traço parcial sobre o subsistema B. O operador ρ̂A contém toda informação

que pode ser extráıda por um observador que faz medições no sistema A.

Para um sistema constitúıdo por três partes (tripartido) A, B e C, temos, simi-

larmente, que o espaço de Hilbert será dado pelo produto tensorial dos espaços de cada

parte ou subsistema, na forma H = HA ⊗ HB ⊗ HC. Neste caso, o operador densidade

reduzido para o subsistema A será

ρ̂A = TrBC [ρ̂ABC ]. (2.17)

Um cálculo similar pode ser feito para a matriz densidade reduzida dos outros subsistemas

[20].

2.0.4 Decomposição de Schmidt

Dado um sistema quântico bipartido, descrito pelo espaço H = HA ⊗ HB, cujas

respectivas dimensões são n e m para HA e HB, podemos escrever um estado puro na

forma

|Ψ〉 =
n∑
i=1

m∑
j=1

cij |ai〉 |bj〉 , (2.18)

onde {|ai〉} e {|bj〉} são bases completas, pertencentes a HA e HB, respectivamente.

Para qualquer estado puro |Ψ〉, de um sistema bipartido, existem as bases |ãi〉 e

|b̃i〉, para HA e HB, respectivamente, onde podemos decompor o estado na forma

|Ψ〉 =
k∑
i=1

λi |ãi〉 |b̃i〉 , (2.19)
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onde os coeficientes λi são não-negativos, chamados coeficientes de Schmidt, para os quais

vale
∑k

i=1 λ
2
i = 1. Esta é a chamada decomposição de Schmidt para estados puros ou de-

composição bi-ortornormal [25].



Caṕıtulo 3

Entropia e Informação Mútua

“ Information handling is limited by the laws of physics and the number of parts

available in the universe; the laws of physics are, in turn, limited by the range of

information processing available. ”

Rolf Landauer.

3.1 Entropia e informação mútua

Durante o século XX houve uma verdadeira revolução na maneira como se enx-

ergava o conceito de informação. Em particular, como veremos neste caṕıtulo, Shannon

formulou a ideia de que a informação desconhecida de um sistema probabiĺıstico é medida

em termos da entropia da distribuição de probabilidade [27].

3.1.1 Teoria da informação clássica

Classicamente, a entropia da informação foi introduzida por Claude Shannon em

1948 [28], que descreve a quantidade de informação associada a um conjunto de proba-

bilidades associadas a uma variável aleatória. A ideia inicial de Shannon era converter

qualquer informação f́ısica em uma sequência de 0 e 1, possibilitando que a mesma fosse

enviada através de um fio. A quantidade de informação enviada pode ser calculada em

termos da “desordem”da sequência, isto é, da entropia da sequência. Seja a variável

aleatória discreta X, a qual temos associados os resultados x1, x2, ..., xn, cada um com as

14
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respectivas probabilidades de ocorrência p(x1), p(x2),..., p(xn). Define-se a entropia de X

como

H(X) ≡ −
n∑
j=1

p(xj) log2 p(xj). (3.1)

Como é associada à incerteza sobre o resultado de uma variável aleatória, esta quantidade

tem valor nulo no caso de um evento com cem por cento de chance de ocorrer uma das

possibilidades. Além disso, a unidade de medida de da entropia de Shannon é o bit. Se

tivermos n = 2a resultados posśıveis, o valor máximo assumindo por H(X) é a bits, que

é o comprimento da sequência de digitos binários.

Ainda é posśıvel definir, a partir da entropia da informação, o conceito de infor-

mação mútua para um sistema constitúıdo de duas partes. Sejam duas variáveis aleatórias,

X e Y, as quais podemos, além de associar as respectivas distribuições de probabilidades

individuais, PX e PY , uma distribuição de probabilidade conjunta PXY (x, y). A infor-

mação mútua é definida por:

I(X : Y ) ≡ H(X) +H(Y )−H(X, Y ), (3.2)

onde H(X), H(Y ) e H(X, Y ) estão associada às distribuições PX(x), PY (y) e PXY (x, y),

repectivamente [28].

Utilizando o teorema de Bayes, podemos escrever a informação mútua em termos

da entropia condicional H(X|Y ),

I(X : Y ) = H(X)−H(X|Y ). (3.3)

Ao ser escrita desta maneira, associamos o conceito de informação desconhecida, prove-

niente da entropia de Shannon, à informação mútua. Ela representa o quanto é posśıvel

conhecer de um subsistema, a partir de informações que possúımos sobre o outro. O

diagrama de Venn na figura 4.3 ilustra a relação entre as entropias da informação das dis-

tribuições de probabilidade para X e Y : cada ćırculo completo representa a entropia da

informação de cada variável (X ou Y ); enquanto que, cada meia lua representa a entropia

condicional de uma variável, dado que a outra é conhecida. A região intersecção entre os

ćırculos (em azul) representa a informação mútua.

3.1.2 Teoria da informação quântica

No caso de um sistema quântico, a entropia de Shannon deve dar lugar à entropia

de von Neumann, que foi introduzida em 1927, pelo matemático John von Neumann, e
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H(X|Y ) H(Y |X)

H(X) H(Y )

H(X,Y)

Figura 3.1: Diagrama de Venn das entropias da informação para as variáveis X e Y , bem

como, da entropia conjunta H(X, Y ) e da informação mútua (em azul).

pode ser entendida como uma generalização do caso clássico da entropia de Shannon, para

o caso do operador densidade ρ̂, da seguinte forma

S(ρ̂) ≡ −Tr[ρ̂ log2 ρ̂] ≡ −
∑
i

κi log2 κi, (3.4)

onde κi são os auto-valores de ρ̂ [25]. Neste caso, o operador densidade ρ̂ funciona como

uma distribuição de probabilidade conjunta. Desta maneira vemos que, no caso em que

todos os κi = 0, exceto por um, temos S(ρ̂) = 0. Isto implica que um estado puro é car-

acterizado por uma entropia de von Neumann nula. No caso extremo oposto, temos um

estado dito maximamente misto, e para descrevê-lo precisamos de N estados puros |ψi〉,
com i = 1, 2, ..., N , com iguais probabilidades de ocorrência pi = 1/N . Temos, então, que

S(ρ̂) = log2N , que é o valor máximo para a entropia de von Neumann para um sistema

com dimensão N.

Esta definição de entropia vai ao encontro da noção clássica de entropia da infor-

mação, onde o conhecimento máximo de um sistema resulta em entropia nula. No caso

quântico este conhecimento máximo se reflete na descrição do sistema por um único es-

tado puro, enquanto que o mı́nimo de conhecimento se dá quando temos uma mistura
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equipartida de estados ortogonais |ψi〉, com i = 1, 2, ..., N . Qualquer estado intermediário

é dito parcialmente misto e sua entropia não excede a entropia máxima de von Neumann

[29].

Para um sistema bipartido, a entropia de von Neumann pode ser usada para definir

a informação mútua entre as partes A e B. Se o operador densidade total do sistema é

dado por ρ̂, temos

I(ρ̂) = S(ρ̂A) + S(ρ̂B)− S(ρ̂), (3.5)

onde ρ̂A = TrB[ρ̂] e ρ̂B = TrA[ρ̂] são os operadores densidade reduzidos das partes A e

B, que são análogos quânticos das distribuições de probabilidade para cada subsistema.

Por sua vez, S(ρ̂M) = −Tr[ρ̂M log2 ρ̂M ], com M = A,B, são as respectivas entropias de

von Neumann para A e B. Nesta fórmula, S(ρ̂A) e S(ρ̂B) representam as incertezas de

A e B quando tratados separadamente, enquanto S(ρ̂) representa a incerteza do sistema

combinado AB, descrito pela matriz ρ̂.

No caso de um estado quântico puro, ρ̂ = |Ψ〉 〈Ψ|, para o qual a entropia de von

Neumann conjunta é nula, S(ρ̂) = 0, é posśıvel fazer a decomposição de Schmidt dada

pela equação (2.19), de modo que, a entropia marginal, S(ρ̂A), de A é igual à entropia

marginal de B. Assim, a informação mútua quântica será dada por:

I(ρ̂) = 2S(ρ̂A), (3.6)

ou seja, para um estado bipartido puro, a informação mútua quântica é duas vezes maior

que a entropia de cada subsistema [29]. Como veremos no caṕıtulo seguinte, a entropia

marginal tem um papel fundamental como medida de emaranhamento em sistemas bipar-

tidos.

Como salientado parcialmente acima, a entropia de von Neumann obedece a algu-

mas regras, as quais vamos listar aqui:

• S(ρ̂) ≥ 0, não-negatividade;

• ∑i piS(ρ̂i) ≤ S(
∑

i piρ̂i), concavidade;

• Se um sistema bipartido AB se encontrar em estado puro, então S(ρ̂A) = S(ρ̂B);
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• Suponha a distribuição de probabilidade ~p = (p1, ..., pj, .., pn), e que Π̂A
j = |aj〉 〈aj|

são projetores de estados ortornormais que formam uma base completa para o sis-

tema A e ρ̂B|Π̂A
j

é um conjunto de operadores densidade para o sistema B, então

temos

S(
∑
j

pj ρ̂B|Π̂A
j
|aj〉 〈aj|) = H(~p) +

∑
j

pjS(ρ̂B|Π̂A
j ), (3.7)

onde H(~p) é a entropia de Shannon da distribuição de probabilidades dada pelo

vetor ~p = (p1, ..., pj, .., pn). Este é o teorema da entropia conjunta [25].

Dados dois estados quânticos, descritos por ρ̂ e σ̂, podemos definir a entropia

quântica relativa entre estes dois estados. Esta entropia serve para medir o quão próximos

entre si os dois estados estão, ou, em outras palavras, o quão similar eles são. Definimos

a entropa relativa por

S(ρ̂||σ̂) ≡ Tr(ρ̂ log2 ρ̂)− Tr(ρ̂ log2 σ̂), (3.8)

que é uma quantidade não-negativa, S(ρ̂||σ̂) ≥ 0 [28, 25].

3.1.3 Sistema de um qubit e a esfera de Bloch

A unidade fundamental de informação na teoria clássica é chamada de bit, que

é uma abreviação na ĺıngua inglesa para binary digit, já que o bit pode assumir dois

valores, geralmente nomeados de 0 e 1. Classicamente, só é posśıvel que um único destes

dois estados sejam acessados por vez, isto é, não há estado intermediário entre 0 e 1.

Quanticamente, o análogo é o qubit, que pode ser representado por um sistema arbitrário

de dois ńıveis, que por sua vez é descrito por um espaço de Hilbert bidimensional H2. Este

é o sistema quântico mais simples posśıvel, sendo que, realizações experimentais de um

qubit podem ser, por exemplo, o spin de uma part́ıcula de spin 1/2, a polarização de um

fóton ou uma part́ıcula passando por um aparato do tipo dupla-fenda [22]. Se nomearmos

os dois estados ortogonais do sistema como |0〉 e |1〉, temos que um qubit genérico em

estado puro é representado pelo vetor de estado normalizado

|Ψ〉 = cos

(
θ

2

)
|0〉+ eiφ sin

(
θ

2

)
|1〉 , (3.9)

onde 0 ≤ θ ≤ π, φ ∈ [0, 2π], e {|0〉 , |1〉} é chamada base computacional.
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estados que formam a base de Bell são especiais, pois estes estados violam maximamente

a desigualdade CHSH, como veremos adiante, que é constrúıda com base nas premissas

de realismo e localidade. Além disto, eles são essenciais para a realização de várias tarefas

baseadas na lógica da informação quântica, como o processo de teletransporte quântico

[25]. Outros estados podem ser utlizados para o teletransporte, com eficiência menor que

100 por cento.



Caṕıtulo 4

Correlações quânticas e estados de

Werner

“No theory of reality compatible with quantum theory can require spatially separate

events to be independent.”

John Stewart Bell

4.1 Correlações quânticas e estados de Werner

Os sistemas quânticos são conhecidos por poderem apresentar correlações que não

possuem correspondentes clássicos, as chamadas correlações quânticas. E, embora o

emaranhamento seja o tipo mais conhecido destas correlações, ele não é o único, prin-

cipalmente quando se trata de estados mistos. Dáı surge a importância de diferenciar

e quantificar os tipos de correlações que um dado sistema apresenta [19]. Neste caṕı-

tulo iremos apresentar e discutir sobre algumas medidas de correlações quânticas, como

emaranhamento e discórdia quântica, bem como abordar sobre uma classe especial de

estados quânticos, os estados de Werner.

4.1.1 Estados de Werner

Dado o estado de um sistema bipartido, se ele é classicamente correlacionado, isto

é, se é posśıvel reproduzir o estado de cada subsistema por meio de operações locais e

comunicação clássica, então este sistema pode ser modelado através de uma teoria local

e, portanto, satisfaz algum tipo de desigualdade de Bell. Uma teoria de variáveis locais

21
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procura descrever correlações de experimentos quânticos, de modo que o realismo local é

preservado. Além disto, se o sistema for puro, o inverso também é válido, ou seja, se esse

sistema admite um modelo de variáveis locais, ele é classicamente correlacionado [30].

Entretanto, no caso de sistemas bipartidos mistos, Werner mostrou que é posśıvel

construir uma famı́lia de estados, conhecidos como estados de Werner [31], que pode ser

modelada por uma teoria local para além do limite de separabilidade.

Os estados de Werner de dois qubits podem ser escritos na forma

ρ̂ = c |Ψ−〉 〈Ψ−|+ 1− c
4

Î (4.1)

com 0 ≤ c ≤ 1, onde

|Ψ−〉 =
1√
2

[|01〉 − |10〉],

é o estado de singleto e Î é o operador identidade. Como mostrado por Werner, estes

estados são separáveis se c ≤ 1/3, mas admitem uma descrição em termos de medidas

locais (Modelo de Werner) para c ≤ 1/2 [31].

4.1.2 Emaranhamento

O emaranhamento é definido como uma classe de correlações que não podem ser

criadas via Operações Locais e Comunicação Clássica (OLCC) [32]. Estas correlações

podem ocorrer entre variáveis conjugadas, tais como momento e posição [33], energia

e tempo [34, 35] posição angular e momento angular orbital [36]; e também como a

impossibilidade de descrever separadamente estados quânticos de duas ou mais part́ıculas

por meio de estados individuais e locais de cada part́ıcula, como, por exemplo, estados de

polarização de pares de fótons [37, 38]. Embora tenha permanecido como uma curiosidade

até o ı́nicio dos anos 1980, hoje sabe-se dos vários efeitos práticos do emaranhamento

para a comunicação e computação quânticas [39, 40], tais como: criptografia quântica;

teletransporte quântico; codificação superdensa, sendo este, portanto, considerado um

recurso, tal como o é a energia. Além disso, o emaranhamento tem um papel na descrição

do surgimento da classicalidade, através do processo de decoerência [41]. Dito isso, o

interesse em entender melhor estas correlações tem crescido bastante.

Um estado quântico bipartido arbitrário ρ̂ é dito separável (ou não-emaranhado),
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se ele pode ser escrito como uma soma convexa,

ρ̂ =
k∑
i=1

piρ̂iA ⊗ ρ̂iB, (4.2)

onde
∑k

i=1 pi = 1 com os fatores pi compondo uma distribuição de probabilidades clás-

sicas. Caso não seja posśıvel escrever ρ̂ desta forma, ele é dito emaranhado [31]. Vale

salientar que esta decomposição não é única. De fato, existem infinitas maneiras de se

decompor um estado, e para um estado separável ρ̂ a decomposição que possui o menor

número de termos, M , é dita decomposição ótima, onde M é chamada de cardinalidade

do estado [42].

A determinação da separabilidade de um estado quântico nem sempre é fácil, sendo

conhecida somente em alguns casos espećıficos. Por exemplo, existe um critério de sepa-

rabilidade para sistemas bipartidos. Neste critério, para que o sistema seja separável, é

necessário que a matriz obtida a partir da transposição parcial de ρ̂ tenha apenas auto-

valores não-negativos. Este critério é suficiente para determinar a separabilidade apenas

no caso de um sistema constitúıdo de dois qubits e também para o caso de um sistema

constitúıdo de um qubit e um qutrit, sendo chamado de critério de Peres-Horodecki ou

critério PPT (positive-partial transpose) [43, 44].

A definição de separabilidade dada em (4.2) pode ser estendida para o caso de um

sistema constitúıdo de N partes, que pode ser então fatorado da seguinte forma

ρ̂ =
k∑
i=1

piρ̂iA ⊗ ρ̂iB...⊗ ρ̂iN . (4.3)

Emaranhamento em sistemas bipartidos

Para sistemas quânticos puros bipartidos, mede-se o emaranhamento através do

cálculo da entropia de emaranhamento, que nada mais é do que a entropia de von Neu-

mann de uma das partes [45]. Assim, dado um estado puro bipartido |Ψ〉, o operador

densidade será dado por ρ̂ = |Ψ〉 〈Ψ|, e a entropia de emaranhamento é dada por

E(ρ̂) ≡ S(ρ̂A) = S(ρ̂B), (4.4)

onde ρ̂A = TrB[ρ̂] é a matriz reduzida da parte A. Se considerarmos o estado puro em

questão escrito de acordo com (2.19), temos que ρ̂A =
∑

i λ
2
i |ãi〉 〈ãi|. Então, a entropia
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de emaranhamento para este sistema puro bipartido |Ψ〉 será dada por

E(|Ψ〉) = S(ρ̂A) = S(ρ̂B) = −
∑
i

λ2
i log2 λ

2
i . (4.5)

Assim, os coeficientes de Schmidt podem ser usados para distinguir estados bipartidos

puros emaranhados de estados bipartidos separáveis. Por exemplo, se consideramos o es-

tado puro bipartido maximamente emaranhado de singleto, escrito na base computacional

|Ψ−〉 =
1√
2

[|01〉 − |10〉],

temos que S(ρ̂A) = 1. Já se considerarmos o estado puro separável

|ψ〉 = |01〉 ,

temos que S(ρ̂A) = 0.

A entropia de emaranhamento pode ser interpretada da seguinte forma: se as

partes A e B querem criar n cópias de um estado particular ρ̂, eles devem possuir nE(ρ̂)

estados de singleto para executar esta tarefa. Esta é apenas uma forma de quantificar o

emaranhamento. Existem outras.

Já no caso de sistemas mistos bipartidos, nem toda entropia do sistema advirá

do emaranhamento. Então, para quantificar o emaranhamento presente, calcula-se o

emaranhamento de formação de um estado ρ̂, que pode ser obitido fazendo-se a seguinte

minimização

EoF (ρ̂) ≡ min[Eρ̂]
l∑
i

piE(|ψi〉), (4.6)

onde E(|ψi〉) é a entropia de emaranhamento do estado |ψi〉 e a minimização se dá sobre

um ensemble de todas as posśıveis decomposições Eρ̂:

Eρ̂ = [pi, |ψi〉]li=1. (4.7)

O emaranhamento de formação pode ser entendido como a quantidade mı́nima de single-

tos necessários para se criar o estado ρ̂ [46]. O ensemble para o qual o emaranhamento

de formação é mı́nimo é chamado de ensemble ótimo, podendo haver vários ensembles

ótimos para um único estado ρ̂. Se o estado é separável, temos que EoF (ρ̂) = 0 .

Para o caso de um sistema arbitrário de dois qubits, o emaranhamento de formação

foi calculado por Wootters, baseando-se no conceito de concorrência [47]. A concorrência
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C(|Ψ〉) é uma função utilizada para medir emaranhamento de estados puros em um sistema

de dois qubits, da seguinte forma: seja um estado |Ψ〉, define-se

C(|Ψ〉) = |〈Ψ| |Ψ̃〉 |, (4.8)

onde 0 ≤ C(|Ψ〉) ≤ 1, |Ψ̃〉 = (σ̂y⊗ σ̂y) |Ψ∗〉 é chamada operação de spin-flip, |Ψ∗〉 é o vetor

de estado conjugado-complexo de |Ψ〉 e σ̂y é o operador de Pauli na direção y. A operação

spin-flip projeta um estado puro em uma direção na esfera de Bloch, que é diametralmente

oposta à original. Assim, caso o estado seja separável, a concorrência é nula, e caso ele

seja maximamente emaranhado, a concorrência tem valor máximo igual a 1.

A relação entre a entropia de emaranhamento e concorrência para um estado puro

|Ψ〉 é dada por

E(|Ψ〉) = ε[C(|Ψ〉)], (4.9)

onde

ε[C(|Ψ〉)] = h

(
1 +
√

1− C2

2

)
(4.10)

e h(x) = −x log2 x − (1 − x) log2 (1− x). O emaranhamento de formação para estados

mistos é dado em termos da concorrência pela fórmula (4.10), onde C(ρ̂) = max{0, (λ1−
λ2 − λ3 − λ4)}, os λi são os autovalores, em ordem decrescente, do operador ρ̂ ˆ̃ρ, onde

ˆ̃ρ = (σ̂y ⊗ σ̂y)ρ̂∗(σ̂y ⊗ σ̂y) .

No caso de Werner para dois qubits, o emaranhamamento de formação é dado

explicitamente por EoF (ρ̂) = 0, se 0 ≤ c ≤ 1/3 e EoF (ρ̂) = h(x), se 1/3 ≤ c ≤ 1 [46], onde

x ≡
1 +

√
1− (1−3c

2
)2

2
. (4.11)

4.1.3 Discórdia quântica

No começo do desenvolvimento da teoria da informação quântica, o emaranhamento

era visto como o único recurso que dá aos computadores quânticos uma vantagem sobre

seus análogos clássicos. Entretanto, Henderson e Vedral, e independentemente, Ollivier

e Zurek, conclúıram que o emaranhamento não contabiliza todas as correlações não-

clássicas, e que, até mesmo alguns estados separáveis contêm correlações não inteiramente

clássicas [19].

A discórdia quântica é historicamente a primeira medida de correlações quânticas

para além do emaranhamento. Esta medida se baseia na inequivalência entre medidas
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Figura 4.1: Emaranhamento de formação para um estado de Werner de dois qubits em

função do parâmetro c.

quânticas feitas de acordo com duas definições de informação mútua, para um sistema

bipartido, esta última (inf. mútua) contendo tanto correlações clássicas quanto quânticas.

Esta quantidade se caracteriza por ser não-nula mesmo para alguns estados separáveis,

diferentemente do emaranhamento, o que implica que ausência de emaranhamento não

quer dizer necessariamente classicalidade.

Para definir a discórdia quântica, Ollivier e Zurek utilizaram o conceito de medida

projetiva de von Neumann, escolhendo um conjunto de projetores unidimensionais. Va-

mos seguir com fidelidade a definição utilizada por eles [17]. Classicamente, as medidas de

informação mútua definidas por (3.2) e (3.3) são equivalentes. Se quisermos generalizar

para o caso de um sistema bipartido quântico, podemos utilizar diretamente a equação

(3.5). Entretanto, quando tratamos da entropia condicional, dada em (3.3), não é posśıvel

escrever diretamente uma expressão correspondente. Isto acontece porque, por exemplo,

se escolhermos medir S(B|A), isto é, a incerteza de B, dado que A é conhecido, esta será

uma definição amb́ıgua, que vai depender do conjunto de projetores escolhidos para medir

A.

Dado o conjunto de projetores para o sistema A, {Π̂A
k }, onde cada k representa
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diferentes resultados de medidas feitas em A, o estado de B será

ρ̂B|Π̂A
k

=
Π̂A
k ρ̂Π̂A

k

TrAB[Π̂A
k ρ̂]

, (4.12)

onde pk = TrAB[ΠA
k ρ̂] é a probabilidade de obtermos ρ̂B|Π̂A

k
.

As entropias S(ρ̂B|ΠA
k

), com os respectivos pesos probabiĺısticos pk, nos fornecem a

entropia condicional de B dado que A foi medido, da seguinte forma

S(B|[Π̂A
k ]) =

∑
k

pkS(ρ̂B|Π̂A
k

). (4.13)

Podemos, então, generalizar (3.3) para o caso quântico

J(B : A)[Π̂A
k ] = S(ρ̂B)− S(B|[Π̂A

k ]). (4.14)

As duas expressões para a informação mútua clássica não vão necessariamente

coincidir para o caso quântico. Definimos a discórdia quântica como a diferença entre as

expressões (3.5) e (4.14), da seguinte forma

δ(B : A) ≡ I(B : A)− J(B : A)[Π̂A
k ]. (4.15)

Vemos que discórdia quântica depende do conjunto de projetores [Π̂A
k ].

A discórdia quântica, definida desta maneira, não é uma quantidade simétrica com

relação a troca entre B e A, já que a entropia condicional não é simétrica. O ideal é que

haja a escolha de um conjunto de projetores para o qual a discórdia seja minimizada, isto

quer dizer que, neste caso a medição perturba minimamente o sistema, mas mesmo assim

extrai o máximo de informação sobre a parte B, através de uma medição na parte A, ou

vice-versa.

No caso de um sistema misto bipartido de dois qubits, no artigo [49] calcula-se

uma medida da discórdia para estados de Werner de dois qubits, e compara-se a discórdia

quântica ao emaranhamento de formação, concluindo que são medidas de duas naturezas

distintas. Aqui, vamos reproduzir o cálculo.

Temos que um estado quântico de dois qubits pode ser escrito como

ρ̂ =
1

4

[
Î +

3∑
j=1

cjσ̂j ⊗ σ̂j
]
, (4.16)
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Já (4.14) é calculada como: seja o conjunto de projetores [Π̂B
k = |k〉 〈k|, k = 0, 1] que

realiza medidas no sistema B. Qualquer medida para a parte B é dada pelo seguinte

conjunto de operadores [B̂k = V̂ Π̂kV̂
†, k = 0, 1], onde V̂ = tÎ + i~y.~̂σ ∈ U(2) e ~y =

(y1, y2, y3) ∈ R3, com t2 + |~y|2 = 1. O resultado obtido para este conjunto de medidas é

J(A : B)[ΠB
k ] =

(1− θ)
2

log2(1− θ) +
(1 + θ)

2
log2(1 + θ), (4.18)

onde θ ≡
√
|c1z1|2 + |c2z2|2 + |c3z3|2, z1 ≡ 2(−ty2 + y1y2),z2 ≡ 2(ty1 + y2y3) e z3 ≡

t2 + y2
3 − y2

1 − y2
2. Ainda é posśıvel mostrar que

∑3
i=1 z

2
i = 1, o que implica que θ ≤√

c2(|z1|2 + |z2|2 + |z3|)2 = c, com c ≡ max[|c1|, |c2|, |c3|]. Assim, o valor máximo de θ é

c, então o valor de θ que maximiza (4.18) é θ = c. Por fim, temos

J(A : B)[ΠB
k ] =

(1− c)
2

log2(1− c) +
(1 + c)

2
log2(1 + c). (4.19)

Finalmente, aplicando (4.17) e (4.19) em (4.15), temos

δ(B : A) =
1

4

[
(1− c1 − c2 − c3) log2(1− c1 − c2 − c3)+ (4.20)

(1− c1 + c2 + c3) log2(1− c1 + c2 + c3)+

(1 + c1 − c2 + c3) log2(1 + c1 − c2 + c3)+

(1 + c1 + c2 − c3) log2(1 + c1 + c2 − c3)

]
−[

(1− c)
2

log2(1− c) +
(1 + c)

2
log2(1 + c)

]
.

Para c1 = c2 = c3 = −c, temos os estados de Werner para dois qubits

ρ̂ =
1− c

4
Î + c |Ψ−〉 〈Ψ−|

, onde |Ψ−〉 é o estado de singleto. Finalmente, a discórdia quântica para estados de

Werner de dois qubits é dada por

δ(A : B) =
1− c

4
log2(1− c) +

1 + c

2
log2(1 + c) +

1 + 3c

4
log2(1 + 3c). (4.21)

Vamos considerar dois casos especiais: i) c = 0, temos δ(A : B) = 0, ou seja, para

um estado de Werner de dois qubits maximamente misto, temos uma discórdia quântica

nula. Isto é esperado, já que, este estado é apenas classicamente correlacionado.
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Figura 4.3: Discórdia quântica para o estado de Werner de dois qubits em função do

parâmetro c [49].

ii) c = 0, temos δ(A : B) = 1, neste caso temos um estado maximamente emaranhado de

singleto. A informação mútua neste caso, é dada pela equação (3.6), sendo que a entropia

marginal de cada subsistema é S(ρ̂A) = 1. Desta forma, temos I(ρ̂) = 2 e da equação

(4.19), temos J(A : B)[ΠB
k ] = 1.

4.1.4 Teorema de Bell e Teorema GHZ

No artigo EPR de 1935, Einstein, Podolsky e Rosen [7] questionavam se a mecânica

quântica era capaz de descrever completamente um sistema f́ısico. Para Einstein, uma

descrição satisfatória de um sistema deveria ser independente de qualquer interação do

mesmo com um aparato de medição. Sendo assim, para que não houvesse qualquer per-

turbação induzida por um aparato de medição, era melhor procurar descrever uma situ-

ação em que não haveria qualquer contato entre o instrumento de medição e o objeto da

medição.

Para compreender melhor a situação acima descrita, vamos descrever aqui um

exemplo proposto por Bohm, envolvendo duas part́ıculas de spin 1/2, que estão no estado

emaranhado de singleto, |Ψ−〉 = 1√
2
[|01〉−|10〉]. Sendo assim, ao medirmos o spin de uma
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das duas part́ıculas em qualquer direção, o spin da outra part́ıcula será oposto, mesmo que

a separação espacial entre elas seja tal que não é posśıvel uma comunicação clássica entre as

part́ıculas. Se a mecânica quântica fornece uma descrição reaĺıstica do sistema, no sentido

do realismo que Einstein defendia, ela apenas revela o valor pré-existente da componente

de spin naquela direção. Entretanto, o estado de singleto possui simetria esférica, não

importando a direção em que se mede a componente de spin de uma das part́ıculas, a

outra componente sempre será imediatamente encontrada na direção contrária. Além do

mais, se os valores são existentes pré-medida, medidas de componentes incompat́ıveis,

como por exemplo, Sx e Sz, apenas revelariam valores simultaneamente presentes, o que

não está de acordo com os resultados fornecidos pela mecânica quântica [21]. Havia então

um impasse entre os resultados previstos pela teoria quântica e conceitos primordiais para

a f́ısica clássica, como o realismo e o prinćıpio da localidade.

Só em 1964, o teorema de Bell trouxe pela primeira vez a ideia de que estes con-

ceitos, como o prinćıpio da localidade e o realismo das grandezas f́ısicas, até então inques-

tionáveis nas teorias f́ısicas, não são compat́ıveis com as previsões estat́ısticas da mecânica

quântica [8]. Aqui, vale ressaltar que o prinćıpio da localidade se refere ao fato que um

sistema f́ısico só consegue exercer alguma influência sobre o outro a partir de um sinal cuja

informação viaja com velocidade menor ou igual a da luz. Por realismo, entende-se o fato

de que grandezas f́ısicas associadas ao sistema sempre possuem um valor bem definido,

independente se medidas forem ou não realizadas.

Em part́ıcular, Bell tratou desta contradição para um sistema constitúıdo por um

par part́ıculas de spin 1/2 cada. Inspirados pelo trabalho de Bell , os f́ısicos Clauser,

Horne, Shimony e Holt (CHSH) também derivaram uma desigualdade que fornece um

meio de verificar se uma descrição local seria capaz de descrever as previsões da mecânica

quântica para o sistema de um par part́ıculas de spin 1/2 [9]. Esta desigualdade é con-

hecida como desigualdade CHSH, e fornece um limite superior clássico, para uma função

de correlação, constrúıda a partir dos valores esperados de um conjunto medidas feitas

por dois observadores; um observador podendo medir o spin ao longo de duas direções

arbitrárias distintas. A desigualdade é surpreendentemente violada pela mecânica quân-

tica, mais precisamente, a máxima violação ocorre para o próprio estado de singleto [24].

Portanto, a conclusão é que a mecânica quântica tem uma natureza não-local.

Nos artigos intitulados “going beyond Bell’s theorem” e “Bell’s theorem without
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inequalities”, Daniel Greenberger, Michael Horne e Anton Zeilinger (GHZ) [15, 16] apon-

tam que, como salientado no parágrafo anterior, quando consideramos algumas direções

especiais de medição para a componente de spin, por dois observadores espacialmente sep-

arados, para um sistema de duas part́ıculas de spin 1/2 no estado de singleto, o teorema

de Bell faz uma previsão estat́ıstica para o caso de ângulos de medição arbitrários que a

teoria quântica contradiz a clássica. Mas, no caso de correlações perfeitas, isto é, quando

os spins das duas part́ıculas são medidos ao longo da mesma direção, não há nenhuma

restrição imposta pela desigualdade de Bell a uma descrição em termos de variáveis clás-

sicas locais. Quando consideram um sistema de quatro part́ıculas, os autores demonstram

uma incompatibilidade entre as previsões da mecânica quântica, quando se considera uma

situação de correlações perfeitas e as proposições de localidade e realismo.

Para exemplificar a diferença entre o teorema de Bell e o argumento proposto no

teorema GHZ, vamos considerar novamente um sistema de duas part́ıculas 1 e 2 que se

encontram no estado de singleto. Quando um observador A realiza uma medição do spin

da part́ıcula 1 em uma direção arbitrária n̂1 e um observador B realiza uma medição do

spin de 2 em n̂2, o valor esperado do produto entre as medições spins das duas part́ıculas

é dado, de acordo com a mecânica quântica, por

E(n̂1.n̂2) = −cos(n̂1.n̂2). (4.22)

Se considerarmos, por simplicidade, que as duas part́ıculas se movem na direção z, e que

as medições são feitas no plano xy, com direções dadas por ângulos medidos a partir do

eixo x, α e β, respectivamente para A e B, temos

E(n̂1.n̂2) = −cos(α− β). (4.23)

Para os dois casos especiais em que a diferença entre os ângulos é α− β = 0, π, há corre-

lações perfeitas e a desigualdade de Bell é satisfeita. Entretanto, para uma diferença de

ângulos de medição que seja outra qualquer, o comportamento mecânico-quântico não é

compat́ıvel com nenhum modelo local e realist́ıco.

Agora, vamos considerar uma nova situação, envolvendo não duas, mas quatro

part́ıculas de spin 1/2 cada se propagando na direção z, no seguinte estado emaranhado

|Ψ〉 =
|0011〉 − |1100〉√

2
, (4.24)
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onde |0〉 significa spin paralelo ao sentido da medição e |1〉 significa spin antiparalelo ao

sentido da medição. O valor esperado para o conjunto de quatro medições simultâneas,

ao longo de quatro direções de medição n̂i, i = 1, 2, 3, 4, no plano xy, para os observadores

separados espacialmente A, B, C e D é dado por

E(n̂1, n̂2, n̂3, n̂4) = −cos(φ1 + φ2 − φ3 − φ4), (4.25)

onde φi representa o ângulo azimutal, entre o eixo x e respectiva direção de medida para o

spin de cada part́ıcula. Neste novo esquema, para que haja correlações perfeitas, devemos

alinhar as medições nas seguintes configurações de ângulos

φ1 + φ2 − φ3 − φ4 = 0, (4.26)

com

E(n̂1, n̂2, n̂3, n̂4) = −1; (4.27)

e

φ1 + φ2 − φ3 − φ4, (4.28)

com

E(n̂1, n̂2, n̂3, n̂4) = 1. (4.29)

Se consideramos que o valor medido de spin de cada uma das quatro part́ıculas

é função apenas do respectivo ângulo do medidor φi e de uma variável λ local, assim

como considerado no teorema de Bell, temos que estas duas variáveis fornecem a descrição

completa do estado f́ısico de cada part́ıcula localmente. Ainda em paralelo com o trabalho

de Bell, nomenando-se quatro funções locais para a medição do spin de cada uma das

quatro part́ıculas, A(φ1)λ, B(φ2)λ, C(φ3)λ eD(φ4)λ, respectivamente, os valores assumidos

por cada uma delas são +1 ou -1. Pode-se, então, definir a seguinte a função

f(λ) = A(φ1)λB(φ2)λC(φ3)λD(φ4)λ, (4.30)

dada pelo produto da medição do spin de cada uma das quatro part́ıculas. É posśıvel

mostrar que há uma inconsistência entre os resultados fornecidos por f(λ) e a previsão

da mecânica quântica para os casos de correlações perfeitas, dados em (4.26) e (4.28).

Os autores salientam que não há necessidade sequer de formular uma desigualdade, como

foi feito no caso de duas part́ıculas de spin 1/2, já que algumas manipulações algébricas

fornecem resultados matemáticos contraditórios para f(λ). Fica, então, claro que, nesta
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situação de quatro part́ıculas no estado (4.24), não é posśıvel conciliar as proposições de

(i) até (iv) com os resultados da mecânica quântica, para a situação de correlações per-

feitas.

Além do exemplo acima envolvendo quatro part́ıculas de spin 1/2, GHZ trazem

um segundo exemplo em que uma part́ıcula de momento angular nulo decai em três

part́ıculas. Nesta segunda situação, a conservação do momento angular do sistema, bem

como o modo como o aparato experimental é modelado, permite introduzir o seguinte

estado emaranhado, conhecido como estado GHZ,

|Ψ〉GHZ =
|000〉+ |111〉√

2
. (4.31)

Para este novo estado, uma nova função de correlação é calculada. Também são intro-

duzidas as respectivas situações para as quais se obtêm correlações perfeitas. Novamente

há a mesma contradição entre a previsão quântica e as premissas de localidade e realismo

para este estado dado em (4.31). A confirmação experimental deste último experimento,

em favor da mecânica quântica, foi reportada em [48]

4.1.5 Sistema tripartido: classificação de estados

É posśıvel classificar os estados puros de três qubits em quatro classes: estados

não-emaranhados, estados com emaranhamento bipartido, estados com emaranhamento

genuinamente tripartido (EGT) do tipo W e estados EGT do tipo GHZ [14]. Esta classifi-

cação se baseia na ideia de que, se é posśıvel converter um estado emaranhado |Ψ〉 em outro

estado emaranhado |Φ〉, por meio de operações locais e comunicação clássica, com alguma

probabilidade não nula, então |Ψ〉 e |Φ〉 pertencem à mesma classe de emaranhamento.

Além disto, o estado GHZ possui emaranhamento frágil quando há a perda de um dos

três qubits. Ou seja, quando um dos qubits é retirado, o estado residual é totalmente

separável. Por outro lado, o estado W possui emaranhamento robusto quanto à perda de

um dos qubits, de modo que o estado dos dois qubits residuais possui emaranhamento.

4.1.6 Discórdia quântica global

Como tentativa de estender o conceito de discórdia quântica apresentado anteri-

ormente, foi proposta a construção da discórdia quântica global, que é uma quantidade
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simétrica com relação a troca de A por B [50]. Baseando-se no conceito de entropia

quântica relativa entre dois estados, dada pela equação (3.8), e a regra de medida de von

Neumann, dada em (4.12), é posśıvel construir a discórdia quântica global, da maneira

que será apresentada a seguir. Dado um sistema bipartido, descrito por meio do operador

densidade ρ̂, uma medida projetiva com valor não revelado, feita somente na parte A do

sistema, nos leva ao seguinte estado [ver eq. (2.15)]

Φ{ρ̂} =
(
Π̂A
k ⊗ ÎB

)
ρ̂
(
Π̂A
k ⊗ ÎB

)
=
∑
k

pkρ̂B|Π̂A
k
⊗ |ak〉 〈ak| . (4.32)

Calculando-se o traço sobre os estados do sistema B, temos

Φ{ρ̂A} =
∑
k

pk |ak〉 〈ak| . (4.33)

Utilizando o teorema da entropia conjunta, dado em (3.7), podemos escrever as

entropias de von Neumann para os estados (4.32) e (4.33)

S(Φ{ρ̂}) = H(~p) +
∑
k

pkS(ρ̂B|Π̂A
k

) (4.34)

e

S(Φ{ρ̂A}) = H(~p), (4.35)

respectivamente.

A informação mútua para este sistema, dada em (3.2), pode ser expressa em termos

da entropia relativa entre o estado ρ̂ e o estado separável ρ̂A ⊗ ρ̂B,

I(B : A) = S(ρ̂||ρ̂A ⊗ ρ̂B). (4.36)

Já a informação mútua dada em (3.3) pode ser expressa como

J(B : A){Π̂A
k }

= S(Φ{ρ̂}||ρ̂B ⊗ Φ{ρ̂A}). (4.37)

Assim, podemos escrever a discórdia em termos de (4.36) e (4.37), como

δ(B : A){Π̂A
k }

= S(ρ̂||ρ̂A ⊗ ρ̂B)− S(Φ{ρ̂}||ρ̂B ⊗ Φ{ρ̂A}). (4.38)

Podemos, por sua vez, realizar as medidas projetivas no sistema B, utilizando um conjunto

de projetores {Π̂B
j }. Desta maneira, a equação (4.43) será simétrica em relação a A e B,

δ(ρ̂){Π̂A
k ,Π̂

B
j }

= S(ρ̂||ρ̂A ⊗ ρ̂B)− S(Φ{ρ̂}||Φ{ρ̂B} ⊗ Φ{ρ̂A}), (4.39)
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onde

Φ{ρ̂} =
∑
k,j

(
Π̂A
k ⊗ Π̂B

j

)
ρ̂
(
Π̂A
k ⊗ Π̂B

j

)
. (4.40)

Esta é a versão simétrica, com relação aos sistemas A e B, da discórdia quântica dada em

(4.15).

Como a discórdia é uma medida que depende da base de projetores, mais uma vez

estamos interessados em encontrar um conjunto de projetores que a minimiza,

δ(ρ̂)min{Π̂A
k ⊗Π̂B

j }
= S(ρ̂||ρ̂A ⊗ ρ̂B)− S(Φ{ρ̂}||Φ{ρ̂B} ⊗ Φ{ρ̂A}). (4.41)

Podemos ainda rearranjá-la da seguinte maneira

δ(ρ̂)min{Π̂A
k ⊗Π̂B

j }
= S(ρ̂||Φ{ρ̂})− S(ρ̂A||Φ{ρ̂A})− S(ρ̂B||Φ{ρ̂B}). (4.42)

Desta maneira, é posśıvel estender esta definição para a situação em que temos N

subsistemas, da seguinte maneira [50]:

δ(ρ̂)min{Π̂k} = S(ρ̂||Φ{ρ̂})−
N∑
i=1

S(ρ̂Ai||Φ{ρ̂Ai
}), (4.43)

onde ρ̂ = ρ̂A1...AN
é o operador densidade para o sistema, com A1, ..., AN subsistemas;

Φ{ρ̂} = Π̂kρ̂Π̂k, com {Π̂k} = {Π̂j1
A1
⊗ ...⊗ Π̂jN

AN
} sendo o produto tensorial do conjunto de

medidas feitas localmente; e cada medida local é dada por

Φ{ρ̂Ai
} =

∑
j′

Π̂j
′

Aj
ρ̂AiΠ̂

j
′

Aj
. (4.44)

A partir de (4.43), para um sistema tripartido temos

δ(ρ̂)min{Π̂A
k ⊗Π̂B

j ⊗Π̂C
l }

= S(ρ̂||Φ{ρ̂})−S(ρ̂A||Φ{ρ̂A})−S(ρ̂B||Φ{ρ̂B})−S(ρ̂C ||Φ{ρ̂C}). (4.45)

O estado de Werner-GHZ, dado por

ρ̂ =
1− c

8
Î + c |GHZ〉 〈GHZ| , (4.46)

onde 0 ≤ c ≤ 1 e |GHZ〉 = 1√
2
[|000〉+ |111〉]. Este estado pode ser reescrito na forma

ρ̂ =
Î

8
+ c

c

8
{σz1σz2 + σz1σ

z
3 + σz2σ

z
3 + σx1σ

x
2σ

x
3 − σy1σy2σy3 − σy1σx2σy3 − σy1σy2σx3}, (4.47)

onde σxi , σyi e σzi são as matrizes de Pauli para o i-ésimo qubit. Assim, medidas locais

para o j-ésimo qubit podem ser realizadas com a base {|+〉j , |−〉j}, onde

|+〉j = cos
(θj

2

)
|0〉j + eiφj sin

(θj
2

)
|1〉j (4.48)
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e

|−〉j = cos
(θj

2

)
|1〉j − e−iφj sin

(θj
2

)
|0〉j , (4.49)

com j = A,B,C e {|0〉j , |1〉j} são os autoestados do operador σzj . Temos também que

ρ̂i = Trj,k(ρ̂) = aÎi, o que implica que S(ρ̂Ai
||Φ{ρ̂Ai

}) = 0.

Assim, a discórdia global para este estado será dada por

δ(ρ̂)min{θi,φi} = S(ρ̂||Φ{ρ̂})). (4.50)

De acordo com [50], temos

S(ρ̂ = 3− 7

8
log2(1− c)− 1

8
(1 + 7c) log2(1 + 7c) (4.51)

e

S(Φ{ρ̂}) = 3− 3

4
(1− c) log2(1− c)− 1

4
(1 + 3c) log2(1 + 3c). (4.52)

Desta maneira, a discórdia quântica global será dada por

δ(ρ̂) = −1

4
(1 + 3c) log2(1 + 3c) +

1

8
(1− c) log2(1− c) +

1

8
(1 + 7c) log2(1 + 7c). (4.53)

Vemos que, para um estado maximamente emaranhado do tipo GHZ, temos δ(ρ̂) = 1;

e para um estado maximamente misto, temos δ(ρ̂) = 0. No primeiro caso, a discórdia

global é capaz de capturar toda a correlação que advém do emaranhamento. Já no segundo

caso, como o sistema é separável, todas as correlações são clássicas e não há diferença entre

medir a entropia do sistema usando qualquer uma das fórmulas para a informação mútua,

sendo assim, a discórdia é nula.
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Figura 4.4: Discórdia quântica global para um estado de Werner-GHZ em função do

parâmetro c [50].



Caṕıtulo 5

Interferometrias clássica e quântica

“ In general, there is no way to explain what an individual photon does, and we have

good reasons to believe that this is not just our ignorance, but that this fundamental role

of probability is a basic feature of how the universe works.”

Anton Zeilinger

5.1 Interferometrias clássica e quântica

Após mais de cem anos de experimentos quânticos com part́ıculas individuais, um

novo campo de interferometria quântica teve ińıcio no final dos anos 1980, a interferometria

de duas part́ıculas [51, 52]. A essência deste tipo de interferometria reside na aplicação

de técnicas de recombinação de feixes de estados quânticos emaranhados [53].

Neste caṕıtulo, vamos discutir acerca dos experimentos de difração por uma aber-

tura estreita e interferência clássica da dupla-fenda de Young, bem como a visão da

mecânica quântica sobre tais experimentos, sendo este último conhecido, neste contexto,

como experimento de inferferência de uma part́ıcula. Vamos também abordar o conceito

de inteferência quântica entre duas ou mais part́ıculas, o qual também costuma estar bas-

tante associado ao conceito de emaranhamento.

5.1.1 Difração e Interferência

Vamos considerar primeiramente o processo de difração, e, para isto, vamos imag-

inar a situação em que um feixe de part́ıculas que passa por uma tela com uma única
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dos no ponto de observação. Este experimento pode ser descrito sem que recorramos à

mecânica quântica, da seguinte forma: o feixe de luz é descrito em termos da amplitude

de campo elétrico, sendo o prinćıpio da superposição de ondas aplicado, assim, a ampli-

tude resultante do campo elétrico no ponto de observação será dada pela superposição

dos campos oriundos de cada fenda. Esta soma de amplitudes das ondas que chegam à

tela de detecção, em fase ou não, possibilita o surgimento de um padrão sinusoidal na

intensidade medida na tela de detecção [55].

Entretanto, algo interessante ocorre quando a intensidade da fonte é atenuada:

mesmo que o experimento seja performado de modo que tenhamos a certeza que, apenas

um fóton passa pelas fendas por vez, o padrão de interferência ainda pode ser observado

após um grande número de detecções. A descrição quântica do processo de interferência

em um experimento do tipo duas fendas se dá por meio, não mais das amplitudes de

campo elétrico provenientes de cada fenda, mas por meio do prinćıpio da superposição,

e da soma resultante das amplitudes de probabilidade de uma part́ıcula passar por cada

uma das fendas [54, 26]. Neste caso, a função de onda no ponto z da tela de deteção será

ψ(z) = ψ1(z) + ψ2(z). (5.3)

A densidade de probabilidade de detecção de uma part́ıcula no ponto z será dada por

p(z) = |ψ(z)|2. Deste modo,

p(z) = p1(z) + p2(z) + pi(z), (5.4)

onde p1(z) = |ψ1(z)|2, p2(z) = |ψ2(z)|2 e pi(z) = ψ1(z)∗ψ2(z) + ψ1(z)ψ2(z)∗. O último

termo da equação (5.4) é chamado termo cruzado, e é o que dá origem ao padrão de

interferência.

Quando não há, em prinćıpio, um meio de saber qual caminho a part́ıcula tomou,

isto é, quando a part́ıcula não deixa no ambiente qualquer informação f́ısica de por qual

fenda ela passou, a superposição de amplitudes de probabilidade de passar por cada

fenda pode ser aplicada e, neste caso, há origem de um padrão de interferência quântico

com máxima visibilidade. Já na situação em que é posśıvel determinar completamente

a trajetória da part́ıcula, nenhum padrão de interferência é observado. Temos, portanto,

duas situações posśıveis que se complementam: comportamento ondulatório, através do

padrão de interferência de uma part́ıcula; e comportamento corpuscular, por meio da

possibilidade de determinação do caminho da part́ıcula [56]. Estes comportamentos são
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idade) [61]. A relação matemática entre distinguibilidade e visibilidade é dada por meio

de uma desigualdade, conhecida como relação de dualidade Englert–Greenberger–Yasin

[62, 63], sendo que, máxima distinguibilidade significa nenhuma visibilidade do padrão de

interferência, e padrão de interferência maximamente v́ısivel significa nenhuma informação

a respeito do caminho tomado por cada part́ıcula. Até aqui, nossa análise neste caṕıtulo

se restringiu aos experimentos de única e dupla-fenda, envolvendo uma única part́ıcula.

5.1.2 Interferência quântica de duas part́ıculas

Experimentos envolvendo interferência quântica de duas part́ıculas podem envolver

mais de um tipo de fenômenos [4, 51, 52]. Aqui vamos considerar uma situação espećıfica,

envolvendo duas part́ıculas, a e b, descritas por uma única função de onda Ψ(~ra, ~rb; t); cuja

a probabilidade de detecção conjunta de a no ponto ~ra e de b no ponto ~rb, em coincidência,

é dada por

P = |Ψ(~ra, ~rb; t)|2. (5.5)

Aqui, também, há dois tipos de situação que se complementam: se, em um ex-

perimento envolvendo este par de part́ıculas, existe a possibilidade determinar o caminho

tomado por uma part́ıcula por meio da observação da trajetória da outra, então as taxas

de detecção individuais em cada detector serão constantes, e não haverá padrões de inter-

ferência individuais, por motivos já explicados nas seções anteriores. Entretanto, quando

se analisa a taxa de detecção conjunta dos dois detectores (5.5), a mesma têm dependên-

cia sinusoidal, e este é um tipo de interferência não-local, que é uma caracteŕıstica da

mecânica quântica [64]. Por outro lado, se o experimento é tal que não existe a possibili-

dade de determinar o caminho de uma part́ıcula por meio da observação da outra, então

ambas as part́ıculas podem apresentar padrões individuais em cada tela de detecção, mas

não haverá padrão sinusoidal na probabilidade de detecção em coincidência [65].

Vale ressaltar que, em todos os casos descritos, tanto para o experimento com uma

única part́ıcula descrito na seção anterior, como para o par de part́ıculas aqui mencionado,

não é necessário que nenhuma observação seja realmente feita, o que importa é que exista

a informação armazenada no experimento, que pode ser coletável ou não, de “por qual

caminho” a part́ıcula passou. O “rastro” f́ısico deixado pela part́ıcula é o que destrói,

parcial ou completamente, o padrão de interferência.
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Figura 5.3: Uma fonte S gera um par de part́ıculas, a e b, que são submetidas aos aparatos

tipo fenda-dupla à esqueda e à direita, respectivamente. Após passarem por cada aparato,

as part́ıculas são detectadas nas telas SA e SB, nos pontos zA e zB.

Para uma melhor visualização do experimento envolvendo um par de part́ıculas,

vamos considerar o exemplo de uma fonte S, que emite um par de part́ıculas, a e b. Esta

fonte está posicionada no meio de um interferômetro constitúıdo de duas placas paralelas

e opacas, com duas fendas simetricamente posicionadas em cada placa. Também há

duas telas de detecção posicionadas atrás de cada placa, SA e SB, respectivamente. Os

detectores marcam as coordenadas verticais para as quais o par de part́ıculas chega.

Se a fonte S está inicialmente com sua posição vertical bem definida, para que

a relação de incerteza seja satisfeita, o seu momento linear vertical deve possuir grande

dispersão. Neste caso, por causa da dispersão vertical do momento, não haverá como

determinar a trajetória de uma part́ıcula com base na observação da outra. Entretanto, se

a fonte se encontra aproximadamente em repouso, a incerteza com relação a sua localização

vertical é considerável, já que o seu momento linear vertical é bem definido. Deste modo,

pelo prinćıpio da conservação do momento linear, as duas part́ıculas emitidas se deslocarão

em direções opostas, sendo posśıvel determinar o caminho de uma através da observação

da outra.

O tipo de interferência predominante que poderá surgir está relacionado com a

geometria vertical da fonte e com a distância entre as fendas. Por exemplo, uma fonte

dispersa (verticalmente larga), isto é, onde a largura vertical D da fonte é tal que, D >>

λ/θ, onde θ é o ângulo formado entre o par de aberturas e λ é o comprimento de onda

(óptico ou de de Broglie), provoca o apagamento das franjas de interferência individuais,

já que há uma precisão maior no momento linear vertical, pela relação de incerteza, o que
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acarreta na pouca iluminação simultânea das fendas. Por outro lado, no caso de uma fonte

bem localizada (D << λ/θ) há a origem de padrões de interferência individuais em cada

tela de detecção, já que isto implicará numa maior dispersão do momento linear vertical,

novamente pela relação de incerteza, e portanto, as fendas serão ambas bem iluminadas

simultaneamente

5.1.3 Quantificação da interferência quântica genúına entre dois

qubits

Para a configuração do experimento da figura (5.3), vamos denominar |A1〉 e |A2〉
os estados quânticos para a part́ıcula a, correspondentes às passagens pelas fendas 1 e

2 à esquerda, respectivamente. De modo análogo, vamos nomear |B1〉 e |B2〉 os estados

quânticos para a part́ıcula b, que correspondem às passagens pelas fendas 1 e 2 à direita,

respectivamente. Podemos estabelecer a base para o sistema bipartido AB através de

quatro estados quânticos ortogonais, dados pelos produtos tensoriais |Ai〉 |Bj〉, com i, j =

1, 2. Assim, o operador densidade que descreve genericamente este sistema é dado por

ρ̂ =ρ11 |A1〉 |B1〉 〈A1| 〈B1|+ ρ12 |A1〉 |B1〉 〈A1| 〈B2|+ ρ13 |A1〉 |B1〉 〈A2| 〈B1|+

ρ14 |A1〉 |B1〉 〈A2| 〈B2|+ ρ21 |A1〉 |B2〉 〈A1| 〈B1|+ ρ22 |A1〉 |B2〉 〈A1| 〈B2|+

ρ23 |A1〉 |B2〉 〈A2| 〈B1|+ ρ24 |A1〉 |B2〉 〈A2| 〈B2|+ ρ31 |A2〉 |B1〉 〈A1| 〈B1|+

ρ32 |A2〉 |B1〉 〈A1| 〈B2|+ ρ33 |A2〉 |B1〉 〈A2| 〈B1|+ ρ43 |A2〉 |B1〉 〈A2| 〈B2|+

ρ41 |A2〉 |B2〉 〈A1| 〈B1|+ ρ42 |A2〉 |B2〉 〈A1| 〈B2|+ ρ43 |A2〉 |B2〉 〈A2| 〈B1|+

ρ44 |A2〉 |B2〉 〈A2| 〈B2| ,

(5.6)

onde ρij com i, j = 1, 2, 3 e 4 são os elementos de matriz na base referida.

Estamos interessados em obter a densidade de probabilidade conjunta para este

sistema, pois, a partir desta, poderemos computar a interferência de duas part́ıculas.

Para tanto, vamos calcular a densidade probabilidade conjunta de detecção da part́ıcula

a no ponto zA, e da part́ıcula b no ponto zB, respectivamente em SA e SB. Esta densidade

conjunta é dada por

ρ(zA, zB) ≡ 〈zA| 〈zB| ρ̂ |zB〉 |zA〉 , (5.7)

onde |zA〉 e |zB〉 são os respectivos autoestados de posição.
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Figura 5.4: Diagrama do aparato apresentado na figura (5.3). O ângulo θ, bem como os

parâmentro L e d são úteis para a determinação da densidade de probabilidade conjunta

de detecção das part́ıculas em SA e SB.

Vamos assumir que, após atravessar uma fenda, a função de onda associada à

part́ıcula emergente tem forma esférica. Desta maneira, podemos escrever

ψAl(rAl) = 〈rAl|Al〉 =
eikrAl

rAl
(5.8)

e

ψBl(rBl) = 〈rBl|Bl〉 =
eikrBl

rBl
, (5.9)

para as part́ıculas à esquerda e à direita, respectivamente. Aqui, k representa o número

de onda, e r(A,B)l as distâncias entre as fendas e pontos de detecção, com l = 1, 2, como

ilustrado na figura (5.3).

No limite em que a distância entre as fendas é muito menor que a distância do

aparato até à tela de detecção, podemos considerar que o regime de difração de Fraunhofer

é válido [66, 67]. Então, temos rA(1,2) ≈ L∓ θzA e rB(1,2) ≈ L∓ θzB, com L e θ definidos

na figura (5.4).

Levando em consideração estas informações, podemos reescrever (5.7) como

ρ(zA, zB) =
ρ11

L3[L− 2θ(zA + zB)]
+

ρ22

L3[L− 2θ(zA − zB)]
+

ρ33

L3[L+ 2θ(zA − zB)]
+

ρ44

L3[L+ 2θ(zA + zB)]
+

2

L4

[
Re(ρ23e

−2ikθ(zA−zB)) +Re(ρ14e
−2ikθ(zA+zB))+

Re(ρ24e
−2ikθzA) +Re(ρ13e

2ikθzA) +Re(ρ12e
2ikθzB) +Re(ρ34e

−2ikθzB)

]
.

(5.10)

Rearranjando esta expressão, temos
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ρ(zA, zB) =
ρ11

L3[L− 2θ(zA + zB)]
+

ρ22

L3[L− 2θ(zA − zB)]
+

ρ33

L3[L+ 2θ(zA − zB)]
+

ρ44

L3[L+ 2θ(zA + zB)]
+

2

L4

[
[R23 +R14] cos(2kθzA) cos(2kθzB)+

[R23 −R14] sin(2kθzA) sin(2kθzB) + [I23 + I14] sin(2kθzA) cos(2kθzB)+

[I14 − I23] cos(2kθzA) sin(2kθzB) + [R13 +R24] cos(2kθzA)+

[R12 +R34] cos(2kθzB) + [I24 − I13] sin(2kθzA) + [I34 − I12] sin(2kθzB)

]
,

(5.11)

onde usamos a notação ρij = Rij + iIij para as entradas da matriz densidade, com i sendo

a unidade imaginária, e, Rij e Iij as partes real e imaginária de ρij, respectivamente.

Podemos observar que, os quatro primeiros termos da equação (5.11) representam as den-

sidades de probabilidade de detecção das part́ıculas a e b, respectivamente, nos pontos zA

e zB para os casos em que há informação completa sobre o caminho que cada part́ıcula

tomou, ou seja, por qual fenda elas passaram. Estes termos não contribuem com nenhum

tipo de efeitos de interferência. Os primeiros quatro termos dentro dos colchetes quantifi-

cam a existência de oscilações na taxa de detecção em coincidência das part́ıculas a e b,

nas respectivas telas de detecção. Por último, os quatro últimos termos dos colchetes são

responsáveis por efeitos de interferência de uma única part́ıcula. Isto significa que estes

últimos termos dão origem a padrões espaciais de interferência individuais nas telas de

detecção.

Uma oscilação na taxa de detecção conjunta de pares de part́ıculas a e b, advinda

da interferência de duas part́ıculas, é um fenômeno puramente quântico, sem qualquer

analogia clássica. Entretanto, devemos considerar também que, ao considerar-se conjun-

tamente os padrões de interferência individuais em cada tela, estes vão contribuir nas

medidas da taxa de detecção conjunta, embora não sejam, obviamente, caracteŕısticas da

interferência de duas part́ıculas. Assim, a interferência entre duas part́ıculas só é con-

tabilizada corretamente quando subtrairmos esses padrões individuais. Após a subtração,

restará apenas a interferência que caracteriza uma correlação não-local entre a e b.

Para exemplificar melhor o argumento de subtração dos termos que representam in-

terferências individuais, vamos considerar o modo oscilatório cos(2kθzA)cos(2kθzB). Na

equação (5.11), vemos que este termo acompanha o fator 2(R23 + R14) e, como men-

cionado anteriormente, este termo é um dos quatro que representam a interferência

quântica genúına entre duas part́ıculas. Podemos notar ainda que o produto de ter-
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mos de interferência individual 4[(R13 +R24)(R12 +R34)] também está associado ao modo

oscilatório cos(2kθzA)cos(2kθzB). Desta maneira, devemos subtrair o segundo caso do

primeiro, para que tenhamos apenas interferência quântica genúına entre duas part́ıcu-

las. O mesmo tipo de racioćınio pode ser aplicado para os outros três modos oscilatórios:

os termos 2(R23 − R14) e 4[(I24 − I13)(I34 + I12)] contribuem com o modo oscilatório

sin(2kθzA)sin(2kθzB); os termos 2(I23 + I14) e 4[(I24− I13)(R12 +R34)] contribuem com o

modo sin(2kθzA)cos(2kθzB); e os termos 2(I14−I23) e 4[(R13 +R24)(I34 +I12)] contribuem

com uma interferência do tipo cos(2kθzA)sin(2kθzB).

Os quatro modos oscilatórios acima considerados formam uma base para funções

bidimensionais oscilatórias com peŕıodo ` = π/kθ para zA e zB. Portanto, podemos

escrever

f(zA, zB) =Acos

(
2π

`
zA

)
cos

(
2π

`
zB

)
+Bsin

(
2π

`
zA

)
sin

(
2π

`
zB

)
+

Csin

(
2π

`
zA

)
cos

(
2π

`
zB

)
+Dcos

(
2π

`
zA

)
sin

(
2π

`
zB

)
,

(5.12)

onde

A = 4/`2

∫ `/2

−`/2

∫ `/2

−`/2
f(zA, zB)cos

(
2π

`
zA

)
cos

(
2π

`
zB

)
dzAdzB, (5.13)

B = 4/`2

∫ `/2

−`/2

∫ `/2

−`/2
f(zA, zB)sin

(
2π

`
zA

)
sin

(
2π

`
zB

)
dzAdzB, (5.14)

C = 4/`2

∫ `/2

−`/2

∫ `/2

−`/2
f(zA, zB)sin

(
2π

`
zA

)
cos

(
2π

`
zB

)
dzAdzB, (5.15)

D = 4/`2

∫ `/2

−`/2

∫ `/2

−`/2
f(zA, zB)cos

(
2π

`
zA

)
sin

(
2π

`
zB

)
dzAdzB. (5.16)

Assim, os quatro modos oscilatórios bidimensionais, apresentados na equação (5.11), são

linearmente independentes, o que nos permite analisá-los separadamente.

Baseando-se nos argumentos apresentados acima, podemos construir um quantifi-

cador de interferência genúına entre dois qubits, isto é, duas part́ıculas a e b, submetidas

ao aparato apresentado na figura (5.3). Este quantificador nos fornece a quantidade de

interferência quântica genúına, e é escrito da seguinte forma

I(2)
2 (ρ̂) ≡ 2

{
|(R23 +R14)2 − 4[(R13 +R24)(R12 +R34)]2|

+|(R23 −R14)2 − 4[(I24 − I13)(I34 − I12)]2|

+|(I23 + I14)2 − 4[(I24 − I13)(R12 +R34)]2|

+|(I14 − I23)2 − 4[I34 − I12)(R13 +R24)]2|
}
,

(5.17)
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dado em termos das entradas da matriz densidade ρ̂. O ı́ndice superescrito 2 na expressão

I(2)
2 (ρ̂) indicam a dimensão do espaço de Hilbert de cada parte; enquanto o ı́ndice 2

subescrito indica a quantidade de partes.

Vamos analizar o quantificador dado em (5.17) para alguns casos. Por simplicidade,

vamos considerar que: |A1〉 |B1〉 → |00〉, |A1〉 |B2〉 → |01〉, |A2〉 |B1〉 → |10〉 e |A2〉 |B2〉 →
|11〉. Estados puros gerais de dois qubits podem ser escritos nas formas |Φ(θ, φ)〉 =

cos θ |00〉+ eiφ sin θ |11〉 e |Ψ(θ, φ)〉 = cos θ |01〉+ eiφ sin θ |10〉, para os quais temos I(2)
2 =

sin2(2θ). Vemos que este resultado é independente de φ, e ainda que I(2)
2 = 1 para os

estados de Bell, que são obtidos quando fazemos θ = π/4 e θ = 3π/4 (para φ = 0),

e I(2)
2 = 0 para estados separáveis, obtidos quando θ = 0 e θ = π/2. Outro exemplo

importante é quando consideramos um estado arbitrário puro separável, |ψ〉 = |ψA〉 |ψB〉,
com |ψA〉 = cos(θ1/2) |0〉 + eiφ1 sin(θ1/2) |1〉 e |ψB〉 = cos(θ2/2) |0〉 + eiφ2 sin(θ2/2) |1〉.
Neste caso é posśıvel mostrar que I(2)

2 = 0, o que é esperado para estados puros separáveis.

Podemos perceber que o quantificador é eficaz na captação das correlações desde estados

maximamente emaranhados, até os totalmente separáveis.

Ainda é posśıvel analisar o seguinte estado misto

ρ̂ =


ρ11 0 0 0

0 ρ22 0 0

0 0 ρ33 0

0 0 0 ρ44

 , (5.18)

para o qual temos I(2)
2 = 0, como seria esperado. Devido ao fato do quantificador I(2)

2 ser

nulo para o caso em que todos os elementos de fora da diagonal principal serem nulos,

podeŕıamos estar tentados a achar que há uma conexão entre este e o conceito de coerência

quântica, já que ambos apresentam esta mesma propriedade [68, 69].

Vamos analisar agora o caso do estado de Werner de dois qubits, definido como

ρ̂W = p |ψ(−)〉 〈ψ(−)|+ 1− p
4

1̂. (5.19)

Como demonstrado nos caṕıtulos anteriores, para este estado, a discórdia quântica é não

nula para p ≥ 0, e o emaranhamento de formação é não-nulo para p ≥ 1/3. Podemos

comparar os comportamentos da discórdia quântica e do emaranhamento de formação

com o quantificador dado em (5.17), em função do parâmetro p. A partir da figura (5.5),

podemos perceber que há interferência de duas part́ıculas mesmo quando não há emaran-
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Figura 5.5: Gráfico comparando a interferência quântica genúına com o emaranhamento

de formação e a discórdia, para o estado de Werner de dois qubits, como função do

parâmetro p. Podemos notar que tanto I(2)
2 como a discórdia são não-nulas para 0 ≤ p ≤

1/3, ou seja, mesmo quando o estado é separável. Todas as três correlações possuem valor

1 quando p = 1.

hamento. Esta descoberta contraria a ideia de que é preciso que haja emaranhamento

para que haja interferência de duas part́ıculas [2].

5.1.4 Quantificação da interferência quântica genúına entre três

qubits

De maneira similar à abordagem feita na seção anterior, vamos tratar agora do

caso de três qubits. Para tal, vamos imaginar que uma fonte emite simultaneamente três

part́ıculas a, b e c, e que estas part́ıculas são enviadas separadamente para cada um dos

três aparatos tipo fenda-dupla apresentados na figura (5.6). Vamos nomear os estados

|A1〉 e |A2〉 para a part́ıcula a passando pelas fendas 1 e 2 do seu respectivo aparato

experimental; |B1〉 e |B2〉 para a part́ıcula b; e |C1〉 e |C2〉 para a part́ıcula c. Podemos

escolher como base os estados-produto |Ai〉 |Bj〉 |Ck〉, com i, j, k = 1, 2, para representar

um estado geral do sistema tripartido em questão. Como no caso anterior, podemos

representar o operador densidade nesta base (ver apêndice A).

Neste caso, a densidade de probabilidade conjunta de medirmos a, b e c nos pontos

zA, zB e zC , em coincidência, é dada por

ρ(zA, zB, zC) ≡ 〈zA| 〈zB| 〈zC | ρ̂ |zC〉 |zB〉 |zA〉 . (5.20)

Se assumirmos que as funções de onda das part́ıculas, após emergirem das fendas,
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Figura 5.6: Ilustração de um sistema de três qubits: uma fonte S emite três part́ıculas a,

b e c. Posteriormente cada part́ıcula é submetida a um aparato do tipo fenda-dupla. Após

passarem pelos aparatos, tais part́ıculas são detectadas nas telas SA, SB e SC , que marcam

suas posições nos pontos zA, zB e zc, respectivamente. Investigando os comportamentos

de interferência de uma única part́ıcula, duas part́ıculas e três part́ıculas produzidas por

este experimento, pode-se obter informações sobre a interferência quântica genúına entre

três part́ıculas.
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são esféricas, e que a geometria de cada um dos aparatos é tal que é posśıvel aplicar o

limite de difração de Fraunhofer, temos uma densidade de probabilidade conjunta, cuja

expressão se encontra no apêndice A.

Como mencionado no caṕıtulo 3, quando tratamos de um sistema de três qubits,

os mesmos podem apresentar emaranhamento tripartido através de duas classes distintas:

estados do tipo GHZ e estados do tipo W . Para a classe GHZ, se medirmos o estado

de um dos subsistemas, os outros dois subsistemas passarão a estar em um estado puro

separável. Já para a classe W , se medirmos um subsistema os outros dois subsistemas

passarão a estar em um estado emaranhado bipartido. Inferimos disto que um sistema

de três qubits pode produzir dois tipos inequivalentes de interferência de três part́ıcu-

las: um que existe quando todas as três part́ıculas são monitoradas simultaneamente,

que chamaremos de interferência do tipo GHZ; e outro que aparece apenas quando as

part́ıculas são monitoradas aos pares, que chamaremos de interferência do tipo W .

A partir desta argumentação, para construir um quantificador de interferência do

tipo GHZ, esperamos que os únicos efeitos de interferência produzidos por estados do tipo

GHZ sejam oscilações nas taxas de detecção conjunta das três part́ıculas. Estas oscilações

podem ser observadas quando se varia as posições relativas dos pontos de detecção zA,

zB and zC . Por outro lado, não esperamos nenhum outro tipo de interferência para

estados do tipo GHZ, como por exemplo, quando temos oscilações na taxa de coincidência

observando apenas um par de part́ıculas, ou no caso de interferência espacial de uma única

part́ıcula.

Assim, como feito para o caso de dois qubits, podemos quantificar a interferência

quântica genúına de três part́ıculas, a partir da expressão para densidade de probabilidade

de detecção conjunta, que se encontra no apêndice A. Novamente, para contabilizar cor-

retamente a interferência de três part́ıculas para tipo GHZ, é preciso levar em conta que

combinações de produtos de funções oscilatórias de duas part́ıculas com uma função os-

cilatória de uma única part́ıcula, ou até mesmo a combinação de produtos de três funções

oscilatórias de uma única part́ıcula, podem produzir um comportamento que poderia ser

confundido com uma interferência genúına produzida por um estado GHZ. Deste modo,

devemos subtrair os efeitos destas combinações para que reste apenas a interferência

quântica genúına de três part́ıculas.

Se estamos interessados, por exemplo, em estudar o termo de interferência
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{cos(2kθyA) cos(2kθyB) cos(2kθyC)}, vemos que o mesmo está associado à soma R18 +

R27 + R36 + R45, aos produtos (R15 + R26 + R37 + R48)(R14 + R23 + R58 + R67), (R13 +

R24 +R57 +R68)(R16 +R25 +R38 +R47), (R12 +R34 +R56 +R78)(R17 +R28 +R35 +R46), e

ao produto (R15 +R26 +R37 +R48)(R13 +R24 +R57 +R68)(R12 +R34 +R56 +R78). Entre

todas estas contribuições, a única que está relacionada com interferência quântica genúına

de três part́ıculas é a do fator {R18 + R27 + R36 + R45}. Além do modo de interferência

do tipo cos(2kθyA) cos(2kθyB) cos(2kθyC), há ainda, na expressão para a densidade de

probabilidade conjunta, outros sete modos de interferência de três part́ıculas, e que são

linearmente independentes.

Finalmente, podemos construir o quantificar para interferência quântica genúına

de três part́ıculas de estados do tipo GHZ, que é dado por

IGHZ(ρ̂) =
1

4

8∑
i=1

I(i)
GHZ , (5.21)

onde os elementos I(i)
GHZ estão listados no apêndice A.

Vamos exemplificar a validade do quantificador dado em Eq. (5.21). Por simplici-

dade, vamos considerar a base cmputacional para os três qubits: |A1〉 |B1〉 |C1〉 → |000〉;
|A1〉 |B1〉 |C2〉 → |001〉; |A1〉 |B2〉 |C1〉 → |010〉; |A1〉 |B2〉 |C2〉 → |011〉; |A2〉 |B1〉 |C1〉 →
|100〉; |A2〉 |B1〉 |C2〉 → |101〉; |A2〉 |B2〉 |C1〉 → |110〉 e |A2〉 |B2〉 |C2〉 → |111〉. Assim,

temos que o estado |ψ〉1 = cos(α) |000〉 + eiφ sin(α) |111〉 nos fornece IGHZ = sin2(2α).

Para α = π/4 ou 3π/4, temos IGHZ(ρ̂) = 1, que corresponde a estados GHZ maxi-

mamente emaranhados. Por outro lado, para o caso de estados arbitrários separáveis,

|ψ〉2 = |ψA〉 |ψB〉 |ψC〉, com |ψA〉 = cos(θ1/2) |0〉+ eiφ1 sin(θ1/2) |1〉, |ψB〉 = cos(θ2/2) |0〉+
eiφ2 sin(θ2/2) |1〉 e |ψC〉 = cos(θ3/2) |0〉+ eiφ3 sin(θ3/2) |1〉, temos IGHZ = 0.

Nos voltamos agora para a produção de interferência quântica genúına de três

part́ıculas de estados do tipo W , no aparato da figura (5.6). Neste caso, efeitos de intefer-

ência do tipo W surgem quando observamos duas part́ıculas por vez nas telas de detecção,

mas não há efeitos de interferência simultâneos de três part́ıculas, e nem de uma única

part́ıcula. Assim, efeitos de interferência para os estados W são detectáveis apenas quando

as part́ıculas são detectadas em pares, i.e., quando são verificadas oscilações na taxa de

detecção apenas quando se varia a posição relativa de dois pontos de detecção tomados

dentre zA, zB e zC . Para quantificar a interferência para estados do tipo W devemos nos

voltar novamente para a densidade de probabilidade dada na equação (6.6). Devemos
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encontrar todos os termos que contém o produto de duas funções oscilatórias das var-

iáveis zA, zB e zC , assim como também a combinação (produto) de funções oscilatórias

individuais que produzem efeitos similares. Estas quantidades estão listadas no apêndice

A.

Dados os quantificadores para todos os modos posśıveis de interferência de duas

part́ıculas, e sabendo que estados do tipo W apresentam interferência quântica genúına

se todas as três part́ıculas são quanticamente correlacionadas, mas que estas correlações

se estabelecem apenas entre pares de part́ıculas, podemos escrever um quantificador para

estados do tipo W . Assim, a interferência quântica genúına para estados do tipo W para

um estado arbitrário de três qubits é dada por

IW (ρ̂) =

(
9

8

)3
[

4∑
i=1

I(i)
Wab

4∑
j=1

I(j)
Wac

4∑
k=1

I(k)
Wbc

]
, (5.22)

com I(i)
Wab, I

(i)
Wac e I(k)

Wbc dados pelo conjunto de equações de (6.15) até (6.26), que se

encontram no apêndice A. O fator de normalização (9/8)3 foi introduzido para estabelecer

que IW (ρ̂) = 1, para estados maximamente emaranhados do tipo W . Testando este

quantificador um estado arbitrário puro e separável, da forma |ψ〉1 = |ψA〉 |ψB〉 |ψC〉,
com |ψA〉 = cos(θ1/2) |0〉 + eiφ1 sin(θ1/2) |1〉, |ψB〉 = cos(θ2/2) |0〉 + eiφ2 sin(θ2/2) |1〉 e

|ψC〉 = cos(θ3/2) |0〉 + eiφ3 sin(θ3/2) |1〉, obtemos IW (ρ̂) = 0, como esperado. Para um

estado geral do tipo W , |ψ〉2 =
1√
3

[|100〉+ eiφ1 |010〉+ eiφ2 |001〉], obtemos IW (ρ̂) = 1.

De um modo geral, para quantificar a interferência quântica genúına de três part́ıcu-

las, precisamos somar os quantificadores para estados dos tipos GHZ e W , sendo esses

quantificadores independentes entre si, ou seja, quantificam interferência para duas as

classes distintamente. Deste modo, o quantificador geral é dado por

I(2)
3 (ρ̂) = IGHZ(ρ̂) + IW (ρ̂), (5.23)

com IGHZ(ρ̂) e IW (ρ̂) dados pelas equações (5.21) e (5.22), respectivamente. Os ı́ndices

3 e 2 em I(2)
3 (ρ̂) indicam o número de partes e a dimensão do espaço de Hilbert de

cada parte, respectivamente. De acordo com os testes realizados com o quantificador

geral, observamos que IGHZ(ρ̂) > 0 e IW (ρ̂) = 0 para todos os estados do tipo GHZ, e

IGHZ(ρ̂) = 0 e IW (ρ̂) > 0 para todos os estados do tipo W , como esperado.

Vamos considerar o estado misto de três qubits a seguir, conhecido estado Werner-

GHZ. Este estado pode ser definido como uma mistura do estado GHZ e da identidade
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Figura 5.7: Gráficos da interfêrencia quântica I(2)
3 (ρ̂

(GHZ)
W ) e da discórdia quântica global

para o estado Werner-GHZ, dados pela equação (5.24). Como podemos ver, ambos os

quantificadores são não-nulos no intervalo 0 ≤ p ≤ 1/5, para o qual o estado é separável

[14, 70].

[71, 72, 73]:

ρ̂
(GHZ)
W = p |GHZ〉 〈GHZ|+ 1− p

8
1̂, (5.24)

com 0 ≤ p ≤ 1.

Na figura (5.7) comparamos nossos resutados, dados na equação (5.23), com a dis-

córdia quântica global, dada na referência [?] para o estado Werner-GHZ. Como podemos

ver, ambas as quantidades são não-nulas para p > 0. Este estado é separável para p < 1/5

[14, 70], e biseparável para p < 3/7 [74]. Estes resultados confirmam que alguns estados

separáveis, bem como biseparáveis, podem exibir efeitos de interferência de três part́ıcu-

las. É importante chamar atenção para o fato de que a interferência computadada para o

estado Werner-GHZ, I(2)
3 (ρ̂

(GHZ)
W ), possui contribuições apenas do estado tipo GHZ, ou

seja, IW (ρ̂
(GHZ)
W ) = 0 para todos os valores do parâmetro p.



Caṕıtulo 6

Conclusões e perspectivas

Durante o desenvolvimento deste trabalho, propusemos um método para quan-

tificar correlações quânticas através da interferência quântica genúına de duas e três

part́ıculas, que é um fenômeno puramente quântico. Esta interferência, em cada caso

estudado, é produzida por uma composição de sistemas, em que cada parte consiste de

um aparato do tipo dupla-fenda. As expressões obtidas em cada caso abordado neste

trabalho são funções de elementos da respectiva matriz densidade, de modo que cada

quantificador funciona para um sistema genérico de dois e três qubits.

Em casos especiais, onde consideramos estados puros, estes quantificadores servem

para medir emaranhamento em sistemas de dois e três qubits. De fato, os quantificadores

I(2)
2 (ρ̂) e I(2)

3 (ρ̂) satisfazem alguns axiomas necessários para candidatos a quantificadores

de emaranhamento [32], como:

• O emaranhamento não pode aumentar sob operações locais e comunicação clássica

(monotonicidade) ;

• O emaranhamento desaparece para estados separáveis: I(2)
2 (ρ̂)sep = 0 e I(2)

3 (ρ̂)sep =

0;

Além dos dois axiomas acima, nossos quantificadores satisfazem a condição de

normalização: I(|Φd〉) = log2 d, onde |Φd〉 é um estado maximamente emaranhado e d é

a dimensão do espaço de Hilbert de cada parte.

Observamos ainda, por meio da aplicação dos dois quantificadores para estados de

Werner, que a interferência não desaparece para os intervalos em que estes estados são

separáveis. Estes estados também possuem discórdia quântica não-nula nos respectivos

56
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intervalos de separabilidade [49, 50]. Por fim, ao contrário do que se espera, nossos resul-

tados demonstram que, possivelmente, não há necessidade de que haja emaranhamento

para que efeitos de interferência de muitas part́ıculas sejam observados, como aceito até

então na literatura [2, 75, 76].

Esperamos,em breve, aplicar a metodologia desenvolvida durante este trabalho

para outros sistemas, como por exemplo, um sistema constitúıdo por 2 qutrits.
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6.1 Apêndice A

1. Expressão para a matriz densidade de três qubits:

ρ = ρ11 |A1〉 |B1〉 |C1〉 〈A1| 〈B1| 〈C1|+ ρ22 |A1〉 |B1〉 |C2〉 〈A1| 〈B1| 〈C2|

+ ρ33 |A1〉 |B2〉 |C1〉 〈A1| 〈B2| 〈C1|+ ρ44 |A1〉 |B2〉 |C2〉 〈A1| 〈B2| 〈C2|

+ ρ55 |A2〉 |B1〉 |C1〉 〈A2| 〈B1| 〈C1|+ ρ66 |A2〉 |B1〉 |C2〉 〈A2| 〈B1| 〈C2|

+ ρ77 |A2〉 |B2〉 |C1〉 〈A2| 〈B2| 〈C1|+ ρ88 |A2〉 |B2〉 |C2〉 〈A2| 〈B2| 〈C2|

+ ρ12 |A1〉 |B1〉 |C1〉 〈A1| 〈B1| 〈C2|+ ρ21 |A1〉 |B1〉 |C2〉 〈A1| 〈B1| 〈C1|

+ ρ13 |A1〉 |B1〉 |C1〉 〈A1| 〈B2| 〈C1|+ ρ31 |A1〉 |B2〉 |C1〉 〈A1| 〈B1| 〈C1|

+ ρ14 |A1〉 |B1〉 |C1〉 〈A1| 〈B2| 〈C2|+ ρ41 |A1〉 |B2〉 |C2〉 〈A1| 〈B1| 〈C1|

+ ρ15 |A1〉 |B1〉 |C1〉 〈A2| 〈B1| 〈C1|+ ρ51 |A2〉 |B1〉 |C1〉 〈A1| 〈B1| 〈C1|

+ ρ16 |A1〉 |B1〉 |C1〉 〈A2| 〈B1| 〈C2|+ ρ61 |A2〉 |B1〉 |C2〉 〈A1| 〈B1| 〈C1|

+ ρ17 |A1〉 |B1〉 |C1〉 〈A2| 〈B2| 〈C1|+ ρ71 |A2〉 |B2〉 |C1〉 〈A1| 〈B1| 〈C1|

+ ρ18 |A1〉 |B1〉 |C1〉 〈A2| 〈B2| 〈C2|+ ρ81 |A2〉 |B2〉 |C2〉 〈A1| 〈B1| 〈C1|

+ ρ23 |A1〉 |B1〉 |C2〉 〈A1| 〈B2| 〈C1|+ ρ32 |A1〉 |B2〉 |C1〉 〈A1| 〈B1| 〈C2|

+ ρ24 |A1〉 |B1〉 |C2〉 〈A1| 〈B2| 〈C2|+ ρ42 |A1〉 |B2〉 |C2〉 〈A1| 〈B1| 〈C2|

+ ρ25 |A1〉 |B1〉 |C2〉 〈A1| 〈B1| 〈C1|+ ρ52 |A1〉 |B1〉 |C1〉 〈A1| 〈B1| 〈C2|

+ ρ26 |A1〉 |B1〉 |C2〉 〈A2| 〈B1| 〈C2|+ ρ62 |A2〉 |B1〉 |C2〉 〈A1| 〈B1| 〈C2|

+ ρ27 |A1〉 |B1〉 |C2〉 〈A2| 〈B2| 〈C1|+ ρ72 |A2〉 |B2〉 |C1〉 〈A1| 〈B1| 〈C2|

+ ρ28 |A1〉 |B1〉 |C2〉 〈A2| 〈B2| 〈C2|+ ρ82 |A2〉 |B2〉 |C2〉 〈A1| 〈B1| 〈C2|

+ ρ34 |A1〉 |B2〉 |C1〉 〈A1| 〈B2| 〈C2|+ ρ43 |A1〉 |B2〉 |C2〉 〈A1| 〈B2| 〈C1|

+ ρ35 |A1〉 |B2〉 |C1〉 〈A2| 〈B1| 〈C1|+ ρ53 |A2〉 |B1〉 |C1〉 〈A1| 〈B2| 〈C1|

+ ρ36 |A1〉 |B2〉 |C1〉 〈A2| 〈B1| 〈C2|+ ρ63 |A2〉 |B1〉 |C2〉 〈A1| 〈B2| 〈C1|

+ ρ37 |A1〉 |B2〉 |C1〉 〈A2| 〈B2| 〈C1|+ ρ73 |A2〉 |B2〉 |C1〉 〈A1| 〈B2| 〈C1|

+ ρ38 |A1〉 |B2〉 |C1〉 〈A2| 〈B2| 〈C2|+ ρ83 |A2〉 |B2〉 |C2〉 〈A1| 〈B2| 〈C1|

+ ρ45 |A1〉 |B2〉 |C2〉 〈A2| 〈B1| 〈C1|+ ρ54 |A2〉 |B1〉 |C1〉 〈A1| 〈B2| 〈C2|

+ ρ46 |A1〉 |B2〉 |C2〉 〈A2| 〈B1| 〈C2|+ ρ64 |A2〉 |B1〉 |C2〉 〈A1| 〈B2| 〈C2|

+ ρ47 |A1〉 |B2〉 |C2〉 〈A2| 〈B2| 〈C1|+ ρ74 |A2〉 |B2〉 |C1〉 〈A1| 〈B2| 〈C2|

+ ρ48 |A1〉 |B2〉 |C2〉 〈A2| 〈B1| 〈C2|+ ρ84 |A2〉 |B1〉 |C2〉 〈A1| 〈B2| 〈C2|

+ ρ56 |A2〉 |B1〉 |C1〉 〈A2| 〈B1| 〈C2|+ ρ65 |A2〉 |B1〉 |C2〉 〈A2| 〈B1| 〈C1|
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+ρ57 |A2〉 |B1〉 |C1〉 〈A2| 〈B2| 〈C1|+ ρ75 |A2〉 |B2〉 |C1〉 〈A2| 〈B1| 〈C1| (6.1)

+ρ58 |A2〉 |B1〉 |C1〉 〈A2| 〈B2| 〈C2|+ ρ85 |A2〉 |B2〉 |C2〉 〈A2| 〈B1| 〈C1| (6.2)

+ρ67 |A2〉 |B1〉 |C2〉 〈A2| 〈B2| 〈C1|+ ρ76 |A2〉 |B2〉 |C1〉 〈A2| 〈B1| 〈C2| (6.3)

+ρ68 |A2〉 |B1〉 |C2〉 〈A2| 〈B2| 〈C2|+ ρ86 |A2〉 |B2〉 |C2〉 〈A2| 〈B1| 〈C2| (6.4)

+ρ78 |A2〉 |B2〉 |C1〉 〈A2| 〈B2| 〈C2|+ ρ87 |A2〉 |B2〉 |C2〉 〈A2| 〈B2| 〈C1| , (6.5)

que possui 64 entradas: ρij com i e j variando de 1 até 8.

2. Expressão para a densidade de probabilidade conjunta do caso de três
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qubits:

ρ(zA, zB, zC) =
ρ11

L5[L− 2θ(zA + zB + zC)]
+

ρ22

L5[L+ 2θ(−zA + zB + zC)]

+
ρ33

L5[L+ 2θ(−zA + zB − zC)]
+

ρ44

L5[L+ 2θ(−zA + zB + zC)]

+
ρ55

L5[L+ 2θ(zA − zB − zC)]
+

ρ66

L5[L+ 2θ(zA − zB + zC)]

+
ρ77

L5[L+ 2θ(zA + zB − zC)]
+

ρ88

L5[L+ 2θ(zA + zB + zC)]

+
2

L6

{
[R18 +R27 +R36 +R45] cos(2kθzA) cos(2kθzB) cos(2kθzC)

+ [I18 − I27 + I36 − I45] cos(2kθzA) cos(2kθzB) sin(2kθzC)

+ [I18 + I27 − I36 − I45] cos(2kθzA) sin(2kθzB) cos(2kθzC)

+ [I18 + I27 + I36 + I45] sin(2kθzA) cos(2kθzB) cos(2kθzC)

+ [−R18 −R27 +R36 +R45] sin(2kθzA) sin(2kθzB) cos(2kθzC)

+ [−R18 +R27 +R36 −R45] cos(2kθzA) sin(2kθzB) sin(2kθzC)

+ [−I18 + I27 + I36 − I45] sin(2kθzA) sin(2kθzB) sin(2kθzC)

+ [−R18 +R27 −R36 +R45] sin(2kθzA) cos(2kθzB) sin(2kθzC)

+ [R17 +R28 +R35 +R46] cos(2kθzA) cos(2kθzB)

+ [I17 + I28 − I35 − I46] cos(2kθzA) sin(2kθzB)

+ [I17 + I28 − I35 + I46] sin(2kθzA) cos(2kθzB)

+ [−R17 −R28 +R35 +R46] sin(2kθzA) sin(2kθzB)

+ [R16 +R25 +R38 +R47] cos(2kθzA) cos(2kθzC)

+ [I16 − I25 + I38 − I47] cos(2kθzA) sin(2kθzC)

+ [I16 + I25 + I38 + I47] sin(2kθzA) cos(2kθzC)

+ [−R16 +R25 −R38 +R47] sin(2kθzA) sin(2kθzC)

+ [R14 +R23 +R58 +R67] cos(2kθzB) cos(2kθzC)

+ [I14 − I23 + I58 + I67] cos(2kθzB) sin(2kθzC)

+ [I14 + I23 + I58 − I67] sin(2kθzB) cos(2kθzC)

+ [−R14 +R23 −R58 +R67] sin(2kθzB) sin(2kθzC)

+ [R15 +R26 +R37 +R48] cos(2kθzA) + [I15 + I26 + I37 + I48] sin(2kθzA)

+ [R13 +R24 +R57 +R68] cos(2kθzB) + [I13 + I24 + I57 +RI68] sin(2kθzB)

+ [R12 +R34 +R56 +R78] cos(2kθzC) + [R12 +R34 +R56 +R78] sin(2kθzC)

}
,

(6.6)
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com Rij e Iij na Eq. (6.1), sendo as partes real e imaginária de ρij, respectivamente.

3. Modos linearmente independentes para três qubits:

i) cos(2kθyA) cos(2kθyB) cos(2kθyC) modo para part́ıculas A-B-C:

I(1)
GHZ =4|(R18 +R27 +R36 +R45)2−

4[(R15 +R26 +R37 +R48)(R14 +R23 +R58 +R67)+

(R13 +R24 +R57 +R68)(R16 +R25 +R38 +R47)+

(R12 +R34 +R56 +R78)(R17 +R28 +R35 +R46)]2−

16[(R15 +R26 +R37 +R48)(R13 +R24 +R57 +R68)(R12 +R34 +R56 +R78)]2|.

(6.7)

ii) cos(2kθyA) cos(2kθyB) sin(2kθyC) modo para part́ıculas A-B-C:

I(2)
GHZ =4|(I18 − I27 + I36 − I45)2−

4[(R15 +R26 +R37 +R48)(I14 + I23 + I58 + I67)+

(R13 +R24 +R57 +R68)(I16 − I25 + I38 − I47)+

(I12 + I34 + I56 + I78)(R17 +R28 +R35 +R46)]2−

16[(R15 +R26 +R37 +R48)(R13 +R24 +R57 +R68)(I12 + I34 + I56 + I78)]2|.

(6.8)

iii) cos(2kθyA) sin(2kθyB) cos(2kθyC) modo para part́ıculas A-B-C:

I(3)
GHZ =4|(I18 + I27 − I36 − I45)2−

4[(R15 +R26 +R37 +R48)(I14 − I23 + I58 − I67)+

(I13 + I24 + I57 + I68)(R16 +R25 +R38 +R47)+

(R12 +R34 +R56 +R78)(I17 + I28 − I35 − I46)]2−

16[(R15 +R26 +R37 +R48)(I13 + I24 + I57 + I68)(R12 +R34 +R56 +R78)]2|.

(6.9)

iv) sin(2kθyA) cos(2kθyB) cos(2kθyC) modo para part́ıculas A-B-C:

I(4)
GHZ =4|(I18 + I27 + I36 + I45)2−

4[(I15 + I26 + I37 + I48)(R14 +R23 +R58 +R67)+

(R13 +R24 +R57 +R68)(I16 + I25 + I38 + I47)+

(R12 +R34 +R56 +R78)(I17 + I28 − I35 + I46)]2−

16[(I15 + I26 + I37 + I48)(R13 +R24 +R57 +R68)(R12 +R34 +R56 +R78)]2|.

(6.10)
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v) sin(2kθyA) sin(2kθyB) cos(2kθyC) modo para part́ıculas A-B-C:

I(5)
GHZ =4|(−R18 −R27 +R36 +R45)2−

4[(I15 + I26 + I37 + I48)(I14 − I23 + I58 − I67)+

(I13 + I24 + I57 + I68)(I16 + I25 + I38 + I47)+

(R12 +R34 +R56 +R78)(−R17 −R28 +R35 +R46)]2−

16[(I15 + I26 + I37 + I48)(I13 + I24 + I57 + I68)(R12 +R34 +R56 +R78)]2|.

(6.11)

vi) cos(2kθyA) sin(2kθyB) sin(2kθyC) modo para part́ıculas A-B-C:

I(6)
GHZ =4|(−R18 +R27 +R36 −R45)2−

4[(R15 +R26 +R37 +R48)(−R14 +R23 −R58 +R67)+

(I13 + I24 + I57 + I68)(I16 − I25 + I38 − I47)+

(I12 + I34 + I56 + I78)(I17 + I28 − I35 − I46)]2−

16[(R15 +R26 +R37 +R48)(I13 + I24 + I57 + I68)(I12 + I34 + I56 + I78)]2|.

(6.12)

vii) sin(2kθyA) sin(2kθyB) sin(2kθyC) modo para part́ıculas A-B-C:

I(7)
GHZ =4|(−I18 + I27 + I36 − I45)2−

4[(I15 + I26 + I37 + I48)(−R14 +R23 −R58 +R67)+

(I13 + I24 + I57 + I68)(−R16 +R25 +R38 +R47)+

(I12 + I34 + I56 + I78)(−R17 −R28 −R35 −R46)]2−

16[(I15 + I26 + I37 + I48)(I13 + I24 + I57 + I68)(I12 + I34 + I56 + I78)]2|.

(6.13)

viii) sin(2kθyA) cos(2kθyB) sin(2kθyC) modo para part́ıculas A-B-C:

I(8)
GHZ =4|(−R18 +R27 −R36 +R45)2−

4[(I15 + I26 + I37 + I48)(I14 − I23 + I58 + I67)+

(R13 +R24 +R57 +R68)(−R16 +R25 −R38 +R47)+

(I12 + I34 + I56 + I78)(I17 + I28 − I35 + I46)]2−

16[(I15 + I26 + I37 + I48)(R13 +R24 +R57 +R68)(I12 + I34 + I56 + I78)]2|.

(6.14)

4. Contribuições para a interferência quântica genúına em estados do

tipo W :

i) cos(2kθyA) cos(2kθyB) modo linearmente independente para as part́ıculas A-B:

I(1)
Wab = 4|(R17+R28+R35+R46)2−4[(R15+R26+R37+R48)(R13+R24+R57+R68)]2|. (6.15)
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ii) cos(2kθyA) sin(2kθyB) modo linearmente independente para as part́ıculas A-B:

I(2)
Wab = 4|(I17 +I28−I35−I46)2−4[(R15 +R26 +R37 +R48)(I13 +I24 +I57 +I68)]2|. (6.16)

iii) sin(2kθyA) cos(2kθyB) modo linearmente independente para as part́ıculas A-B:

I(3)
Wab = 4|(I17 +I28−I35 +I46)2−4[(I15 +I26 +I37 +I48)(R13 +R24 +R57 +R68)]2|. (6.17)

iv) sin(2kθyA) sin(2kθyB) modo linearmente independente para as part́ıculas A-B:

I(4)
Wab = 4|(−R17−R28 +R35 +R46)2−4[(I15 +I26 +I37 +I48)(I13 +I24 +I57 +I68)]2|. (6.18)

v) cos(2kθyA) cos(2kθyC) modo linearmente independente para as part́ıculas A-C:

I(1)
Wac = 4|(R16+R25+R38+R47)2−4[(R15+R26+R37+R48)(R12+R34+R56+R78)]2|. (6.19)

vi) cos(2kθyA) sin(2kθyC) modo linearmente independente para as part́ıculas A-C:

I(2)
Wac = 4|(I16−I25 +I38−I47)2−4[(R15 +R26 +R37 +R48)(I12 +I34 +I56 +I78)]2|. (6.20)

vii) sin(2kθyA) cos(2kθyC) modo linearmente independente para as part́ıculas A-C:

I(3)
Wac = 4|(I16 +I25 + I38 +I47)2−4[(I15 + I26 +I37 +I48)(R12 +R34 +R56 +R78)]2|. (6.21)

viii) sin(2kθyA) sin(2kθyC) modo linearmente independente para as part́ıculasA-C:

I(4)
Wac = 4|(−R16 +R25−R38 +R47)2−4[(I15 +I26 +I37 +I48)(I12 +I34 +I56 +I78)]2|. (6.22)

ix) cos(2kθyB) cos(2kθyC) modo linearmente independente para as part́ıculas B-C:

I(1)
Wbc = 4|(R14+R23+R58+R67)2−4[(R13+R24+R57+R68)(R12+R34+R56+R78)]2|. (6.23)
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x) cos(2kθyB) sin(2kθyC) modo linearmente independente para as part́ıculas B-C:

I(2)
Wbc = 4|(I14− I23 + I58 + I67)2−4[(R13 +R24 +R57 +R68)(I12 + I34 + I56 + I78)]2|. (6.24)

xi) sin(2kθyB) cos(2kθyC) modo linearmente independente para as part́ıculas B-C:

I(3)
Wbc = 4|(I14 + I23 + I58− I67)2−4[(I13 + I24 + I57 + I68)(R12 +R34 +R56 +R78)]2|. (6.25)

xii) sin(2kθyB) sin(2kθyC) modo linearmente independente para as part́ıculas B-C:

I(4)
Wbc = 4|(−R14 +R23−R58 +R67)2−4[(I13 +I24 +I57 +I68)(I12 +I34 +I56 +I78)]2|. (6.26)
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[71] M CUNHA, Márcio; FONSECA, Alejandro; O SILVA, Edilberto. Tripartite entan-

glement: Foundations and applications.Universe, v. 5, n. 10, p. 209, 2019.

[72] SIEWERT, Jens; ELTSCHKA, Christopher. Quantifying tripartite entanglement of

three-qubit generalized Werner states. Physical review letters, v. 108, n. 23, p.

230502, 2012.

[73] ELTSCHKA, Christopher; SIEWERT, Jens. Entanglement of three-qubit

Greenberger-Horne-Zeilinger–symmetric states. Physical review letters, v. 108,

n. 2, p. 020502, 2012.
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