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Resumo

O esquema de Hilbert, introduzido por Alexander Grothendieck na década de 1960, é
um objeto fundamental na geometria algébrica, cujos pontos fechados parametrizam
subesquemas fechados de um esquema projetivo com um polindémio de Hilbert fixado.
Esta dissertacdo investiga a estratificacdo do esquema de Hilbert de curvas em P?, de-
notado por Hilb® ™ P3, com a,b € {1,2}, analisando as orbitas geradas sob a ac¢ao do
grupo de automorfismos Aut(P?). O estudo concentra-se nos polinomios de Hilbert:

t+1,t+2,2t+1 e 2t+2, que correspondem geometricamente a retas, & uniao esquema-
tica de uma reta e um ponto, a conicas e a uniao esquematica de retas disjuntas ou de
uma conica com um ponto em P?. Utilizando técnicas de algebra comutativa, teoria de
invariantes geométricos e o suporte computacional do software Macaulay2, apresenta-
se a classificacao explicita dessas orbitas, o calculo de suas dimensoes e a descri¢ao das
relagoes de especializagdo (degeneragoes) entre elas. Os resultados demonstram que
os espacos se decompoem em um numero finito de orbitas, revelando uma hierarquia
geométrica bem definida que reflete a posicao relativa das componentes irredutiveis e

das estruturas nao reduzidas das curvas estudadas.

Palavras-chave: Esquema de Hilbert, polinémio de Hilbert, mudanca de coordenadas

projetivas, acao de grupo, espaco de parametros.



Abstract

The Hilbert scheme, introduced by Alexander Grothendieck in the 1960s, is a funda-
mental object in algebraic geometry whose closed points parametrize closed subschemes
of a projective scheme with a fixed Hilbert polynomial. This dissertation investigates
the stratification of the Hilbert scheme of curves in P?, denoted by Hilb® ™ P? with
a,b € {1,2}, by analyzing the orbits generated under the action of the automorphism
group Aut(P?). The study focuses on the Hilbert polynomials: ¢ 4 1, t 4+ 2, 2t + 1,
and 2t + 2, which correspond geometrically to lines, the schematic union of a line and
a point, conics, and the schematic union of disjoint lines or of a conic with a point in
P?. Using techniques from commutative algebra, geometric invariant theory, and com-
putational support from the software Macaulay2, we present an explicit classification
of these orbits, the computation of their dimensions, and the description of specializa-
tion relations (degenerations) among them. The results demonstrate that these spaces
decompose into a finite number of orbits, revealing a well-defined geometric hierar-
chy that reflects the relative position of irreducible components and the non-reduced

structures of the studied curves.

Keywords: Hilbert scheme, Hilbert polynomial, projective change of coordinates,

group action, parameter space.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notagoes utilizadas neste trabalho.

e P" — espaco projetivo complexo de dimensao n.
e Aut(P") — grupo das mudangas de coordenadas projetivas em P".
e S =Clxg,...,x,] — anel de polindbmios com a graduagao usual.

e Se T' é um subconjunto de S entao [T] denota o subespaco vetorial gerado por T' em

S.

e S; — componente homogénea de grau d (polinémios homogéneos de grau d).
e h;(d) = dim S; — dim I; — funcao de Hilbert associada ao ideal homogéneo 1.
e p;(t) — polindmio de Hilbert associado ao ideal I.

o [ — saturagao do ideal I em relagao ao ideal irrelevante m = (g, ..., x,).

° Hﬁ(t) — conjunto dos ideais homogéneos saturados em Clzy, ..., x,] com polindmio
de Hilbert p(t).

o p,] — agao de ¢ € Aut(P") sobre o ideal .
e O; — orbita do ideal I sob a acdo de Aut(P").

e [/} — estabilizador do ideal 1.



Introducao

O esquema de Hilbert é um dos objetos mais ricos e fundamentais da geometria al-
gébrica moderna. Introduzido por Alexander Grothendieck na década de 1960, seus
pontos fechados parametrizam todos os subesquemas fechados com um dado polinémio
de Hilbert, fornecendo uma estrutura algébrica para o estudo de familias de variedades.
Embora a existéncia dos esquemas de Hilbert tenha sido provada pela primeira vez na
década de 1960, surpreendentemente pouco se sabe sobre suas estruturas individuais.
Por exemplo, a estrutura da compactificagao pelo esquema de Hilbert do espaco das
cibicas torcidas foi descoberta apenas em meados da década de 1980 [15]. Mesmo os
esquemas de Hilbert que parametrizam subsquemas de dimensao zero de P" nao sao
claramente compreendidos, exceto em casos rudimentares.

Entre as varias questoes que emergem naturalmente nesse contexto, destaca-se o pro-
blema de compreender como os pontos do esquema de Hilbert se organizam sob a acao
do grupo de automorfismos do espago ambiente. Esta dissertacao, baseada no texto
The Hilbert Schemes of curves in P? de Yoon-Ho Alex Lee ([12]), tem como obje-
tivo investigar a estratificacdo do esquema de Hilbert de curvas em P? por érbitas da
acao do grupo Aut(P*). Consideramos os espagos de parametros HP®), cujos pontos
fechados correspondem a ideais homogéneos saturados em C|xg, 1, 22, x3] com poliné-
mio de Hilbert p(¢). Nos concentramos nos casos em que p(t) assume as formas ¢ + 1,
t+2, 2t +1 e 2t + 2, que correspondem, respectivamente, a retas, a uniao esquematica
de uma reta e um ponto, conicas e a uniao esquemética de retas disjuntas ou de uma
conica com um ponto em P?. O trabalho de Lee tem como principal referéncia o texto
de Joe Harris em colaboracao com David Eisenbud Curves in Projective Space
([10]) onde esses autores ja abordam esse tipo de problema.

O objetivo principal deste trabalho é descrever explicitamente as 6rbitas desses ideais
sob a acdo de Aut(PP?), calcular suas dimensdes e estabelecer as relacdes de especi-
alizagao entre elas. Para isso, utilizamos técnicas de algebra comutativa, teoria de
invariantes geométricos e ferramentas computacionais como o Macaulay2. Os resul-
tados obtidos mostram que, nos casos estudados, o espaco HP®) se decompée em um

numero finito de o6rbitas, cujas dimensoes e padroes de especializacao revelam uma



Introducao

hierarquia geométrica que reflete a posicao relativa das componentes irredutiveis das
curvas.

Além do interesse intrinseco na classificacdo de curvas em P?, este estudo contribui
para a compreensao mais ampla da estrutura do esquema de Hilbert e das acoes de
grupos sobre ele, servindo como base para investigacoes futuras sobre a geometria das
componentes irredutiveis e as possiveis degeneragoes.

O trabalho ¢é dividido da seguinte forma: no Capitulo 1, introduzimos os conceitos
de funcao de Hilbert e polinomio de Hilbert, destacando sua obtenc¢ao via teorema de
Hilbert—Serre para modulos graduados finitamente gerados. Em seguida, apresentamos
o esquema de Hilbert HilbP™P", enfatizando sua propriedade universal. De fato, os
pontos fechados de HilbP™P" parametrizam todos os subesquemas fechados de P cujo
polinémio de Hilbert é p(t), o que corresponde, no contexto algébrico, ao conjunto
HP® dos ideais homogéneos saturados em C[zo, . . ., 2,,] com polinémio de Hilbert igual
a p(t).

No Capitulo 2, definimos a agao de Aut(P") em Hﬁ(t). Estudamos a acao induzida de
Aut(C"™) no anel de polinomios e em seus ideais, mostrando que propriedades como
homogeneidade, saturagao e singularidades sao preservadas. Para n = 3, apresentamos
resultados preliminares para o calculo da dimensao das orbitas, utilizando a relacao
dim O; = 15 — dim Ey, onde E; é o estabilizador do ideal I.

No Capitulo 3, classificamos as érbitas em H'™ H'*? e H**! sob a acdo de Aut(P?).
Mostramos que H'*! ¢ homogéneo (uma tnica érbita), que H'*? possui duas 6rbitas
com dimensdes 6 e 7 e que H*! se decompde em trés 6rbitas com dimensoes 5, 7 e 8.
Além disso, descrevemos as relacoes de especializagao entre as 6rbitas em cada caso.
No Capitulo 4, classificamos as érbitas em H*2 sob a acao de Aut(P?). Este espaco se
decompde em duas componentes irredutiveis: H; (dimensao 8), cujo ponto genérico é
a uniao esquematica de duas retas disjuntas, e Hs (dimensao 11), cujo ponto genérico
é a uniao esquematica de uma conica nao singular e um ponto fora dela. Descrevemos
todas as orbitas em cada componente, calculamos suas dimensoes e estabelecemos as
relagoes de especializacao entre elas, revelando uma hierarquia que inclui retas duplas
de diferentes géneros aritméticos, unioes de retas com pontos mergulhados e outros
esquemas nao reduzidos.

Por fim, no apéndice A realizamos os célculos dos polindémios de Hillbert dos ideais
abordados utilizando a ferramenta on-line Macaulay2. Também abordamos resultados

importantes sobre conicas em P? que nos foram tteis neste trabalho (cf. Apéndice B).



Capitulo 1

O Esquema de Hilbert

Um ingrediente fundamental na definicao do esquema de Hilbert é o polindmio de
Hilbert, motivo pelo qual iniciamos este capitulo com uma revisao sobre a existéncia
desse polindmio. Salientamos que a maioria das demonstracoes dos resultados aqui

apresentados podem ser consultadas nas referéncias [2] e [3].

1.1 Anéis e Mobédulos graduados

Definicao 1.1.1. Seja A um anel comutativo com unidade. Dizemos que A é um anel

graduado se existe uma familia {A,,},, com n > 0 inteiro, tal que
1. A, ésubgrupo de (A, +), V n.

2. Sea € Aea#0, entao existem tunicos ay,...,a; com a; € A,, nao nulos tais
que a = ay + - - -+ ag. O elemento a; é chamado parte ou componente homogénea

de grau n; de a.
Nesse caso, usamos a notacao A = @ A,. Além disso a € A — {0} é dito homogéneo
n>0

de grau n se a € A, para algum n.

Observagao 1. Seja A = @ A,, anel graduado, verifica-se que

n>0

1. Ag é um subanel de A.
2. A é uma Ag — algebra via o homomorfismo inclusao i : Ag — A.

3. A, éum Ay — mobdulo.



1. O Esquema de Hilbert

Exemplo 1.1.2. Seja A = K|xy, ..., z,] 0 anel de polindémios sobre o corpo K. Para

cada d € Z nao negativo, considere
Ag=[{a@ -2 |ig+ -+ +i, =d,i; € Lo}

Assim, Ag =K e Ay = [xg, ..., xn] = {aozo + - - - + anxy, | a; € K, 0 < i < n}. Observe

que A = @An. Esta graduacgao é chamada graduacao usual do anel de polinomios
n>0
Klzo, ..., Zn).

A seguir apresentaremos a defini¢ao de Modulo Graduado.

Definicao 1.1.3. Seja = EB A, um anel graduado, e M um A—moddulo. Dizemos que
n>0
M é um A—mddulo graduado se existe uma familia { M, },>0, n € Z tal que

1. M, é subgrupo de (M, +), V n.

2. M:@Mn.

3. A;M; C M,,, para todo %, j € Z nao negativos.
Assim como no caso dos anéis graduados temos que

i) Os elementos de M,, sdo chamados homogéneos. Se m € M,, e m # 0 entdao m é

chamado homogéneo de grau n.

iii) se m € M ¢é nao nulo, entdo existem tunicos my,..., ms nao nulos, tais que
m = my + -+ -+ ms (m; é chamada parte ou componente homogénea de m de

grau r; se m; € M,.).
Definicao 1.1.4. Um ideal [ de A = @An é dito homogéneo se para todo a € I tal

n>0
que a =a; + - -+ + a, com a; € A,, tem-se que a; € I para todo i € {1,...,n}.

Exemplo 1.1.5. Considere A = @An anel graduado e I C A ideal homogéneo.

n>0

Verifica-se que I é um A-modulo graduado, visto que I = @ I,,sendo I, = INA,.
n>0

Exemplo 1.1.6. Se A = @ A, é um anel graduado e I C A é um ideal homogéneo,

n>0

A
entao T é um A—moddulo graduado. De fato, (7, —I—) é um grupo abeliano com a

=)

soma&—i—l_):a—i— e

A A —
-:AX7—>7dadapor(A,6)r—>)\a



1. O Esquema de Hilbert

A A A
tornam 7 um A-moédulo. Note também que 7= @ (T)n sendo

n>0

A\ as Ay [ A

1.1.1 O teorema de Hilbert-Serre

O Teorema de Hilbert-Serre nos permite representar a série de Poincaré associada a
um moédulo graduado como uma fungao racional. A seguir vamos apresentar o conceito
de fungao aditiva, para logo introduzir a série de Poincaré, associada a um A-moédulo

M finitamente gerado (f.g.).

Definicao 1.1.7. Seja A um anel comutativo com unidade. Uma funcao aditiva, é
uma fungao A : {M | M é um A-modulo f.g.} — Z, tal que, para toda sequéncia exata
de A-modulos f.g.

0—M LML M=o

Verifica-se que A(M) = A\(M') + \(M").
Exemplo 1.1.8. Seja M um A-modulo onde A é um corpo, se verifica que

M é A-modulo f.g. <= M é um espago vetorial de dimensao finita sobre A.

Considere A(M) = dim M, a seguir vamos verificar que a fungao dimensao na categoria
dos espagos vetoriais de dimensao finita é uma fungao aditiva. De fato, sejam f, g

transformacoes lineares que geram a seguinte sequéncia exata
0V SvLvioo
de espacos vetoriais sobre A. Pelo teorema do niucleo e imagem aplicado em f, obtemos
dimV =dim V'’ + dim V",

A seguir introduzimos a série de Poincaré associada a um A-modulo graduado M

finitamente gerado.

Definigao 1.1.9. Seja A = @An um anel graduado finitamente gerado como Ay-
n>0
algebra. Considere

A:{M | M é um A-modulo graduado f.g.} — Z



1. O Esquema de Hilbert

funcao aditiva. A série de Poincaré Px(M,t) € Z][[t]] associada ao A-modulo M é dada

por

Pr(M,t) := i A(M,)E".

Teorema 1.1.10. (Hilbert-Serre). Seja A um anel graduado noetheriano, gerado como
Ag—algebra por m elementos homogéneos de grau dy,...,d,. Considere M um A-
modulo graduado finitamente gerado e A uma fungao aditiva, entao

Q)

Pr(M,t) = m com f(t) € Z][t].

Demonstracao. Veja Teorema 1.1, p. 19 em [3]. O

Corolario 1.1.11. Seja A anel graduado noetheriano finitamente gerado por s ele-
mentos de grau 1 como Agp-algebra. Seja M um A-moédulo finitamente gerado. Assuma
que

ft) 9(t)

DAL = 305 = [ -

com 0 < s < keg(l) #0. Entao, existe um polinémio h(t) € Q[t] de grau s — 1 tal

que
A(M,,) = h(n) para todo n > 0.

Ou seja, para n suficientemente grande A\(M,,) = h(n).
Demonstragao. Veja Corolario 1.1, p. 20 em [3]. ]

Definicao 1.1.12. O polinémio h(t) € Q]t] obtido pelo Corolario 1.1.11 é denominado
polinomio de Hilbert associado ao moédulo graduado M com respeito a funcao aditiva

A

1.2 A funcao de Hillbert e o polindmio de Hilbert

Seja S = Clxy, ..., x,] anel graduado com a graduagao usual, isto &, S = @ Sy sendo
d>0

Sq={0}U{F €S| F # 0 homogéneo de grau d}.



1. O Esquema de Hilbert

Observagao 2. Com as notagoes acima temos

d d
1. S; é um espago vetorial sobre C de dimensao <n§ > = ( + n)
n

2. Se I é um ideal homogéneo de S, entao I; = I N S; é um subespaco vetorial de
Sy4. Por exemplo,
C, sel =S5,

{0}, se I # 5.

Io =

Considere Ny o conjunto dos inteiros nao negativos.

Defini¢ao 1.2.1. Se [ for um ideal homogéneo de S = Clxy, ..., z,], entao a fungao
hr : Ng — Ny dada por
h[(d) = dim Sd — dim Id

é denominada a func¢do de Hilbert associada ao ideal homogéneo 1.

Observagao 3. Temos que h : {M | M ¢ um S —mobdulo graduado f.g.} — Z[[t]] dada
por
M — ) dimg Myt

d>0
¢ aditiva (no sentido que é aditiva em sequéncias exatas curtas). Segue entdao do
Corolario 1.1.11 que existe um polindémio associado ao ideal I que sera denotado por

pr e denominado polinémio de Hilbert associado a I (sendo o modulo graduado em
tao —).

questao I)

Exemplo 1.2.2. Considere S = Clxg,x1, 22, x3]. Se Li,Ly € S sdo LI e I =

(L1, Ly) C S, entao verifica-se que h;(d) = d + 1 para todo d. Portanto, p;(t) =¢+ 1.

dim S, — (3‘§d).

Lembremos que:

Logo,
3+d

h](d) = dlIIlSd - dlm]d = ( 3

) — dim Id.

Neste caso, podemos dividir a determinacao de h;(d) nas seguintes partes: d = 0,d = 1
ed> 2.
Para d = 0, como [y = {0}, entao dim Iy = 0. Logo

Para d = 1, como I, = [L, Ly] = C? implica em dim I; = 2. Logo

hi(1)=dimS; —diml; =4 —-2=2=1+1.

7



1. O Esquema de Hilbert

Para d > 2, considere ¢ : Sy_1 X Sq_1 — I; definida por
(A,B)— A- L1+ B L.
Observe que 1 é uma aplicagao C-linear sobrejetora. Assim,
dim I; = 2dim Sy—1 — dim(ker(¢))).
Agora,
(A,B) € ker(¢p)) <= AL, =—BLy < B=C-L1e A=—C":Lycom C € Sy ».

Assim, ker(v) = S;_o (basta considerar o isomorfismo linear de S;—» em ker(¢)) dado
por C' +— (—C' - Ly, C - Ly)). Portanto,

dim Id = 2dim Sd—l — dim Sd_g Vd Z 2.
De onde concluimos que:
hi(d) =dim Sy — 2dim Sy_; +dim Sy V d > 2.

Apos alguns calculos, obtemos h;(d) =d+ 1V d > 2. Portanto, h;(d) =d+ 1V d.

Visto que nosso objeto de estudo envolve os ideais homogéneos saturados. A seguir

introduzimos o conceito de saturacao.

Definigao 1.2.3. Seja m = (xq,...,z,) o ideal irrelevante do anel graduado S =
Clxo, - ..,y Se I &€ um ideal homogéneo de S, definimos a saturagao de I em relagao

am (ou simplesmente saturacdio de I), que sera denotada por I°*, da seguinte maneira
I** = {f € S| fm* C I para algum inteiro k > 0}.

Observe que I°* é um ideal homogéneo de S. Um ideal I é dito saturado se [ = I*%.

Lema 1.2.4. Sejam [ e J ideais homogéneos de S = Clxy, ..., x,]. Se existe Ny inteiro
positivo tal que I; = J; V d > Ny, entao [°* = J**,

Demonstracao. Sendo I°™ e J*** ideais homogéneos, tem-se que, se f = fo+fi+- -+ fe,

entao

f e ™ (vesp. feJ™) < f,el" (resp. f; € J**") Vi, 0<i<e.



1. O Esquema de Hilbert

Observe que para mostrar a inclusao I°* C J*** basta considerar elementos homogéneos

de I*™*. Assim considere f € I°* homogéneo de grau e. Lembre que
' = {f € S |3 k>0 inteiro tal que fa¥ € IV i}.
Seja k um inteiro positivo tal que
feker, vie{o,...,n}.
Temos duas possibilidades:

(i) grau(fz¥) =e+k > Ny.
Neste caso, f:vf € l..x = Jexr ¥V i. Com isso, temos que fa:i-C € J Vi, oque
implica em f € J%.

(ii) grau(fz¥) =e+k < Ny.

Escolha v > 0 tal que e + k + u = Ny e observe que f:vf € I Vi, o que implica
em fzi™ € IV i. Neste caso, fa¥*t" € Iy, = Jy,, logo f € J**.

Portanto, I°* C J***. De forma analoga prova-se que J** C 5%,

]

Proposigao 1.2.5. Sejam I C J ideais homogéneos saturados em Clxy, ..., z,] tais
que pr(t) = py(t). Entao [ = J.

Demonstracao. Lembremos que a partir da definicao da funcao de Hilbert temos

hi(d) =dim Sy —diml; e hy(d)=dimS; —dimJ; Vd>D0.

Além disso, h;(d) = p;(d) para todo d > 0 e h;(d) = ps(d) para todo d > 0. Escolha
No > 0 tal que hy(d) = ps(d) e hy(d) = p;s(d) para todo d > Ny. Logo hi(d) = h,(d)
para todo d > N, e isso implica que dim I; = dim J; para todo d > Ny. Visto que
I C J, segue que I; C J; para todo d > 0. Portanto, I, = J; para todo d > N,.

Segue do Lema 1.2.4 que I = J***. Entretanto, sendo I e J ideais homogéneos

saturados, tem-se que /%" = [ e J*** = J. Portanto I = J. O

Proposicao 1.2.6. Seja I € S = Clzg,...,x,] (com a graduagao usual) um ideal
homogéneo e I** seu saturado. Entdo os polinomios de Hilbert p;(t) e prsat(t) sdo

iguais.

Demonstragao. Veja Lema 4.10, p. 19 em [11]. ]



1. O Esquema de Hilbert

De posse desses resultados, mostraremos que o conjunto dos ideais homogéneos satura-
dos em S = Clzy, ..., z,] com polinomio de Hilbert p(t) esta em correspondéncia com
os pontos de fechados do esquema de Hilbert, denotado por Hilb™P", nosso principal

objeto de estudo neste trabalho.

1.3 O Esquema de Hilbert

A existéncia e a construgao do esquema de Hilbert foram estabelecidas originalmente
por Alexander Grothendieck em [8]. Desde entao, esse objeto tem sido amplamente
estudado por diversos matematicos, dada a sua relevancia e riqueza estrutural. Como
foge ao foco principal deste trabalho, assumiremos a existéncia do esquema de Hilbert
e apresentaremos apenas um breve esboco de sua construcao, seguindo a abordagem de
David Eisenbud e Joe Harris em [4], baseada na construgao original de David Mumford
em [14]|. Usaremos conceitos elementares da teoria de esquemas e linguagem funtorial

que podem ser encontrados a partir do Capitulo 2 em [9].

1.3.1 Hilb"P" como espaco de parametros

Definigao 1.3.1. Seja C' uma colegao de objetos geométricos. Um esquema X ¢é dito
um espag¢o de pardmetros para C' se existe uma correspondéncia natural entre os pontos
geométricos de X e os objetos de C'. Mais precisamente, X representa um funtor de

moduli associado a C.

Proposicao 1.3.2. (Propriedade universal do esquema de Hilbert). Seja p(t) €

Q[t] um polinémio. Entao o esquema de Hilbert, Hilb” ®P" representa o funtor

Hilb%" : (Sch)® —s Sets
T — HIY(T)

que a cada esquema T associa o conjunto das familias planas Z C P" x T tais que,

para todo t € T, a fibra Z; C P" tem polinémio de Hilbert p(t).

Z e SsP"xT

N 2

Onde Z; = (7)) ' (t).

10



1. O Esquema de Hilbert

Demonstragao. Veja Proposigao 6.8, p. 204 em [4]. ]

Corolario 1.3.3. Em particular, ha uma correspondéncia biunivoca entre os pontos

fechados de Hilb?®P" e os subesquemas fechados Z C P& cujo polindmio de Hilbert é
p(t).

Observagao 4. Considere’ P% = Proj(S), sendo S = C[z,...,7,]. Existe uma

correspondéncia entre

{pontos fechados de Hilb” (t)IP’"}

0

HP® .= {I ¢ S| I & um ideal homogéneo saturado tal que p;(t) = p(t)}.

1.3.2 Esbogo da construciao do Esquema de Hilbert Hilb?®P"

Considere S = Clxy, ..., z,] com a graduagao usual. O esquema de Hilbert Hilb” Opn
é construido como um subesquema fechado da grassmanniana dos subespagos de codi-
mensao p(d) de Sy, o espago das formas homogéneas de grau d, para d suficientemente
grande. A possibilidade de fazer isso é fornecida por resultados da teoria de regu-
laridade em algebra comutativa que combinam ideias de Macaulay e Gotzmann que
podem ser consultadas em [7]. Considere entao I ideal homogéneo saturado em S que
define um subsequema fechado de P¢: com polinémio de Hilbert p(t), temos o seguinte

teorema.

Teorema 1.3.4. Existe um inteiro positivo mg (que s6 depende dos coeficientes de
p(t)) tal que se d > my, entdo I, é gerado a partir dos geradores de I, e
S,
dim =2 = p(d).
1y
Além disso, um subespago vetorial V' de S; de dimensao dim Sy — p(d) gera um ideal

com polinémio de Hilbert p(t) se e somente se

dim (gd;) =p(d+1) sendo S1V = [{hv | h € S;,v € V}].
1

Demonstragao. Veja Teorema 6.9, p. 206 em [4]. ]

Observagao 5. O numero my do Teorema 1.3.4 é chamado de Castelnuovo-Mumford

regularidade do ideal saturado I C Clzo, ..., z,).

'Considere S = @Sd um anel graduado e 54 = @Sd o ideal irrelevante. O espectro primo
d>0 d>0
homogeéneo de S é dado por Proj(S) = { P € Spec(S) | P ¢ homogéneo e S; € P}.

11



1. O Esquema de Hilbert

Definicao 1.3.5. Considere p(t) € Q[t]. Uma representacao de Gotzmann de p(t) é

uma representagao binomial tal que, para todo inteiro m > 0

(m) m+ a; N m—1+as o m—(s—1)+ a,
m) = . e

b m m—1 m—(s—1)
sendo aq,...,as € Z tais que a; > --- > as > 0.

Proposigao 1.3.6. Seja I C Clxy,...,z,] um ideal homogéneo e p;(t) € Q[t] seu

polinémio de Hilbert. Entao p;(t) possui uma tnica representacao de Gotzmann.
Demonstracao. Coroélario B. 31, p. 361 em [17]. O

Observagao 6. A quantidade de termos que aparecem na representacao de Gotzmann

associada ao polinomio de Hilbert p;(t) é denominada nimero de Gotzmann de I.

Teorema 1.3.7. O ntimero de Gotzmann de um polinémio admissivel® p(¢) é o me-
lhor limite superior para a regularidade de Castelnuovo-Mumford de um subesquema

fechado tendo p(t) como polindémio de Hilbert.
Demonstrag¢ao. Veja Lema 2.9, p. 65 em [6]. ]

Seja mg o numero de Gotzmann de um polinémio admissivel p(t) e ¢(m) := dimS,, —
p(m) para todo m > 0 inteiro. Assim o Teorema 1.3.7 nos permite aplicar o Teorema
1.3.4 utilizando o niimero de Gotzmann my, de onde obtemos a seguinte correspondén-

cia:

sendo
H={V <8, | dimV = g(mg) e dim S;V = q(mgy +1)}.

Note que a inversa da correspondéncia acima, ¢ dada por V —— (V)**. Agora observe

que:®

Vet = dimV =q(mo) = V € Gymo)(Smo)-

*Um polinémio P(t) € Q[t] & dito admissivel se existe um k-modulo graduado finitamente gerado
M sobre k[zg, ..., x,] tal que P(¢) coincide, para ¢t >> 0, com a fungéo de Hilbert Hy (¢) = dimy (My).
Equivalentemente, P(¢) admite uma decomposigao da forma

o= (") () s (),

com inteiros ag > ag—1 > --- > ag > 0.
3Gn(U) denota a grassmanniana dos subespacos vetoriais de dimensdo N do espaco vetorial U.

12



1. O Esquema de Hilbert

Portanto,
H C Gq(mo) (Smo ) .

Proposigao 1.3.8. H define um fechado em G y(mg)(Smy)-
Demonstrag¢ao. Veja Proposic¢ao 2.9, p. 48 em [3]. ]

Com isso, temos a seguinte correspondéncia:

{Pontos fechados de Hilb?™® (]P’")}

0

HP® = {1 C S| I é um ideal homogéneo saturado tal que p;(t) = p(t)}

0
H={V C Sp, | dimV = g(mg) e dimS1V = q(mo + 1)} = Ggime)(Smo)

O que nos permite visualizar Hilb?® P™ como um fechado da grassmanniana G y(mo) (Smo )-

13



Capitulo 2

A acao de Aut(P") em Hﬁw

Assumiremos alguns conceitos elementares de geometria algébrica, como a defini¢ao do
espago projetivo complexo P, bem como as nogoes de pontos e retas em P". O leitor
pode consultar tais definigdes no Capitulo 1 de [16]. Neste capitulo, introduziremos o
conceito central deste trabalho, a agao do grupo das mudangas de coordenadas proje-
tivas, Aut(P"), em Hﬁ(t). Comecaremos estudando a acao do grupo das mudancas de
coordenadas projetivas sobre o anel de polinomios e seus ideais, o que nos permitira
simplificar equacoes e classificar subesquemas fechados em P" por meio de invariantes

algébricos.

2.1 Mudanca de Coordenadas Projetivas em P"

Seja Aut(C"*!) = {T : C""' — C"*' | T é um isomorfismo C-linear}. Uma funcio
@ : P" — P" é denominada uma mudanga de coordenadas projetivas (MCP) se existe
T € Aut(C™) tal que ¢([v]) = [T'(v)], V [v] € P". Considere o conjunto

Aut(P") = {¢ : P" — P" | ¢ é uma mudanga de coordenadas projetivas}.

Observe que tanto Aut(C™"™') quanto Aut(IP™) sdo grupos com a operacio de composi-

¢ao de fungoes.

Proposicao 2.1.1. Sejam ,v € Aut(P") determinados por 7,7} € Aut(C™*") res-

pectivamente, entao ¢ = v se, e somente se T' = AT} para algum A € C, A # 0.

Demonstra¢ao. (=) Assuma que ¢ = 1. Note que
o(p) = ¢(p) com p = [v] € P" = [T'(v)] = [T1(v)] = T(v) = A(v)T1(v),
para algum A(v) € C — {0}.

14



2. A acdo de Aut(P") em HP®

Considere {vg,v1, ..., v, } base de C"**. Logo T'(v;) = \T1(v;) com \; € C— {0} ei €
{0,...,n} . Sev=1wvy+v; +---+wv, € C" entdo, note que

T(v)=MN1(v) < T(v)+---+T(v,) = /\(Tl(vo) + e+ Tl(vn))
<~ >\0T1(U0) + -+ >\nT1<Un) = /\Tl(U0> + -+ )\Tl(vn)

Como {v;}I-, é base de C"™ e T1 € Aut(C"*h), entdo {T(v;)}/, também é base de
C". Segue por conta da unicidade da escrita de vetores numa base que \; = A para
todo i € {0,...,n}. Por outro lado, para qualquer v € C"*! existem tnicos a, ..., ay

em C tais que v = agvg + a1v1 + - - - + a,v,. De onde concluimos que

T(v) =Y aT(v;)=> adTi(v;) =AY aTi(v;) = ATi(v).
i=0 i=0 i=0
Portanto T' = \T;.
(«<=) Perceba que ¢ = 1 se, e somente se, ¢(p) = ¥ (p) para todo p € P". Considere
p = [v] € P" qualquer e note que

Hip.

p(p) = ¢(l]) = [T()] = ()] = [Ti(v)] = ¥ (p).

Exemplo 2.1.2. Se p € P? entdo existe p € Aut(P?) tal que p(p) =[1:0:0:0].

De fato p = [v], com v € C* ndo nulo. Assim precisamos determinar 7' € Aut(C*) tal
que T'(v) = (1,0,0,0). Sendo {e;}i_, a base canénica de C*, basta entdo completar a
base {v,v1,v2,v3} de C* e escolher T € Aut(C*) tal que T'(v) = e; e T'(v;) = €441, com
i €{1,2,3}. Assim, ¢ definida por T satisfaz p(p) = ¢([v]) = [T'(v)] = [e1].

Exemplo 2.1.3. Considere a reta L C P?, entdo existe ¢ € Aut(P?) tal que ¢(L) =
Z(zg,x1).

Usemos o seguinte fato: L C P? é uma reta se, e somente se, L = P(W), com W €
Go(C*)* (confira Corolario 1.9, p. 68 em [16]). Temos que

Z(wg, 1) ={[0:0:as: as] | [ag : as] € P} C P°.

Afirmacao: Z(zo, z1) = P([es, e4)).

'A k-grassmanniana G, (C™) := {WW C C™ | W é subespaco com dim W = k}.
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2. A acdo de Aut(P") em HP®

Observe que

p € Z(xg, 1) < p=[v], comv=(0,0,as,a3), as, a3 € C, ndao ambos nulos
< p=[v] com v = ase3 + azey € [e3, €4

< p € P([es,e4)).

Seja {wy,wy} base de W € G5(C*) tal que L = P(W), completando {w:,ws} & base
{wy, wy, w3, wy} de C* entdo considere o tinico isomorfismo C-linear 7' : C* — C* tal
que T(wq) = e3, T(wy) = ey, T(w3) = €1 e T(wy) = e3. Observe que T(W) = [es, e4],
logo ¢ € Aut(P?) definida por T satisfaz ¢(L) = Z(z¢, 21).

Exemplo 2.1.4. Sejam L C P? uma reta e p € P? entéo:
1. Existe p € Aut(P?) tal que o(L) = Z(x,21) e p(p) =[0:1:0:0]se p & L.
2. Existe 1 € Aut(P?) tal que ¢(L) = Z(zg,z1) e (p) =[0:0:1:0] sep € L.
De fato, assuma que L = P(W) com W € G5(C*) e p = [v] com v € C* ndo nulo.

1. Observe que Z(zg, 1) = P([es, eq]) € [0:1:0: 0] = [e2]. Note que
ptEL <— ve¢g W

Considere {wy,ws} base de W. Como v ¢ W concluimos que {wy,ws,v} é L.I. e
podemos completar a base {w;,wsy,v,v,} de C*. Considere T € Aut(C*) tal que
T(wy) = es, T(wy) = ey, T(v) = €3 e T(v1) = e1. Seja o € Aut(P?) determinada
por 1. Assim, ¢(L) = Z(xo, 1) € ¢(p) = [ea].

2. Queremos determinar 1 € Aut(P?) tal que (L) = Z(wg,71) e (p) = [es].
Escolha {v,w} base de W contendo v, e complete & base {v,w,w;, wy} de C*.
Considere T € Aut(C"), tal que T'(v) = e3, T(w) = eq, T(wy) = €1 e T(wy) = es.
Logo, considere 1) € Aut(P?) determinada por 7.

2.2 A acdo de Aut(C"™) em Cluy, ..., 7,

No restante deste capitulo, consideraremos S = Clzy, ..., 2,|. Definimos:

o AW(CH xS — 8§
(T, F) —s T.F

sendo T,F := F(T Y(xo,...,x,)).
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2. A acdo de Aut(P") em HP®

Observagao 1. Com as notacdes acima, "e"define uma acio a esquerda de Aut(C"™*)
em S.
No que segue do texto, vamos considerar a graduacao usual em S. Assim, Sy = C,

Sy = [Tg, ..., 2], em geral Sy = [{zl - -z | ig+ -+ i, =d,i; € Zxo}].

Proposicao 2.2.1. Para cada T € Aut(C"*'). Considere T, : S — S dada por
F+—T,F.

Verifica-se que

1. T, é um isomorfismo C-linear.

2. TG+ F)=TG+T,F e T,(GF) = (T.G)(T.F),V F,G € S.
3. (T) ' =(T"ee(ToR)e=Tso Ry se T, R € Aut(C"t).

4. T, &€ um isomorfismo de anéis.

5. F € S éirredutivel <« T,F é irredutivel.

6. Se F' € Sy entao T,F € Sy. Além disso, T, : Sq — Sy é isomorfismo C-linear.
Demonstragao. Veja Proposi¢ao 1.34 p. 127 em [16]. H

Proposigao 2.2.2. Se {Ly, ..., L,} é uma base de S} = [z, ..., ], entdo existe T €
Aut(C"™) tal que T,L; = ;, V i € {0, ...,n}.

Demonstracao. Observe que
T.Li=v; < L= (T)) 'v; <= L; =2;(T(x0,...,7,)) Viec{0,...,n}.

Considere [T] = [a;j], com 0 < 4,5 < n, a matriz associada a T' na base canonica de
C™*. Note que

n n n
T(IO, PN ,J]n) = E Qp; Ty, E A15Tj5, vy E ApiZj | -
j=0 7=0 7=0

Assuma que
L; = bjpxo + bypxy + - -+ + bipz,, com i€ {0,1,...,n}.

Da igualdade L; = x;(T(zo, ..., x,)) segue que

n

n
Lz‘ = Z bijxj = Z ;T — bij = Qyj A Z,]
j=0

=0
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2. A acdo de Aut(P") em HP®

Assim, as linhas da matriz [T] sdo dadas pelos coeficientes de L; na base {z;},. O

Corolario 2.2.3. Sejam {L;}-, e {M;}I_, bases de S; = [z, ..., z,,] C S, entdo existe
T € Aut(C™™) tal que Ty L; = My, Vi € {0, ...,n}.

Demonstragdo. Pela Proposicio 2.2.2, existem Ty, Ty € Aut(C*™) tais que Th,L; =
e ToeM; = x; para todo i € {0,...,n}. Segue que M; = (T, '),z; para todo i €
{0,...,n}. Considere T := Ty o T} € Aut(C"™), temos entdo que

ToLi = (Ty ' o Th)e(Li) = (T )e(ThaLs) = (T3 ')aw; = M,

para todo i € {0,...,n}. O

A seguir mostraremos que mudangas de coordenadas projetivas preservam conjuntos

algébricos e também irredutibilidade.

Proposigao 2.2.4. Seja F' € S; e p € Aut(P"), verifica-se que
p(Z(F)) = Z(1.F).

Demonstragdo. Seja o : P" — P" uma MCP determinada por 7 € Aut(C"*!). Consi-
dere p € P" e note que

p € p(Z(F)) <= p=¢(q) paraalgum q € Z(F)
< p=p([u]) paraalgum q = [u] € Z(F) (i.e. F(u)=0)
< p=[v] com [v] € P" talquev-T(u)eF(T’l(v)):O
= p=[] e(TLF)(v) =0
> pe Z(L.F).

]

Corolario 2.2.5. Mudangas de coordenadas projetivas preservam conjuntos algébricos

em P".
Demonstragao. Seja X C P" um conjunto algébrico. Assim, existem Fi, ..., Fy homo-
géneos em Clz, ..., x,] tais que
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2. A acdo de Aut(P") em HP®

Considere ¢ € Aut(P") definida por T' € Aut(C"*). Note que,

p(X) = w(ﬂ Z(E)) = ﬂ@(Z(FZ-))-

Segue da Proposicao 2.2.4 que ¢(Z(F;)) = Z(T,F;). Logo,

Proposicao 2.2.6. Toda MCP preserva conjuntos irredutiveis em P".

Demonstra¢ao. Seja X C P" um conjunto irredutivel e ¢ € Aut(P"). Queremos mos-
trar que (X)) é irredutivel.
De fato, considere Y7, Ys C ¢(X) fechados tais que Y7 UY; = ¢(X). Logo,

X=¢ (M) Up ' (Ya).
Temos que cada Y; = ¢(X) N Z;, com Z; fechado em P". Logo,
' (Yi) =X Ny (Z),

e segue do Corolario 2.2.5 que ¢ '(Z;) é fechado em P". Portanto, cada ¢ *(Y;) é

fechado em P". Como X é irredutivel, segue que
X=¢p7'(V1) ou X =y '(Ya)
Aplicando ¢, tem-se que
p(X)=Y1 ou ¢(X)=Y,

ou seja, ¢(X) é irredutivel em P". O

Outro conceito importante na classificacao das variedades algébricas é a nogao de ponto
singular, que introduziremos a seguir. Vale salientar que a mudanga de coordenadas

projetivas preservam pontos singulares (cf. Proposigao 2.2.9).

Definicao 2.2.7. Considere [F] € P(S;) sendo d > 1 e S = Clxy,...,z,|. Dizemos

F
5 (p) =0V ie{0,...,n}. Denotamos por
€T

SinF' = {p € P" | p & ponto singular de [F]}.

que p € P" é um ponto singular de [F] se
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2. A acdo de Aut(P") em HP®

Exemplo 2.2.8. Considere F' = 12 + 27 — x5 € Clwg, 71, 72, 73]. As derivadas parciais
de F' sao:

or oF oF oF
8:170 o, 8271 T 61‘2 T2 8273

O conjunto singular de [F] é dado por

oF oF OF OF
inF =2 = :0:0: 1]}
Sln <8I07 81’1’ 8$2’ 8263) {[O 0 O ]}

A proxima proposigao nos permite concluir que MCP preservam pontos singulares.

Proposigao 2.2.9. Considere [F] € P(S;) com d > 1, S = Clxy, ..., x,] € ¢ € Aut(P"),
definida por T € Aut(C™"*'). Verifica-se que:

p € SinF <= ¢(p) € SinT,F.

Demonstracao. Queremos provar que

oF oT F
o (p) =0 <=

para todo i € {0,...,n}.

Considere a composta F o T~ : C"™ — C das funcées F e T~ '. Verifica-se que:

d(FoT 1) (v) = dF (T *(v))dT*(v).

WL ) 2T )| = | 22+ (o )

Considere u = T~ *(v) e p = [u]. Dessa forma,

- | ]

() )

Visto que ¢(p) = [T'(u)], segue que:

Do) G )| = | ) 5| )

Como T € Aut(C"™), segue da tltima igualdade acima que

OF OT.F B
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2. A acdo de Aut(P") em HP®

para todo i € {0,...,n}.

2.2.1 A acgdo de Aut(C"™) nos ideais de Clxy, ..., ;)]

Seja I C S = Clx, ..., x,] um ideal e T € Aut(C"™'). Defina
T ={T.f€S|fel}

Observagao 7. Se I C S é um ideal e T € Aut(C"™), entdo T,I é um ideal.

Proposicao 2.2.10. Se I C S é um ideal gerado por {fi,..., fr} entao T,I ¢é gerado
por {T.fl, ,T.fk}

Demonstragao. De fato, se I = (f1,..., fx), entdo, dado f € I, existem g¢y,...,gx € S
tais que f = fig1 + - + fugr. Logo

T.f = T.<f1g1 4+ fkgk) = (T.fl)T.gl +-+ (T.fk)T.gk-

Onde a ultima igualdade segue das propriedades apresentadas na Proposicao 2.2.1.

Seja F' € T,I entao temos o seguinte,

F=T,f, paraalgum f € [ = F € (T\ f1, ..., Te f)-
Por outro lado, f; € IVi e {1,....,k}, logo Tof; € TJI Vi€ {l,....k} e como T,I é um
ideal de S, segue que (T, f1, ..., Te fr) C ToI. H

A seguir vamos definir uma acio a esquerda de Aut(C"*") emZ = {I C S| I é um ideal}.

Definamos
o: Awt(C""Yx7Z — T

(T, 1) — T

Proposicao 2.2.11. Com as notacdes acima. Para todo T € Aut(C"™) e I € T.

Temos
1. ToI é homogéneo se I for homogéneo em S.
2. T,I é saturado se [ for saturado em S.

Demonstrag¢ao. 1. Considere I C S ideal homogéneo. Assim, I admite um con-
junto finito de geradores homogéneos fi, ..., fr. Segue da Proposigao 2.2.10 que T,I =
(Tofiy ..., Tofr) se T € Aut(C"*), entretanto, sabemos pela Proposicio 2.2.1 que T, f;

¢ homogéneo se f; ¢ homogéneo. Logo, T, C S é gerado por polinémios homogéneos
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2. A acdo de Aut(P") em HP®

e, portanto, ¢ um ideal homogéneo.
2. Segue da definicdo do saturado de um ideal que T,1 C (T,1)**. Assim, s6 precisa-
mos mostrar que (7,1)** C T,I. Para isso, considere f € (T,1)*** e R = T"'. Observe

que

fe (T < Fk>0tal que fa¥ € T,I, Vi€ {0,...,n}
— faF =T,g;, comg; €I, Viec{0,...,n}
— R.(f2¥) = RJ(T.g;), Vi€ {0,...,n}
= (Rof)(Rex;)" =g;, Vi {0,...,n}.

Segue da Proposicao 2.2.1 que R, : Sq — Sy é um isomorfismo C-linear, logo S; =
(20, -+, ] = [ReTo, - - ., Ry, como também {(Rewo)™ - - - (Rex)™ | ig+ -+ +i, = d}
é base de Sj.
Afirmacgao: (R.f)x) €I, Vi€ {0,...,n},se N = (n+ 1)k.
De fato

v € Sy =2} = ac(Rexg)® - (Razy)™,

a.eC

com ¢ = (ig,...,i,) € N =19+ -+ +i,. Logo
(Raf)al = ae(Raf)(Rawo) -+ (Ran)™.

Note que N = (n + 1)k implica que existe k& € {0,...,n} de modo que i, > k em
(Rex0)™ - - - (Ry,)™ uma vez que ig + --- + i, = N, suponha entdo iy = k + v com
7 > 0. Logo ac(Ref)(Rew0)*(Rex0)” - -+ (Rexyn)™ € I, pois (Ref)(Rexo)* = go € I.
Portanto (R,f)xY € IVie{0,...,n}.

Assim, como [ é saturado, temos
Rof €I = Ryf =g €l = (T)Ref =Teg = f =Tug € TI.

Portanto, (T,1)°" = T,I. O

2.3 A acao de Aut(P") em HP?

Considere Z" = {I C S | I é um ideal homogéneo}. Se I € I" ¢ ¢ € Aut(P") ¢
determinada por T € Aut(C™*"), entdo defina

vl = T.I.
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2. A acdo de Aut(P") em HP®

Observacao 8. A funcido ¢, : I" — ZI" estd bem definida, ou seja, se T,T) €
Aut(C™!) definem ¢, entdo T,I = (T}).I para todo I € I".
De fato,

feTJd = f=1T,9, comge€l

Lembremos que 77 = AT para algum A € C — {0}. Logo, se f for homogéneo de grau
s segue que

f=Tg=M\"T)eg = (T1)s(\")g.
Assim ToI C (T1)eI. A inclusao (T1).I C T,I prova-se de forma analoga.

A seguir, para cada I C S ideal homogéneo, considere h; a fun¢ao de Hilbert associada
ao ideal I (cf. Defini¢ao 1.2.1).

Proposicao 2.3.1. Seja I C S = Clxo,...,x,] ideal homogéneo, entdo h;(d) =
heor(d), V ¢ € Aut(P").

Demonstragao. Recordemos que h;(d) = dim Sy — dim Iy, sendo I; = SN 1.
Considere T' € Aut(C"™) que determina ¢ € Aut(PP"). Segue da Proposicio 2.2.1 que
Ty : Sqg — Sy é um isomorfismo C-linear, logo dim I; = dim 7,(1;). Lembremos que

(¢al)a = (TuT)4, € note que
(Tel)a= (T I) N Sq = (T 1) N (TeSq) = Te(I N Sa) = To(1a).
De onde concluimos que
dim(pel)g = dim(7To1)y = dim T, (1;) = dim I,.

Portanto, h;(d) = dim Sy — dim Iy = dim Sq — dim(pel)q = hy,1(d). O
Corolario 2.3.2. Para todo I € Z" verifica-se que p(t) = p,.1(t) se ¢ € Aut(P").

Concluimos esté subsecao reapresentando nosso objeto de estudo, a saber, o espago de
parametros, cujos pontos fechados sao os subesquemas fechados de P" tendo p(t) como
polindbmio de Hilbert. Visto que existe uma correspondéncia entre os subesquemas

fechados de P" e os ideais homogéneos saturados em S (cf. Corolario 5.16 p. 119 e Ex.

5.10. p. 125 em [9]), vamos considerar
HP®) .= {I C S| I ideal homogéneo saturado tal que p;(t) = p(t)}. (2.1)

A Proposigao 2.2.11 e o Corolério 2.3.2 nos garantem que a a¢ao de Aut(P") em Hﬁ(t),
dada por

(0, 1) — @ol :=T,I sendo ¢ determinada por 7' € Aut(C"™). (2.2)
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2. A acdo de Aut(P") em HP®

Esta bem definida.

Em nosso estudo, trabalharemos com a acdo de Aut(P?) nos ideais de C[zg, 21, 72, 23],

entdo por simplicidade usaremos a notacio HP® em lugar de Hg(t).

2.3.1 Resultados preliminares para o cailculo da dimensao de
orbitas

A seguir apresentamos alguns resultados preliminares que nos permitirao determinar a

dimenséo das 6rbitas em HP®) sob a acdo do grupo Aut(PP?).

Lema 2.3.3. Seja X espaco topolégico e Y C X com a topologia induzida.
Y é irredutivel <= V U CY,U # 0 aberto, tem-se que U =Y.

Demonstragao. Veja Proposi¢ao 1.5, p. 5 em [9]. ]
Proposicao 2.3.4. Seja Y uma variedade quase-afim, entdo dimY = dimY.
Demonstragao. Veja Proposi¢ao 1.10, p. 6 em [9]. O
Fato 1: dimGL,1(C) = (n + 1)

Demonstracao. Observe que temos uma bijecao natural entre as matrizes quadradas
de ordem n + 1 com entradas em C, M,,11(C), e Cc D)’ — A((C”+1)2. De modo que, sob
esta bijegao o grupo GL,.1(C) pode ser identificado com o aberto U = {v € A((C"+1)2 |

detv # 0} C A((CnH) 2, conforme ilustra o diagrama a seguir

My1(€) =2 COmD” = ALY

1 o]

Bij

GLn+1(C) . >y U

(n+1)? , - . (n+1)? , ~ : :
Como Ap ¢ irredutivel e U C Ay ¢ um aberto nao vazio, a partir do Lema 2.3.3

e da Proposicao 2.3.4 seguem as igualdades

dim GL,;1(C) = dimU = dim U = dim A" = (n + 1)2.
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2. A acdo de Aut(P") em HP®

A seguir considere D = {A\ € GL,,;1(C) | A # 0, A € C} sendo [ a matriz identidade
de ordem n+1. Sendo D um subgrupo normal de GL,,,;(C), vamos considerar o grupo

quociente:

PGL,(C) := GL%“C).

Fato 2: dimPGL,(C) = (n+1)* — 1.

Demonstragao. Considere o homomorfismo de grupos 7 : GL,4+1(C) — PGL,(C) dado
por A — A. Note que

7Y (A) = {B € GL,+1(C) | B=4}
= {MM € GL,1(C) | A e C, XA #£0}
= C*:=C\{0}.

Visto que dimC* = 1 (pois C* C A{ é aberto), concluimos que a dimensdo das fi-
bras 7 '(A) ¢ 1. Assim utilizando o teorema da dimensdo das fibras?, obtemos que

dim GL,,;1(C) — dim PGL,,(C) = 1. Logo, dim PGL,(C) = (n +1)* — 1. O

Fato 3: dim Aut(P") = (n +1)? — 1.
Se A € GL,41(C), entdo podemos associar Ty € Aut(C"*") determinado por A. Seja

wa € Aut(P") o automorfismo determinado por T'4. Considere o isomorfismo de grupos

7 : PGL,(C) — Aut(P")
Z — ©A.
Logo dim Aut(P") = dim PGL,(C) = (n + 1)* — 1.

Observagao 9. Seja SL,;1(C) = {A € GL,,+1(C) | det A = 1}. Considere

¥ : SLu41(C) — PGL,(C)
Ar—s A

Note que 1 ¢ um homomorfismo de grupos sobrejetor.

Assim, segue do teorema dos isomorfismos de grupos que:

SLn—H((C)
ker(¢)

2yeja Teorema 1.3.2 p. 132 em [16].

~ PGL,(C).
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2. A acdo de Aut(P") em HP®

Além disso, se H < PGL,(C), entao existe H; < SL,;1(C) contendo ker(¢), tal que

H,y
ker ()

I

H.
Logo, dim H = dim H}, visto que ¢ '(A) = {\A | A"**! = 1} é um conjunto finito.

2.3.2 Dimensao das érbitas sob a agao de Aut(P?)

Lembremos que, para uma agao geral de um grupo G em um conjunto X (por exemplo,

G e X algébricos), vale a relagao
dim O, = dim G — dim G,

sendo O, a orbita associada a x € X e GG, o estabilizador de x.

Assim, para G = Aut(P*) e x = I ideal homogéneo saturado em C|xy, ..., 23], obtemos
dim O; = dim Aut(P?) — dim E; = 15 — dim B, (2.3)

onde E; é o estabilizador do ideal 1.

Para o célculo da dimensao do estabilizador £, utilizaremos o seguinte raciocinio.
Observagao 2.
1. Sabemos que dim E; = dim H;, sendo H; = {A € SLy(C) | (T4)el = I}.2

2. Observe que podemos identificar H; com um subconjunto de M,(C) =2 AF, que

vamos continuar denotando por Hj.
H; — M4((C) = A%:ﬁ

As 16 entradas (ou parametros) que comparecem em A € H; irdo satisfazer
relagoes polinomiais, digamos fi,..., f., isso determina o ideal das relagoes de
H;, que denotaremos por J(Hy). Por exemplo, se o nimero de parametros livres

em Aé N e fi,...,f. formam uma sequéncia regular, entao

dimE; =dimH; =N —r.

C[?h, . 7y16]

E | dim £} = di
m geral dim F; im ()

3T4 € Aut(C*) denota o isomorfismo linear induzido por A.
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2. A acdo de Aut(P") em HP®

3. Usaremos o Macaulay2 (Apéndice A) para os célculos em que r > 2, pois no caso

r = 1, podemos usar o seguinte resultado.*

Proposigcao 2.3.5. Uma variedade Y em A" tem dimensao n — 1 se, e somente se,

¢ o conjunto dos zeros Z(f) de um tunico polinémio irredutivel ndo constante em

A =Kz, ..., ).

Demonstrag¢ao. Veja Proposi¢ao 1.13, p. 7 em [9]. O

4Essencialmente, no caso r = 1 a relacéo f; = det A — 1.
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Capitulo 3

Orbitas em Htﬂ, H!IT2 e W]

Vale salientar que os esquemas de Hilbert: Hilb?®P? com p(t) € {t+1,t+2,2t+1} sado
irredutiveis e nao singulares. Neste capitulo faremos o calculo das 6rbitas, respectivas
dimensdes e especializacoes nos espacos de parametros H'™ H!™ e H*™! pela acéo do

grupo Aut(P?). Segue a definicdo de especializacao.

Defini¢do 3.0.1. Sejam O; e O orbitas em HP®) sob a acdo do grupo Aut(P?).
Dizemos que O; especializa em O se existe v : (=6,6) — HP® | com (—=6,0) C R
intervalo aberto, tal que y(t) € Oy para todo t # 0 e v(0) € O;. Usaremos a notagao

O;

O[—>0J ou

Oy

3.1 Calculo das o6rbitas em H'™

Considere H' ™ o0 espaco que parametriza ideais homogéneos saturados em C|xzg, 21, 2, 3]

com polinémio de Hilbert igual a ¢ + 1 (ou seja, retas em P?).

Teorema 3.1.1. Considere a acdo de Aut(P®) em H"! (cf. (2.2)). Entdo verifica-se

que H ¢ homogéneo® e dim H™! = 4.

Demonstrag¢ao. Segue do Lema 3.2.2 em [12] (ou Proposigao 3.2 em [3]) que
I e H? — ] = <h0,h1>, com {ho,hl} - Sl L.I (31)

Afirmacao 1: Se Iy = (z,z;) € H'! entdo Of, = H',

Para isso, basta mostrar que H'*' C Oy,. Seja I € H'*!, entdo segue de (3.1) que

1Sob a acao do grupo G num conjunto X. Dizemos que X é homogéneo se X possui uma tnica
orbita.
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3. Orbitas em H HIT2 ¢ H*H!

I = (hg, h1) com hg, hy € S; L.1. Segue da Proposigao 2.2.2 que existe T € Aut(C*) tal
que Toh; = x; para i € {0,1,2,3}, sendo {hg, h1, ha, hg} base de S;. Logo, a Proposigao

2.2.10 nos garante que
Tol = To(ho, h1) = (Toho, Teh1) = (xo,x1).
Dessa igualdade, segue que:
I = (T7Y)e(wo, x1) = the(20,21) € O,

sendo 1) € Aut(PP?) definida por T~'. Logo, O, = H'**.
Afirmacao 2: dimH'™! = 4.
Considere ¢ € Ej, definida por T € Aut(C*) tal que det[T] = 1. Assuma que [T!] =

[a;;], com 0 < 4,7 < 3, é a matriz associada a T~! na base canonica. Visto que
NS E[O < T.]O = I() < <T.ZL‘0,T..I’1> = <fl]0,l’1>.
Concluimos que Tyxg, Tox1 € [Tg, x1], logo a; = a;3 = 0, para i € {0,1}. Assim,

agg apn 0 0

190 Q11 0 0

] =
Q2o @21 A22 Q23
azp as1 G322 ass
Observe que em [T~'] comparecem 12 parametros sujeitos a condicdo det[T~'] = 1.

Assim a Observacio 2 nos permite concluir que dim E;, = 12 — 1 = 11. Portanto®
dimH'™ = dim O, = 15 — 11 = 4. O

3.2 Calculo das orbitas em H!*™?

No Teorema 3.2.2 mostraremos que H'™ possui duas érbitas distintas, com represen-
tantes Iy = (g, 23, £129) e I} = (o, T129, 123). A seguir daremos uma caracterizacio

dos estabilizadores destes ideais.

Lema 3.2.1. Sejam Iy = (xg, 27, 1125) e I} = (g, 7179, 1123) ideais em S, Ej, o
estabilizador de I; sob a acdo de Aut(P?) em H'*?. Considere o plano H = Z(xy), a
reta | = Z(xg,71) e os pontos po = [0:0:0:1],p; =[0:1:0:0] em P>, Verifica-se
que ¢ € Ey; se, e somente se (H) = H,p(l) =l e p(p;) = p; para j = 0,1,

2Sabemos que dim Oy, = dim Aut(P?) — dim E,.
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3. Orbitas em H HIT2 ¢ H*H!

Demonstragdo. |j = 1| (=) Considere ¢ € Ej, definida por T € Aut(C?*). Assim,
temos pel; = I, ou seja T,[; = I;. Logo

Z(TL) = Z(1) 22 p(2(1) = Z2(1) = o) U {p(p)} = LU {p}.

Pela unicidade da decomposicio em componentes irredutiveis,® temos ¢ (1) = e ¢(p1) =

p1. Note também que
T =1 <= (Toxg, To(x122), To(123)) = (T0, 2122, 123) = Texo € 1.
A partir da Proposi¢ao 2.2.1 concluimos que To,xq € S1N1;. Obtemos entao Tyxg = Axy,

com A € C*. Portanto

) Prg‘2.4

(Tawo) = (x0) = Z(Toxo) = Z(x0 P(Z(x0)) = Z(x0) = ¢(H) = H.

j=1| (<=) Considere ¢ € Aut(P?) tal que p(H) = H,0o(l) = I e o(p1) = p1.

Utilizando o Teorema dos Zeros de Hilbert obtemos

p(H)=H < Z(T.xo) = Z(x0) = I(Z(Tez0)) = I(Z(70))
— V/(Tuxo) = /(o)

- <T.$()> = <£L’0>

Assim temos que T,zro = Axg, com A € C nao nulo.

Por outro lado

o) =1 = Z((Texo, Toxr)) = Z((x0, 1)),

e(p) =p = Z((Toxo, Tox2, Tows)) = Z({xo, ¥2, 73)).
Aplicando J e o Teorema dos Zeros de Hilbert, obtemos

(Toxo, Tox1) = (xg, 1) € (Texg, Texo, Tex3) = (xq, 2, T3).

O que 1mphca c1m [Tomeoxl] = [1’0, Il] € [T.l’(),T.ZL’Q, T.ZL‘3] = [ZL‘(),ZL’Q, 1’3].
Logo
T.l’l = )\Q.To + )\11’1, com )\1 7é 0,
Toxo = baoo + baTa + bozs, (32)

T.l'g = bgoil?() + 6321'2 + b33373.

3Ver Proposicao 1.5, p. 5 em [9].
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3. Orbitas em H HIT2 ¢ H*H!

Visto que Tyxg = Axp com A # 0, obtemos
(T, Texo, Toxs] = [zo, baaws + bazxs, bsos + bagws] = [z, 2, 3],

com bogbsg — bysbsy # 0.
Afirmacgao: p,[; = I;.
Substituindo as equagoes (3.2) em pol; = Toly = (Toxg, To(x122), Te(x123)), Obtemos

Vol1 = (Axo, (Noxo + Mx1)Texs, (Aozo + A1) Texs)

(

= (0, MToTex2 + Mx1TeT2, NoxoTexs + Mx1Tex3)
= (o, 11Tex2, 1 Tex3)
= (

xo, T1(baaT2 + basxs), x1(bsa2 + bssxs)).
Caso bys = 0, temos que bog # 0 e by # 0. Assim,

(€0, 21 (boaa + bazxs), x1(bsara + b3zxs)) = (o, bagw123, b3aT129 + bgz123)

= <$0,9E1$3,$15E2>.

Caso b22 7£ 0, COIlSideI'G h = (bggl‘z + bggﬂfg)bgg — (bQQIQ + 623333)1732 = (bggbgg — bggbgg)l’g,

dessa forma
(w0, x1(baa2 + basxs), x1(bsax2 + bssxs)) = (xo, x1(baaxe + bagxs), z1h).

Logo, obtemos (xg, x1(baaxa + bogs), x1h) = (X0, T122, x123). Portanto wel; = I;.
j =0| (=) Considere ¢ € E;, determinado por T € Aut(C*). Podemos decompor
Iy em seus ideais primérios®, obtendo Iy = (29, 2;) N (xq, 27, 72). Note que o conjunto

dos primos associados a I, (que é tnico) é
{V o, 1), \/ (w0, 23, 19) } = {0, 1), (X0, T1, T2) }.
Visto que oIy admite a decomposicao priméria, a seguir,
welo = (Tyxp, (T.xl)Q, (Tox1)(Toxa)) = (Tewo, Tex1) N (Tyxo, (T.xl)Z,T.xg),
e woly = Iy, segue que

<T.l'0, T0I1> N <Tox07 (T.$1)2,T.$2> = <l’0, {23'1> N <:I"0a ZE%,Q?2> = IO~

10 teorema da decomposicao primaria nos garante essa decomposicao e a unicidade dos primos
associados. Para mais detalhes confira o a Se¢ao 4.1 deste trabalho ou veja o Capitulo 4 de [2].

31



3. Orbitas em H HIT2 ¢ H*H!

Logo, pela unicidade do conjunto dos primos associados, segue que

{<T.I‘0, T.$1>, <T.ZEO, T.l‘l, T,IQ)} = {<.T0, .I'1>, <I‘0, X1, $2>}

De onde concluimos que (Toxg, Tex1) = (x0,x1) € (Toxo, Tex1, Texe) = (xo, 1, x2). O

que implica em
Z({Texo, Tox1)) = Z({xo, 1)) € Z({Toxo, Tew1, Texa)) = Z({(x0, 1, T2)).

Portanto ¢(l) =1 e p(po) = po. Para mostrar que p(H) = H o processo ¢ analogo ao
caso j = 1.

(<=) Seja ¢ € Aut(P®) definida por T' € Aut(C*) tal que ¢(H) = H, (1) =1
e ©(po) = po. Vamos mostrar que ¢ € Fj . Similarmente ao caso j = 1, vamos ter

o(H)=H e p(l) =1l = Toxg = A\xg € Tox1 = Ao + M1
com A, \g, A1 € C e A\; # 0. Note que
SO(pO) = Po - <T..T0, T..Tl, T.xg) - <.T0, X1, .T2>.
Logo, Texs = Boxo + (121 + [aws. Assim,
QOOIO - <T.ZL'0, (T.I1>2, (T.I1)<T.(L’2)>
2
= (Azo, (MoZ0)” + 2 oM moz1 + (M121)?, (Aoo + )\1501)(2 Bix;))

=0

= (wg, 7], 1122) = L.

Um fato que nos sera tutil no que segue do texto é o seguinte:
Fato. Sejam | C P uma reta e p € P* um ponto. Se p ¢ [ entdo existe um tnico plano

H C P? contendo [ e p, ou equivalentemente, existe {hq, h1, ha, h3} base se S| tal que
H = Z(hg),l = Z(h(], hl) ep= Z(ho, hQ, hg)

De posse do Lema 3.2.1 e do fato acima, abordaremos a seguir o teorema principal

dessa subsecao.
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Teorema 3.2.2. Considere a agdo de Aut(P?) em H'™ (cf. (2.2)). Verifica-se que:
1. Iy = {wg, 23, 2129) e I} = (x0, T172, 1173) pertencem a H2.
2. H'*? = O, U Oy, (ou seja, H't? possui exatamente duas orbitas).

3. Oy, estid em bijecio com I'y = {(I,p) € T x P? | p ¢ [} e Oy, mapeia sobrejeti-
vamente em [y = {(I,p) € ¥ x P* | p € [} com fibras em bijecdo com P!, sendo
Y ={l C P?|]éuma reta}.

4. dimOp =7 e dim Oy, = 6.
5. Oy, especializa em Oy, .
Demonstragao. 1. Veja os calculos na Sec¢ao A.0.1 do Apéndice A.

2. A partir do Teorema 3.1 em [3| tem-se que

(

<h07h1h2’h1h3> coin [h07h17h2ah3] - Sl,

IeH"™ <= I=<ou (3.3)

\<h0,h%,h1h2> com {ho,hl,hg} C Sl L.I

Considere I € H*"?, segue de (3.3) que temos duas possibilidades

o [ = (hg, hihy, hihs), com [hg, hy, ho, hs] = Si. Logo, existe T € Aut(C*)
tal que Toh; = x; Vi € {0,...,3}. Basta entdo considerar ¢ € Aut(P?)
determinada por 7', que satisfaz 1oI = I; € Oy,.

o [ = (hg,h% hihy) com {hg, hi,hy} L.I. Podemos entdo completar a uma
base de S; com hs e como no caso anterior considerar R € Aut(C*) tal que
Rohi = 2; Vi € {0, ...,3}. Considere ¢ € Aut(P?) determinada por R, temos
entao wol = Iy € Oy,.

3. Considere Q : O, — I'y, dada por Qy(vel1) = (¢(1), ¢(p1)), sendo | = Z(xg, 1)
e {p1} = Z(xg, x2,23). Observe que

e () esta bem definida. De fato, dados ¢, € Aut(P?) tais que oI = 41},

tem-se que

90011 = 77/}.[1 — (wil)ogpoll = [1
— (Wlop) =1
— (1/)_1 op) € Ey,.
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3. Orbitas em H HIT2 ¢ H*H!

Pelo Lema 3.2.1 temos (¢ tog)(I) =l e (¢ toy)(p1) = p1. Que implica em
U(l) = ¢(l) e (p1) = @(p1).

e () ¢ injetora. Considere ¢, € Aut(P?) tais que Qi (pel1) = Q1 (1el1), logo
((D),%(p1)) = (@(1), ¢(p1)). Assim,

V() =p(l) = v op(l) =1,

U(p1) = ¢(p) = ' op(p1) = pi,

=8 ¢ o p(H) = H = Z(x).

Pelo Lema 3.2.1, vamos ter que
plope By = (Vo) i =1 = (ool = [y = @oly = o1

e () ésobrejetora. Dado (L, p) € I'; queremos mostrar que existe ¢ € Aut(P?)
tal que Q1 (pa]1) = (L, p), ou seja, ((1), ¢(p1)) = (L, p), sendo I = Z(xo, 21)
e {p1} = Z(xg, x2, 23).
Pelo Fato, podemos supor sem perda de generalidade que L = Z(hg, hy)
e {p} = Z(ho, ha, h3), com {hg, hi.ha, h3} base de S;. Assim, existe T' €
Aut(C*) tal que Toz; = h; para i € {0,1,2,3}. Basta entdo tomar ¢ deter-

minada por 7' e temos
o(l) = Z(Toxo, Tex1) = Z(ho, h1) = L e o(p1) = Z(Toxo, Texa, Texs) = {p}.

Considere Qg : Of — Do, definida por Qy(pely) = (©(1),(po)), sendo | =
Z(zg, 1) e {p1} = Z(xg, x1, x2). Observe que

e () estd bem definida. A demonstracao é analoga ao caso de {2; no item 3.

e () ¢ sobrejetiva. Dado (L,p) € TI'y. Queremos encontrar ¢ € Aut(P?)
tal que Qo(pelo) = (©(1),v(po)) = (L,p). Temos que L = Z(hg,hi) com
ho,hy € Sy L.I. e como p € L, podemos considerar {p} = Z(hg, h1, h2) (ou
seja, zeros de 3 formas lineares linearmente independentes). Completando
a uma base, considere {hg, hi, ha, h3} base de Si, logo o Corolario 2.2.3 nos
garante que existe 7' € Aut(C?) tal que T,x; = h; parai € {0,1,2,3}. Assim
¢ € Aut(PP*) determinada por T, satisfaz

o(l) = p(Z(xg,x1)) = Z(Texo, Tex1) = Z(ho,h1) = L e
{e(po)} = ©(Z(w0, 21, 22)) = Z(Tewo, Tew1, Tews) = Z(ho, ha, he) = {p}.

e O, (L,p) esta em bijecdo com P'.
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3. Orbitas em H HIT2 ¢ H*H!

Por simplicidade, faremos a prova para a reta L = Z(zg,71) e
p=10:0:0:1. Seja® = Z(h) um plano em P?. Utilizando o Teo-

rema dos Zeros de Hilbert, obtemos:

De fato, verifica-se que L C 7 se, e somente se, h € [zg,z1]. O que nos

permite definir a seguinte bijecao

P! — {7 c P*® | 7 é um plano contendo a reta Z(xq,x1)}

[ag : a1] — Z(agxo + a121)

Portanto, €2y (L, p) também estd em bijecdo com P!, uma vez que, fixados L
e p, a fibra consiste exatamente dos planos 7 contendo L (e automaticamente
contendo p, ja que p € L), e cada um desses planos esté em correspondéncia

com um ponto da forma [ag : a;] € P".

4. Afirmagao 1: dim O, = 7.
Seja ¢ € Fy, determinado por T' € Aut(C*). Segue do Lema 3.2.1 que p(H) =
H,o(l) =1e ¢(p1) = p1, 0 que nos permite concluir que

Z(T.l’o) = Z(.ﬁ[o), Z(T,l‘o, T.J?l) = Z(Qjo, iL‘l) [§ Z(T..’L'o, T..ﬁEQ,T.l‘g) = Z(ﬂfo, 1'2,333).

Que implica em Tyxg € [z9], Tex1 € [x0,x1] € Toxe, Texs € [T9, 22, x3]. Logo, a

matriz de 77! na base canonica de C?* sera da forma

aopo 0 0 0

19 Qi1 0 0

7] =
az 0 axn ax
ap 0 azp as
Nessa matriz comparecem 9 entradas sujeitas a condicio det[T'] = 1, logo

dim E;, = 8 (cf. Observagao 2). Portanto dim Oy, = 7.

Afirmacao 2: dim Oy, = 6.

Seja ¢ € Fy, determinada por T' € Aut(C*). Segue do Lema 3.2.1 que p(H) =
H, o(l) =1e ¢(po) = po. O que implica em Toxg € [x0], Tex1 € [T0,21] € Toxs €
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3. Orbitas em H HIT2 ¢ H*H!

(20, 71, T2]. Assim a matriz de 7' na base candnica de C* ¢ dada por

apo 0 0 0

190 Q11 0 0

[T~ =
asp az azg 0
3o G331 A3z a33
Nessa matriz comparecem 10 entradas sujeitas & condicdo det[T '] = 1, logo

dim Ey, = 9 (cf. Observagao 2). Portanto dim Oy, = 6.

5. Basta considerar v : (—¢,¢) — H'*? dada por
s +—> v(s) = (xg, z1(z1 + Sx3), T122).

Observe que v satisfaz v(0) = (xo, 22, 7172) = Iy e ¥(s) € Oy, ¥V s # 0.

3.3 Calculo das o6rbitas em H**!

H2t+1

No Teorema 3.3.2 mostraremos que existem exatamente trés o6rbitas em sob a

acao de Aut(P?) com representantes Iy = (xq,23), I, = (¢, £172) € Iy = (xg, 2> — T923)
(um reflexo natural da classificagdo das conicas no plano projetivo).

O seguinte lema caracteriza os estabilizadores de Iy, I; e I5, respectivamente.

Lema 3.3.1. Com as notagoes acima, sejam H = Z(xzg), L = Z(Iy), Ly = Z(x9, 1)
e Ly = Z(xg,15) as componentes de Z(I;) e C = Z(I,). Considere ¢ € Aut(P?),

verifica-se que:
l.peE, < pH)=Heyp(L)=1L.
2. pe B <= ¢(L;)=L;parai e {1,2} ou ¢(Ly) = Ly e ¢(Ls) = Ly.
3. pe B, < ¢(C)=C.
Demonstragio. No que segue, considere ¢ € Aut(P®) determinada por 7' € Aut(C*).

1. (=) Se p € Ey, entdo @4ly = Iy. Logo,

(Tywo, (Tyw1)?) = (20, 27) = T = Axp para algum A € C — {0}.
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3. Orbitas em H HIT2 ¢ H*H!

De onde concluimos que ¢(H) = H. Por outro lado, assuma que Tyx; = oo+ M

com M = a1 + oy + aizrs. Assim, (T.xl)2 clye
(Toz1)? = (o) + 200m0 M + M? = zo(aizg + 2aM) + M.

De onde concluimos que M? € I,. Portanto ay = a3 = 0. Logo, M = ayx;.
Portanto, Toxg = A\zg e Tyxry = apxg + a1, com o, ap, A € C tais que Aoy # 0.

Dessa forma

e(L) = p((zo, 21)) = Z({Tewo, Tez1))

(()\ﬁo, Qoo + lell'1>)

Z
Z((IQ, ZL‘1>) = L

(<) Temos p(H) = H ¢ ¢(L) = L. Por um raciocinio anilogo ao do Lema
3.2.1 segue que Tyxg = Axg, € Toxr1 = apxo + 11 com A, aq e ap € C tais que

A # 0. Logo, lembre que p,Iy = T,1y e observe que

(Tywo, (Tyr1)?) = (Axo, mo(agx0 + 2000121) + (0111)?) = (20, 27) = L.

2. (=) Considere ¢ € Ey,, sendo I} = (xg, x1x2), logo Tely = I1. Assim,
(Tyzo, (Tex1)(Texa)) = (0, T172).
De onde obtemos T,xg = Azg, para algum A € C nao nulo. A seguir escreva
Texy = apgxg + My e Texy = Poxg + My com M; € Clxy, xs, 23] para i =1,2.

Logo,
(T..T,'l)(T.QTQ) = Q?()Mg + M1M2 com M3 = OéoT.iL'z + BOMl-

Como (Tex1)(Tez2) € I, concluimos que MM, € I;. Portanto, My My = ya129
para algum v € C nao nulo. Assim temos duas possibilidades
(a) My = yx1 e My = yox9 ou (b) My = iz € My = poxy.

Analisando cada caso, obtemos

(a) Nesse caso Texg = A\xg, Tex1 = amo + 1121 € TeZo = oo + Y222. Logo

¢(H)=H,

o(L;) = Z((Tewo, Tex;)) = Z({Axo, agio + Yiwi)) = Z(xo, 2;) = L;.
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3. Orbitas em H HIT2 ¢ H*H!

(b) Neste caso Tyxg = Ao, Tex1 = o120 + 12 € Texy = oo + piorr. Logo

o(L1) = Z({(Texg, Tex1)) = Z({(Axo, o120 + p122)) = Z((x0, 22)) = Lo,

©(La) = Z((Texo, Tox2)) = Z({A20, 02z + p21)) = Z((20, 21)) = L1.

Assim se verifica que p(H) = H e ¢(L;) = L; parai = 1,2 ou ¢(H) = H
com ¢(L1) = Ly e p(Ls) = L.

2. («<=) Assuma que (a) ¢(L;) = L; para i = 1,2 ou (b) ¢(L1) = Ly e p(Lo) =
Ly. Observe que em ambos os casos ¢(H) = H, visto que H é o tnico plano em

P? contendo as retas L;, Ly. No caso (a) verifica-se para i = 1,2 que

P(Z (20, 7)) = Z(20, 7)) = Z(To(20, 7)) = Z((0, T3))

< (Toxo, Tox;) = (xo, ;).

Ja foi demonstrado no Lema 3.2.1 que ¢(H) = H implica em T,xy = Az, com

A € C nao nulo. Por outro lado
(Toxg, Tox;) = (x0, ;) = Tow; = apixg + cyjz; parai = 1,2 e ajag # 0.

Logo weli = To(xg, t122) = (Texo, (Tex1)(Texs)) = (Ao, oM + 1021 29), sendo
M = 12Ty + Qo1 QaTy + Qa1 L. Portanto QO.]l = ]1.

No caso (b), similarmente temos que

0(Z(x0, 1)) = Z(x0, 12) <= (Too, Tex1) = (20, T2),
©(Z(wo, 1)) = Z(20,71) <= (Te0, Tor2) = (0, 1).

De onde obtemos Tyx; = ap;zo + a;x; para {i,j} = {1,2}. Logo,

Sooll = T.<ZL'0,J]1ZE2> = <T.[E0, (T.l’l)(T.ZL’Q)) = </\CL’0,.TQM —f- 0410ZQZL'11’2> = Il.

De posse desses resultados, podemos abordar o teorema principal desta subsecao.
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3. Orbitas em H HIT2 ¢ H*H!

Teorema 3.3.2. Considere a acdo de Aut(P?) em H**' dada em (2.2). Sejam I, =

(mo,27), I = (w0, 1173) € Iy = (x0, 25 — 2973) ideais em Clxg, 1, 75, v3). Verifica-se que
1. Iy, I e I, € H***
2. H**' = O, U0, UOy,.
3. dim Oy, =8, dim O, =7 e dim Oy, = 5.
4. Temos as especializagoes O, — O, — Oy,.
Demonstragao. 1. Veja os calculos na Segao A.0.2 do Apéndice A.

2. Seja I € H**! segue do Lema 3.4.3 em [12] (ou Teorema 3.2 em [3]) que existem
h € S; ndo nulo e f € Sy — hS, tais que I = (h, f). Considere T' € Aut(C*) tal
que Toh = xy. Assim

T.I = (Tuh, Tof) = (0, Tof).

Note que Tof = zoL + g(x1,22,23), com L € S;. Logo Tl = (xg,g), com
g € Clxy, s, z3].
Afirmagdo: Existe R € Aut(C*) tal que exatamente uma das seguintes possibi-
lidades ocorre

Iy = (0, 27),

Ro(ToI) = S I = (20, 2115),

]2 = <ZEQ,ZE% — l‘2$3>.

Pela classificacio das conicas em P? (confira a Proposicao B.1.1 no Apéndice B),
para todo g € Clxy, 22, x3] temos que existe R e Aut(C?) tal que somente uma

das trés possibilidades para R, g a seguir ocorre

2
Ty — Ta3,

R‘g - 12,
22,
Assim, considere R € Aut(C*) determinada por Rezo = ¢ € Rex; = fi.xi para
i€{1,2,3).

3. A seguir utilizaremos o Lema 3.3.1 para calcular as dimensoes das érbitas de
H**!. Consideraremos em todos em casos ¢ € Aut(PP?) determinada por

T € Aut(C?*) e a matriz de 77! na base canénica de C*.
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3. Orbitas em H HIT2 ¢ H*H!

Afirmacao 1: dim Oy, = 5.
Pelo Lema 3.3.1, se ¢ € Ej,, tem-se que

Toxg € [x0], Tox1 € [x0, 1] € Toxe, Toxs € [x0, 1, T2, T3).

Logo, a matriz de 7! sera da forma

Qoo 0 0 0

[Tﬁl] _ aip aii 0 0
Q20 A21 QA22 Q23

30 az1 32 Aa33

Observe que na matriz acima comparecem 11 parametros sob a condigao det[T'] =
1, logo dim £, = 11 — 1 = 10 (cf. Observagao 2). Assim dim Oy, = 15 — 10 = 5.
Afirmacao 2: dim Oy, = 7.

Se ¢ € Ey,, entao, por conta do Lema 3.3.1 temos duas possibilidades a conside-

rar:

(a) @(L;) = L;, para i = 1,2. Neste caso temos
Toro € [wo], Toxy € [0, 71], Tewy € [0, T2) € Toxs € 20, 71, T2, 73]

Logo, a matriz de 77! é dada por

apo 0 0 0
ayp app 0O 0
ax 0 axp 0

azp @31 a3z (33
(b) @(L1) = Ly e p(Ly) = L. Neste caso temos
Texg € [x0), Tox1 € [T0, 2], Texa € [0, 21] € Tox3 € [x0, X1, T2, T3].
Logo a matriz de 7' ¢ dada por

anpo 0 0 0
ap 0 app O
azxy az 0O 0

a3zp 31 aAzz2 A33
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3. Orbitas em H HIT2 ¢ H*H!

Em ambos dos casos comparecem 9 parametros sob a condigao de det[T'] = 1.
Logo, obtemos dim £, = 8 (cf. Observacao 2), assim dim Oy, =15 -8 =17.
Afirmacao 3: dim Oy, = 8.

Pelo Lema 3.3.1, se ¢ € FEp,, temos que ¢(C) = C e similarmente aos casos

anteriores obtemos também que ¢(H) = H. Assim, temos que
Texg = agoro € Tex; = ajxe+ M; parai € {1,2,3},

onde {M;}}_, C [x1,79,23] é L.I° Portanto existe R € Aut(C?) que determina
Y € Aut(P?) tal que R,x; = M; para i € {1,2,3}, satisfazendo a condi¢do do
Lema B.1.4 que ¥(C;) = Cy, sendo C; = Z(2? — z923) C P2 Assim, a matriz de

T sera
1 0 0 0
)= |
20 (R™1)
aso

Segue da Proposicao B.1.5 que [R™!] pertence a um conjunto algébrico em Ms(C) =2
A('% de dimensao 4 e temos os parametros independentes aqg, asg, azg, visto que a
condi¢do de det[T~'] = 1 implica em agy = 1. Portanto dim E;, = 3 +4 = 7 (cf.
Observagao 2). Assim, dimQy, = 15— 7 =38.

4. Afirmacao 1: Oy, especializa em Oy, .

Considere v : (—¢,¢) — H**! dada por
s (s) = (o, 527 — T923).

Observe que 7 satisfaz v(0) = (x, —zaz3) € O e y(s) € Op, ¥V s # 0.
Afirmacao 2: Oy, especializa em Oy,.

De fato, considere v : (—¢,&) — H**! dada por
s — y(8) = (xo, x1 (21 + s22)).

7 satisfaz v(0) = (zq,23) = Iy e y(s) € O, ¥V s # 0.

®Observe que Ty (22 — xo13) = 20 A + ME — MyMs.
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3. Orbitas em H HIT2 ¢ H*H!

Observagoes: (1) Com essas especializagoes temos o seguinte diagrama

Q o s

C

Ly
>< 0y, (dim7)
Lo
\ Oy, (dim5)

(2) Podemos especializar Oy, diretamente para Oy, .
Para isso, considere v : (—¢,¢) — H*"! dada por s — 7(s) = (g, ] — sT973). Temos

que v satisfaz v(0) = (xg,23) = Iy e y(s) € Oy, V s # 0.
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Capitulo 4

O Calculo das 6rbitas em H2 2

Neste capitulo abordaremos um dos exemplos mais simples de esquemas de Hilbert,
Hilb**P?, no qual aparece, a assim denominada componente fantasma. De fato,
Hilb*™P3 possui duas componentes irredutiveis e ndo singulares: #; cujo ponto ge-
nérico ¢ um par de retas disjuntas, que possui exatamente 4 6rbitas, e a componente
fantasma H,, que tem por ponto genérico a uniao esquematica de uma coOnica nao
singular e um ponto (fora da conica) e possui exatamente 16 6rbitas (um dos motivos,
como o leitor podera conferir mais adiante, da extensao maior deste capitulo em relacao

ao Capitulo 3). Salientamos que existem exatamente duas orbitas comuns a H; e Hs.

4.1 Preliminares

Nesta se¢ao, sao apresentados os fundamentos tedricos necessarios para o estudo das

H2t+2

orbitas no espaco de parametros sob a acdo do grupo Aut(PP?).

Definigao 4.1.1. Seja C um subesquema fechado em P? definido pelo ideal homogéneo

]C cm (C[fo, T1,T9, 1’3].
e Dizemos que C é reduzido se Io é um ideal radical (i.e. \/Ic = I¢ ).
e Dizemos que C' é irredutivel se \/Ic for primo.

Exemplo 4.1.2. Considere o subesquema fechado C' em P? definido pelo ideal I =
(x2, mow1, 22). Note que /I = (g, 1) # I é primo. Assim, C' é um subesquema nao

reduzido e irredutivel.!

Exemplo 4.1.3. Considere o subesquema fechado C' em P? definido pelo ideal Io =
(zox1, ToT2, Tos, T} — T2x3) C S = Clzg, 21, T2, 3.

Afirmacgao: Io = (xg, 22 — z9x3) N {11, 19, T3).

'Note que pr,, (t) = 3t 4 1, logo C' é uma cubica racional que determina um ponto em Hilb***P3,
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4. O Calculo das orbitas em H?*2

Ic C (w0, 7% — mox3) N (21, To, T3) se verifica de imediato. Agora, para a outra inclusdo

considere f € (xg, 1] — xox3) N (1, To, T3), temos
f = Az + B(2? — vy13) = Cxy + Dxy + Exs para algum A, B,C,D,E € S.
De onde concluimos que
Azxg € (11,29, 23) = A € (11,29, 23) = [ € (.

Segue da Afirmacao que

— 2 _ 2 _
Vie = \/<$0,9U1 — Tox3) N \/(T1, T, T3) = (To, T — Tax3) N (1, T2, T3) = Ic.
Logo, C' é reduzida, mas nao ¢é irredutivel, pois v/ Ic = I¢ nao é primo.

Uniao Esquematica

Definicao 4.1.4. Sejam X e Y subesquemas fechados de P? definidos pelos ideais
homogeéneos Ix e Iy em Clzg, x1, 2, 23], respectivamente. A unido esquemdtica de X e

Y é denotada por X U Y e é o subesquema fechado de P? definida pelo ideal Ix N Iy.

Exemplo 4.1.5. Considere a conica C em P? dada por Ie = (29, 2] — 2223) e p um
ponto fora de C dado por I, = (1, %2, x3). Neste caso a unido esquematica C U {p} é

definida pelo ideal
2 2
(o, 27 — xows) N (T1, Ta, T3) = (ToX1, ToTa, ToT3, T] — T2T3).

Exemplo 4.1.6. Considere a reta L C P* dada por I, = (o, 1) e um ponto p € P3.

e Se p ¢ L & dado por I, = (w1, 22, x3), entdo a unido esquemética L U {p} é dada
pelo ideal

(o, x1) N (x0, T2, T3) = (X0, T1T2, T1T3).

e Se o ponto® p € L é dado por I, = (g, z1, T2), entdo a unido esqueméatica LU {p}
é dada pelo ideal

<.T0,CC1> N <$07171,l'2> - <$Oax1>-

Exemplo 4.1.7. Se r ¢ o ponto nao reduzido em P?, definido pelo ideal I, = (zq, 27, z2)

2Sejam X e Y subesquemas fechados de P? definidos pelos ideais Ix e Iy respectivamente. Dizemos
que X CY se Iy C Ix.
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4. O Calculo das orbitas em H?*2

e L C P? dada por I}, = (g, 21). Neste caso L LI {r} é definido pelo ideal
(o, 21) N (o, 27, T2) = (w0, 27, T122).

Pontos Mergulhados

Definigao 4.1.8. Sejam A um anel comutativo com unidade e I um ideal de A. Dize-

mos que I é primdrio se para todo f,g € A tais que fg€ I e f ¢ I, entdo g € V.

Note que se I é um ideal primo entdo I é primario.®

Teorema 4.1.9. (Lasker-Noether). Sejam A um anel noetheriano e I um ideal proprio
de A. Entao existe uma quantidade finita de ideais primarios, digamos I, I, ..., Iy
tais que

I'=0LNn...NI.

Onde I; N...N I é chamada decomposi¢cao primaria de I. A decomposicao primaria

¢é dita minimal se

NEZLY) e VEAVL Vi

i#]
Os ideais primos \/E sao chamados primos associados a 1.

Demonstragao. Veja Teorema 18.19, p. 142 em [1]. O

Considere ¥ = {\/I_l, V1, ..., \/Ix} o conjunto dos primos associados a I. Os primos
minimais de ¥ determinam as chamadas componentes isoladas de I e os que nao sao

primos minimais determinam as chamadas componentes mergulhadas (ou imersas) de

1.

Exemplo 4.1.10. Considere I = (xq, 122, 2123) C Clzg, 1, 22, 23]. Uma decomposi-

¢ao priméria de [ é
[ = <x0,$1$2,x1x3> = <$0,$1> N <x0,$2,$3>.

Com primos associados ¥ = {(xg, 1), (zo, T, x3)}. Neste caso, temos duas componen-

tes isoladas: uma reta e um ponto fora dessa reta.

Definicao 4.1.11. Seja C um subesquema fechado de P? definido pelo ideal homogéneo

Ic em Clxg, 21, x9, x3). Considere a decomposi¢ao priméria minimal de I dada por:

Ie=LNLnN...NI.

3Podemos verificar se um ideal I é ou néo é priméario utilizando o pacote (on-line) Macaulay?2.
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4. O Calculo das orbitas em H?*2

Dizemos que a componente mergulhada I; (se existir) é um ponto mergulhado se \/E

define um ponto em P?3.

Exemplo 4.1.12. Considere I = (xg, 2%, 19x3) C Clag, 71, 72, v3). Uma decomposicio
primaria de I é

I = (20,23, 22w3) = (0, T1) N (W0, 77, T2).

Com primos associados X = {(zg,x1), (zo,21,22)}. Observe que (g, z1) ¢ a tnica
componente isolada de I e (xg, 22, T9) € uma componente mergulhada com suporte no

ponto definido por xqg = 1 = x5 = 0.
Exemplo 4.1.13. Seja I = (x5, xox1, 75, vo1273) C Clwg, 71, 22, 23). Uma decomposi-
¢ao priméaria de I é

I = (23, 2ow1, 3, Mow2w3) = (20, 23) N {32, 21, 15) N (23, 71, 3).

Com primos associados X = {(zg,x1), (zo, 21, X2), (To,21,23)}. Neste caso (xg,z1)
determina a tinica componente isolada de I, (xg, z1, xa) € (xo, x1, x3) determinam pontos

mergulhados nessa componente.

Definigdo 4.1.14. Se [ = I; N I com I, = (h, f) € H*™ e Z(I;) é um ponto em

Z(1) tal que h ¢ I, entao dizemos que I5 define um ponto mergulhado espacial.

Proposigdo 4.1.15. Considere L; e Lo retas distintas concorrentes em P* definidas

pelos ideais I; e Iy em S = Clxg, x1, g, x3). Considere I = I; - I em S. Entao
1. I nao é radical.

3. I determina o subesquema fechado de P que corresponde a unido esquematica
da conica Ly U Ly e um ponto mergulhado espacial na intersegao das componentes
Ll (§ LQ.

Demonstracdo. A menos de uma mudanca de coordenadas projetivas em P3, podemos
assumir que I, = (zg, 1) e Iy = (mg,73). Assim, I = I} - I, = (x5, 2972, ToT1, T173).

Além disso,
1. I ndo é radical, visto que zo € VI e zg ¢ 1.
2. Utilizando o Macaulay2, obtemos p;(t) = 2t + 2.

3. Uma decomposicao priméria para [ = <.T(2), ToTa, ToTy, T1x2) € dada por

I = (20, 2129) N {22, 21, 72) = (20, 21) N {0, T2) N (23, 21, 2). (4.1)
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4. O Calculo das orbitas em H?*2

Com primos associados ¥ = {(zo, z1), (zo, 22), (To, x1,22) }. De (4.1), segue que
I determina a uniao esquemética da conica L; LI Ly dada por (xg,x1) N (xg, z2) €

um ponto mergulhado espacial determinado pelo ideal (x2, x1, x5).

Retas duplas

Defini¢ao 4.1.16. Considere C' um subesquema fechado de P? definido pelo ideal

homogéneo saturado Ic em S = Clxg, 21, 2, x3). C serd denominado reta dupla se
1. \/I¢ define uma reta em P3.

2. Se \/1c = (ho, h1) e S1 = [ho, h1, he, h3], entdo existem F,G em Clhy, h3] homo-

géneos de mesmo grau (nao ambos nulos) tais que

[C == <h%, hohl, h%, hOF - h1G>

Definigao 4.1.17. Se I é um ideal homogéneo em C[xg, z1, T2, 3] tal que seu polindémio
de Hilbert p; tem grau 1, entdo 1 — p;(0) é denominado género aritmético de I (ou do

subesquema fechado definido por I em P?).
Considere I = (z7, vy, 13, Fxg — Ga,) C Clag, 21, 7o, 23] nos seguintes exemplos.
Exemplo 4.1.18. Considere F,G € C nao ambos nulos. Temos
(x1, Fxog — G11), se F #0,
(x2,11), se F=0,G # 0.
Nesse caso, pr(t) = 2t + 1. Logo o género aritmético de I ¢ 0.

Exemplo 4.1.19. Considere F' = x5 e G = 0. Verifica-se que p;(t) = 2t + 2, logo
I possui género aritmético —1. Note que I = (x5, 7971, 75, To72) admite a seguinte
decomposigao priméria

I = (z,23) N {22, w1, 22, 1),

Com primos associados ¥ = {(xq, z1), (xo, X1, 22) }. Assim, I define uma uniao esque-

matica de uma reta dupla de género aritmético 0 e um ponto mergulhado.

Exemplo 4.1.20. Considere F' = x5 e G = x3. Note que

2 2
I = <IO, ToT1, Ty, LoT2 — 371.’173>
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4. O Calculo das orbitas em H?*2

é um ideal primario tal que p;(t) = 2t + 2. Assim I define uma reta dupla de género

aritmético —1 sem pontos mergulhados.

Proposicao 4.1.21. Considere a reta [ C P? definida pelo ideal (zg,7;) C S =
Clzg, x1, X2, x3). Sejam F,G € Clxq, x3] homogéneos de grau e (se nao nulos). Seja
pr(t) o polindmio de Hilbert associado ao ideal I = (x3, zoz1, 23, 20F — 2:G) C S.

Entao

1. Se F =G =0 entao pr(t) = 3t + 1.

2. Se F#0ouG # 0 entao p;(t) =2t + 1 +e.
Demonstragdo. 1. Considere d > 3 e J = (3, zox1,7), temos

Sa—2 5 Sd—2
1 .
2054—3 20S4d—3

~ .2
Jd = ZL’OSd_Q D wor1

Assim,

_ —2 24d—2
dim J; = dim S;_s + 2 dim Saa _ (344 +2 +d .
l‘oSd_g 3 2

Logo,

d\  (d+1 d
hJ(d):dide—dide:(S—; )—( ;r )—2(2):3d+1.

2. Considere agora I = J + (H) com H = xoF — 271G homogéneo de grau e + 1. Para
d> e+ 1, temos

Sdfefl

Lo = ((zo,21)*)a+ H - Sg—e—1 = ((mo,21)%)g ® H————
a = ({zo, 21)")a a—e-1 = ({20, 1) )a (0, T1)d—e—1

Logo, dim I; = dim Sy — (3d + 1) + d — e. Assim,
hi(d) =dim Sy —dim [; =dim Sy —dim Sy +3d+1—-d+e=2d+1+e.

Portanto I define um subesquema fechado de P* de grau 2, dimensdo 1 e género arit-

mético —e. O
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4.2 Orbitas em Hilb*?p?

Teorema 4.2.1. Seja H := Hilb*™P? o esquema de Hilbert que parametriza subes-

quemas fechados de P? cujo polinomio de Hilbert é 2t + 2. Entao
H=H1 U Ho,

sendo H;, Ho componentes irredutiveis de H tais que

e dim H; = 8 e tem por ponto genérico a uniao esquematica de duas retas disjuntas

em P3.

e dimH, = 11 e tem como ponto genérico a uniao esquematica de uma conica nao

singular e um ponto fora da conica.

Demonstragao. Veja Teorema 3.5.1, p. 26 em [12]. H

4.2.1 Orbitas na componente 7,

A partir do Teorema 3.5.1 em [12], obtemos uma descri¢ao para os ideais homogéneos

que determinam pontos fechados em H; indicados na proposicao a seguir.

Proposicao 4.2.2. Seja [ um ideal homogéneo saturado em S = Clxg, 21, 2, x3] que

determina um ponto fechado em H;. Entao, tem-se as seguintes possibilidades para I:
1. I = (hohg, hohs, h1ha, hihg) sendo [hg, by, ho, hs] = S;.
2. I = (h2, hoh1, hoha, hihs) com {hg, hi,hy} € S L.1.
3. I = (h, hoh1,h3, f) com {hg,h1} C Sy L1 e f € (ho, h1)a — [h3, hohy, h7).
Demonstragao. Veja Teorema 3.5.1, p. 26 em [12]. ]

Observacao 10. Com as notagoes da Proposicao 4.2.2. Considere o ideal
I = <h3, hohl, h%, f> com {ho, hl} - Sl LI e f S <h0, h1>2 - [h87 hghl, hf] Assuma que
S1 = [ho, h1, ha, h3], note que

(ho, hn)a = [hg, hoha, hY, hoha, hohs, hiha, hhs).
Assim, se f € (ho, h1)2 temos que

f = Oéohg+011h0h1—I—Oégh%+&3h0h2+&4h0h3+0&5hlhg—f-OéGhlhg com o; € (C, 1€ {0, ey 6}
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Logo
I= <h(2)7h0h17h?7f> = <h37h0h17h%ah0F - h1G>>

sendo F' = aghs + auhy e —G = ashy + aghs polindmios homogéneos em [hg, hs).

Portanto I define uma reta dupla em P?.

A seguir, considere os ideais Iy, I, I e I3 em Clzg, x1, 2, x3] dados por

ToZ2,Tol3, L1T2, 56’1373>

xz 7330£U1,370332,371932>

=
= (2) (4.2)
<95<2)7 ToZ1, IE%, ToTy — T173),

= (3,

x l‘oxlaxpl'o%)

Proposigao 4.2.3. Considere os ideais em (4.2). Sob a acdo de Aut(P?) em H**2,
verifica-se que dim £y, = 7,dim Fj, = dim £, = 8 e dim £y, = 9.

Demonstragdo. Lembremos que o € Aut(P?) definida por 7' € Aut(C*), satisfaz
@ € E[j < (IO.I] = T._[] = I]

Assuma que a matriz de 7' na base candnica é [T'] = [a;j]o<; j<3 com det[T '] = 1.
Afirmacao 1: dimE;, =7
Se ¢ € Ey,, segue que

(p(Z(]g)) = Z(T.Ig) = Z([g) =L UL, — (p(Ll) U (p(LQ) =L U L27

sendo Ly = Z(xg,x1) € Ly = Z(x9,x3). Logo, temos duas possibilidades.
(a) o(L;) = L; com i =1,2.
Com um raciocinio similar ao célculo da dimensdo da orbita do ideal (xg,z125) no

Teorema 3.3.2, segue que (Toxg, Tex1) = (xo, 1) € (Texa, Texs) = (2, x3). Portanto,
Towo, Tery € [wo, 71] e Toxo, Toxs € [29, 23]
Nesse caso a matriz de 7! é dada por

app apr 0 0
[T_l] _ a1 Qi1 0 0
0 0 ax ax

0 0 az ass
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Nesse caso, temos (Texg, Tex1) = (T2, x3) € (Texa, Texs) = (g, x1). Portanto,
Texg, Tox1 € [12,x3] € Toxa, Toxs € [xq, 1]
Assim, a matriz de 77! é dada por

0 0 ap aw
[T_l] _ 0 0 12 Q13
azx az 0O 0

axp az; 0 0

Em ambos dos casos, na matriz [T_l] comparecem 8 parametros sujeitos a condicao
det[T~'] = 1. Portanto dim E;, = 8 — 1 = 7 (cf. Observacio 2) e segue que

dim Oy, =15 —-7=38.

Afirmacao 2: dim Ej, = 8.

Considere ¢ € Ey,. Assim T, = I5, de onde concluimos que Z(7,13) = Z(I). Logo,

(,O(Z(Ig)) = Z(Ig) = L1 U L2 sendo Lz = Z({L’Q,in) para 1= 1, 2.

Portanto ¢(L1) U p(Ly) = L; U Ly. Novamente temos dois casos:

(a) o(L;) = L; parai=1,2. e (b) o(L1) = Ly e p(Ly) = L.

A contagem de parametros nesses casos é totalmente analoga aos casos do calculo da
dimensao da orbita do ideal (xg, z122) no Teorema 3.3.2. Verificamos que em ambos
dos casos comparecem 9 parametros sob a condigdo de det[T~!] = 1. Logo, obtemos
dim Ey, = 8 (cf. Observagao 2), assim dim Oy, = 15 -8 =T.

Afirmacao 3: dim £, = 8.

Considere ¢ € Er,. Note que

900-[1 = ]1 — Z(T,Il) = Z(Il) — (,D(L) =L = <T.ZL‘07T.I'1> = <l’0,l’1>.

Logo, Tyx; = a;oxo + a;1x, para i = 0,1. Por outro lado,
3 3
T\ (wory — 1173) = T.Cl?o(z A2 %) — To%(Z azir;) =r+q € =TI,
0 0

com r € (x5, zor1,73) C 1) e

q :(@00(122 - (110@32)96’0352 + (%06123 - a10a33)$0$3

+(a01a23 - a11a33)$1$3 + (Cl010l22 - CL11CL32)$1$2-
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4. O Calculo das orbitas em H?*2

Como q € I, segue que

apoao3 — aipaszz = 0
ap1az2 — ajiasz =0 (4-3)

QppQ22 — A10aA32 = —(a01a23 - CL116L33)

Assim, em

Qoo Qo1 0 0

_ aip a;n O 0

[T =
G20 dA21 G22 A23

a3p 31 a3z Aas3

comparecem 12 parametros (estamos em A'?), sob as condicdes (4.3) e det[T'] = 1.

A seguir, utilizamos o Macaulay2 para mostrar que dim £, = 8.

il : R
i2 I

QQ[a00,a01,a10,a11,a20,a21,a22,a23,a30,a31,a32,a33];
ideal(
(a00*all - a01*al0)*(a22*a33 - a23*a32) - 1,
a00*a23 - al0*a33,
a01*a22 - all*a32,
a00*a22 - al0*xa32 + all*xa23 - all*a33
)3
02 : Ideal of R
i3 : dim(R/I)
o3 = 8.

Portanto dim Oy, = 7.

Afirmacao 4: dim £y, = 9.

Considere ¢ € Ej,. Assim, Ty = \/Iy. Logo, (Texo, Tex1) = {(x0,21), que implica
em Toxog = agoTo + ag1x1 € Texy = ajpro + aj1xy. Note que Ty(xoxs) = (Toxo)(Texs) =

(agowo + ap11)(a0xo + a1 + a2Ts + azsrs). Assim,
T. = : e/
.(ZE()I'Q) =7 + Qgpao3ToT3 + Ag1A22T 1Ty + Ag1A23T1T3 COM T € <l‘0, Loy, l‘1> C Ip.
De onde concluimos que,

apoQa3 = 0, ap1Q99 = 0 e ap1Q9o3 = 0. (44)

Visto que {Toxo, Tox1, Texo} é LI, segue de (4.4) que ag; = ass = 0 e agy # 0. Portanto,
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4. O Calculo das orbitas em H?*2

em

apo 0 0 0
alp a 0 0
1) = 10 i

azo Ao a0

aszp az1 a3z 433
comparecem 10 parametros (estamos em A') sob a condigdo de det[T'] = 1. Portanto
dim E7, = 9. Logo dim Oy, = 6. O

Teorema 4.2.4. Sejam I; com j = 0,1,2, 3. os ideais em (4.2). Sob a acio de Aut(P?)
em i verifica-se que
Hi =0, U0, UO, UOy,.

Além disso,
1. Oy, parametriza pares de retas disjuntas e dim O, = 8.

2. Oy, parametriza pares de retas concorrentes com um ponto mergulhado nao pla-

nar na intersecao dessas retas e dim Oy, = 7.

3. Oy, parametriza retas duplas de género aritmético —1 sem pontos mergulhados

edim O, =7.

4. Oj, parametriza retas duplas de género aritmético zero com um ponto mergulhado

nao planar e dim Oy, = 6.

5. No diagrama a seguir, indicamos as especializagoes.
Or,
7N
) O
~N S
Oy,

Demonstracao. A partir da Proposicao 4.2.2 temos trés possibilidades para I.

Caso 1. I = (hohy, hohs, hihg, hihs) com [hq, hi, ho, hs] = S;. Tome T € Aut(C*) tal
que T h; = x;, para i € {0,1,2,3}. Com isso temos T,I = I3, ou equivalentemente,
I = (T 1 ol3 = al3 € Op, com 1) € Aut(PP?) definido por T

Caso 2. I = (h2, hohy, hoha, hihs) com {hg, hy, hy} C S; L.I. Considere T' € Aut(C?)
tal que Tyh; = x; para i € {0,1,2}. Logo, T,I = I5. Portanto I = 1415 € Oy,, sendo
Y € Aut(P?) definida por 7.

Caso 3. I = (h3, hohy, b3, f) com {hg,hi} C Sy L1 e f € (o, 21)2 — [hd, hohi, hY).
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Segue da Observagao 10 que se Sy = [ho, h1, ha, h3] entao existem F,G € [hg, hs] (ndo

ambos nulos) de modo que
I = (h3, hohy, b3, hoF — hiG).

A seguir, vamos considerar as seguintes possibilidades: {F,G} L.I. e {F,G} L.D.

(a) {F,G} L.I

Neste caso, [F,G] = [ha, hs]. Logo Si = [ho, b1, F, G]. Considere T € Aut(C*) tal que
Toh; =x; parai=0,1, T,F = x5 e T,G = x3. Assim

2 2
TJI = (x5, xory, 7, ToTy — T123) = I;.

Portanto I = ¢,I; € Oy, sendo ¢ € Aut(P?) determinada por 7.
(b) {F,G} L.D.
Assuma que F # 0 e G = AF com A € C. Logo I = (h2, hoh1,h? hoF — hy(AF)). Note
que
I = ((ho — M)?, (ho — Mh)ha, b2, (ho — A1) F)

e {ho — A1, hy, F} C S L.I. Considere T' € Aut(C*) tal que T, (ho — Ah1) = x¢, Tohy =
21 e ToF = x9. Assim temos que T,1 = (x%, ToT1, xf, xoxe) = Iy. Ou equivalentemente,
I =1y € Oy, sendo ¥ € Aut(P?) definida por 7.

1. Note que I3 = (xox2, ToT3, T1T2, T123) = (X0, 1) N (T, x3). Tendo em considera-

¢ao que T, preserva intersecoes (i.e. To(I NJ) = (TJI) N (T,J)), segue que
T.[g = (T.<I0, .CL’1>) N (T.<I2, SL’3>) VT e Aut((C4)

Assim, na decomposicao primaria de 7,3 aparecem duas componentes isoladas,

que correspondem a um par de retas disjuntas em P?.

2. Note que I, admite a seguinte decomposi¢ao primaéria.
Iy = (xg, 1) N (zg,x9) N <x3, T, Ta). (4.5)
Logo, para todo T' € Aut(C*) tem-se que
Tl = (Tuxo, Tex1) N (Tazo, Texa) N (Tewo)?, Towy, Toa).

Portanto, Oj, parametriza retas distintas e concorrentes com um ponto mergu-

lhado ndo planar determinado pela componente priméria ((Tyz0)?, Tz, Toxs).
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3. Note que [; é um ideal primério tal que \/I_l = (xo, r1). Segue da Defini¢ao 4.1.16
que [; define uma reta dupla de género aritmético —1 (cf. Proposigao 4.1.21) sem

pontos mergulhados. De fato,
Th = ((Taxo)®, (Texo)(Tax1), (Tew1)?, (Tewo)(Taws) — (Towy)(Texs))
define uma reta dupla suportada em Z(T,x¢, Tex1), pois temos
S1 = [TexoTexy, Texa, Texs] ¢ F = Toxe, G = Tyxs € C[Toxs, Tyxs] de grau 1.

Sem pontos mergulhados uma vez que T,/; ¢ primario e Z(7,1;) define uma reta.

4. Observe que I admite a seguinte decomposi¢ao priméria
Iy = (x%,xoxl,x%,x()@) = (xg,22) N <x3,x1,x2>.
Além disso,
Toly = (Tuzo, (Tox1)?) N ((Taxo)?, Texr, Texs) ¥V T € Aut(Ch).

Ou seja, os pontos de Oy, parametrizam retas duplas de género aritmético zero

com um ponto mergulhado.

5. Seguem as especializagoes:

Lembremos que
p € Z(xg,11) <= p=1[0:0:ay: as) para algum [as : as] € P".

(a) O, — Oy,
Considere 7 : (—¢,€) — H; dado por y(t) = (g, x1) - (o — txs, x2). Suponha que
p=10:0:ay:a3] € Z(xg— trs, xe) para algum t # 0. Logo —taz =0 e ay = 0.
Como t # 0, segue ay = az = 0, 0 que é uma contradigdo. Portanto, v(t) € O,
para todo t # 0 e v(0) = I, € Oy,.
(b) O, — Oy,
Considere (t) = (xg, 1) - (xg — txs, v1 — txa) + (xoxe — x123). Observe que para
t #0:

v(t) = (xo, 1) (o — ta3, 1 — ta2) + (t(Tox2 — T113))

= <ZL‘07 171><JZO — t.l’3, Ty — tl’g)

Suponha que p =[0:0: ay : az] € Z(xg—txs, x1 —txy) para algum ¢t # 0. Assim,

—taz = 0 e —tas = 0. Como t # 0, segue que as = a3 = 0 uma contradicao.
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Portanto v(t) € O, VYVt # 0, e note que v(0) = .

(c) O, — Oy,

Considere v(t) = (2, zoz1, 27 — tx129, 2072). Temos v(0) = Iy e para t # 0,
v(t) = (xg, 1) - (Tg, 11 — txg) € O,

(d) O, — Oy,

Considere y(t) = (22, oz, 2], Toxs — tr1w3). Temos que ¥(0) = Iy € Oy, e
~(t) € Oy, parat #0.

Com isso, a figura a seguir exemplifica a componente #; de Hilb*[P3.

Ly

Ofo (dlm 6)

Figura 4.1: Orbitas na componente #;

4.2.2 Orbitas na componente

A partir da demonstragdo do Teorema 3.5.1 em [12] pode se obter a seguinte caracteri-
zagao dos ideais homogéneos em Cl[zg, 1, 2, 23] que determinam pontos fechados em
Ho.

Teorema 4.2.5. Seja I C S = Clzg, x1, x2, 23] um ideal homogéneo que determina um

ponto fechado em H,. Entao temos as seguintes possibilidades para I:
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1. I= <h0,f> N <h17h27h3> = (hohhh0h2,h0h3,fh1,fh2,fh3> coin [h07h1,h2,h3] =
Sy e f €Sy — hoSl.

2. 1 = <h0,f> N <h0, hl,h2> = <h0,fh1,fh2> sendo {ho, hl, hg} LI, f € SQ — hoSl €
f & (h1, ha)s.

3. I =J+ <g> sendo J = <h0,f> : <h0,h1,h2>, com {ho,h17h2} LI, f c <h17h2>2 —
[hoh1, hohs] € g € (ho, [)3 — J5.

Demonstragao. Veja Teorema 3.5.1, p. 26 em [12]. ]

Vamos dividir o estudo em dois casos: I define uma uniao esquematica de uma conica
e um ponto fora da conica, ou I define a uniao esquemética de uma conica e um ponto

mergulhado na conica.

4.2.3 Unioes esquematicas de uma cénica e um ponto fora da
cOnica
Proposigao 4.2.6. Considere I C S = Clzy, x1, 2, 3] um ideal homogéneo saturado

tal que I define a unidao esquemética de uma conica C e um ponto p fora de C . Entao

existe T € Aut(C*) tal que T,I é dado por uma das seguintes possibilidades:
1. Jo = (wox1, 2oTo, ToTs, f) com f = 27 — T3
2. Jy = (xowy, ToT2, ToX3, T122).
3. Jy = {zox1, T2, ToT3, T3).
4. J3 = {mo, xof, 23f) com f = 23 — 073
5. Jy = (xg, (21 + 22)x129, T122X3).
6. J5 = (wg, 1o}, 377).

Demonstracao. A partir do Teorema 4.2.5 concluimos que existem dois casos a consi-
derar (o ponto p pertence ou néo pertence ao plano suporte da conica). A seguir vamos
considerar o caso 1: o ponto p definido pelo ideal (hq, ho, h3) ndo pertence ao plano
definido por (hg). Lembremos que se C é uma conica, temos 3 possibilidades. C é nao
singular, um par de retas distintas e concorrentes ou uma reta dupla. Consideremos

entao esses casos:
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a)

C é uma cdnica nao singular.
Assuma que J(C) = (hg, f) e J(p) = (hy, ha, hg). Sabemos pelo Teorema 3.3.2
que existe R € Aut(C*) tal que Ry(ho, f) = (20, 22 — z923). Logo,

R = (930,:1:? — xx3) N (my, me, m3) com m; = RJh; i € {1,2,3},

tais que [xg, my, me,m3] = S;. Considere p;,py pontos distintos na conica C,
temos que existem tunicos planos H; = Z(n;) com ¢ = 1,2 que contém o ponto
{p} = Z(my, m2, m3) e as retas tangentes a conica L e Ly passando pelos pontos
p1 € po respectivamente. E existe um tunico plano H3z = Z(ng) contendo o ponto
p e a reta secante a conica passando pelos ponto p; e py. Nesse caso verifica-se
que:?

(ml,mg,m;;) = (nhnz,ns).

A seguir considere R; € Aut(C*) tal que (Ry)ezo = 7o e (R1)en; = x; para
i € {1,2,3}. Logo, para T'= R; o R, temos

= (R1)eRal = (w0, (R1)e(2] — 225)) N (R1)e(m1, ma, ms)
<$0, r} — x2$3) (R1)e(n1, n9,n3)

= (zg, ] — x2x3) N (X1, T2, T3)

=

$0$1;$0$2,$0$3,$1 $2$3> = Jo.

A conica C é um par de retas distintas.
Assuma que J(C) = (g0, g192) com {go, g1,92} C S1 L.I. Pelo Teorema 3.3.2,
sabemos que existe R € Aut(C*) tal que

R, = <Q30’.’L’15L’2> N <m1,m2,m3> com m; = Rohz 1€ {17273}7

tais que [xg,mq,mg, m3] = S;. Similarmente ao caso da conica nao singular,
existem dois planos distintos H; = Z(n;) com i = 1,2 que contém o ponto p e as
retas L; = Z(xg,x;) respectivamente. Além disso, existe um plano Hsy = Z(n3)
que contém o ponto p e uma reta Ly C Z(hy) que ndo passa na intersegao de L,
e L. Verifica-se que®

(ml,mg,m3> = (7117”2,”3).

Novamente, considere R; € Aut(C*) tal que (R1)ero = 70 € (R1)en; = 7; para

Visto que n; € (my, ma, m3) e {ny,n2,n3} C Sy & L.L
*Visto que n; € (my, ma, m3) e {ny,n2,n3} C Sy é L.L
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i €{1,2,3}. Logo, T = R; o R satisfaz

= (@0, (Ry)e(z122)) N (R1)e(ma, ma, ms)
= (o, T122) N (R1)e(n1, 12, n3)

= (xo, T122) N (21, T2, T3)

= (Tox1, ToTa, ToL3, T1T2) = J1.

¢) A conica C é uma reta dupla.
Considere a reta dupla definida pelo ideal (hg, k1), e L = Z(hg, h1), de modo
que o plano H = Z(hy) que contém a reta L e o ponto p. Podemos supor que
{p} = Z(hy, hy, hs) com [hg, hi, hy, hs] = S;. Logo, basta considerar 7' € Aut(C*)
tal que Toh; = x; para ¢ € {0,1,2,3}. Temos

T = <370,5U§> N (x1, T2, x3) = <$0$17$0$2,$0$3a$%> =J2.

Consideremos agora os casos em que I € H, define a uniao esquemética de uma conica
C e um ponto p fora da conica mas contido no plano suporte da mesma. Novamente

temos trés possibilidades;

a) C conica nao singular.

Considere as retas tangentes Lq, Ly & conica que passam pelo ponto p. Entao
Lz’ = Z(h(), hz) para 1= ]., 2. e {p} = Z(ho, hl, ]’LQ)

Logo I = (ho, g) N {ho, h1, ha), com g = hi — hyhs. Portanto, T € Aut(C?) tal
que Toh; = x; com i € {0,1,2,3}, satisfaz

T°<h07g> = <fl§'[), f> com f = 1’% — T2Z3 € T0<h07 h’la h2> = <$07‘T17 ZL'2>-

ASSima To-[ = <l’0, f> N <x07l’1,l'2> = <l'0,l'1f, l'2f> = J3-

b) C é um par de retas distintas.
Assuma que C = Z(hg, hihs) e L; = Z(hg, h;) com i = 1,2. Considere a reta
Ly = Z(hg, hs) passando por p e que encontra as retas L; e Ly em pontos distintos.
Note que [hg, h1, ho, hg] = S1. Seja {¢} = L1 N Lg, considere L, passando por p
e q. Dessa forma®, temos que Ly = Z(hg, ahy + Bhy) com aff # 0, e portanto

Em P?, se I} = Z(hy) e Iy = Z(hso) sdo retas distintas, tais que {p} = I, Nly. Entdo se | C P? ¢
uma reta tal que p € I, segue que | = Z(ahy + fhy) com [a : §] € PL.
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temos p definido por (hg, hs, ahy + Shs). Assim, obtemos
1= <h07 h1h2> N <h0, h3, Oéhl + 6h2>
Considere R € Aut(C?*) tal que Roh; = x4, logo

0
Rol = (o, m122) N (20, T3, a1 + B12) °z (w0, 1172) N (w0, 73, 71 + a$2>-

Note que existe R € Aut(C*) onde (R;)(72) = % e (Ry)e(z;) = x; parai # 2.

Considere T' = R, o R. Dessa forma

ToI = (xo, x129) N (X0, T3, T1 + T2) = (Tg, T122(T1 + T2), T12273) = Jy.

c¢) C ¢ uma reta dupla
Temos a reta dupla C definida por (hg,h?) e um ponto p fora da reta L =
Z(hg, hy), definido por (hg, hs, hs), de modo que [hg, hy, ha, hg] = S;. Entao

I = (ho,h?) N {hg, ha, h3).
Tome T € Aut(C*) tal que T,h; = x;, logo

T, = (xg,x% N (xg, To, T3) = <$0,$%ZL’2,QZ’%[L’3> = Js.

]

A seguir vamos determinar as dimensoes das 6rbitas associadas aos 6 ideais obtidos na

Proposicgao 4.2.6.
Proposicao 4.2.7. Verifica-se que:
1. dim Oy, = 11, sendo Jy = (zoz1, ToTa, Tox3, f) com f = 23 — Toxs.
2. dim Oy, = 10, sendo J; = (xox1, ToTa, ToT3, T1T2).
3. dim Oy, = 8, sendo J, = (2921, ToTo, ToTs, T7).
4. dim Oy, = 10, sendo Js3 = (29, 2o f, 3 f) com f = x] — zo73.
5. dim Oy, =9, sendo Jy = (g, (1 + x2)x12T2, T122T3).

6. dim Oy, = 7, sendo J5 = (x¢, 223, 237%).
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Demonstracao. Para o célculo da dimensao das orbitas, primeiramente calculemos a

dimensdo dos estabilizadores. Nos casos a seguir, considere ¢ € Aut(PP®) definida por

T € Aut(C*).

1. Afirmacgao: dim F;, = 4.
Se ¢ € Ej, entao T,Jy = Jy. Assim

©(Z(D)) = Z(TeJo) = Z(Jo) = Z(w0, ) U Z(x1, 22, T3).
Logo,
p(CU{p}) =p(C)Upp)=CU{p} = 9(C)=C e »(p)=p.

Como ¢(C) = C (como no caso do ideal I, no Teorema 3.3.2), segue que

apo 0O 0 O
1 aio
(7] = :
20 N
asp

com N submatriz pertencente a um conjunto algébrico em M3(C) = A2 de di-

mensao 4 (cf. Proposi¢ao B.1.5). Para concluir, observe que
o(p) =p <= [T(e1)] = le1] <= [ago: aip:axp :as =[1:0:0:0].

Portanto, a;y = 0 (i = 1,2,3). Visto que dim[T'] = 1 implica em agy = 1.
Assim, temos dim E;; = 4 e portanto dim O, = 15 — 4 = 11.

2. Afirmacao: dim £, = 5.
Se p € IJ;, entao, como no célculo da dimensao da ¢rbita do ideal I; no Teorema

3.3.2 segue que temos duas possibilidades

a) p(l;) =1; parai=1,2.

Nesse caso
anpo 0 0 0

aip aiq 0 0
ap 0 axp 0

30 dagz1 32 A33

Com a condigao adicional que ¢(p) = p temos a;y = 0 para i € {1,2,3}.
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Logo
ap 0 0 0
[T’l] _ a;; O 0
0 ayp O
0 a3z azp ass
b) (1) =1y e o(ly) = 1.

Neste caso
ap 0 0 0
[T_l] _ @ 0 ao O

QAon A921 0 O
a3zp 31 aAzz2 Aas3

Com a condic¢ao ¢(p) = p temos a;o = 0 para ¢ € {1, 2,3}, nos resta

apo 0 0 0
0 0 a12 0
0 921 0 0

0 as as ass

T =

Em ambos os casos temos 6 parametros sujeitos a condigdo de det[T'] = 1.

Portanto dim E;, = 5 e segue que dim O, = 15 — 5 = 10.

3. Afirmacao: dim £, = 7.
Se ¢ € Ej, entao T,J; = Jy, similarmente ao calculo da dimensao da orbita do

ideal I, no Teorema 3.3.2, a matriz de 7! sera dada por

apo 0 0 0
ap a;p 0O 0
G20 QAg21 G22 0A23

a3p az1 32 Aa33

Com a condicao adicional ¢(p) = p temos a;p = 0 para ¢ € {1,2,3}. Portanto

Qoo 0 0 0
0 a1 0 0

[T =
0 az ax ax
0 az aszx ass
Temos 8 parametros sujeitos a condicdo de det[T™'] = 1, logo dimE;, = 7 e

portanto dimQ,, =15 -7 = 8.
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4. Afirmacgao: dim F;, = 5.
Se ¢ € Ej, entdao ¢(C) =C e ¢(p) = p. Pela Proposigao B.1.6, segue que

1 0 0 O
71 — a0 ’
[77] w N

a3o

com N submatriz pertencente a um conjunto algébrico de dimensao 2. Portanto
dim Ey, = 3+ 2 =5, logo dim O, = 10.

5. Afirmacgao: dim £, = 6.

Se ¢ € Ej,, entao temos duas possibilidades:

a) () =l e p(p) = p.
Visto que ¢(l;) = l;, entdo como no caso do calculo da dimensao do estabi-

lizador do ideal J; temos

ano 0 0 0

[Tﬁl] _ aip aiq 0 0

ap 0 axp 0

30 dagz1 32 A33

Comop=1[0:1:—1:0], temos
<p(p) =p <— [O a1 - —Q92 A3 — CL32] =p < Q31 = a3z € a11 = A22.

Assim, em [T~!] comparecem 7 parametros sujeitos a condicio det[T'] = 1,
logo dim E;, =7 -1 =6.
b) @(l1) = la, ¢(l2) =11 e p(p) = p. Por p(ly) = I, p(ls) = l1, assim como no

caso do estabilizador do ideal J; temos,

aopo 0 0 0
ap 0 aip O
azg a0 0

a3p az1 32 A33

Como p=[0:1:—1:0], segue que

o(p) =p <= [0:a12: —ag a3 —azg] =p < as = asz, A12 = Ao1.
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Portanto, em [T'] temos 7 parametros sob a condigao det[T~'] = 1, logo
dim £;, = 6. Como em ambos os casos dim £;, = 6, obtemos que dim O, =
15-6=9.

6. Afirmacao: dim £, = 8.
Se p € Ey, entdo pe(Z(z0,27)) = Z(To(w0,73)) = Z(z0,23) € p(p) = p. Como

no calculo de dim Oy, no Teorema 3.3.2, temos que

apo 0 0 0

[Tﬁ 1] _ 19 Qi1 0 0
Q20 A21 A22 Q23
30 az1 32 Aa33

Com a condic@o de ¢(p) = p temos
0:a1:az a3 =[0:1:0:0] < ag =az =0.

Assim na matriz [T7'] temos 9 parametros sujeitos a condi¢io det[T '] = 1,
portanto dim £/;, = 8. Com isso dim Oy, =15 -8 =7.
[

Na figura a seguir indicamos as 6 ¢rbitas obtidas em Hy com a uniao esquemética de

uma conica e um ponto fora da conica.

P oD LYY
Oy, (dim11) O,, (dim10) O;, (dim8)
Oy, (dim 10) Oy, (dim9) Oy, (dim7)

Figura 4.2: Orbitas de Jy a J5 parametrizando as possiveis posi¢oes relativas de uma
conica e um ponto fora da conica em P3.

64



4. O Calculo das orbitas em H?*2

4.2.4 Unioes esquematicas de uma cdnica e um ponto mergu-
lhado na conica

Considere I € H, tal que I define a uniao esquematica de uma conica e um ponto

mergulhado na conica.

J = (ho, Q)(ho, b1, ha), {ho, b, ho} C S1 LI Q € (ho, ha, ha)a—ho-S1, g €
Escolha hs € S; tal que {hg, hy, he, h3} seja uma base de S;. Note que

Observagao 11. Segue do Teorema 4.2.5 que I = J** sendo J = J + (g) com
<h07Q>3_j3-

J = (h2, hohy, hoha, Qho, Qhy, Qhs).
Logo, J3 = ho(hg, h1, he)s + [Qho, Qhy, Qhy]. Além disso,
(ho, Q)3 = hoS2 +QS1 e Sy = (ho, hy,ha)s + [h3].

Assim, <h0,Q>3 = h0<h0,h17h2>2 + [hohg] + QSl Portanto g < [hoh%,@hg] Dessa

forma,
g = ahohj + fQhs com [a: Bl € P! e hs € S tal que [ho, hi, hy, hs] = 5.

Diremos que o ponto mergulhado na conica é planar se g = 0, mergulhado espacial se

a = 0 e mergulhado espacial geral se a8 # 0.

Proposicao 4.2.8. Considere I € H, tal que I define a uniao esquematica de uma
cOnica nao singular e um ponto mergulhado na conica. Entao existe T' € Aut((C4) tal

que T,1 é igual a exatamente uma das seguintes possibilidades:
Ko = (wo, 21 [, 22f) ou Ky = (x§, 2011, 2022, f), sendo f = x] — woxs.

Demonstragdo. Lembremos que I = J** com J = (hg, Q)(ho, h1, ha) + {g) conforme
a Observacao 11. Por outro lado, a partir da Proposicao B.1.1 segue que existe T €
Aut(C*) tal que

To(ho, Q) = (wo, 2 — waws) e Tolho, hi, ha) = (o, 1, T2).
Logo T, = T,J** = (T,J)**, sendo (cf. Observagao 11)
ToJ = (xy, :17% — xoxws)(xg, T1, T2) + <oz:v§x0 + ﬁ(z% — xox3)xs) com [a: ] € P!

Seja K = T,J e f = o7 — x9x3. Temos os seguintes casos a considerar: (a) 8 = 0, (b)
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a=0e(c)af #0.
(a) Temos K = (x, f)(x0, 21, T2) + (v0x3) = (x5, ToT1, ToTo, ToT3, fT1, f22). Observe
que 7y € K**. Entao (xq, fz1, fro) C K* = T,I. Como (xg, fz1, frs) &
saturado, contido em 7,1 e ambos possuem o mesmo polinémio de Hilbert, segue

pela Proposicao 1.2.5 que T,I = (g, fx1, fae) = K.

(b) Neste caso, K = (zg, f)(xo, z1,72) + (fx3). Note que f € K°*. Assim,

<$g,x0x1,xox2,f) C K**. Logo T,I = (:cg,xgxl,:com,f> = K.

(c) Neste caso, por uma mudanca de escala, temos

K = (x§, xow1, 2oTa, fTo, fa1, [T, (f + zoxs)xs).
Note que f + z3z9 € K*" e fx; € (f + xoxs, mo;) para i € {0,...,3}. Assim,

Tl = (x}, Tox1, T2, [ + ToT3).

Afirmacgao: Sejam K| = (3, o1, ToTo, f) e K, = (x2, wox1, TOTo, f +T0T3). Verifica-
se que Ok, = O, ou seja, existe R € Aut(C?*) tal que R K, = K.

De fato, considere R € Aut(C*) com R,x; = ; parai = 0,1,3 e Ryxy = x5 + 0.
Assim,

R.Xl = <.’B3, Lo, Io(l'z + ZE()), f — Tox3 + $()£L’3> = Kl.
]

Observacao 12. Os ideais Ky e K; pertencem a Orbitas distintas sob a acao de
Aut(P?). De fato, Ky contém o gerador zg, que ¢ uma forma linear (grau 1), en-
quanto K7 nao possui nenhum gerador de grau 1: seus geradores sao x%, ToX1, ToXo €
f = 23 — x93 (grau 2). Como a acdo de Aut(PP?) preserva o grau dos geradores em

cada grau, Ky e K1 nao podem estar na mesma oOrbita.

Proposicao 4.2.9. Se I € H, define uma uniao esquematica de duas retas distintas
concorrentes e um ponto mergulhado em exatamente uma das componentes, entao

existe T € Aut(C*) tal que T,/ é igual a exatamente uma das seguintes possibilidades:
Ky = <370,33'%9€27£U15€2$3> ou Kjz= <5C(2),5U09€1,$01'379U1372>

Demonstragao. Neste caso temos a conica C e o ponto p definido pelos ideais (hg, h1h2) €
(ho, h1, hs), respectivamente com [hg, hy, ha, hs] = S1. Observe que existe T € Aut(C*)
tal que

To(ho, h1ho) = (xg, x129) € To(ho, h1, hs) = (xo, 21, x3).
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Assim, K = T,J = (xg, 2122) (T, 21, ¥3) + (amox3 + Br123) (cf. Observagdo 11). No-
vamente, consideremos as seguintes possibilidades: (a) 5 =10, (b) a =0¢ (c) af # 0.
No que segue considere K = (933, ToT1, LT3, x%azg, x1x2x3). Além disso, observe que K;

¢ saturado com polindémio de Hilbert 2¢ + 2 para ¢ = 2, 3.

(a) Nesse caso K = K + (xoz2). Note que 2y € K** C K,. Logo segue da Proposicio
1.2.5 que T.J = Ksat = <.I'0, l‘%$2,l’1x2$3> = KQ.

(b) Nesse caso, K = K + (z123). Note que z1z, € K** C Kj. Portanto, pela

Proposicao 1.2.5, ToI = K*" = (x3, xox1, Tx3, 1172) = K3.

(c) Neste caso, apos mudanga de escala (o = 3 = 1),

sat % 2 2 2 2
K =K+ <$0$2 + $1$2> = <ZL’O,.’E0I1, Tol3, I1$2,$1I2$3,I2(SL’1$2 + ZL’(]])Q».

Para finalizar, observe que K** = (3, mo1, Tox3, 1129 + ToT2).
Afirmacao: Ogsat = O,.
Considere R € Aut(C*) tal que Ror1 = 21 — 9 ¢ Ryx; = ; para i = 0,2, 3. Assim,

R.Ksat — <,’,U(2)7.I0(x1 — Qjo)’l‘ox?” (1‘1 - xo)xQ + .TOI'Q) = KS.

O

Proposigao 4.2.10. Considere I € H, tal que I define uma uniao esquematica de duas
retas concorrentes e um ponto mergulhado no ponto de intersecao dessas retas, entao

existe T € Aut(C*) tal que 7,1 ¢ igual a exatamente uma das seguinte possibilidades:
Ky = (w0, 2309, 1123), K5 = (23, 2021, ToTo, T122) ou Kg = (x5, 1011, T, T1To+ToT3).

Demonstragao. Neste caso temos a conica C e o ponto p definido pelos ideais (hg, hihs)

e (hg, hy, hy), respectivamente. Assim existe 7' € Aut(C*) tal que
To(ho, hiho) = (xo, x129) € Ty(ho, h1, he) = (zo, 1, x2).
Segue da Observacao 11 que T,/ é igual ao saturado do ideal
K = (x0, 1122) {70, 71, T2) + (ax023 + BriT073) com [a: 3] € P

Seja K = (22, 201, 2oTa, ¥224, x122). Consideremos as possibilidades: (a) 3 = 0, (b)

a=0¢(c)af #0.

(a) Neste caso, K = K + (zgz2). Logo K% = (x¢, xx,, 1122) = K.
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(b) Neste Caso, K = K + <I1.7)2I3>. LOgO Ksat = <ZEO,I0$1,$0(L’2,])1I2> = K5.

(¢) A menos de uma mudanga de coordenadas segue que
K _ < 2 2
= (24, ToT1, T2, T1T2, V1T, T3(T1T2 + ToT3)).

Verifica-se que K** = (23, 2071, ToT2, 1172 + To73) = K.

Afirmacao: Verifica-se que Ok, # Ok,.
Por absurdo, suponha que existe R € Aut(C?) tal que R,Kg = K5. Assim \/ R Kg =
V K5. LOgO7 <R.ZL’0, R.(I1$2)> = <I0,SL’1Z‘2>. Dessa forma, R.SL’O = QppTo COIM Agp §£ 0.

Temos também para 7 = 1,2
Re(x0z;) = agoxo (aioxo + a1 + aipxe + a3r3) € Ky = a;3 = 0.

Além disso,

2 2 3
Re(x129 + z023) = E ayx; E a2%; | + oo E a3iT;
1=0 1=0 1=0
2
= QgpA33ToT3 + r, com r € <£L’O, ToZ1, Lo, l‘1$2>.

Logo, aggass = 0, portanto aszz3 = 0 o que é uma contradicao. ]
Observacao 13. Note que K5 = I, com I, € H;.

Proposicao 4.2.11. Se I € H, define a uniao esquemaética de uma reta dupla de
género aritmético zero e um ponto mergulhado, entdo existe 7' € Aut(C*) tal que T,1

¢ igual a exatamente uma das seguintes possibilidades:

32 2 2 2 2
K7 = (xo,z7, v722), Kg = (2§, vox1, Toxa, x7) ou Ko = (x5, Tox1, ToTa, T] + ToT3).

Demonstracio. Neste caso temos a conica C e o ponto p definidos pelos ideais (hg, h2)

e (ho, h1, hs), respectivamente. Logo existe T € Aut(C*) tal que
Tulho, h?) = (xg,22) e Tulhg, hi, ho) = (xg, 21, 22).
Assim, segue da Observagao 11 que 7,1 é igual ao saturado do ideal
K = <x0,x%>(x0,m1,a:2) + (axw% + Bx%m,), com [a: ] € P!

Consideremos as possibilidades: (a) 8 =0, (b) a=0¢ (c) af # 0.

(a) Neste caso, K*% = (xg, 2% 221,) = K.
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4. O Calculo das orbitas em H?*2

(b) Neste caso, K** = (x5, 1971, Tox2, 77) = Ks.
(c) Neste caso’, K** = (22, mox1, w2y, 3 + zo13) = K.

Afirmacao: Ok, # Ok,. De fato, ao supormos por contradi¢ao que existe R €
Aut(C*) tal que R,Ks = Ky, analogamente a afirmagdo sobre as érbitas O, e O,

obtemos a;3 = 0 para i € {0,1,2,3}. Uma contradigao. ]

Observacao 14. Kg = I com Iy € H;.

Dimensao das 6rbitas em 7,, quando o ponto estA mergulhado na cénica

Proposigao 4.2.12. Considere os ideais Ko = (zq, 21 f, Tof) e K1 = (3, 1021, ToTa, f),

sendo f = 17 — x9x3. Verifica-se que dim Ok, = 9 e dim O, = 10.

Demonstracdo. Seja ¢ € Ej, definido por T' € Aut(C*). Assim, para i = 0, tem-se

ToKO = KO < <T.$07T.(x1f)7T.<CC2f)> = <x0,$1f, $2f>

3
Logo, Texg = agowo € Tox; = ajorg + M;, com M; = Zaﬁ-xi, para 7 = 1,2,3. Com
i=1

isso, Ty (11 f) = axg+ My (M7 — MyMs), com « € S. Portanto, M, (M; — MyMs3) € Kj,.
Logo,

Ml(MIQ — MgMg) = (0415(]1 + Oégl‘g)f > M1 = (1T + Qoly € M12 — M2M3 = f

Assim,
apo 0 0 0

ayp ap; a2 0
Q20 A21 QA22 Q23

a3p az1 32 Aass

Verificamos que M} — MyMs = f impde as seguintes condicdes polinomiais sobre os

parametros da matriz [T]:

2 _
aj, — (21431 = A2033 + 23032, 2011012 — G21A32 — Q2031 = 0

2 _
—ag1a33 — agzaz; = 0, ajy — ageasy = 0, —agszasz =0

Adicionando a condigao det[T'] = 1 e utilizando Macaulay2, obtemos dim E, = 6, e

portanto dim Ok, = 9.

"A menos de uma mudanca de coordenadas.
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4. O Calculo das orbitas em H?*2

Para i = 1, segue que T,K; = K7, implica em /T, K1 = (Tyxo, To f) = (o, f). Assim,

obtemos T,z¢ = agpxro com agy # 0. Temos também para j = 1,2
T.(J?()ZL']‘) = aogl‘o(aono + Cljll'l + Cljgl’g + a,jgl’3) < Kl — a,jg = 0.
2
Portanto, Texg = agoro € Tex; = ajoxg + M; com M; = Zaﬁxi, para j = 1,2,3.

i=1
Assim,

T.f = (Tur1)* — (Tows)(Texs)
= (arro + M1)* — (aswo + My)(asozo + Ms) (4.6)

2 2
=A + Ml — A90A33T0T3 — M2M3 com A € [J]O, Loy, l’o[L‘Q].

Note que como a;3 = 0 para i = 0, 1,2, segue que asz # 0. Portanto, de (4.6) obtemos

que agy = 0. Assim,
apo 0 0 0

ayp ap; a2 O
O 21 A929 0

a3p az1 32 a3z

Como T,f € K, segue de (4.6) que M? — MyMs = puf com pu € C, que impde as

condic¢oes
9 _ _ 2 _
ajy — (21431 = A2033, 2011A12 — A21032 — A2031 = 0, agiasz = 0, ajy — axazey =0,

juntamente com det[T"!] = 1. Utilizando o Macaulay2, segue que dim Ex, = 5,
portanto dim Ok, = 10. O

Proposicao 4.2.13. Considere os ideais
2 2
Ky = (0, 2172, 117973) € Kz = (g, ToZ1, ToT3, T1T2).

Entao dim Ok, =8 e dim Ok, = 7.

Demonstragao. Note que \/K; = (xg,x122) para i = 2,3. Assim para qualquer ¢ €
Ex, (i = 2,3), definida por T € Aut(C*), segue

(Texg, To(x122)) = (T0, T172) = Texo = agoxo com agy 7 0.

Além disso temos duas possibilidades a considerar
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4. O Calculo das orbitas em H?*2

(i) (Texg, Tox;) = (0, x;), que implica em Tyx; = a;oxo + a;x; para i = 1,2. Logo,

apo 0 0 0
0 0

Ty = |0 . (4.7)
ax 0 axp 0

a3p 31 a3z as3

(i) (Tewo, Tew;) = (xo,x;), para {i,j} = {1,2}. Assim, Toz1 = a19To+a12%2 € Loz =
as0To + ag1r1. Logo,
apo 0 0 0
0 0
A R (4.8)
aop Q21 0 0

aszp @31 Aaz2 asg
No que segue considere ¢ € Aut(P?) determinada por T € Aut(C*).
1. Para Ky = (x¢, 23wy, 117573). Se ¢ € Eg,, visto que T,(117573) € Ks, temos no
caso (i)

2 2
To(z12273) = ATo + Q1102077 T2 + Q1102203371 T2T3 + A1102203201 75,

com A € Clxg,x1,72,73). Como ay1aa37175 ¢ Ko e ajjaxn # 0 temos que

azs = 0. Logo

anpo 0 0 0
0 O

= |10 — dimEg, =8 —1="T.
920 0 929 0

asg az 0 ass

No caso (ii), temos
Ty (2322) = (a1020 + a1222)* (a0 + a9171) = Az + a9163,757, € K.

Como azla%x%xl ¢ K, devemos ter (121(1%2 o0 que é uma contradicao, pois caso
ajz = 0 ou ay; = 0, teriamos {Tyxq, Tex1, Texa} L.D. Portanto o caso (ii) nao

ocorre. Assim, temos apenas o caso (i). Portanto dim Ok, = 15 —7 = 8.

2. Para K3 = (27, xx1, 1073, 1175). Considere ¢ € Ey,.
No caso (i), ao considerarmos a matriz (4.7) se verifica que T,(z3) e Ty(zoz1)

pertencem a K3, assim nao acrescentam condig¢oes adicionais aos parametros da
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4. O Calculo das orbitas em H?*2

matriz (4.7). Entretanto, Ty(z122) € K3 €
To(z122) = (a10mo + a1121) (a2 + anrs) = A + a19a2Tors

com A € (a3 woxy,z175) C K3. Assim, ajpas = 0, logo ap = 0. Também
T.(ZL‘[).I‘3) S K3 (§

To(zox3) = (agoro)(asoxo + azx1 + agexs + assrs)

2
= QgpG30Ty + AppA31Tox1 + AopG32ToT2 + ApoA33ToL3-

Assim, agoazz = 0, logo az, = 0. Temos entao

anpo 0 0 0

—1 0 a1 0 0 .
T = . 0 4 0 — dimEg, =7—-1=6.
20 22

asp azr 0 ass

Para K3 no caso (ii) temos: Tyxg = agozo, Tex1 = a10To+ a12x2 € Texs = asoTo+

a21X1. Note que T.(ZEol’l) S Kg (§
T o o 2
o(T0T1) = agoxo(@10To + a12T2) = AooA10TH + AooA12T0T2

Como x% € K3 e xory ¢ K3, devemos ter agpais = 0, novamente uma contradicao.

Assim, o caso (ii) nao ocorre e no caso (i) dim Ex, = 6. Portanto, dim Ok, = 9.
0

Proposicao 4.2.14. Considere os ideais
2 2 2 2
Ky = (xg, 2129, 1125), K5 = (27, xoX1, ToT2, T122) € K = (27, ToT1, ToTa, T1T2 + ToX3).

Entao dim Ok, =7, dim Ok, = 7 e dim Ok, = 8.

Demonstrag¢ao. Note que o radical dos ideais Ky, K5 e Kg € igual a (zg, z125). Entao
como na proposi¢do anterior, temos as mesmas condigoes (i) e (ii) (e as respectivas
matrizes em (4.7) e (4.8)) a considerar. Segue a andlise para cada ideal K; com i =
4,5,6 sob os casos (i) e (ii). A seguir, considere ¢ € Aut(P?) determinada por T €
Aut(C*).

1. Para Ky = (xg, 2319, 11273). Se ¢ € Ek, temos
T Ky = Ky <= (Tyxg, To(22y), To(2123)) = (w0, 2309, 7123).
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4. O Calculo das orbitas em H?*2

No caso (i), verificamos que T,(z]zs) e To(z173) € K4, logo, nenhuma condicio
extra sobre os parametros é necessaria®. Assim, nesse caso a matriz de 771 é a
matriz (4.7) com a condigao de det[T'] = 1, segue que dim Ex, =9 —1 = 8.

No caso (ii) similarmente ao caso (i) nenhuma condicao adicional é imposta aos
parametros da matriz (4.8), portanto dim Ex, =9 — 1 = 8. Como dim Ek, = 8

em ambos os casos, segue que dim Ok, = 7.

2. Para K5 = <$g,l’0x17.f0$2,$1l’2> o processo ¢ totalmente andlogo aos casos de
Ky, logo dim Ok, = 17.

3. Se Kg = (13, 101, T2, T1T9 + Tox3) € ¢ € Fy, entdo
<T.(xg), T-(xoxl)a T.(xon), Ty (w129 + $0$3)> = <95(2)7 ToT1, ToT2, T1T2 + x0x3>.

Verificamos nos casos (i) e (i) que Ty (x5), Tu(o71) € To(wow2) pertencem a Kg,
assim nenhuma condicao adicional é imposta aos parametros das matrizes em

(4.7) e (4.8). Para T,(x 29 + xox3) temos no caso (i) que
To(z129 + o) = A + a1102271T9 + agoassTors com A € <:E8, ToT1, ToLa).
Logo, como Ty(z122 + xoz3) € K¢ temos
110222102 + AooG33T0x3 = (1(T129 + ToT3) == A11G22 — Agoasgs = 0.
Portanto, os pardmetros da matriz (4.7), estao sujeitos a duas condicoes’, assim

dimEg, =9—2=71.

No caso (ii), seguindo um processo anélogo ao caso (i), obtemos ag1a12 — agoass =

0. Os parametros da matriz (4.8) também estdo sujeitos a duas condicdes'”,
assim dim Fg, =9 —2=T7.
Em ambos os casos temos dim Fg, = 7, portanto dim O, = 15 — 7 = 8. O
Proposicao 4.2.15. Considere os ideais
3 .2 2 2 2 2
K7 = (xo, 7, x122), Ks = (xf, xoT1, ToT2, 27) € Ko = (xf, XoT1, ToT2, T] + Tox3).
Entao dim Ok, =6, dimOg, =6 ¢ dim Ok, = 7.
8Por exemplo, To(x229) = (aiozo + a1171)* (a0 + aoars) = Az + a3jagrizy. com A €

Clzo, 1, T2, 73]
9Utilizamos o Macaulay2 para checar que dim Fg, = 7.
10 Aqui também utilizamos Macaulay?2 para o calculo desta dimensao.
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4. O Calculo das orbitas em H?*2

Demonstracio. Considere ¢ € Ey, determinada por T € Aut(C*). Observe que
para qualquer um dos ideais K7, Kg e Ky, tem-se que seu radical é (zg,z1). Logo
(Texg, Tox1) = (x0, 1) € Tox; € [xg,21] para i =0, 1. Assuma que Tyx; = a;0To + 4121

para i = 0, 1.

1. K7 = (xq, 2%, 2325).

Se p € E¥,, entdo ag; = 0 visto que (K7); = [zo] e ay; # 0. Assim,

apo 0 0 0
[T_l] _ 190 Q11 0 0

G20 QAg21 G22 0A23

a3p az1 32 Aa33

Note que T,2? € K7, logo ndo acrescenta condicoes adicionais aos parametros de

[T~']. Entretanto, como
2 2 2
To(xim2) = (a10T0 + a1171)*(a20T0 + a1 21 + a2Ts + axr3) = A + aj,a37123,

com A € Ky e T,(21,) € K;. Portanto aj;ass = 0, logo ass = 0. Assim

dim Fg, = 10 — 1 =9 e consequentemente dim Ok, = 6.

2. Kg = (23, x0x1, ToTo, T3)
Verifica-se que T, (73), To(woz1) e To(2]) € Kg, logo nio acrescentam condigdes

extras sobre os parametros de [T']. Agora,

To(zox2) = (agoxo + am1)(axro + a1 + agxs + azrs)

= A + ago@e3ToT3 + Ag1A22T1Ts + Go1Qe3T1X3 com A € Ks,

e Ty(zoza) € Kg. Temos entdo que agoass = 0, agraze = 0 e agiass = 0. Como

{Toxo, Tex1, Tex2} sao L.I. Temos ags = 0 e ag; = 0. Portanto

aopo 0 0 0
1 app a;; 0 0 . .
T = 0 = dim Fg, = 9 = dim Ok, = 6.
Qzo G21 (22

azp az1 daz2 Aass
3. Kg = (23, x071, 2 T+ )
- g = (Ty, ToL1, LoT2, L] T ToL3

Observe que Tyzy = A + aj,2] € Ky com A € [23, moxy], assim temos ag, =

0. Verificamos que T,(zor1) € Ky, logo nao impoe condigdes adicionais nos
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4. O Calculo das orbitas em H?*2

parametros de [T'], mas
To(xor2) = (agozo)(az®o + a1 + anrs + asrs) = B + agpasrors,

com B € Ky e Ty(xgxs) € Kg. Logo agpazs = 0, como agg # 0, segue que agz = 0.

Para finalizar, note que
T.(ZE% + I'Qflfg) =C + ana:% “+ agoaszTors com Ce Kg
e To(2? + 2923) € Ky. Assim temos que a3, — agoass = 0. Logo

ano O 0 O
a a 0 0

[T—l] — |0 com det[T '] =1e afl — agoasz = 0.
azo Qg1 aze 0

30 Aagz1 32 A33

Utilizando o Macaulay2 checamos que dim Ey, = 8. Assim, dim O, = 7.

4.2.5 Especializagoes em Hs

A seguir apresentaremos as especializacoes entre as 6rbitas da componente Hs. Con-
forme ilustramos na Figura 4.8, optamos por apresentar as especializagoes por estratos
(de acordo com a dimensao das orbitas, em ordem decrescente). Assim, na proposi¢ao
a seguir apresentamos a especializacao da tnica o6rbita de dimensao 11, para as 3 de
dimensao 10 e assim por diante. Exceto na Proposicao 4.2.17 onde ha uma especia-

lizagdo de uma orbita de dimensao 10 para uma de dimensao 8. No quadro em (4.9)
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4. O Calculo das orbitas em H?*2

exibimos os representantes das orbitas de Ho organizada por estratos.

Estratos

Ideais

Estrato 1 (dim 11)

Jo = <$0$17 ToT2, $0$3,$f - I2$3>-

Estrato 2 (dim 10)

J1 = <$0$1,$0$2,SE0$37$1S€2>,
Kl - <I§)x0$17‘7;0x27f>7
JS = <l’0, x?fv CU?)f>7

com f = :L‘% — Tols.

Estrato 3 (dim9)

Ky = (xo,.rl(:vf — Tox3), :vg(as% — T913)),
Jy = (x0, T122(1 + T2), T122T3),

2
K3 = <$07$0$1,$0$3,$19€2>-

Estrato 4 (dim 8)

2

Jo = (w011, T2, T3, TY),
2

Ky = (%0, 2722, £12923),

2
K¢ = (9507350551, ToT2,T1To + :Box3>.

Estrato 5 (dim 7)

2 2
Js = (20, 2277, T377),
2 2
Ky = (z§, vox1, ToXa, X7 + ToT3),
2 2
Ky = (xg, x1x9, 1173),

2
K5 = <$oa$0$1;$0$27$1xz>-

Estrato 6 (dim6)

K7 - <$0, leia I’%$2>,

2 2
Kg = (x5, vox1, XoTa, T7).

(4.9)

Proposigao 4.2.16. Considere o ideal Jy do estrato 1 cuja érbita possui dimensao 11

e os ideais Jy, K e Js do estrato 2 cujas as o6rbitas tem dimensao 10 (cf. (4.9)). Temos

as especializacoes: 1. Oy, — Oy, 2. Oy — Ok, € 3. Oy, — Oy,.

Demonstragao. 1. Considere v(t) = (xox1,zoTs, ToTs, tx? — xows). Para t # 0,

(zo,tx3 — Tow3) define uma conica nio singular e o ponto dado por (x1, o, T3)

esta fora do plano suporte da conica. Logo para t # 0, v(t) € Oy, e v(0) =

(Tox1, TOT2, Toxs, Tax3) € Oy.

2. Considere () = (zoz1, ToTa, To(xo +tx3), f). Parat # 0, v(t) define uma conica

nao singular e um ponto fora do plano da conica e v(0) = K.

3. Considere v(t) = §(t)** sendo

d(t) = (xo, f) - (xo + twy, x9, x3) = (:1:3 + txoxy, Toxa, Toxs, f(xo + tw1), fas, frs).

Para t # 0, y(t) € Oy,. Como §(0) = (x3, 2oTa, ToT3, ToT3, fTo, fT3) Segue que
Y(0) = 6(0)**" = (wo, fra, fr3) = Js.
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4. O Calculo das orbitas em H?*2

A seguir um diagrama que exemplifica estas especializa¢oes, nele assim como nos demais

a seguir o ponto preto mergulhado na conica representa um ponto mergulhado espacial.

oD

-

Oy, (dim11)

Tp
[ [ X [
Ok, (dim 10) Oy, (dim 10) Oy, (dim 10)

Figura 4.3: Especializacoes da oérbita de dimensao para as de dimensao 10.

Proposicao 4.2.17. Considere os ideais J;, K; e J3 do estrato 2, e os ideais Ky,
Jy e K3 do estrato 3 que possuem orbitas de dimensao 9 e o ideal J5 do estrato 4 cuja
a orbita tem dimensao 8 (cf. (4.9)). Temos as especializagoes: 1. Ok, — Ok,

2. O, — Ok, 3. Oy — Ok, 4. Oy — Oy, 5. Oy — Oy, 6. Oy — Ok, €
7. 05 — Oy,.

Demonstragio. 1. Tome v(t) = (x5, 1071, ToT, tr; — Tox3). Para t # 0, temos uma
A ~ . . 2

conica nao singular com um ponto mergulhado e v(0) = (x§, xox1, ToT2, T2T3) €

Ok,, pois define um par de retas concorrentes com um ponto mergulhado em

somente uma das retas.

2. Tome ~(t) = 0(t)*, sendo §(t) = (3, xoT1, ToTo, T1f, Tof, Toxs + tf). Para
t # 0, y(t) € Ok, e para t = 0, temos §(0) = (7, oT1, ToTa, T1 f, To f, ToT3).
Logo 7(0) = §(0)*" = (zo, 1 f, 22 f) = Ko.

3. Tome 7(t) = (xox1, xo(T0 + tx2), Tox3, T122). Parat # 0, y(t) € Oy, e v(0) = K.

4. Tome 7(t) = (xo,z122) N (W0 + tx1, 71 + X9, 23). Para t # 0, y(t) € Oy, e
7(0) = (w0, T172) N (W0, T1 + To, T3) = Jis.

5. Tome v(t) = (xox1, Tox2, Toxs, T1(x1 + tae)). Parat # 0, v(t) € Oy e v(0) = Ja.
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6. Tome () = (xo, fo, f(x1 + txs)). Parat # 0, temos p; = [0: —t:0:1] ¢ C =
Z(x0, f), logo 7(t) € Oy e 7(0) = Ko.

7. Tome (t) = (o, (tz; — x129) (21 + 72), (tx3 — T179)73). Para t # 0, y(t) =
<ZL‘0,tIL’§ — I1$2> N <ZEO, st —+ ZL‘Q,I’3> - OJB (& ’7(0) = J4.
[

A figura a seguir exemplifica as especializagoes desse estrato, nela, assim como nas

proximas, o ponto azul representa um ponto mergulhado planar na conica.

> /X

Ok, (dim 10) O,, (dim10)

op

//?

J; (dim 10)

OJ2 (dlm 8)

Figura 4.4: Especializa¢oes das 6rbitas de dimensao 10 para as de dimensao 9 ou 8.

Proposicao 4.2.18. Considere os ideais Ky, J; e K3 do estrato 3 e os ideais Ky e Kg
do estrato 4 que possuem orbitas de dimensao 8 (cf. (4.9)). Temos as especializagdes:

1. OKg — OKG, 2. OK3 — 0K2, 3. OJ4 — OK2 e 4. OKO — OK2.

Demonstragio. 1. Considere y(t) = (3, zox1, To(T2+173), 2179 +T0w3). Parat # 0,
v(t) € Ok, e 7(0) = K.

2. Considere y(t) = §(t)*, sendo 6(t) = (x0,2172) - (0, 71, 73) + (2570 + txiT1).
Sabemos pela caracterizacao de K3 (cf. Proposigao 4.2.9) que para t # 0, y(t) €
Ok, e v(0) = 6(0)*" = K.
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3. Tome ~(t) = (xo,x122(x1 + t2), T12923). Para t # 0, temos v(t) € Oy, e
7(0) = K.

4. Tome Y(t) = (xq, 21 (tx? — womw3), xo(tx? — wo13)). Para t # 0, y(t) € Ok, e
7(0) S OK2'
[

A figura a seguir ilustra as especializacOes desse estrato, nela assim como nas proximas

o ponto vermelho indica um ponto mergulhado espacial geral na conica.

[ [

Ok, (dim9) Ok, (dim9) 0Oy, (dim9)

N
[X ) [= />

Ok, (dim8) O;, (dim8) Ok, (dim8)

Figura 4.5: Especializacoes das 6rbitas de dimensao 9 para as de dimensao 8.

Proposicao 4.2.19. Considere os ideais Jy, Ky e Kg do estrato 4 e os ideais Js,
Ky, K4 e K5 do estrato 5 que possuem orbitas de dimensao 7 (cf. (4.9)). Temos as
especializagoes: 1. Oy, — Ok,, 2. Oy, — Oy, 3. Ok, — Ok,, 4. O, — Ok,,
5. Og, — Ok, € 6. Oy, — Ok,.

Demonstragio. 1. Tome y(t) = (xox1, ToT2, To(To + tr3), 2] + Tox3). Para t # 0,
v(t) € Oy e v(0) = K.

2. Tome (t) = (wg, 23) N (o + ta1, 19, 23). Parat #0, y(t) € Oy, e v(0) = Js.
3. Tome 7(t) = (20, 2320, L1272 (T2 + ta3)). Parat # 0, v(t) € Ok, e ¥(0) = Kj.

4. Tome () = (a3, woy, T, T1(71 + try) + ox3). Para t # 0, y(t) € O, e

5. Tome (t) = §(t)**, sendo
§(t) = (x5, wox1, ToT2, (T129)T0, (T172) 71, (T172) T2, T3T0 + t21T973).

Para t # 0, y(t) € O, e 7(0) = §(0)** = Kj.
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6. Tome (t) = (x5, 011, ToT2, 1172 + troxs). Para t # 0, v(t) € Ok, e v(0) = Ks.
O]

A figura a seguir ilustra as especializagoes desse estrato.

TP
(XX (= >/
Ok, (dim8) Oy, (dim8) Ok, (dim8)
(XK == =
Ok, (dim7) Ok, (dim7) Ok, (dim7) Oy, (dim7)

Figura 4.6: Especializacoes das 6rbitas de dimensao 8 para as de dimensao 7

Proposicao 4.2.20. Considere os ideais J;, K4, K5 e Kg do estrato 5 e os ideais
K7 e Kg do estrato 6 que possuem Orbitas de dimensao 6 (cf. (4.9)). Temos as
especializacoes: 1. Ok, — Ok, 2. Og, — Ok, 3. Ox, — Ok, 4. Og, — Ok,

e b. OJ5 — OK7.

Demonstragio. 1. Considere (t) = (23, 101, T, 21 (1 + txy). Parat # 0, y(t) €
Ok, e v(0) = K.

2. Considere (t) = (zq, v3xy, 71 (z1 + ts)? Parat # 0, v(t) € Ok, e v(0) = K.

3. Considere v(t) = §(t)**, sendo 6(t) = (wo, 271) (w0, 11, T2) + (woT3 + txixs). para
t # 0, pela Proposigao 4.2.11, temos v(t) = §(t)** € O, e v(0) = 6(t)** = K.

4. Considere y(t) = (3, 11, ToTa, T3 +tror3). Parat # 0, y(t) € Ok, e 7(0) = K.

5. Considere v(t) = (zq, v227, (x1 + tas)2s). parat # 0, v(t) € Oy e v(0) = K.
[
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4. O Calculo das orbitas em H?*2

A figura a seguir ilustra as especializacOes desse estrato.

/XN == ="

Ok, (dim7) Ok, (dim7) Ok, (dim7) Oy, (dim7)

\)ﬂ/

Ok, (dim6) Ok, (dim6)

Figura 4.7: Especializacoes das 6rbitas de dimensao 7 para as de dimensao 6.
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4. O Calculo das orbitas em H?*2

No proximo diagrama (Figura 4.8) exibimos as especializa¢oes obtidas para as 16 or-
bitas em Hs.

Dim
Orbitas
11:
Oy,
o /l\

OJ:& OK] OJ]

9:
Ok, 0y, Ok,

8:
Ok, 0y, Ok,

T

OJs OK9 OK4 OK5
6:
0K7 OKB

Figura 4.8: Especializacoes das 6rbitas em H,
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Apéndice A
Calculos utilizando Macaulay?2

Traremos aqui os calculos dos polinémios de Hilbert dos ideais trabalhados nos capi-
tulos 3 e 4. O Macaulay2 ¢ uma ferramenta gratuita e de cédigo aberto, muito tutil
para o calculo com objetos algébricos que demandariam muito esfor¢o para serem re-
alizados manualmente. Ao calcular o polinémio de Hilbert dos ideais, o Macaulay?2
retorna por padrao o resultado em termos do polinémio de Hilbert do espaco projetivo,
pois esta é uma boa forma de extrair informagoes geométricas a partir deste polind-
mio. Para contornar isso e obter o polinomio em funcao de uma variavel usamos o
comando hilbertPolynomial(I, Projective=>>false). Que retorna o polindémio de
Hilbert do ideal I em funcao da variavel padrao i. O Macaulay2 pode ser acessado em

https://macaulay2.com.

A.0.1 Calculo dos polinémios dos ideais do Teorema 3.2.2
Considere o ideal Iy = (x¢, 23, 123).

il : R = QQ[x_0,x_1,x_2,x_3];

i2 : I_0 = ideal(x_0,x_1"2,x_1%*x_2);

02 : Ideal of R

i3 : hilbertPolynomial(I_0, Projective=>false)
03 =1+ 2

03 : Q[i]

O processo é analogo para o ideal I} = (zg, x129, x123).

A.0.2 C(Calculo dos polindmios dos ideais do Teorema 3.3.2

Considere o ideal Iy = (zq, z7).
il : R=QQ[x_0,x_1,x_2,x_3];
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i2 : I_0=ideal(x_0,x_1"2);

02 : Ideal of R

i3 : hilbertPolynomial(I_0, Projective=>false)
o3 : 2i +1

03 : Q[i]

Analogamente verifica-se que o polinomio de Hilbert dos ideais I} = (xg, z122) e I, =

(zo, 77 — T923) € 2t + 1.

A.0.3 Calculo do polinémio de Hilbert dos ideais do capitulo 4
Considere o ideal Ko = (¢, z1(27 — 2973), o(25 — 2973)).

i1 : R=QQ[x_0,x_1,x_2,x_3];

i2 : K_0=ideal (x_0, (x_1)*(x_1"2-x_2%x_3), (x_2)*(x_1"2-x_2*x_3));
02 : Ideal of R

i3 : hilbertPolynomial (K_0, Projective=>false)

03 =2i + 2

03 : Q[i]

Analogamente verifica-se que o polinémio de Hilbert dos demais ideais apresentados

no capitulo 4 é 2t + 2.
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Apéndice B

Resultados sobre conicas em P? e P°

B.1 Classificacao das conicas em P’

Traremos aqui resultados sobre conicas em P? que sdo usados em algumas demonstra-
¢oes deste trabalho. Iniciamos com a classificagdo para as conicas no plano projetivo

complexo P? pela acdo de Aut(C?).

Proposicao B.1.1. Considere S = Clzg,z1,22] € f € Sy ndo nulo. Entao existe

T € Aut(C?) tal que exatamente uma das seguintes possibilidades é valida:

2
e

Tef =4 x5+ a7, (B.1)

2 2 2
Ty + x] + x5,

Demonstragao. Considere f € S = Clxg, x1, 23] homogéneo de grau 2 nao nulo. Temos

duas possibilidades: f é redutivel ou irredutivel.

‘f é redutivel‘ Neste caso f = L - Ly com Ly, Ly € S;. A proposicao 2.2.2 nos garante
que existe T' € Aut(C?) tal que Ty(L; - Ly) = x5 ou To(Ly - Ly) = x5 + 7.

‘f é irredutivel‘ Assuma que f = aoxg + a1 2071 + aaToTe + agx% + aqx129 + a5x§.

1. Suponha primeiro que ag # 0.

Neste caso, observe que

2,.2
a1 2 apry 2 2
f = Qo ([)30 + —3171) — + asxogT2 + asxy + asr1T0 + a5To
2&0 4@0
aj 2 ai \
f = Qo (330 + g.’ﬂl) + (ag — E)l'l + 1’2(&2330 + aqxq + Cl5$2)
0 0

= (boLo)* + ax? + Mxy com by € C tal que by = ag # 0
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2
a aq
sendo M = asxg + asx1 + asrs, @ = ag — 4—1 e Lo =x¢+ Pxr; com = 2
Qg Qo

Agora, note que {byLg, 1,22} é base de Si, logo o Corolario 2.2.3, nos garante

que existe R € Aut(C?) tal que R,(boLo) = zo € Ryx; = ; para i = 1,2. De fato,

boLo = boxo + boSx1 RN xo = boRexo + bor1 => Re = ? — By
0

X
€ R.M = CLQ(b—O — 6]71) + aqxq + asTo — CoIg + c1x1 + Caxo
0

a2
COmCU:b—,01:a4—— € Co = Q5.

Assim, obtemos

g:=R.f = :Eg + om;f + xo(coxg + 121 + c2x2).

A seguir, vamos analisar as possibilidades: a = 0 ou « # 0.

Se a = 0 entao

2
g = x5+ xa(come + 171 + cox2)
2

9, 2 “ 2 2
= (l’o + ESCQ) — Z.TQ +c1r1x9 + Coly

2
¢ ¢
= (zo+ 50932)2 + (2 — Zo)ifg + c1212s.
Co
2 ¢
garante que existe R; € Aut(C?) tal que (R;)+(xo + §0£E2> =20 e (Ro)e; = ;

Observe que {xg+ —x9, 21,22} € uma base de A;. Logo, a Proposigao 2.2.2, nos

para ¢ = 1,2. Obtemos, assim

g1 = <R1>-9 = $(2) + ’)/:U% + 11129
2
&
= x?) + zo(yro + c1x1)  sendo y = g — ZO.

e Se ¢; =0, entdo, g; = xg + yr3 é redutivel’, o que é um absurdo ja que f é

irredutivel.

e Se ¢; # 0, entao considere a base {ciz1 + V&g, To, x2} de S;. Assim, segue
do Corolario 2.2.3 que existe Ry, € Aut(C?) tal que (Ry)e(c121 + v12) = 7
e (Ry)ew; = m; para i = 0,2. Logo, g» := (Ry)eg1 = ¥2 + xox1. Por fim,

sendo {xg, x1 +ixe, 1 —irs} uma base de S;, novamente segue do Corolério

'Basta escolher 6 € C tal que v = —6?, com isso g1 = x5 +yx3 = 220723 = (v0—0x2)(zo+0z2) (de
fato, todo polindmio homogéneo em duas variaveis de grau d > 2 com coeficientes em C é redutivel).
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2.2.3 que existe Ry € Aut(C?) tal que (R3)ezo = 20, (R3)e(z1 +i22) = 21 €
(R3)e(T1 — img) = wo. Assim, g3 := (R3)eg2 = x% + IE% + x%

Agora, se a # 0 entdo considere oy € C tal que a? = a. Assim,

g=R.f = $(2) + ax% + Myjxy com My = coxg + c121 + CoZa.

pode ser representado na forma g = R f = x% + (o 21)* + Myx,.

Visto que {zg, v121, 22} € base de Sp, entdo o Corolario 2.2.3 nos garante que
existe By € Aut(C?) tal que (Ry)e(a1z1) = 1 e (Ry)ew; = x4, para i = 0,2.

Assim,

g1 = (R1)eg = a2+ 23+ 23My com My = dyxg + dyx1 + dos.

d d 2?2 &
= (.I‘o + 301'2)2 -+ (xl + ?1132)2 + (dz — ZO — Zl)l’g
d d 2 &
= («TO —+ —01‘2)2 + (.Tl + —1272)2 —+ ()\1]32)2 com )\% = dg _ 0 —1
2 2 4 4
. . ) . do dy ,
Observe que A\; # 0 visto que f é irredutivel. Assim, {x0+7x2, x1+5m2, Ao} é

uma base para S;, o que nos permite escolher Ry € Aut(C*®) tal que

d d
(Ra)e(z0 + 50332) =z, (R2)e(z1 + 51552) = 21 e (Ra)e(Mx2) = 2. Portanto,

92 = (Ra)eg1 = 3 + 27 + 3.

Em resumo, se o coeficiente de z é nio nulo, podemos obter 7' € Aut(C?) tal

que T,f = x5 + o7 + r3. Sendo assim, basta analisar o seguinte caso:

2. Suponha que ag = 0.

Neste caso, f = a1xor1 + asxors + agx% + asxr109 + (I5.T%. Note que se az ou as
sao nao nulos, basta considerar T' € Aut(C?) tal que T,(z;) = 2 para i = 1 se
as # 0 (resp. i = 2 se az # 0) de modo que aparega o termo em zj e assim
proceder como no caso (1). De fato, se az # 0 entdo considere T' € Aut(C?) tal
que Tex1 = x9, Tyxg = T2 € Tyxs = x1. Dai, temos que T, f = a1x9x9 + asx122 +
asxy + asxor1 + asr], sendo az # 0 o resultado segue do caso (1).

Por outro lado, se a3 = a5 = 0, entao f = a1xor1 + asxoT2 + a4r122. Sendo
f irredutivel segue que a; # 0 para todo i € {1,2,4}. A seguir considere T' €
Aut(C?) tal que Tyxg = To, Tewy = 7o + 71 € Toxy = x9. Logo, Tof = ayz] +
a1zoz1 + (as + aq)xoxs + agri1re com a; # 0. Novamente, o resultado segue do

caso (1).
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Exemplo B.1.2. Considere f = x5 — 2¢7; e g = 73 + 17 + x5. Existe R € Aut(C?) tal
que Rog = f. Basta considerar R onde R,x¢g = xo+1ix1, Rex1 = —To+1x1 € ReXo = g.

Assim,
Ro(73 — 2971) = Re(23) — Re(wow1) = 73 — (z0 + im1)(—20 + ix1) = 23 + 27 + 2.

Proposigao B.1.3. Considere f = 23 — 2179 € Clxg, 71,75 e C = Z(f) C P?. Entdo
¢ : P! — C dada por [a : b] — [a® : b® : ab] é uma bijecdo.

Demonstracao. Temos

e ) esta bem definida.
Para [a : b] € P*, temos (a,b) # (0,0). Entao (a*,b%, ab) # (0,0,0) e

f(a® b? ab) = (ab)® —b*-a®> =0 = [a® : b* : ab] € Z(f) =C.

e ) é injetiva.
Considere [a : b],[c : d] € P' tais que [a® : b* : ab] = [¢® : d* : cd]. Assim, existe

um A # 0 em C tal que

a> =)?, V=X e ab= \cd. (B.2)

Temos duas possibilidades: (i) a = 0 ou (ii) a # 0.

(i) Se a = 0 entdo segue de (B.2) que ¢ = 0. O que implica em b-d # 0. Logo,
0:0]=[0:1]=1[0:d].

(ii) Se a # 0 entdo [a : b] = [a* : ab] 22 A : Ned] = [c: d].

e 1) & sobrejetiva.
Considere p = [ag : a1 : as] € C. Logo, a3 = apa;. A seguir vamos analisar as
possibilidades: (i) ap = 0 ou (ii) ag # 0.

(i) Seap=0entaoas =0ep=1[0:1:0]=([0:1]).
(ii) Se ap # 0 entdo p = [ag : a1 : ag] = [ag : apay : apas] = [ai : a3 : agas] =
U(lag - az)).

[

Lema B.1.4. Considere C = Z(f) C P?, com f = 25 — 1179 e ¢ € Aut(P?) verifica-se
que:

¢©(C) =C <= existem [a:b],[c:d] € P! distintos, tais que
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By Ea—— 2cd
M, = |=b* —a®* 2ab |,
—bd —ac ad+ be

possui determinante 1 e define .

Demonstragio. (=) Considere ¢ € Aut(P?) definida por T' € Aut(C?) tal que ¢(C) =
C. Considere pg = [0:1:0] e go = [1 : 0 : 0] pontos distintos em C, T,,C = Z(zo)
e T,,C = Z(z1) respectivas retas tangentes e a reta secante L, ,, = Z(z2), conforme

ilustra a Figura (B.1)

Po,90

T,,C

7,.C

Figura B.1: Retas tangentes a C em pg e qp.

Sabemos pela Proposi¢io B.1.3 que existem tnicos [a : b],[c : d] € P' tais que ¢(py) =
p = ¥(la :b]) e ple) = ¢ = Y¥([c : d]). Assim, verifica-se que T, : [zg, 21, T2] —>

[0, 1, o] satisfaz Texg = L, Toxy = Ly € Toxy = L, ,, visto que

P14y (C) = p(Z(11)) = Z2(Torr) = To,C = Z(Ly),
P(T(C)) = p(Z(20)) = Z(Tewo) = T,C = Z(Ly).

Note que

L, = —b’zo — a’xry + 2abry, pois q=1[a’:b*:ab] e V,f=[-b* —a* 2ab],
L, = —d*zy — ?x1 +2cdry pois p=[c®:d*:cd] e V,f=[-d* —c* 2cd).

Além disso, L,, = —bdry — acxy + (ad + bc)rs. Com isso, obtemos a matriz M,
que define 77 € Aut(C?). Note que podemos escolher [a : b] e [c : d] de modo que
det M, = 1.

(«<=) Considere a matriz M. Note que ¢(C) = C se, e somente se C = ¢~ '(C). Assim,
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dado um ponto r qualquer na conica, ele sera da forma [2* : y* : xy]. Aplicando T ' a

esse ponto, i.e, multiplicando a matriz M, por r, obtemos
M -r = [—(dv —cy)?*: —(bx —ay)*: (bx — ay)(cy — dz)] € C

Logo ¢ *(C) = C e consequentemente ¢(C) = C. O

Proposigcao B.1.5. Seja
X = {M, € M3(C) | ¢ € Aut(P?) e p(C) = C}.

Entao dim y = 4.

Demonstragao. Note que para calcular a dimensao de y é necessario determinar o ideal
das relagoes que define Y em M3(C) = C”. Mais precisamente seja ¥ C C? a imagem

de y pelo isomorfismo M3(C) = C”. Assim, obtemos I; C Clyy,...,yo]. Portanto,
Cly1, - - yo

dim y = dim y = dim —
%

. Utilizamos o Macaulay2 para realizar tal calculo.

Segue o procedimento:

R = QQla,b,c,d,y1,y2,y3,y4,y5,y6,y7,y8,y9, MonomialOrder => Eliminate 4]

-- Ideal que define a parametrizagdo
J = ideal(yl + b~2, y2 + a2, y3 - 2*axb, y4 + d°2, yb + c~2,
y6 - 2%cxd, y7 + bxd, y8 - axc, y9 - (axd + b*c))

-- Eliminag8o: ideal das relagdes
IX = eliminate({a,b,c,d}, J)

-- Calculando dimensao de X
K = IX + ideal(a,b,c,d)
dim R/K -- 4

Portanto, dim y = 4. O]
Proposicao B.1.6. Considere a conica C = Z(z3 — 2¢z1) CP? e p=1[0:0:1]. Seja
Y = {p € Aut(P*) | (C) =C e p(p) = p}.

Entao dimY = 2.

Demonstrag¢ao. Considere ¢ € Y. Segue da Proposicao B.1.5 que existem tnicos
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[a: b], [c,d] € P! distintos de modo que

By Ei— 2cd
M= |- —d* 2ab
—bd —ac ad+ be

possui determinante igual a 1 e define . Note que:

o(p) =p < [2ab:2cd:ad+bc]=[0:0:1]
< ab=cd=0 e ad+bc#0

< a=d=0 ou b=c=0.

Assim, temos que analisar as possibilidades: (i) b=c=0¢ (ii) a =d = 0.

(i) Neste caso,

& 0 0
M=|0 -d® 0
0 0 ad

Logo yy = —d*, ys = —a®, yg = ad e y; = 0 para todo j € {1,...,9} —{1,5,9}. Assim,

o ideal das relagoes que define Y, é dado por

Iy = <y2,y3,y4,y6,y7>ys,y§ - yl?/s)-

Além disso,
Cly1;---,99] o Cly1, s, o]

Iy B <y§ — 1Y) .
Portanto, dimY =3 —1= 2.
(i) Neste caso
-0 - 0
M = | —p? 0
0 bc
Por um raciocinio anélogo ao caso (i), segue que dimY = 2. O]

B.2 Descricao da é6rbita do ideal que parametriza co6-

nicas nao singulares em P*

No capitulo 2, demos a defini¢ao de ponto singular, no caso de hipersuperficies, ou seja,
subesquemas fechados cujo ideal de defini¢ao é principal. Os resultados a seguir, nos

colocam perante a definicdo de conica ndo singular em P?, via posto da jacobiano de
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seu ideal de definicao. Na Proposi¢cao B.2.2 vamos apresentar uma descricao da orbita
associada ao ideal I, = (g, 2> — T93) que é composta de conicas ndo singulares, mas

antes introduzimos um lema que nos auxiliard na demonstracao de tal proposigao.

Lema B.2.1. Considere I = (z¢, f) com f = 2] — xyx3 e J = (h,g), h € S; ndo nulo

e g € Sy — hS;. Seja Jac(J) a matriz jacobiana de h e g. Entao verifica-se que:
J € Op, <= posto (Jac(J)(p)) =2, Vp e Z(J) C P

Demonstragio. (=) Dado J € Oy, entdo J = T,I, para algum T € Aut(C*), logo
J = <T.£C0,T.f>.
Afirmacao: O posto de Jac(J)(p) é 2 para todo p € Z(J).

Temos que
1 0 0 0
Jac(ly) = :
0 21‘1 —T3 —XT2
Observe que o posto Jac(ly) = 1 se, e somente se z; = 0 com i = 1,2,3. Como

[1:0:0:0] ¢ Z(I), concluimos que posto de Jac(ly)(p) ¢ 2 para todo p € Z(Is).
Além disso, VT,x9 = V[T '] e VT, f = Vf[T!]. Assim,

{Vao(p), Vi(p)} ¢ LLV p € Z(Iy) <= {VTixo(q), VI.f(q)} ¢ LIV g € Z(J).

(«<=) Considere J = (h, g) tal que o posto de Jac(J)(q) é 2 para todo ¢ € Z(J). A
seguir considere T} € Aut(C*) tal que (7})eh = 3. Assim obtemos o ideal

Ji = (Th)ed = (23, (T1)e9)-
Dessa forma, J; = (x3, 1) com g; € Sy — 235;. Segue que

0 0 0 1
Tac W)@) =\ 0g1 0 Oy Do g
8x0 P 8x1 P 8.1‘2 P

tem posto 2 para todo p € Z(J;) C P3. Note que g1 € Clxg, x1, x2]> define uma coénica
nao singular em P?. Assim, pela Proposicao B.1.1 no Apéndice B, sabemos que existe
R € Aut(C?) tal que Rogy = 22 — x110.

A seguir considere R € Aut(C*) determinada por R,z; = Rez; para i € {0,1,2} e

Re.r3 = x5. Portanto

RoJi = (Rax3, Regh) = (3, Reqh) = (23,75 — 2170).
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Para concluir, considere R; € Aut(C*) onde
(R1)eo = 22, (R1)ex1 = 23, (R1)e2 = x1 € (BR1)exs = To.

Logo, (Ry o R)eJ1 = (0, 2] — T213), ou seja existe T € Aut(C*) onde T,J = I, de

onde concluimos que J € Oy,. O

Proposicao B.2.2. Seja I'y constituido por todos os conjuntos algébricos D C P? tais
que
J(D) = (h,g) com h € S; nao nulo, g € Sy — hS,

posto(Jac(J(D))(p)) =2V p € D.

Considere Qy : O, — 'y dada por Qy(p.12) = ©(C), sendo C = Z(I,) C P?. Verifica-se

que {25 é uma bijecao.
Demonstragio. Temos Iy = (xg, 7> — z9x3) € C = Z(I5) C P,

e ) estd bem definida. Considere ¢ € Aut(PP?) definida por T € Aut(C"). Observe
que
p(C) = w(Z(x0, f)) = Z(Toxo, Tof).

Assim,

j((p(C)) = j(Z(ToIm T.f)) = <T-I0; Tof> =T.1s.

Segue do Lema B.2.1 que o posto de Jac(To15)(p) é 2 para todo p € p(C). Além
disso, Tezg € S ¢ ndao nulo e T, f € Sy — Tox(S;. Portanto ¢(C) € I's.

e ()5 é sobrejetiva.
Seja D € I'y. Assim, D é um conjunto algébrico em P? tal que J(D) = (h, g) com
h € S; nao nulo,g € Sy — hSy, e posto de Jac(J(D))(p) é 2 para todo p € D.
Segue do Lema B.2.1 que J(D) € Oy,. Assim, existe ¢ definida por 7' € Aut(C?)
tal que Toly = J(D). Logo ¢(C) = Z(T.15) = D.

e ()5 ¢ injetiva.
Dados @el2, e ls € Oy, tais que ¢(C) = ¢(C). A partir do Lema 3.3.1, concluimos
que ¢t o (C) = C. Assim,

vl op € B, = 0oly = a1y,
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