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RESUMO

Neste trabalho é feita uma abordagem da teoria de Problemas de Programagao
Geométrica e da teoria de Otimizagao de Diferenga de Fungoes Convexas(DC) onde mostra-
se que uma classe dos problemas de Programacao Geométrica, conhecida por Problemas
Signomiais, pode ser escrita como a diferenca de funcoes convexas e mais adiante, que um
problema DC pode ser escrito na forma CDC que é a forma canonica do problema DC.
A vantagem de se escrever na forma CDC é que pode-se encontrar a solucao global para
este tipo de problema. Os problemas resolvidos tem como referéncia os artigos Nenad [20],
Maranas [17] e Dembo [5].

Palavras-chave: Programagao Geométrica Signomial, Otimizacao DC.



ABSTRACT

In this work an approach theory of geometrical problems and programming optimiza-
tion theory Convex Difference Function (DC) is shown which is made of a class of geometric
programming problems, known as Signomiais problems can be written as the difference con-
vex functions and further, a DC problem can be written as CDC which is the canonical form
of the problem DC. The advantage of writing in the form CDC is that one can find a global
solution to this problem. The problem is solved by reference to Articles Nenad [20], Maranas
[17] e Dembo [5].

Keywords: Signomial Geommetric Programming, DC Optimization
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Capitulo 1
Introducao

Programagao Geométrica(PG) é uma técnica de otimizagdo com muitas aplicagdes no
mundo real, os casos mais atrativos de PG sao os nao convexos também conhecidos como
Programagao Geométrica Signomial(PGS), estes problemas podem ser escritos como proble-
mas de otimizagao onde a fungao objetivo e as restri¢oes sao a diferenga entre duas funcoes
convexas, problemas com esta caracteristica sao conhecidos na literatura como Programacao
DC, os quais para casos bem particulares é possivel estabelecer condigoes necesséarias e su-
ficientes para obten¢ao de minimos globais. O objetivo deste trabalho foi desenvolver um
método de otimizacao global para programagao geométrica signomial utilizando a metodo-
logia de otimizacao DC. O fato novo neste método sao os resultados obtidos para PGS ao
utilizar uma técnica tradicional em PG denominada condensacao aliada aos resultados de
otimizagao DC, resultando num algoritmo que foi denominado de PGDCA, andlogo aos al-
goritmos DCA desenvolvidos para otimizagao DC em conjuntos poliédricos. Tais algoritmos
consistem em minimizar uma funcao concava em um conjunto poliedral.

Programacao Geométrica é um dos ramos da Programacao Matematica que procura
otimizar uma funcao que pode ser vista como um ”polinomio generalizado” que consiste
de uma soma de termos onde cada termo é um produto de uma constante positiva e das
variaveis do modelo elevados a poténcias arbitrarias.

A Programacao Geométrica (PG) surgiu para resolver problemas algébricos de pro-
gramagao nao-linear nos quais as fungoes envolvidas apresentam-se na forma posinomial
[Zener,1961]. O termo Programacao Geométrica foi adotado devido a relacao existente entre
as médias geométrica e aritmética de n nimeros positivos. Os Problemas de Programacao

Geométrica podem ser Posinomiais ou Signomias. Os problemas posinomiais sao caracte-



rizados por fungoes de termos positivos enquanto que os signomiais possuem pelo menos
um termo negativo. Solucoes para problemas posinomiais podem ser encontradas através
de algoritmos tais como Branch and Bound e Método de Pontos Interiores. No caso dos
problemas signomiais, existem algumas particularidades, entre elas a nao convexidade da
funcao objetivo que torna mais dificil a sua resolucao.

Problemas de Programacao Geométrica Generalizada (PGG), também chamada de
Programagao Geométrica Signomial (PGS), sao caracterizados por fungoes objetivos e res-
tricoes descritas como a diferenca de dois posinomios. Os PGSs contém um ou mais monomios
com coeficientes negativos [17]. Para esta classe de problemas em muitos casos é possivel
determinar um minimo local e para encontrar a solucao global é necessario utilizar técnicas
de otimizacao global. Uma dessas técnicas para resolver tais problemas é transformar a
funcao objetivo na diferenca de duas fungoes convexas.

Os problemas de Otimizacao DC, onde a regiao viavel é um conjunto convexo e a
funcao objetivo € a diferenca entre duas fungoes convexas, aqui chamado de ”problema geral
de otimizagao DC”. Problemas de Otimiza¢ao DC tem um grande nimero de aplicagbes como
nas areas de economia, engenharia e outros campos de aplicagao, como podem ser visto nos
artigos Tuy [30], Tuy [31] e Hoai [9]. Este tipo de problema cobre os problemas de otimizacao
convexa padrao e minimizacao concava. De fato, qualquer problema de Otimizacao continuo
sobre um conjunto compacto pode ser transformado como um problema de Otimizacao DC
30].

Os CDC'’s, Problemas Canonicos de Otimizacao DC (CDC), possuem a fungao obje-
tivo linear e sua regiao viavel é a interseccao de um conjunto convexo com o compleementar
de um conjunto convexo aberto. Todos os problemas de otimizacao DC podem ser reduzi-
dos a sua forma CDC, que tem uma estrutura matematica mais simples que a do problema
geral de otimizacao DC. Assim, algoritmos para resolver o problema CDC possibilitam um

tratamento tnico aos problemas de otimizacgao DC.

1.1 Organizacao da Dissertacao

Esta dissertacao esta organizada da seguinte maneira: no capitulo 2 apresentamos
a revisao bibliografica. Em seguida, no capitulo 3, é apresentada a teoria de Programacao
Geométrica, técnica utilizada para resolver problemas com funcao objetivo convexa. No

capitulo 4, sao mostrados os principais resultados teéricos sobre fungoes DC e otimizagao



DC do problema geral de otimizacao DC e de sua forma Canonica (CDC). No capitulo 5
o problema de programacao geométrica signomial é escrito na forma padrao de diferenca
convexa e definido como sendo o Problema DC Geométrico (DCG). Por fim, no capitulo 6,
sao apresentadas as solucoes existentes na literatura e os resultados computacionais obtidos

com o algoritmo desenvolvido neste trabalho.



Capitulo 2
Programacao Geométrica

A Programacao Geométrica é uma técnica de otimizacao utilizada para resolver alge-
bricamente problemas de otimizagao nao-linear. Foi desenvolvida no inicio da década de 60
no século passado por Clarence Melvin Zener (1905 - 1993), Richard J. Duffin (1909 - 1996)
e Elmor L. Peterson(1938). Em 1961 Zener descobriu uma maneira simples de minimizar

funcoes da forma:

get) = a][t;7 k=01,....p (2.1)

ieJk] =1

Esse tipo de funcao foi definido a priori como um polinomio generalizado que pas-
sou a se chamar de posinomio. Uma soma de vérios posinomios é denominado uma funcao
posinomial. Esses polinomios generalizados apareciam nos modelos matematicos desenvol-
vidos por ele ao estudar alguns problemas existentes na Westinghouse Electric Corporation.
Ao associar-se com Zener, Duffin e Peterson, formularam uma teoria que denominaram
desigualdades geométricas para entao desenvolver esta técnica que hoje é a Programacao
Geométrica [6]. E denominada desta forma devido ao relacionamento existente entre as
médias geométricas e aritméticas, as quais sao fundamentais na elaboracao da teoria de du-
alidade para este tipo de problema. Num problema de Programacao Geométrica as parcelas
existentes na funcao objetivo e nas restri¢coes sao chamadas de posinomios e a funcao objetivo
é chamada funcao posinomial.

Programacao Geométrica Generalizada é uma extensao dos problemas de programacao
geométrica mas, em termos computacionais preservam as restricoes do problema de pro-

gramacao geométrica. Podem ser: poténcias fracionarias de posinomiais, maximo de po-



sinomios, produtos e somas de posinomios. Problemas caracterizados por fungoes objetivos
e/ou restrigoes que envolvem a diferenga de dois ou mais posinomios sao chamados de Pro-
blemas de Programagao Signomial. Para esta classe de problemas em muitos casos sé é
possivel determinar um minimo local. Para determinar a solucao global é necessario utilizar

técnicas de otimizacao global.

2.0.1 O problema primal de programacao geométrica posinomial

O problema primal de programacao geométrica posinomial é um problema da forma:

min go (1)

Sujeito a:
g () <1, k=1,...,p, t >0 (2.2)

onde

gr(t) = Z cth?ij k=0,1,...,p (2.3)

ieJlk]  J=1

JIk] = {mp, mpy1, ...}, k=0,1,...,p
m0:1, ml:n0+17m2:nl_'_]‘)"';mp:npfl—i_l’ np:n

as constantes ¢; sao positivas e a;; sao nimeros reais.

Um exemplo do Problema de Programagao Geométrica Posinomial:

Minimize t]*
s.a. tity' +0.5t51 <1
0.01t3t, " + 0.01¢5 + 0.0005¢5t, < 1
ti>0,7=1,2,34

2.0.2 O Problema de Programacao Geométrica na forma convexa

Posinomios em geral ndo sdo convexos, um exemplo é a funcdo f(t) = t'/2. No
entanto, através de uma mudanca de varidveis podemos escrever o problema de programacao
geométrico primal como um problema de programacao convexa como sera visto no problema

abaixo.



Considere a seguinte mudancga de variaveis:

ti=e7, z; €N, j=1,---,m

(2.4)

Aplicando essa transformacao as varidveis ¢; do problema 2.3 obtém-se problema de

programacao geométrica na forma convexa:

min fo(2)
Sujeito a:
fi(2) <0, k=1,...,p, 2>0
onde -
Ea,z—‘ra

fk‘ (z) = log Z ejil 7

i€ J[k]

JIk] = {mp, mpy1, ..., }, k=0,1,...,p
mo:l, m1:n0+1,m2:n1+1,,,,7mp:np_1_|_1’ np:n

as constantes c¢;; sao positivas e a;; sao nimeros reais.
Um exemplo do Problema de Programagao Geométrica Convexa:
Minimize — z;
s.a. log (e %2 4 0.5e %) < 0
log (0.01e*7% + 0.01e* + 0.0005e%21#) < 0
2;>0,7=1,2,3,4

Dado um problema de otimizacao, associado a ele existe um problema dual.

(2.5)

(2.6)

Tal

problema ¢é obtido quando estudamos uma teoria chamada Teoria de Dualidade, dentre

elas destaca-se: Dualidade Lagrangeana, Dualidade de Wolf, Dualidade Fenchel. Duffin,

Zener e Peterson desenvolveram uma teoria de dualidade baseada em uma transformacao

denominada Transformada de Legendre resultando no problema a seguir.

2.0.3 O problema dual de programacao geométrica posinomial

Associado ao problema primal de programacao geométrica temos o seu dual, dado

por:

maa:v(é,)\):ﬁ A H (%>5

k=1 ieJk] N

(2.7)



Sugeito a:
d =1 (2.8)
ieJ[k]
Zamé}:O,j: s, M (29)
i=1
0; >0 (2.10)

A equagao 2.8 é chamada condi¢ao de normalidade e a condigao 2.9 é chamada de condigao
de ortogonalidade.
Um fato importante é que a funcao dual v, definida em 2.7, nao é uma funcao concava,

no entanto a fungao

F(6) =In(v(8)) =Y {&iln(e;) — ;o + > | D 6 | In 5; (2.11)
i=1 (k]

k=1 \ieJ[k] icJk

satisfaz esta propriedade, sendo a mesma duas vezes diferenciavel com matriz Hessiana dada

por: i i
Hy 0 0O ... 0
0 H 0 ... 0
Vif(6)=1|1 0 0 Hy ... 0
| 0 0 0 H, |
onde
—57t 0 |
0 -
Hy = 0 0 —6°
|0 0 0 50
e p— —
A =60 At At At
At Nt =00 Al At
Hy, = Ay A At =6m0) At
A A Ayt A =0nh)




k=1,...,p
O relacionamento entre as variaveis primais e duais de um problema de PG é dado
por: N
Sigu(t) = Meeyy [ [ 157, i € JIK] (2.12)
j=1
Um problema de programacao geométrica primal (PPGP) é dito consistente, factivel
ou viavel se existe t € R™ que satisfaca as equagoes 2.2 e 2.3, se gx(t) < 1, k =1,...,p

entdao o problema (PPGP) é dito superconsistente ou estritamente viavel. ~Um problema
de programacao geométrica dual (PPGD) é dito consistente, factivel ou vidvel se existe
0 € R" 9; > 0 que satisfaca 2.8, 2.9 e 2.10. Um problema de programacao geométrica é
dito canonico se o seu problema dual possuir uma solucao viavel estritamente positiva, isto
é, se existir § € R",§; > 0 que satisfaca as equagdes (2.7) e (2.8).  Definimos o grau de
dificuldade d de um problema de programagao geométrica como: d =n — (m + 1) onde n é

o numero de termos posinimiais e m é o nimero de variaveis primais.

2.0.4 Programacao Geométrica Generalizada

Um problema de programacao geométrica generalizado € um problema de programacao
geométrica posinomial onde a fungao objetivo e as restrigoes sao funcgoes especiais de po-
sinomios. Estas funcoes sao: poténcias fracionarias positivas, maximos de posinomios, somas
de posinomios, etc. Os posinomios sao preservados por poténcias de inteiros positivos. Na
funcao de poténcias fraciondrias posinomiais algumas dessas poténcias podem ser manipu-
ladas através de operacoes algébricas e esse novo problema ainda tém solugao viavel e con-
tinua sendo um problema de programacao geométrica. O termo “programacgao geométrica
generalizada” apresentado aqui difere daquele definido em [6], porque nesta referéncia o
termo programacao geométrica generalizada significa uma generalizacao de desigualdades

geométricas.

2.0.5 Programacao Geométrica Signomial
O problema primal de programacao geométrica signomial

O problema primal de programagao geométrica signomial é uma generalizagao do

problema posinomial e pode ser escrito na seguinte forma:
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Sujeito a:
o) <L k=1...,p, t>0 (2.13)

onde .
gt) =Y o [[157 k=0,1,....p (2.14)
i€ J[k] Jj=1

JIk] = {mp, mppa, - k=0,1,...,p
mo=1, mi=nog+1lme=n+1,....my=mn,1+1, n,=n

as constantes ¢; sao positivas, a;; sao numeros reais e 0; = £1.

Devido a existéncia de termos negativos, o problema acima nao pode ser convertido
para um problema convexo usando-se as transformacoes de variaveis definidas em 2.4. Desta
forma os problemas signomiais sao problemas nao convexos e qualquer ponto que satisfaca as
condicoes de Karush-Kuhn-Tucker pode ser apenas um minimo local ou apenas um ponto de
sela. Tal fato levou inicialmente os pesquisadores a tentarem resolver este tipo de problema
usando programagao geométrica sequencial, que consiste em resolver problemas signomiais
através de uma sequéncia de problemas de programagao geométrica posinomial. Esta me-
todologia denomina-se condensacao. Atualmente as técnicas de otimizacao global tém sido

exploradas, ver [23], [24], [25] e [26], por exemplo.



Capitulo 3

Otimizacao D.C.

Muitos problemas de otimizacao envolvem funcgoes que podem ser expressadas como
a diferenca entre duas fungoes convezas (fungoes DC). Estas fungoes compoem parte interes-
sante e importante da otimizacao nao convexa, pelos seus aspectos tedricos e também pelo
grande nimero de aplicacoes. Isto porque convexidade nao é preservada em muitas operacoes,
tais como a multiplicacao por escalar negativo, produto de funcoes, etc. Nas seccoes seguin-
tes serao apresentadas as propriedades das funcoes DC e definido o problema denominado
de O Problema Geral de Otimizacao DC, ou simplesmente Problema de Otimizacao DC.
Em seguida sao mostrados alguns exemplos de problemas DC e suas respectivas modelagens.

Posteriormente o problema de Otimizagap DC é colocado em sua forma canénica (CDC).

3.1 Introducao

Otimizagao de fungoes que sao diferencas de fungoes convexas ou simplesmente Oti-
mizacao DC é um campo interessante e importante em otimizacao nao convexa. Isto porque
além de varios problemas poderem ser reescritos como problemas de otimizacao DC, ela
goza de propriedades comumente encontradas na otimizacao, como multiplicacao por esca-
lar, maximo de fungoes, minimo, valor absoluto e outras. Além disso, um grande ntmero de
funcoes podem ser representadas como a diferenca de funcoes convexas pois um resultado
muito importante é o fato de que toda funcao de classe C-2 tem uma representacao DC,
veja TUY [32] embora nao haja uma representagao geral dessa forma, bastando exibir uma

representacao DC. Nesta sec¢ao, serao apresentadas algumas propriedades de fungoes DC.

11
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Definigao 3.1. :Uma funcao f definida em um conjunto convero X C R"™ é dita DC em X

se, para todo x € X, f pode ser expressada como:

f(@) = p(x) = q(z) (3.1)

onde p, g sao fungoes convexas em X.
Uma fungao que é uma diferenga de fungoes convexas em R" é chamada de funcao

DC. A representacao 3.1 é uma decomposicao de f como uma fungao DC.

Definicao 3.2. :Problema de otimizacao global é chamado de um problema de programacao

DC se ele pode ser escrito da forma:

Minimizar  fo(z) (3.2)
s.a. r e X,
filr) <0,(i=1,...,m)

Uma caracteristica interessante da programacao DC é que alguns problemas que po-
dem ser escritos como o que aparece em 3.2 podem ser reduzidos ao problema canonico de
minimizar uma funcao linear sobre a interseccao de um conjunto convexo com o comple-
mentar de um conjunto convexo aberto. O complementar de um conjunto convexo aberto é

usualmente descrito como uma restrigao convexa reversa, e tem a forma:

g9(z) = 0 (3.3)
onde g : " — R é uma funcao convexa.

Definicao 3.3. :Um problema canonico DC' é um problema de otimizagao da forma

Minimizar — c'x (3.4)
sa. x€D
9(z) 20

onde c € R, g : R — R € convexa, e D € um subconjunto convexo compacto do R".
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A seguir serao expostas algumas propriedades das fungoes DC, algumas aplicagoes
e as condicoes de otimalidade para problemas de Otimizacao DC na suas formas geral e

canonica.

3.1.1 O espaco das funcoes DC

As fungoes DC sao fechadas para muitas das operagoes comumente encontradas em
otimizacao. As provas de alguns teoremas e propriedades que nao foram mostradas em

detalhes neste trabalho podem ser vistas em Horst [11].

Teorema 3.4. :Seja f, fi(i = 1,...,m) funcoes DC. Entio as sequintes fun¢des também
sao DC.

1. > Nifi(x) para algum nimero real \;;
i=1

2. mazi—1,..mfi(x) e mini—1__mfi(x) ;
3.\ f(@)], fT:=max{0, f(x)}, f~ :=min{0, f(z)};
4. o produto ﬁ fi(zx).

i=1

Demonstracao.

(2) Seja fi =pi — q;, (i =1,...,m) uma decomposicao DC de f;. Da igualdade

fi=pi+ Z Qj_ZQj
j=lj#i  j=1
segue que

m m
mazi=i,..m {fi} = mazri__m {pi + > G-y qj}
j=1

=15
que ¢ a diferenca de duas funcoes convexas, desde que o maximo, assim como a soma
de um nimero finito de fungoes convexas sao fungoes convexas. A prova para ming,._ ., fi(z)
é similar.
(3) Seja f = p — q com p, q convexas. Entao temos, |f| = 2maz {p,q} — (p + q) que é uma

decomposicao DC de |f|. As afirmagdes f* e f~ seguem de (2).
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(4) Desde que f; = f™+ f~, do ponto de vista de (3) pode-se reduzir a questao de encontrar
uma decomposicao DC para um produto de duas fun¢oes DC nao negativas, f; = p; — ¢; com
pi € ¢; ndo negativas e convexas, para (i = 1,2). Entao

fisfa=(1—aq) (P2 — @)
=5 (¢ + %) + (1 +p2)2] — 3 [+ 02)° + (p2 + Q1)2]

é uma decomposicao DC de f; - f, 77giesde que o quadrado de uma fungao nao negativa

convexa seja convexa. O resultado para [] fi(x) segue por indugao.
i=1

Teorema 3.5. :Toda funcao localmente DC é DC.
Demonstragao. :Ver Hartman [8].

Corolario 3.6. :Toda funcao f : R" — R cuja sequnda derivada parcial é continua em todos

os pontos ¢ DC.

Demonstracao. :Os elementos da Hessiana V2f de f sao limitados em toda vizinhanca fe-
chada B (2, €). Portanto, para p > 0 suficientemente grande, a funcao f () + ul|z|* é con-
vexa em B (7, €) (desde que a Hessiana V2f (z) 4+ 2ul é semidefinida positiva em B (zo, €)
para 1 suficientemente grande). Entao f (z) = (f (z) + ,u||:L‘||2) — pljz|” é d.c. em B (xo,€)

e por isso DC pelo Teorema 4.6.

s

Corolario 3.7. :Toda funcdo real continua em um conjunto convexo compacto C C R™ € o

limite de uma sequéncia de fungoes d.c. que converge uniformemente em C'.

Corolario 3.8. :Seja [ : R" — R uma DC e g : R — R convexa. Entao a composicao gof
¢ DC.

Demonstracao. :Seja xo € R" e yo = f (x0). A fungao convexa g (y) pode ser representada
em alguma vizinhanca B (yo, €9) de yo como o supremo local de alguma familia de fungoes
afins, isto é, g (y) = supier (a;y + b;) para y € B (yo, €9) onde a;, b; € R, e [ é um conjunto
de indices tal que s = sup;er|a;| < 0o. Seja f(z) = p(x) — q(x), p,q convexas em alguma
vizinhanca B (yo, €1) satisfazendo f (B (o, €1)) € B (o, €0). Entéo, para z € B (yo, €1)

aif (v) +b; = by +a;p (v) — a;q ()

=[bi+ (s+a)p(x)+ (s —a)qg(@)] —s(p(@)+q(x))

= pi(z) — Gi(w)

Com p; e g; convexas e g;(x) = s (p(z) + ¢ (z)) independente de i. Segue que:
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g (f (x)) = supicr(pi(x) — gi(x)) = supierpi (x) — ¢;(z) = pi(x)—gi(z) com p; convexa.

A funcao g o f é localmente DC e por isso DC por causa do Teorema 4.6.

Teorema 3.9. :0 quadrado d3;(x) da fungdo distancia é DC para algum subconjunto fechado

nao vazio M do R"

Demonstracao. :Tem-se

dy (x) = inf{|lz —yl* - y € M}

= ||z +inf{~ lllI* + = —y|” : y € M}

= [lz|I* = sup{l|z|® — |z —y|I" : y € M}

= ||z — sup{22Ty — |ly|I* - y € M}

A norma p () = ||z||* é convexa e a funcao ¢ () := sup {227y — lyll*:y € M} ¢ o supremo

local de uma familia de fungoes afins e portanto convexa.

3.2 Condicoes de Otimalidade

Considere um par de problemas de programacao DC dados por:

ws=inf{w(z):z€ Z,¢(z) <6} (3.5)

= inf (¥ (2) 2 € Zw(z) <n) (3.6)

onde Z C P, 6,n € N e w e ¥ sao funcgoes finitas em RP. Seja Q"5 e ¥, o conjunto

das solucoes 6timas dos Problemas 3.5 e 3.6, respectivamene.

Definigao 3.10. :Diz-se que os Problemas 3.5 e 3.6 sdo reciprocos se Q¥*s = U*, (neste caso

o principio da reciprocidade é vdlido).

Proposicao 3.11. :Se Z = R, w(z) = ||z]| e n = w*s, entdo o principio da reciprocidade
vale para alguma fungdo continua v (z) sempre que {z € Z : 1 (z) < §} # 0.
A prova se encontra em TIKHONOV (1980) [13]

Proposicao 3.12. :Assuma nos Problemas 3.5 e 5.6 que n = w*s e que ¥*, = 0. Entao
o principio da reciprocidade vale para toda funcdo definida no conjunto Z e para funcoes

arbitrarias w (z) e 1 (2).
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Demonstragao. :Seja z* seja uma solugdo 6tima de 3.5. Entao z* € Z,w(z*) = w's =ne
Y (2*) < 0 =%, que implica que z* é solucdo 6tima de 3.6. Entao Q5 C ¥*,. A relagdo
s O U™, é andloga.

A seguir serao estabelecidas as condi¢oes de otimalidade para o problema de oti-
mizagao DC derivadas da proposigao anterior. Antes disso, serda introduzido o conceito de

subconjunto robusto do RP.

Definigao 3.13. :Seja Z C RP, f: R - R, e 6 € R. O conjunto

S(Z,f,0)={z€2:f(z) <}

é dito robusto se

S(Z,f.0)=c({z€Z: f(z) <d})
onde para cada conjunto S, cl (S) € o fecho de S.

Lema 3.14. :Se nos problemas 3.5 e 3.6 a fun¢ao w é convexa e a condigcao 3.7 é satisfeita

3 eZ w(2) <w (3.7)

entdo o conjunto S (Z,w,n) € robusto para cada n > w*.

Demonstracao. :De 3.7 e da convexidade de w, segue que para cada n > w* é vélido

Ad{zeR:w(z)<n})={zeR":w(z) <n}

ZN{zeR:w(z)<n}#£0.

Segue que

d{zeZ w(z)<n})=d(Zn{zeR :w(z) <n})

CZNd(ZN{zeR w(z)<n})
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=ZNcd(ZN{ze R :w(z) <n})

=S (Z,w,n).

Para mostrar a relacao 7’ D "/, seja

A eS(Zwn)=ZN{zeR w(z) <n}

e sejam (2%, 21) e [2, 2!] os segmentos aberto e fechado, respectivamente. Entao

(%) cZn{zeR":w(z) <n}

e portanto

(2% 2] cd(Zn{zeR:w(z) <n})

isto é

decdl{zeZ:w(z)<n}).

Considerando um caso especial do problemad.5

ws=inf{w(z):z€ Z¢(z) <0}. (3.8)

A seguinte condicao de otimalidade para o problema 3.8 é um corolédrio da Proposicao
3.17.

Proposicao 3.15. :Assuma que no problema 3.8 a fungdo w é convezxa, o conjunto S (Z,1,0) =
{z € Z:9¢(z) <0} érobusto e a condigao 3.7 € satisfeita. Entao o ponto vidvel z* de 3.8 é

uma solucdao otima se e somente se

O0=inf{Y(z):z€ Z,w(z) <w(z)}. (3.9)
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Demonstracao. :Como w(z*) > w*, segue que o conjunto S(Z,w,w(z*)) é robusto pelo lema

4.20. Portanto,
inf {0(z): 2 € Zow(z) S w(z)} = inf {(2) : 2 € Z,w(z) <w(z)} =0
que implica, no ponto de vista a robustez do conjunto S(Z, ¥, 0), que
w(z') Sinf{w(z): 2 € Z,Y(z) < 0} = inf {w(z) : 2 € Z,(2) < 0} =o',

Entao, os problemas 3.8 e 3.9 sao reciprocos.

Uma importante classe de problemas de otimizagao DC é:
w*=inf{g(x) —h(x):xz e X} (3.10)

onde g e h sao duas fungoes convexas em R” e X é um subconjunto fechado convexo do R".

O resultado seguinte fornece uma condicao de otimalidade para o problema 3.10

Proposigao 3.16. :Assuma que o problema 3.10 tem solu¢ao. Entao o ponto x* € X € uma

solugao otima se e somente se existe t* € R tal que

O=inf{—h(z)+t:ze X, teR,g(x)—t<g(z")—1t"}. (3.11)

Demonstracao. :Usando uma variavel adicional ¢, temos

w=inf{g(z)—t:xe X, t e R, —h(zx)+t <0}. (3.12)

z* € X é uma solugao 6tima de 3.10 se e somente se existe t* € R tal que (z*,t*) é uma
solugao 6tima de 3.12. Sejap =n+1,7 = X xR, w(z) = g(x) —t e ¥(z) = —h(z)+t. Entao

as condigoes da proposicao 3.17 sao satisfeitas e os problemas 3.12 e 3.11 sao reciprocos.

3.3 Problema Canonico DC

O problema canénico DC (CDC) ¢é definido da seguinte forma:

Minimizar 'z (3.13)
sa. x€D

g(x) >0,(i=1,...,m)

onde ¢ € R", g : R" — R é convexa, e D é um subconjunto convexo compacto do R".
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3.3.1 Transformacgao de problemas DC na forma canonica

Neste trabalho, o problema canénico CDC é:
min {c"z : x € D, g(z) > 0},

onde ¢’z é um produto interno, D ¢ um subconjunto convexo compacto do R" e g ¢é

uma restricao reversa convexa.

Teorema 3.17. :Todo problema de Otimizacio DC é equivalente a um problema na forma
CDC em R"+2.

Demonstracao. :Considere o problema de Otimizacao DC na forma:
min{fo(z) :z € X, fi(x) <0,i=1,...,m}

onde cada f;(x) possui uma decomposi¢ao DC e D é um subconjunto convexo compacto do
§Rn

O problema acima pode ser escrito na forma
min {cTa: cx €D, g(x) > O}.
Utilizando uma variavel adicional 1,
min{x,.1 : Tpy1 € Ryx € D, fo(z) —xp1 <0, fi(z) <0,i=1,...,m}
Em seguida, é definida a fungao
flz,xn1) = maz { fo(x) — Tpin, filz), i =1,...,m}.

Seja f(z,xp1) = g(, Tpy1) — h(x, 2p41) & decomposi¢ao do maximo vista anterior-

mente. Adicionando mais uma variavel, x, o, e escolhendo

2= (2, Tpy1, Tng2) ERPY D= {2 € R 10 € X, g(x, 2 41) — oy < 0}

9(2) = —(M@, Zn41) — Tnta)
obtém-se entao o problema

min{x,41: 2 € D, g(z) > 0}.
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Ou seja, minimizar uma fungao linear sobre um conjunto convexo e uma restricao
reversa convexa, chegando assim na forma CDC.

A seguir, um exemplo do problema de programacao geométrica signomial transfor-
mado na forma CDC é exposto para melhor entendimento da teoria.

Exemplo: Considere o seguinte problema de otimizacao

min (x] + x9 + 23) — (71 + 23 — 3)
s.a. X1+ 29+ 23 <6,5
(x1 — 29— 1,2)2 + 13 < 4,4
x; > 1,4
X > 1,6
x3 > 1,8

Primeiramente, deve-se colocar na forma de um problema de otimizacao DC. Sendo

assim, adicionando uma nova varavel x; € R e reescrevendo o problema como:

min x4
sa. (x]+xy+w3) — (v1+ 22— 23+ 124) <0
X1+ To+ 75— 6,5<0
(x1 — w2 —1,2)> + 23 — 4,4 <0

1,4-X1§O
1,6 -x <0
1,8—X3§0

Adicionando uma nova varavel s € R, tem-se:

min x4
sa. (x{ +x+13) < a5 < (2 + 23 — 23 + 24)
X1 +x2+2x3—6,5<0
(x1 — @9 —1,2)> + 23— 4,4 <0

1,4—X1§O
1,6-X2§0
1,8-%x3<0

E entao o problema fica na seguinte forma CDC:



21

min x4
sa. (x;+22 — w3+ 14) — 25 >0
(x{ + @+ a3) —25 <0
X1 +ax2+23—6,5<0
(x1 — @9 —1,2)> + 03— 4,4 <0

1,4-X1§O
1,6—X2§O
1,8-X3§0

Ou seja, min  {xy : mazx {h;} <0, ¢g(X)>0}.

3.3.2 Condicoes de Otimalidade para o Problema Canoénico DC
Considere o problema canénico DC (CDC) com o conjunto viavel F' = {z : g(x) > 0},
exige-se que o problema CDC satisfaca algumas das seguintes hipoteses:

(Hy) D é compacto e intD # ().
(H>) existe um ponto z° € D satisfazendo g(z°) < 0 e ¢'z® < min {c'z : z € D, g(x) > 0}.

(H3) F = cl (intF).

A suposicao (H,) significa que g(x) > 0 é essencial, pois se (Hs) nao é satisfeita entao

o problema (CDC) é equivalente ao problema de minimizagao convexa:

Minimizar 'z (3.14)

s.a. reD

A terceira propriedade, é a robustez do conjunto vidvel F = {x € D : g(x) > 0} de
(CDC).

Isto significa, em particular, que é excluido o caso onde a interseccao dos conjuntos
{z : g(x) > 0} e D é uma parte da fronteira de D.

A critério de ilustragao, considere o seguinte exemplo:
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Seja D = {(:vl,xg) : %

min{ -7z — 312 :x € D, g(x) = 2} + 21 — 821 + 7> 0} ¢ (2) min{ — 5525 — 321 : 2 € D, g(x) = 2} +

Ty — twy <1,1my + tazy < 1,21 > 0,25 < 1} e 0s problemas (1)

Enquanto que no problema (1) as condigoes H1 - H3 sao satisfeitas, vé-se que no problema
(2) a condi¢ao H2 nao é.

Seja G ={x € " : g(x) <0 e seja A a fronteira do conjunto A € R".

Teorema 3.18. :No problema CDC, assuma que D € limitado, F' € nao vazio e a restri¢cao
convezxa reversa g(x) > 0 € essencial. Entdo existe uma solugdo étima na intersec¢ao 0D N

0G que sao as fronteiras de D e G.

Demonstracao. :Como D ¢é limitado e F' é nao vazio, existe uma solu¢ao 6tima. Primeiro,
vamos mostrar que que toda solucao o6timo deve estar em OG: suponha que existe uma
solucao 6tima T para CDC nao em 0G. Desde que a restricao convexa reversa € essencial,
existe um ponto z° satisfazendo g(z°) < 0 e ¢'2° < ¢'Z. O segmento de linha aberto (2°,7)

intercepta a fronteira do conjunto convexo G num ponto

T=M"+(1-N7, )€ (0,1)

que é viavel e satisfaz

AT=A""+ (1= N7 < A7+ (1= Nz ="7

Isto contradiz a otimalidade de 7.

Agora seja T € 0G uma solucao 6tima. O conjunto convexo fechado G tem um
hiperplano suporte H em ¥ cuja intersecao K = H N D com o conjunto compacto convexo
D é um conjunto compacto convexo satisfazendo z € K C F. Portanto, min {ch rxe K }
é atingido no ponto extremo v de K que deve ser o ponto de fronteira de D. Além disso,
7 € K C F implica ¢'v = 'z, isto é, v é uma solucao 6tima de CDC e portanto, como

mostrado acima, deve ser ao ponto de fronteira de G.

Exemplo 3.19. :Para ilustrar o teorema acima, considere D = {(x1,79) € R? : 112 + 9% < 4,19 > 0},
(V3 = 1)a1® — zo + 1. Temos 0D N IG = {(—1,v3),(1,V3)} entio cada funcdo linear
121 + oo que atinge seu minimo sobre D € um ponto que viola a restri¢ao reversa convexa
g(x1,29) > 0 e esta violagao deve ser minimizada sobre DN {(x1,xs) : g(x1,22) > 0} em um

dos pontos (—1,v/3), (1,/3).
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Proposicao 3.20. :(Condi¢ao de otimalidade necessdria) No problema CDC, sejam as

hipoteses Hy e Ho satisfeitas. Entdo toda solucao otima T de CDC' satisfaz

maz {g(z) 1z € D, 'z < T} =0 (3.15)

Demonstragao. :Do teorema 3.28 temos que ¢g(Z) = 0, e por isso mazx {g(m) cxeD,clx < CTf} >
0. Mas max {g(x) cx €D, clz < CTE} > (0 é impossivel porque um ponto 7 € D satisfa-
zendo ¢(7) > 0,c'7 < ¢’'7 deve ser uma solucao 6tima de CDC, desde T seja 6timo. Isto

portanto implica que g(7) = 0 pelo teorema 3.28.

Proposicao 3.21. :(Condi¢ao de otimalidade suficiente) Assuma que no problema CDC o
conjunto vidvel F € robusto (condi¢io Hy € satisfeita) e que o ponto x° satisfazendo g(x°) < 0

eviste. SejaT € F' e S O F tal que
maz {g(z):x € S,z < T} =0. (3.16)

Entdo T € uma solucao otima de CDC

T T

Demonstracao. :Assuma que o ponto T € F satisfaz ¢’ ¥ < ¢’ T. Entao existe uma bola
aberta B em torno de 7 tal que ¢’z < ¢I'Z para todo € B. Como F' é robusto, existe uma
sequéncia {z,} C int(F) convergindo para Z. A convexidade da fungao g e g(z°) < 0 implica
que int(F) C {x: g(z) > 0}. Isto segue que existe um indice ¢y tal que z,, € int(F)N B,

isto ¢, temos um ponto vidvel satisfazendo g(z,,) > 0 e ¢z, < ¢'Z. Isto contradiz 3.16.



Capitulo 4

Programacao Geométrica Signomial

via DC na forma padrao

Neste capitulo sera formulado o problema de programacao geométrica na forma

padrao do problema de diferenca convexa.

O problema de Programagao Geométrica Signomial (PGS) é caracterizado por uma
func@o objetivo e/ou restri¢oes que sao diferencas de dois posindémios; o problema de pro-
gramacao geométrica signomial contém um ou mais termos com coeficientes negativos. Cada
posinomio do problema é um produto de varidveis positivas, sendo que cada uma delas pode

estar elevada a uma poténcia real, multiplicado por uma constante ¢; real:
m
M;(t) = c; Htjlj
j=1
Assim, um posinoémio gx(t) ¢ um somatério de monémios M;(t). Veja Maranas [17].

Agrupando-se os monémios de mesmo sinal, o problema (PGS) pode ser formulado como o

seguinte problema de otimizacao nao-linear:

Minimizar — go(t) = go (t) — g5 (1) (4.1)
sa.  g®)=gi@t)—g () <1 k=1,2,--,p (4.2)
0<th<t; <ty j=12--,m



Onde

JYK] = {ie Jkl;o; =1}
JTIK] = {i e J[k|;0, = —1}
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Em (4.1), t = (t1,t9,- -+ ,t,) é 0 vetor de varidveis; g/ (t) e g, (t), para k =1,2,--- ,p

sao fungoes posinomiais em ¢ ; a;; sao constantes reais arbitrarias e ¢; sao coeficientes positi-

vos. Os conjuntos J*[k] e J~[k] indicam os indices dos posinomios que constituem as partes

positivas e negativas da fungao posinomial gi(t), respectivamente.

A fungao objetivo e as restri¢oes da formulagao original (PGS) sao geralmente fungoes

nao-convexas. Aplicando-se em (4.1) a transformagao t; = exp(z;) com j = 1,2,--- ,m,

obtém-se o seguinte problema, denotado por (DC), cuja funcdo objetivo e restri¢oes sao a

diferencas de funcoes convexas, pois funcoes posinomiais na forma exponencial sao convexas,

logo:

Minimizar — Go(z) = G (2) — Gy (2)
sa.  Gp(z)=G{(2) -G, (2) <0 k=1,2,---,p
szgzjgsz Jj =12 ,m
Sendo,
S a2
G = Y e
icJ+ K]

%ai-z-
Glz(z): Z ciejZI ]Jv k:1727”'7p
ieJ k]

L

Para que zF = In («!

), € necessério que th >0, para j =1,2,--- ,m.
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4.1 Reducao do problema PSG a um problema DC na

forma canonica

Uma propriedade importante da programacao geométrica é que quando o problema
primal tem a forma posinomial, este admite uma reformulagao convexa, e a solucao global
pode ser encontrada resolvendo-se o dual associado, o qual exibe uma estrutura muito mais
simples. Quando o problema é signomial, o método mais popular para resolvé-lo é a con-
densacao. A ideia bésica da condensacao é aproximar um posinémio (soma de mondmios)
por um tnico monémio. Em Yang [33] discute-se como um problema signomial pode ser
aproximado por um problema posinomial. De acordo com Beightler [4] dois casos podem
ocorrer em um problema de PG signomial: a funcao objetivo ser signomial ou ser posinomial.

Caso 1: A fungao objetivo é posinomial, ou seja, J~[k] = ()

Neste caso é criada uma variavel ¢, onde o problema fica como segue. Ou seja, um

problema com funcao objetivo linear onde as restricoes podem ser posinimiais ou signomiais.

Minimizar — to (4.6)
s.a.  go(t)tyt <1
grt) <1 k=1, ,p
t>0

Usando o item 2 do Teorema 3.4, pode-se escrever o problema (4.6) na forma padrao
D.C. que tem como restricoes a diferenca de fungoes posinomiais as quais apds a trans-

formacao exponencial sao funcoes convexas.

Minimizar — t (4.7)
sa.  G(t)=Mar{ge+(t) —g-(t)} <1, k=0,---,p (4.8)
D ={(t,t0); gu(t)ty' < 1;
g(t) <lse J[k]=0
L<t;<U, i=1,....,m} (4.9)

G(t) ainda é uma func¢ao DC pelo item 2 do Teorema 3.4.
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Colocando o problema (4.6) na forma canonica CDC onde G(t) = Max {gx+ (t) — gx- (¢)}

p p
Max S g+ (t) + > ge-(t) p — > gr-(t) = Hy(t) — Ha(t) , D é definido por (4.9) e Hy e
1=0,#k k=0

H, sao fungoes posinomiais.

Minimizar — tg (4.10)
S.Q. Hl(t) — Hg(t> S 1,
tty €D

E portanto, o problema (4.6) na forma canoénica CDC:

Minimizar  tg (4.11)
s.a.  Hy(t)z7' <1,
(1+ Hy(t)z"">1
tty€D

z>0

Apresentando um exemplo para melhor entendimento:

Minimizar o

(4.12)
2 2
0 Hn T n <1
N TR T
207t oy Txyt B
% E + 31 . onl 1 < 1
1 <2 <100

Aplicando o item 2 do Teorema 2.4:
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Minimizar 1 (4.13)
2,1 -1 2 2 2 2
Ty @1 1 xHTy ry Ty I Ty o x] _1
a. M —+ = — —+—=r—-|=+= <1
s.a ax{4—|—2—|—xox1, G +6—|— 3 +16+16} (16+16+x0x1)_
1 <z <100
1 <z <100

O problema na forma CDC fica da seguinte maneira:

Minimizar — to (4.14)

2
s.a. 2l (—0 + 214 930:171_1) 21>

Ou seja, colocando na notacao de conjunto: min{zg : max {h;} <0,g(X) > 0}

Caso 2: A funcgao objetivo é signomial

O modelo apresentado acima foi definido quando a funcao objetivo era posinomial. No
caso da funcao objetivo ser signomial é preciso utilizar algumas propriedades matematicas
para colocar o problema na forma padrao.

Minimizar go(t) — ho(t) é equivalente a:
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Minimizar (4.15)
S.Q. g()(t) — ho(t) S f(to)
ttg >0

Onde f : R, — R definida por f(ty) = /o — \/i% Essa formulacao foi utilizada pois
a fungao f(to) = /to — \/L%, to > 0 apresenta propriedades que fazem com que o problema
original possa ser escrito na formulagao (4.16) sem a necessidade de fazer uma verificacao
prévia do sinal do valor da funcao objetivo em uma solugao viavel do problema original. A

funcao f tem as seguintes propriedades:

1. Quando ty — 400,y — +o0 e —\/—1% — 0. Esse é o caso em que a fungao objetivo

signomial go(t) —ho(t) > 0 em um ponto vidvel ¢t € R, do problema signomial original.

2. Quando ty — 0,4/fp — 0 e —\/L% — —oo. Esse é o caso em que a fungao objetivo

signomial go(t) — ho(t) < 0 em um ponto viavel ¢t € R, do problema signomial

original.

3. Além disso, f é uma funcao concava e estritamente crescente.

Minimizar (416)
sa. go®t —ho(t)gt 4151 <1
ge(t) —he(t) <1 Jk=1,---,p

llﬁtzﬁUl, izl,...,m

Escrevendo o Problema de Programagcao Geométrica Signomial (PGS) na forma padrao

DC, na qual serd chamado forma padrao DC Geoométrica.



Onde:

h(t,to) =

ga (ta to) =

(

9 (1) =

30

Minimizar — tg (4.17)

sa.  h(tto)t,l,>1
g, (t b0t <1

bty < 1

7k207"'7p

g1 > 0
tm+2 >0
ll S tz S Uia

1=1,....m

+Z > Cth?”, se J7[0]

_1
ho(t)ty
1zeJ*[k] j=1

< Z 2. ¢

k=1ic.J[k]

0 e J[kl#£0

t57, se JT[k]#0

I

m

—l—to —l—z >, ¢ H t57, se JO[O] A0 e J[k]#0

k lieJ—[k] J=1
J[k] #0

go(t)ty 2

go(to)ty? —1—2 > cll_[ta”, se J7[0]=0 e

=1ieJ~[k]

a®)+ > X Il se JK £

0
I=Ti#kicJ-[k] j=1
gr(t), se JTk]=10



Capitulo 5

Solucao do Problema PG na forma

Canonica

Nesta secao sera mostrada de forma detalhada de como o problema de Programagao
Geométrica na forma DC (PDCG) foi resolvido satisfazendo as conti¢oes de otimalidade
apresentadas no capitulo 4.

O Problema de Programacao Geométrica é definido da seguinte forma:

Minimizar — go(t) — ho(t) (5.1)
sa.  ge(t)—he(t) <1 k=0,---,p

Onde g, e hy sao fungoes da forma:
wi- 3 all6re mo- ¥ alle
ieJ+tK] =1 ieJ-[k] =1

com J[k| = JT[k]U J~[k].

A busca por solugoes para um problema de PG signomial nao é tao simples como
para o caso dos problemas de PG posinomiais. Esse fato ocorre em virtude de o problema

de PG signomial nao satisfazer o teorema de dualidade para Programacao Geométrica des-
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crito na literatura. Duffin [6] e Bazaraa [3]. Neste caso, a abordagem mais utilizada para
resolver problemas de PG signomial é por meio da técnica de condensacao, que é introduzida
inicialmente por Beightler [4].

Se a funcao h nao esta presente em uma restricao ou na funcao objetivo, entao a fungao
¢ posinomial. Mesmo a funcao objetivo sendo signomial, é possivel, através da introducao

de uma variavel, transformar o problema num problema com fungao objetivo posinomial.

Problemas de Programacao Geométrica signomiais nao sao convexos, no entanto,
a transformacao exponencial converte Problemas de Programacao Geométrica Signomiais
em uma classe de problemas denominados DC Programming, ou seja, restrigoes da forma

g(t) — h(t) sao consideradas diferenga de fungoes convexas.

Problemas DC podem ser escritos numa forma padrao que sao obtidos através de
resultados inerentes a condigoes necessérias e suficientes para otimalidade global.

Um problema DC esta na forma padrao se estiver escrito da seguinte forma, chamado
de Problema P

Minimizar — c'x (5.2)
s.a. h(x) >0 (5.3)
reD

Onde, D C R™ é um conjunto convexo e h : R — R também é convexa.

Definindo o problema P1 por:

Mazimizar  h(x) (5.4)
sa. dx<M (5.5)
reD

O problema P possui uma solucao global quando o problema P1 tem solugao 6tima
x* e h(z*) = 0.
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Definindo o problema DC Geométrico como sendo o problema DCG1 abaixo:

Mazimizar — h(t, ty) (5.6)
s.a.  ge(t) <1 (5.7)
to <M

Onde as restrigdes posinomiais da forma g (t) <1 e h(t, 1) ¢ da forma como definida
em 5.1.

Uma solugao (t*,t$) ¢ uma solucao global para o Problema de Programagao Geométrica
Signomial se (t*,t}) é uma solugao étima de DCG1 e h(t*,t§) = 1, satisfazendo a proposicao
3.33 que ¢é a condicao suficiente de otimalidade.

A estratégia para resolver este problema é atualizar M de modo que se obtenha (¢°,#))
satisfazendo h(t°,t3) = 1.

Sendo h(t,ty) uma fungao posinomial, nao é possivel maximizé-la diretamente, pois
maximizacao em Programagao Geométrica sé é permitido se a funcao objetivo tiver um tinico
termo o que nao é o caso de h ja que a mesma possui pelo menos dois termos. Com isto,
deve-se usar a condensacao que é uma técnica tradicional em Programacao Geométrica.

Sejam nj, o nimero de termos posinomiais de h e w € R pesos tais que:

no no (o T Wi
ZU}Z:]. y szO e hw(t7t0):H<L>
=1

. w;
=1
1 .,
onde hy,(t, to) to) é a forma condensada de ja que
h(t, to)
. L 1

Mazximizar h(t,ty) < Minimizar

h(t,to)

i[1t"
Sabendo que h(t, ty) = ZCZHtQ” > H (C 11 ) logo
L m e\t
< — = hy(t, to).
h(t,to) — H ( w; ) ( ) 0)

i=1

Assim, resolver o DCG1 é equivalente a resolver uma sequénca de problemas:



Minimaizar

S.a.
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h(t, to) 5.8
ar(t) <1 (5.9)
to < My

[<t<U

Admita que (t*,tf) é a solugao do problema acima e pj, = h(t* tf)

Se a sequénia h* = h,, (t5,tF) =1 e hk = h(t,t,) tem-se a solucdo aproximada do

problema.

Os pesos, w; ¢ dado pela média ponderada geométrica dos termos signomiais e é

atualizado por:
k

N
T

w

Onde h(t, o) IZCth;U :er ey wi=qr i =5=1

A atualizacao de M é feita da seguinte maneira: M; = t’gh,;z onde:

_ Min —12,% \ se
_ p
hy, = 13
Mazx 2 (s Caso contrario

5.1 Algoritmo

Algoritmo:

p<l1

Passo 1: Escreva o Problema de Programacao Geométrica na forma padrao DC

geométrica.

Passo2: Condense a funcao h com pesos wy.

Passo3: Resolva o Problema DCGI.
Passo 4: Atualize M,,.
Passo 5: Atualize wy,.

Passo 6: Se |hx, — 1| < e, pare.

De acordo com o algoritmo utilizado para resolver os problemas, foi observado que
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a metodologia usada ¢é satisfatéria ja que em alguns problemas o resultado da literatura foi

melhorado, como nos problemas 2, 9, 10 e 12 concluindo que o resultado encontrado na

literutura nao era a solugao global. Na tabela 5.1 estao os resultados para comparacao das

solugoes encontradas nos problemas DC geométrico e das solugdes encontradas na literatura.

Problema | Solucao Problema DC | Solucao Solucao N. Mla- | Solugao
Geométrico DEMBO, R.S. denovic et al. Rijckaert-
Martens
1 11.964354188901051 11.96
2 -83.166292876248477 -83.2535 -83.21
3 -5.739820299189251 -5.7398 -5.7398
4 -6.048232613753129 -6.0482 -6.0482
5 7049.259701907435 7049.324305 7049.25 7049.247
6 1.143623168507892 1.1437 1.1436
7 0.205653557690020 0.2015
8 0.140611630536061 0.1406 0.1406
9 10122.50013983291 10126.64252 10122.6964
10 1213.109972529761 1227.1831610 1227.23
11 3.951248832495454 3.9516982 3.9511
12 97.599994628275937 97.591034

Tabela 5.1: Resultados-resumo
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Problema | Nimero de Varidveis | Numero de Res- | Numero de Ter- | Grau de Liber-
tricoes mos dade

1 2 1 5 2

2 3 1 2

3 4 2 2

4 8 4 15 6

> 8 6 19 10

6 10 6 16

7 10 7 15 4

8 11 9 19

9 6 21 15
10 7 14 58 50
11 8 4 16 7

12 13 13 39 25

Tabela 5.2: Problemas - Estatistica




Capitulo 6
Conclusoes

Neste trabalho, o problema de programagao geométrica signomial foi escrito na forma
padrao do problema de diferenca de funcoes convexas, pois foi mostrado que, mesmo a
funcao objetivo sendo signomial o problema pode ser reescrito com uma funcao objetivo
posinomial. Feito isto, tem-se um Problema de Programacao Geométrica Signomial com
func@o objetivo posinomial (com um tnico termo) e com restri¢oes signomiais que estas sao
escritas como funcoes DC. Foi desenvolvido um algoritmo que resolve uma sequéncia de
Problemas de Programagao Geométrica e atualiza o valor da funcao objetivo do problema
original obtendo o ponto 2 satisfazendo a condicao de otimalidade suficiente da proposicao
3.33. Ao reescrever o Problema PGS na forma CDC, ou seja na forma DC Geométrica,
obtém-se um problema equivalente ao original e cuja solucao, quando encontrada, é global. O
algoritmo foi implementado em Matlab utilizando o GGPLAB desenvolvido por MUTAPCIC
[19] e se mostrou eficiente na obtencao de solugoes pelos testes realizados em problemas da
literatura, Nenad [20], Maranas [17] e Dembo [5].
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Capitulo 7
Apeéndice

Resultados Computacionais

Problema 1 - [Rijckaert-Martens 9]

Minimize 3.7t0-%° + 1.985¢; + 700.3t, %™
s.a. 0.7673t9%° —0.05t; <1
ti>0,i=1,2

Estatistica
Numero de variaveis : 2
Numero de restricoes: 1
Numero de termos: 5
Grau de dificuldade: 2
Resultados
Solucao
t; = 0.8113001939817
1o = 442.6689247308372
Valor da funcao objetivo: 11.964354188901051

Numero de iteragoes: 59
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Problema 2 - [Rijckaert-Martens 10],[N. Mladenovic et al. GGP6]

Minimize 0.05t 1ty —t; — 5t
s.a.  0.01tat5" + 0.01¢; + 0.0005¢t5 < 1
1<t <100
1 <ty <100
0<t3 <100
t;>0,i=1,...,3

Estatistica

Numero de Variaveis : 3
Numero de Restrigoes : 1
Numero de Termos: 6
Grau de Dificuldade: 2
Resultados

Solucao

t; = 87.531982195946483
to = 8.879695337700937
t3 = 1.424395696615999
Valor da funcao objetivo: —83.166292876248477

Numero de iteragoes: 32

Problema 3 - [Rijckaert-Martens 11],[N. Mladenovic et al. GGP7]

Minimize t, + 0.4¢967¢; 67
s.a. 0.05882t3ty + 0.1t < 1
Atotyt + 2t 0T +0.05882t, Mty < 1
tp>0,i=1,---,4

Estatistica

Numero de variaveis : 4
Numero de restrigoes: 2
Numero de termos: 7
Grau de Dificuldade: 2
Resultados

Solucao
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t; = 8.130072146577748
to = 0.615366246902991
ts = 0.564043762280587
t4 = 5.636208221492965
Valor da funcao objetivo: —5.739820299189251

Numero de iteracoes: 34

Problema 4 - [Rijckaert-Martens 12],[N. Mladenovic et al. GGPS]

Minimize —t; — t5 + 0.41967¢;067 4 (.4¢0:67¢067
s.a. 0.05882t3x4 + 0.1, < 1
0.05882tts + 0.1t + 0.1t5 < 1
Atoty !t + 26507 4 0.05882t, 1ty < 1
Aty + 265" Mgt + 0.05882t5 Pty < 1
tj>0,0=1,---,8
Estatistica
Numero de varidveis : 8
Numero de restricoes: 4
Numero de termos: 15
Grau de Dificuldade: 6
Resultados
Solucao
11 = 6.462076786069318
to = 0.667486214705472
t3 = 1.013760037836145
t4 = 5.933189427804759
t5s = 2.235351055006312
tg = 0.595770461059619
t7 = 0.400647826333401
ts = 5.527311991676969
Valor da funcao objetivo: —6.048232613753129

Numero de iteragoes: 51

Problema 5 -[Rijckaert-Martens 13],[N. Mladenovic et al. GGP3],[DEMBO,



R.S. Problema 5]

Minimize go(t) =t; +to + t3
s.a.  833.332352t Mty + 100t

—83333.333t, 11,1 < 1
12508, Mts5t, 1 + tat;t — 12508, tat;t < 1
1250000t5 gt + tstgt — 2500t5 "tstgt < 1
0.0025t,4 + 0.0025t5 < 1
0.0025t5 + 0.0025t7 — 0.0025t4 < 1
0.01tg — 0.01t5 < 1
t;>0,i=1,---,8

Estatistica

Numero de variaveis : 8
Numero de restrigoes: 6
Numero de termos: 19
Grau de Dificuldade: 10
Resultados

Solugao

t; = 576.338690410730
to = 1362.166647185890
t3 = 5110.754364310815
ty = 181.769273267590
t5 = 295.569996908656
te = 218.230720049881
t7; = 286.199207181077
ts = 395.569979601420
Valor da funcao objetivo: 7049.259701907435

Numero de iteragoes: 201



Problema 6 -[Rijckaert-Martens 14],[N. Mladenovic et al. GGP9]

Minimize te+ 0.4t5°7 + 0.4¢9°7

Estatistica

Numero de variaveis : 10
Numero de restrigoes: 6
Numero de termos: 16
Grau de Dificuldade: 5
Resultados

Solugao

t1 = 2.094946929956101
to = 12.094946971136208
t3 = 7.905053027129663
t4 = 0.459551628439474
t5 = 0.357876296617547
te = 0.454769181491416
t7 = 10.454769228419750
tg = 1.640177739847128
tg = 1.197204898410308
t10 = 0.099999999947836

s.a. )ty tsty st Bty stk 2 <1
0.05t3 + 0.05t5 < 1
0t -ty <1
to s otsty iy + bty 't tsti2 < 1
tyltr 1yt < 1
titg! —tetg! <1
10t < 1
t;i>0,i=1,---,10

Valor da funcao objetivo: 1.143623168507892

Numero de iteracoes: 11
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Problema 7 - [Rijckaert-Martens 15]

Estatistica
Numero de variaveis : 10
Numero de restricoes: 7
Nimero de termos: 15
Grau de dificuldade: 4
Resultados
Solucao
t1 = 0.724199584180687
to = 0.724199584206219
t3 = 0.724199584238092
ty = 0.257579866008856
t5 = 0.177099449984139
te = 0.121765010869192
t7 = 0.205242301347796
tg = 0.141114673461799
tg = 0.097023620058771
t10 = 0.298511850176084

Valor da funcao objetivo:

Numero de iteragoes: 23

Minimize 0.05t; + 0.05¢, 4 0.05t5 + to

s.a. 0.5tgty +0.25t ) <1
t- 1o — 0.5ttt < 1
trtgt — 0.5ttty < 1
tatyt — 0.5tstety ' < 1
0.79981t,t, ' < 1
0.79981t5ts " < 1
0.79981tt, ' < 1
ti>0,j=1---,10

0.205653557690020
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Problema 8 - [Rijckaert-Martens 17],[N. Mladenovic et al. GGP10]

Estatistica

Numero de variaveis : 11
Numero de restrigoes: 9
Numero de termos: 19
Grau de Dificuldade: 7
Resultados

Solucao

t; = 7.007340341302981
to = 7.651940271722703
t3 = 7.111787314499674
t4 = 0.012492309509317
t5 = 0.810313844076440
te = 0.955696960520815
t7 = 0.377309934102169
ts = 0.360735261752506
tg = 0.354724459831675
t10 = 2.095074738801261
t11 = 0.454724373412390

Minimize t3'

S.Q.

0.1ty + trtyp < 1
101ty + 10t 1482 < 1
tyt — 1007t < 1
tiotyt — 10tg < 1

t oty + 1] otst2 < 1
t1 — 10t Mgty < 1
10t — 10ty < 1

ty st + 15 tstets < 1
tot —ty 'ty < 1
t;>0,j=1,---,11

Valor da funcao objetivo: 0.140611630536061

Numero de iteracoes: 352
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Problema 9 -[Rijckaert-Martens 23],[N. Mladenovic et al. GGP5],[DEMBO,
R.S. Problema 2]

Minimizar — 5.3578t5 + 0.8357Ttt5 + 37.2392t,

s.a.  0.00002584t5t5 — 0.00006663t5t5 — 0.0000734¢,t, < 1
0.000853007t5t5 + 0.00009395¢, ¢4 — 0.00033085¢3t5 < 1
1330.3294¢, 't 1 — 0.42t1t5 1 — 0.30586t, 'tat5 1 < 1
0.00024186t5t5 4+ 0.00010159¢, 5 + 0.00007379¢3 < 1
2275.1327t5 151 — 0.2668t,t5 " — 0.40584t4t5 < 1
0.00029955¢3t5 4 0.00007992¢ 5 + 0.00012157¢5t, < 1
78 <t <102
33 <ty <45
27 < t3 <45
27 <t, <45
27 < t5 <45

Estatistica

Numero de variaveis : 5
Numero de restrigoes: 6
Ntumero de termos: 21
Grau de dificuldade: 15
Resultados

Solucao

t; = 78.000015225998325
to = 33.000008824625866
t3 = 29.995764678305854
tq4 = 44.999972064114772
ts = 36.775295532579584
Valor da funcao objetivo: 10122.50013983291

Numero de iteracoes: 12
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Problema 10 - N. Mladenovic et al. GGP1 - DEMBO, R.S. Problema 3

Minimizar — 1.715t; 4 0.035¢,ts + 4.0565t3 + 10.0t, + 3000.0 — 0.063¢3t5
s.a.  0.0059553571t¢ + 0.88392857¢) 't3 — 0.11756250t5 < 1
1.10880000¢, 5 + 0.13035330¢t,¢5 't — 0.00660330¢,t5 't5 < 1
0.00066173269t2 + 0.017239878t5 — 0.0056595559t4 — 0.019120592t5 < 1
56.850750t; 1 + 1.08702000¢5 't + 0.32175000¢4¢5 1 — 0.03762000¢; 't5 < 1
0.00619800¢7 + 2462.3121tt5 ', — 251256345t < 1
161.18996t- 1 + 5.000tot5 't — 489510.00tyt5 ', -1 < 1
44.333333t5 " + 0.33000000t; 't; < 1
0.02255600t5 — 0.00759500t; < 1
0.00061000¢3 — 0.0005¢; < 1
0.81967200¢, 5 + 0.81967200t; " < 1
24500.0tqt5 1,1 — 250.0t0t5 " < 1
0.010204082t, + 0.000012244898¢, 't5t4 < 1
0.00006250t, 6 4+ 0.00006250¢; — 0.00007625t3 < 1
1.22t1t5 1+ 1.0t — 1.0t < 1
(15005 1; 3000; 85; 90; 3; 145) < (ty, ta, L3, ta, t5, tg, t7) < (2000; 120; 3500; 93; 95; 12; 162)

Estatistica
Niumero de variaveis : 7
Numero de restrigoes: 14
Numero de termos: 58
Grau de dificuldade: 50
Resultados
Solucao
t1 = 1696.377577539705
to = 53.557334182425
t3 = 3019.649809092096
t4 = 91.789692435628
ts = 94.876239992022



te = 9.568285822002
t7 = 150.919598357734

Valor da funcao objetivo: 1213.109972529761

Numero de iteragoes: 36
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Problema 11 -[N. Mladenovic et al. GGP4],[DEMBO, R.S. Problema 4]

Minimaizar

S.Q.

Estatistica
Numero de variaveis : 8
Numero de restricoes: 4
Numero de termos: 16
Grau de dificuldade: 7
Resultados
Solucao
t1 = 6.509986687967950
to = 2.191708558419759
t3 = 0.666084355156202
t4 = 0.595618701685804
t5 = 5.925075277166160
tg = 5.526475176059886
t7 = 1.001742001599355
ts = 0.399531564496209

0.4¢967¢067 1-0.4¢957¢,067 1-10.0 — 1.0¢;, — 1.0,
0.0588t5t7 + 0.1t < 1

0.0588tgts 4 0.1t + 0.1ty < 1

Atgtst + 26507 +0.0588t5 1t < 1

Atgtgt + 2t +0.0588t g < 1
01<t;<10,{i=1,...,8}

Valor da funcao objetivo: 3.951248832495454

Numero de iteragoes: 51
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Problema 12 -[DEMBO, R.S. Problema 6]

Minimizar 1.0t11 + 1.0t15 + 1.0%43

s.a.  1.262626tgt] — 1.231059¢ ¢t < 1
1.262626t9t 1y — 1.231059%5tgt 5 < 1
1.262626t 1t 15 — 1.231059¢3t 10t 15 < 1
0.034750t5t5 ' 4 0.975000t, — 0.009750t5¢5 " < 1
0.034750t3t5 " + 0.975000t5 — 0.009750¢5t6 " < 1
1.0t 85 g + 1.0ttt — 1.0ttt s < 1
0.002t5tg + 0.002t5tg + 1.0t + 1.0t5 — 0.002¢1t5 — 0.002t6ty < 1
1.0ty sty o + 1.0t 't + 500.0t5 T — 1.0t 119 — 500.0t; ety t < 1
0.9t5 1 +0.002t15 — 0.002t; '3t < 1
1.0tot3 ' <1
1.0ttt < 1
0.002t; — 0.002t5 < 1
0.034750t, ¢, ' 4 0.975000¢; — 0.009750¢3¢,* < 1
(0.1;0.1;0.9;0.0001; 0.1;0.1) < ¢; < (1;1;1;0.1;0.9;0.9), {i = 1,2,...,6}
(0.1;0.1; 500; 0.1; 1; 0.0001; 0.0001) < ¢; < (1000; 1000; 1000; 500; 150; 150; 150)
{i=6,...,13}

Estatistica

Numero de variaveis : 13
Numero de restrigoes: 13
Numero de termos: 39
Grau de dificuldade: 25
Resultados

Solucao

t1 = 0.8037726407722

to = 0.9000000555112

t3 = 0.9000551379076

t4 = 0.0999997622381



t5 = 0.1908369350639

te = 0.7181373668481

t7 = 574.0999520978187

ts = 74.1000476837105

tg = 500.0001945624306

t10 = 0.1014671832855

t11 = 20.2392802108532

t1o = 77.3364534688219

t13 = 0.0242609486008

Valor da funcao objetivo: 97.599994628275937

Numero de iteragoes: 97
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