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RESUMO

A segmentacao é a fase do processamento de imagens onde a imagem de entrada é
dividida em partes ou objetos constituintes. Em geral, a segmentagao automatica é uma
das tarefas mais dificeis no processamento de imagem digital .

Neste trabalho é empregada a analise de sensibilidade topoldgica como técnica de
segmentacao. A ideia da segmentacao de imagens via andlise de sensibilidade topolédgica
é considerar a mudanca de classe de um pixel como perturbacao infinitesimal nao suave
e, calcular a sensibilidade a esta perturbacao através de um funcional de forma associado
a esta perturbacao. De fato, os algoritmos encontrados na literatura que utilizam a
abordagem acima sao baseados no funcional de Mumford-Shah cujo valor minimo estd
associado a imagem segmentada. A derivada topoldgica é um campo escalar que fornece
uma aproximacao de primeira ordem do funcional associado a perturbacao de cada
pixel para cada uma das classes da segmentacao. Assim, nos pixels onde a derivada
topoldgica assume seus valores mais negativos a funcao custo ird diminuir e a mudanca
correspondente ira resultar numa segmentagao melhor do que a anterior.

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma analise comparativa entre quatro
algoritmos de segmentacao baseados em derivada topoldgica, sendo trés deles extraidos
da literatura: Topo-Shape 1, Topo-Shape 2 e Sdt-Discrete , e o ultimo Topo-Shape3, novo
algoritmo proposto. A construcao deste algoritmo é motivada pela analise dos algoritmos
anteriores e caracteristicas limitantes encontradas, o que derivou resultados com maior

qualidade e desempenho.

Palavras-chave: processamento de imagens digitais, segmentacao de Imagens, derivada

topoldgica, analise de sensibilidade topolégica.



ABSTRACT

Segmentation is the phase of the image processing where the input image is divided
into constituent parts or objects. In general, the automatic segmentation is one of the
most difficult tasks in digital image processing.

In this work we used the topological sensitivity analysis as segmentation technique.
The idea of segmentation of images via topological sensitivity analysis is to consider the
class switching as an infinitesimal non-smooth perturbation of a pixel and calculate the
sensitivity to this perturbation by a functional form associated with this disorder. In fact,
the algorithms in the literature using the above approach are based on the Mumford-Shah
functional whose minimum value is associated with the segmented image. The topological
derivative is a scalar field that provides a first order approximation of the functional
disorder associated with each pixel for each class of segmentation. Thus, in pixels where
the topological derivative takes its most negative values ?7?will decrease the cost function
and the corresponding change will result in better targeting than the previous.

This work aims to present a comparative analysis of four segmentation algorithms
based on topological derivative, three of them taken from the literature: Top-Shape
1, Shape 2 and Top-Sdt-Discrete, and the last top-Shape3, a new algorithm. The
construction of the last algorithm is motivated by the analysis of the previous
algorithms and limiting characteristics found, and derived results with higher quality

and performance.

Keywords: digital image processing, imagem segmentation, topological derivative,

topological sensitivity analysis.
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Capitulo 1

Introducao

A automacao é um sistema de controle pelo qual os mecanismos verificam seu
proprio funcionamento, efetuando medicoes e corregoes, sem a necessidade da interferéncia
do homem. Na producao industrial, a automacao de atividades proporciona diversas
vantagens como reducao de perdas, diminuigdo de custo e maior desempenho [24].
Algumas atividades utilizam a visao do ser humano como uma ferramenta para sua
realizacao. O sistema de visao humano é adaptado para funcionar em um mundo de
variedades e mudancas, logo a repeticao de tarefas causa monotonia e fadiga fazendo com
que seu desempenho diminua. Além disso, a interpretacao visual é subjetiva e varidvel
podendo gerar resultados inadequados [103]. Nesse contexto, o processamento automatico
de imagens digitais recebe destaque podendo substituir atividades que necessitam da visao
humana.

O desenvolvimento de um projeto industrial que utilize imagens supoe um razodavel
conhecimento inicial do produto e exige técnicas rapidas para atender processos em
tempo real. Suponha, por exemplo, uma linha de producao onde as dimensoes de uma
peca metalica sao verificadas através de analise da sua imagem. Precisamos conhecer
as especificacoes das dimensoes da peca, por exemplo, e é necessario rapidez para que
0 processo nao se torne um gargalo. Uma vez que as especificacoes dos produtos sao
geralmente conhecidas, o uso da visao computacional na indistria tem tornado-se cada
vez mais atrativa devido a evolucao e reducao de precgos de tecnologias relacionadas ao
processamento de imagem.

Em aplicacoes industriais que utilizam visao computacional, as imagens sao

capturadas, processadas, analisadas e a partir dos resultados obtidos o sistema realiza



tomadas de decisao que podem envolver, por exemplo: acao mais adequada de um robo
(sistemas autométicos de navegacao robética) [28, 69|, separacao entre produtos de uma
linha de produgao a partir da sua identificagao (reconhecimento de objetos), aceita¢ao ou
rejeicdo de produtos fora de conformidade (inspecao) [32, 92|, detecgdo de defeitos para
controle de qualidade (em produtos téxteis, chapas metélicas, produtos alimenticios, etc.)
[26, 102], o reconhecimento de caracteres para fins de rastreabilidade da produgao (que
pode ser também aplicado no comércio ou em sistemas bancarios), entre outras.

Na inspecao visual automatica sao utilizados aparelhos fotograficos e de filmagem
para obtencao das imagens dos objetos que serao verificados. A imagem a ser avaliada
¢é comparada a algum padrao pré-estabelecido. Esse processo comumente ocorre em trés

etapas [27]:
1. a aquisicao das imagens;
2. localizacao dos objetos;
3. andlise e medicao dos objetos.

Se durante o processo a visao humana for utilizada como ferramenta, o processo
¢ dito nao automdatico. No entanto, como citado anteriormente, o fator humano pode
ocasionar erros. Assim, é desejavel que o processo seja totalmente realizado por maquina.
Para a automagao do método, é necessario que a partir das imagens que serao avaliadas
(1), suprimir objetos que nao sao de interesse e realizar um pré-processamento na imagem,
de forma a dar maior confiabilidade aos parametros a serem extraidos (2); em seguida,
obter a identificagdo e dimensionamento de possiveis falha do objeto inspecionado (3).
Para este objetivo, é necessario segmentar a imagem, ou seja, identificar as estruturas e
objetos nela presentes.

Na segmentacao, os objetos sao localizados através de seus contornos ou através
do agrupamento dos pizels que o compoe, formando regides com pixels que possuem
semelhanca de algum atributo como, por exemplo, a intensidade do tom de cinza em uma
imagem monocromatica. A quantidade de regides em que a imagem é segmentada vai
depender do seu contetudo, e a escolha do nimero adequado de regices é essencial para
uma segmentacao de qualidade.

Por outro lado, otimizacao topolégica ! é uma técnica que busca obter topologias

linicialmente, admitia-se apenas furos como perturbacio, o que cunhou o termo topoldgica



Otimas através da avaliacao de uma funcao custo a partir da inclusao de perturbacoes
infinitesimais e nao suaves no dominio de definicaio do problema, no operador ou
em termos-fontes. Aplicada a segmentacao de imagens apresenta, além de resultados
de segmentacao de qualidade, uma diminuicao consideravel do custo computacional,
comparado a outros métodos existente na literatura [49, 59].

O trabalho de Sokolowski & Zochowski [95] estabeleceu as bases matemadticas
da otimizagao topoldgica fornecendo uma expansao assintética para um problema que
admite uma perturbacao infinitesimal nao-suave. O principal termo desta expansao
foi denominado derivada topolégica [95], que fornece a sensibilidade do problema para
a perturbacao. Esta abordagem ¢ denominada, portanto, andlise de sensibilidade
topolégica. Nos trabalhos de Larrabide [59] e Hintermuller e Laurin [49], foram propostos
algoritmos de segmentacao de imagens que utilizam como base a andlise de sensibilidade
topoldgica, Sdt-Discrete e Topo-Shape 1 e 2, respectivamente. Apesar da semelhanca de
abordagem, a forma como a técnica ¢é aplicada ao problema e implementada difere entre
os algoritmos, o que produz resultados e limitagoes diferentes.

Como ilustrado na Figura 1.1, neste trabalho foi feita uma anélise estrutural e uma
comparacao dos algoritmos Sdt-Discrete , Topo-Shape 1 e Topo-Shape 2. Além disso,
foram levantadas caracteristicas limitantes de cada um deles. Por fim, foram utilizadas
algumas funcionalidades dos algoritmos para a proposi¢ao de um novo algoritmo, o Topo-

Shape 3, a fim de obter melhores resultados e desempenho.

) fﬁ
Topo-Shape Andlise
| ——
1
N —
—_ *Estrutura Topo-Shape
Topo-Shape S
2 sLimitagbes
e
Y E— *Comparagéo
Sdt-Discrete
-~ @ k—/

Figura 1.1: objetivos e delimitacoes do trabalho.



Capitulo 2

Fundamentos da Imagem

2.1 Imagem Digital

A imagem digital pode ser considerada uma matriz cujos indices de linhas e de
colunas identificam um ponto na imagem e o correspondente valor do elemento da matriz
identifica a intensidade f(x,y) naquele ponto. No caso de imagem bidimensionais, os
elementos da matriz sao chamados de elementos de imagem ou pizels.

Pode-se observar na Figura 2.1 a representacao matricial de uma imagem.

0,133 0,133 0,133 0,004 0,004 0,004 0,004
0,133 0,133 0,133 0,004 0,004 0,004 0,004
0,133 0,133 0,133 0,004 0,004 0,004 0,004
= | 0,749 0,749 0,74% 0,301 0,301 0,301 0,004
0,749 0,749 0,749 0,301 0,301 0,301 0,004
0,749 0,749 0,749 0,301 0,301 0,301 0,004
0,749 0,749 0,74% 0,301 0,301 0,301 0,004

Figura 2.1: representagao matricial de uma imagem

Neste trabalho, as imagens tratadas serao monocromaticas em escala de cinza, ou
seja, cada valor da matriz quantificara o nivel de cinza do seu respectivo pizel. No entanto,
o trabalho pode ser facilmente estendido para outros padroes de coloragao, como por
exemplo, o padrao RGB, onde associado a cada pizel existem trés valores que representam

os niveis de vermelho, azul e verde.



2.2 Processamento de imagem

Os passos fundamentais necessarios para executar uma tarefa de processamento de

imagem sao apresentados na Figura 2.2 [25].

Aquisicdo/Digitalizacdo L Deciséo J

o )

Pixels Grupos de dados

Classificacdo/
Reconhecimento

' 1

Pixels

Restauracdo/Realce

' Dados
" Extracdode
Segmentacédo K T
atributos/caracteristicas

b Grupos de pixels J

Figura 2.2: etapas de um sistema de processamento de imagem

O primeiro passo no processo é a aquisicao da imagem. Nessa etapa, a imagem é
capturada a partir de componentes fisicos e digitalizada. Na digitalizacao, a imagem ¢é
amostrada e quantizada. A amostragem é referente ao nimero de pontos utilizados em
uma imagem e a quantizacao refere-se a quantidade de niveis de cinza que podem ser
atribuidos a cada ponto digitalizado.

Apéds obter uma imagem digitalizada, temos a etapa de restauracao e realce.
O realce tem por objetivo destacar detalhes da imagem que sao de interesse para a
analise ou que tenham sofrido alguma deteriorizagao. Quando a imagem encontra-
se deteriorada, utilizam-se técnicas de restauracao. A restauracao busca compensar
deficiéncias especificas geradas no momentos de aquisicao, transmissao ou alguma etapa
do processamento. Em Larrabide et al. [59], por exemplo, foi proposto um algoritmo
baseado em anélise de sensibilidade topoldgica para a restauragao de imagens médicas.

O préximo passo é a segmentagao. Definida em termos gerais, a segmentagao divide
uma imagem de entrada em partes ou objetos constituintes. Em geral, a segmentacao
automadtica é uma das tarefas mais dificeis no processamento de imagem digital [38]. A

saida do estagio de segmentacao é constituida por um grupo de pizels, correspondendo



tanto a fronteira de uma regiao como a todos os pontos dentro da mesma.

Na extragao de atributos e caracteristicas, utilizando imagens ja segmentadas,
torna-se possivel obter dados relevantes ou atributos das regioes ou objetos destacados.

Uma vez que os descritores da imagem e dos objetos segmentados encontram-se
disponiveis, passa-se a etapa seguinte, que consiste um distinguir objetos na imagem
agrupando esses parametros de acordo com sua semelhanca para cada regiao de pizels
encontrada. Essa é a funcao dos processos de classificacao e reconhecimento. No
reconhecimento o objetivo é que os objetos sejam identificados como pertencentes a um
mesmo grupo, e entao sejam classificados em uma base de imagens.

Na fase de decisao, serao tomadas as decisoes do sistema. Isso pode ser feito a partir
de indagacoes simples a respeito de parametros extraidos dos objetos ou de algoritmos

mais complexos de inteligéncia artificial.

2.3 Operacoes sobre a imagem

No processamento de imagens, estabelecer relacoes entre os pizels é essencial,
principalmente para a fase de segmentacao, pois os elementos sao comparados para
deteccao de bordas que delimitam objetos e das regides que os formam. Para isso, é
necessario considerar a vizinhanca de cada pizel da imagem, podendo-se, assim, efetuar

operagoes com os valores de niveis de cinza.

2.3.1 Vizinhancga dos pixels
Em geral, sao consideradas trés tipos de vizinhancas para o pizel p:
e a vizinhanga-de-4 representada por Ny(p);
e a vizinhanga-de-d representada por Ny(p);
e a vizinhanga-de-8 representada por Ng(p).

Um pizel p nas coordenadas (x,y) possui quatro vizinhos horizontais e verticais, e quatro
vizinhos diagonais. A Ny(p) na coordenada (x,y) é dado pelos vizinhos horizontais e
verticais encontrados nas coordenadas: (z + 1,y), (x — 1,y), (z,y +1) e (x,y — 1). A

Ny4(p) é formado pelos vizinhos diagonais do pizel da posigao (x,y). Os vizinhos diagonais



possuem coordenadas (z + 1,y + 1), (z + 1L,y —1), (x—1Ly—1) e (x—1,y+1). A
vizinhanga-de-8 p é dada pelos vizinhos que compoe a Ny(p) juntamente com o vizinhos
diagonais Ny(p) do pizel. Na Figura 2.3 [33] os quadrados em cinza mostram o conjunto

de vizinhancas de um pizel p.

(a) Vizinhanga-de-4 (b) Vizinhanga-de-d (¢) Vizinhanga-de-8

Figura 2.3: conceitos de vizinhancas

2.4 Segmentacao

Como mencionado anteriormente, segmentacao € um processo pelo qual uma
imagem de entrada é particionada em estruturas com conteido relevante para uma
aplicacao desejada. As abordagens convencionais sao baseadas nas propriedades basicas
dos pizels da imagem, buscando detectar descontinuidade ou similaridades entre eles [38].

Na primeira abordagem, a mudanca abrupta das intensidades dos pizels é o critério
para o particionamento da imagem, identificando o contorno de um grupo de pizels
com intensidade semelhante. Na segunda, procura-se agrupar os pizels que apresentam
valores que obedecam a um critério de semelhanga para um conjunto de determinada
caracteristica. A selecao das caracteristicas estd relacionada ao dominio da aplicacao e
deve produzir um conjunto de regioes homogéneas.

As abordagens que originam a maioria das técnicas de segmentagao sao:
e threshold (limiarizagao);
e detecgao de bordas;
e segmentacao por regioes.

A seguir, serao apresentadas as defini¢oes, assim como algumas técnicas derivadas

das mesmas.



2.4.1 Threshold (limiarizagao)

A limiarizacao é uma das técnicas mais simples de segmentacao, consistindo na
classificacao dos pizels de uma imagem de acordo com a especificacao de um ou mais
limiares. A partir do limiar, a imagem é transformada em uma imagem binaria. Por
exemplo, em uma imagem onde as valores de niveis de cinza variam de 0 até 1, definindo-
se um limiar 0.45, todos os pizels com intensidade acima desse valor receberao o valor
1, e os que estao abaixo receberao o valor nulo, como pode ser visto na Figura 2.4. A
selecao correta do valor de limiar é crucial para que o processo de segmentacao baseada

na limiarizagao produza bons resultados.

Figura 2.4: imagem segmentada com limiarizacao global

Quando um tunico valor de limiar é selecionado para segmentar toda a imagem, o
processo é conhecido como limiarizacao global. Diversas técnicas foram desenvolvidas na
literatura, como por exemplo, o particionamento do histograma. Em geral, a limiarizagao
global nao é adequada, pois as imagens podem conter variagoes nos niveis de cinza
dos objetos e do fundo por causa da iluminacao nao-uniforme, ruidos, parametros do
dispositivo de aquisi¢cao nao-uniforme e outros fatores. Para essas situacoes, melhores
resultados podem ser obtidos por meio de segmentacao utilizando multiplos valores de
limiar. Esse processo é conhecido como limiarizacao local, tal que os valores de limiar

podem variar sobre a imagem como uma func¢ao de suas caracteristicas locais.

2.4.2 Deteccao de bordas

O método de deteccao de borda identifica o limite ou a fronteira entre duas regioes
com propriedades relativamente distintas de nivel de cinza, como pode ser visto na Figura
2.5. A ideia associada a maioria das técnicas classicas para detecgao de bordas é o calculo

de um operador local diferencial. A derivada de primeira ordem mede a taxa de variagao de
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uma funcao. Nas imagens esta variacao ¢ maior nas bordas e menor no interior das regioes.
Assim podemos utilizar a magnitude da derivada primeira para a detec¢ao de uma borda.
A derivada de segunda ordem indica que ha uma mudanca de sinal na transicao dos niveis
de cinza, permitindo a localizagao das bordas em uma imagem. Computacionalmente,
uma maneira comum de calcular derivadas de primeira e segunda ordem dos pizels é por

meio da varredura da imagem por uma mascara.

Figura 2.5: imagem segmentada utilizando deteccao de bordas

As madscaras sao matrizes em que cada posicao estd associada a um valor numérico
w, chamado peso ou coeficiente (Figura 2.6). A aplicacdo da mdscara com centro nas
coordenadas (z,y), sendo x a posi¢ao da coluna e y a posicao de uma dada linha da
imagem, consiste na substituicao do valor do pizel na posigao (x,y) por um novo valor,
o qual depende dos valores dos pizels vizinhos e dos pesos da mascara. O procedimento
envolve o calculo da soma dos produtos dos coeficientes das méascaras pelos niveis de cinza
da regiao delimitada pela mascara. Dessa forma, a resposta R da méscara posicionada

em um ponto (z, y) da imagem é dada por:

R = w21 +wazg + ... + wpz, = Zwizi (2.1)
i=1

em que z; é o nivel de cinza do pizels da imagem correspondente com o coeficiente w;
da mascara. A resposta da méscara é definida em relagdo a uma posicao especifica da
matriz. Se o valor de R for maior que o valor do limiar L estabelecido de acordo com a
aplicacao, entao temos um ponto de borda.

Por exemplo, para a deteccao de pontos isolados em uma imagem, pode-se aplicar
a mascara h (Figura 2.7). E calculada a medida da diferenca ponderada entre o ponto
central e seus vizinhos. A ideia é que o nivel de cinza de um ponto isolado serd discrepante

do nivel de cinza de seus vizinhos.
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wi | w2 | w3
w4 | Ws | We
w7z | w8 | wa

Figura 2.6: méscara genérica 3 x 3

-1 -1 1
-1 8 1
-1 -1 1

Figura 2.7: mascara para identificacao de ponto

Considerando a equagao (2.1), se tivermos um pizel p onde a intensidade dos pizels
da sua vizinhanca-de-8 sejam iguais a de p, teremos R = 0. Se o valor da intensidade
do pizel p for diferente da soma das intensidades dos pizels da sua vizinhanca teremos
|R| > 0. E natural definir um limiar L, tal que, se |R| > L, considera-se um ponto isolado.

Em sintese, pode-se definir pontos de borda seguindo os passos do Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Método para deteccao de pontos de borda
Entrada: uma imagem, uma mascara de detecgao de bordas e um limiar L

Saida: um ponto p de borda
Para cada pizel p da imagem faca
Obtenha a vizinhanca equivalente as dimensoes da méscara
Calcule o valor de R
Se o valor de |R| for maior que o limiar L entao

p é um ponto de borda

Diversos trabalhos como os de Roberts [85], Prewitt [84], Sobel [93], Kirsch [53],
Robinson [86] e Frei-Chen [34] propuseram méscaras que utilizam o conceito da derivada
primeira ordem. J& o uso da derivada segunda ordem para detectar pontos da borda
demonstrou-se muito sensivel a ruido. Portanto, é necessario filtrar o ruido antes da
deteccao de bordas, assim destacam-se os trabalhos de Marr e Hildreth [66], Canny [19]
e de Boie e Cox [14].
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Os métodos nao produzem bons resultados se a imagem original apresentar regioces
com pouco contraste ou bordas borradas e além disso apresentam a desvantagem de serem

locais.

2.4.3 Segmentacao de Regioes

Em contraste com os métodos ja descritos, os métodos a seguir detectam regioes
diretamente nas imagens, ao invés de encontrar as bordas que delimitam a regiao. Pizels

que apresentam propriedades similares sdo agrupados para formar uma regiao (Figura

2.8).

Figura 2.8: imagem segmentada utilizando segmentacao por regioes

A Tabela 2.1 apresenta algumas técnicas que utilizam a abordagem de segmentacao

por regioes.

Técnica Caracteristica Ref.
Level sets Utilizam equacoes de evolucao para achar o contorno das regioes [65, 89]
Bootstrap Extrai parametros a partir da segmentagao feita por outro método [10]

k-means Agrupa pizels diminuindo a variacao dos atributos inter-grupo [78]

Fuzzy C-means Utiliza uma fungao custo para produzir o agrupamento de pizels [13]
S DT—DiSCT@te Utiliza derivada topoldgica para segmentacao em regioes [59]
Topo-Shape Utiliza derivada topolégica e otimizacio de formas para segmentacao [49]

Tabela 2.1: técnicas de segmentacao por regioes.

Os métodos Sp,-Discrete e Topo-Shape serao detalhados no capitulo 4.
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Os principais métodos de segmentacao baseada em regioes podem ser classificados

e1n:

crescimento de regioes;

divisao de regioes;

divisao e fusao de regioes;

divisor de aguas.

Crescimento de Regioes

Uma abordagem simples ¢ iniciar a segmentacao com um conjunto de pixels
denominados sementes e, a partir dele, crescer as regioes anexando a cada semente
pizels que possuam propriedades similares. O nimero de regides no qual a imagem sera
segmentado é definido pelo niimero de sementes. Os pizels sementes podem ser escolhidos
de maneira aleatéria, deterministico ou selecionados pelo usuédrio. Duas dificuldades
associadas ao crescimento de regides sao: a selecao de sementes que representem
adequadamente as regides de interesse, e a selecao de propriedades apropriadas para a
inclusao de pontos nas varias regides durante o processo de crescimento.

No critério de similaridade descrito por Haralick e Shapiro [46], uma regiao é
definida como um conjunto de pizels conexos pela média do conjunto. Para cada novo
pizel agregado a uma regiao, os valores da média e variancia do conjunto de pizels da
regiao sao atualizados.

As técnicas de crescimento de regides sao pouco confidveis quando a regiao

segmentada estd rodeada por outras com intensidade similar (pouco contraste)

Divisao de Regioes

A segmentacao baseada na divisao de regioes inicia-se com regioes formadas por
pizels da imagem e, recursivamente, subdivide as regides nao-homogéneas em areas
menores. Em muitos casos, a imagem inteira pode ser considerada como a regiao inicial.
O processo de subdivisao termina quando todas as regides satisfizerem a algum critério

de similaridade [38].
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Divisao e Uniao de Regioes

Os procedimentos de crescimento e divisao de regioes podem ser combinados de
modo a reunir as vantagens de ambas as técnicas. Os métodos de divisao e uniao de regiao
sao particularmente 1teis para imagens complexas.

Uma abordagem alternativa é subdividir a imagem em um conjunto de regioes
arbitrarias e disjuntas e, entdo, realizar a divisdo e/ou unido das regides na tentativa de

satisfazer as condigoes estabelecidas [81].

Segmentacao por Divisor de Aguas

Para o entendimento da técnica de segmentagao por Divisor de Aguas, deve-se
interpretar a imagem a ser segmentada como sendo uma superficie topografica, em que as
intensidades dos pizels correspondem a valores de altitude ou elevacao dos pontos. Dessa
forma, o conjunto de pizels da imagem forma uma superficie composta por vales e picos
com diversas elevacoes.

Um processo de imersao simula a inundacao da superficie a partir de perfuracoes
localizadas nas regides mais baixas da superficie. A medida que a agua penetra
nessas regioes, conhecidas como minimos regionais, vales sao gradativamente inundados,
formando bacias de retengao. Quando as aguas de duas bacias vizinhas entram em contato,
uma linha de contencao é criada entre essas bacias.

O processo de imersao continua até que toda a superficie esteja sob a dgua, tal que
havera uma linha de contencao delimitando cada bacia de retencao. Ao final do processo,
um conjunto de linhas de contencao de aguas é formado para evitar o transbordamento
das dguas entre diferentes bacias. Essas linhas definem o contorno dos objetos na imagem,

e as bacias definem as regides da imagem segmentada [38].



Capitulo 3

Analise de sensibilidade topoldgica

3.1 Derivada Topolégica

Motivados por problemas de otimizacao de formas e de topologias, Sokolowski
& Zokowski [95] introduziram o conceito de derivada topoldgica: um campo escalar
definido sobre todo o dominio e que fornece a sensibilidade de um funcional de forma
quando uma perturbagao nao suave € introduzida ao problema. A principal vantagem da
derivada topoldgica é a de fornecer uma aproximacao de primeira ordem para o funcional
perturbado que sé depende (através do dominio e das solugoes das equagoes de estado e
adjuntas) do problema nao perturbado. Isto se traduziu em um baixo custo computacional
no desenvolvimento de algoritmos de otimizacao topolégica [95, 96], problemas inversos
[97] e, posteriormente, na segmentagao de imagens [5, 9, 47, 48, 49, 58, 60].

Embora a anélise de sensibilidade topolégica possa ser aplicada a problemas cujo
dominio é perturbado com furos, inclusoes, deformagcoes nao suaves na fronteira, ou ainda
com a inclusao de termos-fonte; a otimizagao topoldgica, isto é, a necessidade de otimizar
estruturas sem o conhecimento prévio de sua topologia, forneceu a motivacao para o
seu desenvolvimento e cunhou os termos gerais da teoria. No contexto de otimizacao
estruturais, a otimizacao paramétrica a estrutura apresenta forma e topologia fixas, ou
seja, as dimensbes que variam na otimizacao da estrutura [100]. Na otimizacao de forma
a estrutura apresenta forma variavel e topologia fixa, ou seja, as variaveis sao contornos
no dominio cuja forma é alterada a cada iteragao do processo de otimizacao [90]. De fato,
a otimizagao topoldgica [12], além de mais geral que as otimizagdes paramétrica [100] e

de forma [45], como se pode observar na Figura 3.1 [90], apresenta melhores resultados, ja
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que a introdugao de furos permite buscar a solu¢ao de minimo local (a melhor estrutura)

em um conjunto mais geral e onde a topologia nao é definida a priori.

é/\/\/\Lf@

(a) otimizacdo paramétrica

(b) otimizacdo de forma

A - ]

(c) otimizacgdo topologica

Figura 3.1: técnicas de otimizacao estrutural.

Seguindo o desenvolvimento historico, considera-se um dominio perturbado com a
nucleagao de um furo. Seja um dominio Q C R?, aberto e limitado e Jq(u) uma fungio
3 Q — R?, que depende de u, através da solucdo de uma equacao de estado definida
sobre Q . Seja Q. = Q/W,(Z) o dominio perturbado com a introducio de um furo dado

pela bola W,(2) de centro no ponto & e de raio € (Figura 3.2) [59].

J) F(8)

Figura 3.2: insercao de uma perturbacao no dominio.

A anélise de sensibilidade topolédgica fornece uma expansao assintotica-topoldgica
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para o funcional definido sobre o dominio perturbado, dada por,
Sa.(ue) = Sa(u) + f(€)TS + o(f(€)), (3.1)

onde f(€) é uma func¢do ndo negativa, tal que lim. o+ f(€) — 0; TS é a derivada topoldgica
o9 _,
f(e)

Embora essa expansao assemelhe-se a uma expansao de Taylor e a derivada

e o(f(e)) € tal que 11_{% =

topoldgica possa ser redefinida formalmente pela expressao:

TS = lim Sa.(ue) — Sa(u)

e—0t+ f(E) ’

deve-se notar que os dominios {2, e {2 nao apresentam a mesma topologia, e o cédlculo

(3.2)

da derivada acima nao pode ser efetuado de maneira classica através de um dominio de
referéncia difeomorfo a €2 e Q.. De fato, a falta de existéncia de um difeomorfismo entre
Q e €. foi o principal entrave para o desenvolvimento de uma metodologia para o cédlculo
da derivada topolégica, até o desenvolvimento do domain-truncation method por Garreau
et al. [36] e o topological-shape sensitivity method, por Novotny et al. [74]. Em particular,
essa ultima abordagem estabeleceu formalmente a conexao entre a andlise de sensibilidade
a mudanca de forma cldssica e a andlise de sensibilidade topoldgica resultando em uma
metodologia mais simples e geral para o calculo da derivada topoldgica, como pode ser

observado na analise realizada por Feijéo et al[30].

3.1.1 Estado da arte da Analise de Sensibilidade Topolégica

Para que este trabalho fique auto-contido, nesta secao sera reproduzido o estado
da arte da andlise de sensibilidade topoldgica realizado em [87] e atualizada a partir do

ano de 2007.

e Sokolowski & Zochowski 1999 [95]. O conceito de derivada topoldgica ¢ formalmente
definido pela primeira vez. Em particular, no referido trabalho a derivada topolégica
é calculada para funcionais arbitrarios e apresentam-se exemplos para equacoes
elipticas em calor e elasticidade plana, considerando-se em cada caso a condigao
de contorno de Neumann homogénea na fronteira do furo. Neste trabalho se conclui
que a derivada topolédgica é uma ferramenta que pode ser aplicada em problemas de

otimizacao de estruturas mecanicas.
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e Sokolowski & Zochowski 1999 [97]. A derivada topoldgica ¢é calculada para uma
funcao custo associada a um problema de Laplace tridimensional. Observou-se a
potencialidade da aplicacao dos resultados obtidos na otimizagao em problemas
difusivos ou de transferéncia de calor, bem como para solucoes numéricas de

problemas inversos de identificagao de inclusoes.

e Céa et al. 2000 [23]. O conceito de derivada topolégica foi generalizado para
dominios perturbados por furos com condicao de contorno de Dirichlet prescrita
em sua fronteira. Observa-se que a derivada topoldgica fornece uma justificativa
matematica para um algoritmo de otimizacao que fora introduzido por Jan Céa, ja
em 1973, e sao obtidas algumas condicoes de otimalidade usando-se simultaneamente
os gradientes classico e topoldgico. Finalmente, apresentam-se alguns exemplos de

aplicagoes em Mecanica e Eletromagnetismo.

e Garreau et al. 2001 [36]. Propoe uma técnica para o cédlculo da derivada
topologica, denominada domain truncation method, a qual é aplicada ao problema
de elasticidade, com funcionais gerais e furos de forma arbitraria onde sao impostas

condicoes de contorno de Neumann ou de Dirichlet homogéneas em sua fronteira.

e Guillaume & Sid Idris 2002 [39]. Fornece uma extensao do domain truncation method
para furos de forma arbitréaria, considerando-se diversas func¢oes custo associadas ao
problema de Poisson com condi¢oes de Neumann e Dirichlet homogéneas na fronteira
do furo. Entretanto, a metodologia supracitada tem como principal inconveniente
a introducao de um parametro artificial R, que permanece na expressao geral de

sensibilidade topoldgica (vide, por exemplo, Amstutz 2003 [5]).

e Novotny et al. 2003 [74]. Neste trabalho, é proposta uma definigao alternativa para
a derivada topoldgica que permite o estabelecimento da relagao entre os conceitos
de andlise de sensibilidade topoldgica e andlise de sensibilidade na mudanca de
forma. Este resultado tem como consequéncia direta o desenvolvimento de uma
nova metodologia, denominada topological-shape sensitivity method, para o calculo
da derivada topoldgica através dos métodos classicos da andlise de sensibilidade a
mudanga de forma. Os resultados obtidos sao utilizados na otimizagao de diversos

componentes mecanicos.
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e Feijéo et al. 2003 [30]. Fornece uma andlise comparativa entre o topological-shape
sensitivity method e o domain truncation method, mostrando que, embora ambas
metodologias sejam equivalentes, a primeira resulta mais simples e, até entao, mais

geral.

e Lewinski & Sokolowski 2003 [62]. Apresenta uma visao geral do problema de
variacao da energia elastica devido ao surgimento de pequenas cavidades nos sélidos
elasticos, obtendo com a derivada topoldgica os mesmos resultados fornecidos por
Mazja et al. 1991 [68] e por Nemat-Nasser & Hori 1993 [77], para furo eliptico na

cavidade esférica do R? e R3.

e Samet et al. 2003 [88]. Considera a equagao de Helmholtz com condigao de contorno

de Dirichlet homogénea na fronteira do furo.

e Sokolowski 2003 [94]. Apresenta novas condigoes de otimalidade para uma classe de

problemas em otimizacao de forma.

e Novotny 2003 [73]. E a primeira tese de doutorado defendida na érea. Desenvolve
o topological-shape sensitivity method e realiza a sensibilidade topoldgica em
diversos problemas de engenharia: conducao estacionaria de calor em sélidos
rigidos considerando condicoes de contorno de Neumann, Robin e Dirichlet na
fronteira do furo; elasticidade linear em estado plano de tensoes e deformacoes;
flexao eldstica linear de placas de Kirchhoff; torcao de barras sujeitas a fluéncia
estacionéria (problema p-Poisson) e, finalmente, no problema de Poisson em um

dominio perturbado por uma inclusao com propriedades distintas do meio.

e Amstutz 2003 [2].  Nesta tese de doutorado sao fornecidas férmulas de
desenvolvimento assintético topoldgico para varios problemas de interesse. Em
particular, aplicam-se os resultados obtidos na localizagao de trincas considerando o
problema de Laplace 2D; no problema de Helmholtz 2D com condigao de Dirichlet
em um furo circular, condi¢cao de Neumann em um furo de forma arbitraria ou uma
trinca e insercao de inclusoes; estuda a sensibilidade para problemas nao-lineares
com condicao de Dirichlet e furo de forma arbitraria. Finalmente considera a anélise

de sensibilidade topoldgica para o problema de Navier-Stokes.
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Nazarov & Sokolowski 2003 [71]. Utilizam os métodos matched e compound na

construcao das expansoes assintéticas de funcionais de volume e superficie.

Nazarov & Sokolowski 2004 [72]. Calcula a expansao assintética da solugao e do
funcional energia correspondente ao problema de Poisson para uma perturbagao

associada a formagao de um ligamento.

Feij6éo 2004 [30]. A derivada topolégica foi calculada para o problema de Helmholtz
em um meio infinito, sendo o resultado empregado na resolugao do problema inverso

do espalhamento.

Feijéo et al. 2004 [31]. Calcula a derivada topoldgica da energia potencial total
no problema de elasticidade 2D através da aplicacao do topological-shape sensitivity

method.

Guillaume & Sid Idris 2004 [40]. Aplica a andlise de sensibilidade para a equagao de
Stokes considerando funcionais custos gerais e furos de forma arbitraria. Também

ilustram o uso da derivada topoldgica em problemas de otimizacao.

Burger et al. 2004 [17]. Utiliza a informagao dada pela derivada topoldgica para
se obter um parametro de determinacao das curvas iniciais para a técnica de level-
sets. Observa-se mediante a andlise de alguns testes numéricos que a aplicacao da
derivada topoldgica permite a solucao de problemas mais gerais do que os tratados

pela técnica de level-set padrao.

Labanowski 2004 [56]. Nessa dissertagdo de Mestrado ¢ realizada uma andlise
comparativa entre os métodos de otimizagao topolégica SIMP (Solid Isotropic
Microstructure with Penalization), ESO (Evolutionary Structural Optimization) e

TSA (Topological Sensitivity Analysis)

Amstutz 2005 [6]. E o primeiro resultado em andlise de sensibilidade topolégica
para um caso nao-linear, onde se calcula a derivada topoldgica para equacoes de
Navier-Stokes no caso estacionario e fluido incompressivel e uma condicao de nao

deslizamento no contorno de um obstaculo de forma arbitraria.

Amstutz et al. 2005 [4]. As técnicas de gradiente topolégico sdo aplicadas para

a identificagdo de trincas em um dominio bidimensional, considerando a equacao
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de estado de Laplace e o critério de Khon-Vogelius como fungao custo R (Khon &

Vogelius 1987 [55]).

Sokolowski & Zochowski 2005 [98]. Aplica a andlise de sensibilidade topoldgica em

problemas de contato.

Sokolowski & Zochowski 2005 [99]. Calcula a derivada topolégica para uma classe

de funcionais de forma para problemas de obstaculo.

Novotny et al. 2005 [75]. O topological-shape sensitivity method é aplicado para o
calculo da derivada topolégica no problema flexao de placas elasticas utilizando o

modelo cinematico de Kirchhoff.

Masmoudi et al. 2005 [67]. Estuda a sensibilidade topoldgica para a equacao de
Maxwell tridimensional quando o dominio é perturbado com a introducao de um
pequeno objeto dielétrico ou metalico e aplicam os resultados obtidos no problema

inverso de identificagao de propriedades eletromagnéticas.

Guinzani 2006 [41]. Nessa dissertagdo de Mestrado, o problema inverso da
condutividade ¢é tratado sob a 6tica da andlise de sensibilidade topolégica e

desenvolve-se um método iterativo de reconstrucao.

Guzina & Bonnet 2006 [43] e Bonnet 2006 [16] a derivada topolégica foi calculada
no problema de actstica respectivamente no dominio da frequéncia e do tempo,

permitindo sua aplicacao no problema inverso do espalhamento.

Amstutz & Andra 2006 [5]. A questao da aplicacao da derivada topoldgica no
método de level-set é retomada neste trabalho. E desenvolvido um novo algoritmo
onde se propoe uma generalizacao do conceito da derivada topoldgica e uma nova
equacao de evolugao que evita o uso de parametros arbitrarios para se construir as

correcoes nas iteracoes sucessivas.

Amstutz 2006 [7]. Fornece o cdlculo da derivada topolégica para uma classe de
problemas nao-lineares. Em particular, trata da equagao de Navier-Stokes e da

versao nao-linear da equacao de Helmholtz.

Auroux et al. 2006 [9]. Calcula a expansao assintética topoldgica para um problema

associado a restauracao e classificacao de imagens.
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Larrabide 2007 [59]. Nesta tese de doutorado estuda-se a restauracao e segmentagao
de imagens médicas e sua aplicagcao na modelagem do sistema cardiovascular
humano, utilizando a derivada topoldgica para este fim. Em particular, define-
se uma versao discreta da derivada topoldgica que possibilita um menor custo

computacional que os algoritmos baseados na defini¢ao cléssica.

Belaid et al. 2007 [11]. Aplica o gradiente topoldgico para os problemas de

restauracao de imagens e de deteccao de borda.

Giusti et al. 2007 [37]. Propoem um método de otimizagao topoldgica associada a
criacao de uma inclusao no problema de elasticidade linear bidimensional em que
se destaca a possibilidade de se colocar e retirar material simultaneamente em cada

passo do algoritmo.

Guzina & Chikichev 2007 [44]. Fornece uma extensao do conceito de derivada
topologica e indica possibilidades de aplicagoes em diagnosticos médicos, sobretudo

na identificacao de cancer de mama.

Novotny et al. 2007 [76]. Apresenta o calculo da derivada topoldgica no problema
de elasticidade linear tridimensional, que possibilita a otimizacao topoldgica de

estruturas tridimensionais.

Rocha de Faria 2007 [87]. Nesta tese de doutorado mais um termo na expansao
assintotica topoldgica foi considerado, denominado derivada topoldgica de segunda
ordem. Assim, foi possivel obter estimativas mais precisas para o valor da funcao

custo e melhores direcoes de descida em problemas de otimizacao.

Bojczuk & Mroéz 2008 [15]. Aplicou a andlise de sensibilidade topoldgica ao problema

de otimizacao de placas em flexao.

Carpio & Rapin 2008 [21]. Propds uma estratégia utilizando derivada topolégica
para reconstruir espalhadores enterrados em um meio onde a radiagao é governada
por problemas de transmissao Helmholtz. O problema do espalhamento foi
reformulado como um problema de otimizacao de formas tendo a equacao de

Helmheoltz como uma restricao e o espalhamento como uma variavel.
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Fulmaski et al. 2008 [35]. Resolve uma classe de problemas de otimizagao de forma

utilizando o método level set combinado com derivada topolédgica.

Khludnev et al. 2008 [54]. Neste trabalho, os autores abordam o problema de
topologias que apresentam falhas ou quebras. E proposto um framework para analise

de sensibilidade para corpos elasticos.

Malcolm & Guzina 2008 [64]. Utilizou a darivada topoldgica para resolver problemas
de espalhamento de campos acusticos transientes. Ilustra a utilidade do métodos

proposto através da reconstrucao geométrica dos obstaculos penetraveis.

Pereira & Bittencourt 2008 [82]. Aplicou a anélise de sensibilidade topoldgica em
problemas de elasticidade de grande deformacao baseado na formulagao Lagrangiana

total.

Iguernane et al. 2009 [52]. Este trabalho apresenta a derivada topolédgica para
problemas denominados de valores de contorno para equagoes elipticas semilineares.
Divide-se em duas contribuicoes principais, uma analise assintotica da classe de
problemas de valores de contorno para equacoes lineares de segunda ordem, e
uma prova da convergencia da aproximacao de elementos finitos para a derivada

topologica.

Hintermuller & Laurin 2009 [49]. Segmenta imagens utilizando um algoritmo que
combina andlise de sensiblidade topoldgica e andlise de sensibilidade a mudanca de
formas. Além disso, propée uma generalizagao do funcional de Mumford-Shah para

segmentacao de imagens modeulares.

Hlavécek et al. 2009 [51]. Este trabalho utilizou o conceito de derivada topolégica
para propor uma nova abordagem para derivacao no pior cenario e métodos de

cenarios de alcance maximo.

Cardone et al. 2010 [20]. Trata de uma anélise assintética dos problemas de valores
de contorno para modelos acoplados. Em particular, é tratada a otimizagao de
forma de corpos pizoelétricos, sendo necessario considerar o acoplamento que ha
entre a parte mecanica que tomam a forma de elasticidade, e a parte elétrica que

descreve o eletromagnetismo dos corpo
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Amstutz [3] 2010. Este trabalho propoe um método utilizando derivada topolégica

para otimizacao de topologias sujeito a restri¢coes de caso pontuais.

Canelas et al. [18] 2011. Prop6s um novo método para resolucdo do problema
inverso de fundigao eletromdagnética. O problema foi modelado como um problema
de otimizacao, e a derivada topoldgica é utilizada para localizar a posicao correta

de novos fios.

Machado et al. [63] 2011. Utilizou derivada topoldgica no processamento de imagens
como um pré-processamento para a etapa de segmentacao. A derivada topoldgica

junto com um filtro low-pass obtém uma aproximacao das bordas de interesse.

Patel et al. [80] 2011. Neste trabalho, foi aplicado um algoritmo de segmentagao
de imagem que utiliza que combina a derivada topoldgica continua e discreta para

deteccao de cancer de mama em mamografias.

Silve et al. [91] 2011. Prop6s um método para localizagao de falhas utilizando
derivada topoldgica, que oferece vantagens computacionais em relacao aos métodos

de elementos finitos existentes da literatura.

Ammari et al. [1] 2012. Este trabalho apresentou um algoritmo de detec¢ao de

anomalias baseado em derivada topologica.

Hintermuller et al. [50] 2012. Foi utilizado a expansao topoldgica de segunda ordem
para o problema impéndencia de tomografia, mostrando a relevancia destes termos

nao locais.

Park & Ma [79] 2012. Apresenta um algoritmo que utiliza analise de sensibilidade
topoldgica para detectar falhas de um material homogéneo através de suas imagens

eletromagnéticas .



Capitulo 4

Segmentacao de Imagens via Analise

de Sensibilidade Topoldégica

4.1 Derivada Topolégica em Segmentacao de

Imagens

A caracteristica mais notavel da derivada topolégica é que ela fornece a variagao
de uma funcao custo com respeito a uma perturbacao nao suave e infinitesimal com um
custo muito baixo do ponto de vista computacional. Os primeiros trabalhos de derivada
topolodgica aplicada ao processamento de imagem surgiram no esforco de restaurar as
imagens digitais (Belaid [11] e Larrabide[57, 58]). Logo apés, Larrabide et al. [60, 61]
e Hintermiiler et al.[48, 49] aplicaram a técnica na segmentacao de imagens. Auroux
9], He & Osher [47] e Amstutz [5] classificaram imagens estabelecendo uma relagao
entre a derivada topoldgica e outras técnicas amplamente utilizadas em processamento de
imagens.

A ideia da segmentagao de imagens via andlise de sensibilidade topoldgica é calcular
a sensibilidade a pequenas perturbacoes de uma medida ou funcao custo associada a uma
segmentacao especifica da imagem. Ou seja, para uma dada segmentacao da imagem
teremos um valor associado a este estado obtido através da fungao custo. De fato, o
trabalho de Mumford-Shah [70] de 1989 é considerado um divisor de dguas na teoria de
segmentacao de imagem por regioes e restabelece o problema de segmentagao como um

problema de minimizacao nao-suave. Em geral, a funcao custo utilizada na segmentagao
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de imagens via andlise de sensibilidade topoldgica é baseada neste funcional. A seguir,
considerando-se a perturbacao infinitesimal e nao suave dada pela mudanca de um pizel de
uma regiao como sendo de uma classe de segmentacgao distinta de seus vizinhos, a derivada
topoldgica ira fornecer a aproximacgao de primeira ordem da funcao custo. Se a derivada
topoldgica for negativa, a funcao custo serda descrescente e teremos uma segmentacao
melhor que a anterior.

Nas préximas subsegoes serao apresentados os algoritmos de Hintermuller & Laurin
(Topo-Shape 1 e 2) e de Larrabide (Sdt-discrete). Para isso, em um primeiro momento

serao mostrado os fundamentos em comum para os trés algoritmos:
e a funcao custo baseada no funcional de Mumford-Shah,
e formulacao do problema,
e calculo da derivada topoldgica.

Em seguida, serao apresentados os pseudos-codigos com destaque para as caracteristicas

particulares de cada algoritmo. Sao elas:
e inicializacgao,
e condicao de parada,
e manipulacao das classes,

e correcao das bordas.

4.1.1 O funcional de Mumford-Shah e o problema de

segmentacao de imagens

Como acima mencionado, o funcional de Mumford-Shah [70] trata a segmentacao
de imagens como um problema de minimo. Obter a segmentacao u da imagem original

f, consiste em minimizar

D)= [(F=wpsp [ |VuP o) (4.1)
Q Q)T
onde 2 é o dominio da imagem , I' sao as bordas das regioes de uma segmentagao

da imagem, |Vu|?> é o gradiente de u e H!(T') é a medida Hausdorff da fronteira. Os
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parametros p e 0 penalizam os desvios de homogeneidade e comprimento das bordas das

regioes, respectivamente. Abaixo segue a interpretagao de cada termo do funcional.

e Primeiro termo ([,(f — u)?) : este termo mede se a segmentacao u é uma boa
aproximacao de f. Quanto mais a segmentagao u se aproxima de f, menor serd a

contribuicao deste termo para o valor do funcional.

o Segundo termo ([, . [Vul?): calcula a variagdo de u dentro de cada sub-regiao
aberta. Quanto mais homogéneas forem as intensidades de cinza no interior das

regioes, menor sera a contribuicao deste termo para o funcional.

e Terceiro termo (6H!(T")): calcula o comprimento das fronteiras das regioes. Quanto
maior o comprimento das fronteiras, maior sera a contribuicao deste termo para o

valor do funcional.

Chan & Vese [101] formularam um modelo, a partir do funcional de Mumford-
Shah, considerando que o interior das regioes ¢ constante por partes, como é usual em
segmentacao de imagens, logo Vu = 0 em cada sub-regiao. Assim, o funcional fica
reduzido a

Ts(u,T) = /Q(f —u)? 4+ SH (). (4.2)

Este funcional modificado motivou o funcional utilizado neste trabalho.

4.1.2 A formulacao do problema

Inicialmente, desconsidera-se o termo de tratamentos das bordas (6 = 0), pois ele
induz uma singularidade no calculo da derivada topolégica [49]. Assim, temos o seguinte

funcional simplificado
Js(u,T) = /(f—u)z. (4.3)
Q
A segmentacao u é definida como
u(z) = Z ¢ix$i, (4.4)
i=1
onde ¢; é o valor do tom de cinza no segmento {2;, m é um inteiro correspondente ao

nimero de classes da segmentacao e x{2; é a funcao caracteristica de €;, tal que

1,sex €

0, caso contrario
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As diferentes classes sao denotadas por ¢; e seu dominio correspondente por €);, i €

{1,...,m}. Assim, pode-se escrever a particao de 2 como
Q=% QnQ;=0,vi#j
=1

Observa-se que a minimizacao da forma quadratica dada em (4.3) corresponde a

minimizar em cada sub-regiao €2;. Isto é

mln Ts(u,T') = mlng Z/ —u)? (4.6)

Portanto, o funcional modificado em termos de €;

DY) = 00 = 3 [ (160 =t (@.7)

Finalmente, o problema de segmentacao como um problema de minimizacao do

funcional de Mumford-Shah ¢ dado por *

m

Minimizar ({Qi}ie{lmm}) = /Q (F(2) — ¢;)2de

i=1 %
s.a. Q:UQ,-
i=1

; é mensuravel Vi € {1,...,m}. (4.8)

4.1.3 Calculo da Derivada Topologica

Considere p > 0 e zg € ;. Entao B(xg, p) denota a bola aberta de raio p e centro

em xo. A derivada topoldgica 7; ; de J5 em x( definida como
T Q\Bys o % U By oo Q) = T hieqr, ) + 70T () + 00, (4.9)

fornece um critério para a remocao de uma pequena bola de 2; e sua incorporacao em §2;.
De fato, nos pontos onde 7; ; é negativo, o funcional decresce para um p suficientemente
pequeno. Portanto, define-se uma matriz de valores 7 contendo as derivadas topoldgicas

para todos os casos possiveis:

T = {ﬁvj}(i,j)e{l,...,m}Q ) (410)

!Segundo [48], o problema (4.8) admite uma solucao Gtima {2}, (1,..m}-
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isto é, todas as possiveis mudancas de uma classe ¢ para outra classe j. Observando a
equagao (4.9), vemos que 7;; = 0 para todo ¢ € {1,...,m}.
Em seguida, sera calculada a derivada topolégica 7;; para ¢ # j. Assumindo

|©2;| > 0, calcula-se primeiro a expansao para ¢; no caso onde nés removemos material de

Qi:

1 1
¢i (Q/By) —ci () = —=—== r)dr — — z)dr
@/B) = @) = g | @ a7

1 1
- m(/{zf(x)dx_ Bpf(@dx)—mi'/ﬂif(a:)d:c

1
= m (‘92’61 (%) — Bﬂf(l’) dx) —¢i (S)

€2 ] 1
= al) (mi/BA - 1) TB,)

- €2 1
= al) (m “1B,] 1> " /B, /Bpf (c) da
B 1

- d
0.8, /B, [, 1

= () (4.11)

Note que

L1 e ) 1< B,) > | B,
_ _ 14 - (412
/B, |ﬂi|<|ﬂir—|Bp| o " Tim e Tl T eess, P

donde,
_ B, 1B LB,
B ) = Ci(Qi)(m *mmww)‘(miﬁmiHQi/BA) p,
B gy
" (Cl“) 1Bl Jn,? )

Bl |
+|Q||Q/B|< %~ g @ ) 1

A expansao para ¢; quando adicionamos material em €2; depende do valor de |€2;].

Se || > 0, entd@o escrevemos:
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1 1
O UB) o) = gip | J@d g [ @

:\m+|Br</f e [ ) ) iy @

= m <|Qj|cj (QJ) + i f(x) dx) — G (QJ)

_ cm)(m'm e )+WIBP|/BPf(I)dx

= ¢ () <%—1>+®/ f(x)dx

IB | /
———c; (1, x)dx. 4.14
Note que
1 1 |QJ| _ 1 _ ‘Bp‘ 1 _ |Bp|
= 1 = . (4.15)
[ UB,| ] \|%UB, €21 ] + | B, 1] 121825 U B,
Entao,

= | B, |Bp|2
(G UB) — 6 () = (%) <_\er o] |quBp|>
! 1B,
+ (|Q| B |Qj||QjUBp|> /Bpf(x)dx
B,
_ |’Q|| <c () — ‘51)‘ Bf() )

! %(Cﬂ'mﬁ) ,;, () de ) (4.16)

Caso contrério, se |2;| = 0, nds tem-se

S UB,) = B, [ fa)ds (4.17)

Para obter a sensibilidade do dominio com a perturbacgao inserida, calcula-se a
diferenca entre os funcionais do dominio perturbado e do dominio original.

Se [Q;| # 0, temos:

T, .., Q\B,, ..., UB,,...,Q,) — J({Q }26{1 m})

.....

= [ (@ e UB) s [ (@) (0B

Q:\B,

- / (f(2) — ()% — / (F(2) = ex(Q) 2. (4.18)

j Q
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Considerando as expansoes para ¢;(€2;\B,) e ¢;(2; U B,), tem-se que

T5( s, Q\Byy o, U By Q) = T ieq )
- / (/) — ()% — (f(x) — ()] da

|5, yo 1 ©) — ¢;(Q))da
+ 2l ( 00~ gy [, s )/Qm) ()

J

Bol [ 1y 1 e N
- 2|Qi, (Cz(ﬂz) B, B,,f() )/Q(f() (Q:))dz + O(|B,|).  (4.19)

J

Observa-se que

/Q‘ (f(x) — () da = /Q (f(x) = ¢; |9]) dz = 0. (4.20)
Além disso, | |
lim | B, | = 0. (4.21)
Assim,
T, Q\Bpo o QU By, Q) = T5({ e rmy)
= [(f(z0) = ¢j(2))* = (f(w0) — ci())*] + O(|B,|), (4.22)

onde foi utilizado o teorema do valor médio para integrais. Assim,
Tij(x0) = (f(x0) = ¢;())* = (f(20) — i) (4.23)

para todos xg € €.

No caso onde [€2;| = 0, temos

T5( @, Q\Byy o U By, Q) = Ts{ Qi icrm)
-/ @) = (00 By + / ) 0B, / (@) = a2
-/ )~ (0, U B~ () e (0))] e
- 2 <ci<szi> 5 [ s ) | (@) = e@as + 05, (4.24)

Como |B,| —+ 0 para p — 0, uma vez que ¢;(; U B,) = |B,|™" [, f(x)dz — f(xo) para

todo xg € €2, obtemos
Tij(xo) = —(f(x0) — ci(0))?, (4.25)

para todos xg € €.
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4.1.4 Sdt-Discrete

O algoritmo Sdt-Discrete foi apresentado no trabalho de Larrabide [59] utilizando
uma versao discreta da derivada topoldgica. Neste trabalho, o algoritmo foi testado
e comparado a outros algoritmos de segmentacao, a saber, K-means, Fuzzy C-means,
Crescimento de Regioes e BootStrap, e mostrou resultados de segmentacao melhor
qualidade, particularmente para imagens bastante poluidas por ruido (foi considerado
ruido gaussiano branco de até 0.1 de variancia).

Durante a realizacao do experimento numérico apresentado no Capitulo 6, foi
encontrado uma limitacao do algoritmo Sdt-discrete. Para segmentacao de imagens com
pouco contraste, onde classes possuem niveis de cinza proximos, o algoritmo podera entrar
em [oop infinito, como serd explicado no topico Manipulacao das Intensidades das
Classes desta subse¢dao. Por exemplo, na imagem da Lena (Figura 4.1), o algoritmo
segmenta a imagem em 3 classes (Figura 4.2). No entanto, o algoritmo mostrou-se incapaz

de segmentar a mesma imagem para 4 classes.

Figura 4.1: imagem da Lena.

Inicializacao

A inicializacao das classes é dada por

0 _ . (max(f) — min(f))
A% = min(f) + i T 1 (4.26)

parai=1,...,m.



33

Figura 4.2: imagem da Lena segmentada em 3 classes.

A segmentacao u inicial utilizada é dada por
u=c;x0 (4.27)
ou seja, é definida de forma que todos os elementos da imagem fazem parte da primeira
classe.

Condigao de Parada

Foi adotado o critério Tmin < 0, onde 7Tmin = min7,. No entanto outros
critérios poderiam ser adotados, como por exemplo se em duas iteragoes consecutivas a

funcao custo decresce menos do que uma determinada tolerancia pré estabelecida.

Manipulagao das Intensidades das Classes

Larrabide [59] propos uma técnica para ajustar os valores das classes. A ideia é

reajustar os valores ao final de cada iteracao. O Algoritmo 2 é apresentado abaixo.

Algoritmo 2 Otimizacao dos valores das classes
Entrada: Uma imagem de entrada f € F, o conjunto de classe ', uma imagem

segmentada na iteracao ¢, u € U.
Saida: O novo conjunto de classe C*
cr =
for ce C' do
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for -1 a1ldo
escolher C* = (C' = {c}) U {c+1i}
criar u' fazendo em w a substituicao C' — C*

calcular j' = J5(u?)

end for
M — ¢ 4 4 sendo i = min; (]Z)
O — % | emin

end for

De acordo com a anélise realizada no Capitulo 6, esta rotina de manipulacao de
classes é uma limitacao para alguns casos de segmentacao, como foi citado no inicio
desta secao, fazendo com que o algoritmo entre em loop infinito. A cada iteracdo do loop
principal do algoritmo Sdt-Discrete os valores das classes sao atualizados devido aos pizels
que sao adicionados/removidos das classes, este valor representa todos os pixels dentro
da classe. Na rotina de manipulagao de valores das classes de Larrabide [59], a cada
iteragao sao testados trés valores no funcional: o atual, o valor atual incrementado de 1 e
o valor atual decrementado de 1. O valor que obtiver o melhor resultado no funcional sera
o valor escolhido como representanto da classe. Durante os experimentos foi observado
que quando as imagens apresentam pouco contraste, alguns elementos da imagem ficam

oscilando entre as classes, fazendo com que o algoritmo entre em loop infinito.

Correcao das Bordas

Este algoritmo e os demais abordados consideraram 6 = 0 no funcional de
Mumford-Shah, ou seja, nao existe controle na medida das bordas de cada regiao, assim
segmentacoes com bordas muito irregulares sao permitidas, o que é nao desejavel, em
geral. Na figura (4.3) pode-se observar o resultado da segmentagao considerando § = 0.
A figura (a) foi poluida artificialmente com ruido gaussiano para variancia de 0.1. O
resultado da segmentacao, na figura (b), mostra um grande nimero de pequenas regioes
em toda a imagem, que faz com que a segmentacao perca qualidade.

Logo, para obter resultados com bordas mais suaves, foi proposto um novo
funcional, resultado da soma convexa da versao discreta do funcional original e de um

termo para correcao das bordas, dado por:
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(a) (b)

Figura 4.3: (a) Imagem original poluida com ruido gaussiano de variancia 0.1. (b) Imagem

segmentada sem o controle da medida das bordas (6 = 0).

F,=0Js5(u)+ (1 —6)B(u),com 6 € [0, 1], (4.28)

onde o termo B(u) é um funcional associado aos contornos entre as regioes.

Este funcional é definido como:

Bu) = ﬁ SO (wt, ) (4.29)

onde n representa o nimero de dimensoes da imagem, x(u®, u”) é uma funcao caracteristica
do contorno entre um pixel s e seu vizinho p (ela assume o valor um quando u® # u? e
zero caso contrario) e € é um parametro que controla a contribui¢do de cada termo na
funcao F,.

Ao se perturbar o valor de u em um determinado elemento da imagem p mudando
o valor de sua classe de ¢’ para algum ¢; € C' obtém-se uma nova imagem perturbada uz-.

Logo, F,, ¢ dada por

F., = 0Js5(ur) + (1 — 0)B(ur), (4.30)

onde Js(ur) e B(ur) podem ser reescritas como

Ts(ur) = Ts(u) — (f* —u')* + (f* — c:)*, (4.31)

B(ur) = B(u) — — Z[X(us,up) — x(c;, uP)] (4.32)
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dado que ug € igual a u em todos os pontos exceto em um elemento s onde toma o valor
c; € C
A variacao total do funcional F' devido a uma perturbagao no elemento s da classe

¢; para uma classe ¢; da imagem serd chamada 7 (7, j) e é dado por

T(i,j) = F(ur) — F(u), (4.33)
ou seja,
T(i,5) =0[(f* —u)* = (f" — )’ + (1 = 9)% > Dx(w uP) = x(ei, u?)] (4.34)

para uj, = ¢, ¢; € Cii=1,..., N,

Pseudocédigo

Algoritmo 3 Sp,-Discrete um método de segmentacao de imagens baseado na derivada

topoldgica
Entrada: Uma imagem de entrada f € F', o conjunto de classes ', uma segmentacao

inicial u € U e os parametros 6 e o € (0, 1).
Saida: A imagem segmentada u* € U
normalizar a imagem f e os valores das classes ao intervalo [0; 1]
while 7Tmin < 0 do
calcular DTA(S) e ¢; em cada elemento s da imagem
avaliar Tmin = ming 7 (4,7); T (4,7) <0
em cada elemento s da imagem escolher u® = ¢;, se T (i,j) < oTmin
end while

U =1u

4.1.5 Algoritmo Topo-Shape 1

Os algoritmos Topo-Shape 1 e 2 foram propostos por Hintermuller & Laurin [49],
utilizando analise de sensibilidade topoldgica para segmentacao de imagens e analise de
sensibilidade a mundanga de formas para a minimizacao das bordas. O algoritmo foi

comparado ao algoritmo Level Set e mostrou resultados de melhor qualidade.
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Uma limitacao dos algoritmos é a falta da correcao de bordas, pois como veremos
adiante o funcional de Mumford-Shah nao pode ser tratado via analise de sensibilidade a

mudanca de formas do ponto de vista do continuo.

Pseudocddigo

A seguir, é apresentado o pseudocodigo do algoritmo Topo-Shapel.

Algoritmo 4 Topo-Shape 1
Entrada: Q, f, m, v,

Saida: ;, ¢;,1=1,...,m
Inicializagao: Faca Q" := Q e, assim, " = |Q|~ ' f(z)dz. Faca l:=0.
fori=1,...,m—1do
for k=1,...,m—1do
Calcule ) = |07 me) f(x
Caleule 7;SH< o) = —(f(xo) — c,2°>> .
Inicialize Qi +1 usando (4.37), e atualiza Q,(CO) usando
0 0 0 : 0
o = 0 {ao € AT, (w0) < ymin, g0 T, (1)}
end
end
. m () m (0)
while Zi,j:l ||7;] 2 > (1 + Zi,j:l ||7;] ||2)
I+1 !
Faca OV = QU vk € {1,... m}
fori=1,...,mdo
Calcule ’7;2”” para todo zy € le) e para todo j € {1,...,m}.
I+1
m} 72,(j+ )(950)

Defina 7;(l+1)(m0) = minjep

.....

Determine os conjuntos

AEHI) = {xo € Q§|7;(l+1)(x0) < 7y min yea® T(l+1)( )}
Q§l+l) _ Ql(l-&-l)\Al(l-&-l)

for j=1,...,m,j #1do

I+1) _ Q§l+1) U {ﬁo c A(l+1)|7;(;-+1)(x ) = 7;(l+1)($ )}
Az('lﬂ) _ AZ(ZH)\ {:c c Al l+1)’7;§;+1)( 0) = 7:(l+1 (x )}

end

end
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fori=1,...,m do
If Q7 #0
C](€l+1) _ |Ql(l+1)|71 fQ§l+1> flxz)dz.
Else
c,(fﬂ) =0.
end

=141

end

Inicializacao

Para iniciar o algoritmo ¢é necessério inicializar cada dominio §2; para todo 1 <
i < m. Além disso, a intensidade inicial de cinza de cada classe associada aos dominios
também precisam ser definida.

Para a inicializacao dos dominios é definido ; = Q e Q; = 0 para todo 7 > 1.
Entao, o préximo dominio {2, é determinado através do cédlculo da derivada topoldgica
T12. Assim,

QQ = {iIZ’O € 91‘712(.%'0) < O} (435)

Uma vez que a derivada topoldgica é apenas um critério local, muda-se o dominio

2, somente quando a derivada topoldgica é suficientemente negativa. A fim de fazer isso,

é fixada previamente uma tolerancia 0 < v < 1. Entao,

Qy = {% € W |Th 2(w0) < 7;161%111 T1,2(y)} : (4.36)
Uma vez que os conjuntos €2, k= 1,...,7 < m sao inicializados, é definido
Qi+1 = U {l‘g & Qk|Tk’Z’+1(l’0) < ’YEI/Ielgl Tk,i—i—l(y)} . (437)
k=1 i

Para a definicdo das intensidades de cinza iniciais ¢\ é utilizado (7?). Entao tem-

se ¢l = |0 Jq, f(z)dz para o dominio 0% Para cada novo dominio Q) inicializado,

calcula-se CECO) - |Q,(€O)|*1 Jop flz)d.
k
Condigao de Parada

Apo6s a inicializagao, os dominios sao modificados de acordo com suas derivadas

topoldgicas entre todos os m dominios existentes. Idealmente, a convergéncia ¢ alcancada
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quando todas as derivadas topoldgicas sao zero. No entanto, para fins numéricos, o critério

de parada utilizado é

l
STNT < g [ 1+ 3 117112 ) (4.38)

i,j=1 i,j=1
onde ||Tl(lj)||2 ¢ a norma-L.2 de T} ;) ¢ 0 < py < 1 denota a tolerancia especificada pelo

usuario para parar o algoritmo.

Manipulagao das Intensidades das Classes

Pode-se notar que o resultado da segmentacao depende dos valores das intensidades
das classes, quanto mais proximo dos valores reais da imagem estiverem dos valores das
classes, melhor sera o resultado da segmentacao.

As intensidades das classes sao atualizadas sempre que os dominios relacionados
também sao atualizados. Utilizando (?7), a cada iteragao do loop principal temos as

atualizacoes

;7 Jo, f(@)dz se Q; # 0

= (4.39)
0, caso contrario
Correcao das bordas
Vamos considerar o funcional de Mumford-Shah modificado:
Js (u,T) = / (f —u)®de + dH (T) | (4.40)
Q

Este funcional nao pode ser tratado do ponto de vista da Andlise de Sensibilidade a
Mudanca de Forma?.

De fato, para se analisar uma perturbacao do funcional, além da perturbacao
infinitesimal dada pela mudanga de classe de pixels, deve-se observar a perturbacao que
acontece na medida da fronteira. Do ponto de vista do continuo, esta abordagem quando
aproximada por uma mudanca suave na fronteira remete as ferramentas da Mecanica do
Continuo (uma referécia ja considerada cldssica é o livro do M.E. Gurtin, de 1981 [42]).

No que se segue sera introduzido Teorema do Transporte de Reynolds.

2No trabalho de Novotny [73] foi demonstrada a equivaléncia entre os métodos topological-Shape

Sensitivity Method e Truncated Domain Method para o cdlculo da derivada topoldgica.
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Teorema do Transporte de Reynolds
Seja ® um campo espacial (escalar ou vetorial) suave definido sobre €. Entao para

qualquer parte P € 2 e parametro 7 € (0,00), tem-se:

0
— d.dV, = / <£¢T + @divv) dx | (4.41)
87— Pr =0 Pr 87— =0
0 0 _
— d_dV. = —o + ®divvgp, | do (4.42)
ot Jop, =0 op, \OT | g

onde v é o campo de velocidades da mudanca de forma, n é o campo de vetores normais

unitarios e ®, é dado por &, = & + 7v.
Prova 4.1 wvide [42].

Note-se entdo que, o campo espacial ®, neste caso, é dado por (f — u)2, que é
descontinuo. Assim, diante desta limitacao, o controle da fronteira utilizado neste trabalho
advém da variacao total do funcional na versao discreta, como introduzido por Larrabide
[59].

Outra abordagem, poderia ser através de level sets como utilizada em [49], por
exemplo, mas que foge aos propdsitos deste trabalho focado na anélise de sensibilidade

topoldgica.

4.1.6 Algoritmo Topo-Shape 2

O algoritmo Topo-Shape 2 foi derivado do algoritmo Topo-Shape 1. FEle nao
utiliza diretamente o conceito de derivada topoldgica, porém ao final da apresentagao
do algoritmo sera mostrado um teorema que comprova a equivaléncia conceitual entre fos
dois algoritmos. Na pratica, podemos verificar que o algoritmo Topo-Shape 2 é muito mais
rapido do que o Topo-Shape 1, como iremos apresentar através de exemplos no capitulo
5.

Para a atualizagao dos dominios, é necessario a média arimética das intensidades
de cinza de duas classes subsequentes, definida por

di:Ci‘lTjLCi,We{Q,...,m}. (4.43)

Cada dominio €2; conterd os elementos da imagem cujo o valor das intensidades estejam

dentro do intervalo |d;, d;1 1], dado por

o~ {eeqd < @) <d } Vet m. (4.44)
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Pseudocdédigo

Algoritmo 5 Topo-Shape 2
Entrada: Q,f,m

Saida: €, ¢;,i=1,...,m
Inicializacao: Inicialize cgo),z’ €1,...,mtal que min(f) < ¢;
max(f). Facgal=0e Q¥ =0Vie1,... m.
while [(I >0 e ‘QEDAQlfl)‘ >0oul=0]

Faca dgl) <0, dg}H = maz(f).

Calcule dgl), i€42,...,m}, faca QEZH) = {x € Q|d§l) < f(z) < dz(izl} Viel,...,m

fork=1,....m
if QY > g

Atualize i = \Q,i”l)]_l fag+1> f(x)dx

else
Escolha um c,ilﬂ) arbitrario fora do intervalo [d,(clzl, dg)]
end

end

Facal =141
end
Inicializacao

Neste algoritmo, os dominios iniciam vazios (QEO) = ()). Para inicializacao da

intensidades das classes, é usado

0 _ . (max(f) — min(f))
cg ) = min(f) +i o (4.45)

parat=1,...,m.

No que se segue, é assumido que

min(f) < <. < <. <9 < max(f) (4.46)
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Condicao de Parada

Para a definicao da condicao de parada, precisamos da definicao de diferenca

simétrica de dois conjunto A e B, isto é
AAB = (AN B U (A°NB).

onde o sobrescrito C' refere-se ao complemento no respectivo conjunto.

Sendo | o nimero de iteragoes do algoritmos, o loop continua enquanto [ > 0 e

NVE

> (0. Observe que a diferenca simétrica aplicada os dominios da iteragao
passada e atual, garante que o algoritmo s6 ird parar quando nao houver mudanca em
todos os dominios de uma iteragao para outra.

Manipulacao das Intensidades das Classes

Ao final de cada iteracao, os valores das classes sao atualizados. Se o dominio €);

nao for vazio, entao a classe é atualizada usando

o = |QZ-|_1/ f(w)dz
Q;
Se o dominio €2; for vazio, entao é escolhido um valor arbitrario para c¢; fora do intervalo
[di—l ) d’b] .
Relacao Topo-Shape 1 e Topo-Shape 2

A seguir, iremos apresentar alguns resultados preliminares que servirao para

comparar o algoritmo Topo-Shape 1 com o algoritmo Topo-Shape 2

Lema 4.2 Defina

Tij(@) = (f(x) —¢;)* = (f(x) =), Vi €1{1,...,m} ,Vx € Q. (4.47)
Entao
Tij(x) = Tip(x) + Tij(x). (4.48)
Prova

Tin(2) + Teg(x) = [(f(2) =)’ = (F(2) — )] + [(f(2) — ) = (f(2) — c&)’]
= Tij(2). (4.49)
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Note que, sio coroldrios imediatos T;; =0 e T;; = =T;;

Lema 4.3 Seja 7T;; definida como no lema anterior. Entao
ouc; <cj e f(r) >4y
Tij <0<+

citcj

ouc; >c¢j e f(r) <=5

Prova:

Tij(x) = (f(@) =i+ f(z) —ci)(f(2) — ¢ = [f(z) — i)
= (2f(@) = —¢)(a—¢).
Assim, para que T;j < 0 os termos do produto tém que apresentar sinais opostos.
Entao, se ¢; —c; <0, 2f(x) —c¢; —¢; > 0, isto €, se

Ci—i—Cj

¢; < ¢j entdo f(x) > 5 (4.50)
por outro lado, se
¢; > ¢j entdo f(x) < = —; 5. (4.51)
Lema 4.4 Seja x € Q. e p 0o menor inteiro positivo tal que
Tepl) = {r{}i,_r}m}fr’“vl (@), (4.52)
e assuma que min(f) < cgo) <. < cgo) <...<W< max(f). Entdo
d, < f(z) < dy1. (4.53)
Reciprocamente, se f(x) satisfaz (4.53) para algum p. Entao
Tep(x) = min  Tp(z). (4.54)

le{1,...,m}
Prova

Se p=m, entao (como definido no Algoritmo 2)

f(x) <max f =dp. (4.55)
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Suponha p < m. Assuma que f(x) > dy4q

Pelo lema 4.2,

Tep(@) + Tpp1 (@) = Tipsr (). (4.56)
Pelo lema 4.3,
Tppi1(x) < 0. (4.57)
Entao,
Trpr1(x) < Tp(x). (4.58)

o que € um absurdo, visto que p € o menor inteiro que satisfaz (4.52). Logo, a hipdtese
f(x) > dps1 € falsa e portanto, f(z) < dpi1
Consideremos agora a sequnda desiqualdade.

Se p =1 (pelo Algoritmo 2). Define-se d; < 0. Como

flz) >0=d; <0< f(x). (4.59)

Assuma que f(z) <d, ep>1:

i) Se
Cp-11 G

pelo lema 4.2
Tiop + Tpp-1(2) = Thp-1(3), (4.61)

pelo lema 4.3
Tpp-1 <0 (4.62)

Entao,
Tk,pfl < Tk,p (463)

Tal conclusao é um absurdo, visto que p é o menor inteiro que satisfaz (4.52).
Logo, a hipétese f(x) < d, € falso. Entdo, f(x) > dpi1, p>1
ii) Se

61t G

(4.64)
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pelo lema 4.2

p,p—1
_ (0172_—1+%_cp_1)2_ (%Jr%—cpf (4.65)
c Cp— Cp— Cp\2
- (-5 (-5 o

(4.66)

Temos
Tp(x) + Tpp1(x) = Thpa (%) (4.67)

Como
Tpp-1(z) = 0. (4.68)

Entao
Typ(z) = Thp-1(x). (4.69)

Tal conclusao é um absurdo, visto que p é o menor inteiro que satisfaz (4.52).
Logo, a hipdtese f(x) =d, € falso.

Entdo, d, < f(x) < dps1, p > 1.

Reciproca

Assuma que dy < f(x) < dp1 para algum 1 < p <m

(Note que p=1,d; <0 ep=m, f(z)=max f(z) < dpy1.)

‘ . . st o+
Seja q>p+1—cg > o, entdo f(x) < dpq = T2 < 25

Pelo lema 4.3 temos

T,5(z) <O0. (4.70)
Logo,
Th.q(z) 2 0. (4.71)
Pelo lema 4.2
Ty p(x) + Thq(x) = Ti g(). (4.72)
Logo
Ty g(x) > Th (). (4.73)
Analogamente, se ¢ < p —1
fla) > dy > 2% (4.74)

2
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Pelo lema 4.3, temos

Top 0. (4.75)
Logo
Th.q 2 0. (4.76)
Pelo lema 4.2, temos
Ty (@) + Tpg() = Trg (). (4.77)
Logo
Tiog(x) > Ty p(). (4.78)
Entao
Tep(w) = _min | Te. (4.79)

A seguir, é apresentado um teorema que prova a equivaléncia dos algoritmos 4 e 5 (Topo-

Shape 1 e Topo-Shape 2).

Teorema 4.5 Seja | > 1. Assuma que QEO) i =A{1,...,m} emin(f) < c§°) < ... <

W < max(f) sdo dados. Assuma também que Z,E;x) = argmin Ty, (x) € unico Vr € 0 e
ke{l,...,m}.

Entao, apos uma iteragao do loop principal do algoritmo Topo-Shape 1, temos

o = ({re ) < r@) <}
ufr e 0 f@) =d W\ {z € 217 (@) = al }

(4.81)
Demonstracao
No algoritmo Topo-Shape 1, A,(CZH) ¢ definida
AL {m e QI <5 min 7;“*”(;,)} . (4.82)
ye,

Como 6 =0

A = {a e o™ < o} (4.83)
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que pode ser escrita como

I+1 I+1
A =B, (4.84)
j=1
onde
BT ={e e old < f(2) <)y e TV (@) < 0} (4.85)
De fato,
B ¢ AY, (4.86)
entao
k
UBusc A (4.87)
j=1
Temos que mostrar que
k
AV c | By (4.88)
j=1
Seja
x C A,(CZH) entdo x C Q,gl) (4.89)
e
7;(l+1) < 0 seque que Tél“) — {r{nn }Tk,s(ﬂU) < 0. (4.90)
sel,..., m

Pelo lema 4.4, seja p tal que Ty (x) = TSV (2) logo, dy < f(x) < dyyu,
pe{l,...,m}
Logo, = € B,i{;l) donde x € Ugng,gfjl) que wmplica, finalmente, que Agﬂ) C
I+1
uBLHY
(1+1)

Diferentes casos para By, ;

1° caso, k= j

dV < f(z) <dV), = % (4.91)
Pelo lema 4.4, seque-se que
TS =min T (2) =0 & 7Y = 0. (4.92)

Logo, se k = j, tem-se que B,(f’;.rl) =0

2° caso: Se k > j+1, entao

c,g) > cﬁl (4.93)
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De fato, tem-se

¢j + ¢jt1 - cg-) + c(l)
2 2

fla)<dl), = (4.94)

Pelo lema 4.3

T(l+1)( ) < 0 se, e somente se 7;““ 7; P < 0 se, e somente se TZH (x) <0

(4.95)
Logo,
B = {a; e 1dV < f(2) < <l>1} (4.96)
3° caso: Sek=j+1
Tem-se que,
D () O] O]
+ +
flx) < d]Jrl que implica que el 2C _ G 5 % (4.97)
Pelo lema 4.3,
T(2)) <0, donde T,ilﬂ)(x) <0
O] O]
QAP
ou, f(z) =dV), = % (4.98)
Temos que,
T @) = (f@) =)’ = (fla) — )
= f(2)* = 2f(2)c; + c? — f(x)? +2f(x)cp — cf
= 2f(@)(ce —¢5)
—cz + c?
¢+ ¢
= 2( 25 e )) (- )+ -+ el — ) — (6 aud(e — 699)

Assim,

T(JZ:IJ) () = 0

J

= min7/ ) - T (4.100)



49

Logo,
!
flx) #dl,. (4.101)
Neste caso,
B = {x e Q| < f(z) < d,(fil} : (4.102)
4° caso: K > j—1
Temos que,
D < fla) < d¥), (4.103)
Assim,
(l) O] O] O]
-+ C ¢, + c:
d) = == L 4.104
f(z) > d; 5 2 = (4.104)
Pelo lema 4.5,
7;l+1 () < 0 que implica em T < 0, (4.105)
Portanto,
By, = {»’v e QP1dY) < fla) <d)), } (4.106)

Apds uma iteracao no algoritmo

U {:UGQ(’ T(lﬂ( )= 7;z+1)< )}

=1,0

of V= oAl u{ur, o {o e AT @ >=7;““><x>}}
_ (ngl)\x c Angl)) U [( U l+1)
z’—1z’;ﬁkek+1
= (kN AIY U U UB“+1
i=1,i#k i=1

Apds uma iteracao é comprovado que os algoritmos continuam equivalentes.

4.2 Algoritmo Topo-Shape 3

Nesta secao é mostrado o algoritmo Topo-Shape 3,

resultado da unidao de

algumas rotinas dos outros algoritmos ja citados nesta secao. Foram analisadas algumas

caracteristicas limitantes de cada algoritmo para a construgao do Topo-Shape 3, e assim,

verificou-se que:

|
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e 0 problema de loop infinito do Sdt-discrete na segmentacao de Lena com 4 claases,

devia-se ao fato de sua condicao de parada e manipulagao das classes;

e 0s algoritmos Topo-Shape 1 e Topo-Shape 2 nao apresentavam solugao para correcao
das bordas, ja que o termo associado a medida Hausdorff no funcional de Mumford-

Shah cria uma descontinuidade na derivada topoldgica.

e 0 algoritmo Topo-Shape 2 nao utiliza o conceito direto de derivada topoldgica,

impossibilitando a adi¢ao de mais um termo a funcao custo para correcao das bordas.

Diante do exposto, utilizou-se o algoritmo Topo-Shape 1 modificado com as

correcoes de bordas do Sdt-Discrete, o qual denominou-se Topo-Shape 3.



Capitulo 5

Metodologia

5.1 Tipo da pesquisa

Numa definicao formal desta pesquisa, pode-se descrevé-la como de natureza
bibliografica e aplicada, com objetivos que a caracterizam como explicativa e cuja
abordagem de analise de resultados é quantitativa.

A natureza da pesquisa caracteriza-se como bibliografica devido ao fato de

recuperar o conhecimento cientifico sobre o problema, a saber:
e Larrabide I., 2008. [59]
e Hitermuller M. & Laurin A., 2009 [49]

A natureza aplicada da pesquisa da-se pela predominancia de um cendrio de
experimentagao que visa concretizar o objetivo do trabalho fazendo uso de cenarios reais,
a saber, uso de benchmarks reconhecidos.

Considera-se a andlise dos resultados quantitativa, pois as variaveis utilizadas para

a avaliagdo dos algoritmos foram quantificadas através de métricas (ver se¢ao 5.5).

5.2 Ambiente de estudo

Uma vez que se almeja verificar a qualidade de uma solucao algoritmica para
o problema descrito, um ambiente virtual foi utilizado. Em particular, foi escolhido
MATLAB (MATrix LABoratory) e seu toolbox de processamento de imagens, devido a

sua robustez, flexibilidade e o grande niimero de recursos.
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5.3 Populacao e amostra

A populacao de imagem digitais pode ser considerada virtualmente infinita, nao
havendo portanto interesse em considerar um experimentagao que a tomasse em conta por
inteiro. Desta forma, convencionou-se a utilizacao de trés imagens teste que compoem
benchmarks utilizados em trabalhos anteriores [59, 49|, que foram chamadas de IMO1,
IMO2 e IMO03. A imagem IMO1 corresponde a figura dos circulos concéntricos, vista em
Figura 5.1. A partir desta, outras 10 imagens de testes foram geradas inserindo-se ruido

gaussiano branco, com variancias entre 0.01 e 0.1.

Figura 5.1: imagem teste IMO1.

Figura 5.2: imagem teste IM02.

A terceira imagem utilizada foi a de Lena, que pode ser vista na Figura 5.3.

5.4 Instrumento de coleta de dados

A cada simulacao um relatorio foi emitido informando os dados numéricos

relacionados a cada variavel analisada.
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Figura 5.3: imagem teste IMO03.

5.5 Definicao de variaveis

As variaveis utilizadas para andlise foram:
e qualidade da segmentacao,
e desempenho do algoritmo.

A métrica utilizada para quantificar a qualidade de segmentacao, foi o Indice de
Tanimoto. Este indice é calculado como

n(A1 N Ag)

) = Ty

(5.1)

ou seja, o quociente entre a quantidade de pizels da intersecao da regiao A; na imagem
original e a regiao (correspondente) A, na imagem segmentada, e a quantidade de pizels
na uniao de ambas as regices. O valor 6timo é 1.

Para quantificar o desempenho do algoritmo, foi medido o tempo de segmentacao

em segundos e numero de iteragoes do loop principal.

5.6 Procedimentos de analise

Foram testados os 3 algoritmos apresentados no Capitulo 4 mais uma hibridizacao

dos algoritmos com as caracteristicas que se mostraram mais vantajosas de cada um.
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Abaixo ¢é apresentada a nomenclatura utilizada nos testes dos algoritmos da bibliografia

principal, bem como o Topo-Shape 3 que é proposto neste trabalho

Algoritmo | Nomenclatura | Ref.
Topo Shape 1 TS1 49]
Topo Shape 2 TS2 [49]
Sdt-Discrete SD [59]
Topo-Shape 3 TS3 -

Tabela 5.1: nomenclatura dos algoritmos.

A cada teste realizado, sao analisadas as caracteristicas mais relevantes dos

algoritmos. Sao elas:
e inicializacao,
e condicao de parada,
e manipulacao das classes,

e correcao das bordas.



Capitulo 6

Experimentos numérico e analise

Como previamente mencionado, neste capitulo serao analisados os algoritmos SDt-
Discrete, Topo-Shape 1, Topo-Shape 2, Sdt-Discrete e Topo-Shape 3. Os resultados
em relacao a qualidade e desempenho sao apresentados, assim como a comparagao dos

resultados de cada algoritmo.

6.1 Experimento 1

O primeiro experimento realizado utilizou a imagem IMO1 e as imagens poluidas
artificialmente, como descrito no Capitulo 5

Na Tabela 6.1 pode-se observar alguns resultados da segmentacao da imagem.
Na primeira coluna, tem-se o resultado para imagem sem ruidos, na segunda coluna,
o resultado para imagem poluida com ruido gaussiano branco de variancia (%) 0.05, e
finalmente na terceira, a imagem poluida com ruido de variancia (&) 0.1.

As tabelas com os resultados numéricos, encontra-se disponivel do Apéndice. Para
sintetizar os resultados, foram gerados graficos para cada uma das métricas avaliadas no
experimento. Na figura 6.1 podemos observar o grafico relativo a métrica do Indice de
Tanimoto.

Diante do exposto, pode-se observar que a qualidade da segmentacao das imagens
para os algoritmos TS1 e TS2 decresce com o aumento do nivel do ruido, ja para o
algoritmo Sdt e T'S3, a qualidade da imagem permanece proximo do maximo. Isso deve-
se ao fato de que o algoritmo TS1 e T'S2 nao tém controle das bordas, tornando o algoritmo

sensivel a imagens ruidosas.
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Tabela 6.1: resultado da segmentacao da imagem IMO1.
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Figura 6.1: indice vs.(5?)

Na figura 6.2, pode-se observar o gréafico relativo ao tempo de execugao do
algoritmo.

Analisando o gréafico, observa-se que os algoritmos TS1 e TS2 apresentam
desempenho superior aos algoritmos Sdt e TS3. Isso também deve-se ao fato dos

algoritmos Sdt e TS3 apresentarem controle de bordas, o que aumento a complexidade
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algoritmica e o tempo de execugao dos mesmo.
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Figura 6.3: iteragoes vs.(5?)

6.2 Experimento 2

O segundo experimento realizado foi com a imagem IMO02, utilizada no trabalho
de Hintermuller & Laurin [49], vista na imagem abaixo.

Os resultados obtidos no experimento encontram-se exibidos na tabela abaixo.

Este experimento mostra que todos os algoritmos conseguem distinguir os
elementos da imagem, mesmo quando os elementos possuem nivel proximo de cinza. Como

a imagem possui elementos bem definidos e nao contém ruido, os algoritmos TS1 e TS2
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Figura 6.4: imagem teste 2.

Algoritmo Indice | Tempo Iteracoes
TS1 1 10.6237 4
TS2 1 0.6708 3
SD 1 26.9882 37
TS3 1 31.2563 40

Tabela 6.2: resultados imagem IMO02.

sao os mais indicados devido ao melhor desempenho em relagao ao tempo.

Existe uma consideracao importante sobre o algoritmo SD. A segmentacao da
imagem utilizando o algoritmo SD entrou em loop infinito devido a manipulacao de classes.
Assim, para esse experimento o algoritmo foi utilizado sem a otimizacao dos valores das

classes. No Capitulo ?? esse problema é mostrado com mais detalhes.

6.3 Experimento 3

No experimento 3, foi utilizada a imagem de Lena IM03 (Figura 6.5).

Neste experimento, foi realizado a variagao do niimero de classes, segmentando a
imagem em 3 e 4 classes. Para fins de avaliacao de qualidade foram mostradas as imagens
segmentadas que sao suficientes para propdsitos deste trabalho.

A Tabela 6.3 mostra os resultado da segmentagao da imagem com 3 classes. Pode-
se observar na Figura 5.1 que os algoritmos TS1 e T'S2, por nao terem controle das bordas,

apresentam segmentagao de menor qualidade. Ja as segmentagoes dos algoritmos SD e
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Figura 6.5: imagem teste 3.

TS3, apesar de menor desempenho computacional, apresentam qualidade superior.

A Tabela 6.4 mostra os resultado da segmentacao da imagem com 4 classes. Note
que o algoritmo SD nao consegue terminar a segmentagao. Os resultados sa segmentacao
podem ser vistos na Figura ??7. O algoritmo TS1 e TS2 apesar de ter melhor desempenho
computacional apresentam resultado de menor qualidade.

Diante do exposto, pode-se concluir sobre o algoritmo TS3:

e mostrou-se mais robusto do que o algoritmo Sdt-Discrete, pois conseguiu gerar
segmentacoes de todas as imagens dos experimentos, ao contrario do Sdt-
Discrete. Além disso, apresentou resultados de melhor qualidade de segmentagao

no experimento 3, onde a divisao entre as classes nao da imagem nao ¢ trivial;

e em relagdo aos algoritmo TS1 e TS2, mostrou resultados maior qualidade de
segmentacao para imagens ruidosas, porém pior tempo computacional. Isso deve-
se ao fato do algoritmo TS3 apresentar controle de bordas, o que gera melhores

resultados de segmentacao, mas aumenta a complexidade do algoritmo.



Algoritmo | Tempo | Iteragoes
TS1 75.8945 44
TS2 2.6676 14
SD 129.5588 179
TS3 182.9453 201

Tabela 6.3: resultados da imagem IMO03 em 3 classes.

Algoritmo | Tempo | Iteracoes
TS1 39.8427 32
TS2 2.7300 14
SD - -
TS3 275.4324 314

Tabela 6.4: resultados da imagem IM03 em 4 classes.

60
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(d) TS3

Figura 6.6: imagem IMO03 segmentada em 3 classes pelos algoritmos TS1 (a), TS2 (b),
SD (c) e TS3 (d), respectivamente.
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(a) TSI (b) TS2

(c) TS3

Figura 6.7: imagem IMO03 segmentada em 4 classes pelos algoritmos TS1 (a), TS2 (b) e

TS3 (c), respectivamente.



Capitulo 7

Conclusao

7.1 Contribuicoes do Trabalho

Neste trabalho, foi feita uma analise dos algoritmos Sdt-Discrete e Topo-Shape 1 e
2. Foram descritas as técnicas e algumas limitagoes dos algoritmos, o que serviu de base
para proposi¢ao de um novo algoritmo, o T'S3. De fato, no algoritmos T'S1 nao é possivel
realizar a andlise de sensibilidade topolédgica associada ao terceiro termo do funcional de
Mumford-Shah, a medida Hausdorff da fronteira, pois foi verificado que este termo causa
uma descontinuidade na derivada topolégica. O algoritmo TS2 demonstra-se equivalente
ao TS1. Por outro lado, embora o Sdt-discrete tenha se mostrado muito eficiente em
comparacao com outros algoritmos da literatura, ele nao foi capaz de segmentar imagens
com pouco contraste, como, por exemplo, a imagem de Lena com 4 classes de segmentagao.
Assim, o TS3 agregou a inicializacdo e manipulacao das classes e a condicao de parada
do TS1 ao termo de controle de bordas do Sdt-discrete, o que resultou em um algoritmo

de segmentacao de imagens via analise de sensibilidade topolégica mais robusto.

7.2 Trabalhos Futuros

Como trabalhos futuros,propoe-se:

e aplicar o algoritmo TS3 a algum problema de deteccao de falhas em equipamentos
mecanicos. Um exemplo importante e que motivou esse estudo no ambito do
Engenharia de Producao ¢ a identificacao de fraturas em cascos de navio FPSO

(Floating Production Storage and Offloading) que sdo navios petroleiros de casco
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simples adequadamente convertidos a fim de armazenar e produzir petréleo e gas
natural, como uma unidade de flutuacao estacionaria. Estes navios sao utilizados
em locais de producao distantes da costa com inviabilidade de ligagao por oleodutos
ou gasodutos. Normalmente, devem permanecer por mais de 20 anos em uma
mesma localizacao [22], operando em um ambiente complexo e hostil. O continuo
carregamento e descarregamento, as cargas de ondas variaveis, o ambiente marinho
salino, entre outros fatores, fazem com que os navios FPSO sejam expostos a
fadiga, a degradacao e ao processo corrosivo, podendo provocar danos nos seus
cascos. Tais danos se nao forem identificados e reparados causam acidentes que
podem ocasionar perdas de vidas e de producao, desastres ambientais e colapso
da estrutura. Dessa forma, ¢ importante a realizacao da manutencao preventiva
destas unidades, inspecionando periodicamente a fim de assegurar sua integridade
estrutural, minimizando o risco para o ambiente, trabalhadores e meio ambiente.
Uma das principais técnicas de manutencao preventiva utilizada, devido a facilidade
do método, baixo custo e rapidez, é a inspecao visual, que consiste na utilizacao de
aparelhos fotograficos e de filmagem para monitorar cabos, dutos e equipamentos e
garantir sua seguranca. A segmentacao de imagens é um fator muito importante na
automatizagao deste processo, o que evita a fadiga de operadores humanos, além de

possibilitar a identificagao automatica das falhas, reduzindo o custo da inspecao;

e implementar o TS3 em hardware a fim de obter maior desempenho na

automatizacgao;

e finalmente, outra proposta a ser explorada é a utilizacao de uma segmentacao que
nao seja constante por partes, ou seja, dentro das classses os pixels podem ter valores
da tonalidade de cinza diferentes, (como usualmente adotada na literatura) e assim,
utilizar o segundo termo do funcional de Mumford-Shah no processo. Para tanto,

sera necessario o calculo da derivada topologica considerando mais este termo.
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Apendice

Resultados numéricos do Experimento 1

Algoritmo Indice | Tempo Iteracoes
TS1 1 5.6472 24
TS2 1 0.1716 3
SD 1 3.0108 18
TS3 1 3.7234 20

Tabela 7.1: resultados imagem IMO1 sem ruido.

Algoritmo Indice Tempo | Iteracoes Indice | Tempo Iteragoes
TS1 0.9079 | 7.3632 32 0.9100 | 7.5972 32
TS2 0.9106 | 0.2496 5 0.9100 | 0.2652 5
SD 1 5.5380 30 0.9998 | 6.6144 33
TS3 1 6.7143 32 0.9999 | 7.1432 37

Tabela 7.2: resultados para a imagem IMO1 com ruido gaussiano branco de variancia

0.01 e 0.02
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Algoritmo Indice Tempo | Iteracoes [ndice Tempo | Iteracoes
TS1 0.9088 | 7.1760 30 0.9106 | 8.2681 34
TS2 0.9086 | 0.3276 6 0.9106 | 0.3588 6
SD 0.9998 | 5.9904 30 0.9992 | 5.3322 26
TS3 0.9999 | 7.1632 33 0.9996 | 6.9215 32

Tabela 7.3: resultados para a imagem IMO1 com ruido gaussiano branco de variancia

0.03 e 0.04

Algoritmo Indice Tempo | Iteracoes Indice Tempo | Iteracoes
TS1 0.9090 | 8.3305 34 0.9109 | 8.3773 34
TS52 0.9090 | 0.2964 5 0.9109 | 0.3276 5
SD 0.9995 | 4.9608 26 0.9994 | 5.3976 28
TS3 0.9993 | 6.8832 31 0.9994 | 6.9327 32

Tabela 7.4: resultados para a imagem IMO1 com ruido gaussiano branco de variancia

0.05 e 0.06
Algoritmo Indice Tempo | Iteracoes Indice Tempo | Iteracoes
TS1 0.9087 | 8.1589 34 0.9099 | 9.4235 36
TS52 0.9087 | 0.2808 6 0.9099 | 0.3588 5
SD 0.9990 | 3.0108 18 0.9990 | 7.8349 46
TS3 0.9989 | 5.9912 20 0.9990 | 11.2009 48

Tabela 7.5: resultados para a imagem IMO1 com ruido gaussiano branco de variancia

0.07 e 0.08



Algoritmo Indice Tempo | Iteracoes Indice Tempo | Iteracoes
TS1 0.9092 | 7.8937 34 0.8213 | 6.8172 36
TSs2 0.9097 | 0.4052 6 0.8781 | 0.4056 7
SD 0.9983 | 4.3680 23 0.9975 | 4.1028 21
TS3 0.09987 | 6.7234 28 0.9984 | 6.8563 29

7

Tabela 7.6: resultados para a imagem IMO1 com ruido gaussiano branco de variancia

0.09 e 0.1



