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RESUMO

Problemas de otimização onde cada uma das funções podem ser representadas

como a diferença entre funções covexas é chamado de problema de otimização DC e

representam uma grande gama de aplicações no mundo real. Neste trabalho é utilizado

a Otimização DC para modelar e resolver o problema proposto de arranjo físico. Aqui será

apresentada a teoria de otimização DC bem como algumas aplicações que serão tratadas

mais detalhadamente, para uma melhor compreensão da teoria. Também é proposto um

modelo para o Problema de Arranjo Físico (layout), modelado matematicamente, que é

posteriormente representado como um problema de Otimização DC e, por último, é colocado

na sua forma Canônica (CDC). Isto é feito porque esta estrutura DC é fechada em muitas das

operações comumente encontradas em problemas de otimização, ao contrário de uma função

convexa, que não preserva sua estrutura por uma simples multiplicação por escalar. Por �m,

um algoritmo é proposto para resolver o problema de arranjo físico. Estes problemas são de

grande importância na engenharia dada à realidade de que mudanças no arranjo físico são,

geralmente, demoradas e custosas e podem até ser inviáveis, dependendo do projeto.

Assim, o objetivo do trabalho é resolver o problema proposto de arranjo físico colocado

na forma CDC, através de um algoritmo, motivados devido à necessidade de otimização do

uso do espaço, no sentido geral da palavra.

Palavras-chave: Otimização D.C., Problema Canônico DC (CDC), Problema de Arranjo

Físico.
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ABSTRACT

Programming problems which each function can be represented as a di�erence of

two convex function are called DC programming problems and represent a wide range of

applications. In this work, DC programming is used do model and solve the proposed layout

problem. Here we present the teory of DC optimization problems and some applications

which we will see with more details further for better understanding of the teory. Also

is proposed a model for the layout problem, modeled mathematically, further represented

as a DC optimization problem and �nally, placed in its canonical form (CDC). Its done

because the DC structure is closed in many operations commonly found in optimization

problems, unlike a convex function, which does not preserve its structure by a simple scalar

multiplication. Finally, an algorithm is proposed to solve the layout problem. This problems

are of great importance in engineering because, in the real world, changes in the layout are

usually costly, time consuming and may even unfeasible, depending on the project.

Thus, the objective of this work is to solve the proposed layout problem put in the

C.D.C. form, through an algorithm, motivated by the need for optimization of the use of the

space, in the general sense of the word.

Keywords: D.C. Optimization, Canonical D.C. program (C.D.C.), layout program

problem.
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Capítulo 1

Introdução

O avanço da globalização nas últimas décadas estimulou o rápido desenvolvimento da

indústria, que sofreu grandes mudanças e passou por inúmeros desa�os. Com isto, veio o

aumento da concorrência, modi�cações nas estratégias para manter as empresas competitivas

e alterações no sistema produtivo.

As organizações precisaram oferecer produtos/serviços com baixo custo e com

qualidade, um desa�o que não pode ser conseguido sem um bom projeto de produção e

um sistema de produção e�ciente. Entenderemos aqui como sistema, um conjunto de partes

que interagem entre si, com um objetivo comum, que atuam de acordo com os insumos

(entrada - input) para produzir (por um processo de transformação) um resultado (saída -

output).

Sistema de produção é a maneira pela qual se organizam a produção de bens e serviços,

com diferentes características que dependem do que entra no sistema (insumos), do tipo de

processo e da saída.

O resultado de qualquer produção (saída) passa por um processo de transformação,

que se utiliza de recursos para modi�car as inputs em outputs de bens ou serviço.

Os inputs podem ser classi�cados em dois tipos: os recursos de entrada a serem

transformados e os recursos de transformação. Este segundo é composto dos recursos que

agem sobre os de primeiro tipo e é composto pelas instalações e funcionários, que variam de

acordo com a natureza da empresa.

O processo de transformação depende dos inputs transformados, e é de�nido com base

nas estratégias da empresa. Estratégia aqui é quando uma empresa toma um conjunto de

decisões, ao invés de outras, que comprometem um conjunto de ações, e estas comprometem
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Figura 1.1: Modelo de sistema de produção

as ações subsequentes, de�nindo assim a direção a ser seguida. Essas decisões de�nem o

posicionamento da empresa e a aproximam dos seus objetivos. Projetar é em si um processo

de transformação. Observe abaixo que ele pode ser adequado ao diagrama acima, onde

osinputs são geralmente informações, dados técnicos, equipamentos de teste, desenvolvimento

e técnicos.

Figura 1.2: Modelo de sistema de produção adaptado ao projeto

Resumidamente, o projeto nasce com uma ideia geral do que poderia atender as

necessidades da empresa, os objetivos e as decisões. Com o tempo, o conceito é apurado e

o número de alternativas diminui, assim como as incertezas do projeto, chegando ao projeto

acabado, onde se espera que esteja livre de erros.

Segundo Slack ET AL(2008), projeto: "é o processo conceitual através do qual

algumas exigências funcionais de pessoas, individualmente ou em massa, são satisfeitas

através do uso ou de um sistema que representa a tradução física de um conceito".

O Projeto de Produção é o guia da execução, é a atividade que molda o arranjo

físico e o propósito da empresa. Essa importância �ca evidenciada pelo fato de ser no

projeto onde transformamos o conceito que se deseja em especi�cações do que se deve

produzir, atendendo as necessidades dos clientes, detalhando a programação da produção,

a distribuição de homens/máquinas dentro do arranjo físico, dentre outras, sendo o arranjo
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físico o foco neste trabalho.

O arranjo físico é a maneira pela qual os recursos de transformação de uma operação

produtiva encontram-se �sicamente dispostos dentro de uma instalação. Entendem-se aqui

como recursos um centro de trabalho, um escritório, uma máquina, um departamento, entre

outros. Veja que uma mudança no layout pode ser uma coisa demorada e/ou custosa,

tanto em tempo quanto em dinheiro. Por exemplo, uma mudança no arranjo físico de um

supermercado: o posicionamento das gôndolas são feitos pensando no �uxo do cliente dentro

das instalações e sua mudança é, geralmente, um processo demorado, que pode gerar irritação

por parte dos clientes, levar a perda de vendas e interrupção do �uxo. Por isso, há razões

práticas pelas quais decisões sobre o layout são importantes: mudanças são difíceis e caras.

Os principais tipos de layout, de acordo com tipo de processo, são: arranjo físico

posicional; arranjo físico por processo; arranjo físico celular; e, por último, arranjo físico por

produto. De maneira resumida, de�ne-se abaixo cada um dos tipos de arranjo físico [Slack

ET AL, 2008].

Arranjo físico posicional: aquele em que os recursos transformados não se movem entre

os recursos transformadores porque ou não podem ser movidos, a exemplo da construção de

uma rodovia, ou por serem delicados demais para serem movidos, como pacientes em cirurgias

delicadas (coração, por exemplo).

Arranjo físico por processo: aquele em que os recursos transformadores dominam a

decisão no layout. Estes recursos são mantidos juntos porque, assim, podem bene�ciar o

processo. Perceba que diferentes produtos/clientes com necessidades diferente farão roteiros

diferentes na operação. Por exemplo, num hospital alguns processos são necessários para

uma grande gama de diferentes pacientes como aparelhos de raio-X.

Já o arranjo físico celular é aquele em que os recursos transformados são selecionados

para movimentar-se para uma parte especí�ca da operação (célula), onde se encontram todos

os recursos transformadores necessários. A própria célula, em si, pode ser arranjada segundo

um layout por processo ou por produto. Continuando os exemplos dentro de um hospital,

basta observamos que clientes que necessitam de atendimento em maternidade formam um

grupo bem de�nido que, geralmente, não necessitam de atendimento de outras partes do

hospital, e requerem cuidados especí�cos de maternidade.

O arranjo físico por produto (em �uxo ou em linha) são aqueles em que os recursos

transformadores se encontram �xos, de acordo com a conveniência do recurso sendo

transformado. Veja que aqui os roteiros são pré-de�nidos e percorrem uma sequência em que
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coincide com a maneira em que os processos foram arranjados dentro do layout. Isto ocorre,

por exemplo, em programas de vacinação em massa especí�cos, onde todos os clientes tem

a mesma sequência de atividades.

Também podem ser feitos combinação desses tipos de arranjo físico, que são

conhecidos como arranjos físicos mistos. Isso �ca caracterizado em um hospital, pelos

exemplos de diferentes naturezas de arranjo físico encontrados, alguns citados acima.

Obviamente, o projeto detalhado contém todas as informações sobre onde �carão

localizadas todas as instalações pertencentes a cada centro de trabalho, também onde �cará

cada centro de trabalho quais tarefas serão executadas em cada um deles. E para um bom

projeto de arranjo físico, algumas exigências devem ser satisfeitas, pois são necessárias a

todas as operações das empresas - são elas: segurança, extensão e clareza de �uxo, acesso,

uso do espaço, �exibilidade, entre outros.

Algumas das exigências acima citadas merecem uma atenção especial neste trabalho:

Extensão e clareza de �uxo são necessárias para canalizar a passagem de matérias

e pessoas para atender os objetivos pré-de�nidos. Neste trabalho, estamos interessados em

minimizar as distâncias das operações (a partir de agora, operações também podem signi�car

ou máquinas ou centros de trabalho, de acordo com a natureza do que se deseja).

O acesso é necessário para que todas as máquinas e/ou equipamentos e/ou instalações

estejam colocadas de forma a permitir a manutenção adequada ou manuseio pelo operador,

quando necessário.

Sobre o uso do espaço, as máquinas devem ser arranjadas de maneira a permitir o

uso adequado do espaço disponível para ela. Também será dada uma atenção especial a este

item por, posteriormente, haver o interesse de minimizar o espaço ocupado. Às vezes, esse

não é o interesse, principalmente em ambientes luxuosos, onde se quer usar ao máximo o

ambiente disponível.

A �exibilidade é importante para que seja possível fazer mudanças quando necessário,

pois é provável que a demanda varie e o arranjo físico deve ser projetado já com essas possíveis

necessidades futuras.

No problema que será tratado neste trabalho, consideramos que temos um número

�nito de máquinas n, de m ≤ n tipos distintos, que devem ser colocadas em um arranjo

físico de forma a ocupar o mínimo espaço possível, ou seja, para que sobre o maior espaço

dentro desse layout. Levando em conta a classi�cação pelo tipo de processos, no problema

apresentado, os recursos transformadores são os que determinam a organização do arranjo
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físico, então o layout é por processo.

Estas máquinas devem ser dispostas satisfazendo algumas restrições e atendendo a

particularidade de cada máquina/setor, para que se possa atender o espaço e que seja bem

aproveitado. Vamos considerar que cada uma tem um tamanho próprio, que depende de seu

tipo m, e que cada uma delas irá ocupar um espaço circular de raio rm. Queremos também

que nenhuma destas máquinas ocupe o mesmo espaço que qualquer outra.

Para �carmos o mais próximo possível da realidade, vamos considerar que também há

um espaço mínimo entre cada máquina, dada a importância do �uxo dentro do espaço e do

acesso, para que um operário possa se locomover dentro do armazém e ao redor de todas elas,

que será denominado por k (constante real). Desta última consideração, �ca evidente outra:

que as máquinas não podem estar encostadas nas paredes, pois isso impediria ou uma possível

veri�cação, manutenção ou qualquer outra coisa de mesma natureza de impedimento.

Então, este trabalho tem a �nalidade de tratar o problemas de arranjo físico como

um problema de otimização e solucioná-lo através de Otimização DC.
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1.1 Justi�cativa

Nos dias de hoje, qualquer melhora que é feita na organização, que traga uma melhoria

no desempenho, é importante para que a empresa possa se manter no mercado. Um dos

principais objetivos para isso deve ser um layout apropriado e vantajoso para o que se deseja

produzir.

Um bom layout é fundamental para qualquer empresa, desde as de pequeno porte

até uma multinacional. É no layout onde se encontra especi�cado onde cada máquina

estará disposta, as distâncias entre elas para que se possa ter o �uxo desejado (desde

pessoas até outras máquinas), as operações realizadas em cada máquina, dentre outros.

Essa con�guração das instalações estabelece as relações entre as várias atividades/operações

da empresa.

A escolha deste layout pode trazer várias consequências, boas ou ruins. Uma simples

alteração de um único equipamento pode impedir o bom �uxo dentro da instituição, mas

pode também trazer uma diminuição dos custos e um consequente ganho para a empresa.

Por exemplo, a mudança de uma mesa de posição pode impedir a passagem de outras pessoas

e/ou máquinas, quebrando o �uxo ali existente.

Assim, percebe-se que o layout não pode ser feito baseado em suposições e

opiniões. Faz-se necessário um estudo detalhado que leve em consideração as informações,

especi�cações e características dos produtos, matérias e máquinas, características dos

equipamentos, espaço necessário para montagem, movimentação do operador, manutenção,

transporte e sequência das operações. Deste, apenas a última não terá implicação neste

trabalho.

Também se faz necessário, dependendo do tipo de companhia, saber qual a variedade

de produtos existentes, o número esperado de clientes que frequentarão o espaço e o(s)

estoque(s), para que o público possa ser atendido da melhor maneira possível, visando

aumentar as vendas.

Resumidamente, o que se deseja é atender o consumidor da melhor maneira, aumentar

a produtividade e diminuir os custos. Para aplicação do layout, deve ser feita uma análise de

posicionamento, observando os diversos aspectos operacionais e/ou comerciais, melhorando

o acesso, espaço interno e circulação. É necessário ter uma estrutura adequada para que

se produza com qualidade e, pelo estudo do layout, busca-se aproveitar melhor o espaço na

organização para que os objetivos sejam alcançados.
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Uma melhor ordenação de máquinas, homens, entre outros, in�uencia diretamente

nos custos e pode causar também outros impactos negativos, quando mal conduzidos,

como aumento do gasto de energia, visualização desfavorável, despender mais tempo para a

produção do produto e, como consequência, tornar a empresa menos competitiva.

Portanto, vê-se que o estudo do layout é crucial para um sistema produtivo e para

a competitividade da empresa, que in�uenciam diretamente o produto �nal e, diante disto,

o presente trabalho visa um aprofundamento dos conhecimentos teóricos sobre o tema e

aplicá-lo como prática administrativa para melhoramento de um sistema produtivo.
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1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

Resolver o problema proposto de arranjo físico usando um algoritmo através de

otimização DC, para o problema em sua forma canônica.

1.2.2 Objetivos Especí�cos

• Estudar a teoria de funções DC;

• Formular o problema modelo de arranjo físico como um problema de otimização;

• Reescrever o problema modelo de arranjo físco como um problema de otimização DC;

• Reformular o problema de arranjo físico como um problema de Otimização D.C. na

sua forma canônica (CDC);

• Implementar um Algoritmo para o problema de arranjo físico.
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1.3 Organização da Dissertação

Após a introdução apresentada, esta dissertação esta organizada da seguinte maneira:

no capítulo 2, apresentamos a revisão bibliográ�ca. Em seguida, no capítulo 3, é feita a

descrição e formulação do problema de arranjo físico, proposto pelo nosso trabalho, como um

problema de otimização, onde cada restrição e função objetivo são apresentadas e modeladas

matematicamente. No capítulo 4, é mostrado os principais resultados teóricos sobre funções

DC e otimização DC do problema geral de otimização DC e de sua forma Canônica (C.D.C.).

Também são recuperadas as condições de otimalidade. No capítulo 5, o problema de interesse

é tratado pela otimização DC e, por �m, é apresentado um algoritmo para encontrar sua

solução. No capítulo 6, é apresentada formalmente a metodologia. Já no capítulo 7 são

apresentados os Experimentos Computacionais para o problema de arranjo físico com 10,

12 e 14 objetos. Por �m, as Considerações Finais e as sugestões para trabalhos futuros são

apresentadas no Capítulo 8.



Capítulo 2

Revisão Bibliográ�ca

Esta dissertação tem como base o artigo do Horst e Thoai (1999) para se conhecer

as abordagens básicas e representação de problemas de otimização DC em suas formas geral

e canônica (CDC). Todos estes problemas gozam de algumas propriedades matemáticas

especiais e suas aplicações motivaram algumas abordagens distintas para sua solução,

discutidas a seguir.

2.1 Problemas de Otimização DC com restrições

Nesta secção vamos rever alguns problemas de Otimização DC, em que a região viável

é um conjunto convexo e a função objetivo é a diferença entre duas funções convexas, aqui

chamado de 'problema geral de otimização DC'. Problemas de Otimização DC tem um grande

número de aplicações nas áreas de economia, engenharia e outros campos de aplicação, como

podem ser visto nos artigos Tuy [43], Tuy [39] e Hoai [13]. Este tipo de problema cobre

os problemas de otimização convexa padrão e minimização côncava. Isto porque a função

objetivo destes problemas podem ser reescritas como a diferença entre 0 e a função convexa.

De fato, qualquer problema de Otimização contínuo sobre um conjunto compacto pode ser

transformado em um problema de Otimização DC [43].

Otimização DC tem uma estreita relação com problemas combinatórios. Assim,

algumas técnicas de otimização DC podem ajudar no tratamento de uma grande classe

de problemas de otimização global. A abordagem determinística na otimização DC já

tem algumas décadas e muitos algoritmos foram propostos para tratar diferentes problemas

DC. Nestes problemas, as condições de regularidades são geralmente assumidas satisfeitas a

10
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priori, o que requer que ao menos uma solução ótima seja um ponto de cluster dos pontos

interiores viáveis. Entretanto, nem todos os algoritmos assumem que essas condições valem,

como em [20] onde foi estabelecido condições duais caracterizando otimalidade globlal para

problemas de otimização DC - como as condições de otimalidade são dadas em termos de

ξ-subdiferenciais - as condições de regularidade não são assumidas.

Uma outra abordagem é transformar o problema de otimização DC em um problema

de minimização côncava. Desta maneira, muitos algoritmos já existentes para os problemas

de minimização côncava podem ser usados para solucionar o problema de interesse, a exemplo

de [34], assumindo que a região viável é um conjunto poliedral convexo. Esta abordagem

transforma o problema geral de otimiação DC em um problema de minimização côncava

e aplica o método de aproximação externa para problemas de minimização côncava para

solucioná-lo. Liu,[21] também transforma o problema de otimização DC num problema

equivalente de minimização côncava. Eles fornecem três abordagens paralelas para problemas

DC, aplicam-nas no problema e apresenta os resultados numéricos dos testes.

Outra abordagem é a dualidade dos problemas DC e as condições de otimalidade local.

Nestes algoritmos são geradas duas sequencias de candidatos a solução para os problemas

primal e dual, que convergem para o solução ótima. Tao em[27] propôs em 1986 um algoritmo

de sub-gradientes para resolver o problema DC, posteriormente melhorado e atualizado por

Hoai An e Tao em [9], [10] e [12]. Ainda que estes algoritmos não pudessem garantir que a

solução fornecida fosse a global para os problemas DC, eles quase sempre convergiam para

a solução global quando dado um ponto inicial adequado.

Horst et all em [16] propuseram um algoritmo Branch and bound para solucionar o

problema em questão. Este algoritmo combina os métodos de Branch and Bound e Outer

Approximation. Sua principal vantagem é que apenas subproblemas lineares e problemas de

minimização convexa invariáveis tem de ser resolvidos.

2.2 Problema Canônico de Otimização DC (CDC)

Os CDC's possuem a função objetivo linear e sua região viável é a intersecção de

um conjunto de restrições convexas com uma restrição reversa convexa, ou seja, da forma

g(x) ≥ 0 onde g é convexa. Todos os problemas de otimização DC podem ser reduzidos a sua

forma CDC, que tem uma estrutura matemática mais simples que a do problema geral de

otimização DC. Assim, algoritmos para resolver o problema CDC dá um tratamento único
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aos problema de otimização DC. Muitos algoritmos foram feitos para solucionar o problema

CDC e são utilizadas as técnicas ou de Branch and Bound ou de Outer Approximation.

Tradicionalmente, são classi�cados em duas classes: primal ou dual.

Os primeiros algoritmos que utilizavam técnicas de planos de corte foram propostos

em [34] e [33]. Neste último, Tuy introduziu o problema canônico e mostrou como qualquer

problema DC pode ser reduzido a essa forma. O seu algoritmo considera apenas problemas

limitados e consiste de duas fases: uma local e outra global. Ao �nal, ele prova que o

algoritmo termina em uma solução α-ótima. Uma vez que este algoritmo requer uma solução

inicial viável e isto pode não ser fácil de encontrar, ele fornece uma versão modi�cada de

seu algoritmo em [40]. A estrutura foi a mesma do que foi mostrado em [33] e [34] mas, em

particular, a fase inicial desaparece e o ponto inicial sequer necessita ser viável.

Thach em [30] desenvolveu um algoritmo de Outer Approximation para encontrar

soluções viáveis para um sistema de equações e inequações não-lineares. Depois, Phong, Tao

e Hoai An apresentaram uma adaptação do algoritmo de Thach para resolver o CDC. Uma

abordagem mais geral foi proposta por Tuy em [33], cujo método cobre um grande número

de algoritmos existentes.

Uma outra abordagem é de resolver o CDC através de subproblemas de minimização

côncava. Nghia e Hieu em [23] solucionaram o CDC desta forma. No que diz respeito a

parte computacional, limites inferiores e superiores são sempre veri�cados e um esquema de

Outer Approximation é usado.

Um dos primeiros algoritmos 'Cut and Split ' foi criado por Hillestad e Jacobsen [8]

para resolver problemas reverso convexo, ou seja, CDC onde Ω é um poliedro. Enquanto que o

algortimo tenha resolvido um grande número de instâncias, sua propriedade de convergência

não tinha sido provada até o trabalho de Tuy em [35], onde foi mostrado que se o algoritmo

executa a etapa de bisecção in�nitamente então ao menos um ponto da sequência é o ótimo

global.

Horst, Thoai e Benson em [17] propuseram um método combinado, primeiramente,

para o problema de minimização côncava. Uma abordagem similar foi proposta

posteriormente por Horst, Thoai e Phong em 1990 onde problemas CDC puderam ser

resolvidos como uma sequência de problemas lineares e problema de minimização convexa

univariados. Ainda que a abordagem seja similar a partição canônica e a abordagem AE

para problemas de minimização côncava, este algoritmo é considerado diferente dos demais.

Nem todos os algoritmos existentes podem garantir a convergência. Uma tentativa de
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resolver este problema foi dada em Thoai [31]. Este algoritmo é uma maneira modi�cada dos

[33] e [34]. Entretanto, este algoritmo bem como sua forma modi�cada [15] não garantem

convergir [40]. Ben Saad e Jacobsen também propuseram algoritmos de plano de corte [1] e

[2] e seu contra exemplo foi dado em [3].

Na classe dos métodos duais, o algoritmo de anexação poliedral e o algoritmo

dual CS/OA são os mais famosos. O primeiro foi proposto por Tuy [34] para problemas

de minimização côncavo e posteriormente extendidos para problemas de otimização não-

convexos mais gerais [36] e [37]. Este algoritmo usa o procedimento de AE no espaço polar.

O método dual CS/OA foi primeiramente tratado por Tuy et all em [38] para resolver um

problema equivalente a CDC. É, de fato, um algoritmo CS/OA no espaço polar.



Capítulo 3

O problema de arranjo físico

Nesta seção será discutido um problema de layout detalhadamente. A partir das

limitações encontradas no problema real e do objetivo que se deseja na organização do

arranjo físico, serão identi�cadas as restrições e a função objetivo, já que o problema será

tratado como um problema de otimização, e o modelo do problema de arranjo físico será

modelado matematicamente por um conjunto de equações/inequações.

3.1 O problema proposto de arranjo físico

O problema de interesse está na maneira em que n máquinas/operações podem ser

dispostas dentro de um arranjo físico, satisfazendo as necessidades previamente estabelecidas

e discutidas abaixo uma a uma. Logo, antes de tudo há a necessidade de se estabelecer a

forma do arranjo físico e do espaço ocupado por cada máquina/operação. Daqui em diante,

ao invés de máquina/operação substituiremos por objeto. Quando a palavra objeto tiver

outra conotação, ela será esclarecida no texto.

Será considerado sempre, daqui em diante, que o layout é uma região retangular R

do plano cartesiano ortogonal. Já os objetos ocuparão uma região circular.

14
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Figura 3.1: Região R que representa o arranjo físico de uma empresa qualquer

Num ambiente do mundo real, cada máquina ocupa uma região diferente, que depende

da sua natureza. No modelo proposto é considerado que a região que uma única máquina

irá ocupar será circular, de raio ri, onde i refere-se a máquina i = 1, 2, ..., n.

O centro da região que o objeto i ocupa será representado por ci , para i = 1, ..., n.

Uma máquina não pode ocupar o espaço de outra nem estar encostada nas

"paredes"do arranjo físico, região R, para que não seja prejudicado nenhum funcionamento

de qualquer natureza.

A título de ilustração, observe a �gura a seguir, representando três máquinas dentro

do arranjo físico.

Figura 3.2: Exemplo de três máquinas no arranjo físico

Observando os círculos acima, onde cada um deles representa a região que ocupa cada

máquina, observamos que há uma distância mínima entre todos os objetos. Abaixo, quando

dizemos distância, entende-se que é a distância euclidiana entre os centros dos círculos e

entende-se espaço pela diferença entre a distância de dois círculos pela soma de seus raios,

representado por k.

• centros: c1, c2 e c3.
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• A distância entre os círculos 1 e 3 é representada pelo segmento d13.

• k representa o espaço entre os círculos 1 e 2 (ou k12), que deve ser no mínimo k0 para

que se possa operá-la ou permitir manutenções.

Com isso, o que se deseja é que todas as máquinas �quem juntas umas das outras

mas satisfazendo as restrições impostas pelo modelo, que serão melhor discutidas no tópico

seguinte. A maneira que iremos considerar para classi�car a proximidade entre as máquinas

também será tratada posteriormente.

3.2 Restrições e Função Objetivo

Assim, as limitações serão tratadas formalmente a seguir. O problema é modelado

matematicamente de acordo com as necessidades do problema proposto, e serão apresentadas

cada restrição e a função objetivo detalhadamente.

3.2.1 Restrições

As restrições do problema surgem das necessidades mais básicas encontradas no

mundo real. Em momento nenhum houve a preocupação de tratar das inúmeras possíveis

restrições da realidade, mas sim tratar daquelas mais básicas e encontradas frequentemente

em quase a totalidade de arranjos físicos, tanto no setor de produtos quanto de serviços.

O primeiro conjunto de restrições diz respeito ao fato de que nenhuma máquina, em

nosso modelo, poderá ocupar o espaço de outra máquina. Mais ainda, nenhuma máquina

poderá �car encostada noutra ou nas bordas da região R. Isso porque, como já foi mencionado

anteriormente, deve-se tratar separadamente cada objeto para aproximar-se ao máximo da

realidade, quando possíveis alterações no layout são inviáveis após o primeiro arranjo dos

objetos. Assim, a primeira restrição é:

∥ci − cj∥ ≥ ri + rj + k

i = 1, . . . , n− 1 e j = i+ 1, . . . , n

Isso porque se quer, no caso real, por exemplo, um funcionário ou um objeto de outra

natureza possa se locomover ao redor de todas as máquinas, sem que seja necessário mudá-la
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de local. Logo, o k, que aparece na restrição, controla exatamente qual o espaço mínimo que

queremos entre todas as máquinas colocadas no espaço físico.

No modelo proposto, temos que garantir que cada máquina esteja realmente colocada

em sua totalidade dentro do arranjo físico, o que remete as seguintes restrições:

xi + ri + k ≤ L0 + L

yi + ri + k ≤ H0 +H

ri + k + L0 ≤ xi

ri + k +H0 ≤ yi

i = 1, . . . , n e j = 1, . . . , n

onde:

• ci = (xi, yi) ∈ R2 é o centro do objeto i ;

• L: comprimento do arranjo físico ;

• H: largura do arranjo físico ;

• L0: abscissa inicial do arranjo físico ;

• H0: ordenada inicial do arranjo físico ;

• k: distância entre dois obejtos.

Das restrições apresentadas anteriormente, a primeira e a terceira garantem que um

objeto não encoste nas paredes laterais do layout, e mais, garantem que �carão afastadas o

valor de k, enquanto que as outras duas fazem o mesmo que as anteriores para as paredes

inferior e superior. Entende-se por parede as bordas da região R.

Outras restrições poderiam ser adicionadas ao problema, como a necessidade que

dois ou mais objetos devessem �car a uma distância máxima ou mínima, além de serem

obrigatoriamente vizinhos ou não. Mas estas e outras possibilidades não serão tratadas aqui

neste trabalho.
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3.2.2 Função Objetivo

Dada a necessidade de otimização do espaço físico, que acontece frequentemente no

mundo real, o critério utilizado para medir essa proximidade foi a soma das distâncias

euclidiana entre os centros dos objetos. Isto porque, atualmente, há uma tendência para

espaços cada vez menores, que mesmo assim devem alocar todos os setores ou objetos

necessários para a produção de bens ou serviços. Também pelo fato da necessidade de

que seja reduzido o tempo e os movimento de locomoção de pessoas ou máquinas dentro

do arranjo físico, fazendo com que o transporte ou a passagem de pessoas tenham seu �uxo

normal, sem obstáculos que possam afetar negativamente este �uxo. Assim, utilizando o

critério citado anteriormente, a função objetivo de nosso problema será:

minimizar
∑∑

∥ci − cj∥
i = 1, . . . , n− 1 e j = i+ 1, . . . , n

3.2.3 Problema Modelo

Logo, colocando o exposto como um problema de otimização, o problema �ca na

forma:

Minimizar
∑∑

∥ci − cj∥

s.a. ∥ci − cj∥ ≥ ri + rj + k

xi + ri + k ≤ L0 + L

yi + ri + k ≤ H0 +H

ri + k + L0 ≤ xi

ri + k +H0 ≤ yi

Para os objetivos do trabalho, iremos considerar que H0 e L0 são iguais a zero. Assim,

o problema é reescrito como:
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Minimizar
∑∑

∥ci − cj∥ (3.1)

AF s.a. ∥ci − cj∥ ≥ ri + rj + k (3.2)

xi + ri + k ≤ +L (3.3)

yi + ri + k ≤ +H (3.4)

ri + k+ ≤ xi (3.5)

ri + k+ ≤ yi (3.6)

A �m de resolver o problema AF, descrito anteriormente, a técnica a ser utilizada

neste trabalho é a Otimização DC, onde cada uma das restrições e função objetivo serão

reescritas como a diferença de funções convexas e posteriormente o problema será colocado na

forma padrão (CDC). Será necessário que ele satisfaça algumas condições que garantam uma

solução, garantias estas que serão expostas no capítulo a seguir, assim como as propriedades

que foram utilizadas para reescrever e encontrar a solução.



Capítulo 4

Otimização DC

Muitos problemas de otimização envolvem funções que podem ser expressadas como

a diferença entre duas funções convexas (DC). Estes tipos de funções são uma parte

interessante e importante da otimização não convexa, pelos seus aspectos teóricos e também

pelo grande número de aplicações. Isto porque convexidade é uma propriedade que não é

preservada com operações simples, como a multiplicação por escalar. Nas secções seguintes,

serão apresentadas as propriedades das funções DC e de�nido o problema denominado de

O Problema Geral de Otimização DC, ou simplesmentes Problema de Otimização DC. Em

seguida são mostrados alguns exemplos e sua modelagem. Posteriormente o problema de

Otimizaçãp DC é colocado em sua forma canônica (CDC). Por �m, é apresentado o algoritmo

de aproximação externa, baseado em Tuy [40] para o problema na forma CDC.

4.1 Introdução

Otimização DC é um campo interessante e importante em otimização não convexa.

Isto porque além de sua forma cobrir muitas outras da literatura, como otimização convexa,

ela goza de propriedades comumente encontradas na otimização, como multiplicação por

escalar. Alem disso, um grande número de funções podem ser representadas como a diferença

entre funções convexas pois é sabido que toda função de classe C2 tem uma representação

como diferença entre duas funções convexas (DC), embora não haja uma representação

geral dessa forma, bastando exibir uma representação DC qualquer. Nesta secção serão

apresentadas as propriedades das funções DC e suas provas.

20
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De�nição 4.1 Uma função f de�nida em um conjunto convexo X ⊆ ℜn é dita DC em

X se, para todo x ∈ X, f pode ser expressada como f(x) = p(x) − q(x) onde p, q são

funções convexas em X. Uma função que é DC em ℜn é chamada DC. A representação

f(x) = p(x)− q(x) é dita ser uma decomposição DC de f .

De�nição 4.2 Um problema de otimização global é chamado um problema de programação

DC se ele possui a forma:

Minimizar f0(x) (4.1)

DC s.a. x ∈ X,

fi(x) ≤ 0, (i = 1, . . . ,m)

Uma característica interessante da programação DC é que alguns problemas da

forma 4.1 pode ser reduzido ao problema canônico de minimizar uma função linear sobre a

intersecção de um conjunto convexo com o complementar de um conjunto convexo aberto.

O complementar de um conjunto convexo aberto é usualmente descrito como uma restrição

convexa reversa, e tem a forma

g(x) ≥ 0 (4.2)

onde g : ℜn → ℜ é uma função convexa.

De�nição 4.3 Um problema canônico DC (CDC) é um problema de otimização da forma

Minimizar cTx (4.3)

CDC s.a. x ∈ D

g(x) ≥ 0, (i = 1, . . . ,m)

onde c ∈ ℜn, g : ℜn → ℜ é convexo, e D é um subconjunto fechado do ℜn.

A seguir serão expostos algumas propriedades das funções DC, algumas aplicações

e as condições de otimalidade para problemas de Otimização DC na suas formas geral e

canônica.
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4.1.1 O espaço das funções DC

Veremos que as funções DC são fechadas para muitas das operações comumente

encontradas em otimização. As provas de alguns teoremas e propriedades que não foram

mostradas em detalhes podem ser vistas em Horst [19].

Teorema 4.4 Seja f , fi(i = 1, . . . ,m) funções DC Então as seguintes funções também são

DC:

1.
m∑
i=1

λifi(x) para algum número real λi;

2. maxfi(x) e minfi(x) com i = 1, . . . ,m ;

3. |f(x)| , f+ := max {0, f(x)} , f− := min {0, f(x)};

4. o produto
m∏
i=1

fi(x).

Prova 4.5 Item 2: Seja fi = pi − qi, (i = 1, . . . ,m) uma decomposição DC de fi. Da

igualdade

fi = pi +
m∑

j=1,j ̸=i

qj −
m∑
j=1

qj

segue que

maxfi = max

pi +
m∑

j=1,j ̸=i

qj

−
m∑
j=1

qj (4.4)

que é a diferença de duas funções convexas, desde que o máximo, assim como a soma

de um número �nito de funções convexas sejam funções convexas. A prova para minfi(x) é

similar.

Item 3: Seja f = p− q com p, q convexas. Então temos, |f | = 2max {p, q} − (p+ q)

que é uma decomposição DC de |f |. As a�rmações f+ e f− segue de (2).

Item 4: Desde que fi = f+ + f−, do ponto de vista de (3) pode-se reduzir a questão

de encontrar uma decomposição DC para um produto de duas funções DC não negativa,

fi = pi − qi com pi e qi não negativas e convexas, para (i = 1, 2). Então

f1 · f2 = (p1 − q1) · (p2 − q2) =

= 1
2

[
(q1 + q2)

2 + (p1 + p2)
2]− 1

2

[
(p1 + q2)

2 + (p2 + q1)
2]
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é uma decomposição DC de f1 · f2, desde que o quadrado de uma função não negativa

convexa seja convexa. O resultado para
m∏
i=1

fi(x) segue por indução.

Teorema 4.6 Toda função localmente DC é DC

Prova 4.7 A prova deste teorema foge do escopo do trabalho e pode ser vista em Hartman

[7].

Corolário 4.8 Toda função f : ℜn → ℜ cuja segunda derivada parcial é contínua em todos

os pontos é DC

Prova 4.9 Os elementos da Hessiana ∇2f de f são limitados em toda vizinhança fechada

B (x0, ϵ). Portanto, para µ > 0 su�cientemente grande, a função f (x) + µ∥x∥2 é convexa

em B (x0, ϵ) (desde que a Hessiana ∇2f (x) + 2µI é semide�nida positiva em B (x0, ϵ) para

µ su�cientemente grande). Então f (x) =
(
f (x) + µ∥x∥2

)
− µ∥x∥2 é obvialmente DC em

B (x0, ϵ) e por isso DC pelo Teorema 4.6.

Corolário 4.10 Toda função real contínua em um conjunto convexo compacto C ⊂ ℜn é o

limite de uma sequência de funções DC que converge uniformemente em C.

Corolário 4.11 Seja f : ℜn → ℜ DC e g : ℜ → ℜ convexa. Então a composição gof é DC.

Prova 4.12 Seja x0 ∈ ℜn e y0 = f (x0). A função convexa g (y) pode ser representada

em alguma vizinhança B (y0, ϵ0) de y0 como o supremo local de alguma família de funções

a�ns, isto é, g (y) = supi∈I (aiy + bi) para y ∈ B (y0, ϵ0) onde ai, bi ∈ ℜ, e I é um conjunto

de índices tal que s = supi∈I |ai| <∞. Seja f (x) = p (x) − q (x), p, q convexas em alguma

vizinhança B (y0, ϵ1) satisfazendo f (B (y0, ϵ1)) ⊆ B (y0, ϵ0). Então, para x ∈ B (y0, ϵ1)

aif (x) + bi = bi + aip (x)− aiq (x) =

= [bi + (s+ ai) p (x) + (s− ai) q (x)]− s (p (x) + q (x)) =

= p̃i(x)− q̃i(x)

Como p̃i e q̃i são convexas e q̃i(x) = s (p (x) + q (x)) é independente de i. Segue que

g (f (x)) = supi∈I (p̃i(x)− q̃i (x))

= supi∈I p̃i (x)− q̃i(x)

= p̃i(x)− q̃i(x), com p̃i convexa.
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A função g ◦ f é localmente DC e por isso DC, pelo Teorema 4.6.

Teorema 4.13 O quadrado d2M(x) da função distância é d.c. para algum subconjunto

fechado não vazio M do ℜn

Prova 4.14 Tem-se

d2M(x) = inf
{
∥x− y∥2 : y ∈M

}
= ∥x∥2 + inf

{
−∥x∥2 + ∥x− y∥2 : y ∈M

}
= ∥x∥2 − sup

{
∥x∥2 − ∥x− y∥2 : y ∈M

}
= ∥x∥2 − sup

{
2xTy − ∥y∥2 : y ∈M

}
A norma p (x) = ∥x∥2 é convexa e a função q (x) := sup

{
2xTy − ∥y∥2 : y ∈M

}
é o

supremo local de uma família de funções a�ns e, portanto, convexa.

4.2 Algumas Aplicações

4.2.1 Problema de Localização de Facilidades

O problema de localização considerado por Tuy, Al-Khayyal, e Zhou [39] é o problema

de localização com atração e repulsão, conhecido na literatura como o problema de Weber

com atração e repulsão.Em localização de facilidades, uma facilidade deve ser construida em

uma área M do plano para servir n usuários localizados nos pontos aj ∈M . Se a facilidade

for localizada no ponto x ∈ M então a atração da facilidade para o usuário j é qj(hj(x)),

onde hj(x) = ∥x− aj∥ é a distância euclidiana de x para aj e qj : ℜ+ −→ ℜ+ é uma função

convexa decrescente (quanto mais distante x está de aj então menos atrativo ele é para o

usuário j). O que se deseja determinar é a localização da facilidade (PLF) para maximizar

o soma das atratividades , ou seja:

Maximizar
n∑

j=1

qj [hj (x)]

PLF s.a. x ∈M
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Em casos, por exemplo, onde se deseja colocar uma facilidade o mais distante possível

das localizações dos usuários (aj), sendo J1 o conjunto dos pontos de atração e J2 o conjunto

de pontos de repulsão, deseja-se então maximizar a seguinte função

F (x) :=
∑
j∈J1

qj [hj (x)]−
∑
j∈J2

qj [hj (x)]

Nas situações comumente encontradas, a escolha de qj [hj (x)] é:

qj [hj (x)] =

{
αj − wj ∥x− aj∥ paraj ∈ J1

wje
−θj∥x−aj∥paraj ∈ J2

O αj > 0 é a atração máxima de um ponto j ∈ J1 e θj é a velocidade de decaimento

de repulsão do ponto j ∈ J2 e wj > 0,∀j, é o peso do ponto aj. O problema de Weber

clássico ocorre quando temos J2 = ∅.

4.2.2 Planejamento de Produção e transporte

Considere o problema ilustrativo de planejamento de produção e transporte(PPT):

Um número q de fábricas produzem um certo tipo de produto para satisfazer a demanda

dj, j = 1, ...,m para m destinos (ou consumidores). O custo de produção é g (y) =
∑
gi (yi)

quando a fábrica i produz yi unidades (número �nito) e cada gi (yi) é um função côncava. O

custo de produção é suposto linear e igual a cij para cada unidade enviada da fábrica i para

o destino j. Uma função de penalização h (z) =
∑
hj (zj), para i = 1, ...,m é inserida para

representar uma multa paga caso o destino j receba zj ̸= dj unidades. Assumi-se que cada

hj é não negativa e também convexa decrescente, no intervalo [0, dj] satisfazendo hj (dj) = 0.

Assim, temos o seguinte problema:

Minimizar

q∑
i=1

m∑
j=1

cijxij + g (y) + h (z)

PPT s.a.

m∑
j=1

xij = yi, (i = 1, · · · , q)

q∑
i=1

xij = zj, (j = 1, · · · ,m)

xij ≥ 0∀i, j, yi ≥ 0, dj ≥ zj ≥ 0∀j
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Esse problema se torna um problema de Otimização DC quando os custos

de transporte pelos arcos (i, j) são funções côncavas ou convexas da quantidade xij

transportada.

4.3 Condições de Otimalidade

Considere um par de problemas de programação dados por:

ω∗
δ = inf {ω (z) : z ∈ Z, ψ (z) ≤ δ} (4.5)

ψ∗
η = inf {ψ (z) : z ∈ Z, ω (z) ≤ η} (4.6)

onde Z ⊆ ℜp, δ, η ∈ ℜ e ω e ψ são funções �nitas em ℜp. Seja Ω∗
δ e Ψ∗

η o conjunto

das soluções ótimas dos problemas 4.5 e 4.6 , respectivamene.

De�nição 4.15 : Diz-se que os problemas 4.5 e 4.6 são recíprocos se Ω∗
δ = Ψ∗

η (neste caso

o princípio da reciprocidade é válido).

Proposição 4.16 : Se Z = ℜp, ω (z) = ∥z∥ e η = ω∗
δ, então o princípio da reciprocidade

vale para alguma função contínua ψ (z) sempre que {z ∈ Z : ψ (z) ≤ δ} ≠ ∅
A prova se encontra em TIKHONOV (1980).

Proposição 4.17 : Assuma nos problemas 4.5 e 4.6 que η = ω∗
δ e que ψ∗

η = δ. Então o

princípio da reciprocidade vale para todo conjunto Z e nas funções arbitrárias ω (z) e ψ (z).

Prova 4.18 : Seja z∗ seja uma solução ótima de 4.5. Então z∗ ∈ Z, ω (z∗) = ω∗
δ = η e

ψ (z∗) ≤ δ = ψ∗
η, que implica que z∗ é solução ótima de 4.6. Então Ω∗

δ ⊆ Ψ∗
η. A relação

Ω∗
δ ⊇ Ψ∗

η é análoga.

A seguir será estabelecida as condições de otimalidade para o problema de otimização

DC derivadas da proposição anterior. Antes disso, será introduzido o conceito de subconjunto

robusto do ℜp.

De�nição 4.19 : Seja Z ⊂ ℜp, f : ℜp → ℜ, e δ ∈ ℜ. O conjunto
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S (Z, f, δ) = {z ∈ Z : f (z) ≤ δ}

é dito robusto se

S (Z, f, δ) = cl({z ∈ Z : f (z) < δ})

onde para cada conjunto S, cl (S) é o fecho de S

Lema 4.20 : Se nos problemas 4.5 e 4.6 a função ω é convexa e a seguinte condição é

satisfeita

∃z0 ∈ Z : ω
(
z0
)
< ω∗ (4.7)

,

onde o conjunto S (Z, ω, η) é robusto para cada η ≥ ω∗.

Prova 4.21 : De 4.7 e da convexidade de ω, segue que para cada η ≥ ω∗ é válido

cl({z ∈ ℜp : ω (z) < η}) = {z ∈ ℜn : ω (z) ≤ η} e

Z ∩ {z ∈ ℜp : ω (z) < η} ≠ ∅. Segue que

cl({z ∈ Z : ω (z) < η}) = cl (Z ∩ {z ∈ ℜp : ω (z) < η})

⊆ Z ∩ cl (Z ∩ {z ∈ ℜp : ω (z) < η})

= Z ∩ cl (Z ∩ {z ∈ ℜp : ω (z) ≤ η})

= S (Z, ω, η)

Para mostrar a relação ⊇, seja

z1 ∈ S (Z, ω, η) = Z ∩ {z ∈ ℜp : ω (z) ≤ η}

e seja (z0, z1) e [z0, z1] os segmentos aberto e fechado, respectivamente. Então

(z0, z1) ⊂ Z ∩ {z ∈ ℜn : ω (z) < η}

e portanto
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[z0, z1] ⊂ cl(Z ∩ {z ∈ ℜp : ω (z) < η})

isto é

z1 ∈ cl({z ∈ Z : ω (z) < η})

Considerando um caso especial do problema 4.5

ω∗
δ = inf {ω (z) : z ∈ Z, ψ (z) ≤ 0} (4.8)

A seguinte condição de otimalidade para o problema 4.8 é um corolário da Proposição

4.17.

Proposição 4.22 : Assuma que no problema 4.8 a função ω é convexa, o conjunto

S (Z, ψ, 0) = {z ∈ Z : ψ (z) ≤ 0} é robusto e a condição 4.7 é satisfeita. Então o ponto

viável z∗ de 4.8 é uma solução ótima se e somente se

0 = inf {ψ(z) : z ∈ Z, ω(z) ≤ ω(z∗)} (4.9)

Prova 4.23 : Como ω(z∗) ≥ ω∗, segue que o conjunto S(Z, ω, ω(z∗)) é robusto,pelo lema

4.20. Portanto,

inf {ψ(z) : z ∈ Z, ω(z) ≤ ω(z∗)} = inf {ψ(z) : z ∈ Z, ω(z) < ω(z∗)} = 0

que implica, no ponto de vista a robustez do conjunto S(Z, ψ, 0), que

ω(z∗) ≤ inf {ω(z) : z ∈ Z, ψ(z) < 0} = inf {ω(z) : z ∈ Z, ψ(z) ≤ 0} = ω∗

Então, em 4.8 e 4.9 são recíprocos.

Uma importante classe de problemas de otimização d.c. é a seguinte

ω∗ = inf {g(x)− h(x) : x ∈ X} (4.10)

onde g e h são duas funções convexas em ℜn e X é um subconjunto fechado convexo

do ℜn. O resultado seguinte fornece uma condição de otimalidade para o problema 4.10
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Proposição 4.24 : Assuma que o problema 4.10 tem solução. Então o ponto x∗ ∈ X é

uma solução ótima se e somente se existe t∗ ∈ ℜ tal que

0 = inf {−h(x) + t : x ∈ X, t ∈ ℜ, g(x)− t ≤ g(x∗)− t∗} (4.11)

Prova 4.25 : Usando uma variável adicional t, temos

ω∗ = inf {g(x)− t : x ∈ X, t ∈ ℜ,−h(x) + t ≤ 0} (4.12)

x∗ ∈ X é uma solução ótima de 4.10 se e somente se existe t∗ ∈ ℜ tal que

(x∗, t∗) é uma solução ótima de 4.12. Seja p = n + 1, Z = X × ℜ, ω(z) = g(x) − t e

ψ(z) = −h(x)+ t. Então as condições da proposição 4.22 são satisfeitas e os problemas 4.12

e 4.11 são recíprocos.

4.4 Problema Canônico DC (CDC)

O problema canônico CDC, já de�nido, possui a seguinte forma:

Minimizar cTx

CDC s.a. x ∈ D

g(x) ≥ 0, (i = 1, . . . ,m)

onde c ∈ ℜn, g : ℜn → ℜ é convexo, e D é um subconjunto fechado do ℜn.

Na secção a seguir veremos como um problema na forma DC é transformado na sua

forma CDC.

4.4.1 Transformação de problemas DC na forma canônica CDC

Neste trabalho, o problema CDC:

min
{
cTx : x ∈ D, g(x) ≥ 0

}
,

onde c é uma função linear, D é um subconjunto convexo fechado do ℜn e g é uma

restrição reversa convexa.
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Teorema 4.26 : Todo problema de Otimização DC é equivalente a um problema na forma

CDC em ℜn+2.

Prova 4.27 Considere o problema de Otimização DC na forma:

min {f0(x) : x ∈ D, fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m}

onde cada fi(x) possui uma decomposição DC e D é um subconjunto convexo fechado

do ℜn.

O problema acima pode ser escrito na forma

min
{
cTx : x ∈ D, g(x) ≥ 0

}
,

onde c é uma função linear e g é uma função convexa e a restrição g(x) ≥ 0 é reversa

convexa. Façamos da seguinte maneira, primeiramente utilizando uma variável adicional

xn+1, reescrevemos o problema anterior como

min {xn+1 : xn+1 ∈ ℜ, x ∈ D, f0(x)− xn+1 ≤ 0, fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m}

Em seguida, de�nimos a função

f(x, xn+1) = max {f0(x)− xn+1, fi(x), i = 1, . . . ,m}

Seja f(x, xn+1) = g(x, xn+1) − h(x, xn+1) a decomposição do máximo vista

anteriormente. Adicionando mais uma variável, xn+2, e escolhendo

z = (x, xn+1, xn+2) ∈ ℜn+2;

Z = {z ∈ ℜn+2 : x ∈ D, g(x, xn+1)− xn+2 ≤ 0};
g(z) = h(x, xn+1)− xn+2.

Obtemos então o problema

min {xn+1 : z ∈ Z, g(z) ≥ 0}

Ou seja, minimizar uma função linear sobre um conjunto convexo e uma restrição

reversa convexa, chegando assim na forma CDC.

A seguir, um exemplo de um problema transformado na forma CDC é exposto para

melhor entendimento da teoria.

Exemplo: Considere o seguinte problema de otimização
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min (x41 + x2 + x3)− (x1 + x22 − x3)

s.a.x1 + x2 + x3 ≤ 6, 5

(x1 − x2 − 1, 2)2 + x3 ≤ 4, 4

x1 ≥ 1, 4

x2 ≥ 1, 6

x3 ≥ 1, 8

Primeiramente, vamos colocá-lo na forma de um problema de otimização DC. Sendo

assim, adicionando uma nova varável x4 ∈ ℜ, reescrevemos o problema como

minx4

s.a. (x41 + x2 + x3)− (x1 + x22 − x3 + x4) ≤ 0

x1 + x2 + x3 − 6, 5 ≤ 0

(x1 − x2 − 1, 2)2 + x3 − 4, 4 ≤ 0

1, 4− x1 ≤ 0

1, 6− x2 ≤ 0

1, 8− x3 ≤ 0

Adicionando uma nova varável x5 ∈ ℜ, reescrevemos novamente o problema como

minx4

s.a. (x41 + x2 + x3) ≤ x5 ≤ (x1 + x22 − x3 + x4)

x1 + x2 + x3 − 6, 5 ≤ 0

(x1 − x2 − 1, 2)2 + x3 − 4, 4 ≤ 0

1, 4− x1 ≤ 0

1, 6− x2 ≤ 0

1, 8− x3 ≤ 0

E então o problema �ca na seguinte forma CDC:

minx4

s.a. (x1 + x22 − x3 + x4)− x5 ≥ 0

(x41 + x2 + x3)− x5 ≤ 0

x1 + x2 + x3 − 6, 5 ≤ 0

(x1 − x2 − 1, 2)2 + x3 − 4, 4 ≤ 0
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1, 4− x1 ≤ 0

1, 6− x2 ≤ 0

1, 8− x3 ≤ 0

Ou seja, min {x4 : max {hi} ≤ 0, g(X) ≥ 0}.

4.4.2 Condições de Otimalidade para o Problema CDC

Considerando o problema canônico d.c. (CDC) com o conjunto viável F =

{x ∈ D : g(x) ≥ 0}. Assumindo que F é não vazio, é possível ver que F = ∅ pode ser

detectado frequentemente pelos algoritmos. Na sequência, é possível ver que o problema

CDC cumpre algumas das hipóteses naturais adicionais seguintes. Suponha que:

(H1) D é compacto e intD ̸= ∅.
(H2) existe um ponto x0 ∈ D satisfazendo g(x0) < 0 e cTx0 <

min
{
cTx : x ∈ D, g(x) ≥ 0

}
.

(H3) F = cl (intF )

A suposição (A2) signi�ca que a restrição convexa reversa g(x) ≥ 0 é essencial, porque,

se (A2) não satisfaz, o problema (CDC) deve ser equivalente ao problema de minimização

convexo

Minimizar cTx

s.a. x ∈ D

A terceira propriedade, é a robustez do conjunto viável F = {x ∈ D : g(x) ≥ 0} de

(CDC).

Isto signi�ca, em particular, que é excluído o caso onde a intersecção dos conjuntos

{x : g(x) ≥ 0} e D é uma parte da fronteira de D.

A critério de ilustração, considere o seguinte exemplo:
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Exemplo 2: Seja D =
{
(x1, x2) :

1
7
x1 − 1

5
x2 ≤ 1, 1

7
x1 +

1
4
x2 ≤ 1, x1 ≥ 0, x2 ≤ 1

}
e os

problemas:

(1) - min
{
− 1

10
x1 − 1

2
x2 : x ∈ D, g(x) = x21 + x21 − 8x1 + 7 ≥ 0

}
e;

(2) - min
{
−1

2
x1 − 1

10
x2 : x ∈ D, g(x) = x21 + x22 − 6x1 ≥ 0

}
.

Enquanto que no problema (1) as condições H1 - H3 são satisfeitas, vê-se que no

problema (2) a condição H2 não é.

Seja G = {x ∈ ℜn : g(x) ≤ 0} e seja ∂A a fronteira do conjunto A ∈ ℜn.

Teorema 4.28 : No problema CDC, assuma que D é limitado, F é não vazio e a restrição

convexa reversa g(x) ≥ 0 é essencial. Então existe uma solução ótima na intersecção ∂D∩∂G
que são as fronteiras de D e G.

Prova 4.29 : Como D é limitado e F é não vazio, existe uma solução ótima. Primeiro,

vamos mostrar que que toda solução ótimo deve estar em ∂G: suponha que existe uma solução

ótima x para CDC não em ∂G. Desde que a restrição convexa reversa é essencial, existe um

ponto x0 satisfazendo g(x0) < 0 e cTx0 < cTx. O segmento de linha aberto (x0, x) intercepta

a fronteira do conjunto convexo G num ponto

x̂ = λx0 + (1− λ)x, λ ∈ (0, 1)

que é viável e satisfaz

cT x̂ = λcTx0 + (1− λ)cTx ≤ λcTx+ (1− λ)cTx = cTx

Isto contradiz a otimalidade de x.

Agora seja x ∈ ∂G uma solução ótima. O conjunto convexo fechado G e tem um

hiperplano suporte H em x tal que K = H ∩ D com conjunto compacto convexo D é

um conjunto compacto convexo satisfazendo x ∈ K ⊂ F . Portanto, min
{
cTx : x ∈ K

}
é atingido no ponto extremo v de K que deve ser o ponto de fronteira de D. Além disso,

x ∈ K ⊂ F implica cTv = cTx, isto é, v é uma solução ótima de CDC e portanto, como

mostrado acima, deve ser ao ponto de fronteira de G.

Exemplo 3: Para ilustrar o teorema acima,

considere D = {(x1, x2) ∈ ℜ2 : x1
2 + x2

2 ≤ 4, x2 ≥ 0} , g(x1, x2) = (
√
3 − 1)x1

2 − x2 + 1.

Temos ∂D ∩ ∂G =
{
(−1,

√
3), (1,

√
3)
}
então cada função linear c1x1 + c2x2 que atinge seu
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mínimo sobre D é um ponto que viola a restrição reversa convexa g(x1, x2) ≥ 0 deve ser

minimizado sobre D ∩ {(x1, x2) : g(x1, x2) ≥ 0} em um dos pontos (−1,
√
3), (1,

√
3).

Figura 4.1: Exemplo do teor. 4.28

Proposição 4.30 : (Condição de otimalidade necessária) No problema CDC, sejam as

hipóteses, H1 e H2 satisfeitas. Então toda solução ótima x de CDC satisfaz

max
{
g(x) : x ∈ D, cTx ≤ cTx

}
= 0 (4.13)

Prova 4.31 : Do teorema 4.28 temos que g(x) = 0,

e por isso max
{
g(x) : x ∈ D, cTx ≤ cTx

}
≥ 0. Mas max

{
g(x) : x ∈ D, cTx ≤ cTx

}
> 0

é impossível porque um ponto x̂ ∈ D satisfazendo g(x̂) > 0, cT x̂ ≤ cTx deve ser uma solução

ótima de CDC, desde x seja ótimo. Isto portanto implica que g(x̂ = 0) pelo teorema 4.28.

Proposição 4.32 : (Condição de otimalidade su�ciente) Assuma que no problema CDC o

conjunto viável F é robusto (condição H3 é satisfeita) e que o ponto x0 satisfazendo g(x0)<0

existe. Seja x ∈ F e S ⊇ F tal que

max
{
g(x) : x ∈ S, cTx ≤ cTx

}
= 0 (4.14)

Então x é uma solução ótima de CDC

Prova 4.33 : Assuma que o ponto x ∈ F satisfaz cT x̂ < cTx. Então existe uma bola aberta

B em torno de x̂ tal que cTx < cTx para todo x ∈ B. Como F é robusto, existe uma
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sequência {xq} ⊂ int(F ) convergindo para x̂. Convexidade de g e g(x0) < 0 implica que

int(F ) ⊆ {x : g(x) > 0}. Isto segue que existe um índice q0 tal que xq0 ∈ int(F )∩B, isto é,

temos um ponto viável satisfazendo g(xq0) > 0 e cTxq0 < cTx. Isto contradiz 4.14.

No capítulo a seguir, a teoria aqui apresentada é utilizada para reescrever o problema

de arranjo físico e encontrar uma solução ótima para o problema.



Capítulo 5

Formulação do problema de arranjo físico

como um problema de Otimização DC

Neste capítulo, o problema de interesse deste trabalho é reescrito na forma CDC,

apresentada anteriormente, e posteriormente é proposto um algoritmo para encontrar sua

solução.

5.1 O Problema Modelo na forma CDC

Nesta secção vamos reescrever o problema AF na forma CDC, detalhada na secção

4.4.1, e o chamaremos de AFCDC. Para tal, primeiramente reescreveremos AF como um

problema de otimização DC. Depois, utilizaremos a decomposição DC do máximo, de�nida

na equação 4.4, para reescrever as restrições do tipo 3.2 (no problema AF) como uma única

restrição. Assim, temos que o problema AF pode ser rescrito como:
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Minimizar
∑∑

∥ci − cj∥ (5.1)

AFDC s.a. max

{
(ri + rj + k) +

n−1∑
k ̸=i

n∑
l ̸=j,l=K+1

∥(xk, yk)− (xl, yl)∥

}

−
n−1∑
i

n∑
j=i+1

∥(xi, yi)− (xj, yj)∥ ≤ 0 (5.2)

xi + ri + k0 − L0 − L ≤ 0 (5.3)

yi + ri + k0 −H0 −H ≤ 0 (5.4)

ri + k0 + L0 − xi ≤ 0 (5.5)

ri + k0 +H0 − yi ≤ 0 (5.6)

Para que o problema AFDC possa ser reescrito como um problema CDC,

primeiramente vamos adicionar uma variável t. Assim:

Minimizar t (5.7)

s.a.
n−1∑
i

n∑
j=i+1

∥(xi, yi)− (xj, yj)∥ − t ≤ 0 (5.8)

max

{
(ri + rj + k) +

n−1∑
k ̸=i

n∑
l ̸=j,l=K+1

∥(xk, yk)− (xl, yl)∥

}

−
n−1∑
i

n∑
j=i+1

∥(xi, yi)− (xj, yj)∥ ≤ 0 (5.9)

xi + ri + k − L ≤ 0 (5.10)

yi + ri + k − L ≤ 0 (5.11)

ri + k0 + L− xi ≤ 0 (5.12)

ri + k0 +H − yi ≤ 0 (5.13)

Adicionando uma segunda variável t2, reescrevemos a restrição 5.9 como:
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Minimizar t (5.14)

AFCDCs.a.
n−1∑
i

n∑
j=i+1

∥(xi, yi)− (xj, yj)∥ − t2 ≥ 0 (5.15)

max

{
(ri + rj + k) +

n−1∑
k ̸=i

n∑
l ̸=j,l=K+1

∥(xk, yk)− (xl, yl)∥

}
− t2 ≤ 0(5.16)

n−1∑
i

n∑
j=i+1

∥(xi, yi)− (xj, yj)∥ − t ≤ 0 (5.17)

xi + ri + k − L ≤ 0 (5.18)

yi + ri + k − L ≤ 0 (5.19)

ri + k0 + L− xi ≤ 0 (5.20)

ri + k0 +H − yi ≤ 0 (5.21)

Logo, o problema AFCDC representa o problema de AF reescrito na forma canônica,

min

{
t : z ∈ Z,

n−1∑
i

n∑
j=i+1

∥(xi, yi)− (xj, yj)∥ − t2 ≥ 0

}
, onde:

z = (x, t, t2) ∈ ℜn+2

Z =
{
z = (x, t, t2) ∈ ℜn+2 : x ∈ D, z satisfazendo 5.16, · · · , 5.21

}
(5.22)

g(z) =
n−1∑
i

n∑
j=i+1

∥(xi, yi)− (xj, yj)∥ − t2.

Na seção a seguir será mostrado como foi resolvido o Problema AFCDC de�nido

anteriormente e como o algoritmo proposto resolve o nosso problema.

5.2 Um algoritmo para o Problema Modelo de Arranjo

Físico

Nesta secção será mostrado detalhadamente como foi resolvido o problema de

otimização AFCDC satisfazendo as condições de otimalidade apresentadas no capítulo 4,

secção 4.4. Também é proposto um algritmo para resolver o problema AFCDC.



39

Foi visto que problema AFCDC pode ser escrito da seguinte forma:

Minimizar cT z (5.23)

AFCDC s.a.

n−1∑
i

n∑
j=i+1

∥(xi, yi)− (xj, yj)∥ − t2 ≥ 0 (5.24)

z ∈ Z (5.25)

Onde Z é o conjunto dos z = (x, t, t2) ∈ ℜn+2 que satisfazem as restrições 5.16 a 5.21.

A restrição 5.24 é essencial, ou seja, ∃z0 ∈ Z tal que
n−1∑
i

n∑
j=i+1

∥(xi, yi)− (xj, yj)∥−t2 ≤

0 e cT z0 = t0 < min

{
t : z ∈ Z,

n−1∑
i

n∑
j=i+1

∥(xi, yi)− (xj, yj)∥ − t2 ≥ 0

}
.

A partir do problema AFCDC de�nimos dois problemas, repectivamente denominados

de AFCDC1 e AFCDC2. O primeiro é de�nido como:

Minimizar t (5.26)

AFCDC1s.a. max

{
(ri + rj + k) +

n−1∑
k ̸=i

n∑
l ̸=j,l=K+1

∥(xk, yk)− (xl, yl)∥

}
− t2 ≤ 0(5.27)

n−1∑
i

n∑
j=i+1

∥(xi, yi)− (xj, yj)∥ − t ≤ 0 (5.28)

xi + ri + k − L ≤ 0 (5.29)

yi + ri + k − L ≤ 0 (5.30)

ri + k0 + L− xi ≤ 0 (5.31)

ri + k0 +H − yi ≤ 0 (5.32)

A estratégia para resolver o problema AFCDC é descrita a seguir.

Primeiramente, é resolvido o problema AFCDC1 para encontrar uma solução z̄ que

satisfaça a hipótese H2, ou seja, encontrar um ponto essencial. Em posse dessa solução,

de�ni-se o problema AFCDC2 como:
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Maximizar
n−1∑
i

n∑
j=i+1

∥(xi, yi)− (xj, yj)∥ − t2 (5.33)

AFCDC2 s.a. cT z ≤ cT z̄ + C (5.34)

z ∈ Z (5.35)

Reescrevemos o problema AFCDC2 da seguinte forma, apenas para facilitar a

visualização e compreensão da solução: Seja g(z) =
n−1∑
i

n∑
j=i+1

∥(xi, yi)− (xj, yj)∥ − t2 e

f(z) = cT z. AFCDC2 é então reesctiro:

Maximizar g(z) (5.36)

AFCDC2 s.a. f(z) ≤ f(z̄) + Ck (5.37)

z ∈ Z (5.38)

O problema AFCDC possui solução global z∗ = (x, t, t2)
∗ quando o problema

AFCDC2 possui solução ótima z∗ e g(z∗) = 0, satisfazendo a condição su�ciente de

otimalidade.

A estratégia utilizada para resolver esse problema é a atualização de Ck para se

encontrar z∗k satisfazendo g(z∗k) = 0.

Por outro lado, caso a atualização de Ck me forneça uma solução z∗k onde g(z∗k) < 0,

atualizamos o valor Ck para Ck+1 de modo que Ck+1 > Ck. Caso a atualização de Ck

me forneça uma solução z∗k onde g(z∗k) > 0, atualizamos o valor Ck para Ck+1 de modo que

Ck+1 < Ck. Essa atualização de Ck é feita manualmente, por valores inicialmente arbitrários.

A partir dos valores arbitrários C1 e C2 que me fornecam soluções z∗1 e z∗2 , respectivamente

com g(z∗1) < 0 e g(z∗2) > 0, Ck é escolhido entre os valores C1 e C2 de modo que se obtenha

g(z∗k) = 0.

Embora essa atualização não tenha sido colocada automaticamente pelo algoritmo, a

escolha de Ck era criteriosa, da seguinte forma: Ck+1 =
1
pk
Ck onde pk = 1 + wk e
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wk =


1
4
se gk ≥ 1

4
−1
4

se gk ≤ −1
4

gk se −1
4
< gk <

1
4

(5.39)

A solução z∗k fornece a disposição �nal de cada uma das bolas (objetos) no arranjo

físico, onde os centros de cada um é dado por ci =
(
x∗2n−1, x

∗
2n

)
, para i = 1, · · · , n.

Assim, resolver AFCDC é equivalente a resolver AFCDC2, com z̄ solução de AFCDC1.

O algoritmo AAF a seguir foi proposto para resolver o problema AFCDC. Os raios das bolas

foram escolhidos arbitrariamente para os casos estudados e tanto a apresentação desses dados

e uma melhor discussão sobre cada um deles está no capítulo seguinte.

Algoritmo AAF

Dados ϵ > 0, n◦ Objetos n = n0, Raios R = (r1, · · · , rn0),C = C0

Resolva o problema

AFCDC1: min = {t : z ∈ Z} sendo z̄ sua solução, Z de�nido em 5.22

Faça k = 0, C = C0

Enquanto |g(z̄)| > ϵ

Resolva o problema

AFCDC2: max = {g(z) : z ∈ Z, f(z) ≤ f(z̄) + Ck} com z∗k sua solução

Se

|g(z∗k)| < ϵ, pare. z∗k é solução de AFCDC

Caso contrário, atualize Ck da seguinte forma

g(z∗k) > ϵ, diminua Ck+1 =
1
pk
Ck

g(z∗k) < −ϵ, aumente Ck+1 =
1
pk
Ck

k = k + 1

Fim do enquanto

Fim do AAF

O valor da constante C ainda não é modi�cado automaticamente e deve ser escolhido
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inicialmente, conforme discutido anteriormente. A escolha deste valor para C foi sendo

atualizado manualmente para valores onde g(z) se tornasse o mais próximo de zero quanto

fosse possível, mas sempre positivo, garantindo assim a viabilidade da solução encontrada,

embora com um pequeno erro que pode ser interpretado e visto na solução por um

afastamento maior entre alguns objetos do que o mínimo necessário (que seria obtido quando

g(z) = 0).

A metodologia utilizada, em seu sentido formal, é apresentado no capítulo seguinte.

Uma breve análise é feita no capítulo 7, onde também são apresentadas as imagens das

soluções encontradas para o problema AFCDC e uma tabela-resumo com as respectivas

melhores soluções encontradas para cada um dos quatro casos, com 10, 12, 14 e 16 objetos.



Capítulo 6

Metodologia

Este capítulo de�ne os aspectos metodológicos que concernem esta pesquisa. Em

particular, apresenta-se os aspectos formais que a regem do ponto de vista de metodologia, em

seguida, de�nem-se os passos que permitem a reprodução deste trabalho em sua totalidade.

6.1 Tipo da pesquisa

Numa de�nição formal desta pesquisa, pode-se descrevê-la como de natureza aplicada.

A perspectiva aplicada deste trabalho �ca evidente quando analisam-se os objetivos do

trabalho, bem como os estudos de caso investigados. Mais especi�camente, trata-se da

proposição de um algoritmo que minimize a soma das distâncias entre objetos organizados

em um arranjo físico. Nesse trabalho, os objetos são circulares, em quantidade �xa, de

raios variados, e estão dispostos em uma região retangular de tamanho conhecido e capaz

de comportá-los, mesmo organizados de forma viável mas não ótima. Este problema pode

ser instanciado de diferentes maneiras no cotidiano de indústrias e empresas, a exemplo do

projeto de arranjo físico.

Adicionalmente, no que tange a abordagem do problema, de�ne-se este trabalho como

uma pesquisa quantitativa, uma vez que a análise dos resultados do algoritmo será realizada

através da quanti�cação por métrica numérica. Neste trabalho, a métrica utilizada mensura

a soma de distâncias, de centro a centro, entre cada um dos pares distintos de objetos

dispostos em um arranjo físico. De forma direta, esta métrica re�ete a proximidade dos

objetos. Indiretamente, re�ete também a minimização do espaço utilizado. Observa-se que

não é objetivo desta métrica mensurar o espaço não utilizado.
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Quanto ao objetivo do trabalho, esta pesquisa possui caráter exploratório, uma

vez que visa tornar o problema mais explícito, visa aprimorar ideias com a descoberta e

experimentação de intuições, bem como ser �exível na consideração dos resultados. Este

caráter exploratório se sobrepõe ao caráter descritivo, que visa elucidar características de

populações ou fenômenos; bem como ao caráter explicativo, que almeja explicar o porquê da

dinâmica de fenômenos.

Por �m, no que se refere aos procedimentos técnicos utilizados para desenvolver a

pesquisa, pode-se a�rmar que essa é caracterizada como bibliográ�ca, devido ao fato de

recuperar o conhecimento cientí�co acerca do problema e utilizar-se deste para melhor

fundamentá-la. Ainda, trata-se também de um estudo de caso, visto que cenários especí�cos

são utilizados, a �m de prover fonte de evidência para a avaliação �nal do trabalho. O estudo

de caso previsto neste trabalho dá conta do problema de arranjo físico para um número n

de objetos circulares, onde n ∈ {10, 12, 14, 16} , e com raios r distintos.

6.2 O estudo

6.2.1 Ambiente de estudo

Uma vez que se almeja veri�car a qualidade de uma solução algorítmica para o

problema descrito, um ambiente virtual foi utilizado. Assim, foi escolhido MATLAB (MATrix

LABoratory) e seu toolbox de otimização para problemas não-lineares com restrições, o

fmincon, devido a sua �exibilidade e o grande número de recursos, muito embora tenha suas

limitações, como todo recurso tecnológico.

6.2.2 População e amostra

Dada a in�nidade de objetos que possamos alocar na região retangular de interesse,

trataremos neste trabalho de quatro quantidades que achamos su�ciente, à saber, 10, 12,

14 e 16 objetos com raios distintos, porque não há interesse em se considerar um número

exaustivo de problemas. Assim, foram tratados os seguintes problemas, que chamamos de:

P01 - 10 objetos distintos, com o raio ri de cada objeto i igual coordenada i do vetor

de raios r = [9 5 3 4 6 4 4 2 2 2];
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P02 - 12 objetos distintos, com o raio ri de cada objeto i igual coordenada i do vetor

de raios r = [9 5 3 4 6 4 4 2 2 2 1 3];

P03 - 14 objetos distintos, com o raio ri de cada objeto i igual coordenada i do vetor

de raios r = [9 5 3 4 6 4 4 2 2 2 1 3 7 1].

P04 - 14 objetos distintos, com o raio ri de cada objeto i igual coordenada i do vetor

de raios r = [9 5 3 4 6 4 4 2 2 2 1 3 7 1 6 6].

Os raios de cada objeto foram escolhidos aleatoriamente mas com a intenção que

houvesse ao menos dois objetos de raios iguais e também uma diferença considerável (9

vezes) do maior para o menor objeto. Essa diferença também foi aleatório, ou seja, não

intencional, apenas determinada pelo tamanho da maior comparada com a menor. A medida

que aumentamos o número de objetos de n para n+2 optou-se por manter os raios das n

bolas anteriores.

6.3 De�nição de variáveis

As variáveis utilizadas para análise foram:

• soma das distâncias entre os objetos,

• desempenho do algoritmo.

Assim, a soma das distâncias entre os objetos foi utilizada para mensurar e quali�car

a maneira em que foram dispostos os objetos no arranjo físico, sendo melhor aquela que

obtiver a menor soma. Para quanti�car o desempenho do algoritmo, o número de iterações

do loop principal também foi veri�cado.

6.4 Instrumento de coleta de dados

A cada simulação feita para cada um dos problemas de P01 a P04, um relatório e

uma �gura foram emitidos, informando no relatório os dados numéricos relacionados a cada

variável analisada e, na imagem, a disposição dos objetos no arranjo físico, representados por

regiões circulares de raio �xo pré-de�nido, sendo aquele que apresentar o valor mais próximo

de zero para g(x) considerado o melhor arranjo físico para o problema AFCDC.
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6.5 Procedimentos de análise

Os três problemas descritos anteriormente foram implementados com o algoritmo por

nós proposto, adaptado ao modelo do problema de nosso trabalho do algoritmo proposto por

[19]. A cada teste realizado, são analisadas as características mais relevantes. São elas:

• soma das distâncias entre os objetos;

• número de iterações;

• disposição dos objetos no arranjo físico;



Capítulo 7

Experimentos numéricos e análise

Como previamente mencionado, neste capítulo serão analisados os relatórios do

algoritmo para os quatro problemas P01, P02, P03 e P04. Os resultados são apresentados

para cada um deles mais uma �gura para cada problema. Para os problemas P01 e P02,

apenas para exempli�cação e visualização da solução, são mostradas três imagens de três

soluções distintas, respectivamente nas Figuras 6.3 e 6.4, geradas no MatLab. Também foi

testado o caso chamado de trivial, com apenas três objetos em que todos eles tem o mesmo

raio e também veri�cou-se a in�uência da função objetivo para a solução do problema. Por

�m apresentamos a tabela com os melhores resultados obtidos nos testes para os problemas

P01, P02, P03 e P04. O tempo computacional não foi utilizado como critério para avaliar

o desempenho do algoritmo, geralmente demorando um minuto ou mais para solucionar as

instâncias utilizadas.

7.1 Problema com três objetos iguais e in�uência da

Função Objetivo

Podemos observar, pela �gura e pelos teste feitos que, nos casos onde os raios são

todos iguais, há uma tendência em se dispor os objetos de maneira que os centros de cada

um deles formam um triângulo equilátero (ver �gura 6.1). Isso acontece devido a função

objetivo querer minimizar a soma das distâncias. Poderia ser diferente, caso o objetivo fosse

minimizar a soma das distâncias de todas as outras bolas com relação a uma única (ver �gura

6.2(A) e (B)). Isso vica evidente caso que consideramos três objetos num arranjo físico - se
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o objetivo fosse esse último, qualquer que fosse a posição das outras bolas ao redor daquela

que se deseja minimizar as distâncias satisfaria o problema e seria uma solução ótima global

- evidenciando a diferença entre essas duas funções objetivos nas soluções do problema.

Figura 7.1: Solução com 3 bolas de raios iguais

Figura 7.2: In�uência da função objetivo na solução para três objetos
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7.2 Problema P01

O primeiro experimento realizado utilizou 10 objetos de raios distintos e também de

raios iguais. A seguir, observa-se a disposição dos objetos nas �guras, que representam a

solução do algoritmo implementado para o problema com 10 objetos.



50

Outra tendência veri�cada, nos casos de raios distintos, é a de se dispor as bolas de

menor raio na parte central da solução. Isso justi�ca-se porque, caso colocássemos a bola de

maior raio no centro, estariamos aumentando a distância entre as outras bolas, que estariam

dispostas ao redor daquela de maior raio, o que não se quer. Assim, observando por outro

lado, essa tendência coloca as bolas de maior raio nas bordas do arranjo físico e ao redor das

bolas de menor raio.

7.3 Problema P02

O segundo experimento realizado utilizou 12 objetos de raios distintos e iguais.

A seguir, observa-se a disposição dos objetos nas �guras, que representam a solução do

algoritmo implementado para o problema P02.
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Assim como no problema P01, observa-se que as tendências da disposição dos objetos

de raios iguais e distintos veri�cam-se também para o problema P02.

7.4 Problema P03

No último experimento realizado, utilizou-se 14 objetos de raios distintos e iguais. A

seguir, observa-se a disposição dos objetos na �gura, que representam a solução do algoritmo

implementado para o problema P03. Também é colocados a �gura do melhor resultado para

o problema de arranjo físico com 16 bolas.

Assim como nos problemas P01 e P02, observa-se que as tendências da disposição dos

objetos de raios iguais e distintos veri�cam-se também para o problema P03.

Por �m, abaixo segue a tabela com os melhores resultados obtidos na implementação

para cada um dos problemas anteriores mais um caso para 16 objetos (P04), apresentando

também o n◦ de iterações, valor da função objetivo e o valor da constante C para cada

problema.

Resultados computacionais

n◦ objetos n◦ iter Val. F.O. Val. de C Val. de g(x)

10 10 1.1155× 105 3.1 0.3275

12 30 1.5875× 105 2.7 0.0018

14 60 3.8896× 105 6.0 0.0316

16 10 4.9125× 105 5.1 0.6096

Tabela 7.1: Resultados computacionais
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Figura 7.3: Três soluções com 10 bolas
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Figura 7.4: Três soluções com 12 bolas
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Figura 7.5: Solução com 14 bolas

Figura 7.6: Solução com 16 bolas



Capítulo 8

Considerações Finais

8.1 Contribuições do Trabalho

Neste trabalho foi formulado o problema de arranjo físico como um problema de

otimização. Em seguida, o problema foi colocado na forma CDC e um algoritmo foi

implementado em MatLab para solucina-lo, com o auxílio da ferramente fmincon. Assim, os

objetivos do trabalho foram alcançados.

De fato, o algoritmo implementado foi capaz de solucinar o problema rapidamente e

com qualidade, ou seja, com poucas iterações os objetos �caram dispostos muito próximos

uns dos outros, isto considerando os nossos parâmetros, anteriormente discutidos, para

classi�car e diferenciar as soluções encontradas, e não o tempo computacional. Assim,

além da formulação de um problema comum no mundo real, este trabalho fornece dados

que podem posteriormente ser usados para comparação dos resultados, como o número de

iterações e a qualidade da disposição dos objetos no arranjo físico.

8.2 Trabalhos Futuros

Como trabalhos futuros, propõe-se:

• Sugestão 1; Os objetos que �cam dispostos no arranjo físico foram representados por

regiões circulares. Assim, a primeira segestão é a de representar os objetos por outra

métrica para que se possa ter a maior representação possível da realidade, já que

sabemos que muitos layout's tem seus objetos de outros formas além da circular, como
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a quadrada.

• Sugestão 2; Alterar a representação dos objetos para outra métrica. Esperamos assim

nos aproximarmos mais dos problemas reais, onde há objetos que ocupam diferentes

regiões além da circular.

• Sugestão 3; Estabelecer dependência entre os objetos no layout para que duas ou mais

máquinas devam estar mais próximas ou mais distantes umas das outras, também para

nos aproximarmos mais dos problemas reais.

• Sugestão 4; Por último, outra proposta é a de tratar o problema como um problema

de Programação Geométrica. Esperamos assim que a convergência do algoritmo seja

mais rápida e forneça melhores soluções.

• Sugestão 5; automatizar a atualização do valor 'C'.
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