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ANALISE DA CONDUCAO DE CALOR TRANSIENTE UNI E
BIDIMENSIONAL SUBMETIDAS AS HARMONICAS TERMICAS
NAS CONDICOES DE CONTORNO

RESUMO

As propriedades térmicas dos materiais sdo de vital importancia para integridade de
projetos mecanicos, principalmente de sistemas térmicos e os seus componentes. A
simulacdo e determinacdo do campo de temperatura nos trazem a representacdo do
comportamento térmico, isto €, fornece informagdes prévias de como a temperatura varia
com a posicdo € o tempo em um determinado sélido, submetido a certas condigdes,
caracterizando o material termicamente, implicando quais sao as aplicacdes mais
apropriadas para aquele objeto em estudo. Para a solu¢do das equagdes diferenciais
parciais que governam os problemas de difusdo de calor no presente trabalho, foi
empregada a técnica da transformada integral generalizada (GITT), tanto para o modelo
unidimensional quanto o bidimensional, com oscilacdo de temperatura harmonica como
condic@o de contorno, fornecendo o perfil de temperatura dos modelos em estudos. Estes
foram simulados por um cédigo computacional desenvolvido no Mathematica 8.0, e com
os resultados obtidos foi feita uma andlise de convergéncia com relacdo a temperatura
observando o nimero de autovalores. Além da reprodu¢ao do modelo unidimensional pelo
bidimensional, para valida¢do de ambos, em que o nimero de Biot da condi¢do de terceiro
tipo da superficie lateral do cilindro do modelo bidimensional foi assumido zero; e

comparac¢do dos resultados obtidos pelo modelo com resultados experimentais.

Palavras-chave: Propriedades Térmicas, GITT, Oscilacdo de Temperatura.



ONE AND TWO DIMENSIONAL ANALYSIS OF HEAT
CONDUCTION SUBJECTED TO HARMONIC VARIATION IN THE
BOUNDARY CONDITIONS

ABSTRACT

The thermal properties of materials are vital to the integrity of mechanical designs,
mainly of thermal systems and their components. The simulation and determination of
temperature field brings the representation of the thermal behavior, i.e., provides previous
information on how the temperature varies with position and time in a given solid, subject
to certain conditions, characterizing thermically the material, implying what are
applications most appropriate for that object under study. For the solution of partial
differential equations governing heat diffusion problems in the present study, we used the
generalized integral transform technique (GITT), both for the one-dimensional model as
the two-dimensional with harmonic oscillating temperature as a boundary condition,
providing the temperature profile of the models under study. These were simulated by a
computer code developed in Mathematica 8.0, and with the results obtained, an analysis of
convergence with respect to temperature observing the number of eigenvalues was done.
The one-dimensional model was reproduced by two-dimensional model, assuming the Biot
number equal zero of the condition of the third kind of cylinder lateral surface in two-
dimensional model, for validation of both; and comparing the results of de model with the

experimental results.

Keywords: Thermal Properties, GITT, Oscillating Temperature.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 MOTIVACOES E OBJETIVOS

A medida que hd um desenvolvimento tecnoldgico, a importincia da engenharia de
transferéncia de calor ganha bastante evidéncia. Por exemplo, no setor industrial, os
cuidados com a transferéncia de calor sdo de grande relevancia para a concep¢do de
praticamente todos os processos, como também projeto de usinas térmicas e nucleares,
incluindo geradores de vapor, fornos, motores de calor, condensadores e outros
equipamentos de troca de calor. O mesmo € valido para areas de vital importancia como a
de producdo de energia, conversao, ou até mesmo um campo que estd em expansao como a

de controle do meio ambiente.

Sao indmeras as areas que se encontram aplicagdes da transferéncia de calor.
Outros exemplos além dos ja citados acima podem ser enunciados, para darmos maior
énfase a importancia a engenharia térmica, que vai desde simples situacdes do dia-a-dia até
construgdes de naves espaciais. Iniciando por componentes dos automdveis como
conversores cataliticos, motores de combustdo interna como exemplos. Em veiculos
espaciais, podemos citar os escudos de calor. Outros exemplos sdo unidades de
refrigeracdo e ar condicionado, equipamentos eletronicos, concep¢do de sistemas de
refrigeragdo para motores elétricos, transformadores e geradores elétricos, aquecimento e
refrigeracdo de liquidos em operagcdes quimicas, minimizacdo de perdas de calor em
construgdes através de melhorias das técnicas de isolamento, tratamento térmico de metais,

a dispersdo de poluentes atmosféricos.



Com tantos exemplos citados pode-se ver que os desafios para por em pratica todas
essas aplicagdes sdo enormes, € demasiadas sdo as limitacdes, tais como, conseguir uma
maior miniaturizacio de computadores com alta performance, pois, a capacidade de
remogao do calor gerado nos microprocessadores nao é eficaz. Problemas de transferéncia
de calor na escala macro, como exemplificado pelo aquecimento global, também oferecem
enormes desafios. Enquanto a tecnologia avanca, os engenheiros estdo constantemente
confrontando com a necessidade de maximizar ou minimizar as taxas de transferéncia de

calor e, a0 mesmo tempo manter a integridade do sistema.

A transferéncia de calor em geral ocorre em trés formas, conducdo, conveccdo e

radiacdo, e na maioria das situagdes reais, ela é consequéncia da combinagdo das mesmas.

O estudo dos fendmenos relativos a condugdo de calor ganham espaco na
tecnologia moderna, e em vdrias outras dreas em crescimento de andlise térmica. A
especificacao de temperaturas, fontes de calor, e fluxos de calor nas regides do material em
que a conducdo ocorre, ddo origem a andlise do campo da temperatura e as condi¢cdes dos
esforcos térmicos. A importancia de tais condi¢des tem levado a um campo cada vez mais
desenvolvido de anélise em que formulacdes matemadticas sofisticadas e técnicas numéricas

sdo utilizadas.

Um aumento da procura de solugdes exatas e de referéncia para problemas de
engenharia, como as equagdes diferenciais parciais parabdlicas, possuindo particular
importancia na drea de transferéncia de calor, que com os avangos tecnoldgicos, ganham
mais complexidade e em curto espaco de tempo. E por isto, que as técnicas numéricas vém
ganhando evidéncia sobre os experimentos fisicos e os métodos analiticos cldssicos.
Primeiro, que esta ocorréncia se deve ao fator tempo, em que a experimentacido geralmente
demora muito, além de ser muito onerosa, pois para cada aparato experimental, novas
despesas surgem para adaptacdo de novos equipamentos em virtude da nova situagdo do
problema em andlise. Segundo, o fato de que algumas restricdes sdo evidenciadas pelos
métodos analiticos tradicionais, sendo realizadas simplificagdes, estas que em algumas
ocasides, distanciam da realidade os modelos propostos, isso na tentativa de diminuir o

trato matematico, sendo util academicamente, mas com pouca utilidade na prética.



Por outro lado o estudo da computacdo focada em solu¢des analiticas, em certos
casos pode proporcionar resultados mais exatos e rapidos, em que a utilizacdo de técnicas
puramente numéricas sao menos indicadas. Outro inconveniente da aplicagao de métodos
puramente numéricos, ¢ o fato de haver naturalmente uma perda sensivel do problema
fisico em questdo, além da demora de processamento, elevando o custo computacional,
salientando que para se obter uma precisdo numérica boa, € preciso uma malha com

bastante nimero de pontos, inviabilizando determinadas solugdes.

Por fim, o surgimento de computadores robustos, com maior velocidade na
capacidade de processamento, facilitam bastante a simulacdo de problemas de
transferéncia de calor devido aos avangos computacionais, minimizando o tempo de

trabalho e possibilitando desta forma um menor custo.

Neste contexto, o presente trabalho lida com uma técnica hibrida, visando
contribuir com uma avaliagdo mais precisa das propriedades térmicas dos materiais,
fornecendo resultados de referéncia e subsidios para andlise da técnica de oscilagdo
térmica, fornecendo uma solucdo analitico-numérica para equacdes diferenciais parciais
(EDP’s), em que a aplicacdo da Técnica Transformada Integral Generalizada (GITT), para
a solucdo de problemas de conducdo de calor uni e bidimensional transiente em
coordenadas cilindricas, com oscilagdo de temperatura harmonica na superficie inferior do

cilindro, se faz presente para obtencao e andlise do campo de temperatura do mesmo.

1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

A andlise da conducao de calor a partir da determinacdo do campo de temperatura
desempenha um papel de bastante relevancia, pois € possivel estudar as propriedades do
material em questio e caracterizd-lo termicamente. Essas informagdes sdo de fundamental
importancia para fatores de projeto, para adequar que tipo de material devera ser escolhido
devido as solicitacbes mecédnicas que este serd submetido a determinada aplicacdo,
trazendo caracteristicas para dimensionamento da espessura de isolamento térmico para
uma dada situacdo, localizacdo das tensdes térmicas, dos fluxos de calor, que tipo de

tratamento térmico que deve ser aplicado ao material. S@o inimeros os estudos em face da



conducdo de calor, com as mais variadas abordagens e técnicas de solucdo para os

problemas que permeiam este campo da engenharia térmica.

Douglas e Rachford (1956) introduziram um método de diferengas finitas aplicado
diretamente para problemas de conduc¢do de calor transiente bi e tridimensionais. O mesmo
método foi aplicado indiretamente, como uma técnica de iteracdo, para problemas em

regime permanente, utilizando o passo de tempo como parametro.

Frankel et al (1987) apresentaram uma formulacdo geral para a conducdo de calor
hiperbdlica unidimensional submetido a um fluxo de calor em um meio composto e
também foi desenvolvida uma solucdo geral para um sistema tridimensional com
coordenadas ortogonais, com base na formulagdo de fluxo. A técnica de transformada
integral generalizada foi aplicada para obtengdo da solucdo. A técnica foi aplicada sobre
uma placa de duas regides com uma fonte volumétrica pulsada com as superficies

exteriores isoladas.

Antaki (1996) aplicou a transformada de Laplace para obter uma solu¢do para o
campo de temperatura de um problema de condugdo de calor hiperbdlica em uma placa
semi-infinita com condicdes de contorno convectivas, envolvendo casos de aquecimento e

arrefecimento da placa.

Mikhailov e Cotta (1997) utilizaram o Mathematica para resolver a equacio de
calor hiperbdlica, apresentando a defasagem de fase e amplitude de oscilacbes de

temperatura em uma placa submetida a um fluxo de calor harmonico.

Abdel-Hamid (1999) modelou a condugdo de calor caracterizada como de nao-
Fourrier, em um meio finito, submetido a um fluxo de calor periédico, obtendo uma
solucdo analitica com a utilizac¢do da técnica transformada integral finita. Também foi feito
um paralelo entre o campo térmico oscilatério e a oscilagdo de sistemas térmicos e

elétricos.

Monte (1999) analisou a resposta transiente unidimensional de um conduto

composto de multicamadas de placas submetido a bruscas varia¢des de temperatura do



fluido circundante. A solugdo foi obtida aplicando o método de separacdo de varidveis para
a equacdo diferencial parcial de conducao de calor, onde foi desenvolvido um novo tipo de
relacdao de propriedade de ortogonalidade usado para se obter a solugdo final. Isto deu a
relacdo entre os autovalores para as diferentes regides e, em seguida, produziu uma

equacdo transcendental para a determinacdo dos autovalores de uma maneira mais simples.

Regis et. al (2000) descreveu a condugdo de calor transiente em uma barra de
combustivel nuclear, analisando por um método de parametro agrupado melhorado. A
simetria circunferencial foi assumida com a transferéncia de calor através do espago
modelado por um coeficiente de transferéncia de calor. Para obter a temperatura média e
fluxo de calor na direcdo radial foi utilizada a aproximacdo de Hermite. Melhorias

significativas sobre a formulacdo classica de parametros concentrados foram alcangadas.

Reis et al (2000), aplicou as ideias da chamada Abordagem a Equagdes Integrais
Acopladas (CIEA) para o problema de propaga¢ao térmica unidimensional de onda em um
meio sélido finito, levando a melhores formulacdes os acoplados diferenciais, através das
aproximacdes pelos polindmios de Hermite para integrais. A aplicacio da metodologia
CIEA tornou possivel reduzir a equagdo diferencial parcial que regula o problema da
conducdo de calor hiperbdlico para um sistema simples constituido por duas ou trés
equagdes diferenciais ordindrias para as temperaturas médias e de superficie. Para resolver
o sistema de equacdes diferenciais ordindrias foi utilizado o método de Runge-Kuta foi

usado.

Sadat (2004) fez a andlise de um problema de condugdo de calor unidimensional
transiente utilizando o método de perturba¢do. Mostrou que modelos simples de primeira
ordem para o centro, para a superficie e temperatura média podem ser desenvolvidos para

geometria cilindrica, de placa e esférica.

Sadat (2006) apresentou para a conducdo de calor transiente, um modelo de
segunda ordem, em uma placa, obtido através do método de perturbacdo. Foi mostrado que
este modelo simples é preciso, mesmo para valores elevados do nimero de Biot numa

regido em torno do centro da placa.



Ge Su (2007) fez a representacdo da melhoria de parametros concentrados de
modelos a condugdo de calor transiente em uma placa, com a condutividade térmica ndo
sendo tratada como uma constante, possuindo uma dependéncia da temperatura. Os
modelos foram obtidos através das aproximagdes de Hermite. O autor comparou a solug¢ao

numérica com um modelo de ordem superior.

Cossali (2008) em seus estudos mostrou solugdes analiticas para um cilindro
homogéneo, desenvolvidas através da transformada de Fourier, para uma conducdo de
calor periddica, fornecendo um campo de temperatura flutuante. As condi¢des de contorno
mais gerais foram consideradas para obtencdo das solucdes. Também foi proposto,
solucdes para placas cilindricas compostas utilizando os formalismos do quadrupolo
térmico, que facilitam a implementacao numérica, aplicado a qualquer tipo de arranjo das

placas compostas, com alto grau de complexidade.

Ostrogorsky (2008) para obtencdao de uma solugdo analitica para a conducdo de
calor transiente em esferas expostas a um ambiente a temperatura uniforme e nimeros de

Biot finitos, utilizou a transformada de Laplace. A solu¢do explicita € vélida durante

variagOes iniciais, para nimeros de Fourier Fo < 0.3.

Cole (2009), fez uma abordagem para geometrias cilindricas submetidas a um
aquecimento em regime permanente, sendo comparados a dados coletados de propriedades
térmicas. A funcdo de Green foi usada para fornecer uma familia de expressdes analiticas
exatas da temperatura nos cilindros. Os cinco tipos de condi¢cdes de contorno foram
tratados em geometrias de uma, duas e trés dimensdes. Para melhorar a convergéncia em

certas geometrias foram aplicadas formas alternativas da func¢do de Green.

Monteiro et al (2009) fez o uso da Técnica Transformada Integral Generalizada
(GITT) para analisar a equagdo de conducdo de calor hiperbdlica em uma placa finita,
sendo o problema conduzido a um sistema de equagdes diferenciais ordindrias de segunda
ordem acoplado transiente. O resultado foi resolvido numericamente pelo método de Gear.
Por fim, uma comparagcdo também ¢ feita com os resultados previamente relatados na
literatura para casos particulares e com os produzidos por meio da aplicagao do método da

transformada de Laplace (MLP), e o método Gear para volumes finitos (FVGM).



Behera (2009) obteve vérias solucdes para diferentes problemas de conducgdo de
calor unidimensionais transientes. Para isso, ele adotou um modelo de parametros
acoplados para verificar a variacdo do campo de temperatura tanto para uma geometria
cilindrica como uma em uma placa. Para resolver as equacdes de condugdo de calor
transiente, foi utilizado o método de aproximagdo polinomial. As solucdes obtidas em
todos os casos foram em funcao da temperatura, o nimero de Biot, o parametro da fonte de

calor e o tempo.

Teixeira et al (2009) estudaram o comportamento de materiais metélicos. Eles
consideraram dependéncia de temperatura ndo linear negligenciando o acoplamento
térmico-mecanico de deformacdo. Foi apresentada uma formulacdo do problema de
conducdo de calor e estimaram o erro usando o método de elementos finitos para o caso de

tempo continuo com a propriedade dos materiais sofrendo dependéncia da temperatura.

1.3 TECNICA TRANSFORMADA INTEGRAL GENERALIZADA (GITT)

A Técnica Transformada Integral Generalizada concebida como um método
hibrido, pois mescla a utilizagdo de ferramentas analiticas e a aproximag¢do numérica, se
mostra uma ferramenta bastante eficaz na solucdo de equacdes diferenciais parciais nao-

lineares e fortemente acopladas.

Seu surgimento teve inicio com OZISIK e MURRAY (1974) com a introdugio da
Técnica Transformada Integral Classica (CITT), desenvolvendo uma nova metodologia
capaz de resolver problemas de difusdo, que os métodos cldssicos como a separacdo de

varidveis ndo tinham capacidade.

O primeiro trabalho publicado (MIKHAILOV & OZISIK, 1984) formalizando a
Técnica Transformada Integral Generalizada (GITT), que postulava uma abordagem
sistemadtica e unificada, sendo feita uma classificacdo definida a partir de varios problemas
de transferéncia de calor e massa existentes, identificando sete classes, possuia o intuito de

reduzir as limitacdes apresentadas pela Técnica Transformada Integral Cldssica, trazendo



uma gama de solugdes para problemas convectivos-difusivos, cuja transformacao integral

resulta em sistemas de equacdes diferenciais ordindrias acopladas.

Desde entdo a GITT tem avangado. COTTA (1993) publicou um livro com um

apanhado, apresentando uma revisdo dos formalismos cléssicos, consolidando a Técnica da

Transformada Integral Generalizada, sendo o trabalho mais abrangente e sistemdtico sobre

0 assunto, separado em cinco categorias:

Problemas com coeficientes da equacdo varidveis. Esse tipo classe possui aplica¢dao

em analise transiente de aletas com dissipacdo havendo dependéncia do tempo e

desenvolvimento simultineo de escoamento no interior de canais;

Problemas com os coeficientes das condi¢des de contorno varidveis. Algumas das
aplicacdes podem ser exemplificadas como condug¢ao de calor com nimero de Biot
dependente do tempo e convec¢do forcada no interior de dutos aletados

externamente;

Problemas com contornos varidveis. Sdo exemplos de problemas com contorno

varidveis os que envolvem mudanca de fase e oxidagdo;

Situacdes que envolvem dificeis problemas auxiliares. Varias sdo as aplicacdes que
podem ser citadas para essa classe de problemas, como convecc¢do for¢ada interna,
transiente e periddica, transferéncia de calor em canais com escoamento com
efeitos de condugio axial, transferéncia de calor por convec¢ao no interior de dutos

retangulares, problemas de transferéncia de calor conjugados;

Problemas nao-lineares. Problemas de convec¢do ndo-linear e condugdo de calor

com condutividade térmica variavel.

Logo apds (COTTA, 1998) foi realizada uma revisdo da técnica para problemas

difusivos e difusivos-convectivos.



A ideia bdsica por trds da Técnica Transformada Integral Generalizada (COTTA,
1993) consiste em (depois de encontrar o tipo de problema auxiliar de autovalor
apropriado) transformar equacdo diferencial parcial original em um sistema infinito de
equagdes diferenciais ordindrias desacopladas que pode ser facilmente resolvida

analiticamente, ou resolvido numericamente para problemas mais complexos.

A GITT possui uma gama de aplicagdes que envolvem solu¢des de problemas de
engenharia (andlise de reservatérios de petréleo, equipamentos termo-hidrdulicos, na
engenharia aeroespacial, de processos, nuclear, problemas térmicos em siderurgia,
migracdo de rejeitos radiativos em solos, resfriamento de equipamentos eletronicos), em
que haja acoplamento, fornecendo controle automatico de erro global, quando se faz um
paralelo comparativo aos métodos numéricos, além de inimeras vantagens que podem ser

destacadas como segue abaixo (COTTA, 1993):

¢ Diminui¢do do tempo de processamento;

¢ Metodologia sistemética de solugao;

e Aceleracdo da taxa de convergéncia numérica;

¢ [Inexisténcia de malhas (fator que se acentua para os problemas multidimensionais);

¢ Obtengao de solugdes benchmark (resultados de referéncia);

e Determinagdo numérica direta da funcdo em um ponto (para valores definidos de
tempo e espaco) sem necessidade de cdlculo numérico de estados temporais
anteriores ou de outros pontos do dominio do espaco;

e Versatilidade do método em se associar com outros, devido as suas caracteristicas

analitico-numéricas.



CAPITULO 11

TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONDUCAO

2.1 INTRODUCAO

Fluxo de calor através de um sélido € denominado difusdo térmica, ou
simplesmente difusdao ou conducdo (KREITH et al, 2011). A transferéncia de calor por
conducdo é um processo de difusdo, em que a energia térmica € transferida de um meio
com temperatura mais elevada para uma regido de temperatura mais amena, por meio de
troca de energia intermolecular. O mecanismo fisico que governa a condugdo de calor
(INCROPERA et al, 2008) é dado pela interacdo entre as moléculas devido aos seus
movimentos aleatérios, aos choques internos entre as particulas, movimentos de rotacio e

vibracdo, assim havendo a difusdo de energia.

A taxa de calor pode ser estabelecida pela lei de Fourier, uma equacdo empirica,
que estabelece uma relacao entre o fluxo de calor e o gradiente de temperatura do objeto de
andlise, além de levar em consideracdo as caracteristicas térmicas do material em questao,
devido a uma propriedade térmica inerente ao mesmo, conhecida como condutividade

térmica. A equacao que descreve a lei de Fourier € dada pela seguinte expressao:

. dT
Qcona = —k-A- Tx (W] 2.1

A relagdo acima, Eq. (2.1), indica que a taxa de calor por conducdo ocorre na
direcdo da regido de maior energia para a de menor, por isso o sinal negativo da expressao.

A taxa de calor representa a difusdo de calor por unidade de tempo, em que o gradiente de
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temperatura e a dire¢do do fluxo de calor sdo normais a drea de transferéncia de calor, e k

representa a condutividade térmica do material.

CENGEL (2006) define a condutividade térmica como a taxa de calor que ¢é
transferida através de unidade de espessura do material, por unidade de drea e por unidade
de diferenca de temperatura. A condutividade térmica € uma propriedade intrinseca do
material que nos traz informagdes da capacidade que o material possui em conduzir o
calor. Materiais com alta condutividade térmica sdo conhecidos como condutores, podendo
ser exemplificados pelo cobre, muito aplicado nos componentes dos ciclos de refrigeracao,
e em tubulacdes de unidades de condicionadores de ar. J4 os isolantes térmicos, por sua
vez, possuem baixa condutividade térmica, como exemplo, a 1a de vidro pode ser citada, ou

o proprio ar.

A condutividade térmica, abordada acima, no escopo das propriedades termofisicas
dos materiais € classificada como uma propriedade de transporte. Também existem as
propriedades termodinamicas, estas determinam o estado de equilibrio do sistema. Como
exemplo, podem ser citados temperatura, pressao, volume especifico, massa especifica (p),
calor especifico (cp). Na literatura, frequentemente € encontrado na andlise da transferéncia
de calor, o produto entre as duas ultimas propriedades térmicas mencionadas anteriormente
(pcp), € conhecido como capacidade calorifica volumétrica, sendo entendido fisicamente

como a predisposi¢ao que o material possui em armazenar energia térmica.

Com a defini¢@o da condutividade térmica e da capacidade calorifica volumétrica, é
possivel introduzir outra propriedade térmosfisica, a difusividade, que € a relagdo entre a
qualidade que um material possui em conduzir o calor e a predisposicio que 0 mesmo

consegue em armazenar a energia térmica. A partir dai temos a seguinte expressao:

capacidade de conduzir k

2
= — m
“ = Capacidade de armazenar _ p - Cp /5] 2.2

A difusividade térmica representa a velocidade com a qual o calor se difunde
através do material, devido as alteracdes de temperatura que sdo impostas. Um material

que tem uma elevada condutividade térmica ou uma baixa capacidade calorifica,
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obviamente, terd uma grande difusividade térmica, por consequéncia, mais veloz € a
propagacdo de calor no meio. Quando a maior parte do calor é absorvida pelo material e

uma pequena quantidade é conduzida, temos um baixo valor da difusividade térmica.

2.1.1 Equacao da Difusao de Calor

A andlise da condugdo de calor submetida a uma condicdo inicial e condi¢des de
contorno, fornece a distribuicao de temperatura em um sistema sélido. Uma vez, obtendo a
representacdo de como a temperatura se comporta no meio, tendo sua variacdo com a
posicao, isto é, havendo o conhecimento do campo de temperatura, a taxa de transferéncia
de calor por condugdo pode ser avaliada em qualquer ponto pela aplicacdo da lei de

Fourier.

Para um sélido (INCROPERA er al, 2008), o conhecimento do perfil de
temperatura pode ser utilizado para a verificacdo da integridade da estrutura através da
determinagdo de tensdes térmicas, expansdes e deflexdes. A otimizacdo da espessura de
um isolante térmico, ou a compatibilidade entre revestimentos espaciais, adesivos, e a
superficie a qual esses serdo aplicados, sdo outras aplicagdes que podem ser destacadas

mediantes a utilizacdo do campo de temperatura quando determinado.

Aplicando um balango de energia local em qualquer posicao do objeto de estudo,
delimitando um volume de controle para andlise, sujeito a condi¢cdes de fronteira em que
praticamente sO haja transferéncia de calor por condugao, representado pela Fig. (2.1), é
possivel determinar a equagdo diferencial da difusdao de calor para obter-se a distribuicao

de temperatura.
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Figura 2.1 — Volume de controle diferencial em coordenadas cilindricas. Fonte: KREITH

etal (2011).

De maneira mais geral, para um sistema de coordenadas cilindricas, a equagdo da

difusdo de calor fica da seguinte forma:

10 (k BT)_I_ 10 <k6T>+ d (kaT)+ . oT 2.2)
ror\ " ar) T rZap\"a0) T 9z\"9z) TI T PP '

Fisicamente, os trés primeiros termos do lado esquerdo da Eq. (2.2), representam a
taxa da difusdo de calor liquida por unidade de volume, para um determinado ponto ou a
partir dele, calculado através da divergéncia do fluxo de calor, em um volume de controle,
somados a uma taxa de geracdo de energia volumétrica. O termo da direita, nos tras
informacodes relativas a taxa de variacdo de energia interna associado com a estocagem de

energia liquida por unidade de volume.
Outro fator a ser observado na Eq. (2.2) € que tanto a condutividade (k), quanto a

capacidade calorifica (pc,) sdo termos que dependem da temperatura, isto €, sdo sensiveis a

varia¢do de temperatura.
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CAPITULO 111

SOLUCAO DO PROBLEMA DE CONDUCAO DE CALOR
TRANSIENTE UNIDIMENSIONAL VIA GITT

3.1 DESCRICAO DO PROBLEMA FISICO

O problema fisico considerado neste capitulo, para a proposi¢do de uma solugdo, é
dado por uma barra cilindrica macica de comprimento / e raio externo ry, que inicialmente

se encontra a uma temperatura 7y, € sua vizinhanga com temperatura ambiente 7.

A superficie inferior circular do cilindro estd submetida a uma oscilacdo de

temperatura. Na superficie superior é imposta uma condi¢ao de contorno convectiva.
A Fig. (3.1) é uma representacdo esquemdtica do problema fisico a ser solucionado,

com suas condic¢des de contorno, em que o disco azul abaixo do cilindro cinza representa a

oscilagdo térmica imposta na superficie inferior.
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Figura 3.1 — Desenho esquemadtico do problema fisico unidimensional.

3.2 MODELAGEM MATEMATICA

A partir da observagdo do exposto na descricdo do problema fisico, temos a andlise
da condugdo de calor unidimensional na coordenada z, transiente, com oscilacio

harmonica de temperatura.

Também serd levado em conta as seguintes consideragdes para o solucdo do

problema em questao:

e (Condutividade térmica constante;
e (Capacidade calorifica constante;

e Sem geragdo de energia;

¢ (Cilindro maci¢o homogéneo;

¢ Propriedades térmicas isotrdpicas;

e Temperatura inicial uniforme;

15



e Sem efeitos radiativos.

Logo a equagdo da difusdo de calor, Eq. (2.2), que toma a seguinte forma devido as
simplificagdes assumidas:

0°T 10T

- __ 3.1a
0z> «a ot (3.12)

A Eq. (3.1a) € o modelo matemdtico que governa o problema da conducao de calor

descrito, junto com as seguintes condi¢des de contorno e inicial:
T(0,t) = T, + AT(r)e't; (3.1b)

A Eq. (3.1b) representa a oscilacdo harmodnica de temperatura imposta na superficie

inferior da barra.

oT
h(T —Ty) + k& = 0; paraz =1 (3.1¢)

A Eq. (3.1c) € a condi¢do de contorno do terceiro tipo, na superficie superior.

Ainda existe a condi¢do de inicial em que a temperatura € uniforme em todo o

cilindro e diferente da temperatura ambiente.

T(2,0) =Ty # Too (3.1d)

3.2.1 Adimensionalizacao

A pritica da adimensionalizacdo para solucdo de problemas de equagdes
diferenciais parciais fornece subsidios para minimizar os erros, pois reduz o nimero de
parametros das equagdes, evitando trabalhar com ordens de grandezas, melhorando o
comportamento numérico da solucdo, além de que os grupos adimensionais facilitam a

interpretacdo do comportamento fisico e generalizam os resultados obtidos.
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Serdo admitidos os seguintes grupos adimensionais:

H—T_Too R_r Z_Z _at
AT, ’ Ty ] T_roz
2
W 1§ ~ hry AT ()
Q0= ; Bi=— ; Af =
a ! k AT,

Estes serdo aplicados na Eq. (3.1a) e nas condi¢des de contorno e inicial, Eq. (3.1b-

d), para obten¢do do modelo adimensional do problema exposto, como segue abaixo:

2
076 — 96 (3.2a)
0Z2%2 Ot
0(0,7) = AGe ™ = f(7) (3.2b)
. 96 _ (3.2¢)
lee+ﬁ_o, para Z=1
0(Z,0)=1 (3.2d)

3.3 APLICACAO DA TECNICA TRANSFORMADA INTEGRAL
GENERALIZADA

Em geral, para a aplicacdo da Técnica Transformada Integral Generalizada ¢é
realizado um procedimento com passos sequenciais sistematizados, que dependendo de
alguns tipos de problemas, pode haver algumas etapas intermedidrias, como por exemplo, a

utilizacdo de filtros para otimizacao e aceleracao da convergéncia.

As cinco etapas bdsicas sdo descritas sequencialmente (COTTA, 1997).

e Escolha de um problema auxiliar de autovalor, que contenha o maior nimero de
informacodes possivel a cerca do problema original;

e Desenvolvimento do par Transformada—Inversa adequado;
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¢ Transformacdo integral do problema original pela substituicio da férmula da
inversa nos termos nao transformdveis ou utilizando a abordagem do balango
integral;

e Resolucdo do sistema de equacdes diferenciais ordindrias acopladas, através do
truncamento da série em uma ordem suficientemente grande para a precisdo
desejada, obtendo-se os potenciais transformados;

e Aplicagdo da férmula inversa ao campo transformado para obter a solucdo do

problema original.

As cinco etapas descritas acima serdo observadas no procedimento de solu¢do do

problema.

3.3.1 Procedimento de Solucao

Observando as condicdes de contorno e inicial, Eq. (3.2b-d), nota-se que elas nao
estdo homogeneizadas para aplicacdo da GITT, e para isso serd aplicado um filtro para
uma melhor performance computacional, isto €, acelerar e otimizar a convergéncia do
problema em questdo. Para isto a equag@o para o campo de temperatura toma a seguinte

forma:

0(Z,7) = OF(Z,7) + F(Z; T) (3.3)

Sendo F(Z; 1) o filtro para homogeneizar as condi¢des de contorno. Fazendo uma
simplificacdo das Eq. (3.2a) e escrevendo em fun¢do de F(Z;T1), tanto o modelo

adimensional quanto as condi¢des de contorno, temos:

az_F =0 (3.4a)
072
F(0) = f(x) (3.4b)
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oF
Bi, F +ﬁ =0 paraZ =1 (3.4¢)

Integrando a Eq. (3.4) duas vezes e aplicando as condi¢des de contorno, Eq. (3.4b-c),

obtemos o filtro F(Z).

Bi,
F(Z:7) = f(7) —m-z +1 3.5)

Com o filtro determinado, para dar uma solucdo para o campo de temperatura, o préximo

passo € obter OF (Z, 7). Para isso, a Eq. (3.3) serd aplicada a Eq. (3.2a).

0°0F _96F OF

- _ 3.6a
VA ot + ot (3.62)

Em que:
oF Bi 1 o
%—f(T) TV +1| = f'(WH(2)

Do mesmo modo serd feito para as condi¢des de contorno e inicial, Eq. (3.2b-d).

OF(0,7) =0 (3.6b)
00F

Bi,0F +——=0, para Z=1 (3.6¢)
0Z

0F(Z,0) =1—F(Z;0) = G(2) (3.6d)

A GITT ser4 aplicada, para se obter uma solugéo para a funcéo 6F (Z, 1), que por fim, serd

usada para determinagdo do campo de temperatura na barra.
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3.3.1.1 Escolha do Problema de Autovalor

d*y;(Z)

— + Hi2¢i =0 (3.7a)
Pi(0) =0 (3.7b)
Biyy; + % =0, para Z =1 (3.7¢)

dz

A Eq. (3.7a) é um problema de Sturm-Liouville (BOYCE e DIPRIMA, 2010), em
coordenadas retangulares, e juntamente com as condicdes de contorno, Eq. (3.7b) e (3.7¢),
possuem solucdo analitica (OZISIK, 1993), em que suas autofuncdes, normas e autovalores

sdo dados respectivamente por:

Yi(2) = sen(u;Z) (3.8)
1 ( 2 ;2 .
1% + Biy?) + Biy
N () = | Y22 dz =2 3.9
W = | vl D (3.9)
pi cot(p;) = —Biy (3.10)
E a Autofun¢do Normalizada é dada por:
— ¥i(2)
@) =—~ 3.11)
N.'?
L

O Problema de autovalor acima definido na forma acima permite estabelecer o par

de transformada.
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3.3.1.2 Desenvolvimento do Par-Transformado

OF(Z, 1) = z Y;(2)0F;(7) Inversa (3.12a)
i=1
1

0F,(Z,1) = f Y;(2) OF (Z,7)dZ Transformada (3.12b)
0

3.3.1.3 Transformacao do Problema Principal Eq. (3.6a)

O problema representado pela Eq. (3.6a) € transformado através do seguinte

operador:
1 ~
j Vi(2)dz
0
Operando em ambos os lados da equacao, temos:

0°0F

1_ 00F 1_
= dz= j Pi(2) —dz + f 5.2 [f H@D)dZ (3.130)

J:J)i(z)

Aplicando a Inversa, Eq. (3.12a), e problema de autovalor, Eq. (3.7a) temos:

1 9?2 | . 1 il _
| 5@ 55 ;zp,-(zwa(r) az= | h@3; ;w,(zwa(r) az

(3.13b)
1~
+ [ B@ r @HE)z
0
Organizando a Eq. (3.13b) pela propriedade de somatdrio.
oy (L @) N0OR@ (L
]ZleF,-(r) | B dZ_JZ:l e | @bz (3,130
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+ [ B @H@)z
0

Propriedade de ortogonalidade:

0,sei ;tj}
1,sei=]j

flz/?l-(Z) §y@)dz = |
0

Substituindo o problema de autovalor, Eq. (3.7a) na derivada de segunda ordem, e

aplicando a propriedade de ortogonalidade na Eq. (3.13c¢), temos:

_ 00F; (1)
—u50F; (1) = 6]‘5 +

f@f@@H@ﬂ (3.13)
0

Para obter todo o problema transformado, falta ainda transformar a condi¢ao inicial,
Eq. (3.6d). Serd aplicado, o mesmo operador que foi utilizado para transformar a Eq.

(3.6a), e a mesma propriedade de ortogonalidade e inversa.

1 1
f Y;(2) 0F (Z,0)dZ =j VY;(2) G(2)dZ = 0F;(0) (3.13e)

O problema transformado foi desenvolvido, sendo representado pelas Eq. (3.13d) e
(3.13e). A Eq. (3.13d) é uma EDO linear de 1* ordem unidimensional transiente, que

possui solucdo analitica.

3.3.1.4 Solucao do Problema Transformado

O problema transformado possui solug¢do analitica, representada pela expressao

abaixo:
OF, (1) = [ﬁ-m) —H(Z) f Tf'(r)e#?fdrl e HiT (3.14)
0

22



3.3.1.5 Recuperacao do Potencial Original

Sera utilizada a inversa, Eq. (3.12a), para obter-se a expressio da funcdo 6F (Z, T).

Substituindo a Eq. (3.14).
OF(Z,7) = Z D:(2) [ﬁi(O) - H(Z)f f’(T)e”iZTdTl e HiT (3.15)
i=1 0

Por fim, para obtencdo da solucdo que representa o campo de temperatura do
problema abordado, a Eq. (3.15) e a Eq. (3.5), serdo substituidas na Eq. (3.3), para
explicitar a expressdo que representa o comportamento da temperatura na barra em

questao.

0(2,7) = Z %:(2) lﬁi(O) ~H(2) fo o euizrdfl s (3.16)

+f(D) [—uf—i;il)-z+1]
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CAPITULO IV

SOLUCAO DO PROBLEMA DE CONDUCAO DE CALOR
TRANSIENTE BIDIMENSIONAL VIA GITT

4.1 DESCRICAO DO PROBLEMA FiSICO

O problema fisico considerado neste capitulo € o mesmo do anterior, possuindo a
mesma montagem. A diferenca agora, é que serdo considerados os efeitos convectivos na

superficie lateral do aparato, tornando o problema bidimensional.

Figura 4.1 — Desenho esquemadtico do problema fisico bidimensional.
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4.2 MODELAGEM MATEMATICA
A andlise feita para o problema abordado em questdo neste capitulo € representado
por uma conducdo de calor bidimensional em coordenadas cilindricas (7,z), transiente,

com oscilagdo harmonica de temperatura.

As mesmas consideracdes do Capitulo II serdo admitidas para a solucdo do

problema, bidimensional.

A equagdo da difusao de calor, Eq. (2.2), toma a seguinte forma:

16(6T>+62T_16T 4.1a)
ror\"ar) T 92 " ot '
Com as seguintes condi¢des de contorno e inicial:
T(r,0,t) = Ty + AT(r)e'?t; (4.1b)
aT
h,(T —Ty) + k& = 0; paraz =1 (4.1¢)
aT
—(0,z,t) =0 (4.1d)
or
aT
hy(T — T,) + ka =0; para r =1, 4.1e)
T(r,z,0) =T, # Ty, (4.1f)

4.2.1 Adimensionalizacao

Serdo admitidos os mesmos grupos adimensionais, e serdo aplicados nas Eq. (4.1a)

a (4.1f), com isso, serd explicitado o modelo adimensional para o problema bidimensional.
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2
19 (520, 20_20 @22
ROR\ OR/ 072 o1
O(R,0,7) = AGe'¥ = (1) (4.2b)
. 90 _ (4.2¢)
lee+ﬁ_o, para Z=1
060(0,7Z,71)
— 4.2d
T 0 (4.2d)
90
Bi, 0 + 37 0; para R=1 (4.2e)
6(R,Z,0) =1 (4.2)

4.3 APLICACAO DA TECNICA TRANSFORMADA INTEGRAL
GENERALIZADA

As cinco etapas bdésicas serdo seguidas novamente, e agora mais de uma vez, pois o
problema ndo € mais unidimensional.
4.3.1 Procedimento de Solucao

Observando as condi¢des de contorno e inicial, Eq. (4.2b) a (4.2f), nota-se que o
problema ndo estd homogeneizado para aplicacdo da GITT, e para isso serd aplicado um
filtro para solu¢do do problema. Portanto o campo de temperatura segue com a seguinte

expressdo.

O(R,Z,7) =0F(R,Z,T)+ F(R,Z) 4.3)
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F(R,Z) é o filtro para homogeneizar as condi¢des de contorno. Fazendo uma
simplificag¢do da Eq. (4.2a) e escrevendo em fun¢do de F(R,Z), e também as condi¢bes de

contorno, temos:

10 ( 6F> 0°F 0 (4.42)
ROR\ OR/ 072
F(R,0) = f() (4.40)
oF
Bi; F +ﬁ =0 paraZ =1 (4.4¢)
dF(0,Z,1)
77— 4.4d
R (4.4d)
00
1 - = . = 4.46
Bi, 0 + 57 0; para R=1 (4.4e)
Para obtencao do filtro, a GITT terd de ser aplicada.
4.3.1.1a Escolha do problema de Autovalor
1d[ AR, _
2R [R T ] + x2A(R), =0 (4.5a)
dA,(0)
= 4.5b
dR 0 (4.5b)
dA
[ L =0: = 4.5¢
Bi, A, + =7 0; para R=1 (4.5¢)

A Eq. (4.5a) é um problema de Sturm-Liouville, em coordenadas cilindricas, e

juntamente com as condi¢des de contorno, Eq. (4.5b) e (4.5¢c), possuem solucdo analitica
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(OZISIK, 1993), em que suas autofuncdes, normas e a autocondi¢do sdao dados

respectivamente por:

Ay (R) = JoOtuR) (4.6)

) B+ 2
Nu()(u)= 0(;()( 12 X)

7 4.7)
Xu](l)()(u)+Bi2]0(Xu) =0 (48)
~ AR
Ay(R) = —N1/2 (4.9)

O Problema de autovalor acima definido na forma acima permite estabelecer o par

de transformada.

4.3.1.2a Desenvolvimento do Par-Transformado
F(R,Z) = z A,(R)E,(Z) Inversa (4.10a)

u=1

1
E(Z) = J- RA,(R)F(R,Z)dR Transformada (4.10b)

0

4.3.1.3a Transformacao do Problema Principal Eq. (4.4a)

O problema do filtro representado pela Eq. (4.4a) é transformado através do

seguinte operador:

f 1R A,(R)dR
0
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Operando em ambos os lados da equacao.

flRi\(R)l 9 <R6F>dR+jRA(R) F R =0
RAR RaRRaR YE

Fazendo uso da féormula da inversa, Eq. (4.10a), na Eq. (4.11a).

1 9 0~ _
R — LJ(RE,(2) | dR
fo A(R)RaR( T A,(R) ())

v=1
1 62 © _
+] RER) =Y K(RF(Z)dR =0
0 0Z
v=1
Organizando a Eq. (4.11b).

N 9&,(R)
Z (Z)fRA(R)§ﬁ<R = >dR

()

R A,(R)A,(R)dR

Propriedade de ortogonalidade:

0,seu # v}
1,seu=v

f R A,(R)A,(R)dR = {
0

(4.11a)

(4.11b)

(4.11c)

Utilizando a equagdo do problema de autovalor, Eq. (4.5a), e aplicando a

propriedade de ortogonalidade.

9°F,(Z
_XuF (Z) + g ):

(4.11d)
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Também € necessdrio transformar as condi¢des de contorno, Eq. (4.4b) e (4.4c). Os
procedimentos para transformacdo das condi¢des de contorno s@o os mesmos utilizados

para a Eq. (4.4a). Com isso as condi¢des transformadas sao:

1
F(0) = () f R X.(R) dR @.11¢)
0
_  OF
Biva+a—Zv=0 paraZ =1 (4.11f)

Logo temos o problema transformado do filtro, representado pelas Eq. (4.11d) a
(4.111).
4.3.1.4a Solucao do Problema Transformado

O problema transformado possui solu¢do analitica, representado pela seguinte

expressdo:
E,(Z) = c,ef? + cye "t (4.12)
Em que:

. Fv(o)(_Bil + Xu)
—Bi; + Biye*u + x, + x, e*u

C1

C; = E)(O) — 0

4.3.1.5a Recuperacao do Potencial Original

A Eq. (4.12) sera substituida na inversa, Eq. (4.10a), para termos a representacao do

filtro F(R, Z).
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F(R,Z) = Z A, (R) [cre*v + c e u?]

u=1

(4.13)

Com o filtro determinado, as condi¢des de contorno sdo homogeneizadas e

podemos determinar a fungdo 6F(R,Z,T), para obtermos o perfil de temperatura do

problema em questdo. Para a definicdo de 6F (R, Z, T), a Eq. (4.3a), serd substituida na Eq.

4.2).
10 (R 69F> N d0%0F _00F N oF
RAR\" OR 0Z2 9t Ot

Em que:

F
3. = [ WHR, Z)

E as condig¢des de contorno sao as seguintes:

6F(R,0,7) =0
Bi 9F+69F—0 Z=1
i a7 =% para =
d0F(0,Z,7) 0

oR B
Bi 9F+69F—0' R=1
iy a7 = U para =

0(R,Z,0) =1—-F(R,Z;0)

(4.14a)

(4.14b)

(4.14¢)

(4.14d)

(4.14e)

(4.141)

Novamente a GITT serd aplicada, para se obter uma solucdo para a fungdo

OF(R,Z,7), que por fim, serd usada para determinacdo do campo de temperatura no

cilindro.
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4.3.1.1b Escolha do Problema de Autovalor

1d[ ¥R B

KR | P = 1
dy;

i 0y = 4.1
= (0)=0 (4.15b)
Bi, ¢; + % =0, para R=1 (4.15¢)

A Eq. (4.15a) € um problema de Sturm-Liouville, em coordenadas cilindricas, e
juntamente com as condi¢des de contorno, Eq. (4.15b) e (4.15¢), possuem solugdo analitica
(OZISIK, 1993), em que suas autofuncdes, normas e a autocondi¢do sdo dados

respectivamente por:

Yi(R) = J,(u;R) (4.16)

Jouy) (Bi5 + uf)

N;(u;) = 5 2 4.17)

u; Jo(u) + Biz Jo(p,) =0 (4.18)

~ Y;(R)

Yi(R) = —~ (4.19)
N 2

O Problema de autovalor acima definido na forma acima permite estabelecer o par

de transformada.

4.3.1.2b Desenvolvimento do Par-Transformado
OF(R,Z,7) = z Y;(R)OF;(Z,7) Inversa (4.20a)

i=1
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1
0F;,(Z,1) = f RY;(R)6F(Z,T)dZ Transformada (4.20b)
0

4.3.1.3b Transformacao do Problema Principal Eq. (4.14a)

O problema representado pela Eq. (4.14a) € transformado através do seguinte

operador:
1 ~
f R Y;(R)dR
0

Operando em ambos os lados da equacao, temos:

thp(R)%iR<R(3aiR>dR+f R U;(R) azzF

(4.21a)
1 F T
=f R¢i(R)¥dR+J- RY;(R) [f'(®)H(R,Z)]dR

Aplicando a Inversa, Eq. (4.20a), e problema de autovalor, Eq. (4.15a) temos e

organizando a Eq. (4.21a) pela propriedade de somatorio:

d 1
>~ OFE D) | RE(R (R dR
= 0

0%0F;(Z,7)
+]ZT R )R AR

(4.21b)
= Z i T)f Ri(R) §;(R) dR
=

+ j R$:(R) [f' HR, 2)1dR
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Propriedade de ortogonalidade:

0,sei ij}
l,sei=]j

fOlR Fi(R) by (RIAR = |

Aplicando a propriedade de ortogonalidade na Eq. (4.21b), temos:

azﬁi(Z, T) _ aﬁl(Z, T)

—
—u; OF,(Z,7) + 372 e

+ f 11’? P:(R) [f'(0)H(R, Z)]dR 4.21c)
0

Para obter todo o problema transformado, falta ainda transformar as condi¢des de
contorno, Eq. (4.14b) e (4.14c), e inicial, Eq. (4.14f). Ser4 aplicado, o mesmo operador que

foi utilizado para transformar a Eq. (4.14a), e a mesma propriedade de ortogonalidade e

inversa.
6F;(0,7) =0 (4.21d)
__  00F,
Bi, OF, + — = 0; para Z=1 (4.21e)
0z
—_— 1 ~
0F;(Z,0) = f RY;(R)[1—-F(R,Z;0)]dR (4.211)
0

O problema transformado foi desenvolvido, sendo representado pelas Eq. (4.21c) a
(4.211). A Eq. (4.21¢) € uma EDP 2* ordem bidimensional transiente. Logo, a GITT sera

aplicada novamente.

4.3.1.1c Escolha do Problema de Autovalor

0*Tn(2)
—7 +VvAl(Z2) =0 (4.22a)
ro)=2~0 (4.22b)
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dr,
Bi; T, + d—;‘ =0, para Z=1 (4.22¢)

A Eq. (4.22a) ¢ um problema de Sturm-Liouville, e juntamente com as condi¢des
de contorno, Eq. (4.22b) e (4.22¢), possuem solugdo analitica (OZISIK, 1993), em que suas
autofun¢des, normas e autovalores sdo dados respectivamente por:

[n(Z2) = sen(ymZ) (4.23)

(v2 + Biy®) + Bi;

N, =2 (4.24)
m (Ym) 1 Bi
Ym cot(Vm) = —Bi; (4.25)
E a Autofun¢do Normalizada é dada por:
- In(2)
[n(2) =5 (4.26)
N /2

O Problema de autovalor acima definido na forma acima permite estabelecer o par

de transformada.

4.3.1.2¢ Desenvolvimento do Par-Transformado

0F,(Z,7) = z T, (2)6F,, (1) Inversa (4.27a)
m=1

— 1 —_—

0F;, (1) =f I,,(Z) 6F,(Z,7)dZ Transformada (4.27b)
0
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4.3.1.3c Transformaciao do Problema Principal Eq. (4.21c¢)

O problema representado pela Eq. (4.21c) € transformado através do seguinte

operador:

f 11‘,,1(2) dz
0

Operando em ambos os lados a equacao.

1.. 2 == 1.. azﬁi(z,'l')
— f [,.(2) 12 8F,(Z, 7)dZ + f Fn(2) ———dz
0 0 (4.282)

1 00F;(Z, Tl -
- [t 24z 4 [ [ T S 1 @H R Daraz

Seguindo os mesmos passos feitos nas transformacdes anteriores. Aplicando a
inversa, Eq. (4.27a), problema de autovalor, Eq. (4.22a), organizando a equagdo pela
propriedade de somatoério e inserindo a propriedade de ortogonalidade, na Eq. (4.28a),

temos:

aﬁim (7)

—(4F + V)T (1) = —-

+ f 1 f 1fm(Z) P;(R) [f'()H(R, Z)|dRAZ (4.28b)
0 Y0

Em que:

1 1
f f Fo(2) $i(R) [f (DH(R, 2)]dRAZ = P(2)

Transformando a condi¢ao inicial, Eq. (4.21f), para obter o problema transformado.

0F,,,(0) = f 1 f 1fm(Z) ¥;(R)[1—F(R,Z;0)]dRdZ (4.28¢)
0 Y0
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4.3.1.4c Solucao do Problema Transformado

O problema transformado, representado pelas Eq. (4.28b) e (4.28c), ¢ uma EDO

linear de 1* ordem e possui solucdo analitica, representada pela expressao abaixo:

OF,, (1) = [ﬁ-m(O) - j P(T)e(“izﬂ’%l)fdrl e~ (ui+vh)T (4.29)
0

4.3.1.5¢ Recuperacao do Potencial Original

Serdo utilizadas as inversas, Eq. (4.20a) e Eq. (4.27a), para obter-se a expressdo da
funcdo OF(R,Z,7). A Eq. (4.29) serd aplicada na Eq. (4.27a) e esta na Eq. (4.20a)

sucessivamente.

0F,(2,7) = z £ (2) lﬁimm) —~ f P(r)e(ﬂfﬂ%ﬁdrle-(#?%ﬁ (4.30)
0

m=1

OF(R,Z,T) =

0 0

= Z i (R (2) [ﬁim(o) — f Tp(r)e(ﬂ?%)fdrle—(u?+y,%1)r
0

i=1m=1

(4.31)

Por fim, para obtencdo da solu¢do que representa o perfil de temperatura do
problema bidimensional, a Eq. (4.13) e a Eq. (4.31), serdo substituidas na Eq. (4.3), para
explicitar a expressdo que representa o comportamento da temperatura na barra em

questao.

(4.32)
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CAPITULO V

ANALISE DOS RESULTADOS E DISCUSSOES

O desenvolvimento do trabalho teve o foco em desenvolver expressdes, a partir da
equacdo de difusdo de calor, que representassem o comportamento da temperatura em uma
barra cilindrica submetida a uma oscilacdo de temperatura harmonica em sua superficie
inferior. Para obtencdo do campo de temperatura (6) foi aplicada a técnica transformada

integral generalizada (GITT).

Para solucdo do campo de temperatura e visualizagdo dos resultados, o modelo
matemadtico, que representa o fendmeno fisico, foi implementado para simulacdo do
problema proposto um cédigo computacional no software Mathematica 8.0.

5.1 ANALISE DA CONVERGENCIA
5.1.1 Convergéncia do modelo Unidimensional

Para o problema unidimensional foi feita a andlise de convergéncia para o tempo
t=0,1,5¢e 10. Para T = 0, que representa a condi¢ao inicial do problema, é esperado que
o campo de temperatura (6) para qualquer posicdo (Z) fornega o valor por volta de 1,

como € representado pela Tab. (5.1).

As constantes para modelagem do problema, nimero de Biot (Bi), frequéncia

adimensional (£2), foram assumidos os valores de 0,5 e 5 respectivamente.
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A Tab. (5.1) mostra a convergéncia da temperatura ao longo do eixo Z da barra

para T = 0. Observando-a, constata-se que os valores da temperatura para convergir ficam

oscilando através de 1, considerando que para 30 autovalores a maioria dos termos, com

excecdo para Z = 1, ja haviam convergido levando em conta 4 casas decimais, devido ao

comportamento dos valores expressos na Tab. (5.1)

Tabela 5.1 — Andlise de convergéncia para o modelo unidimensional com T = 0.

V/ NT=1 NT =5 NT=10 | NT=20 | NT=30 | NT=40
0 1,000000 1,000000 1,000000 | 1,000000 | 1,000000 | 1,000000
0,1 1,012570 1,001980 1,000010 | 0,999999 | 1,000000 | 1,000000
0,2 1,023600 0,999863 0,999982 | 0,999998 | 0,999999 | 1,000000
0,3 1,031590 0,997833 1,000030 | 0,999996 | 1,000000 | 1,000000
0,4 1,035160 1,000340 0,999952 | 0,999994 | 0,999998 | 0,999999
0,5 1,033060 1,002640 1,000070 | 0,999990 | 1,000000 | 0,999999
0,6 1,024240 0,999202 0,999882 | 0,999984 | 0,999995 | 0,999998
0,7 1,007880 0,996305 1,000210 | 0,999972 | 1,000010 | 0,999996
0,8 0,983403 1,002380 0,999578 | 0,999939 | 0,999981 | 0,999992
0,9 0,950516 1,006260 1,001200 | 0,999789 | 1,000070 | 0,999969
1 0,909203 0,979849 0,989882 | 0,994936 | 0,996623 | 0,997467

Tabela 5.2 — Anélise de convergéncia para o modelo unidimensional com T = 1.

Z NT=1 NT =35 NT=10 | NT=20 | NT=30 | NT=40

0 0,283662 0,283662 0,283662 | 0,283662 | 0,283662 | 0,283662
0,1 0,168136 0,104935 0,101302 | 0,101974 | 0,101841 | 0,101889
0,2 0,056177 | -0,040262 | -0,037517 | -0,037865 |-0,037905 | -0,037915
0,3 | -0,048766 | -0,142817 | -0,142183 | -0,141835 [-0,141889| -0,141872
0,4 | -0,143481 | -0,214289 | -0,215767 | -0,215982 |-0,216004 | -0,216010
0,5 | -0,225101 | -0,265583 | -0,266171 | -0,265934 |-0,265969 | -0,265957
0,6 |-0,291199 | -0,298121 | -0,296551 | -0,296714 |-0,296730| -0,296734
0,7 | -0,339868 | -0,312767 | -0,312787 | -0,312596 |-0,312624 | -0,312615
0,8 |-0,369791 | -0,315819 | -0,316878 | -0,317018 |-0,317032 | -0,317036
0,9 | -0,380279 | -0,312534 | -0,312707 | -0,312534 |-0,312559 | -0,312551

1 -0,371296 | -0,301980 | -0,300661 | -0,300794 |-0,300807 | -0,300811
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Observando a Tab. (5.2), para T = 1, é notdrio a convergéncia com 30 autovalores

para quatro casas decimais, uma quantidade de termos aceitavel.

Adiante serd observado como se comporta a convergéncia para os demais tempos

adimensionais.

Tabela 5.3 — Analise de convergéncia para o modelo unidimensional com T = 5.

V/ NT=1 NT =5 NT =10 NT =20 NT =30 NT =40
0 0,991203 | 0,991203 0,991203 0,991203 | 0,991203 | 0,991203
0,1 | 0,828395 | 0,810295 0,809745 0,809839 | 0,809821 | 0,809827
0,2 | 0,669952 | 0,640759 0,641169 0,641119 | 0,641113 | 0,641112
0,3 | 0,520092 | 0,489130 0,489238 0,489287 | 0,489280 | 0,489282
0,4 | 0382744 | 0,357214 0,356984 0,356953 | 0,356950 | 0,356949
0,5 | 0,261417 | 0,245556 0,245464 0,245498 | 0,245493 | 0,245495
0,6 | 0,159081 | 0,155182 0,155424 0,155401 | 0,155398 | 0,155398
0,7 | 0,078066 | 0,086490 0,086491 0,086518 | 0,086514 | 0,086515
0,8 | 0,019986 | 0,038498 0,038330 0,038310 | 0,038308 | 0,038308
0,9 | -0,014317 | 0,010013 0,009987 0,010012 | 0,010009 | 0,010010
1 -0,024800 | 0,000569 0,000773 0,000754 | 0,000752 | 0,000752

Tabela 5.4 — Anélise de convergéncia para o modelo unidimensional com T = 10.

Z NT=1 NT =35 NT =10 NT =20 NT=30 | NT=40
0 0,964966 | 0,964966 0,964966 0,964966 | 0,964966 | 0,964966
0,1 | 0,795649 | 0,769616 0,768577 0,768763 | 0,768726 | 0,768739
0,2 | 0,630945 | 0,589755 0,590535 0,590438 | 0,590427 | 0,590424
0,3 | 0475313 | 0,432820 0,433012 0,433109 | 0,433094 | 0,433099
0,4 | 0,332905 | 0,298845 0,298416 0,298356 | 0,298350 | 0,298348
0,5 | 0,207429 | 0,186777 0,186606 0,186672 | 0,186662 | 0,186665
0,6 | 0,102024 | 0,097387 0,097839 0,097794 | 0,097790 | 0,097789
0,7 | 0,019154 | 0,030934 0,030932 0,030985 | 0,030978 | 0,030980
0,8 | -0,039476 | -0,014398 | -0,014708 | -0,014747 | -0,014751 | -0,014752
0,9 | -0,072976 | -0,040479 | -0,040528 | -0,040480 | -0,040487 | -0,040484
1 -0,081301 | -0,047608 | -0,047226 | -0,047263 | -0,047267 | -0,047268
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Para as Tab. (5.3) e (5.4), observa-se o0 mesmo comportamento descrito para a Tab.

(5.2), convergindo para 20 termos com quatro casas decimais.

Para um melhor entendimento do fendmeno fisico que ocorre na barra cilindrica
serd apresentado um grafico representando o campo de temperatura por toda a superficie
do cilindro, ao longo do tempo (7), utilizando apenas os valores reais de 6, sendo

obedecidas as condi¢des de contorno impostas ao problema.

Observando a Fig. (5.1), podem ser verificadas as condi¢des de contorno e inicial,
Eq. (3.2b) e (3.2d), que foram utilizadas para a solucdo do problema no Capitulo III. A
condicdo inicial sendo representada pela reta, com 8 = 1, em t = 0, para qualquer Z. A
oscilacdo térmica também € facilmente observada, como por exemplo, escolhendo
arbitrariamente Z = 1 (poderia ser qualquer outro valor de Z, pois o comportamento
oscilatério € por toda barra, havendo apenas a variacdo da amplitude da temperatura), e
com a variacdo de t, o perfil ondulatério € visto na face frontal da figura. Por fim, o

decaimento da temperatura ao longo de Z nos trds as informagdes inerentes a convecgao

impostaem Z = 1.

Figura 5.1 — Distribui¢do de temperatura.
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5.1.2 Convergéncia do modelo Bidimensional

O desenvolvimento da simulagdo para o modelo bidimensional foi utilizado os

mesmos valores das constantes que foram aplicadas no problema unidimensional.

Para a condicdo de contorno de terceiro tipo (convecc¢do) na superficie lateral do
cilindro, o nimero de Biot (Bi,) foi determinado como igual a zero, assim induzindo um
isolamento térmico, nessa superficie, isto €, um fluxo de calor nulo, aproximando a solug¢ao
do campo de temperatura do problema bidimensional para uma representacdo do campo de

temperatura unidimensional.

Do mesmo modo a Tab. (5.5), mostra a convergéncia da temperatura ao longo do
eixo do cilindro, variando a coordenada Z, para T = 0, pois € a condi¢do inicial do

problema, e para qualquer posi¢do a temperatura (R, Z,0) = 1.

Tabela 5.5 — Andlise de convergéncia para o modelo bidimensional com T = 0.

Z NT =1 NT =5 NT =10 NT =20 NT =30 | NT=40
0 1,000000 1,000000 1,000000 1,000000 | 1,000000 | 1,000000
0,1 1,012570 1,001980 1,000010 | 0,999999 1,000000 | 1,000000
0,2 1,023600 | 0,999863 0,999982 | 0,999998 | 0,999999 | 1,000000
0,3 1,031590 | 0,997833 1,000030 | 0,999996 | 1,000000 | 1,000000
0,4 1,035160 1,000340 | 0,999953 0,999994 | 0,999998 | 0,999999
0,5 1,033060 1,002640 1,000070 | 0,999990 | 1,000000 | 0,999999
0,6 1,024240 | 0,999202 | 0,999882 | 0,999984 | 0,999995 | 0,999998
0,7 1,007880 | 0,996305 1,000210 | 0,999972 | 1,000010 | 0,999996
0,8 0,983403 1,002380 | 0,999578 0,999939 | 0,999981 | 0,999992
0,9 0,950516 1,006260 1,001200 | 0,999789 1,000070 | 0,999969

1 0,909203 0,979849 0,989882 | 0,994936 | 0,996623 | 0,997467

Verifica-se pela Tab. (5.5) que a convergéncia para o modelo bidimensional para
quatro casas decimais ocorre com 30 autovalores (com excecdo para o valor de Z = 1), ou

seja, com relagdo ao modelo unidimensional apresentou a mesma taxa de convergéncia.
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Do mesmo modo que foi feito para o modelo unidimensional, serdo apresentadas as

tabelas com 7= 1,5 e 10, para o modelo bidimensional, expressando os valores da

temperatura (6).

Tabela 5.6 — Andlise de convergéncia para o modelo bidimensional com T = 1.

Z NT =1 NT =5 NT =10 NT =20 NT =30 NT =40
0 0,283662 | 0,283662 | 0,283662 | 0,283662 | 0,283662 | 0,283662
0,1 0,185167 | 0,145289 | 0,142891 | 0,143339 | 0,143251 | 0,143282
0,2 0,089666 | 0,029533 | 0,031360 | 0,031129 | 0,031102 | 0,031095
0,3 0,000054 | -0,057344 | -0,056948 | -0,056716 | -0,056751 | -0,056740
04 | -0,080972 | -0,122802 | -0,123780 | -0,123924 | -0,123939 | -0,123943
0,5 -0,151005 | -0,173663 | -0,174026 | -0,173867 | -0,173891 | -0,173883
0,6 | -0,208008 | -0,210328 | -0,209296 | -0,209405 | -0,209416 | -0,209419
0,7 | -0,250382 | -0,232847 | -0,232897 | -0,232768 | -0,232787 | -0,232781
0,8 | -0,277018 | -0,244722 | -0,245390 | -0,245485 | -0,245495 | -0,245497
0,9 | -0,287340 | -0,248377 | -0,248463 | -0,248342 | -0,248359 | -0,248354
1 -0,281318 | -0,242072 | -0,241267 | -0,241365 | -0,241375 | -0,241378
Tabela 5.7 — Andlise de convergéncia para o modelo bidimensional com T = 5.
Z NT=1 NT =5 NT =10 NT =20 NT =30 NT =40
0 0,991203 | 0,991203 | 0,991203 | 0,991203 | 0,991203 | 0,991203
0,1 0,848926 | 0,837679 | 0,837317 | 0,837380 | 0,837367 | 0,837372
0,2 0,710323 | 0,692350 | 0,692623 | 0,692590 | 0,692586 | 0,692585
0,3 0,578945 | 0,560167 | 0,560234 | 0,560267 | 0,560262 | 0,560264
0,4 0,458100 | 0,442926 | 0,442774 | 0,442753 | 0,442751 | 0,442751
0,5 0,350741 | 0,341597 | 0,341540 | 0,341562 | 0,341559 | 0,341560
0,6 0,259369 | 0,257446 | 0,257605 | 0,257589 | 0,257588 | 0,257587
0,7 0,185944 | 0,191269 | 0,191264 | 0,191283 | 0,191280 | 0,191281
0,8 0,131825 | 0,142889 | 0,142783 | 0,142769 | 0,142768 | 0,142768
0,9 0,097722 | 0,111934 | 0,111922 | 0,111939 | 0,111937 | 0,111937
1 0,083671 | 0,098370 | 0,098495 | 0,098481 | 0,098480 | 0,098480

Observando os valores do campo de temperatura das Tab. (5.6) e (5.7)

desenvolvido para o modelo bidimensional, possuem a mesma taxa de convergéncia que

foi apresentada para os valores do modelo unidimensional, convergindo com 20 termos,
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sendo considerada uma taxa de convergéncia razoavel, para uma precisdao de quatro casas
decimais. O mesmo comportamento é observado para a Tab. (5.10), que segue logo abaixo,

para T = 10.

Tabela 5.8 — Andlise de convergéncia para o modelo bidimensional com T = 10.

Z NT=1 NT =5 NT =10 NT=20 | NT=30 NT =40

0 0,964966 | 0,964966 | 0,964966 | 0,964966 | 0,964966 | 0,964966
0,1 0,817348 | 0,801085 | 0,800399 | 0,800523 | 0,800498 | 0,800507
0,2 0,673613 | 0,648145 | 0,648663 | 0,648599 | 0,648591 | 0,648590
0,3 0,537515 | 0,511691 | 0,511812 | 0,511876 | 0,511866 | 0,511869
0,4 0,412548 | 0,392341 | 0,392058 | 0,392018 | 0,392013 | 0,392012
0,5 0,301835 | 0,290027 | 0,289922 | 0,289966 | 0,289959 | 0,289961
0,6 0,208018 | 0,205890 | 0,206187 | 0,206157 | 0,206154 | 0,206153
0,7 0,133170 | 0,140676 | 0,140664 | 0,140699 | 0,140694 | 0,140696
0,8 0,078727 | 0,093720 | 0,093525 | 0,093498 | 0,093496 | 0,093495
0,9 0,045438 | 0,064333 | 0,064308 | 0,064342 | 0,064337 | 0,064339

1 0,033341 | 0,052731 | 0,052965 | 0,052937 | 0,052935 | 0,052934

Com as tabelas expressas, para ambos os modelos, unidimensional e bidimensional,
e para o tempo T = 0,1,5¢e 10, podemos comparar os resultados obtidos como solugao
para o campo de temperatura, e gerar grificos dos resultados unidimensionais versus

bidimensionais.

5.2 RESULTADOS UNIDIMENSIONAIS VERSUS BIDIMENSIONAIS

Agora serdo plotados gréaficos da temperatura ao longo do tempo, superpondo as

curvas unidimensionais contra as bidimensionais, para observacdo do comportamento de

ambos os modelos desenvolvidos.

BEJAN (1993), afirma que para um disco, se sua espessura ¢ muito menor do que o

raio do cilindro, o problema pode ser tratado como unidimensional. Da mesma forma

BHATTACHARYA et al (2006), para otimizacdo de seu experimento, relata que a teoria
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da transferéncia de calor por condugdo requer que a relagdo entre o didmetro e a espessura

deve ser muito maior que 1, para que o modelo seja considerado unidimensional.
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Figura 5.2 — Curva 0 vs. 1, unidimensional vs. bidimensional para Z = 0,1.
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Figura 5.3 — Curva 0 vs. 1, unidimensional vs. bidimensional para Z = 0,2.
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Observando a Fig. (5.2) e comparando-a com a Fig. (5.3), j4 é notdvel um leve

deslocamento da curva unidimensional com relagdo a bidimensional, confirmando a teoria

relatada acima, j4 que Z é uma relacdo entre a espessura e o raio do cilindro.
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Figura 5.4 — Curva 0 vs. 1, unidimensional vs. bidimensional para Z = 0,5.
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Figura 5.5 — Curva 0 vs. 1, unidimensional vs. bidimensional para Z = 1.

A medida que se aumentou a espessura do disco com relagc@o ao raio foi notério o

afastamento dos resultados do modelo unidimensional em virtude do bidimensional,
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confirmando a teoria de que o a aplicacdo da conducdo unidimensional sé deve ser
utilizada para quando a espessura da placa seja bem menor do que a distancia até o centro

da mesma.

Também foi possivel observar uma diminui¢do da amplitude com a variacdo de Z,
isso devido ao fato da condi¢@o de contorno do 3° tipo imposta na superficie superior da

placa.

Por fim, para validacio do modelo desenvolvido, os resultados tedricos obtidos
neste trabalho serdo comparados com os resultados experimentais aferidos por
BHATTACHARYA et al (2006).

5.3 VALIDACAO DO MODELO

Para validagao do modelo bidimensional, com o intuito de se obter a representacio

dos resultados obtidos no experimento do referido autor, foram utilizados os mesmos

parametros:
k=06 w ; —9984kg ; = 4,183 K ;
- ] mK ] p - ] m3 ) Cp - ] kg K;
21
l=5mm ; t, =1024s ©=—
P

Os resultados obtidos pelo modelo foram sobrepostos em mesma escala

nos resultados experimentais obtidos por BHATTACHARYA er al (2006), nos

fornecendo a Fig. (5.6). A curva representada por diversos pontos dispersos em vermelho,
azul e verde, sdao os dados de aquisicdo experimental, onde o préprio autor afirma nao
haver mudanca de fase, como se observa pelo grafico. A curva em verde limao foi a obtida
pelo modelo matemaético bidimensional simulado no Mathematica, para a mesma posicao
em z = 0. Logo é possivel observar que o resultado € bastante satisfatorio, pois, foi obtido
mesma amplitude, fase e periodo que os dados experimentais expostos, ou seja, validando

o modelo bidimensional desenvolvido neste trabalho.
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Figura 5.6 — Curva experimental vs. curva do modelo.
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CAPITULO VI

CONCLUSOES E SUGESTOES

Este trabalho teve como objetivo analisar a equacgdo diferencial da difusdo de calor,
submetido a uma condic@o de contorno em que a temperatura sofre oscilacdes harmonicas,
para determinacdo do seu perfil através da Técnica Transformada Integral Generalizada
(GITT), e os resultados obtidos, sendo resultados de referéncia, fornecem subsidios e

contribuem como parametros comparativos para a técnica de oscilagdes térmicas.

A aplicagdo da técnica transformada integral para obtencdo do campo de
temperatura unidimensional quanto o bidimensional se mostrou uma ferramenta bastante
eficaz, pois o perfil de temperatura foi desenvolvido com éxito apés a modelagem ser
simulada computacionalmente, em que todas as condi¢cdes de contorno impostas ao

problema sdo visivelmente atendidas.

Para avaliar o modelo unidimensional com relagdo ao bidimensional, reproduzindo
o comportamento do primeiro por uma aproximacao do segundo, assumindo o nimero de
Biot igual a zero, na condi¢do de contorno do terceiro tipo na superficie lateral do cilindro,
induzindo a um fluxo de calor nulo na parede, foi possivel concluir, que o modelo
unidimensional sé € aplicavel para discos muito finos, ou seja, a espessura do cilindro deve
representar 10 % do raio do mesmo, de outra forma € aconselhdvel aplicar o modelo
bidimensional, pois caso contrdrio verifica-se um distanciamento dos resultados
considerdvel, devido ao fato de que modelo bidimensional possui maiores informacgdes

inerentes ao problema fisico do que o unidimensional.
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O mais importante deste trabalho se observa com a sobreposicao dos resultados, os
experimentais com os tedricos, que nos mostram que o modelo desenvolvido foi validado,
devido a semelhanca das curvas do campo de temperatura para z = 0, apresentando mesma
amplitude, periodo e fase, utilizando os mesmo parametros que foram aplicados do aparato

experimental.

Como sugestdo para possiveis trabalhos futuros, para dar continuidade a mesma
linha de pesquisa, pode ser desenvolvido um aparato experimental para reproducdo do
fenomeno e fazer uma melhor andlise, podendo ser estendido para aplicacdo do método
inverso e também caracterizar termicamente, determinando algumas propriedades como

condutividade, difusividade, de algum material que seja de interesse para estudo.

Outro ponto importante seria o desenvolvimento de um modelo tridimensional do
mesmo fendmeno, para ver como seria 0 comportamento da temperatura e se haveria
semelhanga com os resultados obtidos mesmo em uma configuracdo diferente do aparato
experimental. E também, verificar o estudo para generalizacio de filtros para as solugdes,

verificando se haveria uma melhora na taxa de convergéncia dos resultados obtidos.
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