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ANALISE DA CONVECCAO FORCADA NO ESCOAMENTO
BIDIMENSIONAL LAMINAR EM DUTOS CIRCULARES EM VARIAVEIS
PRIMITIVAS VIA GITT

RESUMO

No presente trabalho a convecg¢do forgada interna no escoamento laminar em desenvol-
vimento simultaneo € estudada aplicando a Técnica da Transformada Integral Generalizada
para produzir um solucdo hibrida para os campos de velocidade, pressao e temperatura em
dutos circulres. As equacgdes da Continuidade, de Navier-Stokes, de Possion e da Energia
sdo formuladas utilizando varidveis primitivas , sabendo-se que a equacdo de Poisson foi
obtida a partir de algumas manipulacdes matematicas feitas na equagcao de Navier-Stokes. A
transformacao integral € aplicada nas equagdes da quantidade de movimento na direcao x,
de Poisson e na equacao da energia, e as equagdes resultantes sdo resolvidas com a subrotina
numérica do IMSL, DBVPFED recuperando o potencial original para cada perfil em estudo.
Assim € possivel encontrar uma solugdo para o sistema de equacdes em termos de um ex-
pansdo de autofungdes, que para dutos circulares, as autofuncdes serdo funcdes de Bessel.
Em seguida resultados de interesse pratico sdo calculados e exibidos graficamente como:
Numero de Nusselt e fRe e estudos da convergéncia dos perfis de velocidade,velocidade
média, temperatura, temperatura média, pressao e pressao média no centro do duto sio ana-
lisados. Os resultados sdo comparados com os dados disponiveis na literatura para validagcdo

e ajustes do modelo.

Palavras-chave: Navier-Stokes, Convecc¢ao For¢ada , Varidveis Primitivas, Fluido New-

toniano, GITT.
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ANALYSIS OF THE FORCED CONVECTION IN THE BIDIMENSIONAL
LAMINAR FLOW IN CIRCULAR DUCTS IN PRIMITIVE VARIABLE BY GITT

ABSTRACT

In this study the forced convection in the laminar flow in simultaneous developing is stu-
died by applying the Generalized Integral Transform Technique to provide a hybrid analyti-
cal solution for the fields of velocity, pressure and temperature in circular ducts. The Con-
tinuity, Navier-Stokes, Poisson and Energy equations are formulated using primitive varia-
bles, knowing that the Poisson Equation was obtained from some mathematical manipulation
made on the Navier-Stokes equations. The integral transformation is done in the Momentum
equation in X, Poisson and energy equations, and the resulting equations are solved using the
IMSL, DBVPFD subroutines and recovering the original potential for each profile studied.
In this way it is possible to find a solution to the system by means of an expansion in terms
of convenient eigenfunctions, to circular ducts, the eigenfunctions will be Bessel functions.
In the following, some results from a practical point of view will be calculated and exhibited
graphically such as: The Nusselt number, the fRe value, the study of the convergence profile
of the velocity field, the mean velocity, the temperature, the mean temperature, pressure and
the mean pressure in the middle of the duct will be analyzed. The results will be compared

with the ones found in the literature to validate and adjust the model.

Keywords: Navier-Stokes, Forced Convection , Primitive Variables, Newtonian Fluid,

GITT.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Devido a grande importincia nas aplicacdes industriais e materiais, o estudo de escoa-
mento de fluidos vem sendo realizado e bastante discutido atualmente. O tipo de transporte
de calor que envolve o movimento de um fluido é a conveccao, e aqui estamos interessados
em estudar a convecgdo for¢cada interna, onde o fluido € for¢ado a escoar dentro de um tubo
por acdo de elementos externos como uma bomba ou um ventilador.

A transferéncia de calor por convecc¢iao é um fendomeno complexo, pelo fato de envolver
os efeitos simultdneos da transferéncia de calor e o escoamento do fluido. O movimento do
fluido em si, pode ser visto como um causador da transferéncia de calor, razao pela qual a
taxa de transferéncia de calor de um fluido € superior em convec¢dao do que numa situagcdo
de conducao pura. Na verdade, € ficil verificar que a taxa de transferéncia de calor varia
diretamente com a velocidade do escoamento.

O estudo sobre escoamento laminar em desenvolvimento simultaneo tem sido de grande
interesse como mostrado pela vasta literatura disponivel principalmente para os projetistas
de trocadores de calor.

As equacdes da Continuidade, Navier-Stokes e Energia fornecem uma descri¢io com-
preensiva da transferéncia de energia em um fluido em movimento. Estas equacdes apre-
sentam dificuldades matematicas por possuir termos ndo-lineares tornando-se vidvel o uso
das técnicas hibridas numérico-analiticas de solucdo,onde estas tem permitido a abertura de
novos rumos em pesquisas envolvendo escoamentos (em regimes laminares ou turbulentos).
A implementac¢do numérica torna-se viavel gracas ao desenvolvimento de computadores di-
gitais com velocidade de processamento cada vez maiores possibilitando um menor custo
computacional.

A Técnica da Transformada Integral Generalizada ¢ um método hibrido (analitico-numérico)
para problemas modelados a partir de equacdes diferenciais parciais que vem sendo empre-

gado com sucesso nos ultimos anos, principalmente em problemas de tranferéncia de calor.



O objetivo da mesma € transformar um sistema de equacdes diferenciais parciais original em
um sistema de equacdes diferenciais ordindrias, através da eliminacdo de dependéncias es-
paciais, com a vantagem de produzir uma solu¢do mais aprimorada e mais econdmica, além
de permitir um controle pré-estabelecido sobre o erro dos resultados.

Os passos basicos para aplicac@o da Técnica da Transformada Integral Generalizada(GITT)

Sa0:

1. Escolha de um problema auxiliar apropriado, que contenha o maior nimero de informagdes

possiveis a respeito do problema original;

2. Obten¢do de um par transformada-inversa adequado que possibilite a transformacado

associada e a ortogonalidade das autofungdes;

3. Transformacao de um sistema de equacgdes diferenciais parciais num sistema de equagdes
diferenciais ordindrias, através de operadores que possibilitem a elimina¢do de uma ou

mais varidveis parciais;

4. Resolugdo do sistema de equacdes diferenciais ordindrias acopladas, apds o trunca-
mento da série infinita em uma ordem suficientemente grande para a precisao dese-
jada, utilizando rotinas numéricas disponiveis em bibliotecas cientificas, obtendo-se

os potenciais transformados;

5. Utilizar a férmula de inversao definida anteriormente, a fim de obter o potencial origi-

nal.

O presente trabalho pretende aplicar a GITT na solu¢ao em termos de varidveis primitivas
das equacdes de Navier-Stokes, Poisson e da Energia, no escoamento laminar, permanente

em dutos circulares.

1.2 EScoPO DO TRABALHO

Este trabalho estd subdividido em 5 capitulos, cujos assuntos sio:
Capitulo LIntroducao: apresenta-se uma motivagdo abordando os principais aspectos
da pesquisa desenvolvida, alguns conceitos e justificativa para o estudo de transferéncia de

calor por convecgdo e aplicacao da GITT.



Capitulo I1. Revisao Bibliografica: apresenta-se algumas referéncias sobre o tema abor-
dado e uma breve revisdo sobre a Técnica da Transformada Integral Generalizada, desta-
cando as etapas bdsicas e aplicagdo da mesma.

Capitulo III. Formulacao Matematica :apresenta-se neste capitulo a formulacdo ma-
tematica do problema estudado, abordando as equagdes governantes em coordenadas cilindricas
com suas devidas consideracoes.

Capitulo IV. Aplicacao da (GITT): Aplica-se a Técnica da Transformada Integral Ge-
neralizada na resolu¢do do problema proposto.

Capitulo V. Analise dos resultados: Apresenta-se uma analise dos resultados para o
campo de velocidade, pressdo e temperatura , as tabelas de convergéncias e discussdes em
relacdo ao problema em estudo.

Capitulo VI. Conclusées:apresenta-se as conclusdes do trabalho e sugestdes para traba-

lhos futuros.



CAPITULO 11

REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL

No inicio da década de 70, a Russia e outros paises do Leste Euroupeu avancaram no
desenvolvimento e aplicagao de métodos analiticos, ao mesmo tempo que os Estados Uni-
dos e Europa desenvolviam métodos puramente numéricos. Percebendo o grande esforco
computacional utilizado nos métodos puramente numéricos assim como nas manipulagcoes
matematicas, os dois grupos buscaram unir-se e desenvolver alternativas para o tratamento e
solucdo das equacdes diferenciais parciais densevolvendo assim como exemplo dessas alter-
nativas a Técnica da Transformada Integral Generalizada.

Desde seu aparecimento a Técnica da Transformada Integral Generalizada vem se mos-
trando bastante eficiente permitindo a solucdo de um crescente nimero de problemas antes
nao transformaveis e que assim nao podiam ser resolvidos pela entdo Técnica da Transfor-
mada Integral Classica (MIKHAILOV e OZISIK, 1984). Este por sua vez é um método
puramente analitico de solucdes de problemas difusivos. A grande limitacao desta técnica se
deve a impossibilidade de resolver sistemas acoplados, implicando na resolucao de proble-
mas lineares transformaveis, ou seja, problemas que podem ser transformados em sistemas
desacoplados, ou que apresentam problema auxiliar de fécil resolugdo. Como a maioria
dos problemas existentes sdo nao lineares, sentiu-se a necessidade de aperfeicoar a técnica
e assim surgiu a GITT com o trabalho de (OZISIK e MURRAY, 1974) sobre a solucdo de
problemas difusivos com coeficientes nas condi¢cdes de contormo varidveis.

A GITT proporciona solugdes hibridas numérico-analiticas para problemas de difusdo e
de convecc¢ao-difusdo cuja transformacao integral resulta em sistemas de equagdes diferen-
ciais ordindrias acopladas. Desde entdo a aplicacdo da GITT tem solucionado problemas de
classes mais gerais, tanto lineares, quanto ndo-lineares. O estudo mais detalhado e completo
sobre GITT foi feito por COTTA (1993).

Uma caracteristica importante desta metodologia, e que a diferencia de outros métodos

numéricos, € a garantia de convergéncia satisfatéria das solu¢des para ordens crescentes



de truncamento das séries. Este comportamento indica que € possivel obter-se solu¢des com
um nimero de algarismos significativos convergidos para um determinado nimero de termos
nas expansoes. Pela sua natureza hibrida, a Técnica da Transformada Integral Generalizada
apresenta vantagens com relacdo a métodos puramente numéricos, pois retém as mesmas
bases de uma solucdo analitica, ndo necessitando de discretizacdo de dominio nem geracdo
de malha, (LIMA, 2000).

Podemos encontrar na literatura diversos trabalhos que utilizam a GITT para resolver

problemas dos tipos:

e Problemas com coeficientes variaveis na equacao;

Problemas com coeficientes variaveis nas condicoes de contorno;

Problemas de contorno variaveis;

Problemas que envolvem problemas auxiliares dificeis;

Problemas Nao-Lineares.

2.2 CONVECCAO FORCADA

Para uma melhor anélise sobre o escoamento de fluidos, € imprescindivel compreender
a importancia e o significado da mecanica dos fluidos. A mecanica dos fluidos lida com o
comportamento de fluidos em repouso e em movimento. O conhecimento e a compreensao
dos principios basicos e dos conceitos da mecanica dos fluidos sdo essenciais para andlise de
qualquer sistema onde o fluido é o meio operante. O projeto de todos os meios de transportes,
virtualmente, requer aplicacdo dos principios da mecanica dos fluidos. Af se incluem aerona-
ves para voos subsOnico e supersonico, aircrafts, navios, submarinos e automoveis. O projeto
de propulsdo para voos espaciais, assim como para foguetes de brinquedo, também baseia-se
no principio da mecanica dos fluidos. Hoje, € comum a realizacdo de estudos de modelos
para determinar as forcas aerodinamicas atuando sobre edificios e estruturas e os campos
de escoamento em torno deles. Isto inclui o estudo de arranha-céus, estadios, chaminés e
grandes shoppings. O sistema circulatério do corpo humano é, essencialmente, um sistema
fluido. Nao causa surpresa que o projeto de coracdes e pulmdes artificiais, de auxiliares

mecanicos da respiracdo e de outros dispositivos do género, fundamentem-se no principio da

5



mecanica dos fluidos. Na mecanica projetam bombas, turbinas, canais de irrigacdo, motores
de combustdo interna ,compressores a ar, equipamentos de ar condicionado, equipamentos
de controle de poluicao do ar e da dgua, usinas de energia, dentre outras.

O desenvolvimento da mecénica dos fluidos se deu no final do século X VIII com a criagdo
da Escola de Engenharia Francesa liderada por Riche de Prony (1755-1839). Prony e seus
associados em Paris, na EcolePolytechnique (escola politécnica) e a EcolePontsetChaus-
sees (escola de pontes e agudes), foram os primeiros a incluir cdlculo e teoria cientifica no
curriculo de engenharia, que se tornou um modelo para o resto do mundo. AntonieChezy
(1718-1798), Louis Navier (1785-1836), GaspardCoriolis (1792-1843), Henry Darcy (1803-
1858) e muitos outros que contribuiram para a engenharia e teoria dos fluidos foram estu-
dantes e/ou professores nessas escolas. Em meados do século XIX, o médico Jean Poiseuille
(1799-1869) mediu com precisdo o escoamento em tubos capilares de fluidos multiplos; na
Alemanha, Gitthilf Hagen (1797-1884) definiu a diferenca entre escoamento laminar e turbu-
lento em tubulacdes, na Inglaterra, Lord Osborne Reynolds (1842-1912) continuou esse tra-
balho e desenvolveu o nimero adimensional que leva o seu nome. De modo similar, em para-
lelo ao trabalho inicial de Navier, George Stokes (1819- 1903) completou as equacdes gerais
do movimento dos fluidos com atrito que levam seus nomes, (CENGEL E CIMBALA,2007).

As equacdes de Navier-Stokes sdo de fundamental importancia para o estudo de esco-
amento de fluidos. Estas equagdes foram derivadas inicialmente por M. Navier em 1827 e
por S.D.Poisson em 1831, baseando-se num argumento envolvendo for¢as intermoleculares.
Mais tarde as mesmas equagdes foram derivadas sem o uso de nenhuma dessas hipdteses por
B. de Saint Vernant em 1843 e por G.G. Stokes em 1945.

As equagdes de Navier-Stokes juntamente com a equacao da energia nos permite estudar
a convec¢ao forcada interna em um escoamento em desenvolvivento simultaneo. As camadas
limites hidrodinamica e térmica sdo desenvolvidas fazendo com que o perfil de velocidade e
temperatura se tornem parabodlicos e permitindo assim um estudo mais detalhado na regido
completamente desenvolvida.

A anélise de estudos envolvendo escoamentos de fluidos usando ferramentas computacio-
nais tem sido uma drea em constante desenvolvimento, com diferentes campos de aplicacdes
e com progresso no tratamento das equacdes com formulagdes seja com visdo em camada
limite ou com o uso das equacdes de Navier-Stokes.

A solugdo de problemas em engenharia envolvendo escoamentos de fluidos e trans-



feréncia de calor geralmente sdo mais complicados por se tratar de equacdes diferenciais
parciais que raramente possuem solugdes analiticas. Sendo assim, é necessério o uso de
métodos numéricos ou métodos de natureza hibrida, como os analitico-numéricos para a
obtencdo dos potenciais desejados. O aumento da capacidade dos computadores disponiveis
tem facilitado o desenvolvimento e os testes de modelos cada vez mais sofisticados e com-
pletos para a simulacao dos escoamentos.

Alguns trabalhos que utilizam a Transformada Integral Generalizada no estudo de esco-
amentos ao longo de dutos podem ser citados como:

MEDEIROS(1998) estuda a convec¢ao forcada interna no escoamento em desenvolvi-
mento simultaneo com variagdo senoidal no perfil de temperatura de entrada em canais de
placas planas e dutos circulares. A GITT foi usada para fornecer uma solu¢do hibrida semi-
analitica da equacdo da energia que esta sujeita a condicdo de contorno do 5° tipo, conside-
rando os efeitos da capacitancia térmica da parede, como também para resolver as equagdes
da camada limite com formulag¢do em varidveis primitivas e em fun¢do corrente para placas
planas, e para dutos circulares com formulacdo em varidveis primitivas.

NASCIMENTO et al (2006) utilizaram as equacdes de conservacdo da quantidade de
movimento com formulacdo em varidveis primitivas em um escoamento laminar hidrodina-
micamente em desenvolvimento de um fluido Nao-Newtoniano dentro de um tubo circular.
Os resultados para o campo de velocidade e o produto do fator de atrito por Reynolds sdao
calculados para diferentes lei de poténcia.

VERONESE (2006) estudaram a convecgdo forcada transiente no escoamento de um
fluido Nao-Newtoniano em desenvolvimento com uma variacao senoidal no perfil de tempe-
ratura na entrada em canais de placas planas paralelas . A GITT ¢ utlizada para fornecer uma
solucdo hibrida semi-analitica da equacao da energia, sujeita a uma condi¢ao de contorno no
5° tipo a qual considera os efeitos da conveccao externa e da capacitancia térmica na parede.
No trabalho € utilizado também a lei de poténcia.

LIMA et al (2007) aplicaram a GITT na solucdo do problema de um escoamento lami-
nar em um canal de placas paralelas formulado pelas equacdes de estado estaciondrio de
Navier-Stokes e Continuidade com representacdo matematica em varidveis primitivas. Onde
¢ considerada a condi¢@o uniforme e irrotacional do escoamento na entrada do canal. Os re-
sultados numéricos do campo de velocidade longitudinal e o fator de atrito sdo relatados para

mostrar o comportamento da convergéncia dos mesmos na proposta da GITT e comparados



com resultados anteriores.

SILVA et al (2009) resolveram as equagdes de Navier-Stokes em coordenadas cilindricas
formuladas em termos de funcdo corrente. A GITT foi aplicada para resolver o problema
bidimensional estaciondrio, laminar, no escoamento de um fluido Newtoniano na regido em
desenvolvimento de um tubo circular. O problema considera duas condi¢des de entrada,perfil
de velocidade uniforme representando o escoamento paralelo e vorticidade zero caracteri-
zando escoamento irrotacional na entrada.

ANDRADE (2010) utiliza as equacdes de navier-stokes para estudar o escoamento bidi-
mensional, laminar, de um fuido newtoniano em um duto circular. O problema é formulado
a partir da utilizagdo das varidveis primitivas e a Técnica da Transformada Integral Genera-

lizada é empregada para produzir solugdes hibridas para os campos de velocidade e pressao.



CAPITULO 111

FORMULACAO MATEMATICA

3.1 DEFINICAO DO PROBLEMA PROPOSTO

O modelo abaixo representado pela figura serve de base para uma melhor compreensao
do problema bidimensional, laminar, em um duto circular, com perfis de velocidade, pressdao
e temperatura uniforme na entrada. Considere o desenvolvimento simultaneo de um escoa-
mento laminar de um fluido Newtoniano e incompressivel em um duto circular. As propri-
edades fisicas serdo consideradas constantes e os efeitos de dissipacdo viscosa e convec¢ao
natural serdo considerados despreziveis. Este problema serd formulado em varidveis primi-
tivas e a Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT) sera utilizada para fornecer
uma solucdo hibrida (analitico-numérica) para a Equacdo da Continuidade, Navier-Stokes,

Poisson e da Energia.

< Regido de entrada hidrodinamica IRegiio completamente desenvolv:@

Figura 3.1: Representag¢do do desenvonvimento do perfil hidrodindmico

As equagdes do problema que serdo utilizadas abaixo, sdo obtidas apartir das seguintes

consideragdes:

e Impermeabilidade e ndo-deslizamento na parede do duto,

e Regime permanente,



e Velocidade longitudinal (u) e velocidade transversal (v).

Sejax >0, 0 <y < b. Considere a seguinte notacio que serd utilizada neste trabalho,
onde u := u(x,y), v:=v(x,y), p:= p(x,y) e T := T(x,y). O modelo matematico para o

problema faz uso das seguintes equagdes:

Equacao da Continuidade
ou N 1 d[yv]

2y oy =0. 3.1)

Equacao da Conservacao da Quantidade de Movimento na Direcao x
ou  du 1dp ul[l0 [ du 0%u
—FtVv—=——+=|—=— | y= — |- 32
“x Ty T Tpax Tp [yay <y3y>+3x2 G2
Equacao da Conservacao da Quantidade de Movimento na Direcao y

dv dv_ ldp wu[d [(1d(yw) 0%y

x Yoy pay p

Equacao de Poisson

?p 10 [ dp Judv dvou v?
5ty ) =2 e v ) oy
Equacao da Energia
or T _ [19(aT\ #T .
“ox Vo TNy Pay ) Ta | '

Nas equacdes acima, consideraremos as seguintes condi¢des de contorno e de entrada:

Parax=0
u(x,y)=uo ; p(x,y)=po (3.6)
v(x,y) =0 ; Ty =T
Paray=10
3.7)
B oT (x,y) (
V(X,y) - 0 ’ ay - O
Para x — o op(x,y) 0 [ duw(y)
p(x,y) _u Ul
u(x,y) = oo ; ~ 3y v
(x,y) = tteo(y) X ydy {y dy } (3.8)
v(x,y) =0 ) T(-x7y) =T
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Paray=1»

_ o . 9p(xy) 9 [1d(yv(x,y)
u(x,y) =0 ; v M1y oy
y Y LY y (3.9)
9T (x,) '
v(ix,y) =0 ; AT —T.|+k——==0.
dy
Adimesionalizaremoos 3.1 a 3.9 por meio das seguintes varidveis adimensionais:
b b Uo Uuo Puy
T-T- upb Q) . hb
0= ; Re=— Pr—=— ; Pe = RePr ;. Bi=—.
AT v o k

A adimensionalizacao utilizada € bastante importante pois permite aplicar os resultados
conseguidos a uma dada superficie com um conjunto de condicdes a outras superficies se-
melhantes a primeira, com um conjunto de condi¢des totalmente diferentes. Essas condi¢des
podem variar, por exemplo, com a natureza do fluido e com as condi¢des da superficie. E
assim ao invés de trabalhar com inimeros parametros originais passamos a trabalhar com
poucos grupos adimensionais.

As equagdes agora serdo vdlidasem 0 <Y < 1, X > 0 e denotaremos por U := U (X,Y),
V:=V(X,Y),P:=P(X,Y)e6:=0(X,Y).

Equacao da Continuidade

U _ 13[YV]

Equacao da Conservacao da Quantidade de Movimento na Direcao X

U U 0P 1 [19 ( oU\ oU
Uﬁ”ﬁz—ﬁﬂﬂm( W)JraX_Z} ©G.11)
Equacao da Conservacao da Quantidade de Movimento na Direcao Y
oV 9V 0P 1 [0d (19(YV)Y oV
Uﬁ+vﬁ__ﬁ+ﬁlﬁ (? % ) aXZ} ©.12)
Equacao de Poisson
PP 19 (PN UV VU v 613
0X2 Yoy \' oY) " |0XdY oXadY Y2 13
Equacao da Energia
00 00 1[19 [ 00\ 0°0
U Var " pe [m (Yﬁ) * m] G-19



As condicdes de contorno e entrada tornam-se:

ParaX =0
U 9 :1 ’ P Y :P
(X,Y) (X,Y) =Py (3.15)
VX,Y)=0 ; 8(X,Y)=1
ParaY =0
oU(X,Y) oP(X,Y)
AT A (3.16)
V(X,Y)=0 ; ae(sfy,Y):O
Para X — «
B L OP(X,Y) 1 [19 ( oUx(Y)
UX,Y)=Usxs(Y) ; " oX _ Re [yay (Y oY (3.17)
V(X,Y)=0 ; 0(X,Y)=0
Para¥ =1 P(X,Y) 1 2 [13V(X,Y)
UXY) =05 =55~ = Rear [YB—Y} (3.18)

90(X,Y)

VIX.Y)=0 ; Bi(X,Y)+—

=0.

Quando o problema original possui condi¢cdes de contorno nao homogéneas na varidvel
onde se aplicard a GITT , filtros matematicos deverdo ser utilizados viabilizando o uso da
técnica. Dai temos:

Filtro para o campo de Velocidade
UX,Y)=U"(X,Y)+U(Y) (3.19)

onde
U*(X,Y) é o potencial de velocidade do campo em desenvolvimento
U(Y) é o potencial de velocidade do campo completamente desenvolvido

Em coordenadas cilindricas
Uno(Y)=2(1-Y?) (3.20)
Filtro para o campo de Pressao
P(X,Y)=P(X,Y)+Pr(X,Y) (3.21)

onde
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P*(X,Y) é o potencial da Pressdo do campo em desenvolvimento
Pr(X,Y) é o filtro obtido substituindo as condi¢des de contorno em Y=1 na Equagéo da

Quantidade de Movimento na Direcado Y.

1 [19(YV(X,Y) 1 [oU*(X,Y)
F(X.Y) 0+Re{Y oY " Re| oX (3:22)
As equacgdes filtradas tornam-se:
Equacao da Continuidade
oU* 19(YV)
- =0 3.23
X Y oy 629

Equacao da Conservacao da Quantidade de Movimento na Direcao X
U*aU* Iy oaU* +VaU* +V&)Uoo B
~ 0X Y ay (3.24)
P ome 110 (U7 au.\] 13U -
0X 0X ReY oY aY oY Re 0X?

Equacao da Conservacao da Quantidade de Movimento na Direcao Y

. oV oV 9P* OPp 1[0 [19(YV)\ 0%
WUy oy = oy ~ o T ke [a—y (? 3y ) el
Equacao de Poisson
PP P 1 (0PN 1D (L aR
0X2 ~ 9X2 Yoy \' oY /] Yor \' ov ) (3.26)
UV Vot aval. V2 |
0X Y 0X oY 00X oY Y2
Equacao da Energia
, 00 00 00 1[10 ([ 08\ 9%
Uax "% Voy = pe [?W( W) m} (3:27)
As condicdes de contorno e entrada filtradas tornam-se:
Para X =0
U*(X,Y) =1—Un(Y); P*(X,Y)=0
(x.7) (V) PXY) .
V(X,Y)=0; 0(X,Y)=0
ParaY =0
oU*(X,Y) oP*(X,Y)
B A
90(X,Y) (3.29)
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Para X —

U*(X,Y) =0 M:L{li(ﬁwm)};

oX Re |Y oY oY (3.30)
V(X,Y)=0; 6(X,Y)=1
ParaY =1 P (XY
U*(X,Y)=0; M:O
o 90(X,Y) (3.31)
V(X,Y)=0;, Bi6(X,Y)+ ay’ =0.

14



CAPITULO 1V

APLICACAO DA GITT

Neste capitulo, aplicaremos o método GITT nas equacgdes 3.24, 3.26 e 3.27 com suas
respetivas condi¢coes de contorno e entrada. O capitulo se divide como segue: Na Secdo 1,
seré feita a escolha de um problema auxiliar conveniente para cada equacao, cujas solucoes
possuem uma propriedade de ortogonalidade. Na Secao 2, iremos decompor as solucdes das
equacgdes em termos das solugdes dos respectivos problemas auxiliares descritos na Secao
1, a qual denotaremos de inversa. Em seguida usaremos a propriedade de ortogonalidade
na inversa e obteremos a forma trasformada. Na Secdo 3 serd feito o cdlculo de alguns
parametros como a velocidade transversal, calcular velocidade média, fator de atrito, pressao
média, temperatura média e nimero de Nusselt para comparar com os resultados ja existentes

na literatura.

4.1 ESCOLHA DO PROBLEMA AUXILIAR

O problema auxiliar serd um problema de Sturm-Liouville cujas soluc¢des, para coorde-
nadas cilindricas, sdo dadas em termos de fun¢des de Bessel com algumas propriedades que

exibiremos a seguir.

4.1.1 PROBLEMA AUXILIAR PARA O CAMPO DE VELOCIDADE

Consideremos o seguinte problema de Sturm-Liouville associado a equacdo da quanti-

dade de movimento na dire¢do X (3.24):

Y dy {Yd—Y] +u;0i(Y) =0, 4.1)

com condig¢des de contorno dadas por,

do;(Y)
dy

¢i(1) =0; =0. 4.2)

Y=0




O problema descrito pelas equgdes (4.1)-(4.2) tem solugdo analitica dada por:

Utilizando as condi¢des de contorno no problema auxiliar, encontramos 0s autovalores
s apartir das equacdes Jo(u;) = 0. Mais detalhes sobre as fun¢des de bessel podem ser
encontrados em OZISIK (1993).

Um fato importante € que as fungdes de bessel descritas possuem a seguinte propriedade

de ortogonalidade:

L . 0, sei#j
/ YG:(Y)G(Y)dY = , 4.4
0 I, sei=
onde
(Y

sdo as autofuncoes normalizadas e N; é a norma definida por:

1
N; = / Y@ (Y)dY. (4.6)
0

4.1.2 ESCOLHA DO PROBLEMA AUXILIAR PARA O CAMPO DE PRESSAO

Analogamente, definiremos um problema de Sturm-Liouville associada a equacdo de

Poisson (3.26). O problema auxiliar segue:

1 d [ dyi(Y) 2

—— Y Yi(Y)=0 4.7

i [P+ B =o @7)
com condig¢des de contorno dadas por:

dvy;(Y dvy;(Y

‘“I‘Il( ) :0; “Ijl( ) :O. (4.8)

dYy |y ar ly_,
A solugdo de (4.7)-(4.8) € dada por:

v (Y)=JdB:Y) i€{1,2,3...}, (4.9)

onde os autovalores fis sdo raizes da equagdo J; (B;) = 0.

Como anteriormente, as autofungdes normalizadas sao

yi(Y) = \fl/%) (4.10)
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onde
1
M; = / Yy?(Y)dY, (4.11)
0

com a seguinte propriedade de ortogonalidade

L _ 0, sei+#j
/ Y (Y ) (Y)dY = . 4.12)
0 I, sei=

4.1.3 ESCOLHA DO PROBLEMA AUXILIAR PARA O CAMPO DE TEMPERATURA

O problema auxiliar para o campo temperatura associado a equacao da energia (3.27) é

da forma:
1d [,d6(")] .
il | 7 (Y)Y =0 4.13
com condi¢des de contorno
dg;(Y) . dg;(Y)
— =0; Bi(;(Y)+ ———= =0. 4.14
| L+ | (4.14)
A solucdo de (4.13)-(4.14) segue
Ci(Y) =Jo(wY) i€{1,2,3...}. (4.15)

Os autovalores /s sio raizes da equagio BiJo(0;) + @;J)(®;) = 0. A norma é dada por

1
K= / Y (Y)dy (4.16)
0
e as autofungdes normalizadas,
2 Gi(Y)
(Y) = ) 4.17
Gi(Y) Nie (4.17)
Ainda temos a seguinte propriedade de ortogonalidade para as autofuncoes:
L 0, sei##j
/ YE(¥)E(Y)dY = . (4.18)
0 1, sei=7

4.2 DETERMINACAO DOS PARES TRANSFORMADA-INVERSA

A solugdo para os campos de velocidade, pressao e temperatura € entdo proposta como

uma expansao em termos de autofuncdes que siao solu¢des dos problemas auxiliares para

17



cada campo em estudo. Dai os pares Transformada-Inversa sdo construidos e definidos

como:
Para o campo de velocidade

As solugdes dos problemas em estudo podem ser escritas como uma combinagdo linear

das autofung¢des obtidas por meio do problema auxiliar. Desta maneira obtemos

e Inversa
U*(X,Y) =Y ¢:(V)Ti(X). (4.19)
e Transformada

0,(X) = [ YGi(Y)U*(X,Y)ay. (4.20)

Para o campo de pressao

De forma andloga, obtemos o par transformada-inversa para o campo pressao

e Inversa

P (X,Y) = i\ﬂi(Y) P.(X) (4.21)

e Transformada

P = [ ranp oy ay (422)

Para o campo de temperatura

e Inversa
0(X,Y) =Y Gi(Y)8i(X), (4.23)
i=1
e
e Transformada
1
0;(X) = / YGi(Y)0*(X,Y)dy. (4.24)
0

4.3 PARAMETROS SIGNIFICATIVOS

Para se fazer uma anélise mais detalhada da convec¢do interna num duto circular seré

necessario o calculo de alguns parametros.

18



4.3.1 CALCULO DA VELOCIDADE TRANSVERSAL

Faz-se necessario o cdlculo da velocidade transversal V para elimina-la do sistema de
equacdes 3.23 a 3.27 fazendo-se a integracdo da equacdo da continuidade 3.23 em relacdo a

Y.

LU LYVX,Y))
/YYaXdY—i—/Y oy dy =0

U 1
/Y vE Ay + V(XY =0

LU
/ Yoy +1V(X, 1)~ YV(X,Y) = 0
y oX

(4.25)
o

YV(X,Y) :/ Y

1704
y 0X

4.3.2 CALCULO DA VELOCIDADE MEDIA

Para calcular a velocidade média iremos integrar o perfil de velocidade e substitui-lo pela

inversa 4.19.
oYU, Y)dY [ Y (U*(X,Y)dY +U.)dY

Jo Ydy

Un

8=

1 1
Un :2/ Y(U*(X,Y)dY+2/ Y2(1 —Y?)dy
0 0
(4.26)

1 [
Up =1 +2/ v Y 6:(Y)0:(X)dY
0 =

Un = 1+2iF}(O)Ui(X); E(O) = /01 Y(r)l'(Y)dY
i=1
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4.3.3 CALCULO DO FATOR DE ATRITO E PRESSA0 MEDIA

O fator de atrito é um parametro adimensional que € utilizado para calcular a perda
de carga em uma tubulacdo devido ao atrito. Muitas vezes é necessdrio o célculo deste
parametro para determinar a poténcia de uma bomba ou de um ventilador usado no escoa-
mento interno.

Por defini¢do o fator de atrito €:

Tw
f= M (4.27)

onde T,, é a tensdo de cisalhamento na parede. Adimensionalizando os termos da equagdo

4.27 temos:
_ dU(Y) U*(X,Y)
fRe= -2 { |, —y . (4.28)
2fRe = —4 [—4+ w ] (4.29)
Y=1

Aplicando a inversa 4.19 na equacdo 4.29 , obtemos:

dg;(Y)
dy

fRey =16—4) " Ui(X) , Rey =2Re (4.30)
=1

1=

A pressdao média P, é obtida a partir de:

1
YP(X,Y)dY I 1
m:fo 1( 1) :2/ YP*(X7Y)dY+2/ YPp(X,Y)dY
F _2/1Yi ~'(Y)IE_"(X)dYJrZ/lY(P —iaU*)dY (4.31)
B /) i:]Wl l 0 Re 0X '
AN AP 2 & dU;(X)
Pn=2Y Gi(0)B(X)+ P = F(0) o

onde

4.3.4 CALCULO DA TEMPERATURA MEDIA E NUMERO DE NUSSELT

A partir do perfil de temperatura outros parametros térmicos como a temperatura média

do escoamento e o Numero de Nussel local poder ser calculados:
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A temperatura média é dada como:

JLYe(x,y)u(X,Y)dy

0,(X) = 7

(4.32)

O nudmero de Nusselt é um grandeza adimensional muito utilizada para determinar o
coeficiente de transferéncia de calor por convec¢do. Logo temos:
2dG(X 1)

Nu(X) = 5 e 1)d—Yem o (4.33)

4.4 TRANSFORMACAO INTEGRAL DO SISTEMA DE EQUACOES

Iremos transformar o sistema de equagdes diferenciais parciais composta pelas equagdes
da quantidade de movimento na direcdo X, equacdo de Poisson e equacdo da energia, em um

sistema de equacoes diferenciais ordindrias.

4.4.1 TRANSFORMADA DA EQUACAO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO EM X

Multiplicaremos a equacdo 3.24 por fol Y®;(Y)dY e obteremos:

Lo y
/0 Y&:(Y)U* S
Lo Wn(Y)
+ /0 Yi(Y)V SLdy =
/ Y;(Y aY —dY+ (4.34)

oU*  OU..(Y)
Re/ Yoy YGY[ (8Y+ oY )]d”
/ a2U*
Re Yoy 8X2

Utilizando as formas inversas 4.19 e 4.21, a velocidade transversal 4.25 a propriedade de
ortogonalidade 4.4, e somando todos os termos do lado esquerdo e direito da equacao 4.34

obtemos:
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d2 Ui (X) Re | & ° _ dUk (X)
- = Z ZAB,‘ijj(X) +ABikoo
dX?2 2 =1\ = dX
(4.35)
= dPn(X)| wU(X) Diw
C: _

Onde os coeficientes acima encontrados a partir da transformacao integral sdo dados por:

1 do:(Y) _ 1

ABiy = /0 $:(Y) q’é; )Fk(Y)dYJr /0 Y§:(Y)®,(Y )i (Y )dY (4.36)

1 dUx(Y) - v
184 = [ o) =D awar + [ vememvamar @31
cnl:ully¢xy)¢nuqdy (4.38)

1
&jzié Y:(Y);(Y)dY (4.39)
ot d [LdUS(Y)

Dy — /0 @,(Y)d—y[y = }dY (4.40)

4.4.2 TRANSFORMADA DA EQUACAO DE POISSON

Multiplicando a equacdo de Poisson 3.26 por fol Y\y;dY obteremos:

1 82 * aZP
/ gy )BXZ dY+/ axng
oP* ly o0 [. OPr
/ [ = dY} WS, [dey}

(4.41)

1 oU* oV BU* oV
2/0 ) o ar ¥ — 2/ Yol oy ax Y

1 aU oV
_2/0 Yolt) 5y x4 ~ 2/Y

Utilizando as formas inversas 4.19 e 4.21, a velocidade transversal 4.25 a propriedade de
ortogonalidade 4.12, e somando todos os termos do lado esquerdo e direito da equacgao 4.41

obtemos:
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o d’P,(X > dU
Z mn d;l((z ) , l - 5 Z Qlk z k )

m=1

NIH

e

n=1

= dU;(X) dU(X)

| = -
EZ:: " ’"+2ZZE’J" X ax AL XU

j=lk= j=lk=1

= QAU (X dUk ) dU(X)
2V Fe )
,;1 ¢ dX2 Z dx
A equacdo acima torna-se:
> d*P,(X &
Z’ Pt dn; ) =G+ 5 Z GimAm

Onde os coeficientes sao:

e e

G,-:B%Pl-(X)—RiekiQ,k 0 +22 iEuk S0 d0X)
—2;Eikdl_g§(x)d_ i i X)+ Fijo %
Aij:”gAijkdlZD(( dUk ig By jUj(X %

1
Qik:/o Y;(Y)@r(Y)dY
1
Gim = /O YGi(Y)Pn(Y)dY
E,k_/lyi ) Ry ) Pay
By / V(¥ [Fk(Y)] .

Y
Fa=[ wi<Y>Fk<Y>d‘j;§ a

|
Fikoo:/o \Tfi(Y)Fk(Y)dU;én

Y

dY
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(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)
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(4.51)
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4.4.3 TRANSFORMADA DA EQUACAO DA ENERGIA

Multiplicando a equacgdo da energia 3.27 por fol Y z,-(Y )dY e obtemos:

/O]YQ,-(Y)U*g—ng+/()1Yi,~(Y)U (Y) dY+/ Y&y VaedY_

[ ety (13 are ffrn

Utilizando as formas inversas 4.19 e 4.23, a propriedade de ortogonalidade 4.18 e a

(4.53)

velocidade transversal 4.25, e juntando os termos de ambos os lados da equacio anterior

temos:
d26 NT | NT dé(X)
dX2 PeZ [ZAA,]kUk )+ PD;; [;—X
(4.54)
NT | NT 8 ~
—l—PeZ ZCC 4UX) X)+Pe ? | 8;(X)
Onde os coeficientes sdo:
L
M= [ VLT W)Yy @.59)
Lo
PDijzz[sij— / Y%,-(Y)Q(Y)dY] (4.56)
d
CCijx = / Li(y C’ Fi(Y)dY (4.57)

Aplicando a transformacao integral nas condlgoes de contorno 3.28 e 3.30 encontramos:

ParaX =0

i(X) = /0 Y U )@Yy (4.58)
Pi(X) =0 (4.59)
0;(X) =0 (4.60)
Para X — oo
Ui(X) =0 (4.61)
‘“Z’;X ) _ é /0 1 \Ifi(Y)% {Y‘”%Y)} dy (4.62)
0;(X) = 01 Y¢(v)dy (4.63)



4.4.4 SOLUCAO DO SISTEMA DIFERENCIAL ORDINARIO

O sistema transformado obtido é constituido de uma quantidade infinita de equacgdes
impossibilitando a implementacdo. Por este motivo, € necessario fazermos um truncamento
de maneira a obtermos um sistema com uma quantidade finita de equagdes, obtendo assim a

formulacao escrita abaixo:

d*U;(X) Re |8 (K _ dU(X)
— = AB; iU ;(X) +ABijtes
dX2 D) k;l ]; lij]( )+ ik dX
(4.64)
+’§C dPn(X) ,u%l_],'(X)_Dioo
=" ax 2 2
NP 2D
d Py(
Z Pt — "t ) =Gi+ = Z GimAm (4.65)
m 1
d*8; U & d6;(X)
dX2 PeZ [ZAA,]kUk )+ PD;; —x
(4.66)
NT NT X) 8 _
+Pe2 ZCCk +P—’§e()

Para resolver este problema numericamente utilizaremos a DBVPFD, que € uma subro-
tina disponivel na biblioteca IMSL (1989). Esta subrotina resolve problemas diferenciais
ordindrios nio lineares de 1* ordem com condi¢des de contorno em dois pontos. Como no
nosso estudo o sistema a ser resolvido € de 2% ordem, logo é necessario reescrevé-lo como

um sistema de 1? ordem. Para isso, definimos:
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Ui = i=1,2,3..NU

dUu;  dy; .
— == : =1,2,3..NU
axX  dx v t=12
d*’U; d (dU; AN +i

=— = A i =1,2,3..NU
dx? ~ dx (dX) dx T
P = Yonu+i i=1,2,3..NP
dP; _ dyonu+i _ .
dX T ax Kavuenrs (=23 NP (4.67)

2p. p. .

d°h _ d (dPi\ _ dXoNU+NP+i i=1.2.3..NP
dX2 ~ dx \dx dX
0; = Xonu+onpi i=1,2,3..NT

d®;  dxanusonp+i .
b CAANUA NP = YonU2nPNT+i i = 1,2,3..NT

ax dx

d*6; d (de; dX2NU +2NPNT +i

— T~ () = =1,2.3..NT
dX2 ~ dX <dX) X S

4.4.5 TRANSFORMACAO DO DOMINIO

Para trabalhar com a rotina DBVPD sera necessario transformar o dominio ilimitado
(0,+e0) em um dominio limitado (0, 1) utilizando uma contra¢ao de escala. Essa contracdo

¢ dada por:

Nnx)=1—e, x€(0,) (4.68)
onde c € o fator de contracdo de escala e

an _

oy = <=, (4.69)

Note que 0 <mn < 1.

Com isso as condi¢des de contorno originais do problema sao satisfeitas.
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Fazendo uso da regra da cadeia temos:

dyi dﬂ dUi j
=i —1,2,3..NU
INUH= g ax ~ dx l
dyyusidn _ d*U; j
ANT =1,2,3..NU
dn dX  dx> T
dyonu+idn _ dP, ;
.: dn _ db —1,2,3..NP
X2NU+NP+i dﬂ dX dx ! T
) 4.70
dYonusnpidn  d*P; . 70
AYaNU+NP+i 6T i=1,2,3..NP
dn  dx  dx?
dyonusovpidn _ dB;
= Pevvionesidn _dO o, oy
X2NU+2NP+NT+ an dX ~ dx !
. 2’_'
dYonusonpNT+i AN d7B; i=1,2,3..NT

dam dX ~ dx?

E assim podemos reescrever as equagdes em termos da 1 obtendo-se o seguinte sistema

diferencial ordinario:

Equacgdo da quantidade de movimento na direcdo X

dyvusi | Re & [ Re NP
1 Y | Y ABijixj+ABikes | vk + - Z CinX2NU+NP+n

dn Lo == n=1 4.71)
Di 47, | 40
2 2 dX

Equacdo de Poisson

NP NU
dYaNU+NP+n AN 1
Y Pmar—"—"——"—"=Gi+= ) GinAn (4.72)
= dan dx 2 =
Onde
1 NU
Pmat = Z GimConn (4.73)
1M NU [ NU
Gi=—~ Z Qi XNU -k +2 Z Z EijiXNU+j — EikXNU+k | XNU+k
k=1 \j=l1
“4.74)
_2%] (%] Fijixj + Fik > Ahovu 1 41 + Bixonu +i
ijkXj T Likeo i
k=1 \j=1 dn dX
NU NU NU [NU
d d
Ap = L . 1ABmkaNU+jXNU+k+I; (;Xj+ABMk“> X;VTI{—Hcd_; (4.75)
J=1lrk= = j=
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Equacgdo da Energia

dYONU+2NPANT +i NT (T
=Pe | Y. | Y AA;ixi+PDij | XaNU+anPNT+

dn j=1 \k=1

NT [NT S dn
+Pe ) ZCCiijNU+k+P_j(’3j XanU+2np+j |/ X
j=1 \k=1 ¢ X
Com as seguintes condi¢Oes de contorno:
1
0(0) = [ Y(1 = U-(¥)3i(¥)ay i=1,2,3,.
0
xi(1)=0 i=1,2,3,.
xonu+i(0) =0 i=1,2,3,..
1l 0 [ dU(Y)

()=— [ W(Y)= |Y dy i=1,2,3,..
tovwse() = o [y [P ar =125,
Xonu+2np+i(0) =0 i=1,23,..

[N
X2NU+2NP+i(1):/O YCZ(Y)dY i:172737"
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CAPITULO V

RESULTADOS

Para obter a solu¢do do problema de conveccao forcada aqui estudado foi necessario
o desenvolvimento de um c6digo computacional construido em linguagem Fortran e im-
plementado num microcomputador com processador core i-3, 3 GB de Ram, com sistema
operacional windows 7. A subrotina DBVPFD da bilioteca IMSL foi utilizada a fim de resol-
ver o problema com uma tolerancia de 10™* para determinar o erro automatico na avaliagio
dos campos de velocidade, pressao e temperatura e estabelecido para a quarta casa decimal.
Sabendo-se que a DBVPFD resolve problemas de primeira ordem com condi¢des de con-
torno em dois pontos foi necessario reescrever o problema em termos de outra varidvel e
ainda usar uma contragio de escala para trabalhar com dominio [0, 1]. O fator de contragido
utilizado no programa foi C = 1.2, com Re = 20 equivalente ao Rey = 40 apresentado em
outros trabalhos, e o nimero de Prandlt utilizado foi Pr = 0.7 para comparagdes com dados
disponiveis na literatura. O nimero de termos de truncamento nas séries NU, NT, NP foram

implementados igualmente.

5.1 TABELAS DE CONVERGENCIAS

Tabela 5.1: Comparacdo da Velocidade U no centro do canal ao longo de X com condi¢cdes
deentradalU =1eV =0

RE-X Referéncias 0,1 0,25 0,3 0,5 0,7 0,75
20 Presente Trabalho 0,9460 | 1,0380 | 1,0769 | 1,2420 | 1,3805 | 1,4099
20 ANDRADE(010) | 0,9819 | 1,0582 | 1,0881 | 1,2034 | 1,3205 | 1,3552
40 SILVA et al (2009) 1,017 | 1,057 | 1,077 1,18 1,3 1,33
40 | FRIEDMANN(1968) | 1,008 | 1,0484 | 1,074 | 1,1738 | 1,31 1,326

A Tabela 5.1 mostra que os resultados encontrados para NU=47 e Re=20 apresentam boa
concordancia com os dados da literatura disponibilizados por ANDRADE (2010)(NU=40),
SILVA et al(2009) e FRIEDMANN et al (1968)(NU=44). A formulacdo usada nas re-

feréncias [14] e [2] utilizam fun¢do corrente e a formulacdo de [23] e do presente trabalho
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utilizam varidveis primitivas e € comparado com resultdos para Re;,=40.

Tabela 5.2: Convergéncia da Velocidade U (X,0) no centro do canal ao longo de X

X-N | 4,0000 | 8,0000 | 16,0000 | 20,0000 | 27,0000 | 29,0000 | 43,0000 | 47,0000
0,1081 | 0,9428 | 1,0047 | 0,9565 | 09571 | 0,9550 | 0,9541 | 0,9470 | 0,9460
0,2529 | 1,0850 | 1,0339 | 1,0251 | 1,0276 | 1,0310 | 1,0318 | 1,0365 | 1,0380
0,3000 | 1,1117 | 1,0541 | 1,0541 | 1,0584 | 1,0644 | 1,0659 | 1,0746 | 1,0769
0,5000 | 1,1989 | 1,1591 | 1,1859 | 1,1970 | 1,2125 | 1,2162 | 1,2371 | 1,2420
0,7001 | 1,2777 | 1,2641 | 1,3063 | 1,3215 | 1,3424 | 1,3473 | 1,3744 | 1,3805
0,7500 | 1,2968 | 1,2882 | 1,3330 | 1,3488 | 1,3706 | 1,3757 | 1,4036 | 1,4099
1,0000 | 1,3855 | 1,3937 | 1,4461 | 1,4638 | 1,4883 | 1,4939 | 1,5242 | 1,5309
1,2500 | 1,4609 | 1,4765 | 1,5320 | 1,5502 | 1,5756 | 1,5813 | 1,6121 | 1,6189
2,0013 | 1,6350 | 1,6661 | 1,7176 | 1,7311 | 1,7524 | 1,7573 | 1,7835 | 1,7891
5,2108 | 1,9804 | 1,9890 | 1,9912 | 1,9904 | 1,9919 | 1,9921 | 1,9929 | 1,9931

A Tabela 5.2 mostra a convergéncia da velocidade longitudinal no centro do canal (Y = 0)
em diversas posicoes ao longo do mesmo, para a solu¢io em varidveis primitivas. Verifica-se
uma diferencga razoavelmente grande, com relagdo a coordenadas retangulares, talvez pelo
fato de que a continuidade seja mais afetada em coordenadas cilindricas por aparecerem

termos com divisdo por Y nos coeficientes.

Tabela 5.3: Convergéncia da Velocidade média U,,(X)

X-N | 4,0000 | 8,0000 | 16,0000 | 20,0000 | 27,0000 | 29,0000 | 43,0000 | 47,0000
0,0000 | 0,9065 | 0,9512 | 0,9752 | 0,9801 | 0,9852 | 0,9863 | 0,9908 | 0,9916
0,1081 | 0,8814 | 0,8857 | 0,8837 | 0,8840 | 0,8853 | 0,8858 | 0,8894 | 0,8904
0,2529 | 0,8587 | 0,8460 | 0,8455 | 0,8472 | 0,8504 | 0,8513 | 0,8572 | 0,8586
0,3000 | 0,8544 | 0,8406 | 0,8413 | 0,8433 | 0,8468 | 0,8478 | 0,8541 | 0,8556
0,5000 | 0,8495 | 0,8375 | 0,8423 | 0,8453 | 0,8499 | 0,8512 | 0,8585 | 0,8602
0,7001 | 0,8572 | 0,8493 | 0,8569 | 0,8606 | 0,8660 | 0,8674 | 0,8754 | 0,8772
0,7500 | 0,8600 | 0,8530 | 0,8612 | 0,8650 | 0,8705 | 0,8720 | 0,8801 | 0,8820
1,0000 | 0,8756 | 0,8720 | 0,8823 | 0,8866 | 0,8928 | 0,8943 | 0,9031 | 0,9051
1,2500 | 0,8906 | 0,8890 | 0,9005 | 0,9050 | 09115 | 09131 | 0,9220 | 0,9240
2,0013 | 0,9277 | 0,9291 | 0,9399 | 0,9438 | 0,9494 | 0,9507 | 0,9581 | 0,9597
5,2108 | 0,9969 | 0,9972 | 0,9978 | 0,9980 | 0,9982 | 0,9983 | 0,9986 | 0,9987

A Tabela 5.3 mostra a convergéncia da velocidade longitudinal média em diversas posi¢oes
ao longo do duto, onde é observado uma oscilag¢ao na entrada do duto devido a dificuldade da
andlise na entrada hidrodindnica onde os efeitos viscosos sdo mais pronunciados, mas vale
ressaltar que o valor converge para 1 a partir de um certo X com um nimero de autovalores

suficientemente grande como mostra a literatura.
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Tabela 5.4: Convergéncia da Pressdao P(X,0) no centro do canal ao longo de X

X-N | 4,0000 | 8,0000 | 16,0000 | 20,0000 | 27,0000 | 29,0000 | 43,0000 | 47,0000
0,1081 | -0,0520 | 0,0146 | 0,1560 | 0,2092 | 0,2776 | 0,2876 | 0,3420 | 0,3544
0,2529 | -0,0483 | 0,0539 | 0,1709 | 0,2067 | 0,2480 | 0,2577 | 03115 | 0,3230
0,3000 | -0,0613 | 0,0444 | 0,1502 | 0,1836 | 0,2217 | 0,2308 | 0,2808 | 0,2915
0,5000 | -0,1364 | -0,0452 | 0,0233 | 0,0468 | 0,0713 | 0,0773 | 0,1101 | 0,1170
0,7001 | -0,2270 | -0,1638 | -0,1216 | -0,1061 | -0,0919 | -0,0882 | -0,0684 | -0,0643
0,7500 | -0,2508 | -0,1937 | -0,1566 | -0,1427 | -0,1304 | -0,1272 | -0,1098 | -0,1062
1,0000 | -0,3686 | -0,3345 | -0,3161 | -0,3078 | -0,3022 | -0,3006 | -0,2918 | -0,2900
1,2500 | -0,4753 | -0,4546 | -0,4478 | -0,4427 | -0,4411 | -0,4405 | -0,4364 | -0,4355
2,0013 | -0,7216 | -0,7385 | -0,7490 | -0,7421 | -0,7442 | -0,7440 | -0,7418 | -0,7412
5,2108 | -1,1689 | -1,1845 | -1,1773 | -1,1566 | -1,1474 | -1,1427 | -1,1144 | -1,1083

A Tabela 5.4 ilustra o comportamento da pressao ao longo do duto para varios valores de

X, decrescendo com 0 aumento de X contrariamente ao perfil de velocidade.

Tabela 5.5: Convergéncia da Pressdo média P,,(X)

X-N | 4,0000 | 8,0000 | 16,0000 | 20,0000 | 27,0000 | 29,0000 | 43,0000 | 47,0000
0,1081 | -0,0516 | -0,0402 | -0,0383 | -0,0388 | -0,0397 | -0,0399 | -0,0412 | -0,0415
0,2529 | -0,1397 | -0,1378 | -0,1390 | -0,1394 | -0,1398 | -0,1399 | -0,1404 | -0,1405
0,3000 | -0,1680 | -0,1673 | -0,1686 | -0,1689 | -0,1692 | -0,1693 | -0,1697 | -0,1697
0,5000 | -0,2831 | -0,2842 | -0,2850 | -0,2853 | -0,2855 | -0,2855 | -0,2858 | -0,2858
0,7001 | -0,3873 | -0,3884 | -0,3891 | -0,3893 | -0,3895 | -0,3895 | -0,3897 | -0,3897
0,7500 | -0,4114 | -0,4125 | -0,4131 | -0,4133 | -0,4135 | -0,4135 | -0,4137 | -0,4137
1,0000 | -0,5203 | -0,5211 | -0,5216 | -0,5217 | -0,5218 | -0,5218 | -0,5219 | -0,5219
1,2500 | -0,6100 | -0,6106 | -0,6109 | -0,6109 | -0,6109 | -0,6109 | -0,6109 | -0,6109
2,0013 | -0,7855 | -0,7859 | -0,7852 | -0,7849 | -0,7845 | -0,7843 | -0,7837 | -0,7835
5,2108 | -0,9365 | -0,9341 | -0,9288 | -0,9272 | -0,9248 | -0,9243 | -0,9214 | -0,9207

A Tabela 5.5 mostra a covergéncia satisfatdria para a pressao média ao longo do eixo X.
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Tabela 5.6: Convergéngia da Temperatura 6(X,0) no centro do canal ao longo de X

X-N | 4,0000 | 8,0000 | 16,0000 | 20,0000 | 27,0000 | 29,0000 | 43,0000 | 47,0000
0,2529 | 1,0259 | 0,9952 | 0,9934 | 0,9934 | 0,9935 | 0,9936 | 0,9938 | 0,9939
0,3000 | 1,0271 | 0,9924 | 0,9915 | 09916 | 0,9917 | 0,9918 | 0,9921 | 0,9922
0,5000 | 1,0139 | 0,9823 | 0,9822 | 0,9825 | 0,9830 | 0,9831 | 0,9839 | 0,9841
0,7001 | 0,9975 | 0,9710 | 0,9717 | 09723 | 09732 | 0,9735 | 0,9747 | 0,9750
0,7500 | 0,9936 | 0,9681 | 0,9690 | 09697 | 09707 | 09710 | 09723 | 0,9726
1,0000 | 0,9750 | 0,9530 | 0,9550 | 0,9561 | 0,9577 | 0,9580 | 0,9600 | 0,9605
1,2500 | 0,9586 | 0,9388 | 0,9416 | 0,9430 | 0,9449 | 0,9454 | 0,9478 | 0,9483
2,5000 | 0,8992 | 0,8817 | 0,8833 | 0,8839 | 0,8850 | 0,8853 | 0,8865 | 0,8867
3,5010 | 0,6147 | 0,6081 | 0,6090 | 0,6084 | 0,6093 | 0,6095 | 0,6103 | 0,6103
5,2108 | 0,1234 | 0,1227 | 0,1229 | 0,1227 | 0,1229 | 0,1229 | 0,1231 | 0,1231

A Tabela 5.6 ilustra a convergénica da Temperatura no centro do duto para vérios valores

de X, podendo ser visto que a convergéncia satisfatoria foi alcangada para NU=47 na terceira

casa decimal, utilizando no problema Re=20, Bi=cc e temperatura prescrita na parede.

Tabela 5.7: Convergéncia da Temperatura média 6,,(X)

X 4,0000 | 8,0000 | 16,0000 | 20,0000 | 27,0000 | 29,0000 | 43,0000 | 47,0000
0,0000 | 0,9985 | 0,9998 | 1,0000 | 1,0001 | 1,0001 | 1,0001 | 1,0001 | 1,0001
,1081 | 0,9047 | 0,8757 | 0,8663 | 0,8656 | 0,8655 | 0,8656 | 0,8663 | 0,8666
0,2529 | 0,8180 | 0,7913 | 0,7876 | 0,7880 | 0,7890 | 0,7893 | 0,7913 | 0,7918
0,3000 | 0,7961 | 0,7711 | 0,7683 | 0,7689 | 0,7702 | 0,7706 | 0,7728 | 0,7733
0,5000 | 0,7243 | 0,7050 | 0,7051 | 0,7063 | 0,7083 | 0,7088 | 0,7117 | 0,7124
0,7001 | 0,6750 | 0,6592 | 0,6611 | 0,6627 | 0,6650 | 0,6656 | 0,6690 | 0,6697
0,7500 | 0,6650 | 0,6499 | 0,6521 | 0,6538 | 0,6562 | 0,6568 | 0,6602 | 0,6610
1,0000 | 0,6252 | 0,6124 | 0,6158 | 0,6177 | 0,6204 | 0,6211 | 0,6247 | 0,6255
1,2500 | 0,5974 | 0,5861 | 0,5901 | 0,5921 | 0,5948 | 0,5955 | 0,5992 | 0,6000
2,0013 | 0,5507 | 0,5416 | 0,5452 | 0,5467 | 0,5489 | 0,5494 | 0,5521 | 0,5527
5,2108 | 0,0588 | 0,0579 | 0,0581 | 0,0582 | 0,0584 | 0,0584 | 0,0586 | 0,0586

A Tabela 5.7 mostra a convergéncia da temperatura média variando o X, com Re=20,
Pr= 0.7 e Bi=c0 nota-se a convergéncia também ¢& satisfatéria com NU=47 na terceira casa
decimal, lembrando-se que devido a dificuldade das autofun¢des de Bessel o programa rodou

apenas com 47 autovalores.
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5.2 GRAFICOS

O grafico da velocidade média foi construido ao longo de X partindo de X=0.3652 para
analisar o que acontece sem considerar a entrada hidrodininica como na Tabela 5.3. Como

era de se esperar, os valores estdo tendendo para U, =1 .

1 _

0.96 ==

0.92 =

Um

0.88 —

0.84

Figura 5.1: Desenvolvimento da velocidade média ao longo da coordenada adimensional X
para Re=20
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O gréfico 5.2 mostra que o perfil de velocidade no escoamento completamente desen-
volvido tende para 2 como mostra FAVRE-MARINET e TARDUS (2009) estando assim em

concordancia com a Tabela 5.2.

Figura 5.2: Desenvolvimento da velocidade dividida pela velocidade média ao longo da
coordenada adimensional X no centro do duto para Re=20
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O gréfico 5.3 mostra o comportamento da pressao média ao longo de X com 47 autova-

lores.

0.4

0.4 —

Pm

08—

Figura 5.3: Desenvolvimento da Pressdo média ao longo da coordenada adimensional X para
Re=20
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O gréfico 5.4 mostra o decaimeto da temperatura média do fluido ao longo do duto.

1.2

0.8 —

0.6 w—

Tm

0.4 e—

0.2 =—

Figura 5.4: Desenvolvimento da Temperatura média ao longo da coordenada adimensional
X para Re=20
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O gréfico do produto fRe mostra o comportamento ao longo do eixo X para Re=20, ob-
tido pela formulagdo em varidveis primitivas condicdo de entrada U=1 e V=0, e podemos ver
que o resultado aqui obtido foi muito préximo do trabalho de SILVA et al (2009) formulado
em func¢do corrente. Podemos ver no grifico que o resultado encontrado foi satisfatério igual
a 16.01 o que condiz com a vasta literaruta disponivel.
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336
320
304
288
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f*Re
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32

16.01

0 T ||||||I'| T ||||||I'| T ||||||I'| T ||||||I‘|_I_I'I'I'I'I1T

0.001 0.01 0.1 1 10 100

X

Figura 5.5: Desenvolvimento do produto fRe ao longo da coordenada adimensional X para
Re=20
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O gréfico ilustra o desenvolvimento do niimero de Nusselt ao longo do eixo X para Re=20
e Pr=0.7. Sabendo-se que para problema do perfil de temperatura completamente desenvol-
vido, com temperatura prescrita na parede, onde o perfil de velocidade ndo € introduzido no
problema de autovalor da temperatura como visto em KAKAC e YENNER (1995), o niimero
de Nusselt local € igual ao valor do primeiro autovalor ao quadrado e portanto Nu=5,78. Dai

podemos ver que o gréfico estd em conformidade com o resultado de KAKAC e YENNER
(1995).

Nusselt

0.001 0.01 0.1 1 10 100

Figura 5.6: Desenvolvimento do Nusselt Local ao longo da coordenada adimensional X
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CAPITULO VI

CONCLUSOES E SUGESTOES

Tinhamos por proposta obter os campos de velocidade, temperatura e pressao pelas
equacgdes de Navier-Stokes e Energia em varidveis primitivas via GITT num escoamento de
um fluido Newtoniano, incompressivel, laminar em regime permanente.

Foi possivel ver que o campo de temperatura se desenvolve mais rapidamente que o
campo de velocidade visto que o nimero de Prandlt € menor que um.

A utilizacao de filtros, com o principal objetivo de homogeneizar as condi¢des de con-
torno, € refor¢cada tanto para velocidade quanto para pressdo, visto que, melhora a con-
vergéncia e o desempenho computacional. Resolver o problema por varidveis primitivas
facilitou na construcdo da programacao tendo como referéncia a dificuldade que teriamos se
utilizassemos funcdo corrente, entretanto esta ultima proporciona a continuidade automati-
camente e para trabalhar com coordenadas cilindricas torna-se menos trabalhosa.

O resultado do produto fRe que foi encontrado, condiz com os valores obtidos na li-
teratura na regidao completamente desenvolvida e mostra que tanto o campo de velocidade
como o campo de pressdo podem ser validados a partir dele. Assim como também o nimero
de Nusselt encontrado, nos mostra que a solu¢do para o campo de temperatura pode ser
validado.

Os resultados obtidos na resolugdo das equacdes de Navier-Stokes para o campo de ve-
locidade em termos de varidveis primitivas foram comparadas com equacdes em camada
limite, e com as equacdes de Navier-Stokes em funcdo corrente com condi¢des de entrada
U=1,V=0eP=PF,. Verifica-se que no inicio do canal os valores estio menores do que 0s
da referéncia, verifica-se que a Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT) utili-
zada neste trabalho fornece, apesar da dificuldade na implementa¢do da subrotina DBVPFD
da Biblioteca do IMSL, uma boa concordancia com os resultados comparados disponiveis
na literatura.

Como sugestoes para outros trabalhos:

e Analisar a mudanca no limite de integrac@o para encontrar a velocidade transversal;
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Estender a niimero de Reynolds elevado;

Estender a anélise para situagdo em problemas tridimensionais;

Estender o estudo ao escoamento transiente para tempos longos com entrada periddica;
Estender o estudo para o escoamento turbulento;

Efetuar a andlise para diferentes nimeros de Prandlt.
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