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RESUMO 

 

 

As vigas de compósitos laminados são componentes estruturais que têm despertado 

grande interesse na indústria mecânica, principalmente por prover componentes de alta razão 

resistência-peso, o que as tornam particularmente aplicável à indústria automobilística e 

aeronáutica. Nas últimas décadas as soluções dos modelos matemáticos de vigas laminadas 

têm sido estabelecidas na forma analítica ou numérica. Para o último caso, as soluções têm 

sido construídas na filosofia do método dos elementos finitos (MEF).  Nesta dissertação uma 

nova solução baseada no Método dos Elementos de Contorno (MEC) para as teorias de vigas 

laminada clássica e de primeira ordem são estabelecidas para carregamentos estáticos. Além 

disso, a solução para o MEC é estendida para lidar com carregamento dinâmico harmônico 

sob a hipótese da Teoria Clássica de viga. Nas discussões sobre as etapas matemáticas são 

descritas as equações integrais e as soluções fundamentais para os problemas de vigas 

laminadas. A partir das formulações aqui propostas, códigos são implementados na 

linguagem C++, capaz de fornecer deslocamentos e esforços no contorno e no domínio da 

viga. Assim como, as frequências naturais. Além disso, os resultados numéricos, 

comparados com as soluções analíticas disponíveis na literatura, se mostraram de boa 

qualidade. 

 

Palavras-Chave: MEC, Vigas Laminadas, Solução Fundamental, Equação Integral.  
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ABSTRACT 

 

 

The laminated composite beams are structural components which have aroused 

great interest in mechanical industry due to providing components of high strength-to-weight 

ratio, which make them particularly suitable to the automotive and aerospace industry. In 

recent decades the solutions of mathematical models for laminated beam have been 

established in a analytical or numerical forms. The latter have been built based on finite 

element method (FEM) philosophy. In this work a new solution based on Boundary Element 

Method (BEM) for both classical and for first order laminated beam theory  for static loading 

is established. In addition, the BEM solution is extended to deal with harmonic loading under 

classic beams theory hypothesis. Discussions on mathematical steps to write down both 

integral equations and fundamental solutions for laminated beam problem are properly 

made. From the formulations here proposed, codes are implemented in C++, providing 

displacements and efforts at the boundary and domain of the beam. In addition, numerical 

results for typical cases are presented as well. 

 

Keywords: BEM, Laminated beam, Fundamental solution, Integral Equation. 
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CAPÍTULO 1   

 

 

1.1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS  

 

Materiais compostos laminados são, geralmente, feitos de materiais concebidos 

pela montagem de camadas orientadas que são fabricadas para maximizar a relação 

resistência-peso, especialmente em aplicações de engenharia (inicialmente na aeronáutica 

devido à necessidade na diminuição do peso dos materiais). Atualmente, os materiais 

compostos são também encontrados em outras áreas como nas indústrias automobilística e 

esportiva. 

 

1.2  REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 

As vigas laminadas têm sido matematicamente representadas por teorias de vigas 

associadas com o modelo de Camada Simples Equivalente (CSE) e modelo de Camadas 

Discretas (CD), segundo REDDY (1997). A família de modelos CSE consiste em substituir 

convenientemente as diversas camadas por uma única equivalente e graus de liberdade 

apenas no eixo médio do laminado. Já na família CD cada camada é representada 

distintamente com graus de liberdade geralmente posicionados nas interfaces que os contém. 

Recomenda-se REDDY (1997) para um aprofundamento mais adequado nos modelos CD. 

Os modelos da família CSE são basicamente: Teoria Clássica, Teoria de Primeira 

Ordem, Teoria de Segunda Ordem e Teoria de Alta Ordem, sendo as Teorias de vigas 

Clássicas e de Primeira Ordem as mais usuais, que podem ser vistas como uma adaptação 

das hipóteses das teorias de viga de Euler-Bernoulli e Timoshenko para materiais compósitos 

laminados. 

A análise estrutural de vigas baseada na Teoria Clássica Vigas Laminadas foi 

desenvolvida usando soluções analíticas e numéricas. Para o primeiro caso, as soluções 

podem ser encontradas para os casos especiais, como por exemplo, KHDEIR e REDDY 

(1997), CHANDRASHEKHARA e KRISHNAMURTHY (1990), KARGARNOVIN et al. 
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(2013), e, HAN et al. (2010). Quando os problemas de vigas laminadas são resolvidos 

através de soluções numéricas, elas são realizadas majoritariamente pelo Método dos 

Elementos Finitos (MEF), o que pode ser constatado pelo minucioso artigo de revisão de 

HAJIANMALEKI e QATU (2013). 

Para muitos problemas da engenharia, o Método de Elementos de Contorno (MEC) é 

uma técnica numérica alternativa ao MEF, no entanto, esse não é o caso de problemas de 

vigas laminadas. De fato, as soluções do MEC foram aplicadas apenas para análise estática 

e dinâmica das vigas e pórticos feitos de materiais homogêneos, por exemplo, BANERJEE 

(1981), ANTES (2003), PROVIDAKIS e BESKOS (1986), CRUZ (2012), ANTES et. al. 

(2004). 

 

1.3 OBJETIVOS 

 

Este trabalho tem como objetivo desenvolver e implementar em C++ a formulação 

do Método dos Elementos de Contorno (MEC) para Teoria Clássica e Teoria de Primeira 

Ordem de vigas laminadas sob ações estáticas e dinâmicas apenas para Teoria Clássica, o 

que implica na dedução das equações integrais, soluções fundamentais e representação 

algébrica do sistema.  

 

1.4 ORGANIZAÇÕES DO TRABALHO 

 

Inicialmente, no Capítulo 2, estabelece-se a equação constitutiva geral para vigas 

laminadas, em seguida, a fundamentação das Teorias Clássicas e de Primeira Ordem de vigas 

laminadas. 

Nos Capítulo 3, Capítulo 4 e Capítulo 5 serão realizadas as formulações minuciosas 

do Método dos Elementos de Contorno (MEC). Bem como, suas equações integrais, 

soluções fundamentais, equações algébricas, solução do problema no contorno e nos campos 

do domínio. Para as Teoria Clássica de Vigas Laminadas (TCVL), nos Capítulos 3 (análise 

estática) e Capítulo 5 (análise dinâmica harmônica), e para Teoria de Primeira ordem de 

Vigas Laminadas (TPVL), no Capítulo 4 (análise estática).  

No Capítulo 6, apresentam-se os resultados para as TCVL e TPVL comparados com 

os presentes nas literaturas, conclusão, sugestão para trabalhos futuros e referências 

bibliográficas. 
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Finalmente, são apresentados dois anexos associados, respectivamente, a solução 

analítica para as frequências naturais de uma viga simplesmente apoiada e a geração do vetor 

de carga para carregamentos trapezoidais axial e transversalmente aplicados na viga.  
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CAPÍTULO 2   

 

 

FUNDAMENTOS DE VIGAS LAMINADAS 

 

2.1 INTRODUÇÃO 

 

Neste capítulo serão desenvolvidas as equações de equilíbrio estático de vigas 

laminadas para as Teorias Clássica e de Primeira Ordem. As discussões deste capítulo foram 

baseadas em HAJIANMALEKI e QATU (2011), VINSON e SIERAKOWSKI (2004), 

REDDY (1997).   

Inicialmente serão discutidas as relações constitutivas tridimensionais; em seguida, 

faz-se uma redução para o estado plano e só então, o equacionamento matemático será 

deduzido para a representação de vigas. 

Inicialmente será desenvolvido os códigos dos laminados; em seguida, serão 

discutidas as relações constitutivas tridimensionais; posteriormente, faz-se uma redução para 

o estado plano e só então, o equacionamento matemático será deduzido para a representação 

de vigas. 

 

2.2 CÓDIGOS DOS LAMINADOS 

 

Os compostos laminados consistem de mais de uma lâmina unida, de naturezas 

diferentes, ou não, resultando em um material de desempenho superior, aquele de seus 

componentes, se analisados separadamente. Para as lâminas de fibras reforçadas 

unidirecionais, suas propriedades mecânicas, na direção transversal das fibras, são 

severamente limitadas. Portanto, para suprir este problema, fazendo-se empilhamentos de 

lâminas com diferentes angulações. 

Cada lâmina pode ser distinguida por: seu material, a posição e orientação no 

laminado de fibra em relação ao eixo de referência. Na representação do código quanto à 

orientação, os ângulos das camadas são representados separadamente por barras. Além disso, 
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notações especiais são usadas para laminados simétricos e laminados com lâmina adjacente 

da mesma orientação, ou de ângulos opostos, conforme pode ser encontrada em várias 

literaturas como discutido por KUMAR (2011). Os exemplos a seguir ilustram a notação de 

códigos dos laminados: 

a) Caso 1: Seja um laminado não simétrico conforme indicado na Fig. (2.1) 

 

Figura 2.1 Laminado não simétrico: caso 1 

 

A representação do caso 1 (Fig. (2.1)) é dado pelo código de laminado [0/-

30/45/60/90], o qual indica que o laminado é constituído por cinco camadas, cada uma delas 

possuindo um ângulo diferente em relação ao eixo de referência x, e a segunda camada, tem 

ainda, um ângulo oposto, também em relação ao eixo de referência x. O código indica ainda 

que cada camada é feita do mesmo material e tem a mesma espessura. 

b) Caso 2: Seja um laminado não simétrico conforme mostrado na Fig. (2.2) 

 

Figura 2.2 Laminado caso 2 

 

O código de laminado indicado na Fig. (2.2) é representado por [0/302/60/90] onde 

as duas camadas de 30º são adjacentes e indicadas por 302, e o índice 2 indica o número de 

camadas adjacentes de mesmo ângulo.  

c) Caso 3: Seja um laminado não simétrico conforme mostrado na Fig. (2.3)  

 

Figura 2.3 Laminado caso 3 
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A representação do laminado da Fig. (2.3) tem o código como [0/90]3, onde o 

subscrito 3 indica que as lâminas com ângulo 0° e 90° se repetem aos pares três vezes.   

d) Caso 4: Seja um laminado simétrico como apresentado na Fig. (2.4) 

 

Figura 2.4 Laminado caso 4 

 

O código do caso 4 é dado por [0/30/60]s , sendo o subscrito s o indicador de simetria. 

As camadas acima do plano médio são da mesma orientação, mesmo material e mesma 

espessura das camadas abaixo do plano médio, implicando em uma simetria do laminado.  

e) Caso 5: Seja um laminado simétrico com materiais distintos como apresentado 

na Fig. (2.5)  

 

Figura 2.5 Laminado caso 5 

 

O código para o caso da Fig. (2.5) é dado por [0B/±60Gr]s, onde as camadas de 

angulação 0° são feitas de grafite epóxi e as camadas ±60° são concebidas de Boro epóxi. 

Além disso, a simetria do laminado é seguida a partir da camada 0° e sendo sequenciada 

pelas camadas ±60°, que é a notação para indicar que primeiro vem uma camada de 

angulação +60°e, em seguida, uma camada de ângulo -60°.  

 

2.3 RELAÇÕES CONSTITUTIVAS PARA O 3D 

 

Para os compostos laminados formados de fibras unidirecionais pode ser definido 

um sistema de eixos ortogonais, como mostrado na Fig.(2.6), contendo orientação x1 ao 

longo da direção das fibras, x2 transversalmente as fibras e x3 perpendicular aos outros dois 

eixos. O sistema x1, x2 e x3 também é conhecido como eixos principais do material. 
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Figura 2.6 Orientação das fibras na lâmina 

Fonte: REDDY (1997) 

 

 

A matriz da relação deformação-tensão de um material ortotrópico em relação ao 

plano principal do material da Fig. (2.6) pode ser apresentada como REDDY (1997): 

 

{
 
 

 
 
𝜀1
𝜀2
𝜀3
𝜀4
𝜀5
𝜀6}
 
 

 
 

=

[
 
 
 
 
 
𝑆11 𝑆12 𝑆13 0 0 0
𝑆12 𝑆22 𝑆23 0 0 0
𝑆13 𝑆23 𝑆33 0 0 0
0 0 0 𝑆44 0 0
0 0 0 0 𝑆55 0
0 0 0 0 0 𝑆66]

 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝜎1
𝜎2
𝜎3
𝜎4
𝜎5
𝜎6}
 
 

 
 

                                                               (2.1) 

 

De forma mais simples, 

 

  {𝜀} = [𝑆]{𝜎}                                                                                                                                (2.2) 

 

Onde {𝜎}  é o vetor das componentes do tensor de tensão, {𝜀}  é o vetor das 

componentes do tensor de deformação e [𝑆] é a matriz de flexibilidade de um material 

ortotrópico dada por: 
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[𝑆] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1

𝐸1

−𝜈21

𝐸2

−𝜈31

𝐸3
0 0 0

−𝜈12

𝐸1

1

𝐸2

−𝜈32

𝐸3
0 0 0

−𝜈13

𝐸1

−𝜈23

𝐸2

1

𝐸3
0 0 0

0 0 0
1

𝐺23
0 0

0 0 0 0
1

𝐺31
0

0 0 0 0 0
1

𝐺12]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

 

Sendo 𝜈𝑖𝑗  os coeficientes de Poisson, 𝐸𝑖𝑗  os módulos de elasticidade (módulo de 

Young) e 𝐺𝑖𝑗 módulos de cisalhamento nas direções principais do material. 

A Eq. (2.1) pode ainda ser escrita na sua forma inversa resultando na relação tensão-

deformação, sendo [Q] a matriz de rigidez do material (matriz constitutiva) dada pela inversa 

da matriz de flexibilidade [S] na Eq. (2.2). Assim, a relação tensão-deformação pode ser 

expressa como: 

 

{𝜎} = [𝑄]{𝜀}   

 

Que na forma explicita fica, 

 

{
 
 

 
 
𝜎1
𝜎2
𝜎3
𝜎4
𝜎5
𝜎6}
 
 

 
 

 =

[
 
 
 
 
 
𝑄11 𝑄12 𝑄13 0 0 0
𝑄12 𝑄22 𝑄23 0 0 0
𝑄13 𝑄23 𝑄33 0 0 0
0 0 0 𝑄44 0 0
0 0 0 0 𝑄55 0
0 0 0 0 0 𝑄66]

 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝜀1
𝜀2
𝜀3
𝜀4
𝜀5
𝜀6}
 
 

 
 

                                                            (2.3) 

 

Onde os elementos 𝑄𝑖𝑗 não nulos da matriz de rigidez são dados por REDDY (1997): 

 

𝑄11 =
1 − 𝜈23𝜈32
𝐸2𝐸3Δ

, 𝑄12 =
𝜈21+ 𝜈31𝜈23
𝐸2𝐸3Δ

, 𝑄13 =
𝜈31+ 𝜈21𝜈32
𝐸2𝐸3Δ

, 𝑄22 =
1 − 𝜈13𝜈31
𝐸1𝐸3Δ

 

 

𝑄23 =
𝜈32+ 𝜈12𝜈32
𝐸1𝐸3Δ

, 𝑄33 =
1 − 𝜈12𝜈21
𝐸1𝐸2Δ

, 𝑄44 = 𝐺23, 𝑄55 = 𝐺31, 𝑄66 = 𝐺12,  

 



9 
 

Δ =
1 − 𝜈12𝜈21 − 𝜈23𝜈32 − 𝜈13𝜈31 − 2𝜈21𝜈32𝜈31

𝐸1𝐸2𝐸3
 

 

2.3.1 RELAÇÃO TENSÃO DEFORMAÇÃO GENERALIZADA PARA O 3D 

 

Para analisar o comportamento mecânico de um sólido laminado é fundamental a 

definição de um sistema de eixos coordenados generalizado (x, y, z) juntamente com o 

sistema de eixos coordenados da lâmina (x1, x2, x3), mostrado na Fig. (2.6), onde θ é o ângulo 

entre os eixos coordenados x1 (ao longo da direção das fibras) e o eixo de referência x, e é 

também o ângulo entre os eixos x2 (transversalmente as fibras) e o eixo de referência y, por 

fim o eixo direção z coincide com o eixo x3. Para a determinação da relação tensão-

deformação em uma direção qualquer é necessária a definição de uma matriz de 

transformação [T], que relaciona o vetor das componentes do tensor de tensão da 

coordenadas generalizadas {𝜎}𝑥  e o vetor das componentes de tensor de tensão da 

coordenadas do laminado {𝜎}: 

 

{𝜎}𝑥 = [𝑇]{𝜎}                                                                                                                                 (2.5) 

 

Com, 

 

[𝑇] =

[
 
 
 
 
 
𝑐𝑜𝑠2𝜃 𝑠𝑒𝑛2𝜃 0 0 0 −2𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑠𝑒𝑛2𝜃 𝑐𝑜𝑠2𝜃 0 0 0 2𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃
0 0 1 0 0 0
0 0 0 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑒𝑛𝜃 0
0 0 0 −𝑠𝑒𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃 0

𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 0 0 0 𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 𝑠𝑒𝑛2𝜃]
 
 
 
 
 

 

 

Portanto, pode-se escrever a relação tensão-deformação generalizada como: 

 

{𝜎}𝑥 = [𝑇][𝑄][𝑇]𝑇{𝜀} 𝑥                                                                                                                (2.6) 

 

Onde [𝑇]𝑇  é a matriz transformação transposta, [𝑄] é a matriz de rigidez de um 

material ortotrópico,  
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{𝜎}𝑥 =

{
 
 

 
 
𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜎𝑧
𝜏𝑦𝑧
𝜏𝑥𝑧
𝜏𝑥𝑦}

 
 

 
 

 e {𝜀}𝑥 =

{
 
 

 
 
𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝜀𝑧
𝛾𝑦𝑧
𝛾𝑥𝑧
𝛾𝑥𝑦}
 
 

 
 

. 

 

2.3.2 RELAÇÃO CONSTITUTIVA REDUZIDA AO ESTADO PLANO DE TENSÃO 

 

A relação constitutiva para o Estado Plano de Tensão de uma placa laminada pode 

ser apresentada fazendo-se uma redução de ordem na relação constitutiva generalizada 

tomando 𝜎3 = 0 . Para este caso as distorções 𝛾𝑦𝑧  e 𝛾𝑥𝑧 , nos planos y‐z e x‐z 

respectivamente, podem ou não ser negligenciadas, no caso em que as distorções são 

consideradas, a relação constitutiva para o Estado Plano de Tensão é dada por: 

 

{

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦

} = [

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16
𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26
𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

] {

𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝛾𝑥𝑦
}                                                                                              

{
𝜏𝑦𝑧
𝜏𝑥𝑧
} = [

𝑄̅44 𝑄̅45
𝑄̅45 𝑄̅55

] {
𝛾𝑦𝑧
𝛾𝑥𝑧
}                                                                                                    (2.7𝑎‐ 𝑏) 

 

 Onde 𝑄̅𝑖𝑗 os elementos da matriz de rigidez material que são dados por; 

 

𝑄̅11 = 𝑄11𝑐𝑜𝑠
4𝜃 + 2(𝑄12 + 2𝑄66)𝑠𝑒𝑛

2𝜃𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑄22𝑠𝑒𝑛
4𝜃 

𝑄̅12 = (𝑄11 + 𝑄22 − 4𝑄66)𝑠𝑒𝑛
2𝜃𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑄12(𝑠𝑒𝑛

4𝜃 + 𝑐𝑜𝑠4𝜃) 

𝑄̅22 = 𝑄11𝑠𝑒𝑛
4𝜃 + 2(𝑄12 + 2𝑄66)𝑠𝑒𝑛

2𝜃𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑄22𝑐𝑜𝑠
4𝜃 

𝑄̅16 = (𝑄11 − 𝑄12 − 2𝑄66)𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠
3𝜃 + (𝑄12 − 𝑄22 + 2𝑄66)𝑠𝑒𝑛

3𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 

𝑄̅26 = (𝑄11 − 𝑄12 − 2𝑄66)𝑠𝑒𝑛
3𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 + (𝑄12 − 𝑄22 + 2𝑄66)𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠

3𝜃 

𝑄̅66 = (𝑄11 + 𝑄22 − 2𝑄12 − 2𝑄66)𝑠𝑒𝑛
2𝜃𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑄66(𝑠𝑒𝑛

4𝜃 + 𝑐𝑜𝑠4𝜃) 

𝑄̅44 = 𝑄44𝑐𝑜𝑠
2𝜃 + 𝑄55𝑠𝑒𝑛

2𝜃 

𝑄̅45 = (𝑄55 − 𝑄44)𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 

𝑄̅55 = 𝑄55𝑐𝑜𝑠
2𝜃 + 𝑄44𝑠𝑒𝑛

2𝜃                                                                                                     (2.8) 

 

Onde: 
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𝑄11 =
𝐸1
2

𝐸1 − 𝜈12
2 𝐸2

  

𝑄22 =
𝐸1𝐸2

𝐸1 − 𝜈12
2 𝐸2

 

𝑄12 = 𝜈12𝑄22 

𝑄44 = 𝐺23 

𝑄55 = 𝐺31 

𝑄66 = 𝐺12                                                                                                                                

 

No caso em que as distorções são negligenciadas a Eq. (2.7a‐b) se resume a Eq. 

(2.7a).  

 

2.4 TEORIAS DE VIGAS LAMINADAS 

 

Na análise de vigas laminadas as duas teorias mais comumente exploradas da 

família CSE são: a teoria clássica de vigas laminadas (TCVL) e Teoria de Primeira ordem 

de Vigas de Laminadas (TPVL), que no caso de vigas homogêneas são denominadas Teoria 

de Euler-Bernoulli e Teoria de Timoshenko, respectivamente. No desenvolvimento da 

TCVL a distorção (𝛾𝑥𝑧), no plano x‐z é negligenciada, assim o estudo da viga será em função 

dos deslocamentos axial e transversal e da derivada do deslocamento transversal (inclinação 

da elástica transversal). Por outro lado, para TPVL distorção (𝛾𝑥𝑧), no plano x‐z, não é 

desprezada, fazendo com que a análise da viga seja em função dos deslocamentos axial e 

transversal e da rotação da seção. 

As equações governantes de um sistema de corpos deformáveis são geradas 

aplicando-se princípios físicos (tais como balanço de forças e momento), descrição do 

movimento e mudanças de forma (relações cinemáticas), e relações constitutivas que regem 

a relação entre tensões e deformações do meio constituinte do sistema. Com base nesses três 

fundamentos, as teorias de vigas laminadas serão apresentadas a seguir. 

 

2.4.1 TEORIA CLÁSSICA DE VIGAS LAMINADAS (TCVL) 

 

Para o desenvolvimento da teoria clássica de vigas laminadas serão assumidas as 

seguintes hipóteses: 
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i. O laminado é composto por camadas que são perfeitamente unidas; 

ii. O material de cada camada deve ser elástico-linear e possuir três planos de 

simetria (ortotrópico); 

iii. As camadas possuem espessura uniforme; 

iv. As deformações e os deslocamentos são pequenos; 

v. As tensões de cisalhamento transversais sobre as superfícies superior e 

inferior do laminado são zero; 

vi. A seção transversal inicialmente plana permanece plana e ortogonal ao eixo 

da viga deformado; 

vii. A flexão é observada segundo um eixo principal de inércia (no caso eixo y). 

Para o desenvolvimento da TCVL será adotado um sistema coordenadas onde y e z 

são os eixos principais de inércia de uma barra prismática de comprimento L submetida aos 

carregamentos px, pz mostrado na Fig. (2.7a). 

Fazendo o equilíbrio de forças e de momentos em vigas, utilizando a segunda lei de 

Newton, a partir do diagrama de corpo livre do elemento infinitesimal da viga Fig. (2.7b), 

na direção x e na direção z, e em torno do eixo y, respectivamente, tem-se:  

 

𝑑𝑁𝑥
𝑑𝑥

+ 𝑝𝑥 = 0 

 

𝑑𝑉𝑧
𝑑𝑥

+ 𝑝𝑧 = 0                                                                                                                

 

𝑉𝑧 −
𝑑𝑀𝑦

𝑑𝑥
= 0                                                                                                                          (2.9𝑎‐ 𝑐) 

 

Onde 𝑀𝑦 é o momento fletor, Vz é a força de cisalhamento (cortante) e Nx é a força 

normal. 
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Figura 2.7 (a) Viga laminada; (b) Ação de forças externas; (c) Equilíbrio no elemento 

diferencial 

 

Portanto, substituindo a Eq. (2.9c) na Eq. (2.9b) tem-se, 

 

𝑑𝑁

𝑑𝑥
+ 𝑝𝑥 = 0 

 

𝑑2𝑀𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑝𝑧 = 0                                                                                                                     (2.10𝑎‐ 𝑏) 

 

Como as hipóteses da cinemática da viga clássica admitem a ortogonalidade entre a 

seção transversal e o eixo longitudinal da barra na flexão, isto implica que a deformação por 

cortante é nula 𝛾𝑥𝑧 = 0 . Além disso, devido a conservação da planicidade da seção 

transversal e aos seus movimentos translacionais e rotacionais indicados na Fig. (2.8), os 

deslocamentos axial e transversal após a deformação, 𝑢̅(𝑥, 𝑧) e 𝑤̅(𝑥, 𝑧), respectivamente, 

são dados por: 
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𝑢̅(𝑥, 𝑧) = 𝑢(𝑥) − 𝑧
𝑑𝑤(𝑥)

𝑑𝑥
                                                                                                    

𝑤̅(𝑥, 𝑧) = 𝑤(𝑥)                                                                                                                     (2.11𝑎‐ 𝑏) 

 

Onde u(x) e w(x) são os deslocamentos axial e transversal. Já a deformação axial é 

dada por: 

 

𝜀𝑥 =
𝑑𝑢̅(𝑥, 𝑧)

𝑑𝑥
                                                                                                                               (2.12) 

 

Substituindo a Eq. (2.11) na Eq. (2.12), a deformação fica expressa como, 

 

𝜀𝑥 =
𝑑𝑢(𝑥)

𝑑𝑥
− 𝑧

𝑑2𝑤(𝑥)

𝑑𝑥2
                                                                                                            (2.13) 

 

Onde z é a profundidade da fibra de interesse em relação à linha neutra na Fig. (2.8). 

 

 

Figura 2.8 Cinemática da viga laminada em flexão no plano xz 

 

Para vigas laminadas, a relação tensão-deformação pode ser deduzida a partir do 

Estado Plano de Tensão dado pela Eq. (2.7). Como, no caso das vigas, uma dimensão é muito 
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maior que as outras duas, as tensões normal e tangencial na direção do eixo y (𝜎𝑦 𝑒 𝜏𝑥𝑦), e 

a tensão tangencial na direção z (𝜏𝑦𝑧) são consideradas desprezíveis. Destas relações obtêm-

se as equações, 

 

𝜎𝑥 = 𝑄̅11𝜀𝑥                                                                                                                                         

𝜏𝑥𝑧 = 𝑄̅55𝛾𝑥𝑧                                                                                                                           (2.14𝑎ـ𝑏) 

 

Onde 𝑄̅11  e 𝑄̅55  são elementos da matriz de rigidez transformada que podem ser 

relacionada com a tensão reduzida a um plano de rigidez em eixos principais do material (x1, 

x2), como se segue  

 

𝑄̅11 = 𝑄11𝑐𝑜𝑠
4𝜃 + 2(𝑄12 + 2𝑄66)𝑠𝑒𝑛

2𝜃𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑄22𝑠𝑒𝑛
4𝜃                                          (2.15) 

𝑄̅55 = 𝑄55𝑐𝑜𝑠
2𝜃 + 𝑄44𝑠𝑒𝑛

2𝜃                                                                                                  (2.16) 

 

Convém notar que a Eq. (2.15) e Eq. (2.16) fazem parte do conjunto de relações 

apresentadas na Eq. (2.8), repetidas aqui por comodidade. 

Como a viga em análise é formada por várias lâminas, as relações constitutivas 

(tensão-deformação) na k-ésima lâmina, dada na Eq. (2.14), podem ser expressas por: 

 

𝜎𝑥
(𝑘)
= 𝑄̅11

(𝑘)𝜀𝑥                                                                                                                                         

𝜏𝑥𝑧
(𝑘)
= 𝑄̅55

(𝑘)𝛾𝑥𝑧                                                                                                                        (2.17𝑎ـ𝑏) 

 

A Eq. (2.14) é a relação tensão-deformação de uma viga laminada onde a distorção 

não foi desprezada, logo, para o caso da TCVL temos, 𝜏𝑦𝑧 = 0. Assim, substituindo a Eq. 

(2.13) na Eq. (2.17) tem-se, 

 

𝜎𝑥
(𝑘)
= 𝑄̅11

(𝑘)
(
𝑑𝑢(𝑥)

𝑑𝑥
− 𝑧

𝑑2𝑤(𝑥)

𝑑𝑥2
)                                                                                          (2.18) 

 

Devido à variação na continuidade das tensões de uma camada para outra nos 

laminados, a força normal (𝑁𝑥) e o momento fletor (𝑀𝑦), segundo REDDY (1997) são dados 

pelas equações: 
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𝑁𝑥 = 𝑏∑∫ 𝜎𝑥
(𝑘)
𝑑𝑧

ℎ𝑘

ℎ𝑘−1

𝑛

𝑘=1

 

 

𝑀𝑦 = 𝑏∑∫ 𝑧𝜎𝑥
(𝑘)𝑑𝑧

ℎ𝑘

ℎ𝑘−1

                                                                           

𝑛

𝑘=1

                       (2.19𝑎‐ 𝑏) 

 

Onde b é largura da barra e ℎ𝑘 é a coordenada superior de inércia da lâmina, vide 

Fig. (2.9). 

 

 

Figura 2.9 Numeração das lâminas da viga 

Adaptado: REDDY (1997) 

 

Finalmente as relações esforço-deslocamento podem ser obtidas, substituindo a Eq. 

(2.18) na Eq. (2.19): 

 

𝑁𝑥 = 𝑏∑∫ 𝑄̅11
(𝑘) (

𝑑𝑢(𝑥)

𝑑𝑥
− 𝑧

𝑑2𝑤(𝑥)

𝑑𝑥2
)𝑑𝑧

ℎ𝑘

ℎ𝑘−1

𝑛

𝑘=1

 

𝑀𝑦 = 𝑏∑∫ 𝑧𝑄̅11
(𝑘) (

𝑑𝑢(𝑥)

𝑑𝑥
− 𝑧

𝑑2𝑤(𝑥)

𝑑𝑥2
)𝑑𝑧

ℎ𝑘

ℎ𝑘−1

𝑛

𝑘=1

                                                          (2.20𝑎ـ𝑏) 

 

 De forma resumida a Eq. (2.20) fica: 
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𝑁𝑥 = 𝐴11
𝑑𝑢

𝑑𝑥
− 𝐵11

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
                                                                                                             

 

𝑀𝑦 = 𝐵11
𝑑𝑢

𝑑𝑥
− 𝐷11

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
                                                                                                    (2.21𝑎‐ 𝑏) 

 

No caso da teoria clássica o esforço cortante não é obtido diretamente da integração 

na espessura do laminado 𝜏𝑥𝑧 (já que o 𝛾𝑥𝑧 = 0) e sim através das equações de equilíbrio 

resultando em: 

  

𝑉𝑧 =
𝑑𝑀𝑦

𝑑𝑥
= 𝐵11

𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
− 𝐷11

𝑑3𝑤

𝑑𝑥3
                                                                                          (2.21𝑐) 

 

Onde, 

𝐴11 = ∑𝑏𝑄̅11
(𝑘)(ℎ𝑘 −

𝑛

𝑘=1

ℎ𝑘−1)                                                                                                

 

𝐵11 = 
1

2
∑𝑏𝑄̅11

(𝑘)(ℎ𝑘
2 −

𝑛

𝑘=1

ℎ𝑘−1
2 )                                                                                           

 

𝐷11 = 
1

3
∑𝑏𝑄̅11

(𝑘)(ℎ𝑘
3 −

𝑛

𝑘=1

ℎ𝑘−1
3 )                                                                                       (2.22𝑎‐ 𝑐)  

 

Agora, introduzindo as Eq.(2.21a-b) na Eq.(2.10) obtêm-se a equação governante:  

 

𝐴11
𝑑2𝑢(𝑥)

𝑑𝑥2
− 𝐵11

𝑑3𝑤(𝑥)

𝑑𝑥3
= −𝑝𝑥(𝑥)                                                                                     

 

𝐵11
𝑑3𝑢(𝑥)

𝑑𝑥3
− 𝐷11

𝑑4𝑤(𝑥)

𝑑𝑥4
= −𝑝𝑧(𝑥)                                                                            (2.23𝑎‐ 𝑏) 

 

Que, na forma matricial, ficam assim expressas: 
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[
 
 
 𝐴11

𝑑2

𝑑𝑥2
−𝐵11

𝑑3

𝑑𝑥3

𝐵11
𝑑3

𝑑𝑥3
−𝐷11

𝑑4

𝑑𝑥4]
 
 
 

{
𝑢(𝑥)

𝑤(𝑥)
} = {

−𝑝𝑥

−𝑝𝑧
}                                                                              (2.24) 

 

 

2.4.2 TEORIA DE PRIMEIRA ORDEM DE VIGAS LAMINADAS (TPVL) 

 

As seguintes hipóteses são assumidas para o estudo da TPVL: 

i. As camadas são perfeitamente unidas; 

ii. O material de cada camada deve ser elástico-linear e possuir três planos de 

simetria (ortotropia); 

iii. As camadas possuem espessura uniforme; 

iv. As deformações e os deslocamentos são pequenos; 

v. As tensões de corte transversais sobre as superfícies superior e inferior do 

laminado são diferentes de zero; 

vi. A seção transversal permanece plana e não necessariamente ortogonal ao eixo 

da viga; 

vii.  A flexão é observada segundo um dos eixos principais de inércia (no caso 

y). 

 

As equações de equilíbrio em forças e momentos (real) para a TPVL, que serão 

geradas a partir de um elemento infinitesimal de barra (ver Fig. (2.10b)) é retirado da barra 

laminada prismática Fig. (2.10a) de comprimento L, largura b e altura h, submetida aos 

carregamentos uniformes px, pz e um momento uniformemente distribuído my, são dadas 

por: 

 

𝑑𝑁𝑥
𝑑𝑥

+ 𝑝𝑥 = 0                                                                                                                  

 

𝑑𝑉𝑧
𝑑𝑥

+ 𝑝𝑧 = 0                                                                                                                 

 

−𝑉𝑧 +
𝑑𝑀𝑦

𝑑𝑥
+𝑚𝑦 = 0                                                                                                         (2.25𝑎‐ 𝑐) 
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Onde 𝑁𝑥, 𝑉𝑧, 𝑀𝑦 são os esforços reais devidos aos carregamentos px, pz e my. 

 

 

Figura 2.10 (a) Barra laminada sob carregamentos; (b) Barra elementar em equilíbrio 

 

Diferentemente da TCVL, a TPVL não negligencia a distorção 𝛾𝑥𝑧  assim, o 

deslocamento 𝑢̅(𝑥, 𝑧) é definido em função da rotação da seção transversal 𝜑(𝑥). Portanto, 

os deslocamentos 𝑢̅(𝑥, 𝑧) e 𝑤̅(𝑥, 𝑧), ilustrados na Fig. (2.11), são dados por: 

 

𝑢̅(𝑥, 𝑧) = 𝑢(𝑥) + 𝑧𝜑(𝑥)         

 

𝑤̅(𝑥, 𝑧) = 𝑤(𝑥)                                                                                                                     (2.26𝑎‐ 𝑏) 

 

Onde 𝑢(𝑥) é deslocamento axial no eixo longitudinal e 𝜑(𝑥) é a rotação da seção 

transversal.  
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Figura 2.11 Cinemática da viga em flexão no plano xz 

 

A distorção (𝛾𝑥𝑧 ) é dada por: 

 

𝛾𝑥𝑧 =
𝑑𝑢̅(𝑥, 𝑧)

𝑑𝑧
+  

𝑑𝑤̅(𝑥, 𝑧)

𝑑𝑥
                                                                                                     (2.27) 

 

Assim, substituindo a Eq. (2.26) na Eq. (2.27), tem-se a relação deformação-

deslocamento expressa por: 

 

𝛾𝑥𝑧 = 𝜑(𝑥) +  
𝑑𝑤(𝑥)

𝑑𝑥
                                                                                                              (2.28) 

 

Portanto, substituindo a Eq. (2.26a) na Eq. (2.12), obtém-se a deformação-

deslocamento dada por: 

 

𝜀𝑥 =
𝑑𝑢(𝑥)

𝑑𝑥
+ 𝑧

𝑑𝜑(𝑥)

𝑑𝑥
                                                                                                                           

 

𝛾𝑥𝑧 = 𝜑(𝑥) +  
𝑑𝑤(𝑥)

𝑑𝑥
                                                                                                        (2.29𝑎ـ𝑏) 
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Agora, substituindo Eq. (2.29) na relação tensão-deformação dada na Eq. (2.17) 

tem-se: 

𝜎𝑥
(𝑘)
= 𝑄̅11

(𝑘) (
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑧

𝑑𝜑

𝑑𝑥
) 

 

𝜏𝑥𝑧
(𝑘) = 𝑄̅55

(𝑘)  (𝜑(𝑥) +
𝑑𝑤(𝑥)

𝑑𝑥
)                                                                                           (2.30𝑎ـ𝑏) 

 

Onde os coeficientes de rigidez da k-ésima lâmina 𝑄̅11
(𝑘)

 e 𝑄̅55
(𝑘)

, já foram citados 

anteriormente na Eq. (2.15). 

Para a determinação dos esforços reais 𝑁𝑥 e 𝑀𝑦  é necessária à substituição da 

Eq.(2.30a) na Eq. (2.19), assim as equações ficam: 

 

𝑁𝑥 = 𝑏∑∫ 𝑄̅11
(𝑘) (

𝑑𝑢(𝑥)

𝑑𝑥
+ 𝑧

𝑑𝜑(𝑥)

𝑑𝑥
)𝑑𝑧

ℎ𝑘

ℎ𝑘−1

𝑛

𝑘=1

 

 

 

𝑀𝑦 = 𝑏∑∫ 𝑄̅11
(𝑘)𝑧 (

𝑑𝑢(𝑥)

𝑑𝑥
+ 𝑧

𝑑𝜑(𝑥)

𝑑𝑥
)𝑑𝑧

ℎ𝑘

ℎ𝑘−1

𝑛

𝑘=1

                                                            (2.31𝑎ـ𝑏) 

 

Já o esforço cortante real 𝑉𝑧 , para a Teoria de Primeira Ordem, segundo 

HAJIANMALEKI e QATU (2011) pode ser expresso como: 

  

𝑉𝑧 = 𝑏𝜅∑∫ 𝜏𝑥𝑧
(𝑘)𝑑𝑧

ℎ𝑘

ℎ𝑘−1

𝑛

𝑘=
1

                                                                                                            (2.32) 

 

Onde κ é o coeficiente de forma da seção. 

Finalmente, a relação esforço-deslocamento, para esforço cortante, pode ser obtida 

substituindo a Eq. (2.30) na Eq. (2.32) dando: 
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𝑉𝑧 = 𝐴55 (𝜑(𝑥) +
𝑑𝑤(𝑥)

𝑑𝑥
)                                                                                                       (2.33) 

 

Onde o módulo de rigidez 𝐴55 é da forma: 

 

𝐴55 = 𝑏∑𝜅𝑄̅55
(𝑘)(ℎ𝑘 −

𝑛

𝑘=1

ℎ𝑘−1)                                                                                                 (2.34) 

 

Introduzindo na Eq. (2.31) os módulos de rigidez A11, B11, D11, apresentados na Eq. 

(2.22), e tomando a Eq. (2.33) obtêm-se os esforços reais: normal, momento fletor e o 

cortante que podem ser expressos como, 

 

𝑁𝑥 = 𝐴11
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝐵11

𝑑𝜑(𝑥)

𝑑𝑥
 

 

𝑀𝑦 = 𝐵11
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝐷11

𝑑𝜑(𝑥)

𝑑𝑥
 

 

𝑉𝑧 = 𝐴55  (𝜑(𝑥) +
𝑑𝑤(𝑥)

𝑑𝑥
)                                                                                                (2.35𝑎ـ𝑐) 

 

Por fim, substituindo a Eq. (2.35) na Eq. (2.25) obtém-se a equação governante do 

problema real dada por: 

 

𝐴11
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝐵11

𝑑2𝜑

𝑑𝑥2
= −𝑝𝑥                                                                                                          

 

𝐴55 (
𝑑𝜑

𝑑𝑥
+
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
) = −𝑝𝑧 

 

𝐵11
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝐷11

𝑑2𝜑

𝑑𝑥2
− 𝐴55 (𝜑 +

𝑑𝑤

𝑑𝑥
) = −𝑚𝑦                                                             (2.36𝑎ـ𝑐) 

 

Reescrevendo a Eq. (2.36) na forma matricial, obtém-se: 
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[
 
 
 
 
 
 𝐴11

𝑑2

𝑑𝑥2
0 𝐵11

𝑑2

𝑑𝑥2

0 𝐴55
𝑑2

𝑑𝑥2
𝐴55

𝑑

𝑑𝑥

𝐵11
𝑑2

𝑑𝑥2
−𝐴55

𝑑

𝑑𝑥
𝐷11

𝑑2

𝑑𝑥2
− 𝐴55]

 
 
 
 
 
 

{

𝑢
𝑤
𝜑
} = {

−𝑝𝑥
−𝑝𝑧
−𝑚𝑦

}                                                  (2.37) 
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CAPÍTULO 3   

 

 

MEC EM VIGAS CLÁSSICAS LAMINADAS: ANÁLISE ESTÁTICA 

 

3.1 INTRODUÇÃO 

 

A partir dos fundamentos básicos da TCVL discutidas no Capítulo 2, equações 

integrais, soluções fundamentais e equações algébricas para o estabelecimento do MEC são 

aqui apresentadas. Convém notar que as discussões feitas neste capítulo para extensão do 

MEC à análise da TVCL são originais. 

 

3.2 PROBLEMA FUNDAMENTAL DE VIGAS LAMINADA 

 

O Método dos Elementos de Contorno é construído a partir da discretização das 

equações integrais que regem o fenômeno físico de interesse no continuo. Uma das maneiras 

para o estabelecimento dessas equações integrais é pela transformação das equações 

diferencias do problema real ponderada por funções pesos, que são soluções de um problema 

virtual de domínio infinito: o então chamado problema fundamental. Além disso, o problema 

fundamental é regido pelas mesmas hipóteses do problema real e está submetido apenas a 

fontes concentradas que estão associadas ao delta de Dirac.  

No caso de interesse deste capítulo será tomada uma viga laminada de comprimento 

infinito, de largura e altura idênticas ao problema real, apresentada na Fig. (3.1), submetida 

à ação de fontes puntuais (no caso forças puntuais) 𝑝𝑥
∗(𝑥, 𝑥̂) e 𝑝𝑧

∗(𝑥, 𝑥̂) onde x é denominado 

ponto campo e 𝑥̂ é o ponto fonte.  
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Figura 3.1 Equilíbrio Fundamental: (a) px* ativado; (b) pz* ativado; (c) Barra fundamental; 

Deslocamentos Fundamentais: (d) px* ativado; (e) pz* ativado 

 

Ao se fazer o equilíbrio de forças e momentos fundamentais mostrados da Fig. 

(3.1a), quando a fonte puntual axial na direção x (𝑝𝑥
∗) for ativada tem-se: 

 

𝑑𝑁𝑥𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
+ 𝑝𝑥

∗(𝑥, 𝑥̂) = 0                                                                                            
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𝑑𝑉𝑧𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
= 0                                                                                              

𝑑𝑀𝑦
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
− 𝑉𝑧𝐹

∗ (𝑥, 𝑥̂) = 0                                                                                                   (3.1𝑎‐ 𝑐) 

 

Fazendo também o equilíbrio de forças e momentos fundamentais para a Fig. (3.1b), 

quando a força puntual transversal na direção z (𝑝𝑧
∗) for ativada obtêm-se: 

 

𝑑𝑁𝑥𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
= 0                                                                                            

 

𝑑𝑉𝑧𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
+ 𝑝𝑧

∗(𝑥, 𝑥̂) = 0                                                                                              

 

𝑑𝑀𝑦𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
− 𝑉𝑧𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂) = 0                                                                                                (3.1𝑑‐ 𝑓) 

  

Por analogia ao problema real, os esforços fundamentais dados na Eq. (3.1) podem 

ser escritos a partir da Eq. (2.21), resultando em: 

 

𝑁𝑥𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 𝐴11

𝑑𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) 

𝑑𝑥
− 𝐵11

𝑑2𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥2
                                                                                   

 

𝑀𝑦𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 𝐵11

𝑑𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) 

𝑑𝑥
− 𝐷11

𝑑2𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥2
                                                                     

 

𝑉𝑧𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 𝐵11

𝑑2𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥2
− 𝐷11

𝑑3𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥3
 

 

𝑁𝑥𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 𝐴11

𝑑𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
− 𝐵11

𝑑2𝑤𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥2
                                                                                    

 

𝑀𝑦𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 𝐵11

𝑑𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
− 𝐷11

𝑑2𝑤𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂) 

𝑑𝑥2
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𝑉𝑧𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 𝐵11

𝑑2𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥2
− 𝐷11

𝑑3𝑤𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥3
                                                               (3.2𝑎‐ 𝑓) 

 

Fazendo a substituição dos esforços fundamentais da Eq. (3.2) na equação de 

equilíbrio fundamental na Eq. (3.1), obtêm-se as equações governantes em deslocamentos 

do problema fundamental dadas por: 

 

[𝐵][𝐶] = [𝑞]                                                                                                                                    (3.3) 

 

Sendo 

[𝐵] =

[
 
 
 𝐴11

𝑑2

𝑑𝑥2
−𝐵11

𝑑3

𝑑𝑥3

𝐵11
𝑑3

𝑑𝑥3
−𝐷11

𝑑4

𝑑𝑥4]
 
 
 

                                                                                                    (3.3𝑎) 

 

[𝐶] = [
𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) 𝑢𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂) 𝑤𝑃

∗(𝑥, 𝑥̂)
]                                                                                                   (3.3𝑏) 

 

[𝑞] = − [
𝑝𝑥
∗(𝑥, 𝑥̂) 0

0 𝑝𝑧
∗(𝑥, 𝑥̂) 

] = − [
𝛿(𝑥, 𝑥̂) 0

0 𝛿(𝑥, 𝑥̂) 
]                                                   (3.3𝑐) 

 

Observando a Eq. (3.3) e Eq. (2.24) pode-se notar uma relação direta entre o 

problema fundamental e o problema real. Convém notar que os carregamentos apresentados 

na Eq. (3.3c) são fontes pontuais e representadas pela função delta de Dirac 𝛿(𝑥, 𝑥̂), cuja 

definição e propriedades são respectivamente: 

 

𝛿(𝑥, 𝑥̂) = {
∞, 𝑠𝑒 𝑥 = 𝑥̂
0, 𝑠𝑒 𝑥 ≠ 𝑥̂

                                                                                                              (3.4𝑎) 

 

∫𝑓(𝑥)𝛿(𝑥, 𝑥̂)

∞

−∞

= 𝑓(𝑥̂)                                                                                                              (3.4𝑏) 

 

Assim, 𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)  e 𝑤𝐹

∗(𝑥, 𝑥̂)  na Eq. (3.3b) são os deslocamentos fundamentais 

mostrados na Fig. (3.1d) quando apenas 𝑝𝑥
∗(𝑥, 𝑥̂) = 𝛿(𝑥, 𝑥̂) é aplicado. Em contrapartida, 
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𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂) e 𝑤𝑃

∗(𝑥, 𝑥̂) na Eq. (3.3b) são os deslocamentos da Fig. (3.1e) quando 𝑝𝑧
∗(𝑥, 𝑥̂) =

𝛿(𝑥, 𝑥̂) for ativado. Além disso, a matriz [B] dada na Eq. (3.3a) é dita matriz de operadores, 

agora a matriz [C] da Eq.(3.3b) é a matriz dos deslocamentos fundamentais e a matriz [q] da 

Eq. (3.3c) é a matriz dos carregamentos fundamentais. 

A solução do sistema apresentado em (3.3) pode ser encontrado fazendo uso do 

Método de HÖRMANDER (1963). A primeira etapa do método é fazer uma mudança de 

variável de [C] dado na Eq. (3.3b) para uma função escalar 𝜓 a partir da equação: 

 

[𝐶] = [𝐵𝑐𝑜𝑓]𝑇𝜓                                                                                                                              (3.5) 

 

Onde [𝐵𝑐𝑜𝑓] é a matriz dos cofatores de [B]. 

Substituindo a Eq. (3.5) na Eq. (3.3) e, em seguida, efetuando-se algumas operações 

algébricas, tem-se: 

 

[𝐵][𝐵𝑐𝑜𝑓]𝑇𝜓 = −[𝐼]𝛿(𝑥, 𝑥̂),  

 

Sendo [I] a matriz identidade de ordem três.  

No entanto a função inversa [𝐵]−1 pode ser descrita como: 

 

[𝐵]−1 =
[𝐵𝑐𝑜𝑓]𝑇

det[𝐵]
 

 

Assim, aplicando as propriedades matriciais tem-se: 

 

det[𝐵] [𝐼] = [𝐵][𝐵𝑐𝑜𝑓]𝑇 

 

Portanto, chega-se a uma equação diferencial dependente apenas da função escalar 

𝜓 como se segue: 

 

det[𝐵]𝜓(𝑥, 𝑥̂) = −𝛿(𝑥, 𝑥̂)                                                                                                          (3.6) 
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Então, iniciam-se as etapas do Método de HÖRMANDER para resolução da 

equação governante da viga. Logo, calculado o determinante da matriz dos operadores [𝐵] 

da Eq. (3.3a), tem-se: 

 

det[𝐵]𝜓 = (𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑑6𝜓

𝑑𝑥6
                                                                                                (3.7) 

 

Comparando as Eq.(3.7) e Eq.(3.6) conclui-se que a equação diferencial poder ser 

apresentada como: 

 

𝑑6𝜓

𝑑𝑥6
= − 

𝛿(𝑥, 𝑥̂)

(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

                                                                                                           (3.8) 

 

A solução homogênea da equação diferencial de sexta ordem na Eq.(3.8) na forma 

homogênea é expressa por: 

 

𝑑6𝜓

𝑑𝑥6
= 0                                                                                                                                            (3.9) 

 

Onde o polinômio característico associado a Eq.(3.9) é dada por 𝜆6 = 0, portanto a 

solução da Eq.(3.8) pode ser expressa por: 

 

𝜓(𝑟) = 𝐴1 + 𝐴2𝑟 + 𝐴3𝑟
2 + 𝐴4𝑟

3 + 𝐴5𝑟
4 + 𝐴6𝑟

5                                                              (3.10) 

 

Onde, 𝑟 = |𝑥 − 𝑥̂|  e os 𝐴𝑖  com 𝑖 = 1, 2,⋯ ,6  são constantes a determinar da 

equação. 

As constantes 𝐴𝑖 podem ser tomadas com valores de modo a evitar as derivadas de 

alta ordem do delta de Dirac, tem-se que A2 = A3 = A4 = A5 = 0. Assim, a função escalar 

pode ser escrita como:  

 

𝜓(𝑟) = 𝐴6𝑟
5 + 𝐴1                                                                                                                       (3.11) 
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Após derivar a Eq.(3.11) algumas vezes e manipulando algebricamente o resultado, 

e, em seguida, comparando a Eq. (3.9) pode-se concluir que a constante 𝐴6 é dada por:  

 

𝐴6 = − 
1

240(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

                                                                                                    (3.12) 

 

Assim introduzindo a expressão (3.12) na Eq. (3.11) obtêm-se a solução da equação 

diferencial Eq. (3.9) que pode ser expressa por: 

 

𝜓(𝑟) = − 
1

240(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑟5 + 𝐴1                                                                                 (3.13) 

 

Convém notar, que a constante 𝐴1 é arbitrária e nesse trabalho ela é assumida como 

𝐴1 = 0. Portanto, inserindo a Eq.(3.13) na Eq.(3.5) e comparando com a Eq. (3.3b) obtêm-

se os deslocamentos fundamentais mostrados na Fig. (3.1) ficando assim definidos: 

 

𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) =

𝐷11𝑟

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

 

 

𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂) = −

𝐵11

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑟2𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂) 

 

𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂) =

𝐵11

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑟2𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂) 

 

𝑤𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂) = −

𝐴11

12(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑟3                                                                                     

 

𝑑𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
=

𝐵11𝑟

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

 

 

𝑑𝑤𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
= −

𝐴11

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑟2𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂)                                                              (3.14𝑎‐ 𝑓) 
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Onde 𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂) é a função sinal unitário, a qual sua definição e propriedade, na 

mesma ordem, são dadas por: 

 

𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂) = {
−1, 𝑠𝑒 𝑥 < 𝑥̂
1, 𝑠𝑒 𝑥 > 𝑥̂

                                                                                                    (3.15𝑎) 

 

𝑑(𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂))

𝑑𝑥
= 2𝛿(𝑥, 𝑥̂)                                                                                                        (3.15𝑏) 

 

As soluções para os esforços fundamentais mostrados na Fig. (3.1a-b) são geradas 

substituindo adequadamente a Eq. (3.14) na Eq. (3.2), resultando em: 

 

𝑁𝑥𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) = −

1

2
𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂)                                                                                             

 

𝑀𝑦𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 0 

 

𝑉𝑧𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 0 

 

𝑁𝑥𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 0                                                                                      

 

𝑀𝑦𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂) = −

1

2
𝑟                                                                                   

 

𝑉𝑧𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂) = −

1

2
𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂)                                                                                                  (3.16𝑎‐ 𝑓) 

 

Além das soluções fundamentais Eq. (3.14) e Eq. (3.16) serão apresentadas a seguir 

suas respectivas derivadas em relação ao ponto fonte, já que essas serão necessárias nas 

equações integrais que posteriormente serão desenvolvidas, vide item 3.3. Assim, os 

deslocamentos e esforços derivados no ponto fonte podem ser escrito como:  

 

𝑢𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝑥̂) =

𝑑𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
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𝑤𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝑥̂) = −

𝑑𝑤𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
                                                                                                        

 

𝑑𝑤𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
= (

𝐴11
𝐵11

)
𝑑𝑤𝐹

∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
                                                                                        (3.17𝑎‐ 𝑐) 

 

𝑁𝑥𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 0 

 

𝑉𝑧𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 𝛿(𝑥, 𝑥̂) 

𝑀𝑦𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝑥̂) =

1

2
𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂)                                                                                                 (3.17𝑑‐ 𝑓) 

 

3.3 EQUAÇÃO INTEGRAL 

 

A aplicação do MEC consiste em transformar as equações diferenciais em equações 

integrais agindo no contorno e, em seguida, discretiza-las transformando-as em equações 

algébricas. Uma das maneiras para o equacionamento na forma integral do problema é a 

utilização do Método dos Resíduos Ponderados (MRP), em que a equação governante do 

problema real Eq. (2.24) é ponderada pelos respectivos deslocamentos fundamentais, 

resultando em: 

 

∫

{
 
 

 
 

[
 
 
 𝐴11

𝑑2

𝑑𝑥2
−𝐵11

𝑑3

𝑑𝑥3

𝐵11
𝑑3

𝑑𝑥3
−𝐷11

𝑑4

𝑑𝑥4]
 
 
 

{
𝑢(𝑥)

𝑤(𝑥)
} + {

𝑝𝑥

𝑝𝑧
}

}
 
 

 
 
𝑇

[
𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) 𝑢𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂) 𝑤𝑃

∗(𝑥, 𝑥̂)
] 𝑑𝑥 =

𝐿

0

{
0

0
}

𝑇

 

                                                                                                                                                          (3.18) 

 

Ou na forma expandida: 

 

∫ [(𝐴11
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
− 𝐵11

𝑑3𝑤

𝑑𝑥3
+ 𝑝𝑥)𝑢𝐹

∗ + (𝐵11
𝑑3𝑢

𝑑𝑥3
− 𝐷11

𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
+ 𝑝𝑧)𝑤𝐹

∗] 𝑑𝑥 = 0
𝐿

0

 

 

∫ [(𝐴11
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
− 𝐵11

𝑑3𝑤

𝑑𝑥3
+ 𝑝𝑥)𝑢𝑃

∗ + (𝐵11
𝑑3𝑢

𝑑𝑥3
− 𝐷11

𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
+ 𝑝𝑧)𝑤𝑃

∗] 𝑑𝑥 = 0
𝐿

0

    (3.19𝑎‐ 𝑏) 
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Aplicando convenientemente sucessivas integrações por partes na Eq.(3.19a), 

quando 𝑝𝑥
∗  é ativado e, em seguida, inserindo as Eq. (3.2), obtêm-se as equações integrais de 

deslocamento axial que podem ser apresentadas como: 

 

∫ (𝐴11
𝑑2𝑢𝐹

∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥2
− 𝐵11

𝑑3𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥3
)

𝐿

0

𝑢(𝑥)𝑑𝑥 + 

+∫ (𝐵11
𝑑3𝑢𝐹

∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥3
− 𝐷11

𝑑4𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥4
)

𝐿

0

𝑤(𝑥)𝑑𝑥 − [𝑁𝑥𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑢(𝑥)]0

𝐿 + 

+ [𝑁𝑥(𝑥)𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)]0

𝐿 −  [𝑉𝑧𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑤(𝑥)]0

𝐿 + [𝑉𝑧(𝑥)𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂)]0

𝐿 + [𝑀𝑦𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑤(𝑥)

𝑑𝑥
]
0

𝐿

+ 

−  [𝑀𝑦(𝑥)
𝑑𝑤𝐹

∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
]
0

𝐿

+∫ [𝑝𝑥𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) + 𝑝𝑧𝑤𝐹

∗(𝑥, 𝑥̂)]𝑑𝑥 = 0 
𝐿

0

                                   (3.20) 

 

Analisando a Eq. (3.20) observa-se que a segunda integral é nula decorrente da Eq. 

(3.3), enquanto a primeira integral devido à propriedade do delta Dirac na Eq. (3.4), 

resultando em: 

 

∫ (𝐴11
𝑑2𝑢𝐹

∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥2
− 𝐵11

𝑑3𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥3
)

𝐿

0

𝑢(𝑥)𝑑𝑥 = −∫𝑢(𝑥)𝛿(𝑥, 𝑥̂)

𝐿

0

= −𝑢(𝑥̂)                        

 

Assim a equação integral (3.20) para os deslocamentos axiais fica reduzida a: 

 

𝑢(𝑥̂) + [𝑁𝑥𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑢(𝑥)]0

𝐿 +  [𝑉𝑧𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑤(𝑥)]0

𝐿 − [𝑀𝑦𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑤(𝑥)

𝑑𝑥
]
0

𝐿

= 

= [𝑁𝑥(𝑥)𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)]0

𝐿  + [𝑉𝑧(𝑥)𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂)]0

𝐿 − [𝑀𝑦(𝑥)
𝑑𝑤𝐹

∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
]
0

𝐿

+ 

+∫ [𝑝𝑥𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) + 𝑝𝑧𝑤𝐹

∗(𝑥, 𝑥̂)]𝑑𝑥                                                                                         (3.21) 
𝐿

0
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Agora, ativando a função puntual 𝑝𝑧
∗ (que gera os deslocamentos fundamentais 𝑢𝑃

∗  e 

𝑤𝑃
∗) e integrando a Eq. (3.19b) algumas vezes e substituindo adequadamente a Eq. (3.2), são 

geradas então as equações integrais de deslocamentos transversais, assim descritas: 

 

∫ (𝐴11
𝑑2𝑢𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥2
− 𝐵11

𝑑3𝑤𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥3
)

𝐿

0

𝑢(𝑥)𝑑𝑥 + 

 

+∫ (𝐵11
𝑑3𝑢𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥3
− 𝐷11

𝑑4𝑤𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥4
)

𝐿

0

𝑤(𝑥)𝑑𝑥 + [𝑁𝑥(𝑥)𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)]0

𝐿 + 

−[𝑁𝑥𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑢(𝑥)]0

𝐿 −  [𝑉𝑧𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑤(𝑥)]0

𝐿 − [𝑉𝑧(𝑥)𝑤𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂)]0

𝐿 + [𝑀𝑦𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑤(𝑥)

𝑑𝑥
]
0

𝐿

+ 

−  [𝑀𝑦(𝑥)
𝑑𝑤𝑃

∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
]
0

𝐿

+∫ [𝑝𝑥𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂) + 𝑝𝑧𝑤𝑃

∗(𝑥, 𝑥̂)]𝑑𝑥 = 0                                 (3.22) 
𝐿

0

 

 

Analisando agora a Eq. (3.22) nota-se que a primeira integral é nula decorrente da 

Eq. (3.3), enquanto a segunda integral devido à propriedade do delta Dirac na Eq. (3.4) 

resultando em: 

 

∫ (𝐵11
𝑑3𝑢𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥3
− 𝐷11

𝑑4𝑤𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥4
)

𝐿

0

𝑤(𝑥)𝑑𝑥 = −∫𝑤(𝑥)𝛿(𝑥, 𝑥̂)

𝐿

0

= −𝑤(𝑥̂) 

 

Portanto, a equação integral (3.22) para os deslocamentos transversais fica reduzida 

a: 

𝑤(𝑥̂) + [𝑁𝑥𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑢(𝑥)]0

𝐿 + [𝑉𝑧𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑤(𝑥)]0

𝐿 − [𝑀𝑦𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑤(𝑥)

𝑑𝑥
]
0

𝐿

= 

= [𝑁𝑥(𝑥)𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)]0

𝐿 +  [𝑉𝑧(𝑥)𝑤𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂)]0

𝐿 −   [𝑀𝑦(𝑥)
𝑑𝑤𝑃

∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
]
0

𝐿

+ 

+∫ [𝑝𝑥𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)+𝑝𝑧𝑤𝑃

∗(𝑥, 𝑥̂)]𝑑𝑥                                                                                             (3.23)  
𝐿

0

 

 

Os problemas de vigas clássicas requerem três incógnitas a determinar no contorno 

para um completo equacionamento. Assim, uma equação adicional é necessária a fim de 
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obter o problema solucionável. Portanto, esta equação adicional é desenvolvida derivando a 

Eq.(3.23), cedendo assim à equação integral da inclinação da elástica transversal no ponto 

de fonte 
𝑑𝑤(𝑥̂)

𝑑𝑥̂
, logo essa equação pode ser expressa como: 

 

𝑑𝑤(𝑥̂)

𝑑𝑥̂
+ [𝑁𝑃,𝑥̂

∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑢(𝑥)]
0

𝐿
+ [𝑉𝑧𝑃,𝑥̂

∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑤(𝑥)]
0

𝐿
− [𝑀𝑦𝑃,𝑥̂

∗ (𝑥, 𝑥̂)
𝑑𝑤(𝑥)

𝑑𝑥
]
0

𝐿

= 

= [𝑁(𝑥)𝑢𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝑥̂)]

0

𝐿
+  [𝑉𝑧(𝑥)𝑤𝑃,𝑥̂

∗ (𝑥, 𝑥̂)]
0

𝐿
−   [𝑀𝑦(𝑥)

𝑑𝑤𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
]
0

𝐿

+ 

+∫ [𝑝𝑥𝑢𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝑥̂)+𝑝𝑧𝑤𝑃,𝑥̂

∗ (𝑥, 𝑥̂)]𝑑𝑥                                                                                      (3.24)  
                                      

𝐿

0

 

 

 

3.4 EQUAÇÃO ALGÉBRICA  

 

Para a determinação das equações algébricas do MEC, o ponto fonte é colocado nas 

extremidades da barra. Assim, quando a colocação ocorrer na extremidade esquerda da barra 

é equivalente a 𝑥̂ = lim
𝜉→0

(0 + 𝜉), em contrapartida se o ponto for colocado na  extremidade 

direita da barra 𝑥̂ = lim
𝜉→0

(𝐿 − 𝜉). Portanto, fazendo a substituição dos limites de integração 

e a colocação da fonte na extremidade esquerda da barra nas Eq. (3.21), Eq. (3.23) e Eq. 

(3.24).  

Neste caso, a equação do deslocamento axial com ponto fonte à esquerda;  

 

𝑢(0) + 𝑁𝑥𝐹
∗ (𝐿, 0 + 𝜉)𝑢(𝐿) +  𝑉𝑧𝐹

∗ (𝐿, 0 + 𝜉)𝑤(𝐿) − 𝑀𝑦𝐹
∗ (𝐿, 0 + 𝜉)

𝑑𝑤(𝐿)

𝑑𝑥
 

−𝑁𝑥𝐹
∗ (0,0)𝑢(0) −  𝑉𝑧𝐹

∗ (0,0 + 𝜉)𝑤(0) + 𝑀𝑦𝐹
∗ (0,0 + 𝜉) = 𝑁𝑥(𝐿)𝑢𝐹

∗ (𝐿, 0 + 𝜉)  + 

+𝑉𝑧(𝐿)𝑤𝐹
∗(𝐿, 0 + 𝜉) − 𝑀𝑦(𝐿)

𝑑𝑤𝐹
∗(𝐿, 0 + 𝜉)

𝑑𝑥
− 𝑁𝑥(0)𝑢𝐹

∗ (0,0 + 𝜉) − 𝑉𝑧(0)𝑤𝐹
∗(0,0 + 𝜉) + 

+ 𝑀𝑦(0)
𝑑𝑤𝐹

∗(0,0 + 𝜉)

𝑑𝑥
 + ∫ [𝑝𝑥𝑢𝐹

∗ (𝑥, 0) + 𝑝𝑧𝑤𝐹
∗(𝑥, 0)]𝑑𝑥                                            (3.22)

𝐿

0

 

 

Já a equação do deslocamento transversal com ponto fonte à esquerda, resulta: 

𝑤(0) + 𝑁𝑥𝑃
∗ (𝐿, 0 + 𝜉)𝑢(𝐿) + 𝑉𝑧𝑃

∗ (𝐿, 0 + 𝜉)𝑤(𝐿) − 𝑀𝑦𝑃
∗ (𝐿, 0 + 𝜉)

𝑑𝑤(𝐿)

𝑑𝑥
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−𝑁𝑥𝑃
∗ (0,0 + 𝜉)𝑢(0) − 𝑉𝑧𝑃

∗ (0,0 + 𝜉)𝑤(0) + 𝑀𝑦𝑃
∗ (0,0 + 𝜉)

𝑑𝑤(0)

𝑑𝑥
= 𝑁(𝐿)𝑢𝑃

∗ (𝐿, 0 + 𝜉) + 

 𝑉𝑧(𝐿)𝑤𝑃
∗(𝐿, 0 + 𝜉) −   𝑀𝑦(𝐿)

𝑑𝑤𝑃
∗(𝐿, 0 + 𝜉)

𝑑𝑥
− 𝑁(0)𝑢𝑃

∗ (0,0 + 𝜉) − 𝑉𝑧(0)𝑤𝑃
∗(0,0 + 𝜉) + 

+ 𝑀𝑦(0)
𝑑𝑤𝑃

∗(0,0 + 𝜉)

𝑑𝑥
+ ∫ [𝑝𝑥𝑢𝑃

∗ (𝑥, 0)+𝑝𝑧𝑤𝑃
∗(𝑥, 0)]𝑑𝑥          

𝐿

0

                                     (3.23) 

 

E, finalmente, a equação da inclinação da elástica transversal com ponto fonte à 

esquerda fica: 

 

𝑑𝑤(0)

𝑑𝑥̂
+ 𝑁𝑥𝑃,𝑥̂

∗ (𝐿, 0 + 𝜉)𝑢(𝐿) + 𝑉𝑧𝑃,𝑥̂
∗ (𝐿, 0 + 𝜉)𝑤(𝐿) − 𝑀𝑦𝑃,𝑥̂

∗ (𝐿, 0 + 𝜉)
𝑑𝑤(𝐿)

𝑑𝑥
+ 

−𝑁𝑥𝑃,𝑥̂
∗ (0,0 + 𝜉)𝑢(0) − 𝑉𝑧𝑃,𝑥̂

∗ (0,0 + 𝜉)𝑤(0) + 𝑀𝑦𝑃,𝑥̂
∗ (0,0 + 𝜉)

𝑑𝑤(0)

𝑑𝑥
= 

= 𝑁𝑥(𝐿)𝑢𝑃,𝑥̂
∗ (𝐿, 0 + 𝜉) +  𝑉𝑧(𝐿)𝑤𝑃,𝑥̂

∗ (𝐿, 0 + 𝜉) − 𝑀𝑦(𝐿)
𝑑𝑤𝑃,𝑥̂

∗ (𝐿, 0 + 𝜉)

𝑑𝑥
+ 

−𝑁𝑥(𝐿)𝑢𝑃,𝑥̂
∗ (𝐿, 0 + 𝜉) −  𝑉𝑧(𝐿)𝑤𝑃,𝑥̂

∗ (𝐿, 0 + 𝜉) + 𝑀𝑦(𝐿)
𝑑𝑤𝑃,𝑥̂

∗ (𝐿, 0 + 𝜉)

𝑑𝑥
+ 

 +∫ [𝑝𝑥𝑢𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 0)+𝑝𝑧𝑤𝑃,𝑥̂

∗ (𝑥, 0)]𝑑𝑥                                                                                     (3.24)  
                                      

𝐿

0

 

 

Agora, fazendo a colocação do ponto fonte no extremo direito da barra tem-se: 

 

𝑢(𝐿) + 𝑁𝑥𝐹
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)𝑢(𝐿) +  𝑉𝑧𝐹

∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)𝑤(𝐿) − 𝑀𝑦𝐹
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)

𝑑𝑤(𝐿)

𝑑𝑥
+ 

−𝑁𝑥𝐹
∗ (0, 𝐿 − 𝜉)𝑢(0) −  𝑉𝑧𝐹

∗ (0, 𝐿 − 𝜉)𝑤(0) + 𝑀𝑦𝐹
∗ (0, 𝐿 − 𝜉)

𝑑𝑤(0)

𝑑𝑥
= 

= 𝑁𝑥(𝐿)𝑢𝐹
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)  + 𝑉𝑧(𝐿)𝑤𝐹

∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉)   −  𝑀𝑦(𝐿)
𝑑𝑤𝐹

∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉)

𝑑𝑥
+ 

−𝑁𝑥(0)𝑢𝐹
∗ (0, 𝐿 − 𝜉)  + 𝑉𝑧(0)𝑤𝐹

∗(0, 𝐿 − 𝜉) + 𝑀𝑦(0)
𝑑𝑤𝐹

∗(0, 𝐿 − 𝜉)

𝑑𝑥
+ 

+∫ [𝑝𝑥𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝐿) + 𝑝𝑧𝑤𝐹

∗(𝑥, 𝐿)]𝑑𝑥                                                                                          (3.25)
𝐿

0

 

 

𝑤(𝐿) + 𝑁𝑥𝑃
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)𝑢(𝐿) + 𝑉𝑧𝑃

∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)𝑤(𝐿) − 𝑀𝑦𝑃
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)

𝑑𝑤(𝐿)

𝑑𝑥
+ 
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−𝑁𝑥𝑃
∗ (0, 𝐿 − 𝜉)𝑢(0) − 𝑉𝑧𝑃

∗ (0, 𝐿 − 𝜉)𝑤(0) + 𝑀𝑦𝑃
∗ (0, 𝐿 − 𝜉)

𝑑𝑤(0)

𝑑𝑥
= 

= 𝑁𝑥(𝐿)𝑢𝑃
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉) + 𝑉𝑧(𝐿)𝑤𝑃

∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉) −   𝑀𝑦(𝐿)
𝑑𝑤𝑃

∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉)

𝑑𝑥
+ 

−𝑁𝑥(0)𝑢𝑃
∗ (0, 𝐿 − 𝜉) − 𝑉𝑧(0)𝑤𝑃

∗(0, 𝐿 − 𝜉) + 𝑀𝑦(0)
𝑑𝑤𝑃

∗(0, 𝐿 − 𝜉)

𝑑𝑥
+ 

+∫ [𝑝𝑥𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝐿)+𝑝𝑧𝑤𝑃

∗(𝑥, 𝐿)]𝑑𝑥                                                                                            (3.26)                                        
𝐿

0

 

 

𝑑𝑤(𝐿)

𝑑𝑥̂
+ 𝑁𝑥𝑃,𝑥̂

∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)𝑢(𝐿) + 𝑉𝑧𝑃,𝑥̂
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)𝑤(𝐿) − 𝑀𝑦𝑃,𝑥̂

∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)
𝑑𝑤(𝐿)

𝑑𝑥
+ 

−𝑁𝑥𝑃,𝑥̂
∗ (0, 𝐿 − 𝜉)𝑢(0) − 𝑉𝑧𝑃,𝑥̂

∗ (0, 𝐿 − 𝜉)𝑤(0) + 𝑀𝑦𝑃,𝑥̂
∗ (0, 𝐿 − 𝜉)

𝑑𝑤(0)

𝑑𝑥
= 

= 𝑁𝑥(𝐿)𝑢𝑃,𝑥̂
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉) +  𝑉𝑧(𝐿)𝑤𝑃,𝑥̂

∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉) − 𝑀𝑦(𝐿)
𝑑𝑤𝑃,𝑥̂

∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)

𝑑𝑥
+ 

−𝑁𝑥(0)𝑢𝑃,𝑥̂
∗ (0, 𝐿 − 𝜉) −  𝑉𝑧(0)𝑤𝑃,𝑥̂

∗ (0, 𝐿 − 𝜉) + 𝑀𝑦(0)
𝑑𝑤𝑃,𝑥̂

∗ (0, 𝐿 − 𝜉)

𝑑𝑥
+ 

+∫ [𝑝𝑥𝑢𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝐿)+𝑝𝑧𝑤𝑃,𝑥̂

∗ (𝑥, 𝐿)]𝑑𝑥                                                                                      (3.27)  
                                      

𝐿

0

 

 

Uma representação algébrica para Eq. (3.22), Eq. (3.23), Eq. (3.24), Eq. (3.25), Eq. 

(3.26), Eq. (3.27), em termos das variáveis de contorno (ver Fig. (3.2b)) pode ser escrita 

como segue: 

 

{𝑢} + [𝐻]{𝑢} = [𝐺]{𝑝} + {𝑓}                                                                                                   (3.28) 

 

Onde [𝐻], [𝐺] são as matrizes de influência e {𝑓} é o vetor de ações externas. {𝑢} e 

{𝑝} são os vetores de deslocamentos e solicitações internas, cujas formas explicitas são dadas 

por: 

 

{𝑢} = [𝑢𝑖 𝑤𝑖
𝑑𝑤𝑖

𝑑𝑥
𝑢𝑗 𝑤𝑗

𝑑𝑤𝑗

𝑑𝑥
]
𝑇

= [𝑢(0) 𝑤(0)
𝑑𝑤(0)

𝑑𝑥
𝑢(𝐿) 𝑤(𝐿)

𝑑𝑤(𝐿)

𝑑𝑥
)]
𝑇

   

 

{p} = [Ni Vi Mi Nj Vj Mj]T = 

= [𝑁𝑥(0) 𝑉𝑧(0) 𝑀𝑦(0) 𝑁𝑥(𝐿) 𝑉𝑧(𝐿) 𝑀𝑦(𝐿)]𝑇 
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Figura 3.2 (a) Esforços reais (TCVL); (b) Deslocamentos reais (TCVL) 

 

É importante notar que para apresentação da Fig. (3.2) foi realizado uma rotação 

nos eixos de referente mostrado na Fig. (2.3). 

A forma explicita das matrizes de influência na Eq. (3.28) são: 

 

[𝐻] =

[
 
 
 
 
 
 
−𝑁𝐹

∗(0,0 + 𝜉)

−𝑁𝑃
∗(0,0 + 𝜉)

−𝑁𝑃,𝑥
∗ (0,0 + 𝜉)

−𝑉𝐹
∗(0,0 + 𝜉) 𝑀𝐹

∗(0,0 + 𝜉) 𝑁𝐹
∗(𝐿, 0 + 𝜉)

−𝑉𝑃
∗(0,0 + 𝜉) 𝑀𝑃

∗(0,0 + 𝜉) 𝑁𝑃
∗(𝐿, 0 + 𝜉)

−𝑉𝑃,𝑥
∗ (0,0 + 𝜉) 𝑀𝑃,𝑥

∗ (0,0 + 𝜉) 𝑁𝑃,𝑥
∗ (𝐿, 0 + 𝜉)

𝑉𝐹
∗(𝐿, 0 + 𝜉) −𝑀𝐹

∗(𝐿, 0 + 𝜉)

𝑉𝑃
∗(𝐿, 0 + 𝜉) −𝑀𝑃

∗(𝐿, 0 + 𝜉)

𝑉𝑃,𝑥
∗ (𝐿, 0 + 𝜉) −𝑀𝑃,𝑥

∗ (𝐿, 0 + 𝜉)

−𝑁𝐹
∗(0, 𝐿 − 𝜉) −𝑉𝐹

∗(0, 𝐿 − 𝜉) 𝑀𝐹
∗(0, 𝐿 − 𝜉) 𝑁𝐹

∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉) 𝑉𝐹
∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉) −𝑀𝐹

∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉)

−𝑁𝑃
∗(0, 𝐿 − 𝜉)

−𝑁𝑃,𝑥
∗ (0, 𝐿 − 𝜉)

−𝑉𝑃
∗(0, 𝐿 − 𝜉) 𝑀𝑃

∗(0, 𝐿 − 𝜉) 𝑁𝑃
∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉)

−𝑉𝑃,𝑥
∗ (0, 𝐿 − 𝜉) 𝑀𝑃,𝑥

∗ (0, 𝐿 − 𝜉) 𝑁𝑃,𝑥
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)

𝑉𝑃
∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉) −𝑀𝑃

∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉)

𝑉𝑃,𝑥
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉) −𝑀𝑃,𝑥

∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)]
 
 
 
 
 
 

 

 

[𝐺] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 −𝑢𝐹

∗ (0,0 + 𝜉)

−𝑢𝑃
∗ (0,0 + 𝜉)

−𝑢𝑃,𝑥
∗ (0,0 + 𝜉)

−𝑤𝐹
∗(0,0 + 𝜉)

𝑑𝑤𝐹
∗

𝑑𝑥
(0,0 + 𝜉) 𝑢𝐹

∗ (𝐿, 0 + 𝜉)

−𝑤𝑃
∗(0,0 + 𝜉)

𝑑𝑤𝑃
∗

𝑑𝑥
(0,0 + 𝜉) 𝑢𝑃

∗ (𝐿, 0 + 𝜉)

−𝑤𝑃,𝑥
∗ (0,0 + 𝜉)

𝑑𝑤𝑃,𝑥
∗

𝑑𝑥
(0,0 + 𝜉) 𝑢𝑃,𝑥

∗ (𝐿, 0 + 𝜉)

𝑤𝐹
∗(𝐿, 0 + 𝜉) −

𝑑𝑤𝐹
∗

𝑑𝑥
(𝐿, 0 + 𝜉)

𝑤𝑃
∗(𝐿, 0 + 𝜉) −

𝑑𝑤𝑃
∗

𝑑𝑥
(𝐿, 0 + 𝜉)

𝑤𝑃,𝑥
∗ (𝐿, 0 + 𝜉) −

𝑑𝑤𝑃,𝑥
∗

𝑑𝑥
(𝐿, 0 + 𝜉)

−𝑢𝐹
∗ (0, 𝐿 − 𝜉) −𝑤𝐹

∗(0, 𝐿 − 𝜉)
𝑑𝑤𝐹

∗

𝑑𝑥
(0, 𝐿 − 𝜉) 𝑢𝐹

∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉) 𝑤𝐹
∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉)    −

𝑑𝑤𝐹,𝑥
∗

𝑑𝑥
(𝐿, 𝐿 − 𝜉) 

−𝑢𝑃
∗ (0, 𝐿 − 𝜉)

−𝑢𝑃,𝑥
∗ (0, 𝐿 − 𝜉)

−𝑤𝑃
∗(0, 𝐿 − 𝜉)

𝑑𝑤𝑃
∗

𝑑𝑥
(0, 𝐿 − 𝜉) 𝑢𝑃

∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)

−𝑤𝑃,𝑥
∗ (0, 𝐿 − 𝜉)

𝑑𝑤𝑃,𝑥
∗

𝑑𝑥
(0, 𝐿 − 𝜉) 𝑢𝑃,𝑥

∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)

𝑤𝑃
∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉) −

𝑑𝑤𝑃
∗

𝑑𝑥
(𝐿, 𝐿 − 𝜉)

𝑤𝑃,𝑥
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉) −

𝑑𝑤𝑃,𝑥
∗

𝑑𝑥
(𝐿, 𝐿 − 𝜉)]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(3.29𝑎‐ 𝑏) 

 

Onde os elementos da matriz [H] podem ser obtidos a partir das Eq.(3.16) quando 

substituído os valores do ponto fonte 𝑥̂ e do ponto campo x dados nas Eq.(3.21), Eq.(3.23) 

e Eq.(3.24). Desta forma, os esforços normais no contorno da barra são dados por: 
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−𝑁𝑥𝐹
∗ (0,0 + 𝜉) =

1

2
𝑠𝑔𝑛(0,0 + 𝜉) = −

1

2
                                                                                       

𝑁𝑥𝐹
∗ (𝐿, 0 + 𝜉) = −

1

2
𝑠𝑔𝑛(𝐿, 0 + 𝜉) = −

1

2
 

−𝑁𝑥𝐹
∗ (0, 𝐿 − 𝜉) =

1

2
𝑠𝑔𝑛(0, 𝐿 − 𝜉) = −

1

2
                                                                                      

𝑁𝑥𝐹
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉) = −

1

2
𝑠𝑔𝑛(𝐿, 𝐿 − 𝜉) = −

1

2
                                                                         (3.30𝑎) 

 

Agora, os momentos fletor no contorno da barra resultam em: 

 

𝑀𝑦𝑃
∗ (0,0 + 𝜉) = −

|0 − (0 + 𝜉)|

2
= 0                                                                                   

−𝑀𝑦𝑃
∗ (𝐿, 0 + 𝜉) =

|𝐿 − (0 + 𝜉)|

2
=
𝐿

2
   

𝑀𝑦𝑃
∗ (0, 𝐿 − 𝜉) = −

|0 − (𝐿 − 𝜉)|

2
= −

𝐿

2
                                                                                   

−𝑀𝑦𝑃
∗ (𝐿, 0 + 𝜉) =  

|𝐿 − (𝐿 − 𝜉)|

2
=  0                                                                                (3.30𝑏) 

 

Já os esforços cortantes no contorno da barra ficam: 

 

−𝑉𝑧𝑃
∗ (0,0 + 𝜉) =

1

2
𝑠𝑔𝑛(0,0 + 𝜉) = −

1

2
                                                                                       

𝑉𝑧𝑃
∗ (𝐿, 0 + 𝜉) = −

1

2
𝑠𝑔𝑛(𝐿, 0 + 𝜉) = −

1

2
 

−𝑉𝑧𝑃
∗ (0, 𝐿 − 𝜉) =

1

2
𝑠𝑔𝑛(0, 𝐿 − 𝜉) = −

1

2
                                                                                      

𝑉𝑧𝑃
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉) = −

1

2
𝑠𝑔𝑛(𝐿, 𝐿 − 𝜉) = −

1

2
                                                                          (3.30𝑐) 

 

Agora, para os esforços derivados em relação ao ponto fonte, tem-se apenas o 

momento fletor derivado que é dado por: 

 

𝑀𝑦𝑃,𝑥̂
∗ (0,0 + 𝜉) =

1

2
𝑠𝑔𝑛(0,0 + 𝜉) = −

1

2
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−𝑀𝑦𝑃,𝑥̂
∗ (𝐿, 0 + 𝜉) = −

1

2
𝑠𝑔𝑛(𝐿, 0 + 𝜉) = −

1

2
 

𝑀𝑦𝑃,𝑥̂
∗ (0, 𝐿 − 𝜉) =

1

2
𝑠𝑔𝑛(0, 𝐿 − 𝜉) = −

1

2
                                                                                      

−𝑀𝑦𝑃,𝑥̂
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉) = −

1

2
𝑠𝑔𝑛(𝐿, 𝐿 − 𝜉) = −

1

2
                                                                  (3.30𝑑) 

 

Notadamente, os outros elementos da matriz [H] dados na Eq.(3.29), aqui não 

especificados na Eq. (3.30), são nulos pela definição da Eq. (3.16). Portanto, substituindo a 

Eq. (3.30) na Eq.(3.29b), tem-se a matriz de influência [H] na forma algébrica: 

 

[𝐻] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 −
1

2
0 0 −

1

2
0 0

0 −
1

2
0 0 −

1

2

𝐿

2

0 0 −
1

2
0 0 −

1

2

−
1

2
0 0 −

1

2
0 0

0 −
1

2
−
𝐿

2
0 −

1

2
0

0 0 −
1

2
0 0 −

1

2]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                                                 

 

Processo análogo ao adotado para a obtenção dos elementos da matriz [H] será 

desenvolvido para a definição dos elementos da matriz [G]. Sendo assim, os deslocamentos 

fundamentais no contorno são para 𝑢𝐹
∗  de (3.14), tem-se; 

 

−𝑢𝐹
∗ (0,0 + 𝜉) = −

𝐷11

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

|0 − (0 + 𝜉)| = 0 

𝑢𝐹
∗ (𝐿, 0 + 𝜉) =

𝐷11

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

|𝐿 − (0 + 𝜉)| =
𝐷11

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿 

−𝑢𝐹
∗ (0, 𝐿 − 𝜉) = −

𝐷11

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

|0 − (𝐿 − 𝜉)| = −
𝐷11

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿 

𝑢𝐹
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉) =

𝐷11

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

|𝐿 − (𝐿 + 𝜉)| = 0                                                        (3.31𝑎) 

 

Agora para o deslocamento 𝑤𝐹
∗ no contorno tem-se;  
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−𝑤𝐹
∗(0,0 + 𝜉) = −

𝐵11

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

|0 − (0 + 𝜉)|2𝑠𝑔𝑛(0,0 + 𝜉) = 0 

𝑤𝐹
∗(𝐿, 0 + 𝜉) =

𝐵11

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

|𝐿 − (0 + 𝜉)|2𝑠𝑔𝑛(𝐿, 0 + 𝜉) =
𝐵11

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿2 

−𝑤𝐹
∗(0, 𝐿 − 𝜉) = −

𝐵11

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

|0 − (𝐿 − 𝜉)|2𝑠𝑔𝑛(0, 𝐿 − 𝜉) =
𝐵11

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿2 

𝑤𝐹
∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉) = −

𝐵11

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

|𝐿 − (𝐿 − 𝜉)|2𝑠𝑔𝑛(𝐿, 𝐿 − 𝜉) = 0                         

(3.31𝑏) 

 

Quanto à inclinação da elástica transversal fundamental no contorno quando px é 

ativado fica; 

 

𝑑𝑤𝐹
∗(0,0 + 𝜉)

𝑑𝑥
=

𝐵11

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

|0 − (0 + 𝜉)| = 0 

−
𝑑𝑤𝐹

∗(𝐿, 0 + 𝜉)

𝑑𝑥
= −

𝐵11

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

|𝐿 − (0 + 𝜉)| = −
𝐵11

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿 

𝑑𝑤𝐹
∗(0, 𝐿 − 𝜉)

𝑑𝑥
=

𝐵11

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

|0 − (𝐿 − 𝜉)| =
𝐵11

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿 

−
𝑑𝑤𝐹

∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉)

𝑑𝑥
= −

𝐵11

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

|𝐿 − (𝐿 + 𝜉)| = 0                                             (3.31𝑐) 

 

Os deslocamentos fundamentais quando pz é ativado no contorno da barra podem 

ser escritos como: Observando que 𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂) = −𝑤𝐹

∗(𝑥, 𝑥̂) tem-se que; 

 

−𝑢𝑃
∗ (0,0 + 𝜉) = 0 

𝑢𝑃
∗ (𝐿, 0 + 𝜉) = −

𝐵11

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿2 

−𝑢𝑃
∗ (0, 𝐿 − 𝜉) = −

𝐵11

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿2     

−𝑢𝑃
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉) = 0                                                                                                                    (3.31𝑑) 

                                                                      

 

O deslocamento 𝑤𝑃
∗  no contorno fica; 
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−𝑤𝑃
∗(0,0 + 𝜉) =

𝐴11

12(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

|0 − (0 + 𝜉)|3    = 0               

𝑤𝑃
∗(𝐿, 0 + 𝜉) = −

𝐴11

12(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

|𝐿 − (0 + 𝜉)|3    = −
𝐴11

12(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

 𝐿3           

−𝑤𝑃
∗(0, 𝐿 − 𝜉) =

𝐴11

12(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

|0 − (𝐿 − 𝜉)|3    =
𝐴11

12(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

 𝐿3           

𝑤𝑃
∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉) =

𝐴11

12(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

|𝐿 − (𝐿 − 𝜉)|3    = 0                                                 (3.31𝑒) 

 

Já a inclinação da elástica transversal no contorno 
𝑑𝑤𝑃

∗

𝑑𝑥
, é dada por; 

 

𝑑𝑤𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
= −

𝐴11𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝐵11
 

 

Assim, tem-se, 

 

𝑑𝑤𝑃
∗(0,0 + 𝜉)

𝑑𝑥
= 0 

−
𝑑𝑤𝑃

∗(𝐿, 0 + 𝜉)

𝑑𝑥
=

𝐴11

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿2 

𝑑𝑤𝑃
∗(0, 𝐿 − 𝜉)

𝑑𝑥
= −

𝐴11

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿2 

𝑑𝑤𝑃
∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉)

𝑑𝑥
= 0                                                                                                                    (3.31𝑓) 

 

Agora, para as derivadas em relação ao ponto fonte 𝑢𝑃,𝑥̂
∗ ,  𝑤𝑃,𝑥̂

∗ , 
𝑑𝑤𝑃,𝑥̂

∗

𝑑𝑥
 têm-se as 

seguintes relações: 

 

𝑢𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝑥̂) =

𝑑𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
 

𝑤𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝑥̂) =

𝐴11𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝐵11
 

𝑑𝑤𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
= (

𝐴11
𝐵11

)
𝑑𝑤𝐹

∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
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Que, por sua vez, resultam em: 

  

−𝑢𝑃,𝑥̂
∗ (0,0 + 𝜉) = 0 

𝑢𝑃,𝑥̂
∗ (𝐿, 0 + 𝜉) = −

𝐵11

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿 

−𝑢𝑃,𝑥̂
∗ (0, 𝐿 − 𝜉) =

𝐵11

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿 

𝑢𝑃,𝑥̂
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉) = 0                                                                                                                    (3.31𝑔) 

 

−𝑤𝑃,𝑥̂
∗ (0,0 + 𝜉) = 0 

𝑤𝑃,𝑥̂
∗ (𝐿, 0 + 𝜉) =

𝐴11

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿2 

−𝑤𝑃,𝑥̂
∗ (0, 𝐿 − 𝜉) =

𝐴11

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿2 

𝑤𝑃,𝑥̂
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉) = 0                                                                                                                    (3.31ℎ) 

 

𝑑𝑤𝑃,𝑥̂
∗ (0,0 + 𝜉)

𝑑𝑥
= 0 

−
𝑑𝑤𝑃,𝑥̂

∗ (𝐿, 0 + 𝜉)

𝑑𝑥
= −

𝐴11

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿 

𝑑𝑤𝑃,𝑥̂
∗ (0, 𝐿 − 𝜉)

𝑑𝑥
=

𝐴11

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿 

−
𝑑𝑤𝑃,𝑥̂

∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)

𝑑𝑥
= 0                                                                                                              (3.31𝑖) 

 

Substituindo a Eq.(3.31) na Eq. (3.29), a matriz de influência [G] fica assim 

expressa:  
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[𝐺] =
1

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0 𝐷11𝐿

𝐵11
2
𝐿2 −𝐵11𝐿

0 0 0 −
𝐵11
2
𝐿2 −

𝐴11
6
𝐿3

𝐴11
2
𝐿2

0 0 0 𝐵11𝐿
𝐴11
2
𝐿2 −𝐴11𝐿

−𝐷11𝐿
𝐵11
2
𝐿2 𝐵11𝐿 0 0 0

−
𝐵11
2
𝐿2

𝐴11
6
𝐿3

𝐴11
2
𝐿2 0 0 0

−𝐵11𝐿
𝐴11
2
𝐿2 𝐴11𝐿 0 0 0 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Os elementos vetor de carregamentos {𝑓} na sua forma explícita no contorno são 

dados por: 

 

{𝑓} =

{
  
 

  
 
𝑓1𝑖
𝑓2𝑖
𝑓3𝑖
𝑓1𝑗
𝑓2𝑗
𝑓3𝑗}
  
 

  
 

 

 

Onde,  

 

𝑓1𝑖 = ∫ [𝑝𝑥𝑢𝐹
∗ (𝑥, 0) + 𝑝𝑧𝑤𝐹

∗(𝑥, 0)]𝑑𝑥                                                              
𝐿

0

 

𝑓2𝑖 = ∫ [𝑝𝑥𝑢𝑃
∗ (𝑥, 0)+𝑝𝑧𝑤𝑃

∗(𝑥, 0)]𝑑𝑥                                                                                               
𝐿

0

 

𝑓3𝑖 = ∫
[𝑝𝑥𝑢𝑃,𝑥̂

∗ (𝑥, 0)+𝑝𝑧𝑤𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 0)]𝑑𝑥                                                                                  

                                      

𝐿

0

 

𝑓1𝑗 = ∫ [𝑝𝑥𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝐿) + 𝑝𝑧𝑤𝐹

∗(𝑥, 𝐿)]𝑑𝑥                                                             
𝐿

0

 

𝑓2𝑗 = ∫ [𝑝𝑥𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝐿)+𝑝𝑧𝑤𝑃

∗(𝑥, 𝐿)]𝑑𝑥                                                                                               
𝐿

0

 

𝑓3𝑗 = ∫
[𝑝𝑥𝑢𝑃,𝑥̂

∗ (𝑥, 𝐿)+𝑝𝑧𝑤𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝐿)]𝑑𝑥                                                                      (3.32𝑎‐ 𝑓) 

                                      

𝐿

0
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Convém notar que as integrais envolvendo o módulo 𝑟 = |𝑥 − 𝑥̂|, podem ser escritas 

como:  

 

∫ (|𝑥 − 𝑥̂|)𝑛𝑑𝑥 =

{
 
 

 
 ∫ (𝑥 − 𝑥̂)𝑛𝑑𝑥

𝐿

0

, 𝑠𝑒 𝑥 > 𝑥̂

∫ (𝑥̂ − 𝑥)𝑛𝑑𝑥, 𝑠𝑒 𝑥 < 𝑥̂
𝐿

0

𝐿

0

 

 

Se os carregamentos 𝑝𝑥 e 𝑝𝑧 forem uniformes em todo o domínio da barra o vetor 

{𝑓} pode ser escrito da seguinte maneira, substituindo a Eq. (3.14) adequadamente na Eq. 

(3.28). Assim, para o ponto fonte na extremidade esquerda (𝑥̂ = 0) resulta em: 

 

𝑓1𝑖 = 𝑝𝑥∫
𝐷11𝑥

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑑𝑥 + 𝑝𝑧∫
𝐵11𝑥

2

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑑𝑥 
𝐿

0

 
𝐿

0

 

 

𝑓2𝑖 = −𝑝𝑥∫
𝐵11𝑥

2

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑑𝑥 
𝐿

0

− 𝑝𝑧∫
𝐴11𝑥

3

12(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑑𝑥 
𝐿

0

 

 

𝑓3𝑖 = 𝑝𝑥∫
𝐵11𝑥

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿

0

𝑑𝑥 + 𝑝𝑧∫
𝐴11𝑥

2

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑑𝑥 
𝐿

0

 

 

Caso contrário, quando o ponto fonte na extremidade direita 𝑥̂ = 𝐿 obtém-se: 

 

𝑓1𝑗 = 𝑝𝑥∫
𝐷11(𝐿 − 𝑥)

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑑𝑥 − 𝑝𝑧∫
𝐵11(𝐿 − 𝑥)

2

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑑𝑥 
𝐿

0

 
𝐿

0

 

 

𝑓2𝑗 = 𝑝𝑥∫
𝐵11(𝐿 − 𝑥)

2

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑑𝑥 
𝐿

0

− 𝑝𝑧∫
𝐵11(𝐿 − 𝑥)

3

12(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑑𝑥 
𝐿

0

 

 

𝑓3𝑗 = 𝑝𝑥∫
𝐵11(𝐿 − 𝑥)

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿

0

𝑑𝑥 − 𝑝𝑧∫
𝐴11(𝐿 − 𝑥)

2

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑑𝑥 
𝐿

0

 

 

Portanto, o vetor dos carregamentos fica assim definido: 
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{𝑓} =

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

𝑝𝑥𝐷11

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿2 +
𝑝𝑧𝐵11

12(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿3

−
𝑝𝑥𝐵11

12(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿3 −
𝑝𝑧𝐴11

48(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿4

𝑝𝑥𝐵11

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿2 +
𝑝𝑧𝐴11

12(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿3

𝑝𝑥𝐷11

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿2 −
𝑝𝑧𝐵11

12(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿3

𝑝𝑥𝐵11

12(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿3 −
𝑝𝑧𝐴11

48(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿4

𝑝𝑥𝐵11

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿2 −
𝑝𝑧𝐴11

12(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝐿3
}
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

Para o caso de uma distribuição polinomial para 𝑝𝑥 e 𝑝𝑧 o vetor {f} pode ser obtido 

conforme indicado no ANEXO II. 

Antes da solução propriamente dita do sistema algébrico dado na Eq. (3.28) é 

necessário aplicar as condições de contorno do problema, obtendo a matriz de influência das 

incógnitas [A] e o vetor independente {B} resultando em: 

 

[𝐴]{𝑥} = {𝐵}                                                                                                                 (3.33)  

  

Onde {x} é o vetor das incógnitas. 

Para cada grau de liberdade pertencente a nós de extremidade da viga tem-se que  

se o deslocamento é prescrito, o esforço correspondente é incógnito e vice-versa. Se o 

sistema (3.28) for expresso em uma forma genérica tem-se que: 

 

[
 
 
 
 
 
𝐻11 𝐻12 𝐻13 𝐻14 𝐻15 𝐻16
𝐻21 𝐻22 𝐻23 𝐻24 𝐻25 𝐻26
𝐻31 𝐻32 𝐻33 𝐻34 𝐻35 𝐻36
𝐻41 𝐻42 𝐻43 𝐻44 𝐻45 𝐻46
𝐻51 𝐻52 𝐻53 𝐻54 𝐻55 𝐻56
𝐻61 𝐻62 𝐻63 𝐻64 𝐻65 𝐻66]

 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝑢1
𝑢2
𝑢3
𝑢4
𝑢5
𝑢6}
 
 

 
 

=  
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[
 
 
 
 
 
𝐺11 𝐺12 𝐺13 𝐺14 𝐺15 𝐺16
𝐺21 𝐺22 𝐺23 𝐺24 𝐺25 𝐺26
𝐺31 𝐺32 𝐺33 𝐺34 𝐺35 𝐺36
𝐺41 𝐺42 𝐺43 𝐺44 𝐺45 𝐺46
𝐺51 𝐺52 𝐺53 𝐺54 𝐺55 𝐺56
𝐺61 𝐺62 𝐺63 𝐺64 𝐺65 𝐺66]

 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝑝1
𝑝2
𝑝3
𝑝4
𝑝5
𝑝6}
 
 

 
 

+

{
 
 

 
 
𝑓1
𝑓2
𝑓3
𝑓4
𝑓5
𝑓6}
 
 

 
 

                                                            (3.34)  

 

Admitindo-se que só o grau de liberdade 3 esteja prescrito  em deslocamento 𝑢̅3 (o 

que implica que as forças nos demais graus de liberdades estão todas prescritas), então o 

sistema final é obtido substituindo a matriz de influência [H] na coluna 3 pelos valores  da 

matriz [G] na Eq.(3.34). Da mesma forma a matriz [G] é alterada na mesma coluna com os 

valores da matriz [H] antes da atualização. Resumindo, o processo de imposição de 

condições de contorno implica em uma permuta de coluna entre as matrizes [H] e [G] na 

posição do grau de liberdade prescrito em deslocamento,  resultando em:  

 

[
 
 
 
 
 
𝐻11 𝐻12 −𝐺13 𝐻14 𝐻15 𝐻16
𝐻21 𝐻22 −𝐺23 𝐻24 𝐻25 𝐻26
𝐻31 𝐻32 −𝐺33 𝐻34 𝐻35 𝐻36
𝐻41 𝐻42 −𝐺43 𝐻44 𝐻45 𝐻46
𝐻51 𝐻52 −𝐺53 𝐻54 𝐻55 𝐻56
𝐻61 𝐻62 −𝐺63 𝐻64 𝐻65 𝐻66]

 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝑢1
𝑢2
𝑝3
𝑢4
𝑢5
𝑢6}
 
 

 
 

= 

 

[
 
 
 
 
 
𝐺11 𝐺12 −𝐻13 𝐺14 𝐺15 𝐺16
𝐺21 𝐺22 −𝐻23 𝐺24 𝐺25 𝐺26
𝐺31 𝐺32 −𝐻33 𝐺34 𝐺35 𝐺36
𝐺41 𝐺42 −𝐻43 𝐺44 𝐺45 𝐺46
𝐺51 𝐺52 −𝐻53 𝐺54 𝐺55 𝐺56
𝐺61 𝐺62 −𝐻63 𝐺64 𝐺65 𝐺66]

 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝑝̅1
𝑝̅2
𝑢̅3
𝑝̅3
𝑝̅5
𝑝̅6}
 
 

 
 

+

{
 
 

 
 
𝑓1
𝑓2
𝑓3
𝑓4
𝑓5
𝑓6}
 
 

 
 

                                                        (3.35) 

 

Então, a matriz de influência das incógnitas, o vetor independente e vetor das 

incógnitas na Eq. (3.33) são dados pela Eq. (3.35) onde: 

 

[𝐴] =

[
 
 
 
 
 
𝐻11 𝐻12 −𝐺13 𝐻14 𝐻15 𝐻16
𝐻21 𝐻22 −𝐺23 𝐻24 𝐻25 𝐻26
𝐻31 𝐻32 −𝐺33 𝐻34 𝐻35 𝐻36
𝐻41 𝐻42 −𝐺43 𝐻44 𝐻45 𝐻46
𝐻51 𝐻52 −𝐺53 𝐻54 𝐻55 𝐻56
𝐻61 𝐻62 −𝐺63 𝐻64 𝐻65 𝐻66]
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{𝐵} =

[
 
 
 
 
 
𝐺11 𝐺12 −𝐻13 𝐺14 𝐺15 𝐺16
𝐺21 𝐺22 −𝐻23 𝐺24 𝐺25 𝐺26
𝐺31 𝐺32 −𝐻33 𝐺34 𝐺35 𝐺36
𝐺41 𝐺42 −𝐻43 𝐺44 𝐺45 𝐺46
𝐺51 𝐺52 −𝐻53 𝐺54 𝐺55 𝐺56
𝐺61 𝐺62 −𝐻63 𝐺64 𝐺65 𝐺66]

 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝑝̅1
𝑝̅2
𝑢̅3
𝑝̅3
𝑝̅5
𝑝̅6}
 
 

 
 

+

{
 
 

 
 
𝑓1
𝑓2
𝑓3
𝑓4
𝑓5
𝑓6}
 
 

 
 

 

{𝑥} =

{
 
 

 
 
𝑢1
𝑢2
𝑝3
𝑢4
𝑢5
𝑢6}
 
 

 
 

 

 

Se mais graus de liberdade em deslocamentos forem prescritos, então é necessário 

fazer outras trocas de colunas análogas ao que foi explicado na Eq. (3.35). 

Terminada a imposição das condições de contorno pode-se finalmente aplicar uma 

técnica de solução de sistemas lineares (direta ou iterativa) para que o vetor das incógnitas 

{𝑥} da Eq. (3.33) seja finalmente determinado. 

Depois de todas as variáveis no contorno da viga serem determinadas, então os 

deslocamentos em qualquer ponto do domínio (por exemplo, 𝑥̂ = 𝑎) podem ser calculados 

aplicando-se as equações integrais apresentadas nas Eq. (3.21), Eq. (3.23) e Eq. (3.24), cujas 

respectivas equações algébricas na forma matricial podem ser escritas como: 

 

{𝑢(𝑎)} + [𝐻(𝑎)]{𝑢} = [𝐺(𝑎)]{𝑝} + {𝑓(𝑎)}                                                                          (3.36) 

 

Onde: 

 {𝑢(𝑎)} = {

𝑢(𝑎)
𝑤(𝑎)
𝑑𝑤(𝑎)

𝑑𝑥

}  

 

𝐻(𝑎) =

[
 
 
 
 
 −
1

2
0 0 −

1

2
0 0

0 −
1

2
−
𝑎

2
0 −

1

2

𝑏

2

0 0 −
1

2
0 0 −

1

2]
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𝐺(𝑎) =
1

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

[
 
 
 
 
 −𝐷11𝑎

𝐵11
2
𝑎2 𝐵11𝑎 𝐷11𝑏

𝐵11
2
𝑏2 −𝐵11𝑏

−
𝐵11
2
𝑎2

𝐴11
6
𝑎3

𝐴11
2
𝑎2 −

𝐵11
2
𝑏2 −

𝐴11
6
𝑏3

𝐴11
2
𝑏2

−𝐵11𝑎
𝐴11
2
𝑎2 𝐴11𝑎 𝐵11𝑏

𝐴11
2
𝑏2 −𝐴11𝑏]

 
 
 
 
 

 

{𝑓(𝑎)} =
1

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

{
 
 

 
 𝑝𝑥𝐷11𝑎

2 +
𝑝𝑧𝐵11
3

𝑎3 + 𝑝𝑥𝐷11𝑏
2 −

𝑝𝑧𝐵11
3

𝑏3

−
𝑝𝑥𝐵11
3

𝑎3 −
𝑝𝑧𝐴11
12

𝑎4 +
𝑝𝑥𝐵11
3

𝑏3 −
𝑝𝑧𝐴11
12

𝑏4

𝑝𝑥𝐵11𝑎
2 +

𝑝𝑧𝐴11
3

𝑎3 + 𝑝𝑥𝐵11𝑏
2 −

𝑝𝑧𝐴11
3

𝑏3 }
 
 

 
 

 

 

Com, 𝑏 = 𝐿 − 𝑎 

Para o caso de uma distribuição polinomial 𝑝𝑥  e 𝑝𝑧  o vetor {f} pode ser obtido 

conforme indicado no ANEXO II. 
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CAPÍTULO 4   

 

 

MEC EM VIGAS LAMINADAS DE PRIMEIRA ORDEM: ANÁLISE ESTÁTICA 

 

4.1 INTRODUÇÃO 

 

Neste capítulo será desenvolvida a análise estática da Teoria de Primeira ordem de 

Vigas Laminadas (TPVL) a partir dos conceitos dados no Capítulo 2. Serão determinadas 

ainda a equação integral, as soluções fundamentais e as equações algébricas para o 

estabelecimento do MEC. Novamente, as discussões para extensão do MEC na análise da 

TPVL são originais. 

 

4.2 PROBLEMA FUNDAMENTAL 

 

Para o desenvolvimento do problema fundamental da TPVL será tomada uma viga 

laminada de comprimento infinito, de largura e altura idênticas ao problema real, mostrada  

na Fig. (4.1), sob à ação das forças puntuais 𝑝𝑥
∗(𝑥, 𝑥̂) =  𝛿(𝑥, 𝑥̂),  𝑝𝑧

∗(𝑥, 𝑥̂) =  𝛿(𝑥, 𝑥̂) e 

𝑚𝑦
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 𝛿(𝑥, 𝑥̂). Cada força, quando ativada, aciona apenas os três deslocamentos a ela 

associados. Assim, 𝑝𝑥
∗  aciona os deslocamentos fundamentais 𝑢𝐹

∗ (𝑥, 𝑥̂), 𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂), 𝜑𝐹

∗ (𝑥, 𝑥̂), 

𝑝𝑧
∗  aciona os deslocamentos fundamentais  𝑢𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂) , 𝑤𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂) , 𝜑𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂) , e por fim o 

momento fundamental 𝑚𝑦
∗  aciona os deslocamentos fundamentais 𝑢𝑚

∗ (𝑥, 𝑥̂) , 𝑤𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂) , 

𝜑𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂). 
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Figura 4.1 Equilíbrio Fundamental: (a) my* ativado; (b) px* ativado; (c) pz* ativado; (d) 

Barra fundamental; Deslocamentos Fundamentais: (e) my* ativado; (f) px* ativado;(g) pz* 

ativado 
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Para o equilíbrio de forças e momentos apresentados na Fig. (4.1b), com a fonte 

puntual ativada na direção x tem-se: 

 

𝑑𝑁𝑥𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
+ 𝑝𝑥

∗(𝑥, 𝑥̂) = 0                                                                                            

 

𝑑𝑉𝑧𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
= 0                                                                                              

𝑑𝑀𝑦
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
− 𝑉𝑧𝐹

∗ (𝑥, 𝑥̂) = 0                                                                                                   (4.1𝑎‐ 𝑐) 

 

Realizando agora o equilíbrio de forças e momentos da Fig. (4.1c), para a função 

puntual aplicada na direção z obtêm-se: 

 

𝑑𝑁𝑥𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
= 0                                                                                            

 

𝑑𝑉𝑧𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
+ 𝑝𝑧

∗(𝑥, 𝑥̂) = 0                                                                                              

 

−𝑉𝑧𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂) +

𝑑𝑀𝑦𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
= 0                                                                                             (4.1𝑑‐ 𝑓) 

 

E, finalmente o equilíbrio de força e momentos apresentados na Fig. (4.1a), se a 

função puntual em momento for aplicada em torno do eixo y: 

 

𝑑𝑁𝑥𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
= 0                                                                                            

𝑑𝑉𝑧𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
= 0                                                                                              

−𝑉𝑧𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂) +

𝑑𝑀𝑦𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
+ 𝑚𝑦

∗ (𝑥, 𝑥̂) = 0                                                                           

 

Analogamente ao problema real apresentado no Capítulo 2, os esforços 

fundamentais na Eq. (4.1) podem ser desenvolvidos a partir da Eq. (2.35) dando: 
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𝑁𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂) = 𝐴11

𝑑𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
+ 𝐵11

𝑑𝜑𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
  

𝑉𝑧𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 𝐴55 (

𝑑𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
+ 𝜑𝐹

∗ (𝑥, 𝑥̂)) 

 

𝑀𝑦𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 𝐵11

𝑑𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
+ 𝐷11

𝑑𝜑𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
                                                                    

 

𝑁𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂) = 𝐴11

𝑑𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
+ 𝐵11

𝑑𝜑𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
 

𝑉𝑧𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 𝐴55 (

𝑑𝑤𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
+ 𝜑𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂)) 

𝑀𝑦𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 𝐵11

𝑑𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
+ 𝐷11

𝑑𝜑𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
 

 

𝑁𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 𝐴11

𝑑𝑢𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
+ 𝐵11

𝑑𝜑𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
 

𝑉𝑧𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 𝐴55 (

𝑑𝑤𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
+ 𝜑𝑚

∗ (𝑥, 𝑥̂)) 

𝑀𝑦𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 𝐵11

𝑑𝑢𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
+ 𝐷11

𝑑𝜑𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
                                                                 (4.2𝑎‐ 𝑖) 

 

Substituindo os esforços fundamentais dados na Eq. (4.2) na equação de equilíbrio 

fundamental apresentada na Eq. (4.1), são obtidas as equações governantes em 

deslocamentos que podem ser expressas como: 

 

[𝐵][𝐶] = [𝑞]                                                                                                                                    (4.3) 

 

Onde, 

 

[𝐵] =

[
 
 
 
 
 
 𝐴11

𝑑2

𝑑𝑥2
0 𝐵11

𝑑2

𝑑𝑥2

0 𝐴55
𝑑2

𝑑𝑥2
𝐴55

𝑑

𝑑𝑥

𝐵11
𝑑2

𝑑𝑥2
−𝐴55

𝑑

𝑑𝑥
𝐷11

𝑑2

𝑑𝑥2
− 𝐴55]

 
 
 
 
 
 

                                                                      (4.3𝑎) 



54 
 

 

[𝐶] = [

𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) 𝑢𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂) 𝑢𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂) 𝑤𝑃

∗(𝑥, 𝑥̂) 𝑤𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝜑𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) 𝜑𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂) 𝜑𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)

]                                                                               (4.3𝑏) 

 

[𝑞] = − [

𝑝𝑥
∗(𝑥, 𝑥̂) 0 0

0 𝑝𝑧
∗(𝑥, 𝑥̂) 0

0 0 𝑚𝑦
∗ (𝑥, 𝑥̂)

] = − [
𝛿(𝑥, 𝑥̂) 0 0
0 𝛿(𝑥, 𝑥̂) 0
0 0 𝛿(𝑥, 𝑥̂)

]               (4.3𝑐) 

 

Para encontrar a solução da equação governante do problema fundamental dada na 

Eq. (4.3), uma forma que pode ser utilizada é o Método de HÖRMANDER discutido no 

Capítulo 3, resultando em:  

 

[𝐶] = [𝐵𝑐𝑜𝑓]𝑇𝜓                                                                                                                              (4.4) 

 

E, portanto, após fazer as derivadas pertinentes tais quais no capítulo 3, a equação 

diferencial, em termos da função escalar 𝜓, fica: 

 

𝑑6𝜓

𝑑𝑥6
= 

1

𝐴55(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝛿(𝑥, 𝑥̂)                                                                                           (4.5) 

 

Notadamente a equação diferencial apresentada na Eq. (4.5) pode ser resolvida de 

forma análoga a Eq. (3.8), resultando em: 

 

𝜓(𝑟) =
1

240𝐴55(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑟5                                                                                            (4.6) 

 

Para a obtenção das soluções fundamentais em deslocamento faz-se a substituição 

da Eq. (4.6) na equação a Eq. (4.4) dado: 

 

𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) =

𝐷11

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑟 

𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂) = −

𝐵11

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑟2𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂) 
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𝑢𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂) = −

𝐵11

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑟 

𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂) =

𝐵11

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑟2𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂) 

𝑤𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂) = −

𝑟

2𝐴55
−

𝐴11

12(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑟3 

𝑤𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂) = −

𝐴11

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑟2𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂) 

𝜑𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) = −

𝐵11

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑟 

𝜑𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂) =

𝐴11

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑟2𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂) 

𝜑𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂) =

𝐴11

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

𝑟                                                                                              (4.7𝑎ـ𝑖) 

 

Já os esforços fundamentais podem ser obtidos substituindo a Eq.  (4.7) 

adequadamente na Eq.(4.2), dando assim: 

 

𝑁𝑥𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) = −

1

2
𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂) 

 

𝑉𝑧𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 0 

 

𝑀𝑦𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 0 

 

𝑁𝑥𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 0 

 

𝑉𝑧𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂) = −

1

2
𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂) 

 

𝑀𝑦𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂) = −

1

2
𝑟 

 

𝑁𝑥𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 0 
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𝑉𝑧𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂) = 0 

𝑀𝑦𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂) = −

1

2
𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂)                                                                                                   (4.8𝑎‐ 𝑖) 

 

 

4.3 EQUAÇÕES INTEGRAIS 

 

O Método dos Resíduos Ponderados permite ponderar a equação governante do 

problema real Eq.(2.34) pelas funções fundamentais em deslocamentos Eq. (4.7) 

convenientes, resultando em: 

 

∫

{
  
 

  
 

[
 
 
 
 
 
 𝐴11

𝑑2

𝑑𝑥2
0 𝐵11

𝑑2

𝑑𝑥2

0 𝐴55
𝑑2

𝑑𝑥2
𝐴55

𝑑

𝑑𝑥

𝐵11
𝑑2

𝑑𝑥2
−𝐴55

𝑑

𝑑𝑥
𝐷11

𝑑2

𝑑𝑥2
− 𝐴55]

 
 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝑢(𝑥)

𝑤(𝑥)

𝜑(𝑥)}
 
 

 
 

+

{
 
 

 
 
𝑝𝑥(𝑥)

𝑝𝑧(𝑥)

𝑚𝑦(𝑥)}
 
 

 
 

 

}
  
 

  
 
𝑇

×
𝐿

0
 

×

[
 
 
 
 
𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) 𝑢𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂) 𝑢𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂) 𝑤𝑃

∗(𝑥, 𝑥̂) 𝑤𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝜑𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) 𝜑𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂) 𝜑𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)]

 
 
 
 

𝑑𝑥 =

{
 
 

 
 
0

0

0}
 
 

 
 
𝑇

                                                          (4.8) 

 

Fazendo as devidas operações algébricas na Eq. (4.8), pode-se obter três equações as 

quais são acionadas quando 𝑝𝑥
∗ , 𝑝𝑧

∗, ou  𝑚𝑦
∗  são independentemente ativados. Portanto, a 

equação associada à função puntual 𝑝𝑥
∗(𝑥, 𝑥̂) pode ser expressa como: 

 

∫ [(𝐴11
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝐵11

𝑑2𝜑

𝑑𝑥2
+𝑝𝑥)𝑢𝐹

∗ + (𝐴55
𝑑𝜑

𝑑𝑥
+ 𝐴55

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
+𝑝𝑧)𝑤𝐹

∗
𝐿

0

+ (𝐵11
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝐷11

𝑑2𝜑

𝑑𝑥2
− 𝐴55 (𝜑 +

𝑑𝑤

𝑑𝑥
)+𝑚𝑦)𝜑𝐹

∗ ] 𝑑𝑥 = 0                   (4.9) 

 

Efetuando sucessivas integrais por partes na Eq.(4.9) e depois substituindo a equação 

dos esforços fundamentais Eq.(4.2), obtém-se a equação integral de deslocamentos axial: 
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∫ [(𝐴11
𝑑2𝑢𝐹

∗

𝑑𝑥2
+ 𝐵11

𝑑2𝜑𝐹
∗

𝑑𝑥2
)𝑢(𝑥) + (𝐴55

𝑑𝜑𝐹
∗

𝑑𝑥
+ 𝐴55

𝑑2𝑤𝐹
∗

𝑑𝑥2
)𝑤(𝑥)

𝐿

0

+ (𝐵11
𝑑2𝑢𝐹

∗

𝑑𝑥2
+ 𝐷11

𝑑2𝜑𝐹
∗

𝑑𝑥2
− 𝐴55 (𝜑𝑃

∗ +
𝑑𝑤𝐹

∗

𝑑𝑥
))𝜑(𝑥)] 𝑑𝑥 +                         

−[𝑁𝑥𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑢(𝑥)]0

𝐿 − [𝑉𝑧𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑤(𝑥)]0

𝐿 − [𝑀𝑦𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝜑(𝑥)]

0

𝐿
= 

= −[𝑁𝑥(𝑥)𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)]0

𝐿 − [𝑉𝑧(𝑥)𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂)]0

𝐿 − [𝑀𝑦(𝑥)𝜑𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)]

0

𝐿
+  

−∫ [(𝑝𝑥(𝑥)𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)) + (𝑝𝑧(𝑥)𝑤𝐹

∗(𝑥, 𝑥̂)) + (𝑚𝑦(𝑥)𝜑𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂))] 𝑑𝑥

𝐿

0

                           (4.10)  

 

Fazendo uma análise na Eq. (4.10) observa-se que o segundo e terceiro termos da 

integral são nulos decorrente da Eq. (4.3), já o primeiro termo da integral devido à 

propriedade do delta Dirac na Eq. (3.4) fica: 

 

∫ (𝐴11
𝑑2𝑢𝐹

∗

𝑑𝑥2
+ 𝐵11

𝑑2𝜑𝐹
∗

𝑑𝑥2
)

𝐿

0

𝑢(𝑥)𝑑𝑥 = −∫𝑢(𝑥)𝛿(𝑥, 𝑥̂)

𝐿

0

= −𝑢(𝑥̂)                        

 

Assim, a Eq. (4.10) para o deslocamento axial pode ser escrita como: 

 

𝑢(𝑥̂) + [𝑁𝑥𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑢(𝑥)]0

𝐿 + [𝑉𝑧𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑤(𝑥)]0

𝐿 + [𝑀𝑦𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝜑(𝑥)]

0

𝐿
= [𝑁𝑥(𝑥)𝑢𝐹

∗ (𝑥, 𝑥̂)]0
𝐿 

+[𝑉𝑧(𝑥)𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂)]0

𝐿 + [𝑀𝑦(𝑥)𝜑𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)]

0

𝐿
+  

+∫ [(𝑝𝑥(𝑥)𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)) + (𝑝𝑧(𝑥)𝑤𝐹

∗(𝑥, 𝑥̂)) + (𝑚𝑦(𝑥)𝜑𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂))] 𝑑𝑥

𝐿

0

                            (4.11) 

 

Se a função pulso uniforme 𝑝𝑧
∗ for ativada, a Eq. (4.8) pode ser então ser dada por: 

 

∫ [(𝐴11
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝐵11

𝑑2𝜑

𝑑𝑥2
+𝑝𝑥)𝑢𝑃

∗ + (𝐴55
𝑑𝜑

𝑑𝑥
+ 𝐴55

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
+𝑝𝑧)𝑤𝑃

∗
𝐿

0

+ (𝐵11
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝐷11

𝑑2𝜑

𝑑𝑥2
− 𝐴55 (𝜑 +

𝑑𝑤

𝑑𝑥
)+𝑚𝑦)𝜑𝑃

∗ ] 𝑑𝑥 = 0               (4.12) 
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No entanto, realizando pertinentes integrais por partes na Eq. (4.12) e, em seguida, 

substituindo de forma adequada a Eq. (4.2) obtém-se a equação integral de deslocamento 

transversal, que pode ser expressa como: 

 

∫ [(𝐴11
𝑑2𝑢𝑃

∗

𝑑𝑥2
+ 𝐵11

𝑑2𝜑𝑃
∗

𝑑𝑥2
)𝑢(𝑥) + (𝐴55

𝑑𝜑𝑃
∗

𝑑𝑥
+ 𝐴55

𝑑2𝑤𝑃
∗

𝑑𝑥2
)𝑤(𝑥)

𝐿

0

+ (𝐵11
𝑑2𝑢𝑃

∗

𝑑𝑥2
+ 𝐷11

𝑑2𝜑𝑃
∗

𝑑𝑥2
− 𝐴55 (𝜑𝑃

∗ +
𝑑𝑤𝑃

∗

𝑑𝑥
))𝜑(𝑥)] 𝑑𝑥 

−[𝑁𝑥𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑢(𝑥)]0

𝐿 − [𝑉𝑧𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑤(𝑥)]0

𝐿 − [𝑀𝑦𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝜑(𝑥)]

0

𝐿
 

= −[𝑁𝑥(𝑥)𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)]0

𝐿 − [𝑉𝑧(𝑥)𝑤𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂)]0

𝐿 − [𝑀𝑦(𝑥)𝜑𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)]

0

𝐿
+  

−∫ [(𝑝𝑥(𝑥)𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)) + (𝑝𝑧(𝑥)𝑤𝑃

∗(𝑥, 𝑥̂)) + (𝑚𝑦(𝑥)𝜑𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂))] 𝑑𝑥

𝐿

0

                            (4.13) 

 

Fazendo um estudo na Eq. (4.13) observa-se que o primeiro e o terceiro termos da 

integral são nulos devido a Eq. (4.3), porém o segundo termo da integral, por conta da 

propriedade do delta de Dirac dada na Eq. (3.4), é expresso como:  

 

∫ (𝐴11
𝑑2𝑢𝑃

∗

𝑑𝑥2
+ 𝐵11

𝑑2𝜑𝑃
∗

𝑑𝑥2
)

𝐿

0

𝑤(𝑥)𝑑𝑥 = −∫𝑤(𝑥)𝛿(𝑥, 𝑥̂)

𝐿

0

= −𝑤(𝑥̂)                        

 

Desta forma a Eq. (4.12) para o deslocamento transversal é dada por: 

 

𝑤(𝑥̂) + [𝑁𝑥𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑢(𝑥)]0

𝐿 + [𝑉𝑧𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑤(𝑥)]0

𝐿 + [𝑀𝑦𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝜑(𝑥)]

0

𝐿
= [𝑁𝑥(𝑥)𝑢𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂)]0
𝐿 + 

+[𝑉𝑧(𝑥)𝑤𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂)]0

𝐿 + [𝑀𝑦(𝑥)𝜑𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)]

0

𝐿
+  

+∫ [(𝑝𝑥(𝑥)𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)) + (𝑝𝑧(𝑥)𝑤𝑃

∗(𝑥, 𝑥̂)) + (𝑚𝑦(𝑥)𝜑𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂))] 𝑑𝑥

𝐿

0

                            (4.14) 

 

Por fim, admitindo que o carregamento ativo seja a função puntual em momento 

𝑚𝑦
∗ , assim a Eq. (4.8) pode ser descrita por: 
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∫ (𝐴11
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝐵11

𝑑2𝜑

𝑑𝑥2
+𝑝𝑥)𝑢𝑚

∗ + (𝐴55
𝑑𝜑

𝑑𝑥
+ 𝐴55

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
+𝑝𝑧)𝑤𝑚

∗
𝐿

0

+ (𝐵11
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝐷11

𝑑2𝜑

𝑑𝑥2
− 𝐴55 (𝜑 +

𝑑𝑤

𝑑𝑥
)+𝑚𝑦)𝜑𝑚

∗ = 0                      (4.15) 

 

Se for realizada sucessivas integrais por partes na Eq. (4.15) e em seguida for 

inserida a Eq. (4.2) tem-se: 

 

∫ [(𝐴11
𝑑2𝑢𝑚

∗

𝑑𝑥2
+ 𝐵11

𝑑2𝜑𝑚
∗

𝑑𝑥2
)𝑢(𝑥) + (𝐴55

𝑑𝜑𝑚
∗

𝑑𝑥
+ 𝐴55

𝑑2𝑤𝑚
∗

𝑑𝑥2
)𝑤(𝑥)

𝐿

0

+ (𝐵11
𝑑2𝑢𝑚

∗

𝑑𝑥2
+ 𝐷11

𝑑2𝜑𝑚
∗

𝑑𝑥2
− 𝐴55 (𝜑𝑚

∗ +
𝑑𝑤𝑚

∗

𝑑𝑥
))𝜑(𝑥)] 𝑑𝑥 + 

−[𝑁𝑥𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑢(𝑥)]0

𝐿 − [𝑉𝑧𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑤(𝑥)]0

𝐿 − [𝑀𝑦𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝜑(𝑥)]

0

𝐿
= 

−[𝑁𝑥(𝑥)𝑢𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)]0

𝐿 − [𝑉𝑧(𝑥)𝑤𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)]0

𝐿 − [𝑀𝑦(𝑥)𝜑𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)]

0

𝐿
+  

−∫ [(𝑝𝑥(𝑥)𝑢𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)) + (𝑝𝑧(𝑥)𝑤𝑚

∗ (𝑥, 𝑥̂)) + (𝑚𝑦(𝑥)𝜑𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂))] 𝑑𝑥

𝐿

0

                         (4.16) 

 

Observando a Eq. (4.16) nota-se que os dois primeiros termos da integral são nulos 

decorrentes da Eq. (4.3), porém o último termo da integral, devido à propriedade do delta de 

Dirac definida na Eq. (3.4), é dado por: 

 

∫ (𝐵11
𝑑2𝑢𝑚

∗

𝑑𝑥2
+ 𝐷11

𝑑2𝜑𝑚
∗

𝑑𝑥2
− 𝐴55 (𝜑𝑚

∗ +
𝑑𝑤𝑚

∗

𝑑𝑥
))

𝐿

0

𝜑(𝑥)𝑑𝑥 = −∫𝜑(𝑥)𝛿(𝑥, 𝑥̂)

𝐿

0

= −𝜑(𝑥̂)    

 

E finalmente a Eq. (4.15) para a rotação da seção transversal pode ser dada por: 

 

𝜑(𝑥̂) + [𝑁𝑥𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑢(𝑥)]0

𝐿 + [𝑉𝑧𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑤(𝑥)]0

𝐿 + [𝑀𝑦𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝜑(𝑥)]

0

𝐿
= 

= [𝑁𝑥(𝑥)𝑢𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)]0

𝐿 + [𝑉𝑧(𝑥)𝑤𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)]0

𝐿 + [𝑀𝑦(𝑥)𝜑𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)]

0

𝐿
+  

+∫ [(𝑝𝑥(𝑥)𝑢𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂)) + (𝑝𝑧(𝑥)𝑤𝑚

∗ (𝑥, 𝑥̂)) + (𝑚𝑦(𝑥)𝜑𝑚
∗ (𝑥, 𝑥̂))] 𝑑𝑥

𝐿

0

                          (4.17) 
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4.4 EQUAÇÕES ALGÉBRICAS 

 

Para o desenvolvimento das equações algébricas do problema será feita a colocação 

do ponto fonte nas extremidades da barra juntamente com os limites de integração definidos 

nas Eq. (4.11), Eq. (4.14), Eq. (4.17) tal qual discutido no Capítulo 3, obtendo assim seis 

equações: o ponto fonte colocado na extremidade esquerda, dadas por; 

 

𝑢(0) + 𝑁𝑥𝐹
∗ (𝐿, 0 + 𝜉)𝑢(𝑥) +  𝑉𝑧𝐹

∗ (𝐿, 0 + 𝜉)𝑤(𝑥) +𝑀𝑦𝐹
∗ (𝐿, 0 + 𝜉)𝜑(𝑥) − 

−𝑁𝑥𝐹
∗ (0,0 + 𝜉)𝑢(0) −  𝑉𝑧𝐹

∗ (0,0 + 𝜉)𝑤(0) − 𝑀𝑦𝐹
∗ (0,0 + 𝜉)𝜑(0) =   

+𝑁𝑥(𝐿)𝑢𝐹
∗ (𝐿, 0 + 𝜉) + 𝑉𝑧(𝐿)𝑤𝐹

∗(𝐿, 0 + 𝜉) + 𝑀𝑦(𝐿)𝜑𝐹
∗ (𝐿, 0 + 𝜉) − 

−𝑁𝑥(0)𝑢𝐹
∗ (0,0 + 𝜉) − 𝑉𝑧(0)𝑤𝐹

∗(0,0 + 𝜉) − 𝑀𝑦(0)𝜑𝐹
∗ (0,0 + 𝜉) + 

+∫ [(𝑝𝑥(𝑥)𝑢𝐹
∗ (𝑥, 0 + 𝜉)) + (𝑝𝑧(𝑥)𝑤𝐹

∗(𝑥, 0 + 𝜉)) + (𝑚𝑦(𝑥)𝜑𝐹
∗ (𝑥, 0 + 𝜉))] 𝑑𝑥

𝐿

0

         

(4.18𝑎) 

 

𝑤(0) + 𝑁𝑥𝑃
∗ (𝐿, 0 + 𝜉)𝑢(𝑥) +  𝑉𝑧𝑃

∗ (𝐿, 0 + 𝜉)𝑤(𝑥) + 𝑀𝑦𝑃
∗ (𝐿, 0 + 𝜉)𝜑(𝑥) − 

−𝑁𝑥𝑃
∗ (0,0 + 𝜉)𝑢(0) −  𝑉𝑧𝑃

∗ (0,0 + 𝜉)𝑤(0) − 𝑀𝑦𝑃
∗ (0,0 + 𝜉)𝜑(0) =   

+𝑁𝑥(𝐿)𝑢𝑃
∗ (𝐿, 0 + 𝜉) + 𝑉𝑧(𝐿)𝑤𝑃

∗(𝐿, 0 + 𝜉) + 𝑀𝑦(𝐿)𝜑𝑃
∗ (𝐿, 0 + 𝜉) − 

−𝑁𝑥(0)𝑢𝑃
∗ (0,0 + 𝜉) − 𝑉𝑧(0)𝑤𝑃

∗(0,0 + 𝜉) − 𝑀𝑦(0)𝜑𝑃
∗ (0,0 + 𝜉) + 

+∫ [(𝑝𝑥(𝑥)𝑢𝑃
∗ (𝑥, 0 + 𝜉)) + (𝑝𝑧(𝑥)𝑤𝑃

∗(𝑥, 0 + 𝜉)) + (𝑚𝑦(𝑥)𝜑𝑃
∗ (𝑥, 0 + 𝜉))] 𝑑𝑥

𝐿

0

         

(4.18𝑏) 

 

𝜑(0 + 𝜉) + 𝑁𝑥𝑚
∗ (𝐿, 0 + 𝜉)𝑢(𝑥) +  𝑉𝑧𝑚

∗ (𝐿, 0 + 𝜉)𝑤(𝑥) + 𝑀𝑦𝑚
∗ (𝐿, 0 + 𝜉)𝜑(𝑥) − 

−𝑁𝑥𝑚
∗ (0,0 + 𝜉)𝑢(0) −  𝑉𝑧𝑚

∗ (0,0 + 𝜉)𝑤(0) − 𝑀𝑦𝑚
∗ (0,0 + 𝜉)𝜑(0) =   

+𝑁𝑥(𝐿)𝑢𝑚
∗ (𝐿, 0 + 𝜉) + 𝑉𝑧(𝐿)𝑤𝑚

∗ (𝐿, 0 + 𝜉) + 𝑀𝑦(𝐿)𝜑𝑚
∗ (𝐿, 0 + 𝜉) − 

−𝑁𝑥(0)𝑢𝑚
∗ (0,0 + 𝜉) − 𝑉𝑧(0)𝑤𝑚

∗ (0,0 + 𝜉) − 𝑀𝑦(0)𝜑𝑚
∗ (0,0 + 𝜉) + 

+∫ [(𝑝𝑥(𝑥)𝑢𝑚
∗ (𝑥, 0 + 𝜉)) + (𝑝𝑧(𝑥)𝑤𝑚

∗ (𝑥, 0 + 𝜉)) + (𝑚𝑦(𝑥)𝜑𝑚
∗ (𝑥, 0 + 𝜉))] 𝑑𝑥

𝐿

0

       

(4.18𝑐) 
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E o ponto fonte colocado na extremidade direita da barra que são dadas pelas 

seguintes equações; 

 

𝑢(𝐿) + 𝑁𝑥𝐹
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)𝑢(𝑥) +  𝑉𝑧𝐹

∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)𝑤(𝑥) + 𝑀𝑦𝐹
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)𝜑(𝑥) − 

−𝑁𝑥𝐹
∗ (0, 𝐿 − 𝜉)𝑢(0) −  𝑉𝑧𝐹

∗ (0, 𝐿 − 𝜉)𝑤(0) − 𝑀𝑦𝐹
∗ (0, 𝐿 − 𝜉)𝜑(0) =   

+𝑁𝑥(𝐿)𝑢𝐹
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉) + 𝑉𝑧(𝐿)𝑤𝐹

∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉) + 𝑀𝑦(𝐿)𝜑𝐹
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉) − 

−𝑁𝑥(0)𝑢𝐹
∗ (0, 𝐿 − 𝜉) − 𝑉𝑧(0)𝑤𝐹

∗(0, 𝐿 − 𝜉) − 𝑀𝑦(0)𝜑𝐹
∗ (0, 𝐿 − 𝜉) + 

+∫ [(𝑝𝑥(𝑥)𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝐿 − 𝜉)) + (𝑝𝑧(𝑥)𝑤𝐹

∗(𝑥, 𝐿 − 𝜉)) + (𝑚𝑦(𝑥)𝜑𝐹
∗ (𝑥, 𝐿 − 𝜉))] 𝑑𝑥

𝐿

0

         

(4.18𝑑) 

 

𝑤(𝐿) + 𝑁𝑥𝑃
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)𝑢(𝑥) +  𝑉𝑧𝑃

∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)𝑤(𝑥) + 𝑀𝑦𝑃
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)𝜑(𝑥) − 

−𝑁𝑥𝑃
∗ (0, 𝐿 − 𝜉)𝑢(0) −  𝑉𝑧𝑃

∗ (𝑥, 𝐿 − 𝜉)𝑤(0) − 𝑀𝑦𝑃
∗ (0, 𝐿 − 𝜉)𝜑(0) =   

+𝑁𝑥(𝐿)𝑢𝑃
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉) + 𝑉𝑧(𝐿)𝑤𝑃

∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉) + 𝑀𝑦(𝐿)𝜑𝑃
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉) − 

−𝑁𝑥(0)𝑢𝑃
∗ (0, 𝐿 − 𝜉) − 𝑉𝑧(0)𝑤𝑃

∗(0, 𝐿 − 𝜉) − 𝑀𝑦(0)𝜑𝑃
∗ (0, 𝐿 − 𝜉) + 

+∫ [(𝑝𝑥(𝑥)𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝐿 − 𝜉)) + (𝑝𝑧(𝑥)𝑤𝑃

∗(𝑥, 𝐿 − 𝜉)) + (𝑚𝑦(𝑥)𝜑𝑃
∗ (𝑥, 𝐿 − 𝜉))] 𝑑𝑥

𝐿

0

    

(4.18𝑒) 

 

𝜑(𝐿 − 𝜉) + 𝑁𝑥𝑚
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)𝑢(𝑥) +  𝑉𝑧𝑚

∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)𝑤(𝑥) +𝑀𝑦𝑚
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)𝜑(𝑥) − 

−𝑁𝑥𝑚
∗ (0, 𝐿 − 𝜉)𝑢(0) −  𝑉𝑧𝑚

∗ (𝑥, 𝐿 − 𝜉)𝑤(0) − 𝑀𝑦𝑚
∗ (0, 𝐿 − 𝜉)𝜑(0) =   

+𝑁𝑥(𝐿)𝑢𝑚
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉) + 𝑉𝑧(𝐿)𝑤𝑚

∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉) + 𝑀𝑦(𝐿)𝜑𝑚
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉) − 

−𝑁𝑥(0)𝑢𝑚
∗ (0, 𝐿 − 𝜉) − 𝑉𝑧(0)𝑤𝑚

∗ (0, 𝐿 − 𝜉) − 𝑀𝑦(0)𝜑𝑚
∗ (0, 𝐿 − 𝜉) + 

+∫ [(𝑝𝑥(𝑥)𝑢𝑚
∗ (𝑥, 𝐿 − 𝜉)) + (𝑝𝑧(𝑥)𝑤𝑚

∗ (𝑥, 𝐿 − 𝜉)) + (𝑚𝑦(𝑥)𝜑𝑚
∗ (𝑥, 𝐿 − 𝜉))] 𝑑𝑥

𝐿

0

  

(4.18𝑓) 

 

As equações dos deslocamentos transversais e axiais, e das rotações transversais no 

contorno da barra dadas na Eq. (4.18) podem ser matricialmente representadas em termos de 

vetores de deslocamentos e de esforços (ver Fig. (4.1)) no contorno: 

 

{𝑢} + [𝐻]{𝑢} = [𝐺]{𝑝} + {𝑓}                                                                                                   (4.19) 
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Onde [𝐻], [𝐺] são as matrizes de influência e {𝑓} é o vetor de forças. {𝑢} e {𝑝} são 

os vetores de deslocamentos e força, os quais as formas explícita são dadas por: 

 

{𝑢} = [𝑢𝑖 𝑤𝑖 𝜑𝑖 𝑢𝑗 𝑤𝑗 𝜑𝑗]𝑇 = [𝑢(0) 𝑤(0) 𝜑(0) 𝑢(𝐿) 𝑤(𝐿) 𝜑(𝐿)]𝑇   

 

{p} = [Ni Vi Mi Nj Vj Mj]T = 

= [𝑁𝑥(0) 𝑉𝑧(0) 𝑀𝑦(0) 𝑁𝑥(𝐿) 𝑉𝑧(𝐿) 𝑀𝑦(𝐿)]𝑇 

 

Figura 4.2 (a) Esforços reais (TPVL); (b) Deslocamentos reais (TPVL) 

 

Para apresentação da Fig. (4.2) que descreve os deslocamentos no contorno da 

barra, foi realizada uma rotação nos eixos de referência em torno do eixo y mostrado na Fig. 

(2.5).  

As matrizes de influência [G] e [H] da Eq. (4.19) em suas formas explícitas são 

dadas por: 

 

[𝐻] =

[
 
 
 
 
 
 
−𝑁𝐹

∗(0,0 + 𝜉)

−𝑁𝑃
∗(0,0 + 𝜉)

−𝑁𝑚
∗ (0,0 + 𝜉)

−𝑉𝐹
∗(0,0 + 𝜉) −𝑀𝐹

∗(0,0 + 𝜉) 𝑁𝐹
∗(𝐿, 0 + 𝜉)

−𝑉𝑃
∗(0,0 + 𝜉) −𝑀𝑃

∗(0,0 + 𝜉) 𝑁𝑃
∗(𝐿, 0 + 𝜉)

−𝑉𝑚
∗(0,0 + 𝜉) −𝑀𝑚

∗ (0,0 + 𝜉) 𝑁𝑚
∗ (𝐿, 0 + 𝜉)

𝑉𝐹
∗(𝐿, 0 + 𝜉) 𝑀𝐹

∗(𝐿, 0 + 𝜉)

𝑉𝑃
∗(𝐿, 0 + 𝜉) 𝑀𝑃

∗(𝐿, 0 + 𝜉)

𝑉𝑚
∗(𝐿, 0 + 𝜉) 𝑀𝑚

∗ (𝐿, 0 + 𝜉)

−𝑁𝐹
∗(0, 𝐿 − 𝜉) −𝑉𝐹

∗(0, 𝐿 − 𝜉) −𝑀𝐹
∗(0, 𝐿 − 𝜉) 𝑁𝐹

∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉) 𝑉𝐹
∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉) 𝑀𝐹

∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉)

−𝑁𝑃
∗(0, 𝐿 − 𝜉)

−𝑁𝑚
∗ (0, 𝐿 − 𝜉)

−𝑉𝑃
∗(0, 𝐿 − 𝜉) −𝑀𝑃

∗(0, 𝐿 − 𝜉) 𝑁𝑃
∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉)

−𝑉𝑚
∗(0, 𝐿 − 𝜉) −𝑀𝑚

∗ (0, 𝐿 − 𝜉) 𝑁𝑚
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)

𝑉𝑃
∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉) 𝑀𝑃

∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉)

𝑉𝑚
∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉) 𝑀𝑚

∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)]
 
 
 
 
 
 

 

(4.20𝑎) 
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[𝐺] =

[
 
 
 
 
 
 
−𝑢𝐹

∗ (0,0 + 𝜉)

−𝑢𝑃
∗ (0,0 + 𝜉)

−𝑢𝑚
∗ (0,0 + 𝜉)

−𝑤𝐹
∗(0,0 + 𝜉) −𝜑𝐹

∗ (0,0 + 𝜉) 𝑢𝐹
∗ (𝐿, 0 + 𝜉)

−𝑤𝑃
∗(0,0 + 𝜉) −𝜑𝑃

∗ (0,0 + 𝜉) 𝑢𝑃
∗ (𝐿, 0 + 𝜉)

−𝑤𝑚
∗ (0,0 + 𝜉) −𝜑𝑚

∗ (0,0 + 𝜉) 𝑢𝑚
∗ (𝐿, 0 + 𝜉)

𝑤𝐹
∗(𝐿, 0 + 𝜉) 𝜑𝐹

∗ (𝐿, 0 + 𝜉)

𝑤𝑃
∗(𝐿, 0 + 𝜉) 𝜑𝑃

∗ (𝐿, 0 + 𝜉)

𝑤𝑚
∗ (𝐿, 0 + 𝜉) 𝜑𝑚

∗ (𝐿, 0 + 𝜉)

−𝑢𝐹
∗ (0, 𝐿 − 𝜉) −𝑤𝐹

∗(0, 𝐿 − 𝜉) −𝜑𝐹
∗ (0, 𝐿 − 𝜉) 𝑢𝐹

∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)  𝑤𝐹
∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉) 𝜑𝐹

∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉) 

−𝑢𝑃
∗ (0, 𝐿 − 𝜉)

−𝑢𝑚
∗ (0, 𝐿 − 𝜉)

−𝑤𝑃
∗(0, 𝐿 − 𝜉) −𝜑𝑃

∗ (0, 𝐿 − 𝜉) 𝑢𝑃
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)

−𝑤𝑚
∗ (0, 𝐿 − 𝜉) −𝜑𝑚

∗ (0, 𝐿 − 𝜉) 𝑢𝑚
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)

𝑤𝑃
∗(𝐿, 𝐿 − 𝜉) 𝜑𝑃

∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)

𝑤𝑚
∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉) 𝜑𝑚

∗ (𝐿, 𝐿 − 𝜉)]
 
 
 
 
 
 

 

(4.20𝑏) 

 

Os elementos da matriz de influência [H] na Eq. (4.19) são obtidos fazendo as 

substituições cabíveis dos valores do ponto campo e do ponto fonte no contorno da barra da 

Eq. (4.18) na Eq. (4.8), de forma análoga ao processo utilizado na Eq. (3.30), resultando em: 

 

[𝐻] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1

2
0 0 −

1

2
0 0

0
1

2
0 0 −

1

2
−
𝐿

2

0 0
1

2
0 0 −

1

2

−
1

2
0 0

1

2
0 0

0 −
1

2

𝐿

2
0

1

2
0

0 0 −
1

2
0 0

1

2 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Em processo análogo ao adotado para a obtenção dos elementos da matriz de 

influência [G] na Eq. (3.31), será realizado para matriz de influência [G] agora da Eq. (4.20b) 

o que resulta em: 

 

[𝐺] =
1

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0 0 0 𝐷11𝐿

𝐵11
2
𝐿2 −𝐵11𝐿

0 0 0 −
𝐵11
2
𝐿2 −𝑘51

𝐴11
2
𝐿2

0 0 0 −𝐵11𝐿 −
𝐴11
2
𝐿2 𝐴11𝐿

−𝐷11𝐿
𝐵11
2
𝐿2 𝐵11𝐿 0 0 0

−
𝐵11
2
𝐿2 𝑘51

𝐴11
2
𝐿2 0 0 0

𝐵11𝐿 −
𝐴11
2
𝐿2 −𝐴11𝐿 0 0 0 ]
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Onde: 

𝑘51 =
𝐴11
6
𝐿3 +

(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)𝐿

𝐴55
 

 

Já o vetor dos carregamentos da Eq. (4.19) em sua forma explicita pode ser assim 

apresentado: 

 

{𝑓} = [𝑓1𝑖 𝑓2𝑖 𝑓3𝑖 𝑓1𝑗 𝑓2𝑗 𝑓3𝑗]𝑇 

 

Onde: 

 

𝑓1𝑖 = ∫ [𝑝𝑥𝑢𝐹
∗ (𝑥, 0 + 𝜉) + 𝑝𝑧𝑤𝐹

∗(𝑥, 0 + 𝜉) + 𝑚𝑦𝜑𝐹
∗ (𝑥, 0 + 𝜉)]𝑑𝑥                                           

𝐿

0

 

𝑓2𝑖 = ∫ [𝑝𝑥𝑢𝑃
∗ (𝑥, 0 + 𝜉)+𝑝𝑧𝑤𝑃

∗(𝑥, 0 + 𝜉) + 𝑚𝑦𝜑𝑃
∗ (𝑥, 0 + 𝜉)]𝑑𝑥                                              

𝐿

0

 

𝑓3𝑖 = ∫
[𝑝𝑥𝑢𝑚

∗ (𝑥, 0 + 𝜉) + 𝑝𝑧𝑤𝑚
∗ (𝑥, 0 + 𝜉) + 𝑚𝑦𝜑𝑚

∗ (𝑥, 0 + 𝜉)]𝑑𝑥                                        
                                      

𝐿

0

 

𝑓1𝑗 = ∫ [𝑝𝑥𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝐿 − 𝜉) + 𝑝𝑧𝑤𝐹

∗(𝑥, 𝐿 − 𝜉) + 𝑚𝑦𝜑𝐹
∗ (𝑥, 𝐿 − 𝜉)]𝑑𝑥                                            

𝐿

0

 

𝑓2𝑗 = ∫ [𝑝𝑥𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝐿 − 𝜉)+𝑝𝑧𝑤𝑃

∗(𝑥, 𝐿 − 𝜉) + 𝑚𝑦𝜑𝑃
∗ (𝑥, 𝐿 − 𝜉)]𝑑𝑥                                             

𝐿

0

 

𝑓3𝑗 = ∫
[𝑝𝑥𝑢𝑚

∗ (𝑥, 𝐿 − 𝜉) + 𝑝𝑧𝑤𝑚
∗ (𝑥, 𝐿 − 𝜉) + 𝑚𝑦𝜑𝑚

∗ (𝑥, 𝐿 − 𝜉)]𝑑𝑥                          (4.20𝑐)
                                      

𝐿

0

 

Admitindo que os carregamentos 𝑝𝑥, 𝑝𝑧 e 𝑚𝑦 sejam uniformes em todo o domínio 

da barra, logo os elementos do vetor {𝑓} dado na Eq. (4.20c) podem ser obtidos de maneira 

análoga ao procedimento utilizado na Eq. (3.32), assim tem-se: 

 



65 
 

{𝑓} =
1

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

𝑝𝑥𝐷11
2

𝐿2 +
𝑝𝑧𝐵11
6

𝐿3 −
𝑚𝑦𝐵11

2
𝐿2

−
𝑝𝑥𝐵11
6

𝐿3 −
𝑝𝑧𝐴11
24

𝐿4 −
𝑝𝑧(𝐵11

2 − 𝐴11𝐷11)

2𝐴55
𝐿2 +

𝑚𝑦𝐴11

6
𝐿3

−
𝑝𝑥𝐵11
2

𝐿2 −
𝑝𝑧𝐴11
6

𝐿3 +
𝑚𝑦𝐴11

2
𝐿2

𝑝𝑥𝐷11
2

𝐿2 −
𝑝𝑧𝐵11
6

𝐿3 −
𝑚𝑦𝐵11

2
𝐿2

𝑝𝑥𝐵11
6

𝐿3 −
𝑝𝑧𝐴11
24

𝐿4 −
𝑝𝑧(𝐵11

2 − 𝐴11𝐷11)

2𝐴55
𝐿2 −

𝑚𝑦𝐴11

6
𝐿3

−
𝑝𝑥𝐵11
2

𝐿2 +
𝑝𝑧𝐴11
6

𝐿3 +
𝑚𝑦𝐴11

2
𝐿2 }

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

Como a solução do sistema algébrico apresentado na Eq. (4.20) é dada apenas para 

o contorno da barra, logo, para se obter a solução algébrica para todo domínio é necessário 

redefinir as Eq. (4.11), Eq. (4.14), Eq. (4.17), em função de um ponto genérico do domínio. 

Portanto, fazendo a substituição 𝑥̂ = 𝑎 e também da solução do sistema algébrico {𝑢} nas 

Eq. (4.11), Eq. (4.14), Eq. (4.17), tem-se então a solução em todo domínio da barra dada por:  

 

{𝑢(𝑎)} + [𝐻(𝑎)]{𝑢} = [𝐺(𝑎)]{𝑝} + {𝑓(𝑎)}                                                                          (4.20) 

 

Onde: 

 {𝑢(𝑎)} = {

𝑢(𝑎)
𝑤(𝑎)
𝑑𝑤(𝑎)

𝑑𝑥

}  

 

𝐻(𝑎) =

[
 
 
 
 
 −
1

2
0 0 −

1

2
0 0

0 −
1

2

𝑎

2
0 −

1

2
−
𝑏

2

0 0 −
1

2
0 0 −

1

2]
 
 
 
 
 

 

 

𝐺(𝑎) =
1

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

[
 
 
 
 
 −𝐷11𝑎

𝐵11
2
𝑎2 𝐵11𝑎 𝐷11𝑏

𝐵11
2
𝑏2 −𝐵11𝑏

−
𝐵11
2
𝑎2 𝑘51(𝑎)

𝐴11
2
𝑎2 −

𝐵11
2
𝑏2 𝑘51(𝑏)

𝐴11
2
𝑏2

𝐵11𝑎 −
𝐴11
2
𝑎2 −𝐴11𝑎 −𝐵11𝑏 −

𝐴11
2
𝑏2 𝐴11𝑏 ]
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{𝑓(𝑎)} = {

𝑓1𝑎
𝑓2𝑎
𝑓3𝑎

} 

 

Com,  

 

𝑓1𝑎 =
𝑝𝑥𝐷11
2

𝑎2 +
𝑝𝑧𝐵11
6

𝑎3 −
𝑚𝑦𝐵11

2
𝑎2 +

𝑝𝑥𝐷11
2

𝑏2 −
𝑝𝑧𝐵11
6

𝑏3 −
𝑚𝑦𝐵11

2
𝑏2 

𝑓2𝑎 = −
𝑝𝑥𝐵11
6

𝑎3 −
𝑝𝑧𝐴11
24

𝑎4 −
𝑝𝑧

4𝐴55𝐷
𝑎2 +

𝑚𝑦𝐴11

6
𝑎3 +

𝑝𝑥𝐵11
3

𝑏3 −
𝑝𝑧𝐴11
12

𝑏4 

−
𝑝𝑧

4𝐴55𝐷
𝑏2 −

𝑚𝑦𝐴11

6
𝑏3 

𝑓3𝑎 = −
𝑝𝑥𝐵11
2

𝑎2 −
𝑝𝑧𝐴11
6

𝑎3 +
𝑚𝑦𝐴11

2
𝑎2 −

𝑝𝑥𝐵11
2

𝑏2 +
𝑝𝑧𝐴11
6

𝑏3 +
𝑚𝑦𝐴11

2
𝑏2 

𝑏 = 𝐿 − 𝑎 

𝐷 =
1

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)
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CAPÍTULO 5   

 

 

TEORIA CLÁSSICA DE VIGAS LAMINADAS (ANÁLISE DINÂMICA) 

 

5.1 INTRODUÇÃO 

 

O equacionamento para o problema dinâmico de viga será feito inicialmente no 

domínio do tempo. Em seguida, admite-se que o elemento estrutural estará submetido apenas 

a ações periódicas e harmônicas no tempo, de sorte que os campos de deslocamentos e 

esforços serão dados no domínio da frequência. Com isso, as representações integrais e as 

soluções fundamentais são propostas apenas no regime permanente. Novamente, as 

discussões da extensão do MEC para análise de vigas clássicas laminadas no domínio da 

frequência são originais. 

 

5.2 EQUAÇÃO DO MOVIMENTO 

 

Para a obtenção da equação do movimento do sistema dinâmico será aplicado o 

princípio de D’Alembert. Tomando um elemento infinitesimal da viga laminada mostrada 

na Fig. (5.1b), onde 𝑁𝑥(𝑥, 𝑡) é a força normal, 𝑀𝑦(𝑥, 𝑡) é o momento fletor, 𝑉𝑧(𝑥, 𝑡) é a força 

cortante, 𝑝𝑥 e 𝑝𝑧 são os carregamentos nas direções x e z , 𝑓𝐼𝑥e 𝑓𝐼𝑧 são forças de inércia que 

agem sobre o elemento da viga contrárias aos deslocamentos. Assim, as equações de 

movimento nas direções dos eixos coordenados são dadas por: 

 

𝑑𝑁𝑥(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑥
+ 𝑝𝑥(𝑥, 𝑡) − 𝑓𝐼𝑥(𝑥, 𝑡) = 0                                                                            

 

𝑑𝑉𝑧(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑥
+ 𝑝𝑧(𝑥, 𝑡) − 𝑓𝐼𝑧(𝑥, 𝑡) = 0                                                                                                   
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𝑉𝑧(𝑥, 𝑡) −
𝑑𝑀𝑦(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑥
= 0                                                                                                       (5.1𝑎‐ 𝑐) 

 

Onde, as forças de inércia são definidas como: 

 

𝑓𝐼𝑥 = 𝐼1 (
𝑑2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑡2
) 

 

𝑓𝐼𝑧 = 𝐼1 (
𝑑2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑡2
) 

 

 

Figura 5.1 (a) Barra laminada sob carregamento; (b) Elemento infinitesimal da barra em   

equilíbrio 

 

Para TCVL dinâmica pode-se definir 𝐼1 em função da densidade por lamina 𝜌(𝑘), 

da largura b e da altura h da seguinte forma: 

 

𝐼1 =∑𝑏

𝑛

𝑘=1

𝜌(𝑘)(ℎ𝑘 − ℎ𝑘−1) 

 

Para TCVL a Eq. (5.1) pode ser resumida substituindo a Eq. (5.1c) na Eq. (5.1b), 

dando: 
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𝑑𝑁𝑥
𝑑𝑥

+ 𝑝𝑥 = 𝐼1 (
𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
)                                                                                                                              

 

𝑑2𝑀𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑝𝑧 = 𝐼1 (

𝑑2𝑤

𝑑𝑡2
)                                                                                                        (5.2𝑎‐ 𝑏) 

 

Obviamente, como no Capítulo 2 foram desenvolvidas a TCVL na forma estática, 

todas as equações da TCVL na forma dinâmica podem ser desenvolvidas a partir desta. É de 

suma importância observar que para o modelo dinâmico os deslocamentos e esforços variam 

no tempo. Assim, analogamente ao modelo estático, a equação governante para TCVL 

dinâmica pode ser dada a partir da Eq. (2.24), apenas superpondo os termos de inércia dados 

na Eq. (5.2), portanto tem-se: 

 

𝐴11
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
− 𝐵11

𝑑3𝑤

𝑑𝑥3
= 𝐼1 (

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
) − 𝑝𝑥                                                                                          

𝐵11
𝑑3𝑢

𝑑𝑥3
− 𝐷11

𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
= 𝐼1 (

𝑑2𝑤

𝑑𝑡2
) − 𝑝𝑧                                                                               (5.3𝑎‐ 𝑏) 

 

Matricialmente, a equação governante do problema dinâmico descrito na Eq. (5.3) 

fica: 

 

[
 
 
 
 𝐴11

𝑑2

𝑑𝑥2
− 𝐼1 (

𝑑2

𝑑𝑡2
) −𝐵11

𝑑3

𝑑𝑥3

𝐵11
𝑑3

𝑑𝑥3
−𝐷11

𝑑4

𝑑𝑥4
− 𝐼1 (

𝑑2

𝑑𝑡2
)
]
 
 
 
 

{
𝑢(𝑥)

𝑤(𝑥)
} = {

−𝑝𝑥

−𝑝𝑧
}                                      (5.4) 

 

Como, para a análise do modelo dinâmico um dos interesses é o estudo vibratório 

da viga, em particular, para as ações que agem harmonicamente e periodicamente no tempo 

(𝑝𝑥 = 𝑝𝑥𝑒
𝑖𝜔𝑡 e 𝑝𝑧 = 𝑝𝑧𝑒

𝑖𝜔𝑡). Como resultado, a estrutura responde harmonicamente com 

campos de deslocamentos e esforços após estabelecer o regime permanente. Uma das 

maneiras de transformar o equacionamento da viga no domínio do tempo no regime 

permanente é através da transformada de Fourier a qual é dada por: 
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𝑓(𝜔) =
1

2𝜋
∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

                                                                                                    (5.5) 

Se 𝑓(𝑥, 𝑡) for a função delta de Dirac no tempo, então a Eq. (5.5) resulta: 

 

1

2𝜋
∫ 𝛿(𝑡, 𝜏)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

= 1                                                                                                         (5.5𝑎) 

 

Portanto, aplicando a Transformada de Fourier (Eq. (5.5)) nas equações 

governantes do problema no tempo (Eq. (5.4)), obtêm-se a equação governante do sistema 

no domínio da frequência dada por: 

 

[
 
 
 𝐴11

𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑆1 −𝐵11

𝑑3

𝑑𝑥3

𝐵11
𝑑3

𝑑𝑥3
−𝐷11

𝑑4

𝑑𝑥4
+ 𝑆1]

 
 
 

{
𝑢̆(𝑥)

𝑤̆(𝑥)
} = {

−𝑝̆𝑥

−𝑝𝑧
}                                                              (5.6) 

 

Onde 𝑢̆(𝑥) e 𝑤̆(𝑥) são os deslocamentos reais no domínio da frequência, 𝑝𝑥  e 𝑝𝑧  são os 

carregamentos reais no domínio da frequência e 𝑆1 é uma variável dada em função de 𝐼1 e 

da frequência 𝜔 definida pela equação; 

 

𝑆1 = 𝐼1𝜔
2 

 

5.3 PROBLEMA FUNDAMENTAL 

 

As equações que compõem o problema fundamental dinâmico serão desenvolvidas 

a partir da Fig. (5.2) de uma barra fundamental análoga ao problema estático proposto no 

Capítulo 2. Assim, as equações de equilíbrio em forças e momentos para o problema 

fundamental dinâmico da Fig. (5.2a) podem ser escritas como: 

 

𝑑𝑁𝑥𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡)

𝑑𝑥
+ 𝑝𝑥

∗(𝑥, 𝑥̂, 𝑡) − 𝑓𝐼𝑥𝐹
∗ (𝑥, 𝑡) = 0                                                                                        

 

𝑑𝑉𝑧𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡)

𝑑𝑥
= 0                                                                                              
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𝑉𝑧𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡) −

𝑑𝑀𝑦𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡)

𝑑𝑥
= 0                                                                                          (5.7𝑎‐ 𝑐) 

 

Fazendo também o equilíbrio de forças e momentos na Fig. (5.2d), para a função 

puntual 𝑝𝑧
∗ aplicada na direção z obtêm-se: 

 

𝑑𝑁𝑥𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡)

𝑑𝑥
= 0                                                                                            

 

𝑑𝑉𝑧𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡)

𝑑𝑥
+ 𝑝𝑧

∗(𝑥, 𝑥̂, 𝑡) − 𝑓𝐼𝑧𝑃
∗ (𝑥, 𝑡) = 0                                                                                        

 

𝑉𝑧𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡) −

𝑑𝑀𝑦𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡)

𝑑𝑥
= 0                                                                                         (5.7𝑑‐ 𝑓) 

 

Onde 𝑓𝐼𝑥𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡) e 𝑓𝐼𝑧𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡) são as forças de inércia fundamentais dependentes 

dos deslocamentos fundamentais 𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡) e 𝑤𝑃

∗(𝑥, 𝑥̂, 𝑡) dadas por: 

 

𝑓𝐼𝑥𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡)  = 𝐼1 (

𝑑2𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡)

𝑑𝑡2
) 

 

𝑓𝐼𝑧𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡)  = 𝐼1 (

𝑑2𝑤𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂, 𝑡)

𝑑𝑡2
) 
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Figura 5.2 Equilíbrio fundamental: (a) px* ativado; (b) pz* ativado; (c) pz* ativado. 

Deslocamentos fundamentais: (d) px* ativado; (e) pz* ativado 

 

A definição dos esforços fundamentais para o modelo dinâmico é análogo à do 

problema estático apresentado na Eq. (3.2), resultando em:  

 

𝑁𝑥𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡) = 𝐴11

𝑑𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡) 

𝑑𝑥
− 𝐵11

𝑑2𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂, 𝑡)

𝑑𝑥2
                                                                        

 

𝑀𝑦𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡) = 𝐵11

𝑑𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡) 

𝑑𝑥
− 𝐷11

𝑑2𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂, 𝑡)

𝑑𝑥2
                                                                     

 

𝑉𝑧𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡) = 𝐵11

𝑑2𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡)

𝑑𝑥2
− 𝐷11

𝑑3𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂, 𝑡)

𝑑𝑥3
 

 

𝑁𝑥𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡) = 𝐴11

𝑑𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡)

𝑑𝑥
− 𝐵11

𝑑2𝑤𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂, 𝑡)

𝑑𝑥2
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𝑀𝑦𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡) = 𝐵11

𝑑𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡)

𝑑𝑥
− 𝐷11

𝑑2𝑤𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂, 𝑡) 

𝑑𝑥2
                                                                

 

𝑉𝑧𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡) = 𝐵11

𝑑2𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡)

𝑑𝑥2
− 𝐷11

𝑑3𝑤𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂, 𝑡)

𝑑𝑥3
                                                     (5.8𝑎‐ 𝑓) 

 

Portanto, fazendo a substituição dos esforços fundamentais da Eq. (5.8) na equação 

de equilíbrio fundamental Eq. (5.7), obtêm-se as equações governantes do problema 

dinâmico em deslocamentos dadas por: 

 

[𝐵][𝐶] = [𝑞]                                                                                                                                    (5.9) 

 

Onde,  

 

[𝐵] =

[
 
 
 
 𝐴11

𝑑2

𝑑𝑥2
− 𝐼1 (

𝑑2

𝑑𝑡2
) −𝐵11

𝑑3

𝑑𝑥3

𝐵11
𝑑3

𝑑𝑥3
−𝐷11

𝑑4

𝑑𝑥4
− 𝐼1 (

𝑑2

𝑑𝑡2
)
]
 
 
 
 

 

 

[𝐶] = [
𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡) 𝑢𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡)

𝑤𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂, 𝑡) 𝑤𝑃

∗(𝑥, 𝑥̂, 𝑡)
] 

 

[𝑞] = − [
𝑝𝑥
∗(𝑥, 𝑥̂, 𝑡) 0

0 𝑝𝑧
∗(𝑥, 𝑥̂, 𝑡)

] 

 

Sendo 𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡)  e 𝑤𝐹

∗(𝑥, 𝑥̂, 𝑡)  os deslocamentos fundamentais no tempo 

acionados pela função pontual 𝑝𝑥
∗(𝑥, 𝑥̂, 𝑡) = 𝛿(𝑥, 𝑥̂)𝛿(𝑡, 𝜏)  e 𝑢𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂, 𝑡) , 𝑤𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂, 𝑡)  são 

deslocamentos fundamentais no tempo ativados pela função pontual 𝑝𝑧
∗(𝑥, 𝑥̂, 𝑡) =

𝛿(𝑥, 𝑥̂)𝛿(𝑡, 𝜏). Já a função 𝛿(𝑡, 𝜏) é a função delta de Dirac definida no tempo na Eq. (5.5a). 

Portanto, aplicando a transformada de Fourier da Eq.(5.5) na equação governante 

do problema fundamental dinâmico harmônico dado na Eq. (5.9), obtêm-se a equação 

governante dependente dos deslocamentos no domínio da frequência dada por:  
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[𝐵̆][𝐶̆] = [𝑞̆]                                                                                                                                 (5.10) 

 

[𝐵̆] =

[
 
 
 𝐴11

𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑆1 −𝐵11

𝑑3

𝑑𝑥3

𝐵11
𝑑3

𝑑𝑥3
−𝐷11

𝑑4

𝑑𝑥4
+ 𝑆1]

 
 
 

                                                                              (5.10𝑎) 

 

[𝑞̆] = − [
𝑝𝑥
∗(𝑥, 𝑥̂) 0

0 𝑝𝑧
∗(𝑥, 𝑥̂) 

]                                                                                              (5.10𝑏) 

 

[𝐶̆] = [
𝑢̆𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) 𝑢̆𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑤̆𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂) 𝑤̆𝑃

∗(𝑥, 𝑥̂)
]                                                                                                  (5.10𝑐) 

 

Onde 𝑢̆𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂), 𝑤̆𝐹

∗(𝑥, 𝑥̂) são deslocamentos fundamentais no domínio da frequência 

ativados pela função puntual 𝑝𝑥
∗(𝑥, 𝑥̂) = 𝛿(𝑥, 𝑥̂) ; e 𝑢̆𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂) , 𝑤̆𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂)  deslocamentos 

fundamentais no domínio da frequência ativados pela função pontual 𝑝𝑧
∗(𝑥, 𝑥̂) = 𝛿(𝑥, 𝑥̂).  

Uma forma de encontrar a solução da equação governante do problema fundamental 

no domínio da frequência dada na Eq. (5.10) pode ser utilizando o método de 

HÖRMANDER como no Capítulo 3 para a análise estática, tem-se: 

 

[𝐶̆] = [𝐵̆𝑐𝑜𝑓]
𝑇
𝜓                                                                                                                            (5.11) 

 

Logo, após fazer as derivadas pertinentes tais quais as no capítulo 3, a equação 

diferencial em termo da função escalar 𝜓 fica 

 

det[𝐵]𝜓 = −𝛿(𝑥, 𝑥̂)                                                                                                                   (5.12) 

 

Calculando o determinante da matriz [B] e depois o substituindo na Eq. (5.12) 

obtém-se a equação diferencial de sexta ordem dependente função escalar 𝜓 dada por:  

 

𝑑6𝜓

𝑑𝑥6
+ 𝐶1

𝑑4𝜓

𝑑𝑥4
+ 𝐶2

𝑑2𝜓

𝑑𝑥2
+ 𝐶3 =

−𝛿(𝑥, 𝑥̂)

(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

                                                               (5.13) 
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Onde 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 são coeficientes da equação diferencial que podem ser expressos 

por; 

 

𝐶1 = −
𝐷11𝑆1

(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

 

 

𝐶2 =
𝐴11𝑆1

(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

 

 

𝐶3 =
𝑆1
2

(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

 

 

Tomando a Eq. (5.13) na forma homogênea e fazendo a substituição 
𝑑2𝜓

𝑑𝑥2
= 𝑦, para 

obter a equação característica da Eq.(5.13) tem-se:  

 

𝑦3 + 𝐶1𝑦
2 + 𝐶2𝑦 + 𝐶3 = 0                                                                                                       (5.14)  

 

De sorte que uma das três raízes da Eq. (5.14) de terceiro grau, é dada por: 

 

𝑦2 = √−
𝑞

2
+ √Δ

3
+ √−

𝑞

2
− √Δ

3
−
𝐶1
3
                                                                                    (5.15) 

 

Onde,  

𝑞 = 2 (
𝐶1
3
)
3

−
1

3
𝐶1𝐶2 + 𝐶3 

𝑝 = 𝐶2 −
1

3
𝐶1
2
 

Δ = (
q

2
)
2

+ (
p

3
)
3

                                                                                                                  (5.16𝑎‐ 𝑐) 

 

Estando de posse de umas das raízes da Eq. (5.14), para obter as outras duas raízes 

basta aplicar o método prático de Briot-Ruffini. O método consiste em reduzir em um grau 

o polinômio quando de posse de uma das suas raízes. Logo, a Eq. (5.14) torna-se de segundo 

grau que pode ser resolvido aplicando a fórmula de Bhaskara. Resultando em:  
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𝑦1 =
−(𝑦2 + 𝐶1) + √Δ1

2
                                                                                                         (5.17𝑎) 

 

𝑦3 =
−(𝑦2 + 𝐶1) − √Δ1

2
                                                                                                         (5.17𝑏) 

 

Onde, 

 

Δ1 = (𝑦1 + 𝐶1)
2 − 4(𝐶2 + 𝑦1(𝑦1 + 𝐶1)) 

 

Analisando as raízes do polinômio característico apresentadas nas Eq. (5.15), Eq. 

(5.17a), Eq. (5.17b) pode-se concluir que, a partir de Δ, duas das raízes são negativas e uma 

positiva. Portanto, supondo que 𝑦1e 𝑦3sejam negativas, consequentemente 𝑦2 é positiva e, 

desta forma, a solução para Eq. (5.13) pode ser apresentada como: 

 

𝜓 = 𝐴1𝑠𝑒𝑛(√−𝑦1𝑟) − 𝐴2𝑠𝑒𝑛ℎ(√𝑦2𝑟) + 𝐴3𝑠𝑒𝑛(√−𝑦3𝑟)                                              (5.18)    

 

Onde 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 são constantes a determinar e 𝑟 = |𝑥 − 𝑥̂|. 

Para a determinação das constantes 𝐴1 , 𝐴2  e 𝐴3  é necessário realizar sucessivas 

derivadas na Eq. (5.18) acarretando em derivadas de alta ordem do delta de Dirac dado na 

Eq. (3.4). Logo, para evitar estas derivadas, as seguintes condições são empregadas: 

 Para a segunda derivada da Eq. (5.18) quando 𝑥 = 0 e 𝑥̂ = 0 tem-se: 

 

 √−𝑦1𝐴1 −√𝑦2𝐴2 + √−𝑦3𝐴3 = 0                                                                                      (5.19) 

 

Agora, para a quarta derivada da Eq. (5.18), quando 𝑥 = 0  e 𝑥̂ = 0 , tem-se a  

segunda relação, dada por: 

 

𝑦1√−𝑦1𝐴1 − 𝑦2√𝑦2𝐴2 + 𝑦3√−𝑦3𝐴3 = 0                                                                         (5.20) 

 

Por último, para a sexta derivada da Eq. (5.18) com 𝑥 = 0 e 𝑥̂ = 0 e comparando a 

Eq. (5.13), obtêm-se; 
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𝑦1
2√−𝑦1𝐴1 − 𝑦2

2√𝑦2𝐴2 + 𝑦3
2√−𝑦3𝐴3 = −

1

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

                                         (5.21) 

 

Por fim, para determinar as constantes 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 da Eq. (5.18) basta resolver o 

sistema formado pelas Eq. (5.19), Eq. (5.20) e Eq. (5.21) dado por: 

 

[

√−𝑦1 −√𝑦2 √−𝑦3

𝑦1√−𝑦1 −𝑦2√𝑦2 𝑦3√−𝑦3

𝑦1
2√−𝑦1 −𝑦2

2√𝑦2 𝑦3
2√−𝑦3

] {

𝐴1

𝐴2

𝐴3

} = {

0
0
−1

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

}                                     (5.22) 

  

Após a resolução do sistema apresentado na Eq. (5.22), as constantes 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 

são definidas como; 

 

𝐴1 =
1

𝐷√−𝑦1
𝑎1 

𝐴2 =
1

𝐷√𝑦2
𝑎2 

𝐴3 =
1

𝐷√−𝑦3
𝑎3                                                                                                                    (5.23𝑎‐ 𝑐) 

 

Onde, 

 

𝑎1 =
1

(𝑦1 − 𝑦2)(𝑦1 − 𝑦3)
 , 

𝑎2 =
1

(𝑦1 − 𝑦2)(𝑦2 − 𝑦3)
 , 

𝑎3 =
1

(𝑦1 − 𝑦3)(𝑦2 − 𝑦3)
 , 

 

e 𝐷 = −2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11) 

 

Substituindo a Eq. (5.23) na Eq. (5.18), obtém-se a solução da equação diferencial 

definida na Eq. (5.13) que pode ser apresentada como: 
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𝜓 =
1

𝐷
(

𝑎1

√−𝑦1
𝑠𝑒𝑛(√−𝑦1𝑟) −

𝑎2

√𝑦2
𝑠𝑒𝑛ℎ(√𝑦2𝑟)

𝑎3

√𝑦3
𝑠𝑒𝑛(√−𝑦3𝑟))                        (5.24) 

 

Para a obtenção das soluções fundamentais no domínio da frequência em 

deslocamentos faz-se a substituição da Eq. (5.24) na Eq. (5.11) 

 

𝑢̆𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) =

1

𝐷
(

𝑏1

√−𝑦1
𝑠𝑒𝑛(√−𝑦1𝑟) +

𝑏2

√𝑦2
𝑠𝑒𝑛ℎ(√𝑦2𝑟) +

𝑏3

√−𝑦3
𝑠𝑒𝑛(√−𝑦3𝑟))     (5.25) 

 

As constantes dos deslocamentos 𝑢̆𝐹
∗  da Eq. (5.25) podem ser expressas como: 

 

𝑏1 = (−𝐷11𝑦1
2 + 𝑆1)𝑎1 

𝑏2 = −(−𝐷11𝑦2
2 + 𝑆1)𝑎2 

𝑏3 = (−𝐷11𝑦3
2 + 𝑆1)𝑎3 

 

𝑤̆𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂) =

1

𝐷
(𝑐1𝑐𝑜𝑠(√−𝑦1𝑟) + 𝑐2𝑐𝑜𝑠ℎ(√𝑦2𝑟) + 𝑐3𝑐𝑜𝑠(√−𝑦3𝑟)) 𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂)          (5.26) 

 

As constantes dos deslocamentos 𝑤̆𝐹
∗ na Eq. (5.26) são dadas por: 

 

𝑐1 = −𝐵11𝑦1𝑎1 

𝑐2 = 𝐵11𝑦2𝑎2 

𝑐3 = −𝐵11𝑦3𝑎3 

 

Já os deslocamentos 𝑢̆𝑃
∗  e 𝑤̆𝑃

∗  quando o carregamento 𝑝𝑧
∗ é ativado são: 

  

𝑢̆𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂) = −

1

𝐷
(𝑐1𝑐𝑜𝑠(√−𝑦1𝑟) + 𝑐2𝑐𝑜𝑠ℎ(√𝑦2𝑟) + 𝑐3𝑐𝑜𝑠(√−𝑦3𝑟)) 𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂)      (5.27) 
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𝑤̆𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂) =

1

𝐷
(

1

√−𝑦1
𝑑1𝑠𝑒𝑛(√−𝑦1𝑟) +

1

√𝑦2
𝑑2𝑠𝑒𝑛ℎ(√𝑦2𝑟)

+
1

√−𝑦3
𝑑3𝑠𝑒𝑛(√−𝑦3𝑟) )     

(5.28) 

 

As constantes do deslocamento fundamental no domínio da frequência na Eq. (5.28) 

são dadas como: 

 

𝑑1 = (𝐴11𝑦1 + 𝑆1)𝑎1 

𝑑2 = −(𝐴11𝑦2 + 𝑆1)𝑎2 

𝑑3 = (𝐴11𝑦3 + 𝑆1)𝑎3                

 

Por outro lado, a inclinação da elástica 
𝑑𝑤̆𝐹

∗

𝑑𝑥
 , quando 𝑝𝑥

∗  for ativado, fica; 

 

𝑑𝑤̆𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
=
1

𝐷
(−𝑐1√−𝑦1𝑠𝑒𝑛(√−𝑦1𝑟) + 𝑐2√𝑦2𝑠𝑒𝑛ℎ(√𝑦2𝑟) − 𝑐3√−𝑦3𝑠𝑒𝑛(√−𝑦3𝑟)) 

(5.29) 

 

E ainda, a inclinação da elástica quando 𝑝𝑧
∗ for ativado, 

𝑑𝑤̆𝑃
∗

𝑑𝑥
 é representada assim; 

 

𝑑𝑤̆𝑃
∗

𝑑𝑥
(𝑥, 𝑥̂) =

1

𝐷
(𝑑1𝑐𝑜𝑠(√−𝑦1𝑟) + 𝑑2𝑐𝑜𝑠ℎ(√𝑦2𝑟) + 𝑑3𝑐𝑜𝑠(√−𝑦3𝑟) )𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂)               

(5.30) 

 

As derivadas dos deslocamentos fundamentais e da inclinação da elástica dados nas 

Eq. (5.27), Eq. (5.28) e Eq. (5.30) em relação ao ponto fonte, que serão usadas nas equações 

integrais e que posteriormente serão desenvolvidas no item 5.5, podem ser dadas por: 

 

𝑢̆𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝑥̂) =

𝑑𝑤̆𝐹
∗

𝑑𝑥
(𝑥, 𝑥̂)                                                                                                              (5.31) 

𝑤̆𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝑥̂) = −

𝑑𝑤̆𝑃
∗

𝑑𝑥
(𝑥, 𝑥̂)                                                                                                         (5.32) 
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𝑑𝑤̆𝑃,𝑥̂
∗

𝑑𝑥
(𝑥, 𝑥̂) =

1

𝐷
(𝑑1√−𝑦1𝑠𝑒𝑛(√−𝑦1𝑟) − 𝑑2√𝑦2𝑠𝑒𝑛ℎ(√𝑦2𝑟) + 𝑑3√−𝑦3𝑠𝑒𝑛(√−𝑦3𝑟) ) 

 (5.33) 

 

As equações dos esforços fundamentais dinâmicas no estudo da TCVL no domínio 

da frequência são análogas às equações dos esforços fundamentais dinâmicas no domínio do 

tempo dados na Eq. (5.8). Portanto, substituindo as Eq. (5.25), Eq. (5.26), Eq. (5.27), Eq. 

(5.28), Eq. (5.29) e Eq. (5.30) na Eq. (5.8), obtêm-se as equações fundamentais no domínio 

da frequência dos esforços normais, cortantes e momentos dados por: 

 

𝑁̆𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂) =  

1

𝐷
(𝑒1𝑐𝑜𝑠(√−𝑦1𝑟) + 𝑒2𝑐𝑜𝑠ℎ(√𝑦2𝑟) + 𝑒3𝑐𝑜𝑠(√−𝑦3𝑟)) 𝑠𝑔𝑛                   (5.34) 

 

As constantes do esforço Normal 𝑁𝐹
∗ na Eq. (5.34) são dadas por; 

 

𝑒1 = 𝐴11𝑏1 − 𝐵11𝑦1𝑐1 

𝑒2 = 𝐴11𝑏2 − 𝐵11𝑦2𝑐2 

𝑒3 = 𝐴11𝑏3 − 𝐵11𝑦3𝑐3 

 

Já o momento fletor fundamental para 𝑝𝑥
∗  ativado; 

  

𝑀̆𝐹𝑦
∗ (𝑥, 𝑥̂) =

1

𝐷
(𝑔1𝑐𝑜𝑠(√−𝑦1𝑟) + 𝑔2𝑐𝑜𝑠ℎ(√𝑦2𝑟) + 𝑔3𝑐𝑜𝑠(√−𝑦3𝑟)) 𝑠𝑔𝑛                (5.35) 

 

As constantes do momento fletor fundamental 𝑀𝐹𝑦
∗  da Eq. (5.35) são definidas como: 

 

𝑔1 = 𝐵11𝑏1 − 𝐷11𝑦1𝑐1 

𝑔2 = 𝐵11𝑏2 − 𝐷11𝑦2𝑐2 

𝑔3 = 𝐵11𝑏3 − 𝐷11𝑦3𝑐3 

 

A força cortante quando for ativado 𝑝𝑥
∗  fica; 
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𝑉̆𝐹𝑧
∗ (𝑥, 𝑥̂) =

1

𝐷
(−√−𝑦1𝑔1𝑠𝑒𝑛(√−𝑦1𝑟) + √𝑦2𝑔2𝑠𝑒𝑛ℎ(√𝑦2𝑟)

− √−𝑦3𝑔3𝑠𝑒𝑛(√−𝑦3𝑟))     

(5.36) 

Já ativando 𝑝𝑧
∗, a força normal fica;  

 

𝑁̆𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂) =

1

𝐷
(

𝑗1

√−𝑦1
𝑠𝑒𝑛(√−𝑦1𝑟) +

𝑗2

√𝑦2
𝑠𝑒𝑛ℎ(√𝑦2𝑟) +

𝑗3

√−𝑦3
𝑠𝑒𝑛(√−𝑦3𝑟))           

(5.37) 

 

As constantes do esforço normal fundamental 𝑁̆𝑃
∗ na Eq. (5.37) são apresentadas 

como, 

 

𝑗1 = 𝐴11𝑐1(−𝑦1) − 𝐵11𝑦1𝑑1 

𝑗2 = −𝐴11𝑐2(𝑦2) − 𝐵11𝑦2𝑑2 

𝑗3 = 𝐴11𝑐3(−𝑦3) − 𝐵11𝑦3𝑑3 

 

O momento fletor para 𝑝𝑧
∗ ativado fica; 

 

𝑀̆𝑃𝑦
∗ (𝑥, 𝑥̂) =

1

𝐷
(
𝑚1

√−𝑦1
𝑠𝑒𝑛(√−𝑦1𝑟) +

𝑚2

√𝑦2
𝑠𝑒𝑛ℎ(√𝑦2𝑟) +

𝑚3

√−𝑦3
𝑠𝑒𝑛(√−𝑦3𝑟))   

(5.38) 

 

As constantes do momento fletor fundamental 𝑀𝑃𝑦
∗  são definidas como: 

 

𝑚1 = −𝐵11𝑐1𝑦1 − 𝐷11𝑦1𝑑1 

𝑚2 = −𝐵11𝑐2𝑦2 − 𝐷11𝑦2𝑑2 

𝑚3 = −𝐵11𝑐3𝑦3 − 𝐷11𝑦3𝑑3 

 

O esforço cortante para 𝑝𝑧
∗ ativado fica; 

𝑉̆𝑧𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂) =

1

𝐷
(𝑚1𝑐𝑜𝑠(√−𝑦1𝑟) + 𝑚2𝑐𝑜𝑠ℎ(√𝑦2𝑟) + 𝑚3𝑐𝑜𝑠(√−𝑦3𝑟)) 𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂)    
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(5.39) 

Agora, a partir das Eq.(5.37), Eq.(5.38), Eq.(5.39) podem ser desenvolvidas as 

equações dos esforços derivados em relação ao ponto fonte, que são dados por: 

 

 𝑀̆𝑦𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝑥̂) = −𝑉̆𝑃𝑧

∗ (𝑥, 𝑥̂)                                                                                                         (5.40) 

 

𝑁̆𝑥𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝑥̂) = −

1

𝐷
(𝑗1𝑐𝑜𝑠(√−𝑦1𝑟) + 𝑗2𝑐𝑜𝑠ℎ(√𝑦2𝑟) + 𝑗3𝑐𝑜𝑠(√−𝑦3𝑟)) 𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂)   (5.41) 

 

𝑉̆𝑧𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝑥̂) =

1

𝐷
(−

𝑚1𝑦1

√−𝑦1
𝑠𝑒𝑛(√−𝑦1𝑟) −

𝑚2𝑦2

√𝑦2
𝑠𝑒𝑛ℎ(√𝑦2𝑟) −

𝑚3𝑦3

√−𝑦3
𝑠𝑒𝑛(√−𝑦3𝑟)) 

(5.42) 

 

5.4 EQUAÇÃO INTEGRAL  

 

Fazendo uma ponderação da Eq. (5.10) pelas soluções fundamentais em 

deslocamentos da Eq.(5.6), o método dos resíduos ponderados estabelece que: 

 

∫

{
 
 

 
 

[
 
 
 𝐴11

𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑆1 −𝐵11

𝑑3

𝑑𝑥3

𝐵11
𝑑3

𝑑𝑥3
−𝐷11

𝑑4

𝑑𝑥4
+ 𝑆1]

 
 
 

{
𝑢̆(𝑥)

𝑤̆(𝑥)
} + {

𝑝𝑥

𝑝𝑧
}

}
 
 

 
 
𝑇

[
𝑢̆𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) 𝑢̆𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑤̆𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂) 𝑤̆𝑃

∗(𝑥, 𝑥̂)
] 𝑑𝑥 =

𝐿

0

{
0

0
}

𝑇

 

(5.43) 

 

Realizando as operações matriciais da Eq. (5.43), tem como resultado duas integrais 

que podem ser expressas por: 

 

∫ [(𝐴11
𝑑2𝑢̆

𝑑𝑥2
+ 𝑆1𝑢̆ − 𝐵11

𝑑3𝑤̆

𝑑𝑥3
+ 𝑝𝑥) 𝑢̆𝐹

∗ + (𝐵11
𝑑3𝑢̆

𝑑𝑥3
− 𝐷11

𝑑4𝑤̆

𝑑𝑥4
+ 𝑆1𝑤̆ + 𝑝𝑧) 𝑤̆𝐹

∗] 𝑑𝑥
𝐿

0

= 

= 0 

∫ [(𝐴11
𝑑2𝑢̆

𝑑𝑥2
+ 𝑆1𝑢̆ − 𝐵11

𝑑3𝑤

𝑑𝑥3
+ 𝑝𝑥) 𝑢̆𝑃

∗ + (𝐵11
𝑑3𝑢̆

𝑑𝑥3
− 𝐷11

𝑑4𝑤̆

𝑑𝑥4
+ 𝑆1𝑤̆ + 𝑝𝑧) 𝑤̆𝑃

∗] 𝑑𝑥
𝐿

0

= 

= 0                                                                                                                                           (5.44𝑎‐ 𝑏) 
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Efetuando sucessivas integrais por parte na Eq.(5.44a), supondo 𝑝𝑥
∗  ativado e depois 

substituindo as Eq. (5.34), Eq. (5.35), Eq. (5.36), têm-se assim as equações integrais de 

deslocamento axial, dadas por: 

 

∫ (𝐴11
𝑑2𝑢̆𝐹

∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥2
+ 𝑆1𝑢̆𝐹

∗ (𝑥, 𝑥̂) − 𝐵11
𝑑3𝑤̆𝐹

∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥3
)

𝐿

0

𝑢̆(𝑥)𝑑𝑥 + 

∫ (𝐵11
𝑑3𝑢̆𝐹

∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥2
− 𝐷11

𝑑4𝑤̆𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥3
+ 𝑆1𝑤̆𝐹

∗(𝑥, 𝑥̂))
𝐿

0

𝑤̆(𝑥)𝑑𝑥 + 

+∫ [𝑝𝑥𝑢̆𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) + 𝑝𝑧𝑤̆𝐹

∗(𝑥, 𝑥̂)]𝑑𝑥 − [𝑁𝑥(𝑥)𝑢̆𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)]0

𝐿 +  [𝑁𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂)𝑢̆(𝑥)]0

𝐿 +                 
𝐿

0

 

[𝑉̆𝑧𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑤̆(𝑥)]

0

𝐿
− [𝑉̆𝑧(𝑥)𝑤̆𝐹

∗(𝑥, 𝑥̂)]
0

𝐿
− [𝑀̆𝑦𝐹

∗ (𝑥, 𝑥̂)
𝑑𝑤(𝑥)

𝑑𝑥
]
0

𝐿

+ [𝑀̆𝑦(𝑥)
𝑑𝑤̆𝐹

∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
]
0

𝐿

= 0  

(5.45) 

 

Utilizando processo análogo ao descrito na Eq. (3.20), pode-se então descrever a 

Eq. (5.45) para o deslocamento axial no domínio da frequência na forma de: 

 

𝑢̆(𝑥̂) + [𝑁̆𝑥𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑢̆(𝑥)]

0

𝐿
+ [𝑉̆𝑧𝐹

∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑤̆(𝑥)]
0

𝐿
− [𝑀̆𝑦𝐹

∗ (𝑥, 𝑥̂)
𝑑𝑤̆(𝑥)

𝑑𝑥
]
0

𝐿

= 

[𝑁̆𝑥(𝑥)𝑢̆𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂)]

0

𝐿
+ [𝑉̆𝑧(𝑥)𝑤̆𝐹

∗(𝑥, 𝑥̂)]
0

𝐿
 − [𝑀̆𝑦(𝑥)

𝑑𝑤̆𝐹
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
]
0

𝐿

+ 

+∫ [𝑝𝑥𝑢̆𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) + 𝑝𝑧𝑤̆𝐹

∗(𝑥, 𝑥̂)]𝑑𝑥                                                                                          (5.46)
𝐿

0

 

 

Fazendo uso dos procedimentos realizados na Eq.(5.45), pode-se descrever também 

as equações integrais em deslocamento transversal: 

 

𝑤̆(𝑥̂) + [𝑁̆𝑥𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑢̆(𝑥)]

0

𝐿
+ [𝑉̆𝑧𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑤̆(𝑥)]
0

𝐿
− [𝑀̆𝑦𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂)
𝑑𝑤̆(𝑥)

𝑑𝑥
]
0

𝐿

= 

[𝑁̆𝑥(𝑥)𝑢̆𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)]

0

𝐿
+ [𝑉̆𝑧(𝑥)𝑤̆𝑃

∗(𝑥, 𝑥̂)]
0

𝐿
−  [𝑀̆𝑦(𝑥)

𝑑𝑤̆𝑃
∗(𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
]
0

𝐿

+ 

+∫ [𝑝𝑥𝑢̆𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂) + 𝑝𝑧𝑤̆𝑃

∗(𝑥, 𝑥̂)]𝑑𝑥
𝐿

0

                                                                                         (5.47) 
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Para o total equacionamento dos problemas clássicos de vigas laminadas são 

necessárias três incógnitas no contorno a determinar. Assim, uma equação adicional é 

necessária a fim de tornar o problema solucionável. Logo, a equação para a incógnita 

adicional é gerada a partir da derivação da Eq. (5.47) em relação ao ponto fonte, resultando 

na equação integral da inclinação da elástica transversal: 

 

𝑑𝑤̆(𝑥̂)

𝑑𝑥̂
+ [𝑁̆𝑃,𝑥̂

∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑢̆(𝑥)]
0

𝐿
+ [𝑉̆𝑧𝑃,𝑥̂

∗ (𝑥, 𝑥̂)𝑤̆(𝑥)]
0

𝐿
− [𝑀̆𝑦𝑃,𝑥̂

∗ (𝑥, 𝑥̂)
𝑑𝑤̆(𝑥)

𝑑𝑥
]
0

𝐿

 

= [𝑁̆𝑥(𝑥)𝑢̆𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂)]

0

𝐿
+ [𝑉̆𝑧(𝑥)𝑤̆𝑃,𝑥̂

∗ (𝑥, 𝑥̂)]
0

𝐿
− [𝑀̆𝑦(𝑥)

𝑑𝑤̆𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝑥̂)

𝑑𝑥
]
0

𝐿

+ 

+∫ [𝑝̆𝑥𝑢̆𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝑥̂) + 𝑝𝑧𝑤̆𝑃,𝑥̂

∗ (𝑥, 𝑥̂)]𝑑𝑥
𝐿

0

                                                                                    (5.48) 

 

5.5 REPRESENTAÇÃO ALGÉBRICA 

 

A representação algébrica do problema fundamental consiste em fazer a colocação 

do ponto fonte nas extremidades da barra, ou seja, no contorno. Para isso, faz-se o ponto 

fonte tender a zero (extremidade esquerda da barra) ou tender a L (extremidade direita), o 

que equivale a 𝑥̂ = lim
𝜉→0

(0 + 𝜉)  e 𝑥̂ = lim
𝜉→0

(𝐿 − 𝜉) . Assim, aplicando a substituição dos 

limites de integração e a colocação da fonte na extremidade esquerda da barra nas Eq. (5.46), 

Eq. (5.47) e Eq. (5.48), obtêm-se os deslocamentos fundamentais e inclinação da elástica em 

relação à funções de ativação 𝑝𝑥
∗ , 𝑝𝑧

∗: 

 

{𝑢̆} + [𝐻]{𝑢̆} = [𝐺]{𝑝} + {𝑓}                                                                                                   (5.49)   

 

Onde [H] e [G] são as matrizes de influência e {f} é o vetor dos carregamentos. {𝑢̆} 

e {𝑝}  são os vetores dos deslocamentos e dos esforços mostrados na Fig.(3.2), que 

explicitamente são descritos como: 

 

{𝑢̆} = [𝑢̆𝑖 𝑤̆𝑖
𝑑𝑤̆𝑖

𝑑𝑥
𝑢̆𝑗 𝑤̆𝑗

𝑑𝑤̆𝑗

𝑑𝑥
]
𝑇

  

{𝑝} = [𝑁̆𝑖 𝑉̆𝑧𝑖 𝑀̆𝑦𝑖 𝑁̆𝑗 𝑉̆𝑧𝑗 𝑀̆𝑦𝑗]
𝑇
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Sendo, 

[𝑢̆𝑖 𝑤̆𝑖
𝑑𝑤̆𝑖
𝑑𝑥

𝑢̆𝑗 𝑤̆𝑗
𝑑𝑤̆𝑗

𝑑𝑥
]
𝑇

= [𝑢̆(0) 𝑤̆(0)
𝑑𝑤̆(0)

𝑑𝑥
𝑢̆(𝐿) 𝑤̆(𝐿)

𝑑𝑤̆(𝐿)

𝑑𝑥
)]
𝑇

 

 

Os elementos das matrizes de influência [H] e [G] são encontrados fazendo as 

devidas substituições dos valores do ponto campo x e do ponto fonte 𝑥̂ da Eq. (5.25) à Eq. 

(5.42). Portanto, a matriz de influência [H] da Eq. (5.49), na forma explicita, pode expressa 

como: 

 

[𝐻] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 −

1

2
0 0 𝛼5𝑐(𝐿) −𝛼6𝑠(𝐿) 𝛼7𝑐(𝐿)

0 −
1

2
0 −𝛼8𝑠(𝐿) 𝛼9𝑐(𝐿) −𝛼10𝑠(𝐿)

0 0 −
1

2
𝛼11𝑐(𝐿) −𝛼12𝑠(𝐿) 𝛼9𝑐(𝐿)

𝛼5𝑐(𝐿) 𝛼6𝑠(𝐿) 𝛼7𝑐(𝐿) −
1

2
0 0

𝛼8𝑠(𝐿) 𝛼9𝑐(𝐿) 𝛼10𝑐(𝐿) 0 −
1

2
0

𝛼11𝑐(𝐿) 𝛼12𝑠(𝐿) 𝛼9𝑐(𝐿) 0 0 −
1

2 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Onde os elementos da matriz de influência [𝐻] são dados por, 

 

𝛼5𝑐(𝑧) = −𝑁̆𝐹
∗(0, 𝑧 − 𝜉) =

1

𝐷
(
𝑒1

√−𝑦1
𝑐𝑜𝑠1𝑧 +

𝑒2

√𝑦2
𝑐ℎ2𝑧 +

𝑒3

√−𝑦3
𝑐𝑜𝑠3𝑧) 

𝛼6𝑠(𝑧) = −𝑉̆𝐹
∗(0, 𝑧 − 𝜉) = −

1

𝐷
(−𝑔1𝑠𝑒𝑛1𝑧 + 𝑔2𝑠ℎ2𝑧−𝑔3𝑠𝑒𝑛3𝑧) 

 

𝛼7𝑐(𝑧) = 𝑀̆𝐹
∗(0, 𝑧 − 𝜉) = −

1

𝐷
(
𝑔1

√−𝑦1
𝑐𝑜𝑠1𝑧 +

𝑔2

√𝑦2
𝑐ℎ2𝑧 +

𝑔3

√−𝑦3
𝑐𝑜𝑠3𝑧) 

 

𝛼8𝑠(𝑧) = −𝑁̆𝑃
∗(0, 𝑧 − 𝜉) = −

1

𝐷
(

𝑗1

√−𝑦1
𝑠𝑒𝑛1𝑧 +

𝑗2

√𝑦2
𝑠ℎ2𝑧 +

𝑗3

√−𝑦3
𝑠𝑒𝑛3𝑧) 
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𝛼9𝑐(𝑧) = −𝑉̆𝑃
∗(0, 𝑧 − 𝜉) =

1

𝐷
(𝑚1𝑐𝑜𝑠1𝑧 + 𝑚2𝑐ℎ2𝑧 + 𝑚3𝑐𝑜𝑠3𝑧) 

 

𝛼10𝑠(𝑧) = 𝑀̆𝑃
∗(0, 𝑧 − 𝜉) =

1

𝐷
(
𝑚1

√−𝑦1
𝑠𝑒𝑛1𝑧 +

𝑚2

√𝑦2
𝑠ℎ2𝑧 +

𝑚3

√−𝑦3
𝑠𝑒𝑛3𝑧) 

 

𝛼11𝑐(𝑧) = −𝑁̆𝑃,𝑥̂
∗ (0, 𝑧 − 𝜉) = −

1

𝐷
(𝑗1𝑐𝑜𝑠1𝑧 + 𝑗2𝑐ℎ2𝑧 + 𝑗3𝑐𝑜𝑠3𝑧) 

 

𝛼12𝑠(𝑧) = −𝑉̆𝑃,𝑥̂
∗ (0, 𝑧 − 𝜉) =

1

𝐷
(
𝑚1𝑦1

√−𝑦1
𝑠𝑒𝑛1𝑧 +

𝑚2𝑦2

√𝑦2
𝑠ℎ2𝑧 +

𝑚3𝑦3

√−𝑦3
𝑠𝑒𝑛3𝑧) 

(5.50𝑎‐ ℎ) 

 

Para determinar os elementos das matrizes de influência [G] e [H], e do vetor dos 

carregamentos {f} apresentados na Eq. (5.49) é atribuído z = L. 

Expondo a matriz de influência [G] apresentada na Eq.(5.49), explicitamente tem-

se: 

 

[𝐺] =

[
 
 
 
 
 
 

0 0 0 −𝛽3𝑠(𝐿) 𝛽4𝑐(𝐿) −𝛽5𝑠(𝐿)

0 0 0 −𝛽4𝑐(𝐿) −𝛽6𝑠(𝐿) 𝛽7𝑐(𝐿)

0 0 0 𝛽5𝑠(𝐿) 𝛽7𝑐(𝐿) −𝛽8𝑠(𝐿)

𝛽3𝑠(𝐿) 𝛽4𝑐(𝐿) 𝛽5𝑠(𝐿) 0 0 0

−𝛽4𝑐(𝐿) 𝛽6𝑠(𝐿) 𝛽7𝑐(𝐿) 0 0 0

−𝛽5𝑠(𝐿) 𝛽7𝑐(𝐿) 𝛽8𝑠(𝐿) 0 0 0 ]
 
 
 
 
 
 

 

 

Onde os elementos da matriz [G] são definidos como: 

 

𝛽3𝑠(𝑧) = −𝑢̆𝐹
∗ (0, 𝑧 − 𝜉) = −

1

𝐷
(
𝑏1

√−𝑦1
𝑠𝑒𝑛1𝑧 +

𝑏2

√𝑦2
𝑠ℎ2𝑧 +

𝑏3

√−𝑦3
𝑠𝑒𝑛3𝑧) 

 

𝛽4𝑐(𝑧) = −𝑤̆𝐹
∗(0, 𝑧 − 𝜉) =

1

𝐷
(𝑐1𝑐𝑜𝑠1𝑧 + 𝑐2𝑐ℎ2𝑧 + 𝑐3𝑐𝑜𝑠3𝑧) 

 

𝛽5𝑠(𝑧) =
𝑑𝑤̆𝐹

∗

𝑑𝑥
(0, 𝑧 − 𝜉) =

1

𝐷
(−𝑐1√−𝑦1𝑠𝑒𝑛1𝑧 + 𝑐2√𝑦2𝑠ℎ2𝑧 − 𝑐3√−𝑦3𝑠𝑒𝑛3𝑧) 
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𝛽6𝑠(𝑧) = −𝑤̆𝑃
∗(0, 𝑧 − 𝜉) = −

1

𝐷
(
𝑑1

√−𝑦1
𝑠𝑒𝑛1𝑧 +

𝑑2

√𝑦2
𝑠ℎ2𝑧 +

𝑑3

√−𝑦3
𝑠𝑒𝑛3𝑧) 

 

𝛽7𝑐(𝑧) =
𝑑𝑤̆𝑃

∗

𝑑𝑥
(0, 𝑧 − 𝜉) = −

1

𝐷
(𝑑1𝑐𝑜𝑠1𝑧 + 𝑑2𝑐ℎ2𝑧 + 𝑑3𝑐𝑜𝑠3𝑧) 

 

𝛽8𝑠(𝑧) =
𝑑𝑤̆𝑃,𝑥̂

∗

𝑑𝑥
(0, 𝑧 − 𝜉) =

1

𝐷
(𝑑1√−𝑦1𝑠𝑒𝑛1𝑧 − 𝑑2√𝑦2𝑠ℎ2𝑧 + 𝑑3√−𝑦3𝑠𝑒𝑛3𝑧) 

(5.50𝑖‐ 𝑛) 

 

Sendo, 

 

𝑠𝑒𝑛1𝑧 = 𝑠𝑒𝑛(𝑧√−𝑦1) 

𝑠ℎ2𝑧 = 𝑠𝑒𝑛ℎ(𝑧√𝑦2) 

𝑠𝑒𝑛3𝑧 = 𝑠𝑒𝑛(𝑧√−𝑦3) 

𝑐𝑜𝑠1𝑧 = 𝑐𝑜𝑠(𝑧√−𝑦1) 

𝑐ℎ2𝑧 = 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑧√𝑦2) 

𝑐𝑜𝑠3𝑧 = 𝑐𝑜𝑠(𝑧√−𝑦3) 

Com z = L. 

 

Por fim, o vetor dos carregamentos da Eq. (5.49) na forma expandida fica: 

 

{
  
 

  
 
𝑓1𝑖
𝑓3𝑖
𝑓3𝑖
𝑓1𝑗
𝑓2𝑗
𝑓3𝑗}
  
 

  
 

=

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 ∫ [𝑝𝑥𝑢̆𝐹

∗ (𝑥, 0) + 𝑝𝑧𝑤̆𝐹
∗(𝑥, 0)]𝑑𝑥

𝐿

0

∫ [𝑝𝑥𝑢̆𝑃
∗ (𝑥, 0) + 𝑝𝑧𝑤̆𝑃

∗(𝑥, 0)]𝑑𝑥
𝐿

0

∫ [𝑝𝑥𝑢̆𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 0) + 𝑝𝑧𝑤̆𝑃,𝑥̂

∗ (𝑥, 0)]𝑑𝑥
𝐿

0

∫ [𝑝𝑥𝑢̆𝐹
∗ (𝑥, 𝐿) + 𝑝𝑧𝑤̆𝐹

∗(𝑥, 𝐿)]𝑑𝑥
𝐿

0

∫ [𝑝𝑥𝑢̆𝑃
∗ (𝑥, 𝐿) + 𝑝𝑧𝑤̆𝑃

∗(𝑥, 𝐿)]𝑑𝑥
𝐿

0

∫ [𝑝𝑥𝑢̆𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝐿) + 𝑝𝑧𝑤̆𝑃,𝑥̂

∗ (𝑥, 𝐿)]𝑑𝑥
𝐿

0 }
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

                                                                (5.51) 
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Utilizando processo análogo ao do capítulo 3, se os carregamentos 𝑝𝑥  e 𝑝𝑧  são 

uniformes em todo o domínio da barra, o vetor dos carregamentos da Eq. (5.51) pode ser 

escrito como:  

 

{𝑓} =
1

𝐷

{
  
 

  
 
𝑝𝑥𝐹1(𝐿) + 𝑝𝑧𝐹2(𝐿)

−𝑝𝑥𝐹2(𝐿) + 𝑝𝑧𝐹3(𝐿)

𝑝𝑥𝐹4(𝐿) + 𝑝𝑧𝐹5(𝐿)

𝑝𝑥𝐹1(𝐿) − 𝑝𝑧𝐹2(𝐿)

𝑝𝑥𝐹2(𝐿) + 𝑝𝑧𝐹3(𝐿)

𝑝𝑥𝐹4(𝐿) − 𝑝𝑧𝐹5(𝐿) }
  
 

  
 

 

 

Sendo, 

 

𝐹1(𝑧) = (
𝑏1
𝑦1
(𝑐𝑜𝑠1𝑧 − 1) +

𝑏2
𝑦2
(𝑐ℎ2𝑧 − 1) +

𝑏3
𝑦3
(𝑐𝑜𝑠3𝑧 − 1)) 

𝐹2(𝑧) = (
𝑐1

√−𝑦1
𝑠𝑒𝑛1𝑧 +

𝑐2

√𝑦2
𝑠ℎ2𝑧 +

𝑐3

√−𝑦3
𝑠𝑒𝑛3𝑧) 

𝐹3(𝑧) = (−
𝑑1
𝑦1
(𝑐𝑜𝑠1𝑧 − 1) +

𝑑2
𝑦2
(𝑐ℎ2𝑧 − 1) −

𝑑3
𝑦3
(𝑐𝑜𝑠3𝑧 − 1)) 

𝐹4(𝑧) = (𝑐1(𝑐𝑜𝑠1𝑧 − 1) + 𝑐2(𝑐ℎ2𝑧 − 1) + 𝑐3(𝑐𝑜𝑠3𝑧 − 1)) 

𝐹5(𝑧) = −(
𝑑1

√−𝑦1
𝑠𝑒𝑛1𝑧 +

𝑑2

√𝑦2
𝑠ℎ2𝑧 +

𝑑3

√−𝑦3
𝑠𝑒𝑛3𝑧)                                  (5.51𝑎‐ 𝑓) 

Com z = L. 

 

Então, após aplicar as condições de contorno na matriz das incógnitas [A] e no vetor 

independente da Eq. (5.49), resulta em: 

 

[𝐴̆]{𝑥̆} = {𝑏̆} 

 

Convém notar que [𝐴̆], {𝑥̆}, {𝑏̆} dependem do vetor de frequência de trabalho. Se o 

interesse da análise é determinar as frequências e o os modos de vibração, duas estratégias 

podem ser utilizadas. Na primeira, faz-se uma varredura de frequência no sistema, 

observando possíveis mudanças de sinal em {𝑥̆}, caracterizando pontos de ressonância ou 
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antirressonância. No caso em que existir ressonância há então descontinuidade em {𝑥̆}. Outra 

maneira de se caracterizar as frequências naturais é encontrando os valores de ω que tornem 

det[A] nulo.  

Para as determinações dos campos de domínio da viga, basta escrever as 

representações algébricas referentes às equações integrais Eq. (5.46), Eq. (5.47) e Eq. (5.48), 

resultando em: 

 

{𝑢(𝑎)} + [𝐻(𝑎)]{𝑢} = [𝐺(𝑎)]{𝑝} + {𝑓(𝑎)}                                                                          (5.52) 

 

Onde: 

 {𝑢(𝑎)} = {

𝑢(𝑎)
𝑤(𝑎)
𝑑𝑤(𝑎)

𝑑𝑥

}  

 

[𝐻(𝑎)] = [

𝛼5𝑐(𝑎) 𝛼6𝑠(𝑎) 𝛼7𝑐(𝑎) 𝛼5𝑐(𝑏) −𝛼6𝑠(𝑏) 𝛼7𝑐(𝑏)

𝛼8𝑠(𝑎) 𝛼9𝑐(𝑎) 𝛼10𝑐(𝑎) −𝛼8𝑠(𝑏) 𝛼9𝑐(𝑏) −𝛼10𝑠(𝑏)

𝛼11𝑐(𝑎) 𝛼12𝑠(𝑎) 𝛼9𝑐(𝑎) 𝛼11𝑐(𝑏) −𝛼12𝑠(𝑏) 𝛼9𝑐(𝑏)
] 

 

[𝐺(𝑎)] = [

𝛽3𝑠(𝑎) 𝛽4𝑐(𝑎) 𝛽5𝑠(𝑎) −𝛽3𝑠(𝑏) 𝛽4𝑐(𝑏) −𝛽5𝑠(𝑏)

−𝛽4𝑐(𝑎) 𝛽6𝑠(𝑎) 𝛽7𝑐(𝑎) −𝛽4𝑐(𝑏) −𝛽6𝑠(𝑏) 𝛽7𝑐(𝑏)

−𝛽5𝑠(𝑎) 𝛽7𝑐(𝑎) 𝛽8𝑠(𝑎) 𝛽5𝑠(𝑏) 𝛽7𝑐(𝑏) −𝛽8𝑠(𝑏)
] 

 

{𝑓(𝑎)} =
1

𝐷
{

𝑝𝑥𝐹1(𝑎) + 𝑝𝑧𝐹2(𝑎) + 𝑝𝑥𝐹1(𝑏) − 𝑝𝑧𝐹2(𝑏)

−𝑝𝑥𝐹2(𝑎) + 𝑝𝑧𝐹3(𝑎) + 𝑝𝑥𝐹2(𝑏) + 𝑝𝑧𝐹3(𝑏)

𝑝𝑥𝐹4(𝑎) + 𝑝𝑧𝐹5(𝑎) + 𝑝𝑥𝐹4(𝑏) − 𝑝𝑧𝐹5(𝑏)
} 

 

Onde os elementos das matrizes [𝐻(𝑎)], [𝐺(𝑎)] e do vetor {𝑓(𝑎)} são dados na Eq. 

(5.50a-h), Eq. (5.50i-n) e Eq. (5.51a-f), respectivamente, quando tomado z = a. E ainda, é 

feita a substituição 𝑏 = 𝐿 − 𝑎 nas equações descritas. 
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CAPÍTULO 6   

 

 

Neste capítulo são apresentados os resultados para a formulação do MEC para casos 

de vigas envolvendo diversos tipos de carregamento, condições de contorno e laminações. 

Todos os exemplos foram executados em um código implementado em C++. 

  

EXEMPLO 1: Análise estática de vigas laminadas simétricas 

 

Seja uma viga laminada de seção transversal retangular de 1 m comprimento, 

largura 0,025 m e altura 0,05 m.  As seguintes propriedades mecânicas são utilizadas: 𝐸1= 

180 GPa, 𝐸2= 8,96 GPa; 𝐺12= 7,1 GPa; 𝜈12=0.3, estando submetida a um carregamento 

uniformemente distribuído de 250 kN/m sob duas condições de contorno (biapoida ou 

biengastada). O deslocamento transversal máximo da viga é analisado para diferentes 

angulações das lâminas. Os resultados da análise estática via TCVL para vigas biapoidas são 

mostrados na Tab. (6.1) enquanto as respostas da análise estática para vigas engastadas são 

mostrados na Tab. (6.2). Os resultados do MEC via TCVL são comparados com a solução 

analítica via Método de Euler dada em HAJIANMALEKI e QATU (2011). 

 

Tabela 6.1 Deslocamento transversal máximo w(m) da viga biapoida 

 Teoria Clássica 

Laminação Método de Euler MEC 

[0]4 0,0901 0,0901 

[0/90]𝑠  0,1019 0,1020 

[45]4 0,2753 0,2753 
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Tabela 6.2 Deslocamento transversal máximo w(m) da viga biengastada 

 Teoria Clássica 

Laminação Método de Euler MEC 

[0]4 0,01801 0,01801 

[0/90]𝑠  0,02039 0,02039 

[45]4 0,05506 0,05506 

 

  

EXEMPLO 2: Análise estática de vigas sob carregamento transversal triangular 

 

Seja uma viga laminada ortotrópica de comprimento L = 10 m, altura h = 0,05 m, 

largura b = 0,025 m e com área da seção transversal retangular igual A, com as seguintes 

propriedades do material: E1 = 25 GPa; E2 = 1 GPa; G12 = G13 = 0,5 GPa; G23 = 0,2 GPa e ν12 

= 0,25. A Viga, ainda, é submetida a um carregamento distribuído triangular com 𝑃𝑧1 = 0 

N/m, 𝑃𝑧2 = 3 N/m e condição de contorno Apoiado-Apoiado (A-A), vide Fig.6.1 . Já as 

laminações que compõem a viga podem ser simétricas [45]4 e [0/90]𝑠, ou não simétricas 

[0/90], [302/602]. Nas Tab. (6.3) e Tab. (6.4) são comparados os resultados do MEC e os 

valores analíticos para os deslocamentos transversal, axial e inclinação da elástica. Os dois 

primeiros valores analíticos utilizando a TCVL, segundo VINSON e SIERAKOWSKI 

(2004), são dados respectivamente por: 

 

Figura 6.1 Viga simplesmente apoiada sob carregamento trapezoidal 
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𝑤(𝑥) =
𝐴11𝐾𝐿

5

120(𝐴11𝐷11 − 𝐵11
2 )
[(
𝑥

𝐿
)
5

−
10

3
(
𝑥

𝐿
)
3

+
7

3
(
𝑥

𝐿
)] 

 

𝑢(𝑥) =
𝐵11𝐾𝐿

4

24(𝐴11𝐷11 − 𝐵11
2 )
[(
𝑥

𝐿
)
4

− 2(
𝑥

𝐿
)
2

] 

 

Onde,  

𝑘 =
𝑃𝑧2
𝐿

 

 

E a equação da inclinação da elástica pode ser calculada derivando-se o deslocamento 

transversal w(x), resultando em: 

 

𝑑𝑤(𝑥)

𝑑𝑥
=

𝐴11𝐾𝐿
4

24(𝐴11𝐷11 − 𝐵11
2 )
[(
𝑥

𝐿
)
4

− 2 (
𝑥

𝐿
)
2

+
7

15
] 

 

 

Convém notar que na Tab. (6.3) os resultados dos deslocamentos axiais não são 

apresentados, já que eles são nulos devido à simetria do laminado (𝐵11 nulo). 

 

Tabela 6.3 Deslocamento transversal w(m)e inclinação da elástica dw/dx(rad) máximos 

com laminado simétrico 

 [0/90]𝑠 [45]4 

Exata MEC Exata MEC 

𝑤 3,401 × 10−1 3,4006 × 10−1 1,050 × 10−1 1,0502 × 10−1 

𝑑𝑤

𝑑𝑥
 

6,348 × 10−3 6,3477 × 10−3 1,960 × 10−3 1,9603 × 10−3 
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Tabela 6.4 Deslocamentos axial u(m), transversal w(m) e inclinação da elástica dw/dx(rad) 

máximos com laminado simétrico 

 [0/90] [302/602] 

Exata MEC Exata MEC 

𝑢 5,151 × 10−4 5,1510 × 10−4 3,354 × 10−4 3,3544 × 10−4 

𝑤 1,594 × 10−1 1,5944 × 10−1 1,373 × 10−1 1,3725 × 10−1 

𝑑𝑤

𝑑𝑥
 

2,976 × 10−3 2,9761 × 10−3 2,562 × 10−3 2,5621 × 10−3 

 

 

EXEMPLO 3: Análise estática de vigas com diferentes condições de contorno e 

laminação 

 

Seja uma viga laminada ortotrópica de comprimento L, altura h e com área da seção 

transversal igual A, com as seguintes propriedades do material: E1/ E2 = 25; G12 = G13 = 

0,5E2; ν12 = 0,25 e fator de forma para TPVL dado por κ = 5/6. Os deslocamentos transversais 

adimensionais podem ser calculados pela equação, 

 

𝑊̅ =
𝑤𝐴𝐸2ℎ

2102

𝑓𝐿4
 

 

Onde f é uma força uniformemente distribuída em todo o domínio da viga. As 

condições de contorno Apoiado-Apoiado (A-A), Engastado-Engastado (E-E), Engastado-

livre (E-L), Engastado-Apoiado (E-A) são utilizadas para a análise estática segundo a TCVL 

e TPVL apresentadas neste trabalho. Já as laminações que formam a viga podem ser 

simétricas [0/90/0], ou não simétricas [0/90]. Nas Tab. (6.5) e Tab. (6.6), Tab. (6.7) e Tab. 

(6.8) são comparados os resultados dos deslocamentos adimensionalizados transversais 

máximos para TCVL e TPVL pelo MEC (presente trabalho) com a solução exata para a 

flexão de vigas laminadas KHDEIR e REDDY (1997). 
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Tabela 6.5 Deslocamento admensionalizado W ̅ com [0/90/0] 

Condições de Contorno 
Teoria Clássica 

Exata MEC 

Apoiado – Apoiado 0,646 0,6464 

Engastado – Engastado 0,259 0,2586 

Engastado – Apoiado 0,129 0,1293 

Engastado – Livre 2,198 2,1978 

 

 

Tabela 6.6 Deslocamento adimensionalizado W ̅ com [0/90] 

Condições de Contorno 
Teoria Clássica 

Exata MEC 

Apoiado – Apoiado 3,322 3,3216 

Engastado – Apoiado 1,329 1,3286 

Engastado – Engastado 0,664 0,6643 

Engastado – Livre 11,293 11,2934 

 

 

Tabela 6.7 Deslocamento adimensionalizado W ̅ com [0/90/0] 

 

L/h 

Teoria de Primeira Ordem 

Apoiado- 

Apoiado  

Engastado- 

Engastado  

Engastado- 

Livre  

Engastado- 

Apoiado  

Exata MEC Exata MEC Exata MEC Exata MEC 

5 2,146 2,1464 1,629 1,6293 6,698 6,6978 1,922 1,9216 

10 1,021 1.0214 0,504 0,5043 3,323 3,3228 0,693 0,6931 

50 0,661 0,6614 0,144 0,1442 2,243 2,2428 0,276 0,2764 
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Tabela 6.8 Deslocamento adimensionalizado W ̅ com [0/90] 

L/h 

Teoria de Primeira Ordem 

Simples- 

Suporte 

Engastado- 

Engastado 

Engastado- 

Livre 

Engastado- 

Apoiado 

Exata MEC Exata MEC Exata MEC Exata MEC 

5 5,036 5,0359 2,379 2,3786 16,436 16,4363 3,320 3,3197 

10 3,750 3,7502 1,093 1,0929 12,579 12,5791 1,834 1,845 

50 3,339 3,3387 0,681 0,6815 11,345 11,3449 1,349 1,3490 

 

 

 

EXEMPLO 4: Análise vibratória de uma viga simplesmente apoiada 

 

Para a análise dinâmica harmônica pela TCVL será utilizada uma viga biapoiada de 

comprimento L, altura h e área da seção transversal A, com as seguintes propriedades do 

material: E1/ E2 = 15,4; G12 / E2 = 0,79; ν12 = 0,3 e densidade 𝜌 = 1580 kg/m3. 

Os resultados das cinco primeiras frequências naturais adimensionais para vigas 

com laminações simétricas e com diferentes angulações obtidos neste trabalho são 

comparados aos resultados analíticos de HAJIANMALEKI e QATU (2011) conforme 

indicado na Tab. (6.9): 

 

Tabela 6.9 Frequência natural adimensional Ω de uma viga laminada simétrica biapoida 

 [0]4 [0/90]𝑠  [45]4 

 

   n 

Solução 

Analítica 

 

MEC 

Solução 

Analítica 

 

MEC 

Solução 

Analítica 

 

MEC 

1 9,898 9,897 9,302 9,304 5,6613 5,656 

2 39,593 39,587 37,207 37,207 22,6450 22,6401 

3 89,084 89,085 83,716 83,718 50,9513 50,9514 

4 158,372 158,347 148,829 148,829 90,5801 90,5814 

5 247,457 247,455 232,546 232,547 141,5314 141,5341 

 

A frequência natural adimensional pode ser calculada por: 
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Ω = 𝜔𝐿2√
12𝜌

𝐸1ℎ2
 

 

Como HAJIANMALEKI e QATU (2011) apresenta os resultados analíticos de vigas 

biapoiadas segundo a TCVL para frequências naturais até o quinto modo, neste trabalho 

optou-se por apresentar a solução analítica para as frequências de todos modos de vibração, 

que estão descritas no ANEXO I. Nas Tab. (6.10) e Tab. (6.11) são apresentados os 

resultados das frequências via MEC para os casos de laminados não simétricos [02/902] e 

[302/602], respectivamente, e comparados com os analíticos até o décimo modo.  

 

Tabela 6.10 Frequência natural adimensional Ω de uma viga laminada não simétrica 

[𝟎𝟐/𝟗𝟎𝟐] biapoida 

 [02/902] 

n 
Exata 

MEC 

1 4,6880 4,6874 

2 18,7186 18,7185 

3 41,9915 41,9910 

4 74,3395 74,3388 

5 115,5294 115,5291 

6 159,3846 159,3860 

7 165,2626 165,2632 

8 223,1769 223,1771 

9 288,8501 288,8498 

10 319,3390 319,3969 
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Tabela 6.11 Frequência natural adimensional Ω de uma viga laminada não simétrica 

[𝟑𝟎𝟐/𝟔𝟎𝟐] biapoida 

 [302/602] 

n Exata 
MEC 

1 5,1434 5,1433 

2 20,5555 20,5555 

3 46,1809 46,1802 

4 81,9254 81,9248 

5 127,6535 127,6535 

6 134,3317 134,3306 

7 183,1839 183,1840 

8 248,2847 248,2836 

9 268,9020 268,9014 

10 322,6673 322,6676 

 

 

EXEMPLO 5: Análise vibratória de uma viga a várias condições de contorno 

 

Uma viga laminada ortotrópica de seção transversal retangular de comprimento L 

= 1, altura h = 0,1  com propriedades do material: E1 = 25 Pa; E2 = 1 Pa; G12 = G13 = 0,5 Pa; 

G23 = 0,2 Pa; ν12 = 0,25 e densidade 𝜌 = 1 kg/m3. A viga é submetida as diferentes condições 

de contorno simplesmente apoiada, bi engastada e engastada livre, com laminação simétrica  

[0/90] composta por quatro lâminas. Para o primeiro caso, os resultados do MEC, do MEF 

misto e solução analítica (vide ANEXO I) são apresentados na Tab. (6.12). Já para as vigas 

biengastada e engastada-livre as comparações são feitas apenas entre o MEC e MEF misto, 

cujos resultados estão apresentados nas Tab. (6.13) e Tab. (6.14). Convém notar que em 

todas análises via MEF misto foram feitas por ÖZÜTOK e MADENCİ (2013). A frequência 

natural adimensional 𝝎̅ pode ser calculada por: 

 

𝝎̅ = 𝜔𝐿2√
𝜌

𝐸2ℎ2
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Tabela 6.12 Frequência natural adimensional ω ̅ de uma viga laminada simétrica 

simplemente apoiada 

 [0/90]𝑠 

n MEF Misto Exata MEC 

1 13,390 13,380 13,380 

2 53,673 53,521 53,521 

3 121,200 120,422 120,422 

 

 

Tabela 6.13 Frequência natural adimensional ω ̅ de uma viga laminada simétrica bi 

engastada 

 [0/90]𝑠 

n MEF Misto MEC 

1 30,358 30,331 

2 83,887 83,610 

3 165,080 163,909 

 

 

Tabela 6.14 Frequência natural adimensional ω ̅ de uma viga laminada simétrica engastada-livre 

 [0/90]𝑠 

n MEF Misto MEC 

1 4,766 4,766 

2 29,901 29,872 

3 83,919 83,643 
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CONCLUSÃO 

 

 

Neste trabalho foi estabelecida uma abordagem dos elementos de contorno para 

problemas de vigas laminadas compostas sob as hipóteses da Teoria Clássica de Vigas 

Laminadas (TCVL) e da Teoria de Primeira ordem de Vigas laminadas (TPVL) para o caso 

estático. Para o caso dinâmico harmônico, a solução em elementos de contorno ficou restrita 

às vigas clássicas laminadas. Para TCVL foram constituída equações integrais para os 

deslocamentos axiais, transversais e inclinação da elástica transversa. Além disso, foram 

deduzidas as soluções fundamentais pertinentes aos casos estático e dinâmico harmônico. 

Para a TPVL as equações integrais, nos problemas estáticos, foram estabelecidas para 

deslocamentos axiais e transversais e rotação da seção, assim como para as suas respectivas 

soluções fundamentais. 

Nos problemas estáticos e dinâmicos foram gerados sistemas algébricos para 

determinação, primeiramente, das variáveis de contorno e, em seguida, sistemas para 

descrição dos campos no domínio. 

Os resultados do MEC sugerem a um bom desempenho e elegância da formulação 

apresentada aqui.  

 

 

SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

 

Extensão do MEC para análises dinâmicas em teorias de vigas laminadas de 

primeira ordem. 

Análises estáticas e dinâmicas pelo MEC de vigas laminadas com teorias de 

segunda e terceira ordem. 
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ANEXO I 

 

 

DESENVOLVIMENTO DA SOLUÇÃOANALÍTICA PARA AS FREQUÊNCIAS 

NATURAIS DE UMA VIGA LAMINADA DE EULER-BERNOULLI SIMPLESMENTE 

APOIADA 

 

Das condições de contorno, para uma viga simplesmente apoiada, tem-se: 

 

Nx = 0, My = 0 e 𝑤 = 0                                                                                                     (A1)                                 

 

A solução em série (Método de Euler) para os deslocamentos compatíveis com as 

condições de contorno dadas na Eq. (A1) em série, ficam: 

 

𝑢 = ∑[𝐴𝑚 cos(𝛼𝑚𝑥)]

𝑛

𝑚=1

𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡)                                                                                           (𝐴2. 𝑎) 

𝑤 = ∑[𝐶𝑚 sen(𝛼𝑚𝑥)]

𝑛

𝑚=1

𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡)                                                                                        (𝐴2. 𝑏) 

Onde: 𝛼𝑚 =
𝑚𝜋

𝐿
. 𝐴𝑚 𝑒 𝐶𝑚 são os termos a determinar da série. 

Substituindo a Eq. (A2) na Eq. (5.4), tem-se: 

 

 

 

[
−𝐴11𝛼𝑚

2 + 𝐼1𝜔
2 −𝐵11𝛼𝑚

3

𝐵11𝛼𝑚
3 −𝐷11𝛼𝑚

4 + 𝐼1𝜔
2
] {
𝐴𝑚 cos(𝛼𝑚𝑥)

𝐶𝑚 sen(𝛼𝑚𝑥)
} =  {

0

0
}                                          (𝐴3) 

 

Assumindo, 
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𝜆 = 𝜔2                                                                                                                                                (𝐴4) 

E, 

 

𝐿 = [
−𝐴11𝛼𝑚

2 + 𝐼1𝜆 −𝐵11𝛼𝑚
3

𝐵11𝛼𝑚
3 −𝐷11𝛼𝑚

4 + 𝐼1𝜆
]                                                                                     (𝐴5) 

 

Para a determinação das frequências naturais uma condição necessária e suficiente é : 

 

det (𝐿) = 0                                                                                                                                        (𝐴6) 

 

Daí, a partir da Eq. (A6), obtém-se os autovalores : 

 

𝜆1 =
𝐴11𝛼𝑚

2 +𝐷11𝛼𝑚
4 + 𝛼𝑚

2 √(𝐴11 − 𝛼𝑚
2 𝐷11)

2
+ 4𝐵11𝛼𝑚

2

2𝐼1
                                                 (𝐴7. 𝑎) 

 

𝜆2 =
𝐴11𝛼𝑚

2 +𝐷11𝛼𝑚
4 − 𝛼𝑚

2 √(𝐴11 − 𝛼𝑚
2 𝐷11)

2
+ 4𝐵11𝛼𝑚

2

2𝐼1
                                                (𝐴7. 𝑏) 

 

Logo, substituindo a Eq.(A7) na Eq.(A4) obtém-se as frequências naturais: 

 

𝜔1(𝑚) =
√𝐴11𝛼𝑚

2 +𝐷11𝛼𝑚
4 + 𝛼𝑚

2 √(𝐴11 − 𝛼𝑚
2 𝐷11)

2
+ 4𝐵11𝛼𝑚

2

2𝐼1
                                          (𝐴8. 𝑎) 

 

 

 

𝜔2(𝑚) =
√𝐴11𝛼𝑚

2 +𝐷11𝛼𝑚
4 − 𝛼𝑚

2 √(𝐴11 − 𝛼𝑚
2 𝐷11)

2
+ 4𝐵11𝛼𝑚

2

2𝐼1
                                          (𝐴8. 𝑏) 
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ANEXO II 

 

GERAÇÃO DO VETOR DE CARGA PARA UM CARREGAMENTO POLINOMIAL 

 

Do teorema do binômio de Newton, tem-se: 

(𝑥 + 𝑦)𝑛 =∑(
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=1

𝑥𝑛−𝑘𝑥𝑘                                                                                                         (𝐴8) 

Agora, assumindo que: 

 

|𝑥 − 𝑥̂|𝑛 = 𝐹𝑛(𝑥 − 𝑥̂)𝑛                                                                                                               (𝐴9) 

 

Onde:𝐹 = {
𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂) 𝑠𝑒 𝑥 ≠ 𝑥̂

0 𝑠𝑒 𝑥 = 𝑥̂
. 

Assim, multiplicando ambos os lados da Eq. (A9) pelo polinômio de ordem m 𝑥𝑚, a 

equação fica: 

 

|𝑥 − 𝑥̂|𝑛𝑥𝑚 = 𝐹𝑛(𝑥 − 𝑥̂)𝑛𝑥𝑚                                                                                                   (𝐴10) 

 

Logo, substituindo a Eq. (A10) na Eq. (A8), tem-se: 

 

𝐹𝑛(𝑥 − 𝑥̂)𝑛𝑥𝑚 = 𝐹𝑛∑
𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!

𝑛

𝑘=1

(−𝑥̂)𝑛−𝑘𝑥𝑘+𝑚                                                           (𝐴11) 

 

 

Por fim, integrando ambos os lados da Eq. (A11), obtêm-se: 
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∫𝐹𝑛(𝑥 − 𝑥̂)𝑛𝑥𝑚𝑑𝑥 =𝐹𝑛∑
𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!

𝑛

𝑘=1

(−𝑥̂)𝑛−𝑘
𝑥𝑘+𝑚+1

𝑘 +𝑚 + 1
                                       (𝐴12) 

 

Para um caso particular, quando o carregamento distribuído é linear a Eq. (A12) fica: 

 

∫𝐹𝑛(𝑥 − 𝑥̂)𝑛 [𝑃1 + (
𝑃2 − 𝑃1
𝐿

) 𝑥] 𝑑𝑥 =                                      

= 𝐹𝑛 [𝑃1 + (
𝑃2 − 𝑃1
𝐿

) 𝑥]∑
𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!

𝑛

𝑘=1

(−𝑥̂)𝑛−𝑘
𝑥𝑘+1

𝑘 + 1
                                                (𝐴13𝑎) 

∫𝐹𝑛(𝑥 − 𝑥̂)𝑛𝑠𝑔𝑛(𝑥, 𝑥̂) [𝑃1 + (
𝑃2 − 𝑃1
𝐿

) 𝑥] 𝑑𝑥 = 

= 𝐹𝑛+1 [𝑃1 + (
𝑃2 − 𝑃1
𝐿

)𝑥]∑
𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!

𝑛

𝑘=1

(−𝑥̂)𝑛−𝑘
𝑥𝑘+1

𝑘 + 1
                                            (𝐴13𝑏) 

 

Onde: P2 e P1 são carregamentos final e inicial, respectivamente, da viga. 

Para a determinação do vetor dos carregamentos {f}, a partir das Eq. (3.21), Eq. 

(3.23) e Eq. (3.24), têm-se as integrais: 

∫ [𝑝𝑥𝑢𝐹
∗ (𝑥, 𝑥̂) + 𝑝𝑧𝑤𝐹

∗(𝑥, 𝑥̂)]
𝐿

0

𝑑𝑥                                                                                         (𝐴14. 𝑎) 

∫ [𝑝𝑥𝑢𝑃
∗ (𝑥, 𝑥̂) + 𝑝𝑧𝑤𝑃

∗(𝑥, 𝑥̂)]
𝐿

0

𝑑𝑥                                                                                         (𝐴14. 𝑏) 

∫ [𝑝𝑥𝑢𝑃,𝑥̂
∗ (𝑥, 𝑥̂) + 𝑝𝑧𝑤𝑃,𝑥̂

∗ (𝑥, 𝑥̂)]
𝐿

0

𝑑𝑥                                                                                    (𝐴14. 𝑐) 

 

Agora, assumindo que 𝑝𝑥 e 𝑝𝑧 são carregamentos trapezoidais, como na Fig. (A1) da 

forma: 
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Figura A1. Carregamentos Trapezoidais 

 

Então, eles podem ser escritos como: 

𝑝𝑥 = 𝑃1𝑥 + (
𝑃2𝑥 − 𝑃1𝑥

𝐿
) 𝑥                                                                                                      (𝐴15. 𝑎) 

𝑝𝑧 = 𝑃1𝑧 + (
𝑃2𝑧 − 𝑃1𝑧

𝐿
)𝑥                                                                                                     (𝐴15. 𝑏) 

 

Onde:𝑃1𝑥, 𝑃1𝑧 são carregamentos quando x = 0 e 𝑃2𝑥, 𝑃2𝑧 são carregamentos quando x = L 

na viga. 

Assim, substituindo a Eq. (A15) na Eq. (A14), obtêm-se: 

 

{𝑓} = {

𝑓1
𝑓2
𝑓3

}                                                                                                                                    (𝐴16) 

Onde,    

𝑓1 = ∫ [(𝑃1𝑥 + (
𝑃2𝑥 − 𝑃1𝑥

𝐿
) 𝑥) 𝑢𝐹

∗ (𝑥, 𝑥̂) + (𝑃1𝑧 + (
𝑃2𝑧 − 𝑃1𝑧

𝐿
)𝑥)𝑤𝐹

∗(𝑥, 𝑥̂)]
𝐿

0

𝑑𝑥 

𝑓2 = ∫ [(𝑃1𝑥 + (
𝑃2𝑥 − 𝑃1𝑥

𝐿
) 𝑥) 𝑢𝑃

∗ (𝑥, 𝑥̂) + (𝑃1𝑧 + (
𝑃2𝑧 − 𝑃1𝑧

𝐿
)𝑥)𝑤𝑃

∗(𝑥, 𝑥̂)]
𝐿

0

𝑑𝑥          

𝑓3 = ∫ [(𝑃1𝑥 + (
𝑃2𝑥 − 𝑃1𝑥

𝐿
) 𝑥) 𝑢𝑃,𝑥̂

∗ (𝑥, 𝑥̂) + (𝑃1𝑧 + (
𝑃2𝑧 − 𝑃1𝑧

𝐿
)𝑥)𝑤𝑃,𝑥̂

∗ (𝑥, 𝑥̂)]
𝐿

0

𝑑𝑥 
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Agora, Substituindo as Eq. (3.14) e Eq. (3.17) na Eq. (A16) e depois desta substituição levar 

{f} nas Eq. (A13) e Eq. (A14), adequadamente, obtém-se o vetor dos carregamentos na 

forma de série, dado por: 

 

𝑓1(𝑥, 𝑥̂) =
𝐷11𝐹

1𝑃1𝑥

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

∑
1!

𝑘! (1 − 𝑘)!

1

𝑘=1

(−𝑥̂)1−𝑘
𝑥𝑘+1

𝑘 + 1
+ 

+𝐹1𝐷11 (
𝑃2𝑥 − 𝑃1𝑥

2𝐿(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

)∑
1!

𝑘! (1 − 𝑘)!

1

𝑘=1

(−𝑥̂)1−𝑘
𝑥𝑘+2

𝑘 + 2
+          

+
𝐵11𝐹

3𝑃1𝑧

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

[∑
2!

𝑘! (2 − 𝑘)!

2

𝑘=1

(−𝑥̂)2−𝑘
𝑥𝑘+1

𝑘 + 1
] + 

+𝐹3𝐵11 (
𝑃2𝑧 − 𝑃1𝑧

4𝐿(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

)∑
2!

𝑘! (2 − 𝑘)!

2

𝑘=1

(−𝑥̂)2−𝑘  
𝑥𝑘+2

𝑘 + 2
                                     (𝐴17. 𝑎) 

 

𝑓2(𝑥, 𝑥̂) = −
𝐵11𝐹

3𝑃1𝑥

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

[∑
2!

𝑘! (2 − 𝑘)!

2

𝑘=1

(−𝑥̂)2−𝑘
𝑥𝑘+1

𝑘 + 1
] − 

−[𝐹3𝐵11 (
𝑃2𝑥 − 𝑃1𝑥

4𝐿(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

)∑
2!

𝑘! (2 − 𝑘)!

2

𝑘=1

(−𝑥̂)2−𝑘
𝑥𝑘+2

𝑘 + 2
] + 

−
𝐴11𝐹

3𝑃1𝑧

12(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

[∑
3!

𝑘! (3 − 𝑘)!

3

𝑘=1

(−𝑥̂)3−𝑘
𝑥𝑘+1

𝑘 + 1
] −                                            

−𝐹3𝐴11 (
𝑃2𝑧 − 𝑃1𝑧

12𝐿(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

)∑
3!

𝑘! (2 − 𝑘)!

3

𝑘=1

(−𝑥̂)3−𝑘
𝑥𝑘+2

𝑘 + 2
                                   (𝐴17. 𝑏) 

   

𝑓3(𝑥, 𝑥̂) =
𝐵11𝐹

1𝑃1𝑥

2(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

∑
1!

𝑘! (1 − 𝑘)!

1

𝑘=1

(−𝑥̂)1−𝑘
𝑥𝑘+1

𝑘 + 1
+ 
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+𝐹1𝐵11 (
𝑃2𝑥 − 𝑃1𝑥

2𝐿(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

)∑
1!

𝑘! (1 − 𝑘)!

1

𝑘=1

(−𝑥̂)1−𝑘
𝑥𝑘+2

𝑘 + 2
+          

 

+
𝐴11𝐹

3𝑃1𝑧

4(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

[∑
2!

𝑘! (2 − 𝑘)!

2

𝑘=1

(−𝑥̂)2−𝑘
𝑥𝑘+1

𝑘 + 1
] + 

+𝐹3𝐴11 (
𝑃2𝑧 − 𝑃1𝑧

4𝐿(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

)∑
2!

𝑘! (2 − 𝑘)!

2

𝑘=1

(−𝑥̂)2−𝑘  
𝑥𝑘+2

𝑘 + 2
                                     (𝐴17. 𝑐) 

 

Fazendo a colocação dos limites de integração na Eq. (A17), observa-se que em x 

= 0, 𝑓1(0, 𝑥̂) = 𝑓2(0, 𝑥̂) = 𝑓3(0, 𝑥̂) = 0. Logo, para determinar o vetor dos carregamentos 

no contorno, basta expandir a as séries na Eq. (A17), assumir x = L e fazer a colocação dos 

pontos fontes nas extremidades da viga. Portanto, 

 

{
  
 

  
 
𝑓1𝑖
𝑓2𝑖
𝑓3𝑖
𝑓1𝑗
𝑓2𝑗
𝑓3𝑗}
  
 

  
 

=

{
  
 

  
 
𝑓1(𝐿, 0)

𝑓2(𝐿, 0)

𝑓3(𝐿, 0)

𝑓1(𝐿, 𝐿)

𝑓2(𝐿, 𝐿)

𝑓3(𝐿, 𝐿)}
  
 

  
 

=
𝐿2

12(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 𝐷11(𝑃1𝑥 + 2𝑃2𝑥) +

𝐵11𝐿

4
(𝑃1𝑧 + 3𝑃2𝑧)

−
𝐵11𝐿

4
(𝑃1𝑥 + 3𝑃2𝑥) −

𝐴11𝐿
2

20
(𝑃1𝑧 + 4𝑃2𝑧)

𝐵11(𝑃1𝑥 + 2𝑃2𝑥) +
𝐴11𝐿

4
(𝑃1𝑧 + 3𝑃2𝑧)

𝐷11(2𝑃1𝑥 + 𝑃2𝑥) −
𝐵11𝐿

4
(3𝑃1𝑧 + 𝑃2𝑧)

𝐵11𝐿

4
(3𝑃1𝑥 + 𝑃2𝑥) −

𝐴11𝐿
2

20
(4𝑃1𝑧 + 𝑃2𝑧)

𝐵11(2𝑃1𝑥 + 𝑃2𝑥) +
𝐴11𝐿

4
(3𝑃1𝑧 + 𝑃2𝑧) }

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

Agora, o vetor dos carregamentos no domínio, assumindo 𝑎 = 𝑥̂ e 𝑏 = 𝐿 − 𝑥̂, pode ser 

escrito como:  

 

{

𝑓1
𝑓2
𝑓3

} =
1

12𝐿(𝐵11
2 − 𝐴11𝐷11)

{−

𝐷11(𝛼1𝑃1𝑥 + 𝛼2𝑃2𝑥) + 𝐵11(𝛽1𝑃1𝑧 + 𝛽2𝑃2𝑧)

𝐵11(𝛽1𝑃1𝑥 + 𝛽2𝑃2𝑥) + 𝐴11(𝛾1𝑃1𝑧 + 𝛾2𝑃2𝑧)

𝐵11(𝛼1𝑃1𝑥 + 𝛼2𝑃2𝑥) + 𝐴11(𝛽1𝑃1𝑧 + 𝛽2𝑃2𝑧)
} 
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Onde os coeficientes 𝛼1, 𝛼2, 𝛽1, 𝛽2, 𝛾1são dados por: 

𝛼1 = 𝑎
3 + 2𝑎2𝑏 + 𝐿𝑎2 + 𝑏3 

𝛽1 =
𝑎4 − 4𝐿𝑎3 + 𝑏4

4
 

𝛽2 =
−𝑎4 + 4𝑎𝑏3 + 3𝑏4

4
 

𝛾1 =
−(−𝑎5 + 5𝐿𝑎4 − 𝑎𝑏4 + 𝐿𝑏4)

20
 

𝛾2 =
−(𝑎5 + 𝑎𝑏4 + 4𝐿𝑏4)

20
 

 

Agora, se a viga estiver submetida a carregamentos uniformemente distribuídos basta   

P1x = P2x e P1z = P2z.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


