Universidade Federal da Paraiba

Campus | — Centro de Tecnologia

Programa de Pds Graduagdo em Engenharia Mecanica
Mestrado - Doutorado

ANALISE ESTATICA E DINAMICA DE VIGAS LAMINADAS
PELO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Por

Paulo Cavalcante do Nascimento Junior

Dissertacdo de Mestrado apresentada a Universidade Federal da Paraiba para obtencéo do

grau de Mestre.

Jodo Pessoa — Paraiba Julho, 2013



PAULO CAVALCANTE DO NASCIMENTO JUNIOR

ANALISE ESTATICA E DINAMICA DE VIGAS LAMINADAS PELO
METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Dissertacdo apresentada ao curso de Pos-
Graduagdo em Engenharia Mecanica do Centro de
Tecnologia da Universidade Federal da Paraiba
como requisito parcial para obtencdo do titulo

Mestre em Engenharia Mecénica.

Orientador: Angelo Vieira Mendonga

Jodo Pessoa — Paraiba Julho, 2013



N244a  Nascimento Junior, Paulo Cavalcante do.

Analise estatica e dindmica de vigas laminadas pelo
Método dos Elementos de Contorno / Paulo Cavalcante do
Nascimento Junior.- Jodo Pessoa, 2013.

125f. 1l

Orientador: Angelo Vieira Mendonca

Dissertacdo (Mestrado) — UFPB/CT

1. Engenharia mecanica. 2. Métodos dos Elementos de
Contorno (MEC). 3. Vigas laminadas. 4. Solucéo fundamental.
5. Equacéo integral.

UFPB/BC CDU: 621(043)




ANA’LIsg ESTATICA DE VIGAS LAMINADAS
PELO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

por
PAULO CAVALCANTE DO NASCIMENTO JUNIOR

Dissertacédo aprovada em 26 de julho de 2013

Prof. Dr. ANGEL; OjZIE|RA MENDONGCA
Orientador — UFPB

ML

Prof. Dr. ROBERTO LEAL PIMENTEL
Examinador Interno - UFPB

E ‘A./ZL (& {//.//‘/'L/‘/f/// \ZLZ' 7‘/ <.
Profa. Dra. SELMA HISSAE SHIMURA DA NOBREGA
Examinadora Externa — UFRN

Jodo Pessoa - PB 2013



Dedico este trabalho ao meu

pai, meu fa incondicional.



AGRADECIMENTOS

Agradeco a Deus por dar-me a condicdo de perseguir os sonhos com forga e
coragem durante toda esta longa caminhada.

Agradeco a minha familia. Meus amados pais, Paulo e Maria, que ndo mediram
esforcos para que eu chegasse até esta etapa da minha vida. As minhas irmas, Monique e
Jaqueline, por serem tdo carinhosas, prestativas e cimplices. Ao meu querido sobrinho, Jodo
Flavio, que nos presenteia, todos os dias, com sua alegria. E ao meu primo-irmé&o, Ednaldo,
pela sua fiel e inesgotavel amizade.

Agradeco, também, a minha maravilhosa e apaixonante namorada, Camilla, que me
conforta com sua gentileza, companherismo e amor.

Agradeco a todos os professores que fizeram parte da minha formacdo pelas
contribuicdes formais e informais, incentivos e exemplos. E, em especial, ao professor
Angelo Viera Mendonca que me recebeu como orientando oferecendo-me todo o apoio
académico para desenvolver nossos projetos.

Agradeco aos amigos que me acompanharam durante a vida académica, desde o
Colégio Militar, passando pelo Colégio Agricola Vidal de Negreiros, até a chegar a
Graduacdo e Po6s-Graduacdo na Universidade Federal da Paraiba. E aqueles que de téo
especiais tornaram-se meus cumpadres, Wellington Roberto e Adjamir.

A todos, agradeco por acreditarem no meu potencial, nos meus ideais e nos meus

devaneios, principalmente quando nem eu mais acreditava.



RESUMO

As vigas de compositos laminados sdo componentes estruturais que tém despertado
grande interesse na industria mecénica, principalmente por prover componentes de alta razéo
resisténcia-peso, o que as tornam particularmente aplicavel & inddstria automobilistica e
aeronautica. Nas ultimas décadas as solu¢des dos modelos matematicos de vigas laminadas
tém sido estabelecidas na forma analitica ou numérica. Para o Gltimo caso, as solucdes tém
sido construidas na filosofia do método dos elementos finitos (MEF). Nesta dissertacdo uma
nova solu¢do baseada no Método dos Elementos de Contorno (MEC) para as teorias de vigas
laminada classica e de primeira ordem sdo estabelecidas para carregamentos estaticos. Além
disso, a solucdo para 0 MEC é estendida para lidar com carregamento dindmico harménico
sob a hipdtese da Teoria Classica de viga. Nas discussdes sobre as etapas matematicas séo
descritas as equacdes integrais e as solugfes fundamentais para os problemas de vigas
laminadas. A partir das formulacdes aqui propostas, codigos sdo implementados na
linguagem C++, capaz de fornecer deslocamentos e esfor¢os no contorno e no dominio da
viga. Assim como, as frequéncias naturais. Além disso, os resultados numéricos,
comparados com as solugdes analiticas disponiveis na literatura, se mostraram de boa

qualidade.

Palavras-Chave: MEC, Vigas Laminadas, Solu¢do Fundamental, Equacéo Integral.



ABSTRACT

The laminated composite beams are structural components which have aroused
great interest in mechanical industry due to providing components of high strength-to-weight
ratio, which make them particularly suitable to the automotive and aerospace industry. In
recent decades the solutions of mathematical models for laminated beam have been
established in a analytical or numerical forms. The latter have been built based on finite
element method (FEM) philosophy. In this work a new solution based on Boundary Element
Method (BEM) for both classical and for first order laminated beam theory for static loading
is established. In addition, the BEM solution is extended to deal with harmonic loading under
classic beams theory hypothesis. Discussions on mathematical steps to write down both
integral equations and fundamental solutions for laminated beam problem are properly
made. From the formulations here proposed, codes are implemented in C++, providing
displacements and efforts at the boundary and domain of the beam. In addition, numerical

results for typical cases are presented as well.

Keywords: BEM, Laminated beam, Fundamental solution, Integral Equation.
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CAPITULO 1

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Materiais compostos laminados sdo, geralmente, feitos de materiais concebidos
pela montagem de camadas orientadas que sdo fabricadas para maximizar a relacdo
resisténcia-peso, especialmente em aplicacdes de engenharia (inicialmente na aeronautica
devido a necessidade na diminuicdo do peso dos materiais). Atualmente, os materiais
compostos sdo também encontrados em outras areas como nas industrias automobilistica e

esportiva.

1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

As vigas laminadas tém sido matematicamente representadas por teorias de vigas
associadas com o modelo de Camada Simples Equivalente (CSE) e modelo de Camadas
Discretas (CD), segundo REDDY (1997). A familia de modelos CSE consiste em substituir
convenientemente as diversas camadas por uma Unica equivalente e graus de liberdade
apenas no eixo médio do laminado. J& na familia CD cada camada é representada
distintamente com graus de liberdade geralmente posicionados nas interfaces que os contém.
Recomenda-se REDDY (1997) para um aprofundamento mais adequado nos modelos CD.

Os modelos da familia CSE s&o basicamente: Teoria Classica, Teoria de Primeira
Ordem, Teoria de Segunda Ordem e Teoria de Alta Ordem, sendo as Teorias de vigas
Classicas e de Primeira Ordem as mais usuais, que podem ser vistas como uma adaptacdo
das hip6teses das teorias de viga de Euler-Bernoulli e Timoshenko para materiais compositos
laminados.

A analise estrutural de vigas baseada na Teoria Classica Vigas Laminadas foi
desenvolvida usando solugbes analiticas e numeéricas. Para o primeiro caso, as solucdes
podem ser encontradas para 0s casos especiais, como por exemplo, KHDEIR e REDDY
(1997), CHANDRASHEKHARA e KRISHNAMURTHY (1990), KARGARNOVIN et al.

1



(2013), e, HAN et al. (2010). Quando os problemas de vigas laminadas s&o resolvidos
através de solugBes numeéricas, elas sdo realizadas majoritariamente pelo Método dos
Elementos Finitos (MEF), o que pode ser constatado pelo minucioso artigo de revisao de
HAJIANMALEKI e QATU (2013).

Para muitos problemas da engenharia, 0 Método de Elementos de Contorno (MEC) é
uma técnica numérica alternativa ao MEF, no entanto, esse ndo é o caso de problemas de
vigas laminadas. De fato, as solu¢bes do MEC foram aplicadas apenas para andlise estatica
e dinamica das vigas e porticos feitos de materiais homogéneos, por exemplo, BANERJEE
(1981), ANTES (2003), PROVIDAKIS e BESKOS (1986), CRUZ (2012), ANTES et. al.
(2004).

1.3 OBJETIVOS

Este trabalho tem como objetivo desenvolver e implementar em C++ a formulagao
do Método dos Elementos de Contorno (MEC) para Teoria Classica e Teoria de Primeira
Ordem de vigas laminadas sob acOes estaticas e dindmicas apenas para Teoria Classica, 0
que implica na deducdo das equagdes integrais, solu¢cdes fundamentais e representagdo
algébrica do sistema.

1.4 ORGANIZACOES DO TRABALHO

Inicialmente, no Capitulo 2, estabelece-se a equacdo constitutiva geral para vigas
laminadas, em seguida, a fundamentacéo das Teorias Classicas e de Primeira Ordem de vigas
laminadas.

Nos Capitulo 3, Capitulo 4 e Capitulo 5 serdo realizadas as formula¢fes minuciosas
do Método dos Elementos de Contorno (MEC). Bem como, suas equacgdes integrais,
solucBes fundamentais, equac@es algébricas, solugdo do problema no contorno e nos campos
do dominio. Para as Teoria Classica de Vigas Laminadas (TCVL), nos Capitulos 3 (analise
estatica) e Capitulo 5 (analise dinamica harmonica), e para Teoria de Primeira ordem de
Vigas Laminadas (TPVL), no Capitulo 4 (anélise estatica).

No Capitulo 6, apresentam-se os resultados paraas TCVL e TPVL comparados com
0s presentes nas literaturas, conclusdo, sugestdo para trabalhos futuros e referéncias

bibliogréficas.



Finalmente, s&o apresentados dois anexos associados, respectivamente, a solucao
analitica para as frequéncias naturais de uma viga simplesmente apoiada e a geracdo do vetor

de carga para carregamentos trapezoidais axial e transversalmente aplicados na viga.



CAPITULO 2

FUNDAMENTOS DE VIGAS LAMINADAS

2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo serdo desenvolvidas as equacdes de equilibrio estatico de vigas
laminadas para as Teorias Classica e de Primeira Ordem. As discussdes deste capitulo foram
baseadas em HAJIANMALEKI e QATU (2011), VINSON e SIERAKOWSKI (2004),
REDDY (1997).

Inicialmente serdo discutidas as relagfes constitutivas tridimensionais; em seguida,
faz-se uma reducdo para o estado plano e s6 entdo, o equacionamento matematico sera
deduzido para a representacdo de vigas.

Inicialmente serd desenvolvido os cddigos dos laminados; em seguida, seréo
discutidas as relagdes constitutivas tridimensionais; posteriormente, faz-se uma reducéo para
0 estado plano e s6 entdo, 0 equacionamento matematico sera deduzido para a representacdo

de vigas.

2.2 CODIGOS DOS LAMINADOS

Os compostos laminados consistem de mais de uma lamina unida, de naturezas
diferentes, ou ndo, resultando em um material de desempenho superior, aquele de seus
componentes, se analisados separadamente. Para as laminas de fibras reforcadas
unidirecionais, suas propriedades mecénicas, na direcdo transversal das fibras, sdo
severamente limitadas. Portanto, para suprir este problema, fazendo-se empilhamentos de
laminas com diferentes angulagdes.

Cada lamina pode ser distinguida por: seu material, a posi¢do e orientacdo no
laminado de fibra em relacdo ao eixo de referéncia. Na representacdo do codigo quanto a

orientagéo, os angulos das camadas sdo representados separadamente por barras. Além disso,
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notacdes especiais sdo usadas para laminados simétricos e laminados com Iamina adjacente
da mesma orientagdo, ou de angulos opostos, conforme pode ser encontrada em Vvérias
literaturas como discutido por KUMAR (2011). Os exemplos a seguir ilustram a notacéo de
codigos dos laminados:

a) Caso 1: Seja um laminado ndo simétrico conforme indicado na Fig. (2.1)

0
-30
45
60
80

Figura 2.1 Laminado ndo simétrico: caso 1

A representacdo do caso 1 (Fig. (2.1)) é dado pelo codigo de laminado [0/-
30/45/60/90], o qual indica que o laminado é constituido por cinco camadas, cada uma delas
possuindo um angulo diferente em relacdo ao eixo de referéncia x, e a segunda camada, tem
ainda, um angulo oposto, também em relacdo ao eixo de referéncia x. O codigo indica ainda
que cada camada é feita do mesmo material e tem a mesma espessura.

b) Caso 2: Seja um laminado ndo simétrico conforme mostrado na Fig. (2.2)

0

30
30

60
90

Figura 2.2 Laminado caso 2

O cddigo de laminado indicado na Fig. (2.2) é representado por [0/30./60/90] onde
as duas camadas de 30° sdo adjacentes e indicadas por 302, e 0 indice 2 indica 0 nimero de
camadas adjacentes de mesmo angulo.

c) Caso 3: Seja um laminado ndo simétrico conforme mostrado na Fig. (2.3)

o0
a0

a0

Figura 2.3 Laminado caso 3



A representacdo do laminado da Fig. (2.3) tem o cdédigo como [0/90]3, onde o
subscrito 3 indica que as laminas com angulo 0° e 90° se repetem aos pares trés vezes.

d) Caso 4: Seja um laminado simétrico como apresentado na Fig. (2.4)

0

30
60
0

30
60

Figura 2.4 Laminado caso 4

O codigo do caso 4 e dado por [0/30/60]s, sendo o subscrito s o indicador de simetria.
As camadas acima do plano médio sdo da mesma orientacdo, mesmo material e mesma
espessura das camadas abaixo do plano médio, implicando em uma simetria do laminado.

e) Caso 5: Seja um laminado simétrico com materiais distintos como apresentado

na Fig. (2.5)
0 Boro Epoxi
60 Grafite Epdxi
-60 Grafite Epoxi
0 Grafite Epoxi
60 Grafite Epoxi
-60 Boro Epoxi

Figura 2.5 Laminado caso 5

O cddigo para o caso da Fig. (2.5) é dado por [0B/+60Gr]s, onde as camadas de
angulacdo 0° sdo feitas de grafite epoxi e as camadas +60° sdo concebidas de Boro epdxi.
Além disso, a simetria do laminado é seguida a partir da camada 0° e sendo sequenciada
pelas camadas +60°, que é a notacdo para indicar que primeiro vem uma camada de

angulacdo +60°e, em seguida, uma camada de angulo -60°.

2.3 RELACOES CONSTITUTIVAS PARA O 3D

Para os compostos laminados formados de fibras unidirecionais pode ser definido
um sistema de eixos ortogonais, como mostrado na Fig.(2.6), contendo orientagdo X1 ao
longo da direcdo das fibras, x. transversalmente as fibras e x3 perpendicular aos outros dois

eixos. O sistema X1, X2 e X3 também é conhecido como eixos principais do material.



Figura 2.6 Orientacdo das fibras na lamina

Fonte: REDDY (1997)

A matriz da relacdo deformacdo-tensdo de um material ortotrépico em relacdo ao
plano principal do material da Fig. (2.6) pode ser apresentada como REDDY (1997):

rS S S 0 0 07,0

(81\ 11 12 13 (°1
i & L S12 S22 S3 0 0 0 [ 92 |

& | _[S13 Sz3 S33 O 0 0 { 03 }

84- o 0 O 0 544_ O 0 0—4_ (2'1)
L&, | 1o o o 0 sSs o0]los]

86} [ 0 0 0 0 0 Seel k%J

De forma mais simples,
{e} = [S){o} (2.2)

Onde {o} é o vetor das componentes do tensor de tensdo, {¢} é o vetor das
componentes do tensor de deformacdo e [S] é a matriz de flexibilidade de um material

ortotropico dada por:



— 0 0 0]
Ey E, Es
“Viz 1 V3 0 0 0
Eq E; E3
—;/13 —;23 Ei 0 0 0
[S] _ 1 2 3 )
0 — 0 0
Gz3
0 0 O = 0
G31
O 0 0 0 0 —
Gi2

Sendo v;; os coeficientes de Poisson, E;; os modulos de elasticidade (modulo de
Young) e G;; modulos de cisalhamento nas diregdes principais do material.

A Eq. (2.1) pode ainda ser escrita na sua forma inversa resultando na relagéo tensédo-
deformacéo, sendo [Q] a matriz de rigidez do material (matriz constitutiva) dada pela inversa
da matriz de flexibilidade [S] na Eqg. (2.2). Assim, a relacdo tensdo-deformacéo pode ser

expressa como:

{o} = [Ql{e}

Que na forma explicita fica,

(01\ Q11 Q12 @13 0 0 01 (31\
i %) L Q12 Q2 Qg3 0 0 0 &
03| _[Qiz Q23 Q33 O 0 0 ])é&s
0-4- - O O 0 Q44 O O 84- (23)
Og 0 0 0 0 Qs O &g
Og 0] 0 0 0 0 Qg6 86)

Onde os elementos Q;; ndo nulos da matriz de rigidez sdo dados por REDDY (1997):

011 = 1 —vy3vs; _ V21t V31Vp3 _ V31t Va1V3; _ 1—=v13v3
1 E,EsA ' 12 E,E;A 13 E,EsA 22 E E3A
V32t V12V32 1—vyv21
Q23 = W, Q33 = m,@m = G33, 055 = G31, 066 = G12,



1= v15Vy1 — Va3V3p — Vi3V3g — 2Vp1V3pV3
EiEyEs

2.3.1 RELACAO TENSAO DEFORMACAO GENERALIZADA PARA O 3D

Para analisar o comportamento mecanico de um solido laminado é fundamental a
definicdo de um sistema de eixos coordenados generalizado (X, y, z) juntamente com o
sistema de eixos coordenados da lamina (X1, X2, X3), mostrado na Fig. (2.6), onde 6 ¢ o angulo
entre os eixos coordenados X1 (ao longo da direcdo das fibras) e o eixo de referéncia x, e €
tambeém o angulo entre os eixos x. (transversalmente as fibras) e o eixo de referéncia y, por
fim o eixo direcdo z coincide com o0 eixo x3. Para a determinagdo da relacdo tensao-
deformacdo em uma direcdo qualquer é necessaria a definicdo de uma matriz de
transformacdo [T], que relaciona o vetor das componentes do tensor de tensdo da
coordenadas generalizadas {c}, € 0 vetor das componentes de tensor de tensdo da

coordenadas do laminado {c}:

{0}x = [T{o} (2.5)
Com,
cos?6 sen?6 0 0 0 —2senfcosO
sen?0 cos?6 0 0 0 2senfcosf
m=| © 0 1 0 0 0
0 0 0 cosf send 0
0 0 0 —senf cosO 0
Lsenfcos® —senBcosf® 0 0 0 cos?*6 — sen?6-

Portanto, pode-se escrever a relacdo tensdo-deformacéo generalizada como:

{0}, = [TIQIIT]"{e} » (2.6)

Onde [T]T é a matriz transformacéo transposta, [Q] é a matriz de rigidez de um

material ortotropico,



M
&

(o) (=)
(0} = ify ? (el =1y |-
5 I

S

<

2.3.2 RELACAO CONSTITUTIVA REDUZIDA AO ESTADO PLANO DE TENSAO

A relagéo constitutiva para o Estado Plano de Tensdo de uma placa laminada pode

ser apresentada fazendo-se uma reducdo de ordem na relagdo constitutiva generalizada

tomando o; = 0. Para este caso as distorgies y,, € yy, , Nos planos y-z e X-Z

respectivamente, podem ou ndo ser negligenciadas, no caso em que as distor¢cdes sao

consideradas, a relacdo constitutiva para o Estado Plano de Tenséo é dada por:

Oy —@1 (\212 @6 Ex
{Gy} = (g12 (gzz 926 {83’}
1016 Qa6 Qosl Vo

B=len 6

Onde Qij os elementos da matriz de rigidez material que s&o dados por;

Q11 = Q11c05*0 + 2(Q15 + 2Q¢6)sen®0cos?0 + Q,,sen*0

Q12 = (Q11 + Qy — 4Qs6)sen?0cos?0 + Q15 (sen*d + cos*0)

Q22 = Qq115en*8 + 2(Qq, + 2Qg¢)sen?6cos?0 + Qy,cos*0

Q16 = (Q11 — Q12 — 2Q6)5en0c0s*6 + (Q12 — Q22 + 2Q6s)sen>0cos0
Q26 = (Q11 — Q12 — 2Q46)5n*0c050 + (Q12 — Q22 + 2Qg6)sENHC05>H
Qss = (Q11 + Q22 — 2Q15 — 2Q46)sen?0cos?0 + Qg(sen*d + cos*0)
Q44 = Q4405260 + Qsssen?6

Qas = (Qss — Qu4)senfcosf

Qss = Q550520 + Qu45enH

Onde:

(2.7a-b)

(2.8)
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Ef
Q11 =

E, — V122E2

ELE,
Qn=5———=
E; — V1zzEz

Q12 = V12022

Q44 = Gp3
Qss = G31
Q66 = G12

No caso em que as distor¢bes sdo negligenciadas a Eq. (2.7a-b) se resume a Eq.
(2.7a).

2.4 TEORIAS DE VIGAS LAMINADAS

Na anéalise de vigas laminadas as duas teorias mais comumente exploradas da
familia CSE sdo: a teoria classica de vigas laminadas (TCVL) e Teoria de Primeira ordem
de Vigas de Laminadas (TPVL), que no caso de vigas homogéneas sdo denominadas Teoria
de Euler-Bernoulli e Teoria de Timoshenko, respectivamente. No desenvolvimento da
TCVL adistor¢do (y,,), ho plano x-z € negligenciada, assim o estudo da viga serd em funcédo
dos deslocamentos axial e transversal e da derivada do deslocamento transversal (inclinagdo
da elastica transversal). Por outro lado, para TPVL distor¢do (y,,), no plano x-z, ndo €
desprezada, fazendo com que a andlise da viga seja em funcdo dos deslocamentos axial e
transversal e da rotacdo da secéo.

As equacbes governantes de um sistema de corpos deformaveis sdo geradas
aplicando-se principios fisicos (tais como balanco de forcas e momento), descri¢do do
movimento e mudancas de forma (relagcdes cinematicas), e relagdes constitutivas que regem
a relacdo entre tensdes e deformac6es do meio constituinte do sistema. Com base nesses trés
fundamentos, as teorias de vigas laminadas seréo apresentadas a seguir.

2.4.1 TEORIA CLASSICA DE VIGAS LAMINADAS (TCVL)

Para o desenvolvimento da teoria classica de vigas laminadas serdo assumidas as

seguintes hipoteses:
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i. O laminado é composto por camadas que sdo perfeitamente unidas;
ii. O material de cada camada deve ser elastico-linear e possuir trés planos de
simetria (ortotrépico);
iii.  As camadas possuem espessura uniforme;
Iv.  Asdeformacdes e os deslocamentos séo pequenos;
v. As tensbes de cisalhamento transversais sobre as superficies superior e
inferior do laminado séo zero;
vi.  Asecdo transversal inicialmente plana permanece plana e ortogonal ao eixo
da viga deformado;
vii.  Aflex&o € observada segundo um eixo principal de inércia (no caso eixo ).
Para o desenvolvimento da TCVL seréd adotado um sistema coordenadas onde y e z
sd0 0s eixos principais de inércia de uma barra prismatica de comprimento L submetida aos
carregamentos px, p. mostrado na Fig. (2.7a).
Fazendo o equilibrio de forcas e de momentos em vigas, utilizando a segunda lei de
Newton, a partir do diagrama de corpo livre do elemento infinitesimal da viga Fig. (2.7b),

na direcdo x e na direcdo z, e em torno do eixo y, respectivamente, tem-se:

il +p, =0
dx px -
Ve +p,=0
dx pZ -
dM
v, — d—xy =0 (2.9a-¢c)

Onde M,, € o momento fletor, V; é a forca de cisalhamento (cortante) e Nx € a forca

normal.
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(b) 3 | .

P,

M, + dM,

\'l
M,
Ny =
(©) '-'<: > > > > :>"’
Nx - Ll.‘\"x

dx Vi dV,

Figura 2.7 (a) Viga laminada; (b) Acdao de forcas externas; (c) Equilibrio no elemento
diferencial

Portanto, substituindo a Eg. (2.9¢) na Eg. (2.9b) tem-se,

dM,
P =0 (2.10a- b)

Como as hipdteses da cinematica da viga classica admitem a ortogonalidade entre a
secdo transversal e o eixo longitudinal da barra na flexdo, isto implica que a deformacéo por
cortante é nula y,, = 0. Além disso, devido a conservacdo da planicidade da segdo
transversal e aos seus movimentos translacionais e rotacionais indicados na Fig. (2.8), o0s
deslocamentos axial e transversal apos a deformacdo, u(x, z) e w(x, z), respectivamente,

séo dados por:
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dw(x)
dx
w(x,z) = w(x) (2.11a-b)

u(x,z) =ulx)—z

Onde u(x) e w(x) sdo os deslocamentos axial e transversal. J& a deformacdo axial é

dada por:
du(x,z)
£ = — (2.12)
Substituindo a Eq. (2.11) na Eq. (2.12), a deformacéo fica expressa como,
du(x)  d*w(x)
&= —— I (2.13)

Onde z € a profundidade da fibra de interesse em relacdo a linha neutra na Fig. (2.8).

/
§

Figura 2.8 Cinematica da viga laminada em flexdo no plano xz

Para vigas laminadas, a relacdo tensdo-deformacéo pode ser deduzida a partir do

Estado Plano de Tens&o dado pela Eqg. (2.7). Como, no caso das vigas, uma dimens&o € muito
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maior que as outras duas, as tensdes normal e tangencial na dire¢do do eixo y (o, e 7y), €
a tensdo tangencial na direcéo z (t,,) sdo consideradas despreziveis. Destas relacdes obtém-

se as equacdes,

Oy = Q118

Tyz = GSSyxz (2'14a'b)

Onde Q,; € Qss sdo elementos da matriz de rigidez transformada que podem ser
relacionada com a tensdo reduzida a um plano de rigidez em eixos principais do material (X1,

X2), COMO Se segue

Q11 = Q11c05*0 + 2(Q1; + 2Qgs)sen?6c0s%6 + Q,,5en*6 (2.15)
Qss = Qs5c05%6 + Quu5en?6 (2.16)

Convem notar que a Eq. (2.15) e Eq. (2.16) fazem parte do conjunto de relagdes
apresentadas na Eq. (2.8), repetidas aqui por comodidade.
Como a viga em anélise é formada por varias laminas, as relagdes constitutivas

(tensdo-deformacdo) na k-ésima lamina, dada na Eq. (2.14), podem ser expressas por:

k Ak
U:E )= il)gx
k A (k
TJ(CZ) = Qés))/xz (2.17a-b)

A Eq. (2.14) é a relacdo tensdo-deformacao de uma viga laminada onde a distor¢éo
ndo foi desprezada, logo, para o caso da TCVL temos, 7,, = 0. Assim, substituindo a Eq.

(2.13) na Eq. (2.17) tem-se,

= Q1] I 2 (2.18)

50 = g <du(x) B dZW(x))

Devido a variagdo na continuidade das tensbes de uma camada para outra nos

laminados, a for¢a normal (N,,) e 0 momento fletor (M,,), segundo REDDY (1997) sdo dados

pelas equagdes:

15



n
M, = bz f 26®dz (2.19a-b)

Onde b é largura da barra e h;, é a coordenada superior de inércia da lamina, vide
Fig. (2.9).

ST

X

ro =~

(8]

Figura 2.9 Numeracéo das laminas da viga

Adaptado: REDDY (1997)

Finalmente as relacdes esforgo-deslocamento podem ser obtidas, substituindo a Eq.
(2.18) na Eq. (2.19):

n hy d 2
B ~oo (du(x) d w(x)
N,=b E fh_ Q11 < o dz

hy _ d dZ
M, =b Z fh ZQg;)( L;Ecx) _z ;;(zx)> dz (2.20a-b)

De forma resumida a Eq. (2.20) fica:
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du d*w

N, = Aqq E — D11 W
du d?w
My = Bll E - D11 W (221a' b)

No caso da teoria classica o esforco cortante ndo € obtido diretamente da integracéo
na espessura do laminado t,, (ja que o y,, = 0) e sim através das equacbes de equilibrio

resultando em:

dM, d*u d3w
= = 11@—1711@ (2.21¢)
Onde,
n
An = ) b (e = by
k=1
1 n
By, = Ez béﬁ)(h,zc - hl%—l)
k=1
n
1 A 13 3
Dy = 5 > b0k ~ i) (2.22a-¢)
k=1

Agora, introduzindo as Eq.(2.21a-b) na Eq.(2.10) obtém-se a equacdo governante:

d?u(x) d3w(x)
n g " BugET = —Px(X)
d3u(x) d*w(x)
u— o3 T PuT g = —p,(x) (2.23a-b)

Que, na forma matricial, ficam assim expressas:
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d3 d*
| B11 el —Dyq WJ

d? d3
[An W —Bi1 ﬁ]{

(2.24)

2.4.2 TEORIA DE PRIMEIRA ORDEM DE VIGAS LAMINADAS (TPVL)

As seguintes hipoteses sdo assumidas para o estudo da TPVL:

i. As camadas sdo perfeitamente unidas;

ii. O material de cada camada deve ser elastico-linear e possuir trés planos de

simetria (ortotropia);
iii. As camadas possuem espessura uniforme;

iv. As deformacdes e os deslocamentos sdo pequenos;

v. As tensdes de corte transversais sobre as superficies superior e inferior do

laminado sdo diferentes de zero;

vi. Asecdo transversal permanece plana e ndo necessariamente ortogonal ao eixo

da viga;

vii. A flexdo é observada segundo um dos eixos principais de inércia (no caso

y).

As equacBes de equilibrio em forcas e momentos (real) para a TPVL, que serdo

geradas a partir de um elemento infinitesimal de barra (ver Fig. (2.10b)) é retirado da barra

laminada prismatica Fig. (2.10a) de comprimento L, largura b e altura h, submetida aos

carregamentos uniformes px, p; € um momento uniformemente distribuido my, sdo dadas

por:
dN,

=0
Wz, 0
dx pZ

(2.25a-¢c)
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Onde N, V;, M,, sdo os esforgos reais devidos aos carregamentos px, pz& my.

V.. P . Py
M, o
Nx . t\[\_"’dh[),
() 4—( > > > 5 D—)
J\g\{r\ Nx + dNx
|

dx VY,

m,

Figura 2.10 (a) Barra laminada sob carregamentos; (b) Barra elementar em equilibrio

Diferentemente da TCVL, a TPVL ndo negligencia a distor¢do y,, assim, o
deslocamento #(x, z) é definido em fungdo da rotacdo da secéo transversal ¢ (x). Portanto,
os deslocamentos i (x, z) e w(x, z), ilustrados na Fig. (2.11), sdo dados por:

u(x,z) = u(x) + zp(x)

w(x,z) = w(x) (2.26a-b)

Onde u(x) é deslocamento axial no eixo longitudinal e ¢(x) é a rotagdo da secao

transversal.
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h 4

Figura 2.11 Cinematica da viga em flexdo no plano xz

A distorcao (y,, ) € dada por:

_ du(x,z) N dw(x, z)
Yoz =gy dx

(2.27)

Assim, substituindo a Eq. (2.26) na Eqg. (2.27), tem-se a relacdo deformacdo-
deslocamento expressa por:

B dw(x)
Ver = @(0) + —

(2.28)

Portanto, substituindo a Eq. (2.26a) na Eg. (2.12), obtém-se a deformacéo-
deslocamento dada por:

_du(x)+ do(x)
& T Tax 2 ix

dw(x)
Yaz = ¢(x) + e

(2.29a-b)
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Agora, substituindo Eqg. (2.29) na relagdo tensdo-deformacgdo dada na Eq. (2.17)

tem-se:
_ du do
k (k)
o =0 (G 2 )
_ dw(x)
Tey = Qg5 <<p(x)+ - ) (2.30a-b)

Onde os coeficientes de rigidez da k-ésima lamina _ﬁ) e Qéﬁ), ja foram citados
anteriormente na Eq. (2.15).
Para a determinagéo dos esforgos reais N, e M, € necessaria a substituicdo da

Eq.(2.30a) na Eg. (2.19), assim as equacOes ficam:

O (M o (du(x)  de(x)
_ (k)
Nx—beh Q11< Ix +z Ix >dz

k=1""k-1
O (" o, (AU | de()

My=szh an< — 4 >dz (2.31a-b)
k=1""k-1

Ja o esforco cortante real 1,, para a Teoria de Primeira Ordem, segundo
HAJIANMALEKI e QATU (2011) pode ser expresso como:

n
v, = bKZ] T,(C’;)dz (2.32)
k h

Onde x é o coeficiente de forma da secéo.

Finalmente, a relagédo esforco-deslocamento, para esforgo cortante, pode ser obtida
substituindo a Eq. (2.30) na Eqg. (2.32) dando:
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dw(x)
V; = Ass <<p(x) +— ) (2.33)
Onde o mddulo de rigidez A é da forma:
n
— A (k) _
A55 = bz K 55 (hk hk—l) (234‘)
k=1

Introduzindo na Eq. (2.31) os modulos de rigidez A4, B;;, D11, apresentados na Eq.
(2.22), e tomando a Eq. (2.33) obtém-se os esforcos reais: normal, momento fletor e o

cortante que podem Ser eXpressos como,

du do(x)
Ny, = A11a+311W
du do(x)
My = Blla‘l‘ Dllw
dw(x)

V, = Ags ((p(x) + I > (2.35a-c)

Por fim, substituindo a Eq. (2.35) na Eq. (2.25) obtém-se a equac¢do governante do

problema real dada por:

d?u d%¢
A11@+ B11W = —Dx

dp d*w
Ass\ gyt 2 ) = 7P

u d“p
By Tz + Dy Tz Ass | + _x) = —m, (2.36a-c)

Reescrevendo a Eq. (2.36) na forma matricial, obtém-se:

22



d? d?

Anger O s
0 A 4 A d
d? d d?

Bugz sz Digg = 4Ass)

(2.37)
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CAPITULO 3

MEC EM VIGAS CLASSICAS LAMINADAS: ANALISE ESTATICA

3.1 INTRODUCAO

A partir dos fundamentos basicos da TCVL discutidas no Capitulo 2, equagtes
integrais, solugcdes fundamentais e equacgdes algébricas para o estabelecimento do MEC séo
aqui apresentadas. Convém notar que as discussdes feitas neste capitulo para extensdo do

MEC a analise da TVCL sdo originais.

3.2 PROBLEMA FUNDAMENTAL DE VIGAS LAMINADA

O Método dos Elementos de Contorno é construido a partir da discretizacdo das
equacdes integrais que regem o fendmeno fisico de interesse no continuo. Uma das maneiras
para o estabelecimento dessas equacgdes integrais é pela transformacdo das equacGes
diferencias do problema real ponderada por func¢des pesos, que sdo solucdes de um problema
virtual de dominio infinito: o entdo chamado problema fundamental. Além disso, o problema
fundamental é regido pelas mesmas hipdteses do problema real e estd submetido apenas a
fontes concentradas que estdo associadas ao delta de Dirac.

No caso de interesse deste capitulo serd tomada uma viga laminada de comprimento
infinito, de largura e altura idénticas ao problema real, apresentada na Fig. (3.1), submetida
a acdo de fontes puntuais (no caso forcas puntuais) px(x, X) e p, (x, X) onde x € denominado

ponto campo e £ é o ponto fonte.
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) . F(x,xn) M;,F(x,f)+ dM;.F(x,f)
N‘F(XIX) : N_;F(X,J?)-I- dNJ;F(x'f)
(a) -EC —) DH-»
IV;F(x.f) pi(x.f) lvz',;(x,f)erVZ}(x,f)
v Prx3) e
% {x x] M}-p(xn\') M}.px X)+dM P(x )
® { _ Nip(x,X) + dNjp(x, %)
(b)
IVZ}:(-Y;J?) l VzP(x-X}'I'deP 0,%)
| | |
b o \ dx |
Pz (X%, X
. |- |
© | T o |
: pe(x.%)
L
-0 I .I =+
dwz(x,X)
up (%, %) dx
@ | m— |
lw@ﬂ
dwp (x, %)
up(x, %) dx
© | —

l%@ﬂ

Figura 3.1 Equilibrio Fundamental: (a) px* ativado; (b) pz* ativado; (c) Barra fundamental;
Deslocamentos Fundamentais: (d) px* ativado; (e) pz* ativado

Ao se fazer o equilibrio de forcas e momentos fundamentais mostrados da Fig.

(3.1a), quando a fonte puntual axial na dire¢do x (p,) for ativada tem-se:

dNgr(x,X)

I +py(x,%) =0
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dVp(x,%) 0
dx B

dM;(x, x

% —Vr(x,%) =0 (3.1a-¢)

Fazendo também o equilibrio de forcas e momentos fundamentais para a Fig. (3.1b),

quando a forga puntual transversal na dire¢do z (p,) for ativada obtém-se:

dNygp(x, %)
- - = 0
dx

WiH(o?)
) | P ) = 0
dM;p(x, X) i} ~
— o V(%) =0 (3.1d-f)

Por analogia ao problema real, os esforgos fundamentais dados na Eq. (3.1) podem

ser escritos a partir da Eq. (2.21), resultando em:

Nip(o, ) = Ay e D) g, dwdF_x(xx)
My, ) = By R %
Ve, ) = B, LD LwiD)
Nip(,) = dyy 20D g, dw;p_x(xx)

. . dup(x, %) d*wp(x, %)
Myp(x, %) = By, dr Dy T az
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L d?up(x, %) d3wp(x, %)
ZP(xe) 2311#_D11# (32a-f)

Fazendo a substituicdo dos esforgos fundamentais da Eq. (3.2) na equagdo de
equilibrio fundamental na Eqg. (3.1), obtém-se as equacfes governantes em deslocamentos

do problema fundamental dadas por:

[B][C] = [q] (3.3)
Sendo
L £ 5 @]
T ax2 11 g3 |
[B] = [B e ; o J (3.3a)
11 dx3 11 d 4

[C] = [u; (D) upx f)l (3.3b)
wi(x,X) wp(x, X)
px(x, X) 0 6(x,x) 0
_ _ = — 3.3
x 0 Pz (x, 9?)] [ 0 5(x, %) (3:3¢)

Observando a Eq. (3.3) e Eq. (2.24) pode-se notar uma relacdo direta entre o
problema fundamental e o problema real. Convém notar que 0s carregamentos apresentados
na Eq. (3.3c) sdo fontes pontuais e representadas pela funcéo delta de Dirac §(x, X), cuja

definicdo e propriedades sdo respectivamente:

5(x, %) = {‘8’:5;‘ : Jif (3.4q)
[ rwsw = s (3.4)

Assim, up(x, %) e wp(x,x) na Eq. (3.3b) sdo os deslocamentos fundamentais

mostrados na Fig. (3.1d) quando apenas p;(x,X) = &(x, X) € aplicado. Em contrapartida,
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up(x,x) e wp(x,x) na Eq. (3.3b) sdo os deslocamentos da Fig. (3.1e) quando p,(x, X) =
6 (x, x) for ativado. Além disso, a matriz [B] dada na Eqg. (3.3a) é dita matriz de operadores,
agora a matriz [C] da Eq.(3.3b) é a matriz dos deslocamentos fundamentais e a matriz [q] da
Eqg. (3.3c) é a matriz dos carregamentos fundamentais.

A solucdo do sistema apresentado em (3.3) pode ser encontrado fazendo uso do
Método de HORMANDER (1963). A primeira etapa do método é fazer uma mudanca de

variavel de [C] dado na Eq. (3.3b) para uma funcéo escalar vy a partir da equacéo:
[C] =[BTy (3.5)
Onde [B¢°/] é a matriz dos cofatores de [B].
Substituindo a Eqg. (3.5) na Eq. (3.3) e, em seguida, efetuando-se algumas operacdes
algébricas, tem-se:

[BI[B " = —[118(x, %),

Sendo [1] a matriz identidade de ordem trés.

No entanto a funcéo inversa [B]~! pode ser descrita como:

BT
LB = GetB]

Assim, aplicando as propriedades matriciais tem-se:
det[B] [1] = [B][B*/]"

Portanto, chega-se a uma equacéo diferencial dependente apenas da funcao escalar

1 COMO Se segue:

det[B]y(x,X) = —6(x, %) (3.6)
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Entdo, iniciam-se as etapas do Método de HORMANDER para resolucdo da
equacdo governante da viga. Logo, calculado o determinante da matriz dos operadores [B]
da Eq. (3.3a), tem-se:

d6
det[B]y = (B}, — A11D11)d_xl/6) (3.7)

Comparando as Eq.(3.7) e Eq.(3.6) conclui-se que a equacdo diferencial poder ser
apresentada como:

d®y _ 6(x,x) (3.8)
dx® (3121 — A11Dq4) .

A solugéo homogénea da equacdo diferencial de sexta ordem na Eq.(3.8) na forma

homogénea é expressa por:

d6
d—xlf =0 (3.9)

Onde o polindmio caracteristico associado a Eq.(3.9) é dada por A° = 0, portanto a

solucdo da Eq.(3.8) pode ser expressa por:
Y(r) = Ay + Ayr + Agr? + Ayr3 + Agrt + Agr® (3.10)
Onde, r=|x—Xx| e 0s A4; com i=1,2,--,6 sd0 constantes a determinar da
equacao.
As constantes A; podem ser tomadas com valores de modo a evitar as derivadas de

alta ordem do delta de Dirac, tem-se que A2 = Az = Az = As = 0. Assim, a funcdo escalar

pode ser escrita como:

Y(r) = Agr® + Ay (3.11)
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Ap0s derivar a Eq.(3.11) algumas vezes e manipulando algebricamente o resultado,

e, em seguida, comparando a Eq. (3.9) pode-se concluir que a constante A, € dada por:

1

Ag=—
o 240(B121 - A11D11)

(3.12)

Assim introduzindo a expressdo (3.12) na Eqg. (3.11) obtém-se a solucdo da equacéo
diferencial Eqg. (3.9) que pode ser expressa por:

1
240(3121 - A11D11)

Y(r) = — r> 4+ A, (3.13)

Conveém notar, que a constante A, é arbitraria e nesse trabalho ela é assumida como
A; = 0. Portanto, inserindo a Eq.(3.13) na Eq.(3.5) e comparando com a Eq. (3.3b) obtém-

se os deslocamentos fundamentais mostrados na Fig. (3.1) ficando assim definidos:

(6, %) Sur
up(x,x) =
" 2(Bfy — A11D11)
By,
up(x,%) = — r?sgn(x, %)
? 487 — AuDi) Y
Bll
wi(x, %) = r2sgn(x, )
F 4(]3121 - A11D11)
An
wp(x, %) = — r3
’ 12(Bf; — A11D11)
dwp(x, %) By
dx 2(Bf; — A11D11)
dwp(x, X) A 2
= — resgn(x, x) (3.14a- )
dx 4(3121 — A11D11)
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Onde sgn(x, x) é a funcdo sinal unitario, a qual sua definicdo e propriedade, na

mesma ordem, s&o dadas por:

o —1,sex <%
sgn(x,X) = { L sex>4 (3.15a)
d(sgn(x,x
dsgnx D) _ s o (3.15h)

dx

As solucges para os esforgos fundamentais mostrados na Fig. (3.1a-b) sdo geradas
substituindo adequadamente a Eq. (3.14) na Eq. (3.2), resultando em:

1
Nip(x,%) = — Esgn(x, x)

M;F(x,f) = 0
Ve(x,2) =0

Nep(x,%) =0

1
Mjp(x, %) = —5T

1
Vip(x,%) = — Esgn(x, X) (3.16a-f)

Além das solucdes fundamentais Eq. (3.14) e Eq. (3.16) serdo apresentadas a seguir
suas respectivas derivadas em relacdo ao ponto fonte, j& que essas serdo necessarias nas
equacOes integrais que posteriormente serdo desenvolvidas, vide item 3.3. Assim, 0sS

deslocamentos e esforgos derivados no ponto fonte podem ser escrito como:

_dwg (x,%)
B dx
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dwp (x, X)

wp2(x, %) = — P

dwp 2(x,X)  [(A11\ dwi(x, %)
_BxXyr (= 3.17a-
dx (311) dx ( a-c)
Nip2(x,2) = 0
Vpe(x, %) = 6(x, %)
1
Myp o(x, %) = Esgn(x, x) (3.17d-f)

3.3 EQUACAO INTEGRAL

A aplicacdo do MEC consiste em transformar as equacdes diferenciais em equagoes
integrais agindo no contorno e, em seguida, discretiza-las transformando-as em equacdes
algébricas. Uma das maneiras para o equacionamento na forma integral do problema é a
utilizacdo do Método dos Residuos Ponderados (MRP), em que a equacdo governante do

problema real Eq. (2.24) é ponderada pelos respectivos deslocamentos fundamentais,

resultando em:

[ d? d3] ’ .
fL |A11E —B11E|{u(x)}+{px} [u;(x,a?) u}i(x,a?)ldx:{o}
. d & d—4J w(x) pZ) wi(x, %) wp(x, %) 0
(3.18)

Ou na forma expandida:
L d*u d3w . d3u d*w .
Jo AHW_BHW-FPX uF+(B11@_D11W+pz)WF dx =0

L d*u d3w d3u d*w
J;) [<A11 axz Bi4 dx3 + Px) up + (B11 a3 Dy4 dx* + Pz)WPI dx =0 (3.19a-D)
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Aplicando convenientemente sucessivas integracdes por partes na Eq.(3.19a),
quando p; € ativado e, em seguida, inserindo as Eq. (3.2), obtém-se as equagdes integrais de

deslocamento axial que podem ser apresentadas como:

L d?uj(x, %) 3wy (x, %)
A11 dx? - Bll d 3
0 X x

>u(x)dx +

L d3 * ’A d4 * ’A
a (%%— n%’cﬂw(x)dx—[N;F(x,a?)u(x)]w
* (v 2YVIL « o L ¥l SVIL « - dw(x) ’
+ [Ny ()up(x, D)5 — [Vor(x, Dw ()]s + [V()we(x, )15 + | Myp(x, %) dx +
0
* \1L L
— lMy(x) Wl +f [pxur(x, %) + p,wp(x,%)]dx =0 (3.20)
0 0

Analisando a Eqg. (3.20) observa-se que a segunda integral é nula decorrente da Eq.
(3.3), enquanto a primeira integral devido a propriedade do delta Dirac na Eq. (3.4),

resultando em:

L

L 2., % o * a
| (Au DD _p, L ”)u(x)dx —— [ uG)oC0 ) = —u(@)

0

Assim a equacao integral (3.20) para os deslocamentos axiais fica reduzida a:

dx

0

d L
u(®) + [Nip G, D)u (0] + [V;F(x,»?)wm]s—[M;Ax,f) W(x)l _

dwi (x, 2)]"
= [N (uj (6 D] + [V wi (o ]G - [Wx) %} *
0

L
+j [ up(x, X) + p,wi(x, X)]dx (3.21)
0
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Agora, ativando a funcéo puntual p, (que gera os deslocamentos fundamentais uy e
wp) e integrando a Eq. (3.19b) algumas vezes e substituindo adequadamente a Eq. (3.2), séo

geradas entdo as equaces integrais de deslocamentos transversais, assim descritas:

dx? 1 dx3

L d?ub(x, % d3wi(x, %
J' <A11 p( )_ B p( )>
0

L 3.,,% o 4 % ~
+f (Blldup—(x,x) -D dwp—(x,x)> w(x)dx + [Ny (x)up(x, 2)]5 +
0

dx3 o gyt
~ L % ~ L N 1L " ~ dW(X) L
—[Nzp O, D)u()]g — [Vzp(x, D)w ()]s — [V ()wp(x, £)]5 + lMyP(x' X) dx l +
0
* ~\1L L
- lMy(x)Wl + | e e, )+ powi v D = 0 (3.22)
0 0

Analisando agora a Eq. (3.22) nota-se que a primeira integral € nula decorrente da
Eq. (3.3), enquanto a segunda integral devido a propriedade do delta Dirac na Eq. (3.4)

resultando em:

fL B d3u}§(x,3?)_D d*wp(x, %)
o 11 dx3 11 dx4,

L
>W(x)dx = —fw(x)&(x,a?) = —w(X)
0

Portanto, a equacdo integral (3.22) para os deslocamentos transversais fica reduzida

a.
A ) ., A . _dw(®)]*
W(x)+[N;p(x,x)u(x)]0+[Vz*p(x,x)w(x)]o—lM;p(x,x) dx l =
0
dws(x, )]
= [N ()up(x, D)5 + V0w (x, 2)]5 — [Mym%
0
+ j [pa1tp (x, 2)+p, w3 Cx, )]dx (3.23)
0

Os problemas de vigas classicas requerem trés incognitas a determinar no contorno

para um completo equacionamento. Assim, uma equacao adicional é necessaria a fim de
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obter o problema solucionavel. Portanto, esta equacgdo adicional é desenvolvida derivando a

Eq.(3.23), cedendo assim a equacdo integral da inclinagdo da eléstica transversal no ponto

de fonte dw ( )

, logo essa equacdo pode ser expressa como:

dw(X)

d L

dwpx(x "

= [N@up D]+ [Ows (D], - [M ()

0

L * ~ * o
+ f [paup 2 (x, R)+p,wj 5 (x, £) ] dx (3.24)
0

3.4 EQUACAO ALGEBRICA

Para a determinacdo das equacdes algébricas do MEC, o ponto fonte é colocado nas
extremidades da barra. Assim, quando a colocacgéo ocorrer na extremidade esquerda da barra

é equivalente a x = ltin%(o + &), em contrapartida se o ponto for colocado na extremidade
direita da barra x = %ir%(L — &). Portanto, fazendo a substituicdo dos limites de integragédo

e a colocagéo da fonte na extremidade esquerda da barra nas Eq. (3.21), Eq. (3.23) e Eqg.
(3.24).

Neste caso, a equacao do deslocamento axial com ponto fonte a esquerda;

u(0) + Nyp(L, 0 + Hull) + Vr(L, 0+ Hw(L) — Mye(L,0 + f)J

—Nep(0,0)u(0) = V;£(0,0 + Hw(0) + Myp(0,0 + &) = Ny (L)up(L, 0+ &) +

dwr(L,0 + &)

LWL 0+8) = My (L) ——

= Nx(0)ur(0,0 + &) = V;(0)wr (0,0 + &) +

M, (0)

de(0£+f) +f [p1s (x, 0) + p,wi(x, 0)]dx (3.22)
0

J& a equacdo do deslocamento transversal com ponto fonte a esquerda, resulta:

w(0) + Nyp(L, 0+ Hu(L) + Vzp(L, 0 + Hw(L) — Myp(L, 0 + s‘)L
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N3 (00 +Eu(0) ~ V(0,0 + W(0) + M5p(00 + ) o = NWIp(L,0 +8) +

dwp(L,0+ &)

V,(Lwp(L,0+8) — My(L) I

— N(0up(0,0 + &) = V,(0)wp(0,0 + &) +

+ M, (0) pxup (x,0)+p,wp (x, 0)]dx (3.23)

dwp(0,0+¢)  (*

_— "+ [
dx 0

E, finalmente, a equacdo da inclinacdo da elastica transversal com ponto fonte a

esquerda fica:

dw(0 dw(L
O N0+ L) + V(0 0+ EIWL) ~ M (1,0 + ) o

+

. . . dw(0)
—prlf(0,0 + &u(0) — Vzplf(0,0 +&w(0) + Mypﬁ(0,0 + &) Ix =
: +
dx
dwp +(L,0+ &)
' +
dx

L *
+ f [pxup 5 (x, 0)+p,wp £ (x, 0) | dx (3.24)
0

= Ne(Lupe(L,0+8) + V,(Dwp(L,0+8) — My (L)

—Ny(L)up (L0 +8) = V,(L)wp (L, 0+ &) + My, (L)

Agora, fazendo a colocagédo do ponto fonte no extremo direito da barra tem-se:
i . . dw(L)
u(L) + Nyp(L,L — &Ou(L) + Vye(L,L—&w(L) — MyF(L,L &) “dr +

dw(0)
—Nep(0,L = Hu(0) = Vzp(0,L = Hw(0) + Myp(0,L = §) —-—=

dwp(L, L — &)
= Ny(Dup(L, L =8 +V,(wp(L,L—=8§) — My(L)———+

dx
—N(0)uj(0,L — &) + V,(0w;(0,L — &) + M, (0) W *
+ [ i e 1) + pwi Ll (3:22)
0
w(L) + Nyp(L, L — u(L) + V,p(L,L — &)w(L) — M;P(L’L —9) nd;J(CL) +
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dw(0

dwp(L, L —
= Ne(Wup(LL =) + V(LWL L = §) - My(L>W+
dwp(0,L —

N O (0L~ §) — Vw0, L~ &) + m,(0) L8

L
+ | [paus G 1 +pwi (s, L

0
dw(L
V;E ) N o (L L — L) + Vip g (L L — EW(L) — M o(L, L — 5)L+

dw(0)

~N;p,2(0,L = )u(0) = V;p (0, L = Hw(0) + M5 2(0,L — ) —— =
dwpz(L,L —¢)
dx +

dwp ¢(0,L — &) N
dx

= Ne(Dupe(L, L =8 + V,(Dwpe(L, L =&) — My(L)

—N,(0)up (0,1 = &) = V,(0)wp (0, L — &) + M,,(0)

L * *
+ f [pqu,J?(xJ L)+pzWP,J? (x, L)]dx
0

(3.26)

(3.27)

Uma representacao algébrica para Eq. (3.22), Eq. (3.23), Eq. (3.24), Eq. (3.25), Eq.

(3.26), Eq. (3.27), em termos das variaveis de contorno (ver Fig. (3.2b)) pode ser escrita

como seqgue:

{u} + [H{u} = [G]{p} + {f}

(3.28)

Onde [H], [G] sdo as matrizes de influéncia e {f} é o vetor de a¢des externas. {u} e

{p} sdo os vetores de deslocamentos e solicitacdes internas, cujas formas explicitas sdo dadas

por:

1

{u}=[ui w; % U w; %]T=[u(0) w(0)

dw(0)

u(l) w(l)

p}=Ni i M Nj V; M|T =
= [Nx(0) V,(0) M,(0) N (L) V(L) M,(L)]"

o]
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Figura 3.2 (a) Esforcos reais (TCVL); (b) Deslocamentos reais (TCVL)

E importante notar que para apresentacdo da Fig. (3.2) foi realizado uma rotacio

nos eixos de referente mostrado na Fig. (2.3).

A forma explicita das matrizes de influéncia na Eq. (3.28) séo:

r —N3;(0,0 + &)
—N3(0,0+ &)
—Np2(0,0 +¢)
=Nz (0,L - &)
—Npz(0,L —¢)
|[—Np2(0,L — &)

[ _uz00+ 8

—up(0,0+¢)
_u;’,f(o»o + 'f)
_u;'(o» L— 'f)

_u;; (O, L— f)

_u;,f (O, L— f)

—Vp(0,0+&) Mip(0,0+¢&) Np(L,O+&)
—V5(0,0+¢) Mp(00+¢&) Np(L0+¢)
Mp2(0,0+&) Npe(L,0+&) Vpe(L,0+¢)
Mp(0,L —¢&) Np(L,L—¢§)
Mp(0,L—¢&) Np(L,L—¢§)
My o(0,L—8) Njg(LL—&) Vig(L,L—8)

—Vp2(0,0+&)
=Vr(0,L-%)
=Vp(0,L-8)

—V;4(0,L— &)

~wi(0,0 +§)
~wp(0,0 +8)
~wp (0,0 + )
~wi(0,L &)
~wp(0,L —§)

_W;,f(or L— f)

dwrp
e 0,0+ &)
dwp
e 0,0+9
dwyp 5

22(0,0 +8)

dx

dwg
W(O’L =&

dwp
W(O'L -9

dwp s . . dwp 2
W(O,L—f) upp(LL—8)  wpe(L,L—%) —W(L.L—f)_

Va(L,0+&)
Va(L,0+&)

Ve(L,L—$)

up(L,0+¢)
up(L,0+¢)
upe(L,0+8)  wpe(L,0+8)
up(L,LL—8)  wpL,L-§)

up(L,L —$)

wi(L, 0+ &) —C;—Vf(L.OH) —

wi(L, 0+ &) —%(L.O +§)

dwp

dx
dW;-‘jC\
dx

d *
wa(L,L— &) —%(L.L—f)

PR (L0+8)

—Mi(L,0+ &) ]
—Mp(L,0+¢) |
—Mp 2(L,0 + &)
—Mp(L,L—$&)
—Mp(L,L—-8)
~M; (L, L —§)

(3.29a-b)

Onde os elementos da matriz [H] podem ser obtidos a partir das Eq.(3.16) quando

substituido os valores do ponto fonte X e do ponto campo x dados nas Eq.(3.21), Eq.(3.23)

e Eq.(3.24). Desta forma, os esfor¢os normais no contorno da barra sdo dados por:
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1 1
—N;z(0,0+¢) = Esgn(O,O +&) = —3

1 1
N;p(L,0+¢&) = —Esgn(L,O +¢&) = —3
. 1 1
_NxF(OJL - E) = Esgn(O,L - E) = _E
1 1
Nip(L,L—¢) = —Esgn(L,L &) = —3 (3.30a)
Agora, 0s momentos fletor no contorno da barra resultam em:
) 10— (0+8)
5p(00+8) =————==0
) IL-(0+9] L
~Myp(L,0+8) =———= =2
\ 0-(L-9] L
Myp(0,L —§) = T 5 T3
L—(L-
—Myp(L,0+¢) = l(z—f)l =0 (3.30b)
Ja os esforgos cortantes no contorno da barra ficam:
. 1 1
—V;p(0,0+¢) = ESQH(O,O +$) = —3
1 1
Vp(L,0+¢) = —Esgn(L,O +&) = —3
. 1 1
—V»(0,L —&) = Esgn(O,L —-&) = —3
1 1
Vip(L,L—¢) = —Esgn(L,L -8 = —3 (3.30¢)

Agora, para os esforcos derivados em relagédo ao ponto fonte, tem-se apenas o

momento fletor derivado que é dado por:
. 1 1
M;p (0,0 +8) = 5sgn(00+§) = -5
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1 1
~Myp (L0 +8) = == sgn(L,0+8) = -

Myp£(0,L —§) = Esgn(O,L —&) = -3

1 1
—Myp (L, L—§) = —Esgn(L,L -8 = —3 (3.30d)

Notadamente, os outros elementos da matriz [H] dados na Eq.(3.29), aqui nédo
especificados na Eg. (3.30), sdo nulos pela definicdo da Eq. (3.16). Portanto, substituindo a

Eq. (3.30) na Eq.(3.29b), tem-se a matriz de influéncia [H] na forma algébrica:

1 1 1
-= 0 0 —= 0 0
0 ! 0 0 -
2

0 0 0 0 !
[H] = : :
-= 0 0 -z O 0
0 - L 0 = 0

2 2 2
0 0 ! 0 0 !
2 2-

Processo analogo ao adotado para a obtencdo dos elementos da matriz [H] sera
desenvolvido para a defini¢do dos elementos da matriz [G]. Sendo assim, os deslocamentos

fundamentais no contorno sdo para uy de (3.14), tem-se;

_ D1y
2(Bf; — A11D11)

—ur(0,0+¢) = 0-(0+8]=0
D14 Dy,

up(L,0+¢) = IL—(0+&)| = L
F 2(B% — Ay11D1y) 2(BY4 — A11Dy1)

D11

D14 _ L
2(]3121 - A11D11)

2(B121 - A11D11)

—up(0,L —§) =— 0-(L-Ol=
Dy,

up(L,L—§) =
F 2(B121 - A11D11)

IL—(L+&)]=0 (3.31a)

Agora para o deslocamento w;: no contorno tem-se;
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By

—w2(0,0 = — 1 0— (0 2 0,0 =0
WE00 +8) = = g5 10— (0 + )IPsgn(00+§)
Wil 04+ 8) = —— 1 (04 O)Esgn(L,0+8) = — 1L |2
4(3121 - A11D11) 4(3121 - A11D11)
WO L) = ——— P 0 (L= O)sgn(0,L — &) = —5 L2
4(3121 - A11D11) 4(3121 - A11D11)
wi(L L —§) = — Bus IL—(L—8&*sgn(L,L—§) =0
4(B121 - A11D11)
(3.31b)

Quanto a inclinacdo da elastica transversal fundamental no contorno quando py é

ativado fica;
dwz(0,0 + B
( f): i 11 10— (0 + &) =0
dx 2(Bf; — A11D11)
dws(L,0 + B B
_M:_ ~ 11 IL—(0+&)|=— . 11 L
dx 2(Bf; — A11D11) 2(Bf; — A11D11)
dwz(0,L — B B
( f): i 11 10— (L—8)| = i 11 L
dx 2(Bf; — A11D11) 2(Bf; — A11D11)
dws(L, L — B
_dwillL=8) — IL—(L+8)|=0 (3.31¢)
dx 2(Bf; — A11D11)

Os deslocamentos fundamentais quando p; € ativado no contorno da barra podem

ser escritos como: Observando que up(x, X) = —wg(x, X) tem-se que;

—us(0,0+&) =0

us(L,04 &) = — Bu 12
4(Bf; — A11D14)
Bll
—up(0,L— &) = — I?
up( E) 4(3121 - A11D11)
—ui(LL—8)=0 (3.31d)

O deslocamento w no contorno fica;
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All

—wp(0,0 +§) = 0-0+9 =0
wi( &) 12(351—-A11D11>' 0+9)]
Aqq An
wp(L,0+¢&) =— IL—(0+8)]® =- L3
d 12(B%4 — Ay1D11) 12(BY4 — A11D11)
Aqq Ay
—wp(0,L - &) = 0-(L-9OF = L3
wrOL == oy "0 =i
A
wp(L, L —§) = = IL-(L-8F =0 (3.31e)

12(Bf; — A11D11)

7B ¢ dada por;

;- . ~ -t d
Ja a inclinagéo da eléstica transversal no contorno —

dwp(x,®)  Apwp(x,X)
dx B B4

Assim, tem-se,

dwp(00+8) _

dx
_dW;(L;O +$) _ Ay 12
dx 4(Bf, — A11D1q)
dwp(0,L —¢) __ A 12
dx 4(Bf, — A11D1q)
dwp(L,L — &)
PTg =0 (331f)

. N dwp =
Agora, para as derivadas em relagdo ao ponto fonte up ;, wp ¢, ﬁ tém-se as

seguintes relagoes:

X ~ dwr(x, X)
upa(o®) =4,
* A~ A11W1?(X, x)
wp 2 (x, %) = — 5.
11

dwp (%, %) <A11) dwg(x, %)
dx ~ \By; dx
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Que, por sua vez, resultam em:

—up£(0,0+&) =0
Bll
— 5 L
Z(Bll - AllDll)
Bll
> L
Z(Bll - AllDll)

up (L0 +¢) =

_ul*’,f(ol L— E) =

—w;2(0,0+8) =0
A11 L
4(Bf; — A11D1q)
A11 L
4(13121 - A11D11)

wp2(L,0+&) = ?

2

_W;,J?(O' L— E) =

dwp £(0,0 + &) o

dx
_ dW;,x\(L, O + 5) _ All L
dx 2(Bfy — A11D11)
dW;’f(O, L - f) _ A11 L
dx 2(3121 — A11Dq4)
dw} o(L,L =€)
— =0
dx

(3.319)

(3.31h)

(3.310)

Substituindo a EQ.(3.31) na Eq. (3.29), a matriz de influéncia [G] fica assim

expressa.:
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B
0 0 0 Dy, L %LZ —By,L
Bll A11 All
0 0 0 ——=tpz - X2
2 6 2
A
- 1 0 0 0 By, L %LZ )
Gl =
- B
2(Bi; — A11D11) —Dy,L %LZ ByL 0 0 0
Bll A11 A11
-2z Wz U2 0 0 0
2 6 2
All 2
_BllL TL AllL 0 0 0

Os elementos vetor de carregamentos {f} na sua forma explicita no contorno séo

dados por:

(f10)
fai
(1= ]’:] >
f2j
kf3jJ

Onde,

L

fii= j [t (x, 0) + pywi (x, 0)]dx
0
L

fi = f [Pt Cx, 0)-+p,wi (x, 0)]dx
0
L

fai =j [pxu;,f(x; 0)+pZW;,f(x; 0)]dx
0
L

fi, = f [patil (e, L) + pywi(x, L)]dx
0

fy = j [pautp (x, L)+p,w} Cx, L)) dx

L « "
fy = f [pxutp G, L) +p,w; 5 (x, L)]dx (3.32a- f)
0
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Convem notar que as integrais envolvendo o médulo r = |x — x|, podem ser escritas
como:
( L
IJ. (x —X)"dx,sex > X

g 0
[ tr—sprax =1,
0 LJ. (X —x)"dx,sex <X

0

Se 0s carregamentos p,. e p, forem uniformes em todo o dominio da barra o vetor
{f} pode ser escrito da seguinte maneira, substituindo a Eq. (3.14) adequadamente na Eq.
(3.28). Assim, para o ponto fonte na extremidade esquerda (X = 0) resulta em:

L Blle

L
dx +p f dx
“Jo 4(Bf; — A11D11)

fio= f Dqiq1x
WS Px ) O(BE — AnDyy)

£ fL By, x* d fL Apqx3 d
;= —p X —p X
270 )y 4(BE — AinDyy) ?Jo 12(B4 — A11D11)

= dx + j dx
f3i = Px fo 282 — anDi) X tP2 ) 4BZ — 4D

Caso contrério, quando o ponto fonte na extremidade direita X = L obtém-se:

f-=p]L Dy, (L —x) dx—p jL By; (L — x)? dx
Y * 0 2(]9121 _A11D11) ’ 0 4(B121 _A11D11)

f ]L By, (L — x)? d jL By, (L —x)? d

;= X — X

2 P 0 4(19121 _A11D11) Pz 0 12(B121 _A11D11)

£ fL By; (L —x) fL A1 (L —x)? d
7]y 2(BE — AuDyy) ?Jo 4(BY — A11D11)

Portanto, o vetor dos carregamentos fica assim definido:
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( PxD11 12 4 pzB11 I3 )
4(Bf; — A11D11) 12(Bf; — A11D11)
_ PxB11 3 PzA11 4
12(Bf, — A11D11) 48(BZ — A11D11)
PxB11 2 4 pzA11 I3
()= 4(Bf; — A11D11) 12(Bf; — A11D11)
f}=1 p.D »,B
x11 12— zD11 I3
4(Bf; — Ay1Dy1) 12(Bf; — A11D11)
PxB11 3 pzA11 14
12(BZ — A11D11) 48(B% — A11D11)
PxB11 12 — PzA11 I3
\ 4(3121 — A11D11) 12(3121 — Ay1D11) J

Para o caso de uma distribuic¢do polinomial para p, e p, o0 vetor {f} pode ser obtido
conforme indicado no ANEXO II.

Antes da solugdo propriamente dita do sistema algébrico dado na Eq. (3.28) €
necessario aplicar as condi¢des de contorno do problema, obtendo a matriz de influéncia das

incdgnitas [A] e o vetor independente {B} resultando em:

[Al{x} = {B} (3.33)

Onde {x} é o vetor das incAgnitas.
Para cada grau de liberdade pertencente a nds de extremidade da viga tem-se que
se 0 deslocamento é prescrito, o0 esforco correspondente é incognito e vice-versa. Se 0

sistema (3.28) for expresso em uma forma genérica tem-se que:
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Gia Gis Gie] (P2
Goa Gys G| | P2
G3s G35 Gzel| ) P3 n
G44 645 G4-6 Pa
Gsa Gss  Gse LPS
Gea Gos Geel “Po

(1)
fa
f
fa
fs

\fe/

4

(3.34)

Admitindo-se que sO o grau de liberdade 3 esteja prescrito em deslocamento 5 (0

que implica que as forgas nos demais graus de liberdades estdo todas prescritas), entéo o

sistema final é obtido substituindo a matriz de influéncia [H] na coluna 3 pelos valores da

matriz [G] na Eq.(3.34). Da mesma forma a matriz [G] € alterada nha mesma coluna com 0s

valores da matriz [H] antes da atualizagdo. Resumindo, o processo de imposicdo de

condig@es de contorno implica em uma permuta de coluna entre as matrizes [H] e [G] na

posicao do grau de liberdade prescrito em deslocamento, resultando em:

incognitas na Eq. (3.33) sdo dados pela Eq. (3.35) onde:

1

Uy
41’3&_
Uy [
I

Us

ug)

1P
b2

Us

2
Ps
pe)

(f1)
f2
f3
fa

+ <

fs
\£.)

(3.35)

Entdo, a matriz de influéncia das incognitas, o vetor independente e vetor das
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(G11 Giz —Hiz Gy Gis Gig] (P2 (/1)
G1 Gy —Hyz Gau Gys Gae| | D2 f2
(B} = G31 Gz —Hzz Gzp G35 Gzl ) Us f3
Gy1 Gay —Hiz Gaa Gas Gagl | P3 fa
fs
\fo/

o
ul
iy

o
w1
N

[

T
v
w

o
ui
S

D
ui
«

D
w
o

—
S
i

N———

Se mais graus de liberdade em deslocamentos forem prescritos, entdo € necessario
fazer outras trocas de colunas andlogas ao que foi explicado na Eq. (3.35).

Terminada a imposicédo das condicGes de contorno pode-se finalmente aplicar uma
técnica de solugdo de sistemas lineares (direta ou iterativa) para que o vetor das incognitas
{x} da Eq. (3.33) seja finalmente determinado.

Depois de todas as varidveis no contorno da viga serem determinadas, entdo o0s
deslocamentos em qualquer ponto do dominio (por exemplo, X = a) podem ser calculados
aplicando-se as equac0es integrais apresentadas nas Eq. (3.21), Eq. (3.23) e Eq. (3.24), cujas

respectivas equacdes algébricas na forma matricial podem ser escritas como:

{u(a)} + [H@)){u} = [c(@)]{p} + {f (&)} (3.36)
Onde:
u(a)
—{w(a)
{u(a)} aw@
dx
1 .
-——= 0 0 —3 0 0
1 a 1 b
H@=|0 -5 -2 0 -2 =
1 1
0 0 —3 0 0 ~3

48



i B B
—D;ia %az Bj,a Dy1b %bz
G(a) = - - _@az @Cﬁ Au o, _@bz _@bs
2(Bf; — A11D11) 2 6 2 2 6
A A
—Bjia %az Ajia By1b %bz
B B
( pyDi1a? + ng Y3+ pyD11b% — %lﬁ )
1 PxB11 pzA11 pxB p.A
= J_x71t 3 0z 4 X711 3 Pz0711 o4l
pzA11 PzA11
& prllaZ + ZTa3 + prllbz - ZTbB J
Com,b=L—a

Para o caso de uma distribui¢cdo polinomial p, e p, 0 vetor {f} pode ser obtido

conforme indicado no ANEXO 1.
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CAPITULO 4

MEC EM VIGAS LAMINADAS DE PRIMEIRA ORDEM: ANALISE ESTATICA

4.1 INTRODUCAO

Neste capitulo serd desenvolvida a analise estatica da Teoria de Primeira ordem de
Vigas Laminadas (TPVL) a partir dos conceitos dados no Capitulo 2. Serdo determinadas
ainda a equacdo integral, as solugcdes fundamentais e as equacOes algébricas para o
estabelecimento do MEC. Novamente, as discussdes para extensdo do MEC na analise da

TPVL séo originais.

4.2 PROBLEMA FUNDAMENTAL

Para o desenvolvimento do problema fundamental da TPVL sera tomada uma viga
laminada de comprimento infinito, de largura e altura idénticas ao problema real, mostrada
na Fig. (4.1), sob a acdo das forcas puntuais px;(x,x) = §(x, %), p,;(x,x) = 6(x,%X) e
my(x,%) = 6(x,X). Cada forca, quando ativada, aciona apenas os trés deslocamentos a ela
associados. Assim, p, aciona os deslocamentos fundamentais uy (x, X), wr(x, X), @r(x, X),
p, aciona os deslocamentos fundamentais up(x,x), wp(x,X), @p(x,X), € por fim o

momento fundamental mj, aciona os deslocamentos fundamentais uy, (x, £), wy(x, %),

Om(x,%).
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My (. %) My(x.2) + dM;p (3, 2)

N (%, %) :‘ :’ Nim (x.2) + dNyy (x, %)
(a) )

- ’( ’A] L _df
IVz;n(x'f) R l Vin(0,2) + dV(2.%)
D M (%) + dM3p (x.2)
D W)+ s .9
o) - — D= —
I Vye (4, %) Pelxd) l V() + dVjp(x, %)
o Mp(x, %) Pe®) My, (0 8)+ dMyp(x, %)
Kl N, 8) + dN2p(x,2)
xp\h e \X X
(©) —FC_ 31-» v ’
I Vop(x,%) l Voo, 2) + dVip(x, %)
; ;
dx,
z Pz (%, %)
X 1
H |
@ | I =2 !
' pi(x.%) '
¥—At
z dx,
i A
—00 € L e
¢p(x2)
(©) ="

op(x,%)
0 _’3
up(x, %) lwﬁ(x 9
Pmlx.%)
@ =)

Figura 4.1 Equilibrio Fundamental: (a) my* ativado; (b) px* ativado; (c) pz* ativado; (d)
Barra fundamental; Deslocamentos Fundamentais: (e) my* ativado; (f) px* ativado;(g) pz*
ativado
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Para o equilibrio de forcas e momentos apresentados na Fig. (4.1b), com a fonte

puntual ativada na diregdo x tem-se:

dNge(x,%) .
4 pi(6,8) = 0
dVp(x, %) 0

dx B
dM;(x, X
% —Vr(x, %) =0 (4.1a-c)

Realizando agora o equilibrio de forcas e momentos da Fig. (4.1c), para a funcéo

puntual aplicada na direcdo z obtém-se:

dNyp(x, %)
ML At )|
dx

dV,p(x,%) o
ZiT +p,(x,X)=0
dMyp(x, %) _ o

(4.1d- f)

E, finalmente o equilibrio de forca e momentos apresentados na Fig. (4.1a), se a

funcdo puntual em momento for aplicada em torno do eixo y:

dNym(x, X)
— =0
dx
Vn(6,9) _
dx B
dM;,, (x,%)

Vi (,2) + —2

+mj(x,%) =0

Analogamente ao problema real apresentado no Capitulo 2, os esforgos

fundamentais na Eq. (4.1) podem ser desenvolvidos a partir da Eq. (2.35) dando:
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A dur(x,X) dor(x,X)
Np(x,%) = Ay Fd—x + By Fd—x

A dwg(x, X) PR
Vir (6, %) = Ass (o2 4 9 (1,

. dugp(x, X) dor(x, %)

Mg (x,X) = B4 Fd—x + D14 Fd—x

dup(x,x) dpp(x,X)
dx + B dx

dwp (x, X)

Vie(x,2) = Ass (T + il f))

N;(x, 52) = A11

dup(x, x) LD dop(x, X)

M;P(x' X) = By dx nT g

dus, (x, X dor,(x, X
Up (x x)+31 P (x, %)

N X)) =A
m(x,x) 11 dx 1 dx

. R dw;, (x,x) . R
Vi (x,2) = Ass (";l—x + om(x, x))

dus,(x, x dor (x, X
Up (x X)+D1 Pm(x, %)

M;m(x, X) = By4 dx 1 dx

(4.2a-1)

Substituindo os esforcos fundamentais dados na Eq. (4.2) na equacdo de equilibrio

fundamental apresentada na Eg. (4.1), sdo obtidas as equagdes governantes em

deslocamentos que podem ser expressas como:

[BI[C] = [q]

Onde,
d? d?
gz O s
d? d
[B] - O A55 W A55 a
d? d d?
Buugz —Assgr Diugg —Ass)

(4.3)

(4.3a)
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up(x,%)  up(x,X)  um(x,X)
[C] = |wr(x,X) wp(x,X) wp(x,X) (4.3b)
or(x,X)  @p(6,%) @n(x, %)

px(x, %) 0 0 5(x, %) 0 0
[q] = — 0 py(x, %) 0 =—| 0 6(x, %) 0 (4.3¢)
0 0 mj(x, %) 0 0 6(x, %)

Para encontrar a solucdo da equacao governante do problema fundamental dada na
Eq. (4.3), uma forma que pode ser utilizada é o Método de HORMANDER discutido no

Capitulo 3, resultando em:
[C] =[BTy (4.4)

E, portanto, ap6s fazer as derivadas pertinentes tais quais no capitulo 3, a equacao

diferencial, em termos da funcéo escalar v, fica:

déy B 1
dx® A55(B121 —Ay1D11)

5(x, %) (4.5)

Notadamente a equacdo diferencial apresentada na Eq. (4.5) pode ser resolvida de

forma anéloga a Eq. (3.8), resultando em:

1

5 (4.6)
240A55(BZ — A11D11)

Y(r) =

Para a obtencdo das solucdes fundamentais em deslocamento faz-se a substitui¢éo
da Eq. (4.6) na equacdo a Eq. (4.4) dado:

up(x,x) = Dy T
A 2(3121 - A11D11)
B
up(x,%) = 1 r?sgn(x, %)

4(3121 - A11D11)
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Bll

(%, %) = = 2(3121 — Ay1D11) ’
wi(x, %) = B r?sgn(x,x)
2(B121 — Ay1D11)
. T A1 3
wp(x, %) = — —
P D) = e T T2(8h — AnDry) |
* A All 2 A
wh(x, %) = 2%, — A,Do) r?sgn(x,x)
P ) =~y
P 2(Bf; — A11D11)
op(x,%) = Au r2sgn(x, %)
4(]9121 — Ay1D11)
A
P (2, %) = n (4.7a-0)

r
2(3121 - A11D11)

J& os esforcos fundamentais podem ser obtidos substituindo a Eq. (4.7)

adequadamente na Eq.(4.2), dando assim:

. 1 .
Nip(x,X) = — Esgn(x, X)

Ve(x,2) =0
M;F(X,J’C\) = 0

Nip(x,x) =0
1 .
Vip(x,%) = —Esgn(x, X)
. R 1
M3p(x, %) = —5T

Nin(x,%) =0
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Vom(x, %) = 0

1
My (x, %) = —Esgn(x, X) (4.8a-1)

4.3 EQUACOES INTEGRAIS

O Método dos Residuos Ponderados permite ponderar a equacdo governante do
problema real EQ.(2.34) pelas fungdes fundamentais em deslocamentos Eq. (4.7)

convenientes, resultando em:

M d? d2 .
L 1737 0 2 177 Iru(x)\l (P (X))
fo< 0 A55% A55% 4W(x)}+!|pz(x)l r X
L_Bllj_xzz _A55;_x D11;_:2_Ass_ L(p(x)) Lmy(x))
[ur(2)  up(n®)  un(n )] ('
X Iw;;(x, ) wp(x,®)  wh(xX)|dx = 4' 0 } (4.8)
prn®  epd) ool o)

Fazendo as devidas operacdes algébricas na Eq. (4.8), pode-se obter trés equacdes as
quais sdo acionadas quando py, p;, ou mj sdo independentemente ativados. Portanto, a

equacdo associada a funcdo puntual px(x, X) pode ser expressa como:

JL A d2u+B d2¢+ Fr+lA d¢+A d2W+ -
. 1152 11772 Px |UF 55 1y 55 152 bz | Wr

d?u d%¢ dw .
+ Bll ﬁ + D11 W - A55 ((p + E) +my Pr dx=0 (49)

Efetuando sucessivas integrais por partes na Eq.(4.9) e depois substituindo a equacgao

dos esforcos fundamentais Eq.(4.2), obtem-se a equacéo integral de deslocamentos axial:
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42y A2t do
Ay —— In2 +Bii—— ) u(x) + | Ass I +A55 d > W(x)

[

dx +

d?uj d?or
By, dx2 + Dy dx? Ass <P(x)

—[Ngp (e, D)u)]h — [V (e, D)W )b — [My G, Do ()] =

—[Nx () (x, )16 — [V ()ws (e, D15 — [My, ()5 (x, 9?)]2 +

_ fOL [(px(x)u};(x, ) + (p,()wi(x, 8)) + (my(x)q);i-(x, 9?))] dx (4.10)

Fazendo uma anélise na Eq. (4.10) observa-se que o segundo e terceiro termos da
integral sdo nulos decorrente da Eq. (4.3), ja& o primeiro termo da integral devido a

propriedade do delta Dirac na Eq. (3.4) fica:

L d2 dz(p* L
fo <A11 I +311 I >u(x)dx = —fu(x)S(x,a?) = —u(X)

0

Assim, a Eq. (4.10) para o deslocamento axial pode ser escrita como:

u(®) + [Nir (e, D)u)1b + Ve G, DIWOTE + My (o, D)9 ()], = [Ny () G, )1

[V, Owi(x, )15 + [My, (0 (x, f)]z +

L
+ f | (P O (6, ) + (P2 (Wi (1, ) + (my ()0 (6, %) )| dx (4.11)
0

Se a funcéo pulso uniforme p, for ativada, a Eq. (4.8) pode ser entdo ser dada por:

L d?u d%¢ . do d?w )
fo A“W-I_B“Wﬂ?x up + ASSE+A55W+pZ Wp

d*u d?¢ dw .
+ Bllﬁ_i_DllW_ASS ((p +E> +my (pP dx = 0 (412)
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No entanto, realizando pertinentes integrais por partes na Eq. (4.12) e, em seguida,
substituindo de forma adequada a Eq. (4.2) obtém-se a equacdo integral de deslocamento

transversal, que pode ser expressa como:

[

d?u; d?; do; d*w}
<A11 WZP + B11 WZID) u(x) + (Ass d—xp + Ass #) w(x)

d?uj d? o5 . dwp
H| Bz t D~ Ass (<Pp + W) @(x)|dx

— [Nz (2, D)u(01s = [V (e D)W ()]5 = [M5 (2, D)0 ()]

= — [N, (@)up (xR = [V, wp (6, D)5 — [My ()9, D], +
L
- j | (P 5, ) + (p, COWj (6, D)) + (my, ()0 (1, 2) )| dx (4.13)
0]
Fazendo um estudo na Eqg. (4.13) observa-se que o primeiro e o terceiro termos da

integral sdo nulos devido a Eq. (4.3), porém o segundo termo da integral, por conta da

propriedade do delta de Dirac dada na Eq. (3.4), é expresso como:

L
o dPup d*pp . .
f Ay I + By I w(x)dx = —fw(x)&(x,x) = —-w(X)
0 x X .
Desta forma a Eq. (4.12) para o deslocamento transversal é dada por:

w(R) + [Nip G Db + [V G W@ + [My G D)o @)], = [Ny () (D)1 +

+[V,ws (x, D15 + [M, () p(x, ’?)]z T

L
+ f | (P o (6, ) + (P, (Wi (1, ) + (1 ()0 (6, %) )| dx (4.14)
0

Por fim, admitindo que o carregamento ativo seja a fungdo puntual em momento

my, assim a Eq. (4.8) pode ser descrita por:
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fL I S WP . S A I
0 11 de 11 dxz px um 55 dx 55 dx2 pZ Wm

d*u d?¢ dw .
+ Bll w + D11 W — A55 ((p + E) +my Pm = 0 (415)

Se for realizada sucessivas integrais por partes na Eg. (4.15) e em seguida for

inserida a Eq. (4.2) tem-se:

[

dx

d*u; d*; doy, d?w;,
<A11 dT:l + By #) u(x) + (Ass =+ Asgs m) w(x)

d?u;, d?o;, dw.
+ (311 Wzm + D11 Wzm — Ass (‘P;n + dxm>) P (x)

[N O, DU = Vi (2, DIWCOTS = [My (2, D)0 ()], =

[Ny (1 G, D15 = [V, )W (5, 2T = [My ()i (xR, +

- LL | (P s, 29) + (po YW, ) + (my (XY 9)) | dx (4.16)

Observando a Eqg. (4.16) nota-se que os dois primeiros termos da integral sdo nulos
decorrentes da Eq. (4.3), porém o ultimo termo da integral, devido a propriedade do delta de

Dirac definida na Eq. (3.4), é dado por:

L

L d?up, d?om, . dwp . .
| (Bn ot Dy = s (o + ) JoGdx = = [ 988 = —p(@)
0

E finalmente a Eq. (4.15) para a rotacdo da secéo transversal pode ser dada por:

PR) + [N O, DU + Vi 6, DW 0TS + M50, D) ()] =

= [Ny (O (5, RTE + [V, O (6, DT + [My (o (0, D], +

* fOL [ (2O (6 20) + (P COWin e, 20) + (my (1) (0, ) )| dx (4.17)
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4.4 EQUACOES ALGEBRICAS

Para o desenvolvimento das equacdes algébricas do problema seré feita a colocacéo
do ponto fonte nas extremidades da barra juntamente com os limites de integracao definidos
nas Eq. (4.11), Eq. (4.14), Eq. (4.17) tal qual discutido no Capitulo 3, obtendo assim seis
equac0es: o ponto fonte colocado na extremidade esquerda, dadas por;

w(0) + Nr(L,0 + Hu() + Vir(L,0+HHw(x) + My (L0 + () —
NG00+ u0) = V(0,0 + HHw(0) — M (0.0 + D) (0) =
N LU (L0 + &)+ V,(LWEL, O +8) + My (L)pr(L,0 +£) -
N (0)up (0.0 + &) — V,(OWE(0.0 + &) — My (0)pr(0,0 +£) +
L
+ [ G004 £) + (aCOwE 0 + ) + (my )9 (6,0 + )]
0

(4.18a)

w(0) + Nip(L, 0+ Eul) + Vp(L, 0+ Hw(x) + My (L,0 + g (x) -

—N;p(0,0 + Hu(0) = V;p(0,0 + HHw(0) = M;p(0,0 + Hp(0) =

FN (Lup (L, 0+ &) + V(Lwp(L, 0 + &) + My(L)pj(L, 0+ ) —

—N, (0)5(0,0 + §) — V(0w (0,0 + &) — M, (0)p5(0,0 +) +

+ ] | (P o) (6,0 + ) + (P ()W (2,0 + ) + (my (¥) 95 (x, 0 + &) ) | dx
0

(4.18b)

®(0+ &) + N (L, 0+ Oulx) + Vi (L, 0+ Hw(x) + My (L, 0 + Ep(x) —

N300+ Ou(0) = Vin(0,0 + HHW(O) = M (0,0 + p(0) =

N D (L0 + ) + V(LW (L 0+ ) + My (Dpin(L,0 +§) —

N (O (0,0 +§) — V,(OWn(0,0 +8) — My (0)p5 (0.0 +8) +

+ [ et 0+ £) + (oW (6, 0+ 0) + (my o0 + )] dx
0

(4.18¢)
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E o ponto fonte colocado na extremidade direita da barra que séo dadas pelas
seguintes equacoes;

u(L) + Nep(L, L = u(x) + Vzp(L, L = Hw(x) + Myp(L, L — Ho(x) —
—Nep(0,L = Ou(0) — Vzr(0,L = Hw(0) = My (0,L — $e(0) =
+N(LDup(L, L = &) + V,(Dwp(L, L = &) + My (L)pr(L, L =§) -
=N (0)ur(0,L — &) = V,(0)wr(0,L — &) — My, (0)p(0,L = &) +

+ f [(etoui L - ) + (Wi L - £)) + (my g (oL — )] dn

(4.18d)
W(L) + Nip (L, L = Ou() + Vp(L, L — Ow() + Myp(L, L = e (x) -
—N;p(0,L = ©)u(0) = V;p(x,L — Hw(0) — Myp(0,L — §)p(0) =
N (Lup (L, L= &) + VLWL L = &) + My(L)@p(L,L—§) —
—N (0050, L — §) = V(0w (0,L — §) = My (0)pj(0,L — &) +
+ j | (P U (. L = ) + (p Wi (v, L — ) + (my (D (x, L = )| dx
0
(4.18¢e)
@(L—8&) + Ngm (L, L — Oulx) + V(L L —Ow(x) + My, (L, L — ) (x) —
=Ny (0, = )u0) = V(L = W(0) = My (0, L — £)p(0) =
N (L)t (L, L = &) + Vo (L)W (L, L = §) + My (L) (L, L — &) -
~Ny (0)u3n (0,1 — §) = V(O)win (0, L — §) — My (0 (0,1 — &) +
+ ] | (P26, L = ©) + (p()win (6, L = ) + (my ()i, L — )| dx
0
(4.18f)

As equac0es dos deslocamentos transversais e axiais, e das rotagdes transversais no
contorno da barra dadas na Eq. (4.18) podem ser matricialmente representadas em termos de

vetores de deslocamentos e de esforgos (ver Fig. (4.1)) no contorno:

{u} + [H){u} = [G]{p} + {f} (4.19)
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Onde [H], [G] s8o as matrizes de influéncia e {f} é o vetor de forcas. {u} e {p} sdo

0s vetores de deslocamentos e forga, os quais as formas explicita sdo dadas por:
w=Mm wi o % W @j]"=u©) w) @0 ul) wlL) L]

pr=MN Vi M;p Nj vy Mj]T=
= [Nx(0) V,(0) M,(0) N,(L) V,(L) M,(L)]"

M B M,
Ni vi | ¥i Nj
R
1 @ v, | ¥
x @; ®j

(b)

Figura 4.2 (a) Esforcos reais (TPVL); (b) Deslocamentos reais (TPVL)

Para apresentacdo da Fig. (4.2) que descreve os deslocamentos no contorno da
barra, foi realizada uma rotacéo nos eixos de referéncia em torno do eixo y mostrado na Fig.
(2.5).

As matrizes de influéncia [G] e [H] da Eg. (4.19) em suas formas explicitas sdo

dadas por:

—=Np(0,0+&) —V3(0,0+¢&) —Mp@O00+¢&) Np(LO+&)  Vp(LO0+&) Mp(L0+¢)
[H] = =N, (0,04+&) =V (00+¢&) —M;(00+&) Ny (L,O+&) Vi(L,0+&) M;(LO0+¢&)
| =Ng(O,L—=&) —Vg(0,L—¢&) —Mp(0,L—¢) Np(L,L—-8) Vi(L,L—-§) Mp(L,L-8)|
l—NS(O,L—f) =Vp(0,L—-&) —Mp(0,L—¢&) Np(L,L-&) Vp(L,L—%) M;(L.L—f)J
=Nnp(0,L—-8&) —Vn(0,L—-&) —-My0,L—-¢&) Nyp(LL—-8& Vu(L,L-& Myu(LL-¢§)

—Np(0,0+&) —VZ(0,0+&) —M;p(00+¢&) Ni(LO+E)  Vi(L0+$) M;(L,0+§)l

(4.20a)
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[-ur(0,0+8)  —wg(0,0+¢)
| —up(0,0+8)  —wp(0,0+8)
6] = | w00+ -wn(00+8)
[-ur(0,L=8) —wp(0,L—§)
[—up(0,L-8) —wp(0,L—8)
l-u;(0,L =) —win(0,L—9)

—9r(0,0+¢)
—9p(0,0 +¢)
—0n (0,0 + &)
—r(0,L—¢)
—9p(0,L =)
—on(0,L =)

up(L,0+¢)
up(L,0+4 &)
un,(L,0+§)
up(L,L—¢§)
up(L,L—§)
up(L,L—$)

wgp(L, 04 &)
wp(L, 0+ &)
wi, (L, 0+ &)
W;‘(L' L— f)
W;(L'L - f)
Wi (L, L —§)

Pr(L,0+8)7
9p(L,0+¢) |
(L0 +9))|
er(L,L=8) |
op(LL—9) |
oL, L -]

(4.20b)

Os elementos da matriz de influéncia [H] na Eqg. (4.19) sdo obtidos fazendo as

substituicdes cabiveis dos valores do ponto campo e do ponto fonte no contorno da barra da

Eq. (4.18) na Eq. (4.8), de forma analoga ao processo utilizado na Eq. (3.30), resultando em:

B
2
o L o o
2
o o0 L o
_ 2
[H]—1001
2 2
0 Ly
2
0 0 -+ o
2

L
"7 73

1
0 =3
0 0
1
> 0

1
0 >

Em processo andlogo ao adotado para a obtencdo dos elementos da matriz de

influéncia [G] na Eq. (3.31), sera realizado para matriz de influéncia [G] agora da Eq. (4.20b)

0 que resulta em:

1

[G] =

2(3121 - A11D11)

0 0
0 0
0 0
—Dy,L %LZ
S kg
ByyL —% 2

0

0

0

0
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Onde:

A B% — A;1Dy)L
k51=iL3+(11 11D11)

6 Ass

J& o vetor dos carregamentos da Eq. (4.19) em sua forma explicita pode ser assim

apresentado:
Y= fa fu fi f2p f3]7

Onde:

L
0
L
fai = f [pxup (x, 0 + E)+p,wp(x, 0 + &) + my @5 (x, 0 + &) ]dx
0
fur = fL [Dxtm(x, 0 + &) + pwi (x, 0 + &) + my@y(x, 0 + )] dx
0
L
fi = f [Pty (e, L = ) + p,wi(x, L — §) + my i (x, L — )] dx
0

L

ij = f [pxu;(x' L—8&+pwp(x,L —&) + myQD;(x:L - f)]dx
0

f= | “[pattin G, L = &) + powin G, L — ) + my @i, L — ©)]dx (4.20¢)
0

Admitindo que os carregamentos p,., p, € m,, sejam uniformes em todo o dominio

da barra, logo os elementos do vetor {f} dado na Eq. (4.20c) podem ser obtidos de maneira

analoga ao procedimento utilizado na Eq. (3.32), assim tem-se:
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( PxD11 PzB11 my By )
L* + L} ————17
2 6 2
_ PxB11 I3 — PzA11 14— p,(Bf; — Ay1Dy1) 12 4 myAyq I3
6 24 2455 6
_PxB11 12 — PzA11 34 myAyq 12
) = — 1 < 2 6 2 >
2(Bfy — A11D14) PxD11 12 — PzB11 I3 — myBiq 12
2 6 2
PxB11 I3 — PzA11 14— p,(Bf; — A11Dy1) 12— myAyq 13
6 24 2455 6
PxBi1 , | PzA11 5, MyA1r ,
L —TL + c L> + 5 L J

Como a solucéo do sistema algébrico apresentado na Eq. (4.20) é dada apenas para

0 contorno da barra, logo, para se obter a solucdo algébrica para todo dominio é necessario
redefinir as Eq. (4.11), Eq. (4.14), Eq. (4.17), em funcdo de um ponto genérico do dominio.

Portanto, fazendo a substituicdo £ = a e também da solucdo do sistema algébrico {u} nas

Eq. (4.11), Eq. (4.14), Eq. (4.17), tem-se entdo a solu¢do em todo dominio da barra dada por:

{u(@)} + [H@){u} = [6(@){p} + {f ()}

Onde:
u(a)
—Jw(a)
u(@)} =%
dx
1 -
—— 0 0 —— 0 0
1 a 1 b
H@) =70 - = 0 —_ ==
(a) 5 5
0 0 1 0 0 !
| 2 2]
B
_Dlla %az
1 B
G(a) = — 222 ke(a
2(B — A11D11) 2 51(@)
Blla _%az

(4.20)
B
Dllb %bz _Bllb
B
A
_Bllb _ibz Allb
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fla
{f(@} =1/
f3a

Com,

PxD11 2 pzB11 my By, PxD11 p:B m,B
=—qa“ + 3 _ 2 X 2 Pz 11, 3 _ y=11 4 5
fla > 3 a > a“ + > b G b —2 b
PxBi1 5 PA 12 my A, pxB p-A
- — as — at — 2 p4 3 X211 53 Pz4011 5 4
f2a 6 24 44..D % g C Tt b h
__Dbg p2 _ myAqq b3
4A5:D 6
PxB11 2 PzA11 3 myA11 PxB11 A m, A
— a? — a3 + 2 _ 2 z43111 5 3 y4111 2
f3a > 3 5 a > b + 3 b° + > b
b=L-—a
1
D =

2(3121 - A11D11)
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CAPITULO 5

TEORIA CLASSICA DE VIGAS LAMINADAS (ANALISE DINAMICA)
5.1 INTRODUCAO

O equacionamento para o problema dindmico de viga seré feito inicialmente no
dominio do tempo. Em seguida, admite-se que o elemento estrutural estara submetido apenas
a acles periddicas e harmonicas no tempo, de sorte que os campos de deslocamentos e
esforcos serdo dados no dominio da frequéncia. Com isso, as representacdes integrais € as
solugdes fundamentais sdo propostas apenas no regime permanente. Novamente, as
discussdes da extensdo do MEC para andlise de vigas classicas laminadas no dominio da

frequéncia sdo originais.
5.2 EQUACAO DO MOVIMENTO

Para a obtencdo da equacdo do movimento do sistema dinamico sera aplicado o
principio de D’Alembert. Tomando um elemento infinitesimal da viga laminada mostrada
naFig. (5.1b), onde N, (x,t) eaforcanormal, M, (x, t) € o momento fletor, V,(x, t) éaforca
cortante, p,. € p, Sa0 0s carregamentos nas direcles X e z , fi,€ f;, sao forcas de inércia que
agem sobre o elemento da viga contrarias aos deslocamentos. Assim, as equacdes de

movimento nas dire¢des dos eixos coordenados séo dadas por:

AN, (x, ©) 4
T + px(x' t) - flx(x' t) -

dV,(x, t)

A p, )~ fi (k) =0
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Vz(xr t) -

dM,,(x,t)
— Y70
dx

Onde, as forcas de inércia sao definidas como:

_(dPu(x,t)
Jue=h\ gz
d*w(x,t)
fiz=1h iz
P,
iz Py X
(@) | -
y !
K X dx
L
z
P,
-\'Z
M,
N, . M, + dM,
1z
®) _c > > r-> > —
fic em— Nx + dNx
ax VA,

(5.1a-¢)

Figura 5.1 (a) Barra laminada sob carregamento; (b) Elemento infinitesimal da barra em

equilibrio

Para TCVL dinamica pode-se definir I; em funcio da densidade por lamina p@,

da largura b e da altura h da seguinte forma:

n
I = Z bp(k)(hk — hy-1)
k=1

dando:

Para TCVL a Eq. (5.1) pode ser resumida substituindo a Eg. (5.1c¢) na Eq. (5.1b),
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de+ _, d?u
dx T Px T\ gz

d*M,, d*w
dx2 +p, = 11 W (5.261- b)

Obviamente, como no Capitulo 2 foram desenvolvidas a TCVL na forma estatica,
todas as equacdes da TCVL na forma dinamica podem ser desenvolvidas a partir desta. E de
suma importancia observar que para 0 modelo dinamico os deslocamentos e esfor¢os variam
no tempo. Assim, analogamente ao modelo estatico, a equacdo governante para TCVL
dindmica pode ser dada a partir da Eq. (2.24), apenas superpondo os termos de inércia dados

na Eq. (5.2), portanto tem-se:

d?u d3w d*u
A11E_B11 dx3 =1 — Px

dt?
d3u d*w d?*w
11553~ Dy, dxt =1 dcz |~ bz (5.3a-b)

Matricialmente, a equacdo governante do problema dinamico descrito na Eq. (5.3)

fica:

(5.4)

d? d? d3
[AHW ~h (F> ~Puges ] {u(x)} ~ {—px}

d3 d* d? —p,
Bugs Dugahige

Como, para a andlise do modelo dindmico um dos interesses € o estudo vibratério

w(x)

da viga, em particular, para as acées que agem harmonicamente e periodicamente no tempo
(py = D't e p, = pye’®?). Como resultado, a estrutura responde harmonicamente com
campos de deslocamentos e esforcos apds estabelecer o regime permanente. Uma das
maneiras de transformar o equacionamento da viga no dominio do tempo no regime

permanente é através da transformada de Fourier a qual é dada por:
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3 1 |
fw) =5 | renoe e (55)

Se f(x, t) for a funcdo delta de Dirac no tempo, entdo a Eq. (5.5) resulta:
L fd(t T)e Widt =1 (5.5a)
21 ’ '

Portanto, aplicando a Transformada de Fourier (Eg. (5.5)) nas equagdes
governantes do problema no tempo (Eg. (5.4)), obtém-se a equagdo governante do sistema
no dominio da frequéncia dada por:

[ : L y
|A11 dx? + 51 —B1; dx3 |{u(x)} _ {—px} 5.6)
p Ly A 51J ) -7,
dx3 dx*

Onde 7i(x) e w(x) sdo os deslocamentos reais no dominio da frequéncia, p, e p, Sd0 0s
carregamentos reais no dominio da frequéncia e S; é uma variavel dada em funcéo de I, e

da frequéncia w definida pela equacéo;
Sl = 110)2
5.3 PROBLEMA FUNDAMENTAL

As equacOes que compdem o problema fundamental dinamico serdo desenvolvidas
a partir da Fig. (5.2) de uma barra fundamental analoga ao problema estatico proposto no
Capitulo 2. Assim, as equacOes de equilibrio em forcas e momentos para o problema
fundamental dindmico da Fig. (5.2a) podem ser escritas como:

dN;p(x, %, t) e i}

—de +pi(x, X, t) — frar(x, t) =0

x

dV, e (x, X, t)

2T
dx
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dMyp(x, %, t) _o

Vyr(x,%,t) — i

(5.7a-¢c)

Fazendo também o equilibrio de forgas e momentos na Fig. (5.2d), para a funcéo

puntual p, aplicada na direcdo z obtém-se:

dN;p(x, X, t)
X777 -0
dx

AVip(x,%,8) .

—Zpd +p,;(x, X, t) — fiop(x,t) =0

X
dMyp(x, %, t) _o

VZ*P(xJ 55! t) dx

(5.7d- f)

Onde f,r(x, %, t) e f,p(x, X, t) sdo as forcas de inércia fundamentais dependentes

dos deslocamentos fundamentais uy(x, X, t) € wp(x, X, t) dadas por:

d?ui(x, %, t))

ijcF(xJ 55' t) = Il ( dtZ

N d*wp (x, %, t)
frr@2,t) =1 (T)
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Mip (6, 9) M (x, %)+ dMe (x.2)

Nip(x,2) frer (o ®)

- N2p(0R) + dNGe (0, 2)
I V() P l Vi (6, 2) + dVip(x, 2)
fizp (6, %)
N (o) | My (x, %)+ dM;p(x, %)
e Nip(6 %) + diNp (e, 2)
(b) - -
I Vip(x, %) l Vipl(x, ) + dV3p(x, %)
| |
‘ dx

P |
p;(x,f)l If,;F(x,x")
X
(©) [ = ]
pr(x®) flip(x, %)
Z‘I( z" dx. *

—0 I - oo
dwp (x, X)
up (x, %) - dx
@ -

lw,; (x, %)

dwp (x, X)
up(x, %) dx
P
(e) | — c

lwp'(x.f)

Figura 5.2 Equilibrio fundamental: (a) px* ativado; (b) pz* ativado; (c) pz* ativado.
Deslocamentos fundamentais: (d) px* ativado; (e) pz* ativado

A definicdo dos esforcos fundamentais para 0 modelo dindmico é analogo a do

problema estatico apresentado na Eqg. (3.2), resultando em:

o dus(x, %, 6) dPwi(x, %, 1)
Nyp(x, X, t) = A1q —a  BuT(ga2 —
. duj(x, %, t) d?wj(x, %, t)
Mp(x,X,t) = By B e Dy4 oz

d?ui(x, %, t d3wi(x, X, t
Vi 2,0 = By o220 py SEEDD

dx? 1 dx3
A dup(x, %, t) d?wp(x, %,t)
Nip(x,X,t) = Ayq — 4 Bu——(ga —
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A dup(x, %, t) d?wp(x, %, t)
Mp(x,%,t) = Bjy———— —

dx ST dx?
. d?uj(x,%,t) d3wp(x, %, 1)
Vop(x, %, t) = Byq ZT —Diy ZT (5.8a-f)

Portanto, fazendo a substituicdo dos esforcos fundamentais da Eq. (5.8) na equacgéo
de equilibrio fundamental Eq. (5.7), obtém-se as equacbes governantes do problema

dindmico em deslocamentos dadas por:

[B][C] = [q] (5.9)
Onde,
[, d? d? d? ]
[B]_|A11W"1 ac? hga |
_| d® d* d?\|
| Buge “Puga~higa )|

lu}; (x,x,t) up(x X, t)l

wr(x,X,t) wp(x,X,t)
px(x, X, t) 0

[q] = — [ e l

0 pz(x,%,t)

Sendo up(x,x,t) e wp(x,Xx,t) os deslocamentos fundamentais no tempo
acionados pela funcdo pontual px(x,x,t) = 8(x,X)6(t, 1) e up(x, Xx,t), wp(x,Xx,t) sdo
deslocamentos fundamentais no tempo ativados pela funcdo pontual p;(x, X,t) =
6(x,%)6(t, 7). Jaafuncdo 6 (¢, ) € afuncdo delta de Dirac definida no tempo na Eq. (5.5a).

Portanto, aplicando a transformada de Fourier da Eq.(5.5) na equagdo governante
do problema fundamental dindmico harménico dado na Eg. (5.9), obtém-se a equagédo

governante dependente dos deslocamentos no dominio da frequéncia dada por:
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[B][C] = [4] (5.10)

2 d3
. A5 +5 —Bi1 7=
[5] = [ s e (5.10a)
| B11% —D11@+ S|
_ Dx (x, %) 0
[q] = — [ e l (5.10b)
0 Pz (x, %)

tp(x,x) tp(x,x)

1= | (5100

~

wr(x,x) wp(x,X)

Onde iy (x, x), Wi (x, X) sao deslocamentos fundamentais no dominio da frequéncia
ativados pela funcdo puntual py(x,X) = &(x, %) ; e tip(x,x), wp(x,x) deslocamentos
fundamentais no dominio da frequéncia ativados pela fungdo pontual g, (x, X) = 6 (x, X).

Uma forma de encontrar a solucéo da equacao governante do problema fundamental
no dominio da frequéncia dada na Eq. (5.10) pode ser utilizando o método de

HORMANDER como no Capitulo 3 para a anélise estatica, tem-se:
[¢] = [B]'w (5.11)

Logo, ap6s fazer as derivadas pertinentes tais quais as no capitulo 3, a equacao

diferencial em termo da funcéo escalar v fica
det[B]Jy = —6(x, %) (5.12)

Calculando o determinante da matriz [B] e depois o substituindo na Eq. (5.12)

obtém-se a equacao diferencial de sexta ordem dependente funcao escalar ¥ dada por:

ds%  d%  d%y _5(x,%)
C C C; =
dx® Tl dx* Tl dx? Tl (BZ — Ay1D11)

(5.13)
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Onde C;, C,, C5 sdo coeficientes da equacdo diferencial que podem ser expressos

por;

. D1151
Cl - 2

(B11 - A11D11)

_ A1151

C; ==
(311 - A11D11)
S 2

C3 = !

(3121 - A11D11)

2
Tomando a Eq. (5.13) na forma homogénea e fazendo a substituicdo % =y, para
obter a equacdo caracteristica da Eq.(5.13) tem-se:
y3+ Cy?+Cy+C3=0 (5.14)

De sorte que uma das trés raizes da Eq. (5.14) de terceiro grau, é dada por:

C
yzzi/_2+\/z+3\/_i_\/—__1 (5.15)
2 2 3
Onde,
> 1
q:2<?> _§C1C2+C3
1
P_Cz_§C12
(D, Py
A—(E) +(§) (5.16a-c)

Estando de posse de umas das raizes da Eq. (5.14), para obter as outras duas raizes
basta aplicar o método pratico de Briot-Ruffini. O método consiste em reduzir em um grau
0 polinbmio quando de posse de uma das suas raizes. Logo, a Eq. (5.14) torna-se de segundo

grau que pode ser resolvido aplicando a formula de Bhaskara. Resultando em:
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-, +C)+ \/A—1
V1 2

(5.17a)

yy =2 * 21) v (5.17h)

Onde,

A=+ C1)2 —4(C; + y1(y1 + C))

Analisando as raizes do polinémio caracteristico apresentadas nas Eq. (5.15), Eq.
(5.17a), Eq. (5.17b) pode-se concluir que, a partir de A, duas das raizes sdo negativas e uma
positiva. Portanto, supondo que y,e ys;Sejam negativas, consequentemente y, é positiva e,

desta forma, a solugéo para Eqg. (5.13) pode ser apresentada como:

Y = Aysen([—yir) — Aysenh(\[y,r) + Assen(\/—ys7) (5.18)

Onde A4, A,, A5 sdo constantes a determinare r = |x — X|.

Para a determinacdo das constantes A;, A, e A; é necessario realizar sucessivas
derivadas na Eq. (5.18) acarretando em derivadas de alta ordem do delta de Dirac dado na
Eqg. (3.4). Logo, para evitar estas derivadas, as seguintes condi¢des sdo empregadas:

Para a segunda derivada da Eq. (5.18) quando x = 0 e X = 0 tem-se:

VY141 — \/zAz +.—y343 =0 (5.19)

Agora, para a quarta derivada da Eq. (5.18), quando x =0 e X = 0, tem-se a

segunda relacdo, dada por:

Vi =V141 — Yo [V2As + Y3 [—y34s = 0 (5.20)

Por ultimo, para a sexta derivada da Eq. (5.18) com x = 0 e X = 0 e comparando a
Eqg. (5.13), obtém-se;
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1
Y12\/ —y141 — YZZ\/ Vo4, + 3’3?\/ —Yy3ds = — 5 (5.21)
2(B11 - A11D11)

Por fim, para determinar as constantes A;, A,, A3 da Eq. (5.18) basta resolver o
sistema formado pelas Eq. (5.19), Eq. (5.20) e Eq. (5.21) dado por:

v TN _\/E v TY3 A 8

Vi =YV1 Y2 YV2 Y3y Y3 Ay p = -1 (5.22)
viJ-v —viJy: yiJ-vsl\4, 2(B%4 — A11D11)

Apbs a resolucdo do sistema apresentado na Eq. (5.22), as constantes A, A,, As,

sdo definidas como;

1
A, = a
1 D ,—_yl 1
2 1
2 = a,
D.\/y,
1
A; = as (5.23a-¢)
D\/—ys3
Onde,
1
a, = )
! 1 —y2)1 —y3)
1
a, = )
2 1= y2) (2 —y3)
1
a3 =

1 —y3) 2 —y3)’

eD = —2(3121 —Ay1Dq1)

Substituindo a Eqg. (5.23) na Eqg. (5.18), obtém-se a solucdo da equacao diferencial
definida na Eq. (5.13) que pode ser apresentada como:

77



Y=1 \/_sen(\/—_ylr) \/_senh(\/—r)\/—_sen(\/—_ygr) (5.24)

Para a obtencdo das solugdes fundamentais no dominio da frequéncia em
deslocamentos faz-se a substituicdo da Eq. (5.24) na Eq. (5.11)

1

ﬂ}(x,a?)zﬁ \/_sen(\/—_ylr)+\/_senh(\/_r)+\/_sen(\/—_y3r) (5.25)

As constantes dos deslocamentos iy da Eg. (5.25) podem ser expressas como:
by = (=Dy1yf +S)ay

b, = —(=Dy1y% + S1)a,
bs = (—Dy1¥3 + S1)as

wi(x, %) = %(clcos(,/—ylr) + cycosh(\fy,r) + c3cos(1/—y3r)) sgn(x, %) (5.26)

As constantes dos deslocamentos wy na Eq. (5.26) séo dadas por:

€1 = —Buyia
¢, = B11ysa,
c3 = —Bj1Yy3a3

Ja os deslocamentos i e Wy quando o carregamento p, € ativado s&o:

tup(x,x) = —%(clcos(wl—ylr) + czcosh(\/zr) + c3cos(1/—y3r)) sgn(x,x) (5.27)
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(5.28)

As constantes do deslocamento fundamental no dominio da frequéncia na Eq. (5.28)

sdo dadas como:
di = (A11y1 + Sy

dy, = —(A11y2 + S1a;
d; = (A11y5 + S1)as

. . - , . AW o . .
Por outro lado, a inclinacdo da elastica % , quando py for ativado, fica;

dwp(x, X) 1

2 — (e asen(yr) + cafasenh(r) = csFssen(y7sr))
(5.29)

awp , .
P & representada assim;

E ainda, a inclinacdo da elastica quando p; for ativado, —

dwp

d_xp (x,%) = %(dlcos(,/—ylr) + dzcosh(\/zr) + d3cos(,/—y3r) )sgn(x, X)

(5.30)

As derivadas dos deslocamentos fundamentais e da inclinacdo da elastica dados nas
Eq. (5.27), Eq. (5.28) e Eq. (5.30) em relacdo ao ponto fonte, que serdo usadas nas equacoes

integrais e que posteriormente serdo desenvolvidas no item 5.5, podem ser dadas por:

- X A W; ~

tp 2(x, %) = W(x, X) (5.31)
s dwp

Wp2(x, %) = — ' (x,%) (5.32)
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~— k

dWp

1
- (x,%) = > (diy/=y1sen(\[—y,1) — dovfyvosenh(\fy,r) + ds\[—yssen(/—ys7) )

(5.33)

As equacdes dos esforgos fundamentais dindmicas no estudo da TCVL no dominio
da frequéncia sdo analogas as equaces dos esforcos fundamentais dindmicas no dominio do
tempo dados na Eqg. (5.8). Portanto, substituindo as Eq. (5.25), Eqg. (5.26), Eq. (5.27), Eq.
(5.28), Eq. (5.29) e Eq. (5.30) na Eq. (5.8), obtém-se as equag¢des fundamentais no dominio
da frequéncia dos esforgos normais, cortantes e momentos dados por:

— 1
Np(x,%) = B(elcos(,/—ylr) + ezcosh(\/zr) + e3cos(,/—y3r)) sgn (5.34)

As constantes do esforco Normal Nz na Eq. (5.34) séo dadas por;

e; = A11by — By
e, = A11b; — B11y2C;
e3 = Ay1b3 — B11Y3C3

Ja 0 momento fletor fundamental para py ativado;

1

M,’,iy(x, X) = D (glcos(,/—ylr) + gzcosh(\/zr) + g3cos(,/—y3r)) sgn (5.35)
As constantes do momento fletor fundamental M, da Eq. (5.35) sdo definidas como:

91 = By1by — D11yicq
92 = B11b; — Dy1y20;
g3 = B11b3 — D11y5¢5

A forca cortante quando for ativado pj fica;
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o 1
Vi, (x,%) = 5(—1/—ylglsen(,/—y1r) + /v29;senh({[y,r)
— —y3g3sen(\/ —}’37”))

(5.36)
J& ativando p7;, a forca normal fica;
e o1 J1 J2 J3
Np(x, %) == sen( /=y r) + —senh( /y,r) + sen(/—ysr
P D \/_—yl ( 1 ) \/E (\/_2 ) \/_—ys ( 3 )
(5.37)

As constantes do esforco normal fundamental N; na Eq. (5.37) sdo apresentadas

como,

j1 = A1c1(=y1) — Byiyidy
J2 = —A116,(y2) — B11y2d;
J3 = A1163(=y3) — B11y3d3

O momento fletor para p;, ativado fica;

_ 1
Mpy(x,%) = 5 \/mLysen(,/—ylr) + \T/n—yisenh(\/zr) + \/miysen(./—yﬂ)
)1 2 ~Y3

(5.38)
As constantes do momento fletor fundamental Mp,, sao definidas como:

my = —By1¢1y1 — D11y1dy
my, = —B1162Y, — D11y2d;

ms = —B11¢3Y3 — D11Yy3d3

O esforgo cortante para p,, ativado fica;

- 1
Vip(x,%) = D (mlcos(,/—ylr) + mzcosh(\/zr) + m3cos(,/—y3r)) sgn(x, X)
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(5.39)
Agora, a partir das Eq.(5.37), Eq.(5.38), Eq.(5.39) podem ser desenvolvidas as
equac0es dos esforgos derivados em relagdo ao ponto fonte, que séo dados por:

~

Myp2(x, %) = =Vp,(x,%) (5.40)

— 1
Nips(x, %) = —E(jlcos(‘/—ylr) + jocosh(\[y,1) +j3cos(‘/—y3r)) sgn(x, %) (5.41)

- 1 1Y1
Vips(x, %) = > \7isen(,/—y1r) \/_ senh(\/_r) - \/_sen(,/—y3r)

(5.42)
5.4 EQUACAO INTEGRAL

Fazendo uma ponderacdo da Eg. (5.10) pelas solugdes fundamentais em

deslocamentos da Eq.(5.6), 0 método dos residuos ponderados estabelece que:

T
2

fL I[Allw”l Blld 3 }{u(x)} {p} la;(x,a?) i (x, %) dx:{O}T
0 l B d_3 _D JW(x) wi(x,®) wp(x, %) 0

k 117753 11d T )
(5.43)

Realizando as operac¢des matriciais da Eq. (5.43), tem como resultado duas integrais

que podem ser expressas por:

L d?i - 3w _ . d3i d*w o \_,*-
j;) _ Allﬁ‘l'slu_BllF'i'px uF+ Blldx3_D11 dx4+SlW+pZ WF- dx:

LI drm Bw 431 dw .\ ]
j;) _ Allﬁ‘l'slu_BllF'i'px up+ Blldx3_D11dx4+Slw+pZ WP- dx:

=0 (5.44a- b)
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Efetuando sucessivas integrais por parte na Eq.(5.44a), supondo py ativado e depois
substituindo as Eq. (5.34), Eq. (5.35), Eq. (5.36), tém-se assim as equagdes integrais de
deslocamento axial, dadas por:

dx?
L d3is(x, %) (x
f <Bll # - Dll (x x) x)dx +
0

+ f [Diir (x, £) + P, Wi (o, D)]dxc — [Ny ()t (x, D)6+ [Ng (e, DA)]6 +
0

L d?uk(x, d3wi(x, &
f <A11 L + Slﬁp(x, 55) - Bll %) ﬁ(x)dx +
0

My (%) dx

L - % ~~1L
[V G, DW ()] — [Z(x)W}(x,a?)]z—lM;F(x,g?) dv:li")l 4 i Ml o
0 0

(5.45)

Utilizando processo anélogo ao descrito na Eqg. (3.20), pode-se entdo descrever a

Eq. (5.45) para o deslocamento axial no dominio da frequéncia na forma de:

1(R) + [Nip Ce, U], + [V 0, DDWR)] — [ 556, 2) W(") =
0
— dwr.
[N iz D], + [7,ows (D], —[M (x )W
0
+] [P, Up(x, X) + p,Wr(x, X)]dx (5.46)
0

Fazendo uso dos procedimentos realizados na Eq.(5.45), pode-se descrever também

as equacdes integrais em deslocamento transversal:

- L
W) + [N (o, DE)], + [V G, W) - [M;P i) PO
(W (tip e, D], + [70owsx, D], - lM 0 27D X)l )
0
+ j [Dxiip (x, %) + P, Wp(x, X)]dx (5.47)
0

83



Para o total equacionamento dos problemas classicos de vigas laminadas sdo
necessarias trés incognitas no contorno a determinar. Assim, uma equacao adicional é
necessaria a fim de tornar o problema solucionavel. Logo, a equacdo para a incognita
adicional é gerada a partir da derivacao da Eq. (5.47) em relagdo ao ponto fonte, resultando
na equacdo integral da inclinacdo da elastica transversal:

dw(x)
dx

— 7 v —dv '
+ [N;,f(x; f)ﬂ(x)]ﬁ + [VZ*P,)?(x’ X‘)W(x)]z B lM;P,J?(x' X) M;D(cx)l
0

N "’ _diwp (D))
= [N, ) 0o D] + [1,0wp (e )]~ lMy(") %L .\

L
+ f (5125 2 (x, 2) + 5,1 5 (x, £) ] dx (5.48)
0

5.5 REPRESENTACAO ALGEBRICA

A representacdo algébrica do problema fundamental consiste em fazer a colocacéo
do ponto fonte nas extremidades da barra, ou seja, no contorno. Para isso, faz-se 0 ponto
fonte tender a zero (extremidade esquerda da barra) ou tender a L (extremidade direita), o

que equivale a X = l‘ir%(o +8ex= %ir%(L — &). Assim, aplicando a substituicdo dos

limites de integracdo e a colocacdo da fonte na extremidade esquerda da barra nas Eq. (5.46),
Eq. (5.47) e Eq. (5.48), obtém-se os deslocamentos fundamentais e inclinacdo da elastica em

relacdo a func@es de ativacdo py, p;:

{u} + [Hl{@} = [G1{p} + {f} (5.49)
Onde [H] e [G] sdo as matrizes de influéncia e {f} é o vetor dos carregamentos. {ii}

e {p} sdo os vetores dos deslocamentos e dos esforcos mostrados na Fig.(3.2), que

explicitamente sdo descritos como:
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Sendo,

- _ T
o - dWi o - dW]
L

= [a(O) w(0)

dw(0) _ _ aw(L) 1"
dx a(ly w(l) dx )]

Os elementos das matrizes de influéncia [H] e [G] sdo encontrados fazendo as
devidas substitui¢es dos valores do ponto campo x e do ponto fonte x da Eqg. (5.25) a Eq.

(5.42). Portanto, a matriz de influéncia [H] da Eq. (5.49), na forma explicita, pode expressa

como:
1 -
00 ) ) an®)
0 _% 0 —ags(L) @oc(L) —ay05(L)
0 0 -3 an®) —ma®)  a®)
[H] = X
aSc(L) Aes (L) A7c (L) - E 0 0
1
Ags (L) A9c (L) A10c (L) 0 - E 0
1
a11c(L)  aia5(L) g (L) 0 0 —3

Onde os elementos da matriz de influéncia [H] sdo dados por,

as.(z) = —N3(0,z — €081z + ——=chyz + ——

o = %(%}1 Fchyr s 2 cosys )

. 1
aes(z) = —Vp(0,z-¢) = —5(—915‘?”12 + g25haz—gssensz)

C0S1Z + —

_ 1
@re(@) = M3(0,2 = §) = —5< =

k]
2 ch,z + —=— 05,2
N4 VY2 2 \/ —Y3 ’ )

z ShzZ +

J J3 )
— sensz
VY2 —Y3

sen,z +

_ 1 1
ass(2) = ~N3(0,2 = §) = —E(Jj__y
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~ 1
Aoc(z) = —V5(0,z—&) = D (mycos,z + mych,z + m5cos3z)

C105(2) = W15(0,2 — &) 1<W
10s\Z) = Mp\U,Z — 25 ,—_yl

sen,z + shzz +

= ‘I_W%a

. 1 . .
ay1c(2) = =Np(0,z - &) = —5(1100512 + jachyz + j3c0532)

17 % 1 m y
Q125(2) = =Vp(0,2 = &) = —( 1 sen,z +

mShzz + Msen3z>
D v V1 \/E A3

(5.50a- h)

Para determinar os elementos das matrizes de influéncia [G] e [H], e do vetor dos
carregamentos {f} apresentados na Eq. (5.49) é atribuido z = L.
Expondo a matriz de influéncia [G] apresentada na Eq.(5.49), explicitamente tem-

S€:

0 0 0 _335 (L) ﬁ4c (L) _ﬁSS (L)_
0 0 0 _ﬁ4c (L) _ﬁ6s (L) ﬁ7c (L)
[G] — 0 0 0 ﬁSs(L) ﬁ7c(L) _BSS(L)
:335(14) :34c (L) ﬁSs (L) 0 0 0
_:34c (L) :365 (L) ﬁ7c (L) 0 0 0
-_lBSS(L) B7c (L) ﬁSS (L) 0 0 0

Onde os elementos da matriz [G] séo definidos como:

1{ by
ﬁﬂ@=—mmj_a=_5§f;
V)1

sen,z + —sh,z +

J_ _f_wwa

1
Bac(z) = —wp(0,z - &) = D (c1€081Z + cychyz + c3c0837)

v*

Bss(z) = (0 z—§) == (—Cn/ —yi1senz + sz/_Shzz — C34/ _}’359"32)
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1( d,
Bes(2) = —Wp (0,2 — €) = _B<_y
V1

seniz + —sh,z +

r Fn)

v

P 1
B7:(z) = —(0 z—§) = ) (dyc0s1z + dychyz + d3c0532)

dwp ¢ 1
Pss(2) = X 0,z=-8) == (dl —YiSen z — dzx/ Y2shyz + d3\/ _Y359n3z)
dx D
(5.50i-n)

Sendo,

sensz = sen(zy/—y;)
shyz = senh(z/73)
sengz = sen(z=y3)
cosyz = cos(zy=77)
chyz = cosh(z,77)
cosz = cos(zy=73)

Comz=L.

Por fim, o vetor dos carregamentos da Eqg. (5.49) na forma expandida fica:

( L
] [i25 (x, 0) + 7, Cx, 0)]dx
0

L
f [t (x, 0) + 5,5 (x, 0)]dx
(f1i) 0

L
B [ [petinso0) + 5570 00
0

> (5.51)

L
[y f [, Cx, 1) + 02 Cx, L)]dx

\f3;/ L
f it (x, L) + 55 (x, L] dx
0

L
[ [t oo 1) + 5w )],
0
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Utilizando processo anédlogo ao do capitulo 3, se 0s carregamentos p, € p, Sao
uniformes em todo o dominio da barra, o vetor dos carregamentos da Eg. (5.51) pode ser

escrito como:

( PPy (L) + P Fo(L)
—DxF2(L) + p.F3(L)
ﬁxF4(L) + ﬁzFS(L)
ﬁxFl(L) - ﬁzFZ(L)
ﬁxFZ(L) + ﬁzFS(L)

\ ﬁxF4(L) - ﬁzFS(L) %

-~

(=51

Sendo,

_ bl b2 b3
Fi(z) = y— (cos;z—1) + y— (chy,z—1) + y— (coszz—1)
1 2 3

F,(z) = ( sen,;z + —shy,z + ——

€1
sen3z>
v~ \/_ v
d d d
F3(z) =| — = (cos;z—1) + = (chy,z—1) — = (coss;z—1)
V1 V2 V3

F,(z) = (cl(coslz -1 +c (chzz —1) + c3(cossz — 1))

d
Fs(z) = —< L sen,z + —=sh,z + (5.51a-f)

7

Comz=L.

r Fn)

Entédo, apos aplicar as condi¢cdes de contorno na matriz das incognitas [A] e no vetor

independente da Eq. (5.49), resulta em:
[4]{%} = (b}

Convém notar que [A], {¥}, {b} dependem do vetor de frequéncia de trabalho. Se o
interesse da analise é determinar as frequéncias e 0 0s modos de vibragdo, duas estratégias
podem ser utilizadas. Na primeira, faz-se uma varredura de frequéncia no sistema,

observando possiveis mudancas de sinal em {X}, caracterizando pontos de ressonancia ou
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antirressonancia. No caso em que existir ressonancia ha entdo descontinuidade em {X}. Outra
maneira de se caracterizar as frequéncias naturais é encontrando os valores de ® que tornem
det[A] nulo.

Para as determinacdes dos campos de dominio da viga, basta escrever as
representacdes algébricas referentes as equaces integrais Eq. (5.46), Eq. (5.47) e Eq. (5.48),

resultando em:

{u(@)} + [H(@){u} = [6(@){p} + {f(a)} (5.52)

Onde:

u(a)
(@) = {W@}

dw(a)
dx

[H(@)] = | ags(a) agc(a) ajoc(a) —ags(h) o (b) —a105(b)

_aSC(a) a6s(a) a7c(a) a50(b) _a6s(b) a7c(b) ]
ar1c(a)  agp(a)  age(a)  agge(b)  —aqa5(h) o (b)

[G(a)] = [—Bac(@) Bes(@) Brc(@) —Bac(b) —Pes(b)  B7c(b)
__BSS(a) ﬁ7c(a) B8s(a) ﬁSs(b) ﬁ7c(b) _BSS(b)

-B3s(a) ﬁ4c(a) ﬁSs(a) _B3s(b) ﬁzl-c(b) _ﬁSS(b)]

1 ﬁxFl(a) + ﬁZFZ (a) + ﬁxFl (b) - ﬁze(b)
(@} =51 PxFa(@) + D, Fs5(a) + P Fo (b) + P, F5(b)
PxFa(@) + P.Fs(a) + PrFa(b) — P Fs5(b)

Onde os elementos das matrizes [H(a)], [G(a)] e do vetor {f (a)} sdo dados na Eq.

(5.50a-h), Eqg. (5.50i-n) e Eqg. (5.51a-f), respectivamente, quando tomado z = a. E ainda, é

feita a substituicdo b = L — a nas equagdes descritas.
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CAPITULO 6

Neste capitulo sdo apresentados os resultados para a formulagdo do MEC para casos
de vigas envolvendo diversos tipos de carregamento, condigdes de contorno e laminagdes.

Todos os exemplos foram executados em um codigo implementado em C++.

EXEMPLO 1: Andlise estética de vigas laminadas simétricas

Seja uma viga laminada de secdo transversal retangular de 1 m comprimento,
largura 0,025 m e altura 0,05 m. As seguintes propriedades mecénicas sao utilizadas: E;=
180 GPa, E,= 8,96 GPa; G,,= 7,1 GPa; v;,=0.3, estando submetida a um carregamento
uniformemente distribuido de 250 kN/m sob duas condi¢Ges de contorno (biapoida ou
biengastada). O deslocamento transversal méximo da viga é analisado para diferentes
angulacdes das laminas. Os resultados da andlise estatica via TCVL para vigas biapoidas sdo
mostrados na Tab. (6.1) enquanto as respostas da analise estatica para vigas engastadas sao
mostrados na Tab. (6.2). Os resultados do MEC via TCVL sdo comparados com a solucao
analitica via Método de Euler dada em HAJIANMALEKI e QATU (2011).

Tabela 6.1 Deslocamento transversal maximo w(m) da viga biapoida

Teoria Cléssica
Laminagdo Método de Euler MEC
[0], 0,0901 0,0901
[0/90] 0,1019 0,1020
[45], 0,2753 0,2753
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Tabela 6.2 Deslocamento transversal médximo w(m) da viga biengastada

Teoria Cléassica
Laminacéo Método de Euler MEC
[0],4 0,01801 0,01801
[0/90]; 0,02039 0,02039
[45], 0,05506 0,05506

EXEMPLO 2: Analise estatica de vigas sob carregamento transversal triangular

Seja uma viga laminada ortotrdpica de comprimento L = 10 m, altura h = 0,05 m,
largura b = 0,025 m e com area da secdo transversal retangular igual A, com as seguintes
propriedades do material: E1 = 25 GPa; E> =1 GPa; G12= G13= 0,5 GPa; G23=0,2 GPa e vi»
= 0,25. A Viga, ainda, é submetida a um carregamento distribuido triangular com P,; = 0
N/m, P,, = 3 N/m e condi¢do de contorno Apoiado-Apoiado (A-A), vide Fig.6.1 . Ja as
laminagdes que compbem a viga podem ser simétricas [45], e [0/90],, ou ndo simétricas
[0/90], [30,/60,]. Nas Tab. (6.3) e Tab. (6.4) sdo comparados os resultados do MEC e os
valores analiticos para os deslocamentos transversal, axial e inclinacdo da elastica. Os dois
primeiros valores analiticos utilizando a TCVL, segundo VINSON e SIERAKOWSKI

(2004), séo dados respectivamente por:

/"
]
//
Pz
Pz1
_ ! !
A A

« J

L |
Z

Figura 6.1 Viga simplesmente apoiada sob carregamento trapezoidal
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A KIS 25 10 0 7 x
w(x) = 120(A4;1D11 — BE) [(Z) - ?(Z) * 5(2)]

B, KL* X\ 4 X\ 2
w®) = Sy anDy, — B [(Z) 2 (Z) ]

Onde,

E a equacdo da inclinacdo da elastica pode ser calculada derivando-se o deslocamento

transversal w(x), resultando em:

L L [ e G A
dx  24(A;1Dy; — BE) I\L L) 15

Conveém notar que na Tab. (6.3) os resultados dos deslocamentos axiais ndo sdo

apresentados, ja que eles sdo nulos devido a simetria do laminado (B, nulo).

Tabela 6.3 Deslocamento transversal w(m)e inclinacdo da elastica dw/dx(rad) maximos
com laminado simétrico

[0/90]5 [45]4
Exata MEC Exata MEC
w 3,401 x 1071 | 3,4006 X 10~* | 1,050 x 107! | 1,0502 x 10~*
d_W 6,348 x 1073 | 6,3477 X 1072 | 1,960 x 1073 | 1,9603 x 102
dx
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Tabela 6.4 Deslocamentos axial u(m), transversal w(m) e inclinacéo da elastica dw/dx(rad)
méaximos com laminado simétrico

[0/90] [30,/60,]
Exata MEC Exata MEC
u 5,151 x 10~* | 5,1510 X 10~* | 3,354 x 10™* | 3,3544 x 10™*
w 1,594 x 107! | 1,5944 x10°* | 1,373 x 107! | 1,3725 x 10°*
d_W 2,976 x 1073 | 2,9761 X 102 | 2,562 x 1073 | 2,5621 x 103
dx

EXEMPLO 3: Andlise estatica de vigas com diferentes condi¢des de contorno e

laminacdo

Seja uma viga laminada ortotropica de comprimento L, altura h e com area da se¢do
transversal igual A, com as seguintes propriedades do material: E1/ Ex> = 25; G12= G13 =
0,5E2; v12=0,25 e fator de forma para TPVL dado por k = 5/6. Os deslocamentos transversais

adimensionais podem ser calculados pela equagéo,

77 = WAE;h?102
fL*

Onde f é uma forca uniformemente distribuida em todo o dominio da viga. As
condicdes de contorno Apoiado-Apoiado (A-A), Engastado-Engastado (E-E), Engastado-
livre (E-L), Engastado-Apoiado (E-A) sdo utilizadas para a analise estatica segundo a TCVL
e TPVL apresentadas neste trabalho. Ja as laminagdes que formam a viga podem ser
simétricas [0/90/0], ou ndo simétricas [0/90]. Nas Tab. (6.5) e Tab. (6.6), Tab. (6.7) e Tab.
(6.8) sdo comparados os resultados dos deslocamentos adimensionalizados transversais
méaximos para TCVL e TPVL pelo MEC (presente trabalho) com a solucdo exata para a
flexdo de vigas laminadas KHDEIR e REDDY (1997).
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Tabela 6.5 Deslocamento admensionalizado W com [0/90/0]

) Teoria Classica
Condic¢bes de Contorno
Exata
Apoiado — Apoiado 0,646
Engastado — Engastado 0,259
Engastado — Apoiado 0,129
Engastado — Livre 2,198

Tabela 6.6 Deslocamento adimensionalizado W com [0/90]

) Teoria Cléssica
Condic¢6es de Contorno
Exata
Apoiado — Apoiado 3,322
Engastado — Apoiado 1,329
Engastado — Engastado 0,664
Engastado — Livre 11,293

Tabela 6.7 Deslocamento adimensionalizado W com [0/90/0]

Teoria de Primeira Ordem
Apoiado- Engastado- Engastado- Engastado-
L/h Apoiado Engastado Livre Apoiado
Exata
5 2,146
10 |1,021
50 0,661
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Tabela 6.8 Deslocamento adimensionalizado W com [0/90]

Teoria de Primeira Ordem
L/h Simples- Engastado- Engastado- Engastado-
Suporte Engastado Livre Apoiado
Exata MEC Exata MEC Exata MEC Exata MEC
5 5,036 | 5,0359 2,379 | 2,3786| 16,436 | 16,4363 | 3,320 | 3,3197
10 3,750 | 3,7502 1,093 | 1,0929| 12,579 | 12,5791 | 1,834 1,845
50 3,339 | 3,3387 0,681 | 0,6815| 11,345 [11,3449 | 1,349 | 1,3490

EXEMPLO 4: Analise vibratoria de uma viga simplesmente apoiada

Para a analise dindmica harménica pela TCVL sera utilizada uma viga biapoiada de

comprimento L, altura h e area da se¢do transversal A, com as seguintes propriedades do

material: E1/ E2=15,4; G12/ E2=0,79; v1i2 = 0,3 e densidade p = 1580 kg/m?.

Os resultados das cinco primeiras frequéncias naturais adimensionais para vigas

com laminagdes simétricas e com diferentes angulacdes obtidos neste trabalho sdo
comparados aos resultados analiticos de HAJIANMALEKI e QATU (2011) conforme

indicado na Tab. (6.9):

Tabela 6.9 Frequéncia natural adimensional Q de uma viga laminada simétrica biapoida

[0]4 [0/90] [45]4
Solucéo Solucéo Solucdo

N | Analitica MEC Analitica MEC Analitica MEC

1 9,898 9,897 9,302 9,304 5,6613 5,656

2 39,593 39,587 37,207 37,207 22,6450 22,6401

3 89,084 89,085 83,716 83,718 50,9513 50,9514

4 158,372 158,347 148,829 148,829 90,5801 90,5814

5 247,457 247,455 232,546 232,547 141,5314 141,5341

A frequéncia natural adimensional pode ser calculada por:
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12p
Q=wl?
@ /Elhz

Como HAJIANMALEKI e QATU (2011) apresenta os resultados analiticos de vigas
biapoiadas segundo a TCVL para frequéncias naturais até o quinto modo, neste trabalho
optou-se por apresentar a solucao analitica para as frequéncias de todos modos de vibracéo,
que estdo descritas no ANEXO I. Nas Tab. (6.10) e Tab. (6.11) sdo apresentados 0s
resultados das frequéncias via MEC para os casos de laminados ndo simétricos [0,/90,] e

[30,/60,], respectivamente, e comparados com os analiticos até o décimo modo.

Tabela 6.10 Frequéncia natural adimensional Q de uma viga laminada ndo simétrica
[0,/90,] biapoida

[02/90,]

N Exata MEC

1 4,6880 4,6874
2 18,7186 18,7185
3 41,9915 41,9910
4 74,3395 74,3388
5 115,5294 115,5291
6 159,3846 159,3860
7 165,2626 165,2632
8 223,1769 223,1771
9 288,8501 288,8498
10 319,3390 319,3969
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Tabela 6.11 Frequéncia natural adimensional QQ de uma viga laminada ndo simétrica
[30,/60,] biapoida

[30,/60,]

n Exata MEC

1 5,1434 5,1433
2 20,5555 20,5555
3 46,1809 46,1802
4 81,9254 81,9248
5 127,6535 127,6535
6 134,3317 134,3306
7 183,1839 183,1840
8 248,2847 248,2836
9 268,9020 268,9014
10 322,6673 322,6676

EXEMPLO 5: Anélise vibratdria de uma viga a varias condi¢des de contorno

Uma viga laminada ortotropica de se¢édo transversal retangular de comprimento L
=1, alturah =0,1 com propriedades do material: E1 = 25 Pa; E> = 1 Pa; G1o= G13=0,5 Pa;
G23=0,2 Pa; vi2= 0,25 e densidade p = 1 kg/m®. A viga é submetida as diferentes condices
de contorno simplesmente apoiada, bi engastada e engastada livre, com laminacéo simétrica
[0/90] composta por quatro laminas. Para o primeiro caso, os resultados do MEC, do MEF
misto e solucdo analitica (vide ANEXO 1) sdo apresentados na Tab. (6.12). Ja para as vigas
biengastada e engastada-livre as comparac6es sdo feitas apenas entre 0 MEC e MEF misto,
cujos resultados estdo apresentados nas Tab. (6.13) e Tab. (6.14). Convém notar que em
todas analises via MEF misto foram feitas por OZUTOK e MADENCI (2013). A frequéncia

natural adimensional @ pode ser calculada por:
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Tabela 6.12 Frequéncia natural adimensional ® de uma viga laminada simétrica

simplemente apoiada

[0/90]5
n MEE Misto Exata MEC
1 13,390 13,380 13,380
2 53,673 53,521 53,521
3 121,200 120,422 120,422

Tabela 6.13 Frequéncia natural adimensional ® de uma viga laminada simétrica bi

engastada
[0/90]s
n MEF Misto MEC
1 30,358 30,331
2 83,887 83,610
3 165,080 163,909

[0/90]
n MEF Misto MEC
1 4,766 4,766
2 29,901 29,872
3 83,919 83,643

Tabela 6.14 Frequéncia natural adimensional ® de uma viga laminada simétrica engastada-livre
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CONCLUSAO

Neste trabalho foi estabelecida uma abordagem dos elementos de contorno para
problemas de vigas laminadas compostas sob as hipdteses da Teoria Classica de Vigas
Laminadas (TCVL) e da Teoria de Primeira ordem de Vigas laminadas (TPVL) para o caso
estatico. Para o caso dindmico harménico, a solu¢do em elementos de contorno ficou restrita
as vigas classicas laminadas. Para TCVL foram constituida equacdes integrais para 0s
deslocamentos axiais, transversais e inclinacdo da elastica transversa. Além disso, foram
deduzidas as solu¢bes fundamentais pertinentes aos casos estatico e dindmico harménico.
Para a TPVL as equacles integrais, nos problemas estaticos, foram estabelecidas para
deslocamentos axiais e transversais e rotacdo da se¢do, assim como para as suas respectivas
solucdes fundamentais.

Nos problemas estaticos e dindmicos foram gerados sistemas algébricos para
determinacdo, primeiramente, das variaveis de contorno e, em seguida, sistemas para
descricdo dos campos no dominio.

Os resultados do MEC sugerem a um bom desempenho e elegancia da formulagéao

apresentada aqui.
SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS
Extensdo do MEC para andlises dinamicas em teorias de vigas laminadas de
primeira ordem.

Analises estaticas e dinamicas pelo MEC de vigas laminadas com teorias de

segunda e terceira ordem.
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ANEXO |

DESENVOLVIMENTO DA SOLUCAOANALITICA PARA AS FREQUENCIAS
NATURAIS DE UMA VIGA LAMINADA DE EULER-BERNOULLI SIMPLESMENTE
APOIADA

Das condigdes de contorno, para uma viga simplesmente apoiada, tem-se:

Nx=0,My=0ew =0 (A1)

A solucdo em série (Método de Euler) para os deslocamentos compativeis com as

condicGes de contorno dadas na Eg. (A1) em série, ficam:

u= [4,,, cos(a,,x)] sen(wt) (A2.a)
w= Z [C,,, sen(a,,x)] sen(wt) (A2.b)

Onde: a,,, = % A,, e C,, S0 0s termos a determinar da série.

Substituindo a Eq. (A2) na Eq. (5.4), tem-se:

~Aundy + ho? ~Biyan, {Am cos(amx)} {0} .
Bllarg;l _Dllafr'l + 11(1)2 Cm Sen(amx) 0
Assumindo,
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1= w?
E,
_Allarzn + Ill _Blla«,?;l
L =
B al, =Dy af + LA

(A4)

(45)

Para a determinacao das frequéncias naturais uma condicdo necessaria e suficiente é :

det(L) = 0

Dai, a partir da Eq. (A6), obtém-se os autovalores :

Apah + Dy, + arzn\/(All - agnDn)z + 4By a3,
A= 21,

Apah + Dyjagy, — arzn\/(All - agnDn)z + 4By a3,
A2 = 21,

Logo, substituindo a Eq.(A7) na Eg.(A4) obtém-se as frequéncias naturais:

2
Aya +Dyan + arzn\/(All —abDqy)" + 4By a3,
20

wi(m) =

2
Apa + Dyag, — arzn\/(All —aiDqy)" + 4By a5,
20,

wy(m) =

(46)

(A7.a)

(A7.D)

(48.a)

(48.b)
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ANEXO II

GERACAO DO VETOR DE CARGA PARA UM CARREGAMENTO POLINOMIAL

Do teorema do binémio de Newton, tem-se:

n

(x+y)" = z (Z) xRk (48)

k=1

Agora, assumindo que:

x — 2" = F"(x - )" (49)
Onde:F = {Sgn(x, ®)sex # X
. Osex=%x%

Assim, multiplicando ambos os lados da Eq. (A9) pelo polindmio de ordem m x™, a
equacdo fica:

|x — X|"x™ = F™"(x — X)"x™ (A10)

Logo, substituindo a Eq. (A10) na Eq. (A8), tem-se:

n
n!
F'(x —x)"x™ = FHZW(—J?)TL_RXR*—m (A11)
i !

Por fim, integrando ambos os lados da Eg. (A11), obtém-se:
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n nl xk+m+1
Fn _ s\n,m =Fnz—' _syyn-k_~— A12
f (x = H)"x"dx k_lk!(n—k)!( i ey (412)

Para um caso particular, quando o carregamento distribuido é linear a Eq. (A12) fica:

fF"(x —3)n [P1 + (PZ — Pl) x] dx =

L
n
P,— P, n! xk+1
—n _\n—k
=F [P1+( L )x]kzlk!(n—k)!( 2 (413a)
~ ~ PZ_PI
fF"(x—x)”sgn(x,x)[P1+( L )x]dx=
n
P,—P n! xle+l
_ n+1 2 1 __o\n—k
=F [P1+( L )x]kzlk!(n—k)!( e (413b)

Onde: P2 e Py sdo carregamentos final e inicial, respectivamente, da viga.

Para a determinacdo do vetor dos carregamentos {f}, a partir das Eqg. (3.21), Eq.
(3.23) e Eq. (3.24), tém-se as integrais:

L

f [pxur(x, %) + p,wi(x, X)] dx (Al4.q)
0
L

f [pxup (x, %) + p,wp(x, X)] dx (A14.b)
0
L

J [Pt 2 (x, ) + p,wp £ (x, )] dx (A14.c)
0

Agora, assumindo que p,. e p, sdo carregamentos trapezoidais, como na Fig. (Al) da
forma:
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P12z

Pz (x) — |

P2z

Px {X)

Pix— —| P2xx

—x

—x

Figura Al. Carregamentos Trapezoidais

Entdo, eles podem ser escritos como:

px:P1x+<

pz:Plz+<

PZx_Plx)x
L

PZz_Plz)x
L

(A15.a)

(A15.Db)

Onde:P; ., P;, sdo carregamentos quando x = 0 e P,,, P,, sdo carregamentos quando X = L
naviga.

Assim, substituindo a Eq. (A15) na Eq. (A14), obtém-se:

fi
{f1=1r

f3
Onde,
fi = JO ' :(Plx <P2" - P“‘) x)uiCo ) + (P + (PZZ - P“)x> wi(x, ;z)] dx
fo= fL —(Plx + (@) x) up(x,X) + (Plz + (@) x) wp(x, )?)] dx

o L

fz = jOL :(Plx + (@) x) up z(x, %) + (Plz + (@) x) wp 2 (x, f)] dx

(A16)
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Agora, Substituindo as Eq. (3.14) e Eq. (3.17) na Eq. (A16) e depois desta substituicdo levar
{f} nas Eq. (A13) e Eq. (A14), adequadamente, obtém-se o vetor dos carregamentos na

forma de série, dado por:

~ D, F'P,, 1! g X
%) = —R)IT—
M) = 02— a,05) k=1k!(1—k)!( D

k+2

+2

+F1D Pax = Py
"\2L(BY A11D11) k'(l k)!

+

(x)lk

k+1

2
By F3P,, Z 2! i X
k_lk!(z—k)!( DTt

4(3121 - A11D11)

Py, — P, =2 xle+?
+F3311 222 z z (_f)z—k
4‘L(Bll - A11D11) =1 k! (2 - k)! k + 2

2
£ 8) = — B, F3P,, Z 2! (—2)2F xk+1 ~
2N 4(Bf, — A11D1y) [ & K1 (2 = )! k+1]
sz Xk+2
_ FSB o\2—k +
1 <4L(B A11D11)> s k! (2 —k)! S +2

xk+1

3
A F3P,, Z 31 -
k_lk!(3—k)! k+1

12(3121 - A11D11)

—F34 PZZ P ( A)3—k xk+2

"\12L(B2, A11D11) i k! (2 — k)! k + 2

1) - By F'P, ~ 1! Cayit Xt
B = 3s —anpy LA Ykt

(A17.a)

(A17.b)
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! k+2

P2x _Plx 1! X
+F'B Z _ ik
" (ZL(B121 — A11D11) £ k! (1-k)! =2 K+z

2
4 A, F3P,, Z 21 3y xk+1 .\
4(Bf; — Ay1Dyq) k=1k! 2-K)! k+1
PZZ P xk+2
+F3A Z 2—k 17,
o <4L(B A11D11)> k! (2 k)! =% k+2 ( c)

Fazendo a colocacédo dos limites de integracdo na Eq. (A17), observa-se que em X
=0, f1(0,%) = £,(0,%) = f3(0,%) = 0. Logo, para determinar o vetor dos carregamentos
no contorno, basta expandir a as séries na Eq. (A17), assumir x = L e fazer a colocacdo dos
pontos fontes nas extremidades da viga. Portanto,

( By, \
D11(Pix + 2P5y) + —— (Plz +3P,,)

All
+ 3PZ;'C) - _(Plz + 4P22)

iy  (fi(L,0))

fi| |f(L0) AL
f3i < fS(Lr 0) LZ Bll(Plx + 2P2x) +— (Plz + 3PZZ)

1 > = — < >
hj L L 12(B2 — A,,D
f:j ;:EL L% (B 11D11) D, (2P, +P)

\f3;/ \f5(L,L)/

A11L2
t Pox) = 5= (4P1; + Pay)

B11(2P1x + Pyy)

+P22)

. J

Agora, o vetor dos carregamentos no dominio, assumindo a = X e b = L — X, pode ser
escrito como:

h 1 Dy (a1 Pyx + ayPsy) + Byy (By Pry + BoPs2)
fap = 12L(B% — A,:Dyy) —B11(B1P1x + B2P2y) + A11(V1Piz + V2Paz)
fs 11 1111 By (a Py + ayPy,) + Ay (B1Py, + B2Psy)
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Onde os coeficientes a4, a5, B4, B2, Y1580 dados por:
a; = a3+ 2a%b + La? + b3

a* — 4La3 + b*

31 = 4
B —a* 4 4ab® + 3b*
B2 = 2
_ —(=a® +5La* — ab* + Lb*)
Y1 = 20
—(a® + ab* + 4Lb*)
Y2 =

20

Agora, se a viga estiver submetida a carregamentos uniformemente distribuidos basta

Pix = Poxe P17 = P2s.
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