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RESUMO

Neste trabalho, novas solucgdes, baseadas no Método dos Elementos de Contorno
(MEC) direto, sdo apresentadas para os problemas de estabilidade estatica e dindmica de
vigas. Ambos modelos de Euler-Bernoulli e Timoshenko sdo usados para representar as
respostas da viga. Todas as discussfes sobre 0s passos matematicos para escrever a
representacdo do MEC séo apresentadas. Solucgdes fundamentais alternativas sdo propostas
para o problema da estabilidade estatica e dindmica de vigas de Euler-Bernoulli,
resultando em formas mais simples que as comumente usadas para esses problemas. Além
disso, os efeitos de fundacBes elasticas de Pasternak sdo incorporadas nas expressdes das
solucBes fundamentais propostas. Para o caso da estabilidade estatica e dindmica de
Timoshenko, toda a representacdo do MEC (equacdes integrais, solu¢es fundamentais e
equacOes algébricas) aqui proposta € inovadora. Suas solucdes fundamentais incorporam
os efeitos da base elastica de Pasternak também. Uma estratégia conveniente é também
apresentada para lidar com apoios elasticos no contorno e com discontinuidades no
dominio tais como: mudanga abrupta de geometria da secdo transversal (viga escalonada),
carga axial intermediaria, apoios rigidos ou elasticos no dominio. Exemplos numéricos
incorporando varios tipos de condi¢cdes de contorno e discontinuidades no dominio séo

apresentadas para validar as solu¢bes do MEC propostas.

Palavras-Chave: MEC, Flambagem, Solucdo Fundamental, Equacéo Integral.



ABSTRACT

In this work new solutions based on the direct Boundary Element Method (BEM)
for static and dynamic stability beam problems are presented. Both Euler-Bernoulli and
Timoshenko models are used to represent the beam responses. All discussions on
mathematical steps to write down the BEM representation are presented. Alternative
fundamental solutions for static and dynamic Euler-Bernoulli beam stability problems are
proposed, resulting in the simpler forms than conventional fundamental solutions
commonly used for the problems. In addition, the effects of Pasternak elastic foundations
are incorporated into the expressions of proposed fundamental solutions. For the case of
the Timoshenko static and dinamic stability, all the direct BEM representation (integral
equations, fundamental solutions and algebraic equations) here proposed are inovative.
Their fundamental solutions incorporate Pasternak foundation effects as well. A
convenient strategy is also presented in order to deal with elastic end supports and
discontinuities at beam domain such as abrupt change of cross section geometry (stepped
beams), internetiated axial load, rigid or elastic supports at beam domain. Numerical
examples incorporating various types of boundary conditions and domain discontinuities

in order to validate the proposed BEM solution are presented.

Keywords: BEM, Buckling loads, Fundamental solution, Integral Equation.

Vi



SUMARIO

(07N =1 1t 16 |1 1 SRS 1
1.1 CONSIDERAGOES INICIAIS ...t eeeves st eses s es s s s s s 1
1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA . ...c.co e eeeeeee e e eeeeee et etetaees et esaaeeaeeseseaeessnnesssaseseesanesans 2
IO = 1 L V4@ 1S 3
1.4 ORGANIZACAO DO TRABALHO ..ot assn s ssaan s 4

(07X =1 [ 1 U1 1 12RO 5
ESTABILIDADE ESTATICA DE VIGAS. ..o coeeeeeeeeeeeeeee e eeee e e e eteseseeatetessssnesasasasasasasanenas 5
2.1 INTRODUGAO . ........cuiieeieeieeiiseesetes s tes st st sttt ss st s st ena st eness et 5
2.2 RELACOES CONSTITUTIVAS PARA O ESTATO TRIPLO DE TENSAO.........ccccoouvenn. 5
2.3 PROBLEMA REAL DE EULER-BERNOULLL.......cioveveeeees e eeeeseeeeeeee e eeeseeseesereeeenenens 7
2.3.1 CONSIDERAGOES GERAIS.......coiiiietieeieieeesteessssesesses st nes s, 7
2.3.2 FUNCIONAL DE ENERGIA . ....c..oeeeeeeeeeeeeeveseseseseseseseseseessesesesessesssesssessssssssnssesssesssenes 10
2.3.2.1 ENERGIA POTENCIAL DA VIGA . ... oo eeeeeeeee e eeeeieeseree e eesnssaraeeeesanenens 11
2.3.2.2 ENERGIA POTENCIAL DA BASE ELASTICA. ..o oveoeeeeeeeeeeeeeee e e e e ee e e ees e e 11
2.3.2.3 TRABALHO DAS FORCAS EXTERNAS........cooetiieiestieierseieeseesesesesssssssenssessssnsenns 15
2.3.3 EQUACOES DE EQUILIBRIO.........ooiveieeereresesssessieesessesses s sessesssssssssesasness s 18

2.4 PROBLEMA REAL DE THIMOSHENKO. .....oovoveveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeen e enesesesaeesenenenns 20
2.4.1 CONSIDERAGCOES GERAIS........ooieeveeeereveseesssesssssessessssessssssssessessesnsenssssssassessesnanes 20
2.4.2 FUNCIONAL DE ENERGIA......coceeeeeeeeeeee oo eeeeeeee et eeee e e e e e ees e eseseesesaseses e esessnenesenenns 22
2.4.3 EQUACOES DE EQUILIBRIO..........cooiueieiieeeeeseeeeseeeseseeesessessessesesnesssen s senaensees 25

(07N =T I 6 110 T TSRS 28
MEC EM ESTABILIDADE ESTATICA DE VIGAS......o oo oeeeeeeeeeeeeeeeeeee oo eeeee e eser e eenenenns 28
BLINTRODUGAO ..ot veess sttt ana s st n et s 28
3.2 VIGAS DE EULER-BERNOULLI ..ottt e e eser e eeseseneeenesaneenenanans 28
3.2.1 PROBLEMA FUNDAMENTAL ....cvet ettt eee e e e s e e eeeeeras e e s eseseseseesaseeeesanans 28
3.2.2 EQUAGCAO INTEGRAL .....ooeieeeeeeeeevseseessee s sn st sses s s s sna s 34
3.2.3 EQUACAO ALGEBRICA.........ooieeeieeeeeeeeeeeeese et sessessses s 36
3.3 VIGA DE TIMOSHENKO . ... ceceeeee oot ee e e e e e er e e e e s es et ese e e eseseseeeseeesesaessesesaseaans 41
3.3.1 PROBLEMA FUNDAMENTAL . ....cooeee oot ee e e ee s e e e e esses e e eesesesssereeeeesaseeeneeas 41

vii



3.3.2 EQUACAO INTEGRAL.......oouieeeeeeeeeeeeseeeeees ettt aes s 52

3.2.3 EQUACAO ALGEBRICA.........ooooieteteeeieeesees e ese st se st sss e s 54
(07X =1 1 1 U1 1 1 ST 60
ESTABILIDADE DINAMICA DE VIGAS ....cooeeeeeeeeeeeeeee e eeeeeereseeeeessseeesssssseseesssseessssenenes 60
A1 INTRODUGAD ..ottt ettt sttt en et en s eenaes 60
4.2 PROBLEMA REAL DE EULER-BERNOULLI.....cooieieeeeeeeeeee et eeeeeeeeeeeeeeeeeeeesesseens 60
4.3 PROBLEMA REAL DE TIMOSHENKO ..o oveeeeeeeeeeee e eeeeeesereeieesesesesssesssesesesssseesesseens 64
(07X =1 [ 1 U1 1 1RSSO 69
MEC NA ESTABILIDADE DINAMICA DE VIGAS......coooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesesenesesesesanenanns 69
B.LINTRODUGAOD ...ttt sttt ettt 69
5.2 VIGA DE EULER-BERNOULLI .....ovoveveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeeseeesesesesesesesesesasasasasssssesasenassesnens 69
5.2.1 PROBLEMA FUNDAMENTAL . .vcvoveeeeeeeeee e ee oo eseresesesesesesasasasasaseseaseaneens 69
5.2.2 EQUAGCAO INTEGRAL .....ooeveeeeeeesrseeseese st en s ssnssssssasss s sss st snsnsnes 76
5.2.3 EQUACAO ALGEBRICA ......oooovoieeeeeeeeeveeseveeeee et sn s s 77
5.3 VIGA DE TIMOSHENKO. ....oeeeeeeeeeeeeeeeeeeeteeeeeteeeeeeeeseeseesesesesesesssssssesesasesssssssssasasssasesssanes 83
5.3.1 PROBLEMA FUNDAMENTAL . ...ttt eeeeee e eeeeeeeeeeeeeeeseseteresssesasesessessssseseseseessseesenens 83
5.3.2 EQUAGCAO INTEGRAL.....c.oviieiieeseieeeeesteste sttt stss st st ssen st ntsnessnssnens 89
5.3.3 EQUACAO ALGEBRICA..........oooieiieeeeeieeeseeeeeeseesesesssesses s ies s sssn st 91
(07N =1 I 6 [ 1 TSRO 97
TRANSFORMAGCOES E OPERACOES NO SISTEMA ALGEBRICO........cooovovveerriernininen, 97
B.1 INTRODUGAOD. ........coiieieieieiesee e iee et ses ettt 97
6.2 UNIFICACAO DO SISTEMA DE REFERENCIA..........oooviieeeeieeeeeesseseesens s 97
6.3 CONDICOES DE CONTORNO........coviitreeeseeeieessesseesssssessessessessssnsss s ssensen oo 99
6.4 DESCONTINUIDADES NO DOMINIO. . .ooiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesereseseseseseeesesesesesssesesasesesenns 102
6.5 RESOLUCAO DO SISTEMA ALGEBRICO........oooiieieieieiereeseese s ies s 110
(07N =1 It 6 |10 Ny 20T 112
EXEMPLOS NUMERICOS ... oo oo ee e e e e eeeeeesesesesesesesasesasasasesesasesasessssssessnssssnsssnes 112
CONGCLUSAOD ..o e et e e e e s et e e e e e et e e e e s et et e e et e s e e e e eses e eeeseseeeenereaeees 130
SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS. .....coceeeeeeee et eeeeeeeveserereseeesesesesseseeneeessnesenas 131
REFERENCIAS ..o oot e et e et e e e e et et e e e et et et e e et es e e e et et es e s esese e eseseteeeesereseeenereneees 132

viii



LISTA DE FIGURAS

FIGURA 2.1 ELEMENTO INFINITESIMAL DE UM CORPO EM EQUILIBRIO..........cooovvrrieereeineeneenn. 5
FIGURA 2.2 BARRA (ELEMENTO ESTRUTURAL UNIDIMENSIONAL)......c.ovvrvnreneeneerinsssenneennens 8
FIGURA 2.3 COMPONENTES DE DEFORMAGAO — EULER-BERNOULLL.........ovveveeeeesreseeseenenn. 10
FIGURA 2.4 VIGA APOIADA EM BASE ELASTICA DE WINKLER..........cvoveiieeeeseeesessessesssessesrisnens 12
FIGURA 2.5 RELACAO FORCA ELASTICA-DESLOCAMENTO DA MOLA......c..ovivreeereseesresreneens 12
FIGURA 2.6 VIGA SOBRE BASE ELASTICA DE PASTERNAK ....oovviieiieeseeiesssiesseeeseesssseeneen. 13
FIGURA 2.7 COMPRIMENTO DE BARRA INFINITESIMAL........oouivieeeereseseesesseessesseeseessesssensenns 16
FIGURA 2.8 BARRA (ELEMENTO ESTRUTURAL UNIDIMENSIONAL)......coovvrvenrenreseerinsensieneens. 21
FIGURA 2.9 FORGAS E DESLOCAMENTOS NA VIGA DE TIMOSHENKO.......co.vvieeereeesseseeeerenens 22
FIGURA 3.1 VIGA DE EULER: (a) ESFORCOS; (b) DESLOCAMENTOS. ....cco.vvevereseeseessrseereeeeeenens 38
FIGURA 3.2 VIGA DE TIMOSHENKO: (a) ESFORCOS; (b) DESLOCAMENTOS.........ccveviirnnee 55
FIGURA 4.1 BARRA SOB EFEITO DE FLEXAO DINAMICA.........oovvieeeeeeeeeeeeeteseeeseesseseesses s 60
FIGURA 6.1 SISTEMA UNIFICADO NO MODELO DE EULER-BERNOULLL..........coovvvrrereerrennenens 98
FIGURA 6.2 SISTEMA UNIFICADO NO MODELO DE TIMOSHENKO..........ceiiverrereeeseeereseesseenesnens 98
FIGURA 6.3 (3) VARIAVEIS NO CONTORNO PARA O MODELO DE EULER; (b) VARIAVEIS NO

CONTORNO PARA O MODELO DE TIMOSHENKO.........ovovveereeessccesseseeseeesessessessse s 99
FIFURA 6.4 (a) APOIOS ELESTICOS; (b) DESLOCAMENTOS; (c) ESFORCOS; (d)REAGCOES

ELASTICAS. .....cooeeeeeeee oo eeeee e eees e sesee e e s et v 101

FIGURA 6.5 DESCONTINUIDADES NO DOMINIO: (a) MUDANGCA ABRUPTA DA SECAO
TRANSVERSAL; (b)) NAO HOMOGENEIDADE FiSICA; (c) DESCONTINUIDADE DA

FORCA NORMAL ...ttt e 102

FIGURA 6.6 DESCONTINUIDADES NO DOMINIO: (a) DESCONTINUIDADE DE FORCA
CORTANTE E MOMENTO FLETOR; (b) DESCONTINUIDADE NA BASE

ELASTICA ..ottt ettt ettt et b ettt b bbb e bt net s e e 103
FIGURA 6.7 DESCONTINUIDADE GEOMETRICA NA VIGA.......c.cooiieieieiiieieeeeeee e, 103
FIGURA 6.8 DISCRETIZACAO DA BARRA DE EULER COM REPRESENTACAO DOS ESFORCOS E

DESLOCAMENTOS.......oovuiieieeeeeeseiessees s sses s s s st st an s es st et an s s s st anansnanans 104
FIGURA 6.9 APOIO ELASTICO NO DOMINIO DA BARRA........oorieveeeiieieeeeveeeevsieeie s es e 106
FIGURA 7.0 VIGA COM APOIO RIGIDO E ELASTICO........ivecreeeeerieeeeeiess e s e ses s eneeaeens 115
FIGURA 7.1 COLUNA EM BACANCO COM APOIO NO DOMINIO: (a) APOIO ELASTICO; (b) APOIO

RIGIDO ...ttt ettt ettt ettt et s s et et s s ssse st s s s setesansneeeas 116
FIGURA 7.2 CONDICOES DE CONTORNO: (8) C-F (D) A-A oo 125
FIGURA 7.3 CONDICOES DE CONTORNO: (8) A-C (D) C-A....ooooveoeeeeeeeeseeeeereeee e, 125



FIGURA 7.4 CONDICOES DE CONTORNO: () C-F () A-A....ccoooreeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeeeeeeeeeeeeseeeesseseeens 127

FIGURA 7.5 CONDICOES DE CONTORNO: () A-C (0) C-A...ccoeoereeeerseeeeeeseeeeseeseeeeseeeeeeeeseeseeseenes 127
FIGURA 76 VIGA NAO HOMOGENEA COM MUDANCA ABRUPTA NA SECAO
TRANSVERSAL ......ececoeeeeomereaeesseeseeeeseeeseeeeseeeseeseee s e e e e eeeeeeeeeeeeessssesssssesssssesseseeseees serereeneees 128
FIGURA 7.7 VIGA NAO HOMOGENEA COM MUDANCA ABRUPTA NA SECAO TRANSVERSAL
SOBRE BASE ELASTICA DE WINKLER........ooooooooeeeeeeeeeeeeeeeseeeeesseessseeeeesssesseesesssessssessesssssess 129



LISTA DE TABELAS

TABELA 7 CARGAS CRITICAS DE FLAMBAGEM DE VIGAS DE EULER-BERNOULLIL............. 112
TABELA 7.1 CARGAS CRITICAS DE FLAMBAGEM DE VIGAS DE TIMOSHENKO..........cccccve... 113
TABELA 7.2 SOLUCOES ANALITICAS DE CARGAS CRITICAS DE FLAMBAGEM...................... 113
TABELA 7.3 PARAMETROS DE CARGAS CRITICAS DE FLAMBAGEM........c.ccoovvviivevivevcrerererenans 114
TABELA 7.4 PARAMETROS DE CARGAS CRITICAS DE FLAMBAGEM........c.ccooeeviivevevevererererenane 115
TABELA 7.5 PARAMETROS PARA VIGA DE EULER COM APOIO ELASTICO.......ccc.ccoovverererrennen. 116
TABELA 7.6 PARAMETROS DE CARGAS DE FLAMBAGEM PARA VIGAS DE EULER COM APOIO
RIGIDO ...ttt ensss st s ernae s e 117
TABELA 7.7 CARGAS CRITICAS PARA VIGAS DE EULER-BERNOULLI NA BASE ELASTICA DE
WINKLER ..ottt teeses et a2ttt ettt ettt bttt ettt ettt bt s s s 118
TABELA 7.8 CARGAS CRITICAS PARA VIGAS DE TIMOSHENKO NA BASE DE
WINKLER ..ottt seees st et s e s s s ssen sttt ettt et bttt b s s s 118
TABELA 7.9a PARAMETROS DE CARGAS CRITICAS DE FLAMBAGEM EM FUNCAO DE L/H
PARA VIGAS NA BASE ELASTICA DE PASTERNAK .......c.covviviererrecerreseesessten s 119
TABELA 7.9b PARAMETROS DE CARGAS CRITICAS DE FLAMBAGEM EM FUNCAO DE L/H
PARA VIGAS NA BASE ELASTICA DE PASTERNAK ........cooomvirrrieeeeersesesssseisssissesesase s, 120
TABELA 7.10 FREQUENCIAS NATURAIS EM VIGAS DE EULER-BERNOULLI SOB CARGA AXIAL
P et et et en et eeeeee 121
TABELA 7.11 FREQUENCIAS NATURAIS EM VIGAS DE TIMOSHENKO SOB CARGA AXIAL
P ettt ettt bt b et b et ebe e b ettt ete e b ebe et ebe st ete e ebe st ebeteebe b ebeseebeteebebesbetes betaeeearaeeeeareeeeanes 121
TABELA 7.12 FREQUENCIAS NATURAIS EM VIGAS DE EULER-BERNOULLI SOBRE BASE
ELASTICA DE WINKLER........ooiiiiereeeeeciesseeessess e e s sas st anesans 122
TABELA 7.13 FREQUENCIAS NATURAIS EM VIGAS DE TIMOSHENKO SOBRE BASE ELASTICA
DE WINKLER......coucoieeieiseeeie st e ettt as sttt st n e 122
TABELA 7.14 FREQUENCIAS NATURAIS EM VIGAS DE EULER SOBRE BASE ELASTICA DE
PASTERNAK .......oovttrveevie sttt ss s s s s s e s et etesassssesasans 123
TABELA 7.15 FREQUENCIAS NATURAIS EM VIGAS DE TIMOSHENKO SOBRE BASE ELASTICA
DE PASTERNAK .......ovtieetcvee e esses e s st st as s sas s 123
TABELA 7.16 PARAMETROS DE CARGAS CRITICAS DE FLAMBAGEM EM VIGAS DE EULER-
BERNOULLI COM VARIAS CONDIGOES DE CONTORNO...........ovvumreeereeeeieeieeriieeeneienenens 124
TABELA 7.17 PARAMETROS DE CARGAS CRITICAS DE FLAMBAGEM EM VIGAS DE EULER-
BERNOULLL. ...t ses sansesssesasensasasans 126
TABELA 7.18 PARAMETROS DE FREQUENCIAS DE VIGAS SUBMETIDAS A CARGAS
AXIAIS ...ttt sttt ettt n s 128

Xi



TABELA 7.19 PARAMETROS DE FREQUENCIAS DE CARGAS CRITICAS DE
FLAMBAGEM. ..ot e 129

xii



LISTA DE ABREVIATURAS

MEC - Método dos Elementos de Contorno
MEF - Método dos Elementos Finitos
sgn - Funcdo sinal

TRP - Técnica dos Residuos Ponderados

xiii



> o T o

a‘l’ aZ’a‘S
b, b,.b,

C;, C,,C4

*

m

Wo W, W
Yir Yor Y
L

- Espessura

- Constantes
- Constantes
- Constantes

- Constantes
- Constantes

- Constantes

LISTA DE SIMBOLOS

- Elementos do vetor carregamento

- Altura da secao

- Momento distribuido externo emy

- Forcas nas coordenadas indicadas

- Carregamento harménico axial distribuido para coordenada x
- Carregamento harménico axial distribuido para coordenada x
- Médulo da distancia entre o ponto fonte e 0 ponto campo

- Componente de deslocamento na direg&o i

- Deslocamento harmonico na dire¢do x

- Deslocamentos segundo as dire¢es X, z e rotacdo da secédo transversal

- Ponto campo, incdgnita

- Coordenada do ponto fonte

- Coordenadas do sistema generalizado

- Profundidade da linha de interesse em relacdo a linha neutra

- Coordenadas do sistema principal da lamina

- Variavel do polindmio caracteristico

- Funcéo escalar

- Solugéo fundamental em deslocamentos

- Raizes do polindbmio caracteristico

- Comprimento

Xiv



7yz'7/xz'7xy

it
5!

- Momento fletor

- Momentos fletores fundamentais
- Derivada em X (ponto fonte) da forca normal fundamental

- Derivada em X (ponto fonte) do momento fletor fundamental
- Forca cortante na diregéo z
- Forgas cortantes fundamentais

- Derivada em X (ponto fonte) do esforco cortante fundamental

- Delta de Dirac

- Componentes de deformagéo do vetor deformagéo

- Deformagéo no eixo X, deformagéo no eixo y, deformagéo no eixo z.
- Mddulo de elasticidade transversal
- Mddulo de cisalhamento

- Coeficiente de Poisson
- Componentes de tensao

- Tenséo normal a direcéo x

- Tensdo normal na direcao y
- Tensdo normal na diregdo z

- Tenséo de cisalhamento no plano yz

- Tenséo de cisalhamento no plano xz

- Tensdo de cisalhamento no plano xy

- Valor infinitesimal

- Distor¢do no plano yz, distorcdo no plano xz, distor¢éo no plano xy

- Coeficiente de cisalhamento (fator de forma)

- Vetor dos carregamentos
- Matriz dos cofatores da matriz [B]

- Matriz dos coeficientes de influencia

- Matriz de transformacdo do material

- Matriz transposta de [T]
- Matriz identidade

XV



CAPITULO 1

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Quando uma viga é submetida a um carregamento axial de compressdo pode
ocorrer de a mesma entrar em “colapso” por perda de estabilidade, caracterizando com isso
o fendmeno de flambagem.

Segundo GALAMBOS (1988), CHEN e LUI (1987), a flambagem, também
conhecida como instabilidade estrutural, pode ser classificada em duas categorias: (a)
flambagem com bifurcacéo e (b) flambagem por carga limite. No primeiro caso, a deflex&o
sob carga de compressdo muda de uma direcdo para outra diferente (por exemplo, de
encurtamento axial, para deslocamento lateral. A carga para a qual ocorre a bifurcacdo no
espaco de carga-deflexdo € chamado a carga critica. J& no caso da flambagem por carga
limite, a estrutura atinge uma carga maxima sem uma bifurcacéo anterior. Um caso tipico
dessa situacdo ocorre em arcos abatidos. Outras classificacdes para o problema séo feitas
de acordo com a magnitude do campo de deslocamento (flambagem geometricamente
linear ou flambagem geometricamente ndo linear), natureza da acdo (flambagem estatica
ou dinamica), comportamento do material (flambagem elastica ou flambagem inelastica),
vide EL NASCHIE (1990)

Grande parte dos critérios de seguranca em projetos de estruturas é baseada
inicialmente em considerac6es de resisténcia e rigidez. Contudo, a estrutura pode se tornar
insegura antes mesmo que os limites de resisténcia do material sejam atingidos devido a
perda de estabilidade por flambagem. Dai vem a relevancia de se caracterizar a
estabilidade da estrutura identificando os estados de instabilidade por flambagem tanto
estatica quanto dinamica. A flambagem elastica linear por bifurcacdo é a forma mais
elementar do estudo da estabilidade de estruturas sendo, sendo muito importante, pois
fornece a base para formulas de flambagem comumente usados nos codigos de projeto.
além disso, a flambagem elastica linear pode ser considerada um passo essencial para a
compreensdo do comportamento mais complexo em estruturas, por exemplo
comportamento inelastico, imperfeicdes iniciais, tensdes residuais, etc. Para maiores
detalhes, recomenda-se as referéncias BAZANT (2000), BAZANT e CEDOLIN (1991).



1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

De acordo com WANG et al. (2000), o primeiro estudo sobre a estabilidade
elastica € atribuida a Leonhard Euler, que utilizou a teoria do calculo variacional para obter
as equac0es de equilibrio da carga de flambagem em uma coluna elastica comprimida. Ja
Joseph-Louis Lagrange desenvolveu a abordagem de energia que é mais geral do que a
abordagem vetorial de Newton para o estudo de problemas de mecanica. Isto o levou
naturalmente ao teorema da total energia potencial minima que é suficiente para a
estabilidade. Outro pesquisador que contribui de forma relevante foi Jules Henry Poicaré,
que é conhecido como o fundador da teoria da bifurcagdo e classificacdo das
singularidades. Por outro lado, Aleksandr Mikhailovich Liapunov introduziu as definicdes
basicas de estabilidade e estabeleceu fungdes de energia generalizadas que levam seu
nome.

O problema da estabilidade de vigas utilizando Euler-Bernoulli ou Timoshenko
tem sido desenvolvido utilizando solucBGes analiticas ou numéricas. Algumas dessas
solucbes foram publicadas em muitas obras tais como WANG et al. (2000),
KARNOVSKY e LEBED (2000), TIMOSHENKO e GERE (1961), SHAKER (1975).
Quando o problema de estabilidade € resolvido por técnicas numéricas, sua solucdao tem
sido feita majoritariamente pelo Método dos Elementos Finitos (MEF), por exemplo:
ABBAS e THOMAS (1978), YOKOYAMA (1988), CHEN et al. (2013), BANERJEE
(1998). Para muitos problemas de engenharia o Método dos Elementos de Contorno
(MEC) é uma técnica numérica alternativa ao MEF. Desde as primeiras investigacdes
através do MEC o principal foco na Mecéanica dos Sélidos tem sido dirigido para os
problemas bi e tridimensionais, BECKER(1992), DOMINGUEZ (1993), ALIABADI
(2002), KATSIKADELIS (2002), SAPOUNTZAKIS e KAMPITSIS (2010),
ELFELSOUFI e AZRAR (2005), PROVIDAKIS e BESKOS (1986). Quanto a aplicacao
do MEC na andlise de estruturas reticuladas o cenéario tem se mostrado diferente. S&o
poucos 0s trabalhos encontrados, e na sua maioria apresentam estudos sobre barras e vigas.

S6 a partir da década de 1980, solu¢des numeéricas baseadas na filosofia do MEC
foram apresentadas no estudo de barras onde a flexdo de vigas de Euler-Bernoulli nos
problemas estaticos foi mostrada por BANERJEE e BUTTERFIELD(1981) e nos
dindmicos por PROVIDAKIS e BESKOS (1986). Apenas mais recentemente no inicio dos
anos 2000, a formulagdo relativa a andlise estatica da viga de Timoshenko foi
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desenvolvida. ANTES (2003) obteve o sistema completo de equacdes integrais para a
teoria de Timoshenko. De acordo com esse autor, o trabalho pode ser considerado como
primeiro passo para a importante analise dinamica de vigas de Timoshenko. De fato, no
ano seguinte, ANTES et al.(2004) propuseram a formulacdo para analise harménica do
modelo de Timoshenko utilizada no estudo de poérticos planos. CRUZ (2012) apresenta
uma solucdo do MEC para pérticos planos e espaciais utilizando tanto solugfes
fundamentais para os modelos de Euler-Bernoulli quanto para Timoshenko.
Especificamente no problema de estabilidade de vigas, muito menos formulacdes
do MEC tem sido encontradas. Para o caso da estabilidade estética de vigas de Euler-
Bernoulli livre de fundacdo elastica, tem-se o trabalho de MANOLIS et al.(1986), onde
sdo estabelecidas as representacOes integrais, algébricas e solu¢des fundamentais. Ainda
explorando o modelo de Euler-Bernoulli, agora no problema de estabilidade dinamica,
PROVIDAKIS e BESKOS(1986) apresentaram uma formula¢do do MEC na qual bases
elasticas tipo Winkler eram incluidas na solucdo fundamental. Todavia, as possibilidades
de solucdo complexa ndo foram previstas nos modelos apresentados. Apesar dos avancos
do MEC no estudo estabilidade de barras de Euler-Bernoulli, ainda existem lacunas a
serem preenchidas tais como: presenca de apoios elasticos no contorno ou no dominio,
vigas escalonadas (mudanca abrupta da secdo transversal ao longo do eixo), cargas axiais
adicionais no dominio e outros. Além disso, ha lacunas na literatura de trabalhos propondo

uma solucdo do MEC em problemas da estabilidade da viga Timoshenko.

1.3 OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho é apresentar uma formulacédo direta do MEC para a
analise da estabilidade estatica e dinamica de vigas. Como objetivos especificos tem-se:

a) Deduzir equacdes integrais, solu¢bes fundamentais, equacOes algébricas para
vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko, podendo ainda estarem apoiadas em bases
elasticas.

b) Incluir na anélise a presenca de bases elasticas utilizando o modelo de Winkler
e Pasternak.

c) Apresentar uma estratégia conveniente de sequenciamento de sistemas

algébricos para os casos de apoios elasticos nas extremidades da viga, mudanca abrupta de



secdo transversal, restricbes no dominio (apoios rigidos ou elasticos), e carregamentos

axiais adicionais no dominio da viga.

1.4 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Inicialmente, no Capitulo 2 é apresentada a fundamentacdo tedrica da estabilidade
estatica de vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko. Ja no Capitulo 3, para esses problemas
sdo discutidas formulacbes do Método dos Elementos de Contorno (MEC), fazendo-se o
detalhamento de suas equagdes integrais, solu¢des fundamentais e equacdes algébricas. No
capitulo 4 sdo discutidos os fundamentos da estabilidade dindmica nos modelos de Euler-
Bernoulli e Timoshenko, que servirdo de base para o desenvolvimento de suas respectivas
formulacGes do MEC tratadas em detalhes no capitulo 5. Continuando com o estudo, no
capitulo 6 sdo apresentadas estratégias convenientes de sequenciamento dos sistemas
algébricos para viabilizar andlise do MEC para vigas em configurac@es especiais: mudanca
abrupta de secdo, apoios elasticos no contorno e no dominio e outros. Ja no Capitulo 7, séo
apresentados os resultados para estabilidade estatica e dindmica de vigas de Euler-
Bernoulli e Timoshenko e suas devidas comparacGes com respostas disponiveis na

literatura.



CAPITULO 2

ESTABILIDADE ESTATICA DE VIGAS

2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo € discutido o problema real de estabilidade em vigas de Euler-
Bernoulli e Timoshenko para o caso estatico, com e sem base elastica. Inicialmente é
abordado de forma sucinta, apenas as relacfes de elasticidade de interesse para o
desenvolvimento deste trabalho, seguidamente sera apresentado o método da energia
potencial de um sistema eldstico e, finalmente sdo desenvolvidas as deduc6es das equacbes

reais que regem o fendmeno, inclusive o da flambagem .

2.2 RELACOES CONSTITUTIVAS PARA O ESTADO TRIPLO DE TENSAO

As componentes de tensdo no espaco tridimensional segundo um sistema de eixos
cartesianos ortogonais coordenados (X, Yy, z), que passa na origem de um elemento
infinitesimal, podem ser representadas conforme indicado na Fig. 2.1.

Oz

Ozx

2

Oxz

— Oy

Figura 2.1 - Elemento infinitesimal de um corpo em equilibrio



As componentes de tensdo indicadas na Fig. 2.1 podem ser dadas em fungdo do

tensor das tensbes dado por:

y Ty (2.0)
Tx sz o,

As componentes de deformacdo em um ponto do corpo estudado podem ser

escritas a partir da diferenciacdo das componentes de deslocamento u, v e w segundo 0s

eixos X, y e z, respectivamente. Se ambos campos suaves (pequenos), entdo as relacdes

deformacéo-deslocamento podem ser escritas como:

-t (2.1)
‘) :% (2.3)
- % (2.4)
Yy :%‘H% (2.5)
Y =2+ 2 (2.6)
Y :%% 2.7)
Onde:

£, £y € &, representam as componentes deformagdes lineares nas direcoes X, y, Z € y,,,
¥x» 7y TEPresentam as componentes de deformacdo angular (distorgéo) nas diregoes Xy,

Xz e yz, respectivamente.



Para 0 caso de um corpo formado por um material homogéneo, isotrépico e

elastico-linear, as relagdes tensdo-deformacédo podem ser dadas pela Lei de Hooke:

_%x % 0.
e = v v (2.8)
ry =2 (2.9)
_% 9% 0z
S AL R ¥ (2.10)
Tyz
Ve :Ey (2.11)
g, =22 _yIx Y (2.12)
E E E
TZX
yZX_E (213)
Onde:

E € 0 modulo de elasticidade longitudinal, G é o modulo de elasticidade transversal e v €

o coeficiente de Poisson.

Em problemas elasticos lineares 3D, a energia potencial de deformacdo do corpo,

aqui denotado por .., € dada por:

pe?

1
Tpe = EI(ngx +OyEy + 0,8, Ty ¥ TV T Tyl )iV (2.14)
\

2.3 PROBLEMA REAL DE EULER-BERNOULLI

Nesta secdo sera discutido o desenvolvimento do problema real da viga de Euler-

Bernoulli estatico sob carga axial.

2.3.1 CONSIDERACOES GERAIS

Para o estudo da estabilidade estatica (flambagem) de vigas de Euler-Bernoulli

apoiadas ou ndo em base elastica sdo assumidas as seguintes hipoteses:



a) O problema tridimensional pode ser reduzido ao espago unidimensional, 1D,
desde que o comprimento L, seja suficientemente maior que as outras duas, as
dimensdes b e h da secdo transversal, conforme Fig. 2.2.

b) A barra deve ter secdo transversal uniforme, ou seja, deve ser prismatica;

¢) Quando no regime estatico, as cargas devem ser aplicadas de modo que 0s
efeitos da energia cinética sejam despreziveis;

d) O material deve ser homogéneo e isétropo; enquanto a homogeneidade implica
que as propriedades e os fendmenos do todo sdo representados em qualquer regido do
corpo, a isotropia implica em mesmas propriedades em todas as diregdes;

e) O material deve ser eléstico linear: a elasticidade implica que em um ciclo de
carga descarga, ndo havera deformacdo residual. J& a linearidade exige uma
proporcionalidade direta entre tenséo e deformagéo;

f) A planicidade das secOes transversais deve ser mantida durante o processo de
deformacéo;

g) A ortogonalidade entre o eixo longitudinal e a se¢do plana é conservada durante
0 processo de deformacéo, implicando na desconsideracdo da distorcao transversa.

h) Carregamento axial ndo varia ao longo da barra;

i) A viga pode ou ndo estar apoiada em base elastica;

J) O efeito de Poisson € desprezado, ou seja, as deformaces transversais da secao
séo desconsideradas;

k) Os campos de deslocamentos e deformagdes sdo assumidos pequenos (suaves)

para a viga e base elastica (quando presente) .

Figura 2.2 — Barra (elemento estrutural unidimensional)



Para a obtencdo das relacbes entre as componentes de deformacdo, toma-se
inicialmente uma parte infinitesimal da viga, tal qual a apresentada na Fig. 2.3. Os
deslocamentos axiais da barra podem ser escritos levando-se em conta as hipoteses (f),(h),

resultando em:
u(x)=—z(- ¢(x)) (2.15)

Onde:

z representa a profundidade da fibrae ¢ representa a rotacdo da secao.

No modelo de Euler-Bernoulli, conforme descrito na hipotese (g), a distorcdo

transversa é admitida nula. Assim, a Eq. (2.6) fica:

_du dw_, (2.16)

yXZ_E &_

Substituindo-se a Eq. (2.15) na Eqg. (2.16), resulta em:

dw p (2.17)
dx

Aqui, pode-se notar que no modelo de Euler-Bernoulli, a rotagdo da secdo ¢ tem
um sinal contrario ao da inclinacdo da elastica ‘:'j_w. Além disso, a deformacdo axial em

X

conformidade com a Eq. (2.1), Eq. (2.15) e a Eq. (2.17) pode ser dada por:

. du(x) _ ,d 2w(x) (2.18)

Levando em conta que as Unicas tensdes normais que atuam na viga sao as axiais
e ainda a hipétese (h) de supressao do coeficiente de Poisson na Eqg. (2.8), as tensdes axiais

podem ser escritas como:



o, = Ee, (2.19)

»
>
»
»>
»
»
»
>
»>
»
»
»
»
" >

Figura 2.3— Componentes de deformacédo — Euler-Bernoulli

2.3.2 FUNCIONAL DE ENERGIA

As equacdes de interesse que regem os problemas reais neste trabalho sdo obtidas
a partir da aplicacdo dos principios variacionais, que por sua vez requerem a utilizacdo de
funcionais. Aqui, esses funcionais estdo associados a energia da estrutura, da base elastica

e das cargas externas aplicadas:

_w (2.20)
Ou ainda na forma:

7T =(7py + 7pp) — W +We,) (2.21)
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Onde:

representa a energia potencial de deformagdo da viga; =, a energia potencial de

ﬁpv

deformacdo da base elastica; w,, o trabalho da forca transversal; w,, , o0 trabalho da forca

axial.
2.3.2.1 ENERGIA POTENCIAL DA VIGA

Considerando que o modelo de Euler-Bernoulli s6 mobiliza tensdes normais
axiais, a energia potencial da viga pode ser obtida daquela do problema 3D dada na Eq.

(2.14), resultando em:

Zpu = % (o v (2.22)

v

Da substituicdo da Eq. (2.19) e da Eg. (2.18) na Eq. (2.22), tem-se:

1 d 2w(x) d 2w(x) L1 d2w(x)
IZ'pV—E\.!'E[— " Jdv_ IIE{ > JdAdx_EI[E[ 5 ]dj 22dA (2.23)

Apos a integracdo ao longo da area da secédo e ainda sabendo-se que 0 momento

de inércia é Izsz =1, a energia potencial da viga fica:
A

__IEI(d W(X)] (2.24)

2.3.2.2 ENERGIA POTENCIAL DA BASE ELASTICA

Para a representacdo do comportamento do sistema de fundacdo da estrutura,
serdo adotados neste trabalho os modelos matematicos associados as bases elasticas de
Winkler e Pasternak.

O modelo de Winkler, como apresentado na Fig. 2.4, assume que a base elastica

possa ser representada como um conjunto de molas mutuamente independentes

11



estritamente espacadas, e que apenas um parametro K, € necessario para definir suas

rigidezes. Além disso, nesse modelo é admitida que a reacdo da base é proporcional ao
deslocamento no ponto de aplicagéo, vide Fig. 2.5.

P;

vigi
VVV'V'VV'VY'VVV =

é Base Elastica de Winkler
g

Fommng

LULLIR

Figura 2.4 — Viga apoiada em base elastica de Winkler

Fe 1g6 =K,
A /0
/
>
wx)

Figura 2.5 — Relacéo forca elastica-deslocamento da mola

De acordo com a hipotese de proporcionalidade da relacdo reacdao-deslocamento
da base, tem-se que:

Fe (X) = Kyw(x) (2.25)

Onde:

F, representa a reacdo do base; w(x), a deflexéo.

12



Explorando ainda a proporcionalidade da reagdo-deslocamento, a energia
potencial em cada mola da base pode ser dada pelo célculo da &rea do tridngulo indicado
na Fig. (2.5), resultando em:

A7 o = FeV;’(X) _ (Klw(z))W(x) _ Kl(V\;(X))Z (2.26)

Ao computar toda extensdo da base, sua energia potencial fica:

L

7 pbw = %J. K, (w(x))?dx (2.27)

0

Por ndo levar em consideragdo as interagdes entre as molas, este modelo ndo
representa a transmissdo dos efeitos para fora das regides diretamente perturbadas. Assim
outros modelos sdo sugeridos na literatura, como por exemplo o modelo de Pasternak.

No modelo de Pasternak, apresentado na Fig. 2.6, é assumido que as molas sdo

integradas por uma camada incompressivel que resiste apenas as deformacdes cisalhantes.

P;

viga
YYYYYYYYYYYYYYY

P » I’) Camada

» 2 Cisalhante

&

lln
l)\‘ I

| RILHE -
ltl"a
l)l\\l
oo

7
| LN o

Base Elastica de Pasternak

Figura 2.6 — Viga sobre base elastica de Pasternak

Desta forma, este modelo leva em consideragéo dois parametros, K, (parametro de
rigidez da fundacdo) e K,(pardmetro de rigidez cisalhante da camada). Também é

assumido que a reacdo da base é proporcional ao deslocamento transversal das molas e que
as tensdes cisalhantes da camada de cisalhamento sdo proporcionais as distor¢des. Além

disso, apenas os deslocamentos transversais da camada séo considerados.

13



A energia potencial da base de Pasternak pode ser subdividida em duas parcelas.

7T oop = 7 pom + 7% e (2.28)

pb

Onde:

7 om TEPresenta a contribuicdo devida as molas e 7, representa a contribuigdo devida a

distorcdo da camada de cisalhamento. A contribuicdo devida as molas pode ser escrita tal

qual em Winkler, isto é:

L
1
7 pbm :”pbw:EJ.Kl(W(X))zdx (229)

0

Ja a segunda parcela da energia ¢é devida a distor¢do da camada de cisalhamento.

Como u é admitido zero, entdo a distor¢do transversa da base resulta em:

_ du + dw _ dw (2.30)

7 xz _E &_&
A partir da proporcionalidade tenséo-deformagdo dada na Eq. (2.13) e da Eqg.

(2.30), as tensdes cisalhantes podem ser dadas por:

Ty = Gsyxz = Gs d_W (231)
dx
Onde:
E
= s 2.32
Gs 21+vy) ( )

Sendo E, v, 0 modulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson da camada de

cisalhamento, respectivamente.

A energia potencial r_,., devida a distor¢do da camada de cisalhamento de

pbc?

Pasternak pode ser escrita como:
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2 L 2
1 1 dw(x) 1 dw(x)
”pbc:\v!-Eszyxzdvzv_Gs( j dV:»([EGSL— dX:[dA

2 dx dx
"1 dw() ). f1 . dw(x)
:b@s/{ i jdx:!EpZde (2.33)

Onde:

Finalmente, a energia potencial da base elastica de Pasternak pode ser obtida a
partir da Eq. (2.28), Eq. (2.29) e Eq. (2.33)

L L
1 1 d
Toop =5 | Ka(WOOPdbcr [ 2 K, () e (2.34)
0 0

2.3.2.3 TRABALHO DAS FORCAS EXTERNAS

O trabalho das cargas externas W € o resultado da soma do trabalho realizado

pela carga transversal e pela carga axial:

W =W, +W,, (2.35)
Onde:
W representa o trabalho das cargas externas; w,, o trabalho realizado pela carga

transversal; w,,, trabalho realizado pela carga axial.

De acordo com a definicdo, trabalho é dado pelo produto da forca pelo

deslocamento. Assim, para o caso da forca transversal p,(x) provocando o deslocamento

w(x) na viga, tem-se que o trabalho realizado fica:

L
We = [ P (OW()dx (2.36)
0
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Por outro lado, para a dedugcdo do trabalho realizado pela carga axial,
inicialmente, serd deduzida a expressdo do deslocamento axial elementar dA (na direcéo
do eixo x) relativo a um comprimento dx da coluna para um deslocamento lateral dw(na
direcdo do eixo z) da extremidade superior do trecho dx como representado na  Fig. 2.7.

A deformacdo axial da coluna devida a carga P sera desprezada.

AX
Pi P
i dn'
da
d\'
VA
P

Figura 2.7- Comprimento de barra infinitesimal

Do teorema de Pitagoras no triangulo retangulo da Fig. 2.7, tem-se:

(dx)? = (dx—dA)® + (dw)® (2.37)

Que desenvolvida fica:

2dxdA = (dA ) + (dw)? (2.38)

O termo (dA)Y’ na Eq. (2.38) pode ser desprezado, ja que ele tem uma ordem de

grandeza muito inferior em ralagdo a daA. Desta forma, tem-se:

2dxdA = (dw)? (2.39)

16



Que reorganizada fica:

_ (awp | 1fdw)
o= o= Z(dxj d (2.40)

O deslocamento vertical A na extremidade livre da viga, devido aos
deslocamentos verticais incrementais dA, pode ser obtido por integragdo, ou seja:

L

Jaa= I%(i—\:{vjzdx (2.41)

0

Donde conclui-se que o deslocamento vertical A é:
%[d_Wj dx (2.42)

Tendo o deslocamento A devido a carga axial de compressdo P no elemento

infinitesimal de viga, o trabalho realizado fica:

L
W, =2 p[ dW(X)j (2.43)
0

Por fim, a energia potencial do sistema dado pela Eq. (2.20) pode ser escrita em
funcdo das contribuicdes da energia potencial de deformacgéo da viga, da energia potencial

da base eléstica e do trabalho das for¢as externas, resultando em:

L
IEI(d W(X)J _J-Kl () dx+—IK (dW(X)j « ;J‘P[dv(\j/(x)j dx — jpz(x)w(x)dx
0

(2.44)
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2.3.3 EQUACOES DE EQUILIBRIO

Com o intuito de sintetizar as discussOes sobre a deducdo das equacOes

governantes do problema da estabilidade estéatica de viga de Euler-Bernoulli sobre base

elastica, neste item serd efetuado inicialmente o desenvolvimento incorporando apenas o

modelo de base elastica de Pasternak no sistema. Em seguida, € mostrado que as equacoes

governantes para os demais casos (vigas sobre base de Winkler ou mesmo vigas isoladas)

podem ser obtidas adequando-se convenientemente os valores dos coeficientes das bases.

Uma das maneiras de se obter as equacGes de equilibrio desse problema é

aplicando os conceitos dos principios variacionais. Um dos lemas do calculo variacional

diz que a extremizacdo de um funcional é obtida impondo-se a condi¢do que sua primeira

variacdo é nula. Efetuando-se a primeira variagdo na Eq. (2.44), tem-se:

L
+5 -1 J' P(dw(x)j dx— jpz(x)w(x)dx]

(2.45)

Aplicando-se as propriedades do calculo variacional SUu")=nu" &,

S .[ g(x)dx = I sla(x)ldx e ap6s duas integragdes por partes da Eq. (2.45), tem-se:

qL L
- |:d W) ) A0 l:d W) ) )} Id WO) £ s
dX dx Jo d 0

s [ dw(x) d w(x)
+ IW(X)KlE(W(x))dx+ Ky = = du(x )} J’ Ko =y () dx

Lord2w(x)
Pow(x )} +
E'). dx?

PSW(X)dx — j p, (X)W(x)dx

[dw(x)
dx

(2.46)
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L
Como a variagdo dos campos no contorno é nula, {6%} =[swv(x)]; =0, a Eq.
X o

(2.46) fica:

d L L d 2

J. W(X) Elsw(x)dx + I w(x) K, S(w(x) dix —J. K, dng)dN(x)dx
X

0 0

d L
j W(X) PSW(X)dX I P, (X)W(X)dx (2.47)
0 0

Simplificando a Eq. (2.47), tem-se:

L 2
om = I{ . W(X)+K1 w(x)—K, & ng)+PCI M), (x) () (2.48)
. dx dx?

Levando-se em consideracdo que a variacdo de ow(x) € arbitraria, a nulidade da

Eq. (2.48) sera sempre garantida se a seguinte relacdo for verdadeira:

d? W(x)

) d d""(x) + K w(x) + (P~ K,) ~p,(X)=0 (2.49)
Ou ainda:
ddw(x) +KW(X) + (P —K,) d* W(X) = p,(X) (2.50)

Fazendo-se K, =0 na Eq. (2.50), obtém-se com isso a equacao do problema real

estatico na base elastica de Winkler:

d W(x)

+ Kyw(x) + P

W) _ 5 (9 (2.51)
dx

Por outro lado, zerando simultaneamente os parametros K, (parametro de rigidez

cisalhante da camada) e K, (pardmetro de rigidez da fundagdo) na Eq. (2.50), obtém-se,

também de forma imediata a equagé@o do problema real estatico sem base elastica que fica:
19



d*w(x) _ d2w(x)
El " +P 2 =p, (¥ (2.52)

Os esforgos da viga no modelo de Euler-Bernoulli sdo dados por:

d 2w(x)
M, (x) = —El 2.53
y (%) 2 (2.53)
L dPw(x) dw(x)
Onde:

M, (x) representa 0 momento fletor e v, (x), o esforco cortante.

2.4 PROBLEMA REAL DE TIMOSHENKO

Nesta secdo, o foco é o problema real da viga de Timoshenko estatico sob carga

axial.

2.4.1 CONSIDERACOES GERAIS

Para o desenvolvimento da teoria de vigas de Timoshenko serdo assumidas as
seguintes hipoteses:

a) O problema tridimensional pode ser reduzido ao espago unidimensional, 1D,
desde que a maior dimens&o do elemento, o comprimento L, seja suficientemente maior
que as outras duas, as dimensfes b e h da secdo transversal, conforme Fig. 2.8.

b) A barra deve ter secdo transversal uniforme, ou seja, deve ser prismatica;

c) Quando em regime estético, as cargas devem ser aplicadas de modo que os
efeitos da energia cinética sejam despreziveis;

d) O material deve ser homogéneo e isotropo;

e) O material deve ser elasto-linear;

f) A planicidade das se¢des transversais deve ser mantida durante o processo de

deformagéo;
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g) A ortogonalidade entre o eixo longitudinal e a se¢do plana ndo necessariamente
é conservada durante o processo de deformacdo, implicando na consideragdo da distor¢céo
transversa;

h) A viga pode ou ndo estar apoiada em base elastica;

i) O efeito de Poisson é desprezado, ou seja, as deformac@es transversais da secao

sdo desconsideradas;

J) Os campos de deslocamentos e deformacdes sdo assumidos pequenos (suaves)
para a viga e base elastica (quando presente).

.
.

Figura 2.8 — Barra (elemento estrutural unidimensional)
Como na teoria de Timoshenko a distor¢do devido ao cisalhamento ,,, € levada

em conta, a rotacdo da secdo transversal dependera da inclinagdo da linha eléstica da viga
bem como da distor¢do devido ao cisalhamento. Como €é possivel perceber na Fig. 2.9, o
deslocamento axial pode ser escrito em funcao da profundidade da fibra z e do angulo de

rotagdo ¢ resultando em:

u(x)=—-z(- ¢(x) (2.55)

Além disso, a distor¢do no plano xz dada na Eq. (2.6) é:

(2.56)

Assim, ap6s a substituicao da Eq. (2.55) na Eq. (2.56), a distor¢do y,,(x)pode ser

reescrita como:
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dw(x)

X)=@(X
7 (X) =900+ = (2.57)
»
»
»
»
»
.
»
»
- >
Z

Figura 2.9 — Forcas e deslocamentos na viga de Timoshenko
Para a deducdo das equacdes do problema real de Timoshenko, tal qual o caso de
Euler-Bernoulli, seré efetuado inicialmente para o caso da base de Pasternak. Entdo, apos
convenientes manipulacdes € possivel se obter as equacdes para a viga estatica sobre a
fundacdo de Winkler e assim como para o caso da viga livre de base elastica.

2.4.2 FUNCIONAL DE ENERGIA

As equacdes governantes do problema com flexdo em y podem ser obtidas

aplicando-se a condicao estacionaria no funcional de energia:

-W (2.58)

7Z'=7Z'p

Ou ainda, tal qual no problema de Euler-Bernoulli, em uma forma particionada
dada por:
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”:(”pv"'”pb)_(vvct +Wea) (259)

Sabendo que no caso de Timoshenko a distor¢do ndo é negligenciada, entdo essa

deve ser incorporada na energia potencial da viga :

Ty = %I(axax + Ty, Yy )V (2.60)
v

As tensoes cisalhantes transversas r,, tém uma distribuigdo parabdlica ao longo

da altura da viga na secdo transversal. Essas podem ser substituidas por uma distribuicdo
constante, desde que sejam majoradas por um coeficiente x, que depende da forma da

secdo transversal. Assim, a relacdo constitutiva na Eq. (2.13) passa a ser escrita como:
= xGy,, (2.61)

Da substituicdo de Eqg. (2.61) e Eqg. (2.19) na Eq. (2.60), obtém-se:

——I(E )+ &G(r,, 2 )dV (2.62)

Em seguida, partindo da substituicdo da Eq. (2.1) e da Eqg.(2.57) na Eq. (2.62)

resulta em:

1 d 2 d
e o

Finalmente, substituindo a derivada da Eq. (2.55) na Eg. (2.60), obtém-se:

2
o {E(z%j +Ke(dw‘x) i )j ] (2.64)
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Onde a Eqg. (2.63) ainda pode ser expandida na forma:
1§ 4909 G (d 2
7oy :ﬂjEz{%) dAdx+”KG($+¢(x)j dAdx (2.65)
0A 0A

Apods a integracdo ao longo da area da secdo e substituindo-se I, = j z%dA e
A

A= jdA na Eq. (2.65), tem-se que a energia potencial da viga de Timoshenko fica:

1f_(de(0)) . 1¢ _ (d
o= ! EI( ‘Z(Xx)j el ! KGA[ W(X)+¢(x)j (2.66)

Para o caso de Timoshenko, o trabalho das forcas externas quando a viga esta

sujeita a forca axial, forca transversal e momento é dado por:

W_l

5 P(d""( )j dx + J' p, (x)w(x)dx+J'm (X)(x)dx (2.67)

d

o'—.l—

A energia de deformacdo da base elastica ou o trabalho da carga axial externa
independem das hipdteses associadas as consideragdes ou nao das deformacgbes por
cortantes nos modelos de viga. As expressdes para essas contribuicdes ja foram discutidas
nas Egs. (2.34) e (2.35), por este motivo ndo serdo aqui repetidas. Com isso, o funcional de
energia do sistema pode ser obtido a partir da substituicdo das Eqs (2.34), (2.63) e (2.64)
na Eq. (2.56), resultando em:

L L
:%J- [d¢(x)j dX+%jKGA(dV;(X)+¢(X)j dx+—IK w(x)) dx+—IK —dx
0 0

1
2

O e

2 L L
P[dd j dx— [ p. (IwO)dx— [ m, (9g(xx (2.68)
0 0
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2.4.3 EQUACOES DE EQUILIBRIO

Aplicando-se as propriedades do calculo variacional Su")=nu" &,

5 J’ g(x)dx = I sloldx na Eq. (2.68), tem-se:

o=+
2

O e

de(x) de(x) dw(x) dw(x)
2( ~ ]EI&( i jd 2!2{ i ¢(X)jKGA5( ¢(x)j

dw(x) 5( dw(x) j o % T L W00 | o dw(x)

IW(X)K S W(X))jX-l—I K, ™ ™ ™

0
L L
= | P SO~ [ m, ()85 (e
0 0

Integrando convenientemente por partes a Eg. (2.69), obtém-se:

L

L
St = { P09 £ )} J'd2¢gx) EI§¢(x)dx+KdW(X)+¢(x)jKGA&N(X)}
0 dx dx

0

W(x)

L
j [d W) d¢(X)JKGA&N(X)d +J'[d
0 0 dx

L
2 +¢(x)jKGA§¢(x)dx+J.W(x)K16(w(x))jx
X 0

L

+

L
K, W) dw(x) Sw(x )} J- ddW(X)&N( i { dw(x) LGP )}
X

0 0

J‘ W(X) PS(x)dX — J' P, (X)SW(x)dx — J' m, (X)é% (x)dx
0

(2.69)

(2.70)

Como a variagdo dos campos no contorno é nula [&(x)]; =[sw(x)]; =0, entdo a Eq.

(2.70) fica reduzida a:

[d ON d¢(x)JKGA WK, + K, d’w(x) d w(x)P +p, (%) W) dx
dx? dx dx? dx?

d 2¢£X) El _(dW(X) +¢(X)jKGA+ my(x)}%(X)dX
dx dx

|
[y m—
1

(2.71)
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Aplicando-se a condicdo estaciondria oz =0 na Eq. (2.71) e levando em

consideracdo que ambas variacdes de dw(x) € (x) sao arbitrérias, a nulidade sera sempre

garantida se:

(kGA-P+K, )ddw(x) K w(x) + ¢( )KGA——pZ(X) (2.72)
X
dd¢§x) El - dW(X) KGA— (X)KGA = -, (X) (2.73)
X
Onde o sistema formado pela Eq. (2.72) e Eq. (2.73) na forma matricial fica:
(D, -P+K )i—K p, 4
! 2 dx2 ! 1dX W(X) - _ pZ(X) (2 74)
0,4 p, & _p, |#®] {my&0 |
1 dx dx 2 1
Onde:

Além disso, 0 momento fletor e forca cortante que atuam na viga sdo dados por:

M, (x) = B 22 d¢(x) (2.75a)

v, (x):xGA( W(X)+¢( )J (2.75b)

No problema da estabilidade, a carga axial altera o valor final do esfor¢o cortante,

podendo associar uma forga cortante equivalente dada por:
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V.00 =04 28 4 |- (- ) 240 (276)

Fazendo-se K, =0 na Eq. (2.74), obtém-se com isso a equagdo do problema real

de Timoshenko estatico na base elastica de Winkler:

2
(KGA—P)d ng) —Klw(x)+MKGA=—pz(x) (2.77)
dx dx
2
7000 g - IW)  5a — s(x)xGA = —m, (x) (2.78)
dx? dx
Onde o sistema formado pela Eq. (2.77) e Eg. (2.78) na forma matricial fica:
d? d
(Dy )dT—Kl Dl& {W(X)}: - p,(x) 2.79)
-D i D i D #(x) —my (x) l
1 dx 2 X2 1

Finalmente, anulando-se simultaneamente os parametros K, (parametro de rigidez
cisalhante da camada) e K, (par@metro de rigidez da fundacdo), obtém-se mais uma vez de

forma imediata a equacdo do problema real estatico sem base elastica:

2
(KGA—P)%Jr%KGA:—pZ(x) (2.80)

d?g(x) £ dw()
dx? dx

KGA—g(X)kGA =—m, (X) (2.81)

Ou na forma matricial dada por:

-P d* D, ¢
(D, )— Lk {w(x)}:{— pz(x)} (2.82)
d b d? D, ) |-my, (%)

' dx 2 dx?
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CAPITULO 3

O MEC EM ESTABILIDADE ESTATICA DE VIGAS

3.1 INTRODUCAO

A partir da fundamentacdo sobre o problema da estabilidade estatica para os
modelos de viga de Euler-Bernoulli e Timoshenko discutida no Captitulo 2, agora parte-se
para a discussdo e para o estabelecimento do método dos elementos de contorno para o

problema.

3.2 VIGA DE EULER-BERNOULLI

Nesta secdo serdo discutidas as etapas requeridas pelo MEC para estabilidade

estatica de vigas de Euler-Bernoulli com ou sem base elastica.

3.2.1 PROBLEMA FUNDAMENTAL

O problema fundamental esta associado a uma viga de dominio infinito submetida

A

a carga pontual transversal p;(x %) =5(x,X) atuando no ponto fonte X. Por analogia ao

problema real (vide capitulo 2), a equacdo governante do problema fundamental da

estabilidade estatica pode ser escrita de forma similar a Eq. (2.50):

400y @ 2w (xR (xR
dw (4x,x)+[P—Kz]d w (x,x){ﬁjw*(xlﬁ)zw (3.0)
dx El dx? El El

Os esforcos fundamentais sdo escritos de uma forma analoga aos reais dados na
Eqg. (2.53) e Eq. (2.54) resultando em:

< d 2w’ (x, X)
M, (X, &) =—El — 27 3.1
) 06) i~ (3.1)
wron o 43w (x,R) dw” (x, %)
V, (x) =-El T—(P—KZ) o (3.2)
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A solucdo para a E.D.O dada na Eq. (3.0) é denominada de solucéo fundamental.
Em MANOLIS et al.(1986) é apresentada uma solugdo fundamental restrita ao caso de
flambagem de vigas de Euler-Bernoulli sem consideracdo de base elastica, isto €, (
K, =K, =0) na Eq. (3.0). Assim, alguns procedimentos sdo adotados neste trabalho para
efetuar a deducdo da solucdo do problema incluindo os efeitos da base eléstica, sendo
discutidos os detalhes a seguir.

Uma das primeiras etapas é determinar a equacdo caracteristica homogénea

associada a equacdo governante do problema fundamental. Entdo, fazendo-se

d?w”(x, %) x — . _
V= na Eq. (3.0), a equacio caracteristica pode ser escrita como:
X
2 P- KZ Kl
—Ll=0 3.3
y +( = jw(Elj (3.3)

As raizes da equacao quadratica dada em Eq. (3.3) séo:

), (e ()

yi = 5 (3.4)
yz(PaKZ)\/(ZHKz)Z“(;j .

Caso1- y, <0 e y, <0.

Neste trabalho é proposta a seguinte solucdo fundamental para Eqg. (3.0):

W* (X, %) = Ajsen(y/— Y, )+ Aysen(y/— y, 1) (3.6)

De modo a determinar a solucdo fundamental da Eq. (3.0), faz-se necessario a
obtenc¢do da segunda e quarta derivada da Eq. (3.6) e posteriormente a substituicdo desses
valores na equacdo do problema fundamental. Derivando-se duas vezes a Eq. (3.6), tem-se

que:
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2 * ”
% = Ayisen(y—yi 1)+ Ay sen(y—y,r)
+ [ZA“/—_yl 0S(y/— Y1 1) +2A5 /- ¥, cos(/- ¥, r)]&(x, %) (3.7)

Com o intuito de se evitar derivadas de ordem superior do delta de Dirac, impde-

se:

2A =y COS(y/= Y1 T) +2A; ||~ Y, COS(/~ Y, 1) =0 (3.8)
A partir da Eq. (3.8), impondo-se x=%=r=0, a relacdo entre as constantes é:

Ay =-my (39)
v—Y2
Derivando-se a Eqg. (3.6) quatro vezes consecutivas, tem-se que:

d4W*(X, )A() 2 2

o Ay sen(y—yi1) + Ay, sen(y - y, )
+ [2A1Y1 V= Y1 C0S(y— Y1) +2A; Y5 /— Y5 COS(/— Y5 r)]§(x, X) (3.10)

Da substituicdo das Egs. (3.6), (3.7), (3.9) e (3.10) na Eqg. (3.0) e convenientes
manipulagdes, resulta em:

2A1Y14/— Y1 COS(y/— Y1 1) +2A5Y54[— Y5 COS(y/— Y, T) = é (3.11)

Substituindo-se Eqg. (3.9) na Eqg. (3.11) e ainda impondo-se x=%=r=0 em Eq.
(3.11), obtém-se:

A = 1
2Bl -y (Y1—Y2)

1
2Bl =Yy (Y1-Y2)
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Finalmente para obtenc¢éo da solugdo fundamental, substitui-se as constantes A e

A, na Eq. (3.6), de forma que tem-se:

sen(y/—yir) - sen(y/- v, ') (3.12)

w(x, %) =

1
2Bl Yy, (Y1 - Y2)

ZEI\/ yz(Y1 Y2)

As grandezas fundamentais associadas a inclinacéo da eléstica sdo obtidas a partir
da derivacdo da solucdo fundamental dada pela Eq. (3.6) no ponto campo, resultando em:

aw (x,%) _ [cos(,/—y r)—cos(y/— Y, r)]sgn(x %) (3.13)

dx  2El (y

Ja a forca cortante e o momento fletor fundamentais podem ser obtidos
substituindo-se respectivamente a Eq. (3.12) na Eq. (3.2) eaEq. (3.12) na Eq. (3.1):

oy Ely, +P-K, - Ely, +P-K, . e
V, (X, R) = {—ZEI(yl V) 0s(+/ ylr)}sgn(x %) {—ZEI(yl—yz) cos(y/ yzr)}sgn(x %) (3.14)

x, 1
M7 (x, %) = v [\/— y1sen(y— Y1) — - yosen(y- ¥, r)] (3.15)

Outras solugdes fundamentais de interesse estdo associadas a derivagdo das Eq.
(3.12) e Eq. (3.13) no ponto-fonte, resultando em:

W (X, %) =~ m[ S(y— Y1) — cos(,/—yzr)]sgn(x %) (3.16)
dw’, (x, %
W’d(xx X _ 2El(y1 [\/ yrsen(y/— yir) — /- v, sen(y/- yzr)] (3.17)
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* . —Ely;y=-y1 —(P-Ky)J-V ' Iy, =Y, +(P-Ky)y-y ‘e
Var(xx) = 2E| (Y1—-Y2) Seﬂ( i I’)} { 2EI(y; - Y2) Seﬂ( Vzr)
(3.18)
M2 (6 %) = [yl c0s(y/= Y1) — ¥2 c0s(y= y; 1) Jsan(x— %) (3.19)

2(1

Caso 2- Raizes complexas e conjugadas.

Procedendo de forma semelhante ao Caso 1, a solucdo proposta para Eq. (3.0)

neste trabalho fica:

W (%, X) = sen(iy/y,r)— -senh(i/—y, ) (3.20)
ZE'J_(yl yo)i W 2EI\/—y2 (Y1 - Y,)i i
E as demais de interesse séo:

dw d(: N _ 2EI( [COS(I\/—I’) cosh(i/— Y, r)]sgn(x %) (3.21)

V(% %) = —{M cos(iy/y;, r)}sgn(x— %) {M cosh(iy/— y, r)}sgn(x— %)

2E1(y1—Y>) 2El(y1 - Y>)
(3.22)
M, (x, %) = 2(y1 [\/y_lsen(l\/y_lr)ﬂmsenh(mr)] (3.23)
W R = (yl [ S(i1/y11) —cosh(iy =y, 1) Jsan(x - %) (3.24)
WA e s + s ) (3.25)
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oo | —Eliiy —(P-Koiy=yr —Ely,iy=y, -(P-Ka)iy=,
V, 2 (%, X) = 2E1(y. —v,) sen(l\/y—lr)} + { 2E1(y: ~v,) senh(y/—y,r)
(3.26)
M ;X (x,%) = m [yl cos(i\/y—lr) —y, cosh(y/- Y, r)]sgn(x— ) (3.27)

Caso 3- K=0¢€ K, =0

Aqui a viga esta livre de fundacédo elastica, implicando em y, =0 e v, :—%.

Essas raizes ndo podem ser diretamente aplicadas em todas suas solu¢es fundamentais do

., Sen(y/—y;r - . . . ~
Caso 1, ]a aquelas gue possuem o termo & vao prodUZIr uma mdetermlnagao para

-
y, =0. Dai, a necessidade de se criar uma condicdo de analise adicional, aqui denominado
de Caso 3, cuja solucdo pode ser obtida conforme discutido a seguir.
O problema da indeterminacdo pode ser solucionado, se os valores das solucdes

fundamentais forem tomados no limite com y, — 0, resultando em:

.| Sen(y=yir)
Iim| —————|=r
5

y1—0|
Desta forma, efetuando-se os limites com y, —»0 para as Eqgs. (3.12) e (3.13) e

procedendo-se com os calculos de forma semelhante ao primeiro caso, as solugdes do Caso

1 podem ser reduzidas a:

* r 1
w (X, R) =— 2Ely, + TTNEY sen(y/—Y,r) (3.28)

dw’ (x, % 1 .
d d(:: ) __ 2Ely; b—cos(wl— Y, r)]sgn(x—x) (3.29)

33



VS (%) = {ZEWZ }sgn(x— %) { E;yEZIyZP cos(y=y; r)}sgn(x— 5) (3.30)
M3 0 = 5 vz sen/ ) (3.31)
W09 = gz a0y et (3.32)

(3.33)

WX 1 sen(/Syo)

dx 2EI

| Eay=Y2 +PY- 2 sen({—y,r) (3.34)

Vox (%)= 2Ely
2

M35 % 8) == oos(y/ =y, 1) san(x-3) (3.35)

3.2.2 EQUACAO INTEGRAL

A equacdo integral do problema pode ser encontrada utilizando-se a técnica dos
residuos ponderados TRP, que estabelece que se a equacdo governante do problema real,

Eq. (2.50), for ponderada pelo deslocamento fundamental w’(x,x), resulta em:

(3.36)

L

I[El d*w() +(P-K )dd""( WO | ¢ i pz(x)}w*(x,f()dx:o
X

0

dx*
Realizando sucessivas integracdes por partes na Eg. (3.36) e substituindo-se as

relacOes dos esforgos dados na Eq. (3.1) e Eq. (3.2), obtém-se:
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L * ~ * A
J.{EI dw (x, %) +(P-K, )—d ZV(\;X(ZX’ X Kow’ (X, k)}w(x)dx
0

dx*

L

+ [EImgx)‘k(P—Kz)stix)JW*(X,i)} [M (x )dw (%, x):l
- 0 0

dx

_ L * A
B dw(x)M;(X’f()} _HEI W xR oy, )W] (X)} j D, ()W (X, R)dlx (3.37)

| dx dx®

Como o problema fundamental é governado por Eq. (3.0) e os esforgos sdo dados

pela Eq. (3.1) e Eqg. (3.2), e ainda aplicando-se a propriedade do delta de Dirac

L
Iw(x)5(x, x)dx = w(X) na Eq. (3.37), a equacdo integral para o deslocamento transversal pode

ser escrita como:

L
w(R)+ N, (x w0l {M 5 (x,%) d"(‘j’i")} _
0
v, oow* (x 2 {M ()M} j P, oW (x, R (3.38)

Como o problema de vigas de Euler-Bernoulli requer duas incognitas em cada
extremidade, entdo uma equacdo adicional é necessaria a fim de obter um problema

solucionavel. Portanto, esta equacdo adicional € desenvolvida derivando-se a Eq. (3.38) no

ponto fonte, resultando na equacao integral da inclinacdo da elastica transversal % :
X

W s x ool - 6 )dﬁ(x)}
X o
R awi(x 9] -
V. 00w 0 0]~ M, 00 =522, 0w () (3.39)
0 0

Convém notar que as equag0es integrais dadas pela Eq. (3.38) e Eq. (3.39) valem
tanto para os casos de viga com ou sem base elastica. A presenca ou ndo dessa €
incorporada nas expressdes das solugdes fundamentais descritas no item (3.3.1) e cujas

expressdes dependem dos sinais das raizes da equacao caracteristica.
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3.2.3 EQUACAO ALGEBRICA

O sistema algébrico do MEC possui apenas varidveis a serem determinadas no

contorno. Assim, é necessario que as equacgoes integrais da Eq. (3.38) e Eq. (3.39) tenham

pontos de colocacdo no contorno da viga. Ja que parte das solucBes fundamentais é

singular, entdo as colocagdes do ponto-fonte tendendo as extremidades da barra, isto €,

fazendo x=¢ e x=L-& implicando em & —0 na Eq. (3.38) e na Eq. (3.39), obtém-se:

Para x >0

L
w()+ M (o) s - [M (x.0) d"(:(x)} _
0

dw” (x 0)

L
V. 00w’ (x 0} —{M ;) j p. (W’ (x0)dx
0

dw(0)

MV xomel - [ e 0>°'W(X)}
0

* L L
* d X 10 *
B/z (X)W];((X,O)]I(; —[M y(X) W,df(x )] +I P, (X)w 4 (x,0)dx
o 0

Para x > L

L
w(L)+ I} (¢ Lwoo s —[M “( L) dvgix)} -
0

L
v, 0w (x, L {M (02 L)} [ 2 0w (¢, Lo

0

dW(L) W

S W [ e L)dW(XX’}
0

* L
dw g (x, L)
dx

L
V. 00w’ (x D {M , (%) } + [ b2 oW (¢, Lyax
0 0

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)
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Expandido as Eqs (3.40), (3.41), (3.42) e (3.43), respectivamente, resulta em:

dw(0)
dx
dw” (0,0
dx

dw(L)
dx

w(0) -V, (0,0)w(0) + M (0,0) +V, (LO)W(L) — M (L,0)

-V, (0)w"(0,0)+ M (0)

+V, (O)w ™ (L,0)-M (L)

* L
dw d(XL’O) + ! p, (OW” (x,0)dx

(3.44)
dw(0)
dx
dw’ (0,0)

dw(0)
dx

dw(l) _
dx

dw’; (L,0)
dx

~V, 3 (0,0)w(0) + M ;(0,0) +V, 1 (LO)W(L) =M 5 (L,0)

L
-V, (0w (0,0)+ M, (0) +V, (LW (LO)-M (L) +J' P, (W3 (x,0)dx
0

(3.45)
dw(0)
dx
dw” (0, L)
dx

dw(L) _

w(L) -V, (0, L)w(0) + M (0, L) +V, (L, Lw(L) - M (L, L)T =

-V, (0)w"(0,L)+ M (0)

+V, (LW (L, L)-M (L)

* L
dw (§>I<_ L) +-([ p, ()W (x, L)dx

(3.46)

ML) v 0w+ M7 0,0 D v (L wL) - M (L L)
dx ’ ' dx ' ’

dw(L) _
dx

dw (L L) .
de +'([ P, (W (x, L)dx

dw’; (0, L)
dx

-V, ()W (0,L)+ M (0) +V, (LW (L, L) =M (L)

(3.47)

As Eqs (3.44-3.47) podem ser escritas em uma forma matricial dada por:

{u}+[H Hu}=[CH{p}+{f} (3.48)

Na Fig. 3.1 estdo mostrados os graus de liberdade em forcas e deslocamentos

associados aos vetores{u} e {p} da Eq. (3.48), cujas formas explicitas sdo dadas por:

dw .
=5 7= [w) O w

dw(L) ]T
dx

dx

{uy=lw S w,

{P}=[Vy My vy My T'=[V,(0) M, (0) Vo (L) M, (L]
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(a)
“ ? \n l I\’J
S
X dw; _ﬂ\ )

(b) ﬁ

Figura 3.1 Viga de Euler:(a) Esforgos ; (b) Deslocamentos

Na Eq. (3.48) as matrizes [H ], [G] e {f} o vetor de carga, dados por:

-V, (00+¢&) M (00+&) V,(LO+&) —My(L0+¢)

(7] = tim -vz}(o,0+g) M’y;ﬁ(o,o”) VZ}((L,O+3) —M;j(L,o”)
20 -V, (0,L-¢) MO L-¢) V,(LL-¢g) -My(LL-¢)
—V,4(0,L—¢) My;(0,L-¢) V,5(LL-&) —M (L L-¢)

W (00+£) dw (g;(o-i-é‘) W (LO0+¢) _dw (:),(0-4—8)
. dw’, (0,0+ . dw’ (L,0+¢
—W(0,0+¢) W;(00+¢) W (L0 +é) _Gwy(LOve)

[G1=1im dw’ gXL dw” SXL
N oW, L-s) dw 0.L-¢) w (L, L—¢) _dw (LiL-¢)

dx dx
. dw’ (0, L— . dw’ (L L—¢

W (x,0+¢)

5w (x,0+¢)
{rh=tim | 2Ly ([Pl
0 1

W (x, L—¢)
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Apbs o célculo dos elementos das matrizes da Eq. (3.48), tem-se:

1
-— 0 o -o
; 1 0 0 B -5
_ -5 a3 —ay 0 0 -8, —f
H]= 2 , [G]= 3.49
I I I S S (3.49)
1 2 2
. B 0 0
-a3 —a, O ~3

Sempre que a analise de interesse ndo for a determinacdo das cargas de
flambagem, o vetor de cargas {f} devera ser calculado. Além disso, os valores finais de {f}

dependem da funcéo que interpola p,(x).

Os valores das matrizes na Eq. (3.49) dependem dos sinais das raizes da equacao

caracteristica y, e y, da Eq. (3.3), recaindo-se em trés casos:

Caso1l- y,<0e y,<0

oy = {Mcos( I_y L)j| {Mms( [— Yo L)i|

2EI(y; - Y,) 2EI(y; —Y2)

[\/ ylse”(\/ yib) - \/ yzsen(\/ Y2L)]

w2 = 2(y1

% = { Elyiy-y1 —(P-Ky)y- Sen(\/_th)} [ T Sen(\/ y2L)

2EI(y; — Y,) 2EI(y; - Y2)

[Y1 cos(y— Y1 L) =y, cos(y— Y L)]

%= 2(y, -

pr = L sen(y~y,L) - L sen(y=y, L)

2EI\/— yi (Y1 —Y5) 2E|\/— Y2 (Y1 —Y2)

B = W[ 0(y/— Y1 L) —cos(y— Y, L)]

Y2)
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Bs= m[\/ yrsen(y- vy L) — /- v sen(y- y, L)]

Caso 2- Raizes sdo complexas e conjugadas

a = {M Cos(|\/y_1|_):| {M COSh(Iﬂ- Yo L):|

2EI(y; - Y2) 2EI(y, - Y2)

[\/y_lsen(l\/y—lL) +iy—y,senh(y-y, L)]

w2 = 2()’1

2El(y; - Y2) 2EI(y; - Y7)

o = ~Elyiivy: —(P Ko iy sen(l\/y_lL)} { Elyziy— Yz —(P— Ky )iy~ senh(,/—yzL)

[y1 cos(iy/¥1 L) - ¥ cosh(y/~ y, L)

“ = 2(y, -

1 .
P = sen(i/y, L) — -senh(i,/— Yy, L)
2By, (v, -y, P 2E|\/‘Y2(Y1 Y2 i
P = 2El(y [COS(I\/_L) cosh(l,/—yzL)]
Ps = 2El(y [\/y_lsen(l\/y_lL)H,/—yzsenh(l,/—yzL)]

Caso 3- y, =0 e y, <0 (viga livre de fundacéo elastica)

al{ P } {Ely2+PCOS( TZL)}

2Ely, 2Ely
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oy = % [y sen(/ =y, 1)
2

B Elyz,/— y, +Py—
a3 = 2Ely, sen(,/ y, L)

a, = —% [COS(EL)]

pi=— L + ! sen(y/— Y, L)

2Ely, 2Ely,\-y,

—cos(y=y, L))

2EI

o= s W VesnvaL)

3.3 VIGA DE TIMOSHENKO

Nesta secdo sdo discutidas as etapas do MEC para o problema da estabilidade

estatica de vigas de Timoshenko apoiadas ou ndo em base elastica.

3.3.1 PROBLEMA FUNDAMENTAL

Por analogia ao problema real na Eq. (2.74), escreve-se o sistema de equacdes

governantes do problema fundamental devido & aplicacdo independente das cargas(fontes)

P, (X,R) = 5(x,%) € my(x,%) = 5(x, %) :
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d? d

(Br-P+Ko) 5 =K Dig W (x %) w(x%)
BB (0%)

d2
_p, & p,% _D
ldX 2dX2 1

(3.50)

Ja os esforcos fundamentais, por analogia aos esforcos reais na Eq. (2.75a) e Eq.

(2.76), séo:

Vap (6.9 = Dl[dwpd(xx’ i +p (X, R)J—(P -K,) dw, (X, X)
* dg- (x, X
M yp (x,X)=D, ¢pd(x )
dw, (x, X) aw (% %)

Vo (%, %) = D{ + o (X, X)J—(P—Kz)

. dg. (x, X)
M ym (X, X) = Dzmd—x

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

Diferentemente da equacdo governante do problema fundamental de Euler-

Bernoulli Eq. (3.0), a equagdo do problema fundamental de Timoshenko, Eqg. (3.50),

constitui-se em um sistema acoplado, o que exigiria manipulacbes matematicas mais

arduas para sua solucdo. Alternativamente, neste trabalho, utiliza-se o método de

HORMANDER(1963) para fazer seu desacoplamento, viabilizando o uso de recursos mais

simplificados para solugcdo das equacdes diferenciais agora desacopladas. O método de

Hormander constitui-se nas etapas a seguir:

Inicialmente escreve-se a equacdo Eqg. (3.50) na forma:

[BlG]=-1](x. %)

Onde: [I] é a matriz identidade,

d? d
D,-P+K,)—-K D, — . .
[B]: (D, + 2)dx2 1 1 i ,[G]: WE(X,X) WT(x,x)
_p b. 9% b By (%) (%%
" dx 2dx2

(3.55)
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A solucdo da Eqg. (3.55) é dada por:
[G]= [B°°f ]T ¢ (3.56)

Substituindo a Eq. (3.56) na Eq. (3.55), tem-se: [B][BCOf ]T ¢ =-1l5(x, %), que apds a

utilizacdo das propriedades [B]B]™* =[1] e [BC"“]T / det[B]=[B] ™, resulta em:
det[Bl¢(x, %) = —5(x, %) (3.57)

Assim, calculando-se o determinante de [B] e substituindo-se a Eq. (3.57) fica:

d*¢ | Di(P-Ky)—KiD, |d*¢ KyDy ~ 5(x, %)
dx? J{ D,(D; -P+K,) |dx? + D,(D,—P+K,) 4——m (3.58)

Assim, tem-se a forma desacoplada equivalente a Eq. (3.50) escrita em funcéo de
2

¢, conforme mostrado na Eq. (3.58). Além disso, fazendo y=z—f, uma equacao
X

caracteristica associada a forma homogénea da Eq. (3.58) é dada por:

2 | Di(P-K,)-K.D, K,D, B
y J{ D,(D; - P +Kj) }y{Dz(Dl—PJFKZ)}O (3.59)
cujas raizes sdo:
2
y, = —g+Va" -4 "20‘—4/1 350)
2
Y, =# s
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Onde:

_Di(P-K;)—K;D,
D,(D; - P +K,)

KDy

Q=— =1
D,(D; -P+K,)

As solucbes da Eg. (3.58) aqui propostas, dependem dos sinais das raizes da

equacdo caracteristica Eq. (3.59), recaindo-se em quatro casos:
Caso1l- y;<0 ey, <0

Para este caso, neste trabalho é proposta a seguinte solu¢éo fundamental para Eq.
(3.58):

E=Asen(/—y; 1)+ Assen(y/—y,r) (3.62)

Para completa determinacdo da solucdo da Eq. (3.58), faz-se necessario a
obtencdo da segunda e quarta derivada da Eq. (3.62). Apds duas derivacdes da Eq. (3.62)

tem-se que:

2
(;X_zg = Ayisen(y—yir) + Ay, sen(y—y, 1)+ [2A1\/_ Y1 €0S(y/— Y1 1) +2A; /=Y, COS(y— Y, r)]d(x, X)

(3.63)

Para se evitar derivadas de ordem superior do delta de Dirac, imp&e-se na Eq.

(3.63) a condicdo:

2A /-y, 00S(y/— Y1 F)+2A, /- Y, cos(y—Y,r) =0 (3.64)
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A relacdo entre as constantes é obtida a partir da Eq. (3.64) quando x=%=r=0,
resultando em:

-y

= 3.65
A Alm (3.69)

A quarta derivada da Eq. (3.62), fica:

4
9 AyZsen(J=yin) + Ay, 2sen(y=¥or) + Ay ¥ 005/ Yr) + 2854/ v, os(y= Y21 (. )
dx

(3.66)

Apos a substituicdo das Egs. (3.62), (3.63), (3.65) e (3.66) na Eq. (3.58) e
convenientes manipulagdes, tem-se:

2A1Y14/= Y1 COS(y/ = Y1 1) +2A, Y5 /= Y5 COS({[— Y, 1) = _D(D; (3.67)
AL

—P+K,)

Apos a substituicdo da Eq. (3.65) em Eq. (3.67) e impondo-se x=%=0 ainda em
Eqg. (3.67), obtém-se:

B 1

2D,y (¥, Dy P+ K;)

1
2D,-Y; (Y1—Y2)(D1_P+K2)

A2:

Para obtencéo da solugdo fundamental da Eq. (3.58), substitui-se as constantes A

e A, naEq. (3.62), de forma que a solucéo proposta fica:
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fo sen(y/—y; 1) . sen(y/—y,r) (3.68)
2D, - Y1 (Y1 —Y2)(D1 -P+ Kz) 2D, =Y, (Y1—Y2)(D1 -P+ Kz)

As solucbes fundamentais em deslocamento podem ser obtidas em funcdo do

parametro ¢ utilizando Eq. (3.50), que na forma explicita fica:

d? d
* ~ * A D ——D _D —
{wf((x, x)) WT((X, x))}: 2 dxzd 1 ! dXdZ ¢ (3.69)
X %) én (X X
P ¢ Dl& (Dl—P+K2)dX_2_K1

Substituindo-se a Eg. (3.68) em Eg. (3.69), as solugdes fundamentais em

deslocamento ficam:

oy g D0, + Dy
W, (X, X) = sen(ry—y;)
’ {ZDZ(DI_P"'KZ)\/_yl (Y1—YZ)] '

+ Y202 Dy Jsen(,/— y,r) (3.70)
[ZDz(D1—P+K2)\/—Y2 (Y1—Y2) ’

. D N
$p (X, %) = 25,(D, P +1K2)(y1 ) [— cos(ry/—y; ) +cos(ry-v, )]sgn(x— %) (3.71)

* . D N
W (X, X) = 25, (5,7 +1K2)(y1 ™ [cos(r,/— y;)—cos(ry—y, )]sgn(x— ) (3.72)

* . —(D;-P+Ky)y; +K;
P (X, X) = sen(ry—ys)
LZDz(Dl_PJFKz)v—yl(yl—b)J '

(D, -P+K3)y, —K;
+ sen(ry—y,) (3.73)
(ZDz(Dl—PJFKz)\/—h(yl—Y2)J ’
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Os esforcos fundamentais podem ser escritos em fungdo dos deslocamentos a
partir das Egs. (3.51), (3.52), (3.53) e (3.54), resultando em:

* v Q) —(D1)2+(D1—P+K2)(—D2y1+Dl) .
Vo (X, X)—( 25,(01 P+, )V y,) coS(y/— Y1 F) sgn(x—X)

(D,)? +(Dy ~P+K,)(D,y, - D;) )
{ 20,0, P Koy yz) )y YRS (3.74)
M;p(x'f()z[z(D _P+DK1 i =y )j[\/— yrsen(y=y1r) — - Yo sen(y/- y, r)] (3.75)
1 2 1 2

* K,D
V, (X, X) = 11 sen(y/— y; 1)
(ZDz(Dl—P+K2)\/—Y1(Y1—Y2)J '

KDy
+ sen(y/— y,r) (3.76)
[ZDz(D1—P+Kz)V‘Yz()ﬁ‘Yz)J ’

* o[ = Y1(Dy —P+K;y)+ Ky - .
Mym(x’x)_(Z(Dl—P+K2)(y1—y2)JCOS(’/ y; r)sgn(x —X)

Yo(D; —P+K;,)-K, 5
J{Z(Dl TPy y2)Jcos(,/— Y, ) sgn(x—X) (3.77)

Caso2- y,>0¢e vy, <0,

Procedendo de forma semelhante ao Caso 1, a solu¢do da Eq. (3.58) proposta aqui

senh(\/y_lr) . sen(y/— Yy, )

£=—
2D,Jy1 (Y1 = Y2 XD1 =P +K,) 2D, =y, (y; -y, XD; —P+K,)

(3.78)

Ja os deslocamentos fundamentais, escritos em fungdo da substituicdo da Eqg.
(3.78) na Eq. (3.69), ficam:
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W, (X, %) = [ — 1D, + Dy Jsenh(\/y_lr)

2D, (D, - P+ Kz)\/y_l()h -Y,)

¥2D, =Dy sen(y/— Yy, ) (3.78)
[ZDz(Dl—P"'Kz)\/—yz (y1 - yz)J ’

(X, %) = 25,(0._F Ele)(yl m—_ [— cosh(y/y, ) +cos(y/~ ¥, r)]sgn(x— ) (3.79)

* . D .
W, (X, X) =— 25, (D, P +1K2)(y1 _— [— cosh(/y; r)+cos(y/- ¥, r)]sgn(x— %) (3.80)

* —(D;-P+Ky)y; +K;
O (X, X) = senh(y/ Y1)
(ZDz(Dl_P+K2)\/Y1(Y1—Y2)J '

(D, -P+Ky)y, -
sen(y/—y, ) (3.81)
[ZDZ(Dl P“‘K \/—Y2(Y1 yz)} ’

E os esforcos fundamentais escritos em funcdo dos deslocamentos a partir das
Egs. (3.51), (3.52), (3.53) e (3.54), ficam:

* o 9y _(Dl)z+(D1—P+K2)(—D2Y1+D1) s
Vzp(x,x)—{ 25,05 PR I1=v2) cosh(,/y; r)sgn(x— %)

(D,)? + (D, ~P+K,)(D,y, - D;) _ )
4{ 2D, (D —P+K,)(y1 —Y2) cos(y=y2 ) sgn(x=%) (3-82)
M;”(X’i)z(‘ 2D P K, Ny J[x/y_lsenh(\/y_lmﬁsen(ﬁr)] (3.83)
1
Vom (X, %) = [ s Jsenh(\/y—lr)
2D2(D1_P+K2)\/V—1(Y1—b)

-K
+ 1 sen(y/— y,r) (3.84)
(ZDz —P+Ky )=y, (V1 - yz)} ’

48



—¥1(D; —P+K;,)+Ky
2(D1—P+K2)(yl—y2)

M (X, %) =( jcosh(\/y_lr)sgn(x—f()

y,(D; —P+Ky)-K; - e
+(2(D1 . KZ)(yl _yz)Jcos(,/ Y, r)sgn(x —X)

Caso 3- Raizes complexas e conjugadas.

(3.85)

Procedendo com os calculos de forma semelhante ao Caso 1, a solucdo da Eq.

(3.58) proposta neste trabalho é:

sen(iy/y; 1) senh(iy/—y,r)

¢g=- -+ :
2D,\y1(y1~y2 XD —P+Ky )i 2D/~ ¥, (Y1 Y, XDy ~P+ K, )

. y,Dyi — Dyi .
w, (X, %) = sen(iy/y,r)
P (ZDZ(Dl_P"' Kz)\/y_l()ﬁ—YZ)J \/_1

—Y,D,i + Dji .
+ senh(i/— y,r)
{ZDZ(Dl —P+Ky)=y2 (V1 - yz)J

¢; (x,X) = 2D,(D, P -[:1K2)(y1 ) [— cos(i\/y_lr) +cosh(iy/— Y, r)]sgn(x— X)

Wy, (X, R) = — 2D,(D; P ?1K2)(yl ) [— cos(i\/y—lr) +cosh(iy/— ¥, r)]sgn(x -X)

. (D —P+Ky)yi—Kiyi .
O (X, X) = sen(i/y, 1)
(ZDz(Dl_P+K2)\/y—1(Y1—Y2)] \/_1

—(D; —P+K,)y,i—Kji .
+ senh(i,/—y,T)
{ZDz(Dl_P+K2)\/—Y2(Y1—Y2)J ’

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

49



2
Vo (X, %) = [—(D12)D+((51 —;’:Ez))((;[)z;/l; Dl)Jcos(i,/y1 r)sgn(x— %)
2 1 2 17 Y2

(D1)2+(D1—P+K2)(D2Y2—D1) : .
+( 2, (Ds P+ K. )(ys —2) cosh(i/— Y, r)sgn(x — X) (3.91)
M 5y (X, fo:[z(o —P+[I)<ll oy )][\/y_lsen(i\/y_lr)+,/— y, senh(y/— yzr)] (3.92)
1 2 1 2
* -K,D
Vom (X, X) = — sen(iy/y,r)
[ZDZ(Dl_PJFKz)\/y—l(h—yz)] \/_l

-K;D
+ 11 senh(iy/—y,r) (3.93)
{ZDz(Dl_P‘FKz)\/—h(Y1—y2)J ’

* o[ ~Y1(Dy —P+Ky)—K; ; g
Mym(x’x)_[Z(Dl—P+KZ)(yl—yz)]COS(I‘/y_lr)Sgn(x X)

y,(D; —P+K,)+K; . o
+(2(Dl Py yz)Jcosh(l,/— Y, 1) sgn(x—X) (3.94)

Caso4- y,=0¢e y,<0

Aqui a viga esta livre de fundagbes elasticas, implicando em y, =0. Tal qual o

caso da viga de Euler-Bernoulli, as solu¢cbes do Caso 1 ndo podem ser diretamente

aplicadas em todas suas solucBes fundamentais devido a indeterminacdo do termo

sen(y/— y;r)

= para y, =0.Com isso, toma-se o limite desse termo y, — 0, resultando em:
Y1

y; —0)

Iim{—sen( . r)} =r
v~ Y1

Procedendo de forma semelhante ao Caso 1, a solugéo de Eq. (3.58) fica:
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r sen(y—y.r)

¢ = -
2D2Y2(D1 _P) 2D,y Y2 (D1 _P)

(3.95)

Com isso, os deslocamentos fundamentais, escritos em fungdo da substituicdo da

escritos em funcdo da substituicdo da Eqg. (3.95) na Eq. (3.69), ficam:

* e 9y — | Dyr _ y2D, - Dy — 3.96
Wy (X, X) (ZDzyz(Dl—P)J (ZDZyZ(Dl—P)\/—yZ ]sen(\/ y2r) (3.96)

£ ey D, B — .
B (X, %) = 2D2y2(D1—P+K2)[ 1+cos(r/ yz)]sgn(x 9) (3.97)

* . D N
Wi, (X, %) :—mb—ws(r,/— Y, )]sgn(x—x) (3.98)

oo (D, -P)y,
B (X, K) = — sen(ry—y,) (3.99)
{2D2Y2(D1—P)\/—VZJ ’

Ja os esforcos podem ser calculados em funcdes dos deslocamentos a parir das

Egs. (3.51), (3.52), (3.53) e (3.54), resultando em:

=[5 B o

(3.100)
* N D
My, (X, X) :[Wi—PJLF y,sen(y/-y, r)] (3.101)
Vo (%, %) =0 (3.102)
* o _ | Y2(Dy—P) — 5
My (X, X) = [Zyz(Dl — P)J cos(y/— Y, ) sgn(x — X) (3.103)
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3.3.2 EQUACAO INTEGRAL

Tendo em vista a obtencdo das equagdes integrais do problema, aplica-se o0 TRP
ao sistema de equacOes governantes do problema real ponderado pelas solugdes

fundamentais correspondentes, resultando em:

T

d? d
T (O -P+K)—Ky Dy {w(x)}+ PeO] | W (x %) Wiy (x, %) dx:{O}T
0 d D d? D g(x)]  [my(x) o (%) (6 9) 0
B Yax?

(3.104)
Ativando-se apenas a fonte em carga, p,(x,X)=d(x,X) € my(x,X)=0, entdo a

Eq.(3.104) fica:

T

d? d
T (Dl—P+K2)W—K1 Dy W(X)}+ P00 | wy(x.%) =0 (3.105)
J 5 d o, 47 _p [l#0df " {my O[] {45 x.%) |
et R 2., *1
dx dx?

Por outro lado, se apenas a fonte em momento for ativada, p,(x,%)=0 e

my (x,%) = 5(x, %) , @ EQ.(3.104) resulta em:

T

d? d
JL' (Dl_P+K2)dX_2_K1 D1& {W(X)}+ p,(X) W;(X,)A() dx =0 (3106)
0 d o, 9% o |leeof " Imy 0ol [ T4n 000
- 1& de_z_ 1

Apo0s sucessivas integracdes por partes em xda Eqg. (3.105) e a convenientes

substituicdes, obtém-se:
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V2 00w (x,2) =V (6 WO L+ M (053 (6, 0 M (6, 90|+ +

(D1 = P+ Ky W (% %) = Kyw? (x, )+ Dyt (%, %) W(x)lx +

O e

L
j[— D (x %)+ Dy (%, X) —~ Dy (, Q) P(x)cx =
0

L
o2 0w 0,2+, 005 (5,0 i (3.107)
0

De acordo com a Eqg. (3.50), a segunda parcela do integrando do primeiro membro

da Eq. (3.107) é nula, enquanto da primeira parcela resulta:

L
(D1 =P+ Ko W2 (%, %)= Ky W (x, %) + Dyt (x, ) W(x)edx = — [ weoa(x =) = -wix) (3.107a)
0

O e

Convém notar que a Gltima igualdade na Eq(3.107a) decorre do fato do efeito do

L
filtro do delta de Dirac —J'w(x)d(x, R)dx = —w(x) .
0
Assim, das Egs. (3.107) e (3.107a), obtém-se a equacdo integral dos
deslocamentos:
W0+ (06 W00 + M, (6 0600 =, Gows (6, 2+ M, 0045 (6 2]

L
+ [l 00w 6,3+ my (05 (0 e (3.108)
0

Procedendo de maneira analoga com a Eq. (3.106), obtém-se a equacdo integral

das rotacdes das secoes:

B + Vi (X, W00 + My (6, 0600 ] = v, 00w (6,0 + M, (004 (6 0]

+

[ (0w (%, %)+ m, (X (3, ) pix (3.109)

O e

Escrevendo com notacdo matricial a Eq. (3.107) e Eq. (3.108), tem-se:

53



{w(f()}+ Vi (%,%) My, {v:v(x)} L= {W;(x,f() ¢;(x,>“<)HVZ(X)} -
P] ||V M (600 [[Wa(x 5 08 JIMy 9 [

L * " * "
N {Wp(x, %) gy (x X)H P (X)}dx (3.110)

 Wo (%) g (%) |[My (9

3.3.3 EQUACAO ALGEBRICA

A transicdo das equacOes integrais para as algébricas requer inicialmente a
colocacéo da fonte de forca e de momento, uma de cada vez, nas extremidades da barra, ou
seja, na extremidade inicial quando x=ce na extremidade final, quando X=L-¢,
implicando em ¢ —0 na Eq.(3.110). Em seguida, apos o célculo das integrais e limites, a

transicdo para representacdo algeébrica do efeito de flexdo em y é finalizada podendo ser

escrita como:

{u}+[H Hu}=[GH{p}+{f} (3.111)

Onde [H ], [G] sdo as matrizes de influéncia e {f} o vetor de carga, dados por:

~V;(00+e) —M(00+e) V,(LO+e) My (LO+e)
(1= tim| Ve ©@0+8)  ~Myn(00+2) Vin(LO+e) My (LO+e)
0 V(O L-g) MO L-g) Vy(LL-g) My(LL-g)

~Vom(O,L=8) =M (0,L-¢) V(L L—g) My (L L-¢)

—w,(00+¢) —4,(00+8) w,(LO0+e) ¢,(L0+¢e)

(6] = lim —wj}(o,0+g) —¢£;(o,0+g) WEn(L,O+g) ¢£;(L,0+g)
20 —w,(0,L-¢) —¢,(0,L-¢) wy(L,L-¢) ¢,(L L-¢)
~Wy(O,L-2) —¢n(0.L-¢) wu(LL-g) ¢n(LL-2)

W, (X,0+¢) ¢,(x0+¢)
{f}:”mj W (%04 ) dr(x,0+¢) {pxx)}dx
=03 LW (X, L—¢) g, (x, L—g) |[My (X)
Wy, (X, L =) ¢ (%, L—2)

0
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Ja {u} e {p} sdo os vetores de deslocamentos e esforcos em Eq. (3.111), mostrados
na Fig. 3.2, sdo dados por:

{u¥=lw; ¢ w; ¢; 1= [wO) 4(0) wL) 4]

{P}=lvs My vy My 1= [V2(0) M, (0) Vo (L) M, (L]

4 (a) \, l l\;,

B I

Figura 3.2 Viga de Timoshenko: (a) Esforcos; (b) Deslocamentos

(b)

As formas explicitas das matrizes [H ], [G] ap0s o célculo dos limites ficam:

1 :
~3 0 oy ay
. 0 0 B B
0 -— a3 «a _
[F]- 2 5 e D T
a; —-a, _E 0 _ﬁl _:82
. ~f, By 0 0
a3 0y 0 -3

(3.112)

Sempre que a andlise de interesse ndo for a determinacdo das cargas de

flambagem, o vetor de cargas {f} devera ser calculado. Além disso, os valores finais de {f}
dependem da funcao que interpola p,(x)e m(x).
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P
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Casol-y, <0ey,<0

:{_(Dl)z +(DL—P+K5)(=Dyys + DI)JCOS(HL)

2D, (D =P +K,)(y1—Y2)

(D1)* +(Dy =P +Kp)(Dpy, =D1) | =
{ 20,0, P+ K vp) )Y

|

> J[\/—_ylsen(\/— y1L) == yasen(y-y, L)]

—P+Ky (Y1 —Y2)

K,D,

=[2D2(D1—P+K2)\/—yl(yl—y2)

— KlDl

Jsen G-v1D)

+
{ZDZ(DI -P+ Kz)V‘Yz (Yy1-Y2)

Jsen(m L)

a4=[_yl(D1_P+K2)+K1JCOS(EL)+( y2(D1 —P+Kj)-K;
2D, —P+K, )y —Y2) 2

(Dl_P+K2)(Y1_Y2)

- IR fen([S L)
[ZDZ(Dl_PJFKz) _Y1(y1—Y2)] '
y,D, —D,
* sen(y/-y, L)
(ZDZ(Dl—P+K2)1/—y2 (y1—)’2)] 2
_ D, B — -
_2D2(D1—P+K2)(y1—y2)[ cos(y =i )+ oosly yzL)]
_ —(D;—P+Ky)y;, +K; sen(/3oL)
[2D2(D1_P+Kz)\/_yl()’l_yz)J !
(D -P+Ky)y, K4
* sen(y/- y, L)
{ZDZ(Dl_P“LKz)\/_b(Y1—Y2)} ?

Jcos(,/— y, L)
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Caso2-y,>0e y,<0

s
+(

o

.
+(
¥

_(Dl)z +(D; —P+K,)(-Dyy; +Dy) h L
2D, (B =P+ K5)(y1—Y2) s (\/y_l )

(D)* +(Dy —P+K;,)(D,y, ~Dy) v L
2D5(Dy =P+ K3)(y1 —Y2) 0sy=y2b)

Dy )][\/y_l senh(y/y; L) ++/— ¥, sen(y/= v, L)]

B 2(D1 -P+ Kz)(Y1 —-Y>

Ky ]senh(\/y_1 L)

2D2(D1 -P+ Kz)\/y_l()’1 -Y5)

-K;
sen(y/—y, L)
2D2(D1_P+K2)\/—YZ(V1—V2)] ’

_yl(Dl_P+K2)+KlJCOSh(\/y_lL) +( Yo(D; —P+K;,)-K,
2(D1—P+K2)(y1—y2) 2(D1—P+K2)(y1—y2)

:

—¥1D, + Dy
senh(\/y—lL)
2D, (D, -P+ Kz)\/y_l(Y1 _yz)J

y,D, -D; }en( e y,L)

+
[ZDZ(Dl —P+Ky)y=Y2 (Y1 —Y2)

P

o
{

Dy [— cosh(,/y; L) +cos(y- ¥, L)]

- 2Dy (D =P +K;)(y1 - Y2)

—(D —P+Ky)ys +K;y senh(\/y—lL)
2D2(D1—P+K2)\/y_1(y1 -Y>)

(D —P+Ky)y, Ky
sen(y/— Yy, L)
2D2(D1_ P+K, )\/_ Y2 (V1Y)

jCOS(\/— yoL)
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Caso 3 - Raizes complexas e conjugadas

[~(D,) +(D; ~P+K,)(~D,y; +Dy) )
“1—[ 20,0, PRy )

(Dy)* + (DL —P+K,)(D,y, —Dy) i/
+( 20,0, P K)yava) )Y Y

2 =[z(Dl - P+[r)<1;)(y1 —yz)j[\/y_lse“(i\/y_ﬂ)ﬂ/— vasenn(y=y; L)

~K,D, .
o = sen(iy/y; L)
3 {ZDZ(Dl—P+K2)\/y_1(y1—y2)] P

~K,D
+ 1-1 senh(i/— Yy, L)
[2D2(D1—P+K2),/—yz(yl—yz)J ’

_[_yl(Dl_P_"KZ)_Kl

. y,(D; —P+K,)+K; R
G4 = 2(D1—P+Kz)(Y1—Y2)jCOS(I\/y_lL)+(2(D1—P+K2)(Y1_VZ)JCOSh(I b

y1D,i—Dyi .
B = sen(iy/y, L)
! [2D2(D1—P+K2)\/y_1(y1—yz)] 0

J{ —y,D,i+Dji

senh(iy/— Yy, L)
2D, (D; =P +Ky)-Y> (y1—Y2)J ’

D,

P2 30,0, P+ Ky ) - v2) [costyfys 1)+ coshyf=y, )

(D; =P+ K,)yi—Kji . —(D; -P+K,)y,i—Kji .
Ps= sen(iyy, L)+ senh(i /-y, L)
’ (ZDZ(Dl_P"—KZ)\/y_l(yl_yZ)J \/_l (ZDz(Dl—P+K2)\/_Y2(y1—Y2) ’
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Caso4 - y, =0 e y, <0 (viga sem fundacdo eléstica)

e ~(D,)* +(D; —-P)(Dy) (Dl) +(D, —-P)(D,y, - D)
! 2D,Y,(D, —P) 2D, Y, (D, —P)

ap = [Zy J[\/_yzsen(EL)]

0y = ( Y2 (Dy - JCOS(\/—Yz L)

2y, (D1

P= _( B, P)) [ Y2D2 - }Sen(\/_ y2L)

2D, Y, (D, - 2D, Yy, (D, - P)\/_)’Z

By = [ 1+cos(y-y, L)]

2D2Y2(D1

(D1 -P)y,
Bz =— sen(y—y, L)
’ (2D2Y2(D1_P)\/_V2J i

Jcos(ﬁ L)}

59



CAPITULO 4

ESTABILIDADE DINAMICA DE VIGAS

4.1 INTRODUCAO

Neste capitulo serdo apresentadas as equacbes que descrevem o fenbmeno da
estabilidade dinamica sob as hipdteses da teoria de Euler-Bernoulli a da teoria de

Timoshenko, para vigas com ou sem base elastica.

4.2. PROBLEMA REAL DE EULER-BERNOULLI

Na teoria classica de Euler-Bernoulli sob carga axial P para o problema dindmico
é admitido que a deformacéo por cortante e a inércia rotatdria sejam desprezadas. Seja uma
barra prismatica submetida a uma flexdo em y devido ao carregamento dindmico p,(x,t),
com secdo transversal de area A e material com densidade p e modulo de Young E

mostrados em um elemento diferencial na Fig. 4.1.

X

Figura 4.1 - Barra sob efeito de flexdo dindmica

A energia total do sistema é dado por:

=7 =7 +W (4.0)
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Onde:
7. representa a energia cinética translacional da viga, z,, a soma das energias de

deformacéo da viga e da base eléstica, dadas na Eq. (2.24) e Eq. (2.34); w, asoma do

trabalho realizado pela carga transversal p, (x,t) e carga axial P apresentada na Eq. (2.67).

Por uma questdo de concisdo, aqui ndo serdo reapresentadas as deducgdes das
energias de deformacéo da viga e da base elastica nem o trabalho das cargas externas, haja

visto que tais discussdes ja foram discutidas no capitulo 2.

Ja a parcela ., referente a energia cinética translacional da viga, é dada por:

L

ﬂc:%j(%jzdm:%j (dw(xt)) dv_;”p(dw(xt)J dAdx - L J‘A(dw(xt)j

(4.1)

Onde:

A representa a area transversal e o, a densidade.

O principio de Hamilton estabelece relacfes entre as variacfes de energia cinética,

energia potencial e trabalho do carregamento externo dado por, PETYT (1990):

t

J'[a(ﬂc —7,)+ W Ht =0 (4.2)

4

Apos substituicdo da energia de deformacdo da viga Eq.(2.24), energia de
deformacdo da base elastica Eq. (2.34), energia cinética translacional da viga Eq. (4.1) e 0

trabalho realizado pelas cargas externas Eg. (2.43) na Eq. (4.1), tem-se:

61



L q L 42 , 2 L
J{él%!p{ wx, t)J —%.([ EI( (\sz(i t)J dx—%! K (w(x,t))?dx |¢dt
HEEY dw(x,t) )2,
+J‘{5{E£(P— KZ{ dx’ j dx+£ pz(x,t)w(x,t)dx]}dt =0 4.3)

Aplicando-se as propriedades do calculo variacional S(U")=nu""du,

5Ig(x)dx =I5[g(x)]dx em Eq. (4.3), tem-se:

trL L L
J‘{J' (dw(x t)j (dw(x t)] X— I (d wx, t)]Ela[dzsvgx't)de— J' w(x, K, S(w(x, t) dx it
t, LO 0 X 0

1

| L L
+‘[D(dw(x t)j _ Kz)g[ dw(x, t)]dXJrj P, (x,t)a/v(x,t)dx]dt =0 (4.4)
t, L0 0

1

Integrando-se por partes no tempo as parcelas da energia cinética e no espaco as

parcelas da energia potencial na Eq. (4.4) e levando-se em consideracéo que a variacao dos

campos no contorno é nula, [sw(x,t)l; =0 e [sw(x,t)]? =0, a Eq. (4.4) fica:

i

I d d4w(x, d2w(x,
'([l:—p ‘;Vt(jt) El ;N‘f);t)—(P—Kz)%—Klw(x,thpz(x,t):ldx a(xdt=0  (4.5)

Para variacOes arbitrarias de sw(x,t), a nulidade da Eg. (4.5) sO é verificada se a

relacdo seguinte for verdadeira:

4
El d“w(x,t) d? W(x t)

d w(Xx,t)
dX4 2

+(P=K,) =p,(x1) (4.6)

+ Kyw(x,t) +
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Com esforgos dados por:

d 2w(x)
M, (X) =—El 2 (4.7a)
V,(x)=—El %—(P—Kz)% (4.7b)

Fazendo-se K, =0 na Eqg. (4.6), obtém-se com isso a equacdo do problema real

dindmico na base elastica de Winkler:

2
FKW(x )+ pA (Vjvt(zx Db, %) (4.8)

4 2
g 9 W(i"t)wd W(;<,t)
dx dx

Com momento fletor expresso na Eq. (4.7a) e forca cortante dado por:

3
v, (9 =—&1 9 d\;vgx) _p dvgix) (4.9)

Por outro lado, zerando simultaneamente os parametros K, e K, na Eq. (4.6),

obtém-se, a equacdo do problema real dindmico sem base elastica que fica:

4 2 2
£l d W(X,t)+Pd W(x,t)+pAd w(x,t)=

't 4.10
dx* dx? dt? P2 (1) (4.10)

E os esforcos dados por Eq.(4.7a) e Eq.(4.9).

Se a viga for submetida a cargas dinamicas harmonicamente no tempo, entéo a

estrutura responde também harmonicamente, implicando em:
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pZ(X,t)= I:V)z(x)eia)t (411)

wW(x,t) = W(x)e'™ (4.12)
Assim, fazendo-se as devidas substitui¢des da Eq. (4.11) e Eq. (4.12) na Eq. (4.6),
a equacdo governante da estabilidade dindmica no regime permanente de viga na base

elastica de Pasternak fica:

4.5 2.5
d W(X)+(P—K2)d W(X)+(Kl—pAa)2)7\l(X)= r)Z (X) (413)

El
dx dx?

4.3 PROBLEMA REAL DE TIMOSHENKO

A representacdo da energia total do sistema no caso dindmico da viga de
Timoshenko sobre base elastica é dada tal qual na viga de Euler-Bernoulli por Eq. (4.0).
No entanto, no caso de Timoshenko uma parcela adicional a energia cinética é incluida, de
forma =, passa a ser escrita por duas parcelas dadas, respectivamente, por PETYT (1990):
To =7y + Ty (4.12)
Onde:

7 representa a energia cinética para velocidade transversal da barra e ., energia cinética
associada a velocidade axial dos pontos na se¢éo transversal causada pela rotacéo.

A parcela =, daenergia cinética para velocidade transversal da barra fica:

L awixt))
T = %!p{%j dx (4.13)

Por outro lado, a parcela =z, , estd associada a velocidade axial dos pontos na

secdo transversal causada pela rotacdo da mesma. Essa energia cinética rotatéria pode ser

escrita como:

L 2
= (Mj dx (4.14)

T
o 29 dx
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Por fim, efetuando-se as devidas substituicdes, tanto da energia de deformacao
interna(formada pela energia de deformacgdo da viga e energia de deformacdo da base

elastica), quanto o trabalho das forcas externas e da Eq. (4.10) e Eq. (4.11) na Eq. (4.0)
tem-se:

dw(x, t) 1 ddxt) )2 . 1% (de(x) dw(x)
o3[ o [ 4 o T 4 o oo %52 0

L
+;.[K1(w(x) dx+—J'K2 @ Wex—= J’ P(dw(x)j dx— J' P, ()W(X)dx — J' m, ()¢(x)dx (4.15)

Aplicando-se o principio de Hamilton na Eq. (4.15), tem-se:
L 2 L 2
1 dw(x,t) 1 deo(x,t)
K dg(x, 1) 1 (dwixt) 2 1% )
+j 5 — J‘EI( j —E_([KGAE - +¢(x,t)] dx-ElKl(w(x,t)) dx | bt

L L L
% J )(dw(x t)] dx+ I D, (X, HW(x, t)dx + j my(x,t)¢(x,t)dx:0}dt (4.16)
0 0 0

Efetuando a primeira variacdo, com as devidas integracdes por partes e tendo em

vista que [#(x)]5 =[sw(x)]; =0 na Eq. (4.16), tem-se:

dt? )

t,[L L
2 d2¢(x,t) 2 dZW(X,t) dg(x.1)
+ .c[ [ e JElﬁqﬁdx]dH | { ! ( a T FGASNX D

4

(d wix, t)]pA&N(X t)dx — J' [d zjt(;(’t)JpI&b(x.t)dx]dt

L L
-[If (Mw(x,t)}m&ﬁ(x, t)dx]dt— | [ | Kla/v(x,t)dx]dt
K dx

t, |0

thdx

ML L L
+ f - j d ZW(;"I) (P — K w(x, tydx + j pz(x,t)é‘w(x,t)dx+Imy(x,t)&(x,t)dx}dt ~0 (4.17)
0 0
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Impondo-se as condigdes de contorno nas variagdes sp(x)e ow(x) da Eq. (4.17),
resulta em:

t, (L 2 ) ,
_|dowixt) dw(x,t) dg(x1) _ o e 4w t)
H!H 2 ]’) A{ FYCER J"GA Kaw(x,) = (P- K, )= 7= +pz(x,t)]a/v(x,t)dx}dt

t, (L
N I{ IHd $(x, t)JE| (d Zi(;,t)J ol _(dwéiyt) +¢(x,t)jKGA+ my(x,t)}&b(x,t)dx}dt =0 (4.18)
t Lo

Para variacOes arbitrarias de dsw(x,t) € dp(xt), a nulidade da Eq. (4.18) so é
verificada se as relacfes seguintes forem verdadeiras:

d2w(x, t) d w(x, t) de(x, t)
(kGA-P+K,) " — K w(x,t) — pA 2 +xGA ™ =—p,(xt) (4.19)

dw(x, t) d2p(x,1) d2¢(x,t)__
—kGA - +El 2 —kGAG(X,t) — e m, (X, t) (4.20)

Fazendo-se K,=0 na Eq. (4.19), obtém-se a equacdo do problema real de
Timoshenko dindmico na base elastica de Winkler:

d2w(x,t) d w(x, t) dg(x,t)
(xGA—P) " — K w(x,t)— pA 2 +KGA— = = —p, (xt) (4.21)

dw(x, t) d2p(x,1) d2¢(x,t)__
- xGA i +El e — kGAP(X,t) — - m, (x,1) (4.22)

Com a finalidade de se obter as equacBes que regem o problema real dindmico
sem base elastica, zeram-se simultaneamente os parametros K, e K, na Eq. (4.19). Desta
forma, tem-se:

d 2w(x,t) d 2w(x,t) dp(x,t)
(xGA-P) o2 - pA 2 +kGA v -p,(xt) (4.23)

—KGAdW(X t) CEl d? d(x,t)
dx dx?

gt & ¢(X Y m,xb)

(4.24)
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Para o caso de Timoshenko, assim como no caso de Euler-Bernoulli Dindmico,

quando a viga €é submetida a cargas dindmicas harmonicamente no tempo
p,(xt)=p,(x)e'*, a estrutura responde também harmonicamente,  w(x,t) =w(x)e'* e

#(x,t) =g(x)e'* . Com o interesse de simplificar a notacéo, neste trabalho adota-se:

pz (X)eiwt =p, (X!t) (425)
W(x)e'™ =w(x,t) (4.26)
A(x)e'™ = g(x,1) 4.27)

Assim, substituindo-se as Eqgs (4.25), (4.26) e (4.27) nas Eqgs (4.19) e (4.20), tem-
se:

(KGA—P+K2)dZW§X) K+ pAm )N(X)+KGAd¢( X _p, () (4.28)
X
LT DT D S (4.29)

dx dx?

Onde o sistema de equacgdes formado pela Eq. (4.28) e Eq. (4.29) na forma

matricial fica:
d2 d
[Dl_(p_Kz)]dX—z—K1+Sl D1 ¢ w(x) | [P (%) 4.30
X a2 6200) o) -
-D, — D, —-Dy+S, V" ’
i . 2 dX 1192

Além disso, os esforgos mobilizados na viga apoiada na base de Pasternak sdo

dados por:
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M, (x) =El dp(x) (4.31)
dx

V.00 =04 2810 |- p - ;) 2 (432)
X dx

Para 0 caso de base de Winkler, K, =0 deve ser substituido nas Eqgs (4.30) e
(4.32). CorrecBes analogas nessas equacdes devem ser feitas no problema da estabilidade

dindmica de viga sem base el&stica, atribuindo-se K, =K, =0.
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CAPITULO5

O MEC NA ESTABILIDADE DINAMICA DE VIGAS

5.1 INTRODUCAO

Neste capitulo sdo desenvolvidas as etapas requeridas pelo método dos elementos
de contorno para o problema da estabilidade dindmica de vigas a partir de conceitos

apresentados no capitulo 4.

5.2. VIGA DE EULER-BERNOULLI

Nesta secdo, 0s tdpicos requeridos para o estabelecimento de estabilidade

dindmica de vigas de Euler-Bernoulli sdo discutidos.

5.2.1 PROBLEMA FUNDAMENTAL

No problema fundamental o carregamento consiste em uma carga puntual
harmdnica p;(x,%) =8(x,%) atuando no ponto fonte, %. Por analogia ao problema real Eq.

(4.13), obtém-se a equacdo governante do problema fundamental que fica:

d*w(x, >?)+(P—Kz) d 2w’ (x, >?)+(K1—pAw2) W (%) = P 2(x X) (5.0)
dx? El dx2 El ’ El '

Os esforgcos fundamentais sdo escritos de uma forma analoga aos reais dados em
Eq. (4.7.a) e Eq. (4.7.b), resultando em:

e o ARW(X,R) dw” (x, %)
V, (x,%) =—El dx—g—(P—Kz) ™ (5.1
o, d?w’(x, X)

R)=— 5.2
M, (x,%) = —El ~ (5.2)
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~d2w(x, %)
dx?

Entdo, fazendo-se vy na Eq. (5.0), uma equacdo caracteristica

homogénea associada a equacdo governante do problema fundamental pode ser escrita

como:

»  (P=K,) (K —pAw®)
L o = =0 (5.3)

y

As raizes da equacao quadratica dada em Eq. (5.3) sdo:

_(P—EF2)+\/(PE:<2T_{Kl—;Aa)zJ

Y= > (5.4)
(P-Ky) (P—K2j2_4 K, - pAw’
El El El
Y2 = > (5.5)
Caso1l- y,<0 ey, <0
Para este caso, neste trabalho é proposta a seguinte solu¢do fundamental para Eq.
(5.0):
W* (X, X) = Ajsen(y/— y; 1)+ A,sen(y/— Y, T) (5.6)

Para a determinacdo das constantes da solucdo fundamental o procedimento aqui
utilizado é semelhante ao adotado no problema estatico, de forma que a segunda derivada

fica:

*

2. "
AW _ p g sen(f7y1m) + Ay yosen(y— v, 1)+ 2y y1 cos(y=y1 1) + 2, v cos(y~y, NP, %)

dx?

(5.7)
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Com o intuito de se evitar derivadas de ordem superior, na Eq. (5.7) impde-se:

2A, /- ¥y COS(\/— Y1 1)+ 2A5\[— Y, COS({/— Y, 1) =0 (5.8)

A relacdo entre as constantes, obtida a partir da Eq. (5.8) sob a condigédo

Vv (5.9)

Derivando-se a Eq. (5.6) quatro vezes, tem-se:

PR
aw (%) Ayysen(y= yir) + Ay, sen(y/~ y,r)

dx* B

= [2A1 Y1v— Y1 COS(y—= Y1 1) +2A, Y5/ Y5 COS(y/— Y, r)]é(x, %) (5.10)

Finalmente, da substituicdo das Egs. (5.6), (5.7), (5.9) e (5.10) na Eg. (5.0) e

convenientes manipulagdes, tem-se:

2A Y14/— Y1 COS(\/= Y1 1) +2A; Y5 [= Y, COS(y/— Y, T) = é (5.11)

Fazendo-se x=%=0 na Eq. (5.11), resulta em:

A - 1
2ElY-y; (Y1 —Y2)

1
2El\=Y, (Y1 —Y2)
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Substituindo-se as constantes A e A, na Eg. (5.6), tem-se como proposta a

seguinte solucdo fundamental para Eq. (5.0):

* 1 1
W (X, X) = sen(y/—y,r)— sen(y/—y,r) (5.12)
2E1-Yy1 (Y1 -Y>) ' 2E1=Y, (Y1 -Y,) ’
Da primeira derivada da Eq. (5.12), tem-se:
dw (x, %) 1 — >
™20 y) [cos(,/ y, 1) —cos(y- Y, r)]sgn(x X) (5.13)

De acordo com a Eq. (5.1) e Eq. (5.2), os esforgos fundamentais devidamente

calculados ficam:

7% oy - | EVi+(P=Ky) _ 2 Ely, +(P-K,) ~ o
V, (X,X) = { 261 v,) cos(\/_ylr)}sgn(x X) { 2T (1 —7,) cos(+/ yzr)}sgn(x X)

(5.14)

My (x,%) = m[\/— y18en(y/= y11) =/~ Y2 sen(y -y r)] (5.15)

As grandezas fundamentais relacionadas com a derivacdo em X, estio associadas
a derivacdo das Eqgs (5.12), (5.13), (5.14) e (5.15) no ponto-fonte, resultando em:

W (X, X) = —m [cos(,/— y; 1) —cos(y/— Y, r)]sgn(x -X) (5.16)
d *A , A
a8 L[S asen(y=yin - = vasen(y=v2n)] (5.17)

dx  2EI(y; - Y,)

—Ely;y-y1 —(P-Ky)y—w1 sen(\/—_ylr)}

Var (% )A():[ 2El(y; - Y7)

_{Elyz,/— Y, +(P-K3)y/-V> sen(mr)] (5.18)

2El(y; —Y7)
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M 5 (X, %)

z(y [yl S(J=¥21) v, cos(y/~ v, 1) Jsan(x— %) (5.19)

Caso2- y,>0¢e y,<0

Neste caso, procedendo de forma semelhante a deducdo do Caso 1, a solucgdo
proposta para Eq. (5.0 ) neste trabalho é:

1 1
W (X, X) = senh(y/y, 1) — sen(y/—y,r) (5.20)
2E|\/y_1(y1_y2) \/_l 2El-y, (Y1 - Y2) ’

Da primeira derivada da Eqg. (5.20), tem-se:

dw*(x,x) [cosh(\/_ r)— cos(,/—yzr)]sgn(x X) (5.21)
dx 2EI( Yy, —

As demais equacdes de interesse ficam:

Ely, +(P-K,) ly, +(P-K3;) o
Vv, (X, )_{mcosh(\/_r)}sgn(x ) {mws(,/—yzr)}sgn(x—x) (5.22)

M (x, %) = 2(y [\/y_lsenh(\/y—lr) + - y,sen(y-y, r)] (5.23)
1
Wy (X, X) = 2EI( [cosh(\/y—lr) cos(y/— ¥ r)]sgn(x X) (5.24)
l
4 (xR
W’);(XX X) _ T (y [\/y_lsenh(\/y_lr) + /= Yosen(y— Y, r)] (5.25)

Vi (x,%) = Elyl\/y_l \/_S(anh(\/y_lr)} { ly,y/- Y, +(P—K, -, sen(y=v,")

(5.26)
2EI(y; - Y,) 2EI(y; - Y>)
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M (% %) = = |y, cosh(/y; 1) - v, 0s(4/= y2 1) san(x — %)
2(y1—-Y>)

Caso 3- Raizes complexas conjugadas.

(5.27)

As constantes da solugdo fundamental podem ser obtidas seguindo os mesmos

passos do Caso 1, de forma que a solucdo da Eq. (5.0) proposta neste trabalho é:

W (x, %) = ! sen(iyfy; r) -

senh(i,/—y,r)
2E1Jy; (y1 - Yo)i ’

1
2El\=y, (Y1 = Yp)i

Ja as demais solugdes fundamentais de interesse sao:

dw’ (x,
Wd(: X) 2EI( [cos(l\/_r) cosh(l,/—yzr)]sgn(x %)

cxooon | Elyp+P Ely, +P —
V, (X, X) = {—ZEI(yl cos(l\/—r)}sgn(x X) + {—ZEI( " )cosh(l,/ yzr)}sgn(x X)

M} (x, %) = 2(y [\/y_lsen(l\/y—lr)ﬂ,/— yzsenh(,/—yzr)]
W}(x, X)=— 2EI( [COS(I\/—I’) cosh(i\J— Y, r)]sgn(x X)
dW‘*(X’)A() [\/y_lsen(l\/y_lr)ﬂ,/—y senh(l,/—yzr)]

dx 2El(y —Y2)

2EI(y;1 - Y>) 2EI(y; —Y,)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

Vi (%) = — Elysiyy; —(P—K, )iy- Sen(l\/y_lr)} { Ely,iy-y, —(P-Ky Jiy-y, senh(/=y, ")

(5.34)
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My« (X %) = ﬁ [yl cos(i/y; ) — ¥, cosh(y/- ¥, r)]sgn(x— ) (5.35)
1 2

Caso4 - K, =0¢€ K, =0.

Neste caso, de forma semelhante ao estatico, o fato de suprimir a base elastica
acarreta y, =0 e y, <0, recaindo no fato de algumas solucbes do Caso 1 ndo poderem ser
Sen(y/— y;r)

V™Y

indeterminagdes quando y, =0. Para tal caso, os valores das solu¢Bes fundamentais séo

calculadas diretamente por possuirem termos da forma , que produzirdo

calculados no limite com y, — 0, que quando calculado fica:

.| Sen(y=yir)
Iim| —————|=r
5

Desta forma, efetuando-se os limites com y, —0 para as solugbes do Caso 1, €

y1—0|

proposta a seguinte solucdo fundamental:

N —
W (X, X) = 2Ely, 2EIy2\/_ysen(,/ y,r) (5.36)

W (xR 1p .
PV 2E|y2h cos(y/— Y r)]sgn(x %) (5.37)
o\ P 3 ly, +P —

vV, ( ,x)_{ZEIstgn(x X)— { 2Ely, cos(y/— Y, r)}sgn(x %) (5.38)

M (%, 2):%[,/— y,sen(y/- Y, r)] (5.39)
2

W}(X’)A()ZZEI [1—cos(,/—y2r)]sgn(x—§() (5.40)
Y2

dw'z(xx’ X _ =3y, [,/ Y, Sen(y— Y, r)] (5.41)
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| EY2ymYa # Py sen(,/ y,r) (5.42)

V(%) = el
2
M348 =~ foos(y=y; 1) san(x—%) (5.43)

5.2.2 EQUACAO INTEGRAL

Tal qual o caso estatico, aqui a equacdo integral pode ser estabelecida utilizando-
se a técnica dos residuos ponderados TRP, onde a equacdo governante do problema real,

Eq. (4.13), é ponderada pelo deslocamento fundamental w'(x,%) resultando em:

L

j{ 4 | Kg)ddw(x)+(K1 PAGY(H) - m(x)}w (x %)dx =0 (5.44)
X

0

Realizando sucessivas integracdes por partes na Eq. (5.44) e substituindo-se as

relacBes dos esforcos dados na Eq. (5.1) e na Eq.(5.2), obtém-se:

4t g 2w (x, R
1 Do D, 9
X X

n (EI d3W§X)+(P—K2)%JW*(x, k)}

O
1

L

L
{M x )dw (x, x)} [dw(x) “x )}
0 0

A dx o d
) L )
_ {E|dgw—(3x’x)+(P—K )dW (x, X)J } j LW (x, X)dx (5.45)
dx 0

L
Aplicando-se a propriedade do delta de Dirac Iv‘v(x)&(x, R)dx =w(x) na Eq. (5.45), a
0

equacdo integral para o deslocamento transversal pode ser escrita como:

W)+ V7 (x w0 S [ (% )dV;‘XX)}
0

L
N, 00w 6 0 {M ()dW (X X)} [ B 00w (x o (5.46)
0
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Como a resolugdo do problema de vigas de Euler-Bernoulli ndo fica definida
apenas com Eq.(5.46), é necessaria a obtencdo de uma equacao integral adicional, esta é
desenvolvida derivando-se a Eq. (5.46) no ponto fonte, resultando em:

— A L
W) o7 x i)v‘v(x)]{ s (%) dW(X)} -
dx ‘ X o

d
L
dW 2 (X, x)}

L
+ V2 0w 00 {Myu + [ P 00 (x, e (5.47)
0

5.2.3 EQUACAO ALGEBRICA

A transicdo da representacdo integral para equacles algébricas requer que
colocagBes do ponto-fonte nas extremidades da barra, isto é, fazendo * -0 e £ — L na Eq.
(5.46) e na Eq. (5.47), resultando em:

Para x >0

W(0)+ V7 (x 0w | {M (x.0) dW(X)}

0

aw (x0)] |
+, cow* k05 {M () 2 (X )} + [ B 00" (x 0 (5.48)
0

0

N ) [ " (x0) dW(X)}
0

N T x(xO) f
Vom0 - M, 00 j L (W' (x.0)dx (5.49)
0

Para x > L

W)+ x Lweo {M (x,L) dW(X)}
0

_* L
v, 00w o n) —{M )0 S L)} [ 2, O0W" (x, Ly (5.50)
0 0
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WD o oo { 306 L) dW(X)}
dx o
—* L
¥, 00w 0] {M , (%) dW'*d(;’ L)} + [ B, 0V (x, Ly (5.51)
0 0
Expandido as Egs. (5.48), (5.49), (5.50) e (5.51), respectivamente, resulta em:
W(0)—V; (0,0)W(0) + M (00)M V. (LO)W(L)— M (LO)Mz
L
—V, ()W (0,0)+ M, (0) dw” (O 0.y, O)W (LO)~M (L) dwd(L'O)+ j B, (W (x,0)dx (5.52)
0
) V2 000)+ M} £ 00) S Vs (L ONL)~ M (L) ) -
-V, (0)w;(0,0)+M, (0) dW'dio 0 +V, (L)W (L,0)—M (L) ( Ipz(x)w (x,0)dx (5.53)

W(L)—V, (0, L)W(0)+ M} (0, L) dw(o) V(L LW(L) — M (L, L) o dW(")
L
—V, ()" (0,L) + M, (0) aw ;f D v, ww L u-m ,(L) aw é)t b, j B, ()W (x, L)dx (5.54)
0
B V0,00 + M350, P v (L, L) - M (L L) dW(XL)
v* L
~V, (W3 (0,L)+M, (0) X( )+v (LWy (L, L)-M (|_) j (W (x,L)dx  (5.55)

0

Uma representacdo algébrica para as Egs. (5.52), (5.53), (5.54) e (5.55), em

termos das variaveis de contorno pode ser escrita como Segue:

{o+Ho}=[CKp}+{} (5.56)
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Onde [H], [G] sdo as matrizes de influéncia e { f } € o vetor de acGes externas.

{u}e {p} sdo os vetores de deslocamentos e esforgos, vide Fig. 3.1, cujas formas

explicitas sdo dadas por:

e W AWy dwW(0) . dW(L) 9T
{u}=[w ax W “dx 1= [w() Tdx w(L) T]

{pI=[Vy My Vy; My T'=[V,(0) M, (0) V,(L) M,L)]"

-V, (00+&) My (00+¢5) V,(LO+&) —M (L0+¢)

(H] = fim —\{Z}<o,o+s) h{gi(o,o+s) \{Z}<L,o+s) —A{ZR(L,OH)
20| -V, (O,L-¢) M, (OL-¢) V,(LL-¢) -My(LL-¢)
~V,;0,L-g) My ;0,L-&) V,4(L.L-&) —-M (L L-¢)

W00+ 6) dw (3,0+g) W L0+ ) _dw (I(;,O+g)
X X
. dw’; (0,0 + . dw’, (L,0+
~W3(0,0+¢) M W (L,0+e¢) _M
[G1=im oW gXL " SXL
g Leg) WOLT gy WLLZE)
dx dx
dw’, (0, L— . dw’, (L, L—
—~W5(0,L-¢) % Wy(L, L—¢) _¥
W (x,0+¢)
L _*
50 -
{t)=tim [ 2200 N oo

1
—3 0 o -
0 1 0 0 B —p
-—= O3 —04 0 0 — —
[H]- 2 - fz 53 (5.57)
a a, —-— 0 1 2
2 1 =B, =By O 0
-a3 —a, O -3
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Sempre que a anélise de interesse ndo for a determinacdo das cargas de
flambagem e/ou frequéncias naturais, o vetor de cargas {f} deveré ser calculado. Além

disso, os valores finais de {f} dependem da funcéo que interpola p,(x).

Os valores das constantes na Eq. (5.57) dependem dos valores das raizes da

equacdao caracteristica, subdividida em quatro casos:

Casol- y,<0e y,<0

o o {M i L)} {Mmg(,ryz L)}

2EI(y; - Y,) 2EI(y;, - Y7)

[\/ ylse“(\/ y1L)- \/ yzsen(\/ yz'—)]

a
2- 2(Y1 y2)

2EI(y; - Y,) 2El(y1 - Y,)

. { Ely\—y; —(P— K=y Sen(\/__yll_)] { Vo= ve 1K Vs

[Y1 cos(y/—y1 L) —y, cos(y- Y, L)]

%= 2(Y1

1 1
B = sen(y—y, L)— sen(y—y, L)
' 2El\=Yy; (Y1 —Y2) ' 2El\=Y, (Y1—Y2) ?
fr= [cos(w/—y L) - cos(y~ v, L)]
(Y1
P = W[\/ ylsen(\/ y; L) - \/ yzsen(\/ Yo L)]
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Caso2- y,>0¢e y,<0

o {Mwsm J—L)} {M s(mL)}

2EI(y, - Y,) 2EI(y, - Y2)

oy, =— [\/_senh(\/—L)+,/—yzsen(,/—y2 L)]

2(Y1 Y2)

2El(y; - Y,) 2E1(y1—Y,)

oy = [EM\/— ZN_senh(\/_L)} { lyo4— Yy, +(P=K, \/_sen(EL)}

[yl cosh(y/¥; L)~ ¥, cos(y v, L)]

%= 2(y1

senh(\/7l L)- ! sen(y/— Y, L)

P
2E|\/71(y1—y2) 2E|\/— Y2 (Y1—Y2)

P = E [cosh(Jy_lL) cos(y=y, L)]
Py =— 2E|(y [\/—senh(\/_L)Jr,/—yzsen(,/—yzL)]

Caso 3- Raizes complexas conjugadas

a = {Mw (.\/_L)} {Mcosh(l,/—yz L)}

2EI(y, —Y2) 2EI(y, - Y7)

[\/_sen(l\/y_lL) +i/—y,senh(y-y, L)]

w2 = 2(Y1
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“ 2E1(y, —¥,) 2E1 (¥, —¥,)
a, = 2(y [ylcos(l\/_L) Yy cosh(,/—yzL)]
1
1 .
= sen(i/y,L)— -senh(i,/—y, L)
2E1Jy; (¥~ Y)i P 2E|\/‘Y2(y1 o) i
By = bnoJ__L) amhoJ—yzLﬂ

2El(yl

Bs= 2El(y [\/y_lsen(l\/_L)H,/—yzsenh(l,/—yzL)]
1

-Y2)

Caso4- y, =0 e y, <0 (viga sem base elastica)

a1={2£a2} {EWZ+P st _yzLﬁ

2Ely,

=i[ﬁsen(ﬁu]

a3 = {Elyz V=Y2 +Py- sen(,/ Y, L)]

2Ely,
:%[cos(\/— y20)]
J— sen(=y, L)

2Ely2 2EIy2 VY2

~EsiVy (P Ko )y, sen(i\/y_lL)H_Ely2i 2 PN 0
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—cos(y=y, L))

2EI

o= s~ Wz vaL)

5.3 VIGA DE TIMOSHENKO

Nesta secdo, o problema da estabilidade dindmica de vigas de Timoshenko,

segundo a filosofia do método dos elementos de contorno, é investigado.
5.3.1 PROBLEMA FUNDAMENTAL

A partir do problema real no dominio da frequéncia da Eq. (4.30), escreve-se 0

sistema de equacOes governantes do problema fundamental devido aos impulsos

P, (%, %) =5(x, )€ m, (x,) = 5(x,X):

d? d
D, -(P-K,)]—-K;+S; D, — o x .
dgz d2 > {\gp((::)) gT((;(’;())}:_{g(EX) 5(>iJ i)} (5.58)
P D, 7 =Dy+s, PP |

Onde:

S, =pAw® € S, = pla?

Por analogia aos esforgcos reais na Eq. (4.31) e EqQ. (4.32) os esforgdes

fundamentais so:

W, (X, X) dw}, (X, %)

. d o
Vi (%, %) = Dl[ o, X)J—(P—Ka (5.59)

o, 495049

M o (X, %) = ™

(5.60)
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dw, (x, X)
dx

dw, (x, X)

(5.61)

Vo (X, %) = Dl[ + o (X, k)}—(P—Kz)

M o (x,8) = D, d¢md()(x' %) (5.62)

Apos aplicagdo do método de Hormander na Eq. (5.58) e procedendo de forma

semelhante ao caso de Timoshenko estatico no capitulo 3, tem-se que:

d*¢  d?%¢ d(x, %)

25 gl e G 5.63
dx* e dx? e D,(D; - p) (569
Onde:

_ [Dl _(P_ Kz)]sz + D1(P_K2)+ DZ(Sl - Kl)
{ D, [0, ~(P—K, ] }

{(Kz—sl)(Dl—Sz)}

D, [D; -(P-K,)]

A

2
Fazendo-se yzz—f na Eq. (5.63), uma equacdo caracteristica homogénea
X

associada a equacdo governante do problema fundamental pode ser escrita como:
yi+ay+4=0 (5.64)

As raizes da equacgdo quadréatica ficam:

[ 2

A :W (5.65)
2

y, = Z@=va’ =44 V;‘—M (5.66)
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Casol- y,<0evy,<0

Aqui também, para obtengdo da solucdo fundamental, procede-se de maneira
anéloga ao problema de Timoshenko estatico, de forma que a solugdo proposta neste
trabalho para Eq. (5.63) é:

- sen(\/—_ylr) sen(y/— Y,r) (5.67)

B _2D2[D1—(P— KZ)](Dl_ p)\/—_lﬁ(yl— Y2)+ 2D2[D1_(P_ Kz)]\/_ Y2 (Y1 - Y2)

Procedendo de forma andloga ao desenvolvimento dos deslocamentos

fundamentais apresentados no capitulo 3, tem-se:

S -¥1D, + D, =S,
W, (X, X) = sen(y/—yyr)
P [ZDz[Dl_(P—Kz)]\/—y1(Y1—Y2J ' ]

¥2D, =Dy + 5, Jsen(,/— Y, r)] (5.68)

’ [ZDZ[Dl_(P_ Kz)]\/_ Y2 (Y1—Y2)

. D, i - - .
B (X, X) = 25,10, (P K)ls —72) [ 0S(y/— Y 1) +00s(y/— ¥ r)]sgn(x ) (5.69)

* . D N
Wi, (X, ) = — 25, [0, (P —1K2 0 v2) [— cos(y/— y; 1) +cosh(y/— ¥, r)]sgn(x -X) (5.70)

Tr o _[Dl_(P_KZ)]yl_Sl J
m (% X) = sen(y—y.r)
’ [[ZDz(Dl_p)\/—Y1(Y1—Y2) '

J{[ZDZ[ [Dl_(P_Kz)]Y2+51 JSBH(EI’)} (5.71)

D,—-(P- Kz)l\/_ Y2 (Y1-Y2)

Os esforgcos fundamentais podem obtidos por analogias aos esforcos das Eqs
(5.59), (5.60), (5.61), (5.62), resultando em:
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[ 2
Vi 0= (‘(Dl) B G (D D ‘Sz)Jcos(ﬁnsgn(x_ 2)}
2171 2 1 2

(D, +[D, ~(P-K,)KD,Y, ~ D, +55) )
( PN CEISS) TR Y L (5.72)

M, (%, X) = [Z[Dl o Kz)](Y1 ) J[\/_ylsen(\/_ylr) 1/—yzsen(,/—yzr)] (5.73)

— SlDl

Vi (X, %) = sen(y/— vy r)
_[2D2[Dl—(P—K2)]\/—_yl(y1—y2)] \/_1 }

5101 Jsen(ﬁ r)} (5.74)

+
_[ZDZ[Dl —(P- Kz)l\/— Yo (Y1 —Y2)

O T [ T G S ) (o I T
Mym(x’x)__[ 2D, —(P—K)KY: - v2) )COS( ar)sgnix X)}

+

[ Yo[D1 —(P—Ky)]+S, ]cos(mr)sng(x—ﬁ)} (5.79)

2D~ (P-Ky)](y1 — y2)

Caso2- y,>0e y,<0

Aqui a solucdo proposta para Eq. (5.63) neste trabalho é:

senh(y/y; 1) sen(y—y,r)

i 4 (5.76)
2D,[D; —(P-Ky)Ny1 (1 —v2) 2D,[Dy = (P-K)N-v2 (1 -2)

Entdo, os deslocamentos fundamentais ficam:

VV\I;(X, )A() _ { - lez + Dl_SZ Jsenh(\/y_lr):l

I 2D,[D; —(P—K)Ny1 (v1 - ¥2)

3 { Y20, =D; +S, ]sen(mr)] (5.77)

I 2D,[D; - (P - K )-y2 (Y1 - ¥2)
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S D, i — .
Pp (X, X) = 2D, [Dl e Kz)](Y1 ) [ cosh(\/y_lr) +cos(y/— Y, r)]sgn(x X)

% o Dl _ _ —X
W, (X, X) = 2D2[D1—(P—K2)](y1—>’z)[ cosh(\/y_lr)+cos(,/ y2r)]sgn(x X)

G (%, %) = H ~[D-(P-Ky )y - Jsenh(\/y_lr)]

2D2[D1 —(P - Kz)]\/y—l()ﬁ -Y2)

2D2[D1_(P_ Kz)]\/_ Y2 (Y1—Y2)

J{[ [D,-(P-Ky)ly, +$; Jsen(mr)}

Ja os esfor¢des fundamentais sdo dados como:

R e = s SQ)J"(JSh‘”_”)SQ”‘X‘”]
1 1

_ (D1)2+[D1_(P_K2)](D2y2_D1+Sz) - .
+[ 2D2[D1_(P_K2)](Y1_Y2) COS(y/~ Y2 1) Sgn(x—)

M;p(x,i)z[—z[Dl - K oy J[\/y_lsenh(\/y—lr)+,/—y sen(y/— Y, r)]

— SlDl

Vz*m(xv X) = senh(y/y, 1)
_{ZDz[D1_(P—Kz)]\/y_l(yl—yz)j \/_1 ]

510; Jsen(w/— Vs r)}

+
_[ZDZ[Dl ~(P-K)N-¥2(y1-¥2)

—%[By ~(P-K, )],

M ym (X, X) = _( 2[D1 - (P K, )](yl - y2)Jcosh(\/y_lr) sgn(x— i)}

+

| yZ[Dl_(P_KZ)]+Sl — .
( 2[D, - (P-K, )y, - yz)jcos( ~Yar)snte X)}

(5.78)

(5.79)

(5.80)

(5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)
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Caso 3- Raizes (y, e y,) complexas e conjugadas

Aqui a solucdo proposta da Eqg. (5.63) é:

sen(i,/y, 1) . senh(iy—y,T)

é’z_
2D,[D; —(P-K)Wy1 (1 - y2 )i 2D,[Dy —(P-Ky) -y (v1 -y, )i

Resultando nos deslocamentos fundamentais dados por:

PN -y,D,+D,-S, .
W, (%, R) = sen(i/ yir)
P [ZDz[Dl_(P—Kz)]\/)ﬁ()’l—yz)] ' ]

D,—-(P- Kz)]\/_ Y2 (Y1—Y2)

—x D . . .
Pp (X, X) = 2D, [Dl _(P_le)](yl ) [— cos(l\/y—lr) +cosh(i/— Y, r)]sgn(x— X)

* N D . . N
W, (X, K) =— 25,00, (7 —1K2)](y1 o [— cos(iy/y; )+ cosh(i/~ y, r)]sgn(x -%)

Ty % _[Dl_(P_Kz)]Y1_51+K1 J .
P (X, %) = sen(i/y;r)
[(ZDZ[Dl_(P_KZ)}\/V_l(ﬁ—Yz) \/—l

2D2[D1_(P_ Kz)]\/_ Y2 (Y1-Y2)

+[[ [Dl_(P_Kz)]Y2+31—K1 Jsenh(imr)]

E os esforgos fundamentais escritos como:

2 . R .
V2 (% 3) :H—(Dl) +[D, -(P-K, )[-D, y1|+D1I—Szl)JCOS(i\/y—lr) sgn(x_;()]

2D, [Dl _(P -K; )](yl -Y2)

2D, [Dl —(P— KZ)](yl -Y2)

+M(Dl)2 +[D1 _(P— Kz)](Dz Y,i—Dyi +SZi)]COSh( [ y,r) sgn(x—f()}

(5.85)

(5.86)

(5.87)

(5.88)

(5.89)

(5.90)
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M;p(x,k)z[ Dy J[i\/y_lsen(i\/y_lr)+i,/—yzsen(i,/— Y, r)] (5.91)

2[Dl _(P - KZ)](yl -Y,)

» -5,D :
Vo (X, %) = = sen(ivyar)
[2D2[D1—(P—K2)]\/71(y1—yz)] M ]

. ( S0y Jsen(imr)] (5.92)

2D2[D1_(P— Kz)]\/_ Y2 (Y1—Y2)

7% oy _ —Y1i[D1—(P—K2)]—51i . .
Mym (%) = Lz[Dl —(P=K, (v —yz)Jcos("/y_lr)sgn(X X)}

+

y,i[D; —(P—K, )]+ S, _ i
(z[Dl—(P—Kz)kyl—yz)]‘:"s“('ﬁ ”SQ”(X—”} (5.99)

Convém notar que para os problemas estatico e dindmico de Euler-Bernoulli e
Timoshenko estatico, as solu¢bes fundamentais de vigas apoiadas em base elastica nao
poderiam ser aplicadas diretamente para os problemas de viga sem base elastica. O motivo
dessa restricdo era que a raiz y, era nula, 0 que promovia uma indeterminagdo no termo
Sen(y-y;r)

-

de vigas de Timoshenko com base elastica podem ser aplicadas diretamente no problema

. No entanto, as solucbes fundamentais da estabilidade dindmica ( isto é, ®>0)

livre de base elastica, ja que mesmo atribuindo K, =0 e K, =0 na Eq.(5.67), tem-se que
y; #0. Isto implica que y, pode ser negativa, positiva ou complexa, resultando na

possibilidade das solucGes fundamentais serem dadas nos trés casos previamente

discutidos.

5.3.2 EQUACAO INTEGRAL

Para obtencgéo das equacdes integrais do problema, aplica-se o TRP ao sistema de
equacbes governantes do problema real ponderado pelas solugdes fundamentais

correspondentes, resultando em:
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.
d? d

JL~ [Dl (Ky - P) —-K+5 D, ™ {\TV(X)} +{ P, (X)} I:W;(X, %) VTI;(X, )A()]dx i {O}T
2 . 3 p ) MO0 g
o ol 0 Lps, W MO AR dwa ]

(5.94)
Ativando-se apenas a fonte em carga, p;(x,X)=d(x,X) € my(x,X)=0, entdo a

Eq.(5.94) fica:

.
d? d

T [P~ (K =PI K s, = {W(x)}+{ﬁf‘())} {W p X)}d x=0  (5.95)
0 —Dld Dzj_z_Dl+S2 #) ¢p( 9
X

dx

Por outro lado, se apenas a fonte em momento for ativada, p,(x,%)=0 e

my (x,X) = 8(x, %) , @ Eq.(5.94) resulta em:

1 o ool ey o
2 - < oo (OX= :
5 _Dli D, j D, +5, g)] My | g (x,%)

Apdbs sucessivas integracdes por partes em xda Eg. (5.95) e convenientes
substituicdes, obtém-se:

M, 00, (%, )=V (6 WO+ + [V, ()65 (%, ) My (x, DG 00

+

Dy = (P— K ) W5 (%) + (K, +8,)W) (%, %)+ Dy (%, %) W(x)cx

+

L
[ D5 (680 + Doy (%, %) = Dy (8 + 5,8 (4 P == [ [p, 00, 4,8+ m, (0 (x, 0 i

0

O e ™ O Sy

(5.97)
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De acordo com a Eq. (5.52), a segunda parcela do integrando do primeiro membro

da Eq. (5.97) é nula, enquanto da primeira parcela resulta:

L L
J'([Dl —(P—K )W (%, %)+ (—Ky + Sy)W (X, X) + Dy (%, %) J(x)dx = ~[Ws(x,0)x que pelo efeito
0 0

do filtro do delta de Dirac € igual a —-w(x). Assim, a partir da Eq. (5.97) obtém-se a
equacao integral dos deslocamentos:
A —* AN — % AT x=L - _* n - —x ~ =L
W)+ Vi (6 W00+ M (6, GO+ =, 0w (x, 2+ M, 00 (x, )|
L —
+ [ 1o 00w, (0,59 +m, (05 0 ) e (5.98)
0

Procedendo de maneira andloga com a Eq. (5.96), obtém-se a equacao integral das

rotacOes das secdes:

B8+ N (06 W00 + M (6, DFO0] - =V, 00w (6, 2+ My, 00 (x, 9]

L
+ [ [p 005 (x,52)+m, (0 x 0 (5.99)
0

Escrevendo com notacdo matricial a Eq. (5.98) e Eq. (5.99), tem-se:

{vjv(ﬁ)}+ Vip(6 %) My, {v:v(x)} _
PR {[Vin D) My 600

* — % 7 L * Tx A
Wy (%) (6% |[ V20 +j Wy (3 Gy (R [P 9] (5.100)
W (%, 80) (xR J(My (| [ Wn(X,8) g (x,%) |y (X) '

0

L

5.3.3 EQUACAO ALGEBRICA

A transicdo das equagOes integrais para as algébricas requer inicialmente a
colocacéo da fonte de forca e de momento, uma de cada vez, nas extremidades da barra, ou
seja, na extremidade inicial quando %=ce na extremidade final, quando %=L-¢,
implicando em ¢ —0 na Eq.(5.100). Em seguida, ap6s o calculo das integrais e limites, a

transicdo para representacdo algébrica do efeito de flexdo em y é finalizada podendo ser

escrita como:
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{uHHK u}=[GHp}+{f} (5.101)

Onde [H], [G] s&o as matrizes de influéncia e { f }¢ o vetor de acBes externas.

{u}e {p} sdo os vetores de deslocamentos e esforgos, vide Fig. 3.2, cujas formas

explicitas sdo dadas por:

{u}=lw 4 w; ¢; 1= [WO) 4(0) w(L) $L)]" (5.102)
{p}:[\izi Myl \72] Myj ]T: [\72 (O) My(o) \72 (I—) I\zy(l—)]T (5103)
V;(00+6) My (00+8) Vy(LO+e) My (LO0+e)
(H]= lim “z*m(00+g) ~My, (00+8) Vo (LO0+e) My, (LO0+¢)
= ~V,,(0,L-g) -M(OL-g) Vy(LL-g) My (LL-¢)
Zm(OL g) —-M;(0,L-&) Vy(LL-g) My (LL-¢)
~W,(00+8) —4,(00+¢) W, (LO+&) ¢,(LO+e)
[G]:“m—“’,;(o,0+g) ~fn(00+¢) Wy (LO+e) ¢ (LO+e)
e0 —W, (0,L—¢) —4,(0,L-¢) W,(L,L-&) 4,(LL-¢)
~Wn(O,L—5) —¢n(OL-&) Wy(LL-¢) fn(LL-2)
W, (X,0+¢) q;*(x 0+¢)
{f}:“mL Wi (%0+2) g (.0+8) |[P2 00|
508 | Wy (X, L—¢) g (x, L—s) |(My (X)
Wy, (X, L =) g (%, L—2)
Apos o célculo dos Elementos da Eq.(5.101), tem-se:
.- R
N 0 3
o2 1 (fl sz 0 0 A b
T, B % |0 0 -5, P
el-| 2 [H]= G - o o (5.104)
oy -a, —— O v 5
2 ~f, =By 0 0
~@ a0 -
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Sempre que a anélise de interesse ndo for a determinacdo das cargas de
flambagem e/ou frequéncias naturais, o vetor de cargas {f} deveré ser calculado. Além

disso, os valores finais de {f} dependem da funcéo que interpola p,(x)e m,(x).

Caso 1- y, <0 e y,<0

2
a :[[_(Dl) +[D1_(P_KZ)](_DZyl+D1_SZ)JC05(HL)]

2D, [D1 -(P- Kz)](Y1 -Y2)

2
J{[(Dl) +[D1_(P_K2)](D2y2_D1+82)JCOS(EL)]

2D, [Dl -(P- Kz)](Y1 -Y2)

2D, - (P-K)|(y1 - v2)

a :[ ! ][\/— yrsen(y/—y; L) —/— yasen(y- v, L)]

—5:0
ay = sen(y-y1L)
’ i 2D2[D1_(P_KZ)]\/—yl(yl_yZ)J ' ]

51Dy
+ sen(yJ—y, L)
i 2D2[D1_(P—K2)l\/—y2(yl—)’z)J ’ ]

:_—Y1[D1_(P_K2)](D1—p)_31] — L}
S| R ey e B e

+ yZ[Dl_(P_KZ)]+Sl JCOS(EL)}

L 2[D1 -(P- KZ)](yl -Y,)

-y1D,+D; =S,
P = sen(y/—y, L)
1 |:[2D2[Dl_(P_K2)]V_yl(y1_y2) ' ]

y2D, —D; +S,
+ sen(y/— Y, L)
[[ZDZ[Dl_(P—Kz)]\/_YZ(Y1—Y2) ’ ]

p, D, [ cos(y=y2 L) +cos(y—y, )]

" 2D,[D, —(P—Ky)Ky:i - v2)
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_[Dl_(P—Kz)]Y1_S1 ]
B3 = sen(y-y, L)
’ | 2D2(D1—p)\/_Y1(y1—Y2) '

| [Dl_(P_KZ)]y2+Sl J
+ sen(yJ—y, L)
i 2D2[D1—(P—K2)L/—y2 (Yy1-Y2) ?

Caso2- y,>0¢e y,<0

2D,[D; ~(P-K; ){y1 - 2)

a1=ﬂ_(Dl) +[D, - (P-K )]( D,oy1 +D; - Z)JCOSh(\/—L):|

2D, [Dl —(P— K2)](Y1 -Y2)

+[[(Dl)2 +[Dy - (P-K,)kD,y, - Dy +32)JCOS(EL):I

(- p—pn [ esemncc+ vssencya

- P_Kz)](Y1_Y2)

= —510, senh(y/y, L)
“ i 2D2[D1_(P—K2)]\/Y—1(Y1—Y2)] \/_l

S,D,
I sen(y—y, L)
I 2D2[Dl—(P_K2)N_y2(Yl_yZ)] 2 ]

g Eo S e i N Coes v i

ﬂl _ _{( - y1D2 + Dl _SZ ]Senh(\/y—lL)}

2D,[D; (P~ K ) Wy1 (v~ ¥2)

y2D; —D1 +S,
- sen(y/— Y, L)
[[ZDZ[Dl_(P_KZ)]\/_yZ (Y1—y2)J ’ }
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B =

B3 =

051:[{ (Dl) +[D, -(P-K )]( D, Y1+ Dyi —S,i )Jcos(l\/_L)

+[{(D1)2 +[D; —(P—K; (D, y,i — Dy +SZi)JCOSh(EL)_

a, =

0(32

+

D, [— cosh(y/y; L) +cos(y/- ¥, L)]

2D,[D; —(P=K,)J(y: - ¥»)

-[D,-(P-K, )y, -$, ]
senh(,/y; L)
i 2D2[D1—(P—K2)]\/y_1(y1—)’2) \/_l

[D,-(P-K)ly, +S; sen(./—
] 2DZ[D1—(P—K2)]E(yl—yz)J (\/TZL)]

Caso 3- Raizes sdo complexas

2D,[D; —(P—K, )(y1 - ¥2)

2D,[D; — (P Ky )Jy1 - ¥2)

(2[[)1 (P K Ny: - yz)j[\/_sen('\/y_lL)WL'Esen@EL)]

—5:D sen(i,/y; L)
_zoz[ol—w—Kz)}JyT(yl—yz)J P

1Dy sen(i,/— Y, L)
i 2D2[Dl—(P—K2)l\/_Y2 (yl_YZ)] i

_—(‘yli[Dl (P-K, )|-S, JCOS(I\/y_l L)}

i 2D, - (P )](yl Y2)

[ yallD, - (P-K, )5, Jcosm.mu}

(2D~ (P K, )Jy1 - v2)
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-¥:1D,+D; -5, :
P = sen(i/y, L)
' HZDZ[Dl—(P_Kz)]\/y_l()ﬁ—h)J ﬂ ]

YD, —D; +5, ;
+ senh(iy/—y, L)
[[ZDz[Dl—(P—Kz)]\/—yz(yl—Y2)J ’ ]

2D, [Dl -(P- Kz)]()’1 -Y2)

By [- cos(iy/y; L) +cosh(i/- y, L)]

~ —[D; = (P=-K,)ly; =S, +K; J ,
By = sen(i/y; L)
? | 2D2[D1—(P_K2)1\/Y_1(Y1—Y.2) \/_1

[Dl_(P_Kz)]yz +5;-Ky J ;
+ senh(i /-y, L)
i 2D,[D; (P ~Ky )=y (¥1 - ¥2) i
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CAPITULO 6

TRANSFORMACOES E OPERACOES NO SISTEMA ALGEBRICO

6.1. INTRODUCAO

A unificacdo dos sistemas de coordenadas locais de cada barra que aqui é
desenvolvida, tem por objetivo principal possibilitar a adequacdo répida e segura das
equacbes e dos resultados obtidos na analise de problemas em que se verifique a
necessidade de reescrevé-las levando em conta outros referenciais.

Nesta dissertacdo, a utilizacdo de um sistema de coordenadas unificado é
decorrente da ideia de utilizacdo das matrizes para mudanca de referencial de aplicagéo
decorrente do MEF, na solucdo desses mesmos problemas de estabilidade, nos quais se
aplica o MEC. Alem disso, descontinuidades devido as cargas axiais no dominio, mudanca

abrupta de se¢do, presenca de apoios intermediérios e outros serdo tratados nesse capitulo.
6.2. UNIFICACAO DE SISTEMAS DE REFERENCIA

Convém notar que nos sistemas algébricos do MEC discutidos nos capitulos
anteriores as orientacdes dos deslocamentos ndo coincidem totalmente com as dos
esforcos, vide Figs 3.1 e 3.2. Para o caso do modelo de Euler, a unificacdo se da

invertendo o sentido da forga cortante no nd inicial (v; =-v,) e 0 momento fletor do no no6

final do elemento de contorno(M; =-M ;) de forma que a Eq. (3.43) ou a Eq. (5.51) podem

ser reescritas como:

- _
—= 0 o, -«
dw; 2 1 dw; 0 0 b Bal| Vi f,i
dx 0 o % T | |0 0 =B, By||My fo s 6.1)
we 1 W (= ~ + ¢ .
! aq [2%)) 5 0 , '31 ﬂz 0 0 KZJ 4
w; 2 |2 s s 0 oMy [t
dx —a; —oy 0 _E dx
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J& o sistema de graus de liberdade no modelo de Euler unificado sdo mostrados na

Fig. 6.1
(a)

<1
I
X
(b)

Figura 6.1 Sistema unificado no modelo de Euler

O sistema algébrico para o problema de Timoshenko pode ser unificado de forma

anéloga, contudo as corre¢des de direcdo séo feitas apenas no primeirono (v, =-v;) e

(M; =—M,) de forma que as Eqgs. (3.101) ou (5.96) passam a ser reescritas como:

a O
%3 %alg| |0 0 -p, f

M
= +
l 0 Wi B P 0 0 sz 1iz(l-)
2 4] B2 Bs 0O 0 ]M

o
|
N

Wi 0 0 A Bl|Va

J& naFig. 6.2 estdo indicados os graus de liberdade unificados no modelo de

_% 0
Wi 1
i 0 )
+
Wi a; 0
9;
—az a
Timoshenko.
= ¢ (a)

(b)

NE, Il; M,
I T‘l l\;J
Pi ‘pj

Figura 6.2 Sistema unificado no modelo de Timoshenko

(6.2)
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6.3. CONDICOES DE CONTORNO

Nessa secdo é discutida a imposi¢do condicdes de contorno com vinculos rigidos
ou elasticos em vigas com dominio homogéneo. A forma geral da Eq. (6.1) no modelo de

Euler, ou Eq. (6.2) no modelo de Timoshenko pode ser dada por:

Hiy Hip, Hig Hyg|fug 0 0 Gz Gyl by
Ho Hi Hps Hypgljus _ 0 0 Gy Gyyl|py (6 3)
Hs; Hs, Has Hggl|us Ggp Gsp O 0

Hi Hyp Hyz Hagflug Gy Gy O 0

=]

=]

3

o

4

A representacdo dos vetores de deslocamento e de forcas da Eq. (6.3) para os

modelos de Euler e Timoshenko estéo indicados respectivamente nas Figs. (6.3a-6.3b)

P P+ 'z P
Y o D" o
I | P | = I,

1 e i b7
D 23 W s ]
I. 1, 1. I,
Kur 2> Kax 24s ks 202 Kns 146
=D >3 — =~
(@) (b)

Figura 6.3 : (a) Variaveis no contorno para o modelo de Euler (b) Variaveis

no contorno para o modelo de Timoshenko

O sistema algébrico na Eq. (6.3) ndo pode ser resolvido se ndo houver a prescricdo
de um ou mais apoios rigidos ou elésticos. Assim, utilizando-se uma estratégia apropriada
para aplicacdo das condi¢bes de contorno, tanto na matriz de influéncia [R] quanto no

vetor {p}, pode-se formar a partir da Eg. (6.3) a seguinte equacdo:

[R]{x}={p’} (6.4)

Onde:
{x} é o vetor das incognitas e {p'}={p}
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Neste trabalho sdo apresentadas diferentes estratégias para formacéao de [R] e {p},
dependendo se a restricdo em questdo for rigida ou el&stica.

Se for considerado apenas uma restricao (suporte de rotacédo rigida na extremidade
esquerda) associado com @,, entdo os valores restantes de {p} sdo prescritos. Uma
estratégia para formar [R] e {p} da Eq. (6.3) é permutar os valores associados da terceira
colunas de [H] e [G]. A terceira linhas dos vetores {u} e {p} devem ser permutados sem
alteracdo de sinais. Assim, apés estas operacdes com matrizes, os vetores da Eq. (6.4)

podem ser escritos como segue:

[R] = Hai —Gap Haps Hy (6.5)

®
=
=
I
I
iy
N
»
=
w
®
=
~
c
5ol

{p}= (6.6)

ol ol
N W

Para mais restri¢fes especificas, um procedimento analogo pode ser utilizado para
formar a Eq. (6.4).

Se for considerada apenas uma restricdo elastica na extremidade esquerda

associada com u,, uma reacao eléstica agindo em direcéo oposta a u, é gerada, resultando

em:.

P, =M; =—kg U, (6-7)

Onde:

kg € aconstante de mola de rotagdo na extremidade esquerda da viga
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Por outro lado, sdo exibidos na Fig. 6.4. de modo mais geral, a viga com

presenca de apoios elasticos nas extremidade, deslocamentos, esforcos e reagdes elasticas.

ol
&
NSNS
AN

(a)

I~
{/’mu: ckmlu (@)
lkn’_ kTRllBl

Ui

Figura 6.4- (a) Apoios elasticos, (b) Deslocamentos, (c) Esforgos, (d) ReacOes

elasticas.

Substituindo a Eq. (6.7) na Eq. (6.3) e considerando-se todas as forgas de fronteira

prescritas, entdo {x} = {u}, a matriz [R] e vetor {p} da Eq. (6.4) séo:

Hiy Hipp+kep G, Hig Hyg

[R] = Ho Hop+ ERLGZZ Hos Hyu (6.8)
Hs1 Hgo+kp Gs, Hzz Hgy
Hy Hao+kp Gu, Huz Hyg

iy

(6.9)

——
=l
=
Il
ol ol ol
w

N
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Procedendo de forma anéaloga e independente para u,, [R] pode ser formada
substituindo a quarta coluna de [H] na Eq. (6.3) por (H;, + K G;,). Para suporte elastico na
u, e ug as respectivas colunas devem ser trocadas por (H +KgrGis) € (His+K1rGiz)-

Além disso, o vetor {p} deve ser formado de modo analogo EQq.(6.9).

K. € Kqg Sa0 0s coeficientes de mola na extremidade esquerda e a direita.

6.4 DESCONTINUIDADES NO DOMINIO

Existem alguns casos que podem causar descontinuidades no dominio da viga:

a) Mudanca abrupta da se¢do transversal(Descontinuidade geométrica, vide Fig.

6.5a);

b) N&o homogeneidade (Descontinuidade fisica, vide Fig. 6.5b);

c) Forga axial no dominio (Descontinuidade de forga normal, vide Fig. 6.5¢);

d) Apoio rigido/elastico intermediario(Descontinuidade de forca cortante e
momento fletor, vide Fig. 6.6a);

e) Nao homogeneidade de base elastica(Descontinuidade fisica, vide Fig. 6.6b).

¢p P * p

i A A
Py (ET), . P AET), P
- , ¥
i i :
- /p, AET), o /p, (E1), {

X "7/,‘ - L J . A J

@ (b) (©

Figuras 6.5- Descontinuidades no dominio: (a) Mudanca abrupta da secdo transversal;

(b) Ndo homogeneidade fisica; (c) Descontinuidade de for¢a normal
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//.4 1—) -
(@) (b) ©)

Figuras 6.6- Descontinuidades no dominio: (a) Descontinuidade de forca
cortante; (b) momento fletor; (c) Descontinuidade da base el&stica

Devido a estas descontinuidades, as solucBes fundamentais ndo podem ser
aplicadas diretamente. Assim, é necessario subdividir o dominio da viga em regi6es com
propriedades homogéneas. Em principio as descontinuidades de cada um dos problemas
mostradas na Fig. 6.7. podem ocorrer em secdes transversais distintas. Aqui, por uma
questdo de concisdo na explicacdo, admite-se que todas ocorram em uma Unica. Assim, 0
dominio é dividido em dois trechos e elementos de contorno sdo discretizados neles
conforme indicado na Fig. 6.8.

Barra A
Barra B
E, A K
P, - 1,41, P1, &4 P, -

S b o kb o f =

= Fé £ g £ E % =

= B =2 2B =2 BE B E

B e g e & 3 =

HE e e ms Em ms ms =

Figura 6.7 Descontinuidade geométrica na viga

103



Figura 6.8. Discretizacao da barra de Euler com representacéo dos esforcos e
deslocamentos

Atribuindo-se as propriedades fisicas e geométricas da barra A na Eq.(6.1), com

carga axial P=P,, sua representacdo algébrica fica:

Hiy Hi, Hig Hyg|fug 0 0 Gz Gullm
Hop Ha Has Hogljus 0 0 Gy Gyyl|pe (610)

Hs; Ha, Hig Hag||us - Gg; Gz O 0 ||ps
Hy Hyp Hyz Hagflug Gy Gy O 0 |lpg

Ja para a barra B, ap0s a insercdo de suas propriedades fisicas e geométricas,

inclusive a carga axial P =P, +P,, a representacado integral fica:

Hiy Hpp Hig Hyg ([0 0 0 Gy Gy l[h
H:21 |':|22 'izs |':|24 qz _ AO AO é23 é24 F:)z (6.11)
Ha1 Hszy Has Hgy|Us Gs; Gz 0 0 |Ps
Hy Hy Hig Hgg|lUs Gy Gy O 0 (| P4

As Egs. (6.10) e (6.11) podem ainda ser escritas em uma forma compacta como:

[Hll]{Ul j+ [le]{U 2= [G11]{P1}+ [Glz]{Pz }
[H 21]{U1}+ [H 22]{U 2)= [621]{P1}+ [Gzz]{Pz } (6.12)
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Onde:

6,.]8, (6.13)

[le]:

1 [Ay A
Haln

Aplicando-se as condi¢Oes de compatibilidade de deslocamento na interface de
contato das barras e impondo as condic6es de equilibrio, tem-se que:

U, )= (6.14)
P }+{Rj=0 (6.15)
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Onde:

P} e {Isl} sdo 0s vetores que contém os esforgcos nas extremidades das barras em contato.

Substituindo-se as condi¢es de compatibilidade de deslocamento, de acordo
com a Eqg. (6.14), e as condi¢bes de equilibrio, conforme a Eq. (6.15), nas
representacOes algébricas indicadas nas Eg. (6.10) e Eq. (6.11), o sistema algébrico da

estrutura pode ser reagrupado como:

[Hia] [Ho] o] [o]  [G.l|[.}] [lGu] [o] [o] [o] [o]}[{R}

[Ha] [Hap] [o] - [o] - [-Gpl||{Uat] |[Gai] 0] 0] [o] [o]}| {o}
[0] |:|21 sz -Gy [0] Az = [0] [O] Gy, [O] [0] {Pz} (6'16)
] [Huf [Hi) [-Gu] [o] || ®j] | [] [0] (6] [o] [o]]| fo}

ol [l oI [T D] JUrt) Lol [ol [o] [o] [o]]l o}

No caso de apoio elastico no dominio, tem-se que a equacdo de equilibrio no no

de interface das barras, vide Fig. 6.9 a Eq. (6.15), deve ser alterada para:

{P2}+{|51}+ [K]{Uz}:{o} (6.17)

Onde:

K « : . .
[K]:{ TA} sdo as constantes de mola translacional e rotacional do apoio.
DA

l_

o |1

Kryus

Figura 6.9 Apoio elastico no dominio da barra de Euler-Bernoulli
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No caso da viga de Timoshenko, apenas o0s sentidos dos momentos fletores devem
ser invertidos na Fig. 6.9. No entanto a relacdo da Eq. (6.17) é preservada ja que o sentido
das rotacdes em Timoshenko tem sentido contrario aos de Euler-Bernoulli.

Da substituicdo da Eq. (6.17) na Eqg. (6.35), tem-se:

[Hia] [Hp] ] ] [FGellf{u] [[Gu] ] [o] [o] [o]]({r

[Hoal [H2] 0] [o] [ezz E [G2,] [o] [o] [o] [o]]| fo}
o] [Fa) [P 6 2b=| o] o] 6] [o] Polliie) (6.18)
o] [y [A] e, [o] B | ] ] [ o] [o]]| o}

ol [kl Pl O] 01 JURi) L[] o] fol [o] [olil o}

No caso de apoio rigido no dominio, adaptacfes adicionais devem ser feitas em
(6.16). Se ambos apoios translacional e rotacional forem rigidos, o sistema (6.16) fica

desacoplada de forma que cada barra pode ser resolvida independentemente isto é:

gl il 619

|:'22
H12

giﬂ{iﬁ}}Hézzﬂ{%} (6.20)

P

Agora, quando apenas um dos graus de liberdade no dominio for admitido rigido,
algumas operacGes matematicas devem ser feitas nos sistemas (6.10) e (6.11). Por
concisdo, serd apresentado apenas o0 caso de apoio rigido inibindo o deslocamento

transversal. Assim, deve-se impor a condi¢do de u, =0 na Eq. (6.10) fica:

Hyguy + HyoUp +Hyguy =Gi3p3 +Giypy (6.21)
Haiuy + HapUp + Hoguy = Go3P3 +Goyu Py (6.22)
Haly + HaoUy +Hzguy = Ggypy +G3opy (6.23)
H gy + Hypuy + Hyguy =Gyppy +GypPs (6.24)
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Isolando-se p; na Eg. (6.21) tem-se que:

1
P3 :G_[H11U1+H12U2 +H14u4—G14p4] (6.25)
13

Da substitui¢do da Eq. (6.25) na Eq. (6.22), o sistema formado pelas Egs. (6.22),
(6.23) e (6.24) fica:

H,.G H,,G H,,G H,.G
|:H21_ 11 23}ul+|:H22_ 12 23j|u2 +|:H24— 14 23j|u4 :|:GZA_ 23 l4:|p4 (6-26)
Gis Gz Gy3 Gis
H3quy + Hgouy + Haguy =Ggipy +Gsap, (6.27)
HqUp + HyoUy + Hyguy =Gyppy +Ganpy (6.28)

Onde o sistema formado pelas Eqs (6.26), (6.27) e (6.28) na forma matricial é:

o 0y ag ||U 0 0 Biim;m
Hsy Hsp Hag QU p=[Gsp Gz 0 [y p; (6-30)
Hy Hgpp Hyglug Gs1 Gap 0Py
Onde

H11623:| { H23G14}
a=|Hjy - Pr1=|Gos—

{ Gy3 Gis

o P

13
a3:|:H _H14GZS:|

Gis
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Aplicando um procedimento analogo ao anterior na Eq. (6.11), com a condicéo

4, =0, obtém-se :

Hyol, + Higlly + Higly = Grafs +Gra Py (6.31)
Haatly +Hal + Hygly = GyaPy +Gpyby (6.32)
|:|3202 + |'A|3303 + |'A|3404 =GPy +Gg, P, (6.33)
|'A|4202 + |:'4303 + |'A|44lj4 =Gy1P +GyoP; (6.34)

Isolando-se p, na Eq. (6.33), tem-se:

. I S O N S
Py = G Hgoly + Hgglis + Hgyly —Gszpz] (6.35)
31

Substituindo-se a Eq. (6.35) na Eq. (6.34), o sistema formado pelas Egs. (6.31),
(6.32) e (6.34) fica:

~ HaGu . v HaGule | HaGur |l |2 GaGuy |
{Hu _M}Uz J{Hu _M:lua +|:H44 —#}u = {642 _ﬂ:l P2 (6.36)
Ga1 Gis Gy Gis
Hyol, +Hygls +Hygly =Gi5P3 +GaPy (6.37)
Haaly + Haglls + Hogly = Gy3Ps +Goy Py (6.38)

De forma que o sistema formado pelas Egs. (6.36), (6.37) e (6.38), na forma

matricial fica:

& @ a4y () [/ O 0[P,
H12 l:I13 |:'14 lj3 =10 Gl3 Gl4 ﬁs (6-39)

H22 H23 H24 l:1\4 0 G23 GZ4 ﬁ3
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N 32941 _ 32541
Q= | Hyp——% ) BL=|Gy
31| 13

o .. HaGa
Oy =] Fys 2

i Gi3
~ H34G41
Q3 =| Fyq A

i Gis

Finalmente, para montar a matriz de influéncia das incognitas impde-se condi¢des

de compatibilidade de rotac@es na interface das barras u, =0, e equacdes de equilibrio

€ P+ P> =0 nas £q.(6.30) e Eq. (6.39), resultando em:

o oy o 0 0 0 -4y 0 0 0 O 0 0 Offp
Hy Hg Hyy O 0 0 0 [luy| [Gy Gy O 0O 0 0 Oflp,
Hy Hip Hgy O 00 00 0 f{ug| |Gy Ggp O O 0 0 0f0
0 H, 0 Hjz; H, 0 0 [i;t=[ 0 0 0 Gy Gy, 0 0fip, (6.40)
0 Hy,y, 0 Hy Hy 0 0 |ld, 0 0 0 Gy G, 0 0]lp,
0 & 0 & a -B 0 ||p, 0 0 0 0 0 0 0ffo
0o 0 0 0 0 1 1]p) O 0 0 0 o0 00O

6.5. RESOLUCAO DO SISTEMA ALGEBRICO

Dependendo do tipo de problema a ser analisado, duas estratégias de solucéo
podem ser aplicadas na Eq. (6.4). Se o interesse é a determinacdo dos campos de
deslocamento, esfor¢os na viga fora da situacdo de instabilidade estatica ou dinamica,
entdo basta aplicar um método de solucdo de sistema tais como: eliminagdo de Gauss.
Nesse caso € necessario a construcdo tanto da matriz [R] quanto do vetor independente
{p’}. Por outro lado, se o interesse for a determinacdo dos campos que causam
instabilidade no sistema(cargas de flambagem, frequéncias naturais) apenas o
comportamento do determinante da matriz [R] requer que seja investigado, dispensando a
formacdo do vetor independente. Mais especificamente, as instabilidades serdo
caracterizadas quando o determinante de [R] for nulo. Convém notar que essa matriz [R] é

dependente das cargas axiais e/ou das frequéncias que a estrutura é excitada, de forma que
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é necessario utilizar um algoritmo para encontrar quais os valores desses campos que
tornam o determinante de [R] nulo. Existem varios algoritmos disponiveis na literatura
para esse fim. Um deles é o método da posicao falsa HAMIMID et al. (2010), que procura
iterativamente em um dado intervalo de valores previamente informados, se ha algum
ponto em que o determinante muda de sinal. Se houver, esse caracteriza o determinante de
[R] nulo. Além disso, uma outra maneira de se fazer a investigacdo do determinante é por
varredura, onde estabelece-se um ponto de partida para carga ou frequéncia, um acréscimo
desses campos e 0 numero de iteracbes e monitora-se o valor do determinante para cada
iteragéo.

Convém notar, que o método da posicao falsa é mais eficaz que o da varredura, j&
gue ndo se tem um acréscimo previamente estabelecido. No entanto, nos casos em que 0
determinante for estritamente positivo ou estritamente negativo o método da posicdo falsa
falhara, ja que ndo encontrard mudangas de sinais no intervalo analisado. Nesse caso, 0

método da varredura é recomendado.

111



CAPITULO 7

EXEMPLOS NUMERICOS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados das analises estaticas e dindmicas de

vigas submetidas a carregamentos axiais. Para os céalculos usados no desenvolvimento dos

exemplos foram usados o fator de forma « = %, exceto nos casos devidamente informados.

EXEMPLO 1: Cargas criticas de vigas com diversas condi¢cdes de contorno

Seja uma viga de segéo retangular de comprimento 10m, largura 0,12m e altura
1m. As propriedades do material utilizadas sdo: E=13Pa; G=5Pa e v =0,3. Nas Tabs. 7 e
7.1 sdo mostradas respectivamente as cinco primeiras cargas criticas de flambagem para
vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko para diferentes condi¢cdes de contorno. Os
resultados obtidos com o MEC sdo comparados com as solucdes analiticas exibidas na
Tab. 7.2 em funcdo do modo de flambagem (n). As representacdes das condicOes de
contorno sdo mostradas nas tabelas como Engastado-Engastado(E-E), Engastado-Livre(E-

L), Engastado-Deslizante (E-D) e Apoiado —Apoiado(A-A)

Tabela 7 - Cargas criticas de flambagem P, (102 N)

n Euler-Bernoulli L/h=10
E-E E-L E-D A-A
Exato MEC Exato MEC Exato MEC Exato MEC

1]5,1321 |5,1321 0,3207 | 0,3207 | 1,2830 1,2830 1,2830 | 1,2830
2| 20,5287 | 20,5287 2,8868 2,8868 | 11,5474 | 11,5474 |5,1321 |5,1321
3| 46,1897 | 46,1897 8,0190 8,0190 | 32,0762 | 32,0762 | 11,5474 | 11,5474
41821151 |82,1151 | 15,7173 | 15,7173 | 62,8693 | 62,8693 | 20,5287 | 20,5287
5| 128,3048 | 128,3048 | 25,9817 | 25,9817 | 103,9269 | 103,9269 | 32,0762 | 32,0762
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Tabela 7.1 Cargas criticas de flambagem P, (102 N)

n Timoshenko L/h=10
E-E E-L E-D A-A
Exato MEC Exato MEC Exato MEC Exato MEC
1 14,6542 |4,6542 0,3187 |0,3187 1,2509 1,2509 1,25093 | 1,2509
2 | 14,5517 | 14,5517 | 2,7292 |2,7292 9,3802 9,3802 4,65427 | 4,6542
3 | 24,0050 | 24,0050 |6,9103 |6,9103 19,5374 | 19,5374 | 9,38022 | 9,3802
4 |31,0693 | 31,0693 |11,957 | 11,9571 |27,8443 |27,8443 | 14,55178 | 14,551
5135,9687 | 359687 | 17,095 |17,0950 | 33,7494 |33,7494 | 19,5374 | 19,537
Tabela 7.2 Solucdes analiticas de cargas criticas em funcdo do modo de flambagem
E-L A-A E-E E-D
Euler 72El(2n -1 72Eln? 47°Eln? 72El(2n -1
42 L2 L2 L2
7?(2n-1)? 7°n? 47°n? 7% (2n-1)?
Timo iLZ 1 - 2 1 IZ;Z ;_2
é 4L72[/<GA (2n-2) El ﬁ 2 [EEe " é L;/rcGA (2=

Convém notar que hd boa concordancia entre as respostas do MEC e a exata

conforme indicado nas Tabs. 7e 7.1.

EXEMPLO 2: Parametros de Cargas criticas em vigas em balanco e em func¢éo da razéo
L/h

Neste exemplo sdo comparados parametros de cargas criticas de flambagem de
Euler-Bernoulli com os de Timoshenko para vigas em balan¢o. Os resultados sdo dados em
funcdo de um pardmetro de flambagem B e as repostas do MEC s&o comparados com as
solugdes analiticas YOKOYAMA(1988) exibidas na Tab. 7.3. O parametro B é dado na
Eq. (7.1).
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Tabela 7.3 Pardmetro de carga critica de flambagem (B)

n 2 5 10 15 | Euler
Exato 2,463 2,466 2,467 2,467
' MEC 2,462 2,466 2,467 2,467
Exato | 21,819 22,108 22,163 22,206
’ MEC | 21,821 22,108 22,163 22,206
3 | Exato | 58,784 | 60,933 | 61,349 61,685
MEC | 58,784 | 60,933 61,349 61,685
4 | Exato | 110,240 | 118,048 | 119,617 | 120,902
MEC | 110,239 | 118,048 | 119,617 | 120,902
5 | Exato | 172,309 | 192,178 | 196,371 | 199,859
MEC | 172,309 | 192,177 | 196,370 | 199,859

B= PCI’iI L2

g (7.1)

(7.2)

>

Convém notar que para relagdes menores da relacdo vao-altura, hd& uma maior
diferenga entre 0 modelo de Timoshenko e Euler. Isso implica numa influéncia direta da
deformacdo do cortante na carga critica. Além disso, pode-se notar que 4 =15 as diferencas
entre 0os modelos ndo sdo expressivas. Usualmente em vigas submetidas a flexdo, 1=15a
influéncia por deformacdo por cortante ja seria desprezivel, configurando um caso de barra
longa. No caso do estudo da estabilidade esse conceito de barra longa fica vinculado

também ao nimero do modo de flambagem.

EXEMPLO 3: Viga de Euler com apoios elasticos rotacionais nas extremidades

Seja uma viga de comprimento L, altura h e area A. As propriedades do material
sdo: modulo de elasticidade E, modo de elasticidade transversal G e Coeficiente de Poisson
V. Na Tab. 7.4, os parametros B calculados pelo MEC sdo comparados com os do método
DQM(Método da Quadratura Diferencial) desenvolvido por TAHA e ESSAM (2013).
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Os valores das constantes das molas deste exemplo variam para os valores exibidos na

Tab. 7.4. Kz € Ky, Que sdo os parametros de constante de mola a rotacdo nas

extremidades direita e esquerda, respectivamente, calculados de acordo com as Egs. (7.3),
(7.4) e exibidos na Fig.7.0.

Figura. 7.0- Viga com apoios rigidos e elasticos

Tabela 7.4 Pardmetros de cargas criticas de flambagem (B)

Kgr =0 Krg =10 Krg =100
KRL
DQM MEC DQM MEC DQM MEC
0 3,1413 | 3,14159 | 4,1319 | 4,13235 | 4,4504 | 4,44938
1 3,4053 | 3,40561 | 4,4226 | 4,42281 | 4,7476 | 4,74804
10 | 4,1319 | 4,13235 | 5,3071 | 5,30732 | 5,7044 | 5,70503
100 | 4,4504 | 4,44938 | 5,7044 | 5,70503 | 6,1578 | 6,16014
Onde
kL
“m =g
KRL_ El
Sendo:

k., k, constante de mola rotacional a esquerda e direita.

(7.3)

(7.4)

Na Tab. 7.4 pode-se observar um bom desempenho do MEC frente ao DQM, que

€ uma solucdo analitica expressa em uma série. No exemplo em questéo,
ESSAM (2013) usaram 15 termos.

TAHA e
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EXEMPLO 4: Pardmetros de cargas criticas de flambagem para vigas de Euler-Bernoulli

com apoios rigidos e elasticos entre as exremidades com diversas condi¢des de contorno.

Considera-se uma coluna de rigidez a flexdo EI, comprimento L e apoio

intermediério em x=aL . Representado por uma vinculagdo eléstica ¢, Fig.7.1a, ou uma

vinculacdo rigida Fig. 7.1b. A coluna é carregada na sua extremidade superior por uma

forca P. Na Tab. 7.5 sdo apresentadas os resultados exatos WANG et al.(2000) e os do

MEC para os parametros de flambagem com apoio intermediario elastico e na Tab. 7.6

0s apoios intermediarios considerados séo rigidos.

(@)

"z—)z

(b)

Figura. 7.1- Coluna em balanco com apoio no dominio: (a)apoio elastico (b) apoio rigido.

Tabela 7.5 Parametros (/B ) para vigas de Euler com apoio elastico

E-L AA E-A E-E
Exato | 20373 | 42258 | 51490 | 2,0312
2700 MEC | 20372 | 42258 | 51489 | 2,0311
Exato | 37616 | 32582 | 46196 | 3,0889
2709 MEC | 37616 | 32581 | 46196 | 3,0897
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Tabela 7.6 Parametros de cargas de flambagem para vigas de Euler com

apoios rigidos.

E-L A-A E-A E-E
Exato 2,5031 6,2832 7,1497 2,3311
270 MEC 2,5031 6,2831 7,1497 2,3310
Exato 4,1515 4,8192 6,7286 3,1043
=00 MEC 4,1515 4,8192 6,7286 3,1043

A partir das Tabs. 7.5 e 7.5, pode-se notar que 0 MEC recupera com sucesso as
solucdes exatas.
EXEMPLO 5: Cargas criticas para viga simplesmente apoiada sobre base elastica de
Winkiler.

Seja uma viga retangular de comprimento 8m, altura 1m e com a rigidez a flexao
EI=3166,666 Nm?. Considera-se ainda a viga sobre a base elastica de Winkler, tal que os
valores das constantes da base adotadas neste exemplo sdo: K; =10N/m e K; =30N/m e
K, =0. Nas Tabs. 7.7 e 7.8 sdo apresentadas os resultados analiticos e do MEC para as
cinco primeiras cargas criticas de flambagem para a condi¢do de contorno(Apoiado-
Apoiado). As solucbes analiticas dadas em KARNOVSKY e LEBED (2000) e indicadas

nas Eqs(7.5) e (7.6), para os modelos de Euler e Timoshenko, respectivamente.

2_2 2
n“z°El  K,L
Perit ==z n217,2 +K, (7.5)
7z2n?
T, 2
L2 K, L
PCI’it = 1 72_2 + nzlﬂ_z + K2 (7'6)
4+ 7 n?
El  L24xGA
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Tabela 7.7 Cargas criticas P, (10 N) para viga de Euler-Bernoulli na base Winkler

Euler-Bernoulli 1=8, K, =0

n Exato MEC

K, =10 K, =30 K, =10 K, =30
1 553,1854 682,8765 553,1853 682,8764
2 1969,5706 | 2001,9934 1969,5705 | 2001,9933
3 4402,2633 | 4416,6734 4402,2632 | 4416,6733
4 7817,4897 | 7825,5954 7817,4896 | 7825,5953
5 12211,0888 | 12216,2765 | 12211,0888 | 12216,2764

Tabela 7.8 Cargas criticas P, (10?N) para viga de Timoshenko na base Winkler

Timoshenko 1=8, K, =0

n Exato MEC

K, =10 K, =30 K, =10 K, =30
1 538,5744 | 668,2655 538,5743 668,2654
2 1755,0500 | 1787,4728 1755,0500 | 1787,4727
3 3447,3412 | 3461,7514 3447,3412 | 3461,7513
4 5235,7504 | 5243,8561 5235,7504 | 5243,8560
5 6895,9094 | 6901,0970 6895,9093 | 6901,0970

Bons resultados foram obtidos para o MEC frente as respostas analiticas
conforme indicado nas Tabs. 7.7 e 7.8. Além disso, os resultados sugerem que para os dois
valores de constantes de mola utilizadas na base de Winkler, os modos mais baixos foram

0s que sofreram alteracfes mais expressivas.
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EXEMPLO 6: Parametros de cargas criticas de flambagem em func¢&o de L/h, em vigas na
base de Pasternak para a condigéo de contorno(A-A).

Neste exemplo é estudada a influéncia da relacdo 4 :% para vigas apoiadas em

base elastica de Pasternak. Além disso, a viga possui Comprimento L, mddulo de
elasticidade E, modulo de elasticidade transversal G e coeficientes de base eléstica K, e
K,. Nas Tabs. 7.9a, 7.9b séo apresentadas os valores dos Parametros de cargas criticas de
flambagem para vigas de Timoshenko na base elastica de Pasternak em comparacdo com
as de Euler-Bernoulli. Convém notar que os resultados exatos dos modelos de Euler-
Bernoulli e Timoshenko séo dados respectivamente pelas Egs. (7.5) e (7.6). Nas Tab. 7.9a,
7.9b os rotulos 5T e 5E denotam 1=5 nos modelos de Timoshenko e Euler,

respectivamente.

Tabela 7.9a Parametros de Cargas criticas de flambagem(B)

em funcéo de L/h para viga na base Pasternak( K, =01K,, K, =10).

n A 5T 5E 10T 10E 15T 15E
Exato | 9,355 | 10,077 | 12,910 | 13,100 | 26,052 | 26,138
! MEC | 9,355 | 10,077 | 12,910 | 13,100 | 26,055 | 26,138
Exato | 30,060 | 39,536 | 37,420 | 40,309 | 42,260 | 43,599
? MEC | 30,060 | 39,536 | 37,420 | 40,309 | 42,260 | 43,599
Exato | 51,956 | 88,856 | 75,813 | 89,213 | 84,197 | 90,697
° MEC | 51,956 | 88,856 | 75,813 | 89,213 | 84,197 | 90,697
Exato | 69,791 | 157,934 | 120,242 | 158,145 | 139,559 | 158,997
) MEC | 69,791 | 157,934 | 120,242 | 158,145 | 139,559 | 158,997
Exato | 82,983 | 246,756 | 165,371 | 246,899 | 203,077 | 247,459
° MEC | 82,983 | 246,756 | 165,371 | 246,899 | 203,076 | 247,459
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Tabela 7.9b Pardmetros de Cargas criticas de flambagem(B)

em funcéo de L/h para viga na base Pasternak( K, =0,1K,, K, =30).

n A 5T 5E 10T 10E 15T 15E
Exato | 9,771 | 10,493 | 19,372 | 19,563 | 50,501 | 51,840
! MEC | 9,771 | 10,493 | 19,383 | 19,563 | 50,501 | 51,840
Exato | 30,176 | 39,652 | 39,083 | 41972 |58591 | 58,676
? MEC | 30,176 | 39,652 | 39,083 | 41,972 |58591 | 58,676
Exato | 52,017 | 88,916 | 76,587 | 89,987 | 87,938 | 94,439
° MEC | 52,017 | 88,916 | 76,588 | 89,987 | 87,938 | 94,438
Exato | 69,832 | 157,974 | 120,705 | 158,608 | 141,726 | 161,164
) MEC | 69,832 | 157,974 | 120,705 | 158,608 | 141,726 | 161,163
Exato | 83,015 | 246,787 | 165,690 | 247,218 | 204,515 | 248,897
° MEC | 83,015 | 246,787 | 165,690 | 247,218 | 204,514 | 248,897

Os resultados nas Tabs. 7.9a e 7.9b, indicam uma boa concordancia entre 0s
resultados do MEC e as solucgdes analiticas. Além disso, diferengas mais acentuadas entre
0s modelos podem ser notadas nos casos de vigas mais curtas(baixa relacdo vao/altura),
principalmente nos modos mais altos. Os valores das constantes elasticas da base de

Pasternak utilizados influiram de forma mais acentuada nos primeiros modos.

EXEMPLO 7: Frequéncias naturais em vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko

submetidas a uma carga axial P.

Seja uma viga de sec¢do retangular de comprimento 30m, largura 0,10m, altura 1m
densidade p=3960kg/m? e com a rigidez & flexdo E1=3166,666 Nm?. Nas Tabs. 7.10 e
7.11 sdo mostradas respectivamente as cinco primeiras frequéncias naturais para vigas de
Euler-Bernoulli e Timoshenko com a condi¢do de contorno Apoiado-Apoiado(A-A). Os
resultados obtidos com o MEC sdo comparados com as solugdes analiticas para Euler e
Timoshenko exibidas nas Eqgs. (7.7) e (7.8) respectivamente, as quais sdo dadas por
KARNOVSKY et al. (2000).
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Tabela 7.10 Frequéncias naturais (rad/s) em vigas de Euler —Bernoulli sob carga axial P.

n Euler-Bernoulli P=10 N
Exato MEC

1 0,0261 0,0261

2 0,1194 0,1191
3 0,2745 0,2745
4 0,4916 0,4917
5 0,7707 0,7707

Tabela 7.11 Frequéncias naturais(rad/s) em vigas Timoshenko sob carga axial P

wy =

L2 | pA

n2z2 [El \/1_ (P—K,)L?
EIn?z?2

/ 4r’B
o, = KGA2 Bl + Bl2 _g
2pAr KGA

Onde:

Elu? +r?K
+M+r2(

Bl =1
xGA

2
B, = K| 1+ 4 [ f1- P
KGA

xGA

n Timoshenko P =10 N
Exato MEC
1 0,0082 0,0082
2 0,0377 0,0377
3 0,0867 0,0867
4 0,1550 0,1551
5 0,2427 0,2420
K,L*
7.7
Ein*z* (7.7
(7.8)

1———
xGA

)ﬂz , r=

jEw“ +(K, —P)u?, H=

>1=

|—|§

Pode-se notar que nas Tabs. 7.10 e 7.11, a resposta do MEC recupera com sucesso

as solugdes analiticas.
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EXEMPLO 8: Frequéncias naturais para vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko sobre

base elastica de Winkler submetidas a carga axial P.

Neste exemplo é considerada uma viga de comprimento 30m, largura 0,10m,

altura 1m, densidade p =3960kg /m? e com a rigidez a flexdo E1=3166,666 Nm?>. Nas Tabs.

7.12 e 7.13 sdo mostradas respectivamente as cinco primeiras frequencias naturais para

vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko axialmente carregadas com a condi¢do de contorno

Apoiado -Apoiado. Os resultados obtidos com o0 MEC s&o comparados com as solugdes

analiticas para Euler e Timoshenko exibidas nas Eqgs. (7.7) e (7.8).

Tabela 7.12 Frequéncias naturais (rad/s) em vigas de Euler -Bernoulli sobre base elastica

de Winkler
n Euler-Bernoulli P=10N
Exato MEC
K, =10 N/m K, =30 N/m K, =10 N/m K, =30 N/m

1 0,1611 0,2765 0,1611 0,2764
2 0,1988 0,3001 0,1988 0,3000
3 0,3173 0,3888 0,3172 0,3887
4 0,5167 0,5635 0,5167 0,5634
5 0,7870 0,8185 0,7869 0,8184

Tabela 7.13 Frequéncias naturais (rad/s) em vigas de Timoshenko sobre elastica de

Winkler
n Timoshenko P=10N
Exato MEC
K; =10N/m K; =30 N/m K; =10 N/m K; =30 N/m

1 0,0509 0,0874 0,0509 0,0874
2 0,0629 0,0949 0,0628 0,0948
3 0,1002 0,1228 0,1002 0,1228
4 0,1630 0,1778 0,1630 0,1778
5 0,2479 0,2579 0,2479 0,2578
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Pode-se notar boa convergéncia da solugcdo numérica com a analitica. A partir das

Tabs. 7.12 e 7.13, verifica-se diferencas consideraveis entre os modelos de Euler e

Timoshenko apesar do 4=30.

EXEMPLO 9: Frequéncias naturais para vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko sobre

base elastica de Pasternak.

Para o exemplo em questdo, é admitida a vida de comprimento 30m, largura

0,10m e altura 1m, densidade p=3960kg/m? e rigidez & flexdo EI=3166,666 Nm?. Nas

Tabs. 7.14 e 7.15 s&o mostradas respectivamente as cinco primeiras frequéncias naturais

para vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko axialmente carregadas com a condicdo de

contorno (A-A). Os resultados obtidos com o MEC, tais quais os exemplos 7 e 8, sdo

comparados com as solucdes analiticas exibidas nas Egs. (7.7) e (7.8).

Tabela 7.14 Frequéncias naturais (rad/s) em vigas de Euler sobre base de Pasternak

n Euler-Bernoulli P=10N, K, =K,
Exato MEC
K; =10N/m K; =30 N/m K; =10 N/m K; =30 N/m

1 0,1619 0,2780 0,1619 0,2779
2 0,2016 0,3055 0,2015 0,3055
3 0,3212 0,3983 0,3211 0,3982
4 0,5210 0,5752 0,5210 0,5751
5 0,7914 0,8310 0,7913 0,8310

Tabela 7.15 Frequéncias naturais (rad/s) em vigas de Timoshenko sobre base de Pasternak

n Timoshenko P=10N, K, =K,
Exato MEC
K, =10 N/m K, =30 N/m K, =10 N/m K, =30 N/m

1 0,0512 0,0879 0,0511 0,0879
2 0,0637 0,0966 0,0637 0,0965
3 0,1014 0,1258 0,1014 0,1258
4 0,1644 0,1815 0,1643 0,1815
5 0,2493 0,2619 0,2493 0,2618
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De acordo com os resultados apresentados nas Tabs. 7.14 e 7.15, os resultados
analiticos e numéricos estdo em boa concordancia. No modelo de Timoshenko, as

frequéncia naturais deram valores menores, mesmo para uma esbeltez de 1=30.

EXEMPLO 10: Parametros de cargas criticas de flambagem(+/B ) para vigas uniformes de

Euler-Bernoulli com carga no dominio em vérias condi¢Ges de contorno.

Considere uma viga de comprimento L, altura h, comprimento intermediério sL e

flexdo a rigidez El. Na Tab. 7.16 sdo exibidos os primeiros modos dos parametros de
flambagem(+/B ) para vigas de Euler-Bernoulli, submetidas a cargas axiais adicionais P,

no dominio posicionadas em s, com diversas condi¢des de contorno como visto nas Figs.

. . . A P, +P .
7.2 e 7.3. As cargas axiais se relacionam segundo o parametro m =% e as solucdes
1

exatas sdo dadas por TAHA e ESSAM (2013).

Tabela 7.16 Parametros de cargas criticas de flambagem em vigas de Euler-Bernoulli(v/B)
com varias condi¢fes de contorno.

$s=0,3 s=0,5

" Exata MEC Exata MEC
4 1,01112 1,011105 1,23095 1,230951
C-F 2 1,30081 1,300809 1,43779 1,437778
1,33 1,46498 1,464968 1,52425 1,524706
4 1,89495 1,894948 1,96601 1,966010
A-A 2 2,50864 2,508634 2,55657 2,556564
1,33 2,88509 2,885083 2,90675 2,908864
4 2,94442 2,944421 3,01150 3,011490
C-A 2 3,76424 3,764238 3,80247 3,802467
1,33 4,21207 4,212070 4,22846 4,230924
4 3,54153 3,541518 3,93102 3,931019
C-C 2 4,82979 4,829783 5,11300 5,112997
1,33 5,67979 5,679796 5,81351 5,813500
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Figura 7.3 condigdes de contorno: (a) A-C, (b) C-A

125



EXEMPLO 11: Parametros de cargas criticas de flambagem(+/B ) para vigas escalonadas

de Euler-Bernoulli com vérias condi¢Bes de contorno.

Considere uma viga escalonada de comprimento L, cujo primeiro trecho é

limitado por sL e possuindo rigidez a flexdo E;l,. J& 0 segundo trecho possui rigidez a

flexdo E,lI,.

S0 apresentadas na Tab. 7.17 os pardmetros de cargas criticas de

flambagem(+/B) em vigas de Euler-Bernoulli submetidas a cargas axiais adicionais no

dominio. Além disso, de acordo com as Fig. 7.4 e 7.5, sdo considerados 0s casos de

mudanca abrupta da segéo transversal e descontinuidade da for¢ca normal em diversos casos

de condicgdes de contorno. As rigidezes a flexdo de cada trecho relacionam-se através do

. E
pardmetro N =

e as soluges exatas séo dadas por TAHA e ESSAM (2013).

Tabela 7.17 Parametros de cargas criticas de flambagem em vigas de Euler-Bernoulli(vB)

s=0,3 s=0,5
n m

Exata MEC Exata MEC
4 1,42537 1,42536 1,68681 1,686798

2 1,82208 1,82208 1,91063 1,90632
“F ? 1,33 2,03862 2,038616 1,99225 1,992663
1 2,17345 2,146405 2,03334 2,033332
4 2,60062 2,600618 2,35390 2,353902
2 3,37891 3,378904 2,99339 2,993386
AA ? 1,33 3,82251 3,825118 3,35033 3,352422
1 4,10715 4,107148 3,57986 3,579859
4 3,913770 3,9130765 3,517460 3,517462
2 4,830420 4,830422 4,348370 4,348367
A ? 1,33 5,289040 5,291623 4,768080 4,768078
1 5,563920 5,563923 5,018280 5,018274
4 4,79301 4,793009 4,71153 4,711527
2 6,44874 6,448734 5,99937 5,999371
«c ? 1,33 7,45760 7,457602 6,72061 6,720608
1 8,11453 8,114529 7,18459 7,184585
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EXEMPLO 12: Parametros de frequéncias (Q) para vigas de Euler-Bernoulli sob carga

axial parcialmente apoiadas em base elastica de Winkler

No exemplo em questdo é considerada uma viga de comprimento L, altura h,

rigidez a flexdo El e comprimento intermedidrio oL. Na Tab. 7.18 sdo mostrados 0s

pardmetros do primeiro modo de frequéncia de vigas de Euler-Bernoulli com vérias

condigdes de contorno. Além disso, considera-se que a viga seja ndo homogénea, sofra

mudanca abrupta na secdo transversal e uma das sub-regides encontra-se apoiada sobre a

base elastica de Winkler como mostrado na Fig 7.6. Os resultados obtidos no MEC sao
comparados com os apresentados por KARNOVSKY IGOR e LEBED( 2000). Os

parametros utilizados na Tab. 7.18 s&o dados por:

2. 4
L

o= [2Lroh oy
EOIO

25E, 1,

L4

PL?
2= El, =0512E,l,,

El

P1A =08p,A

Tabela 7.18 parametros de frequéncias(Q ) de vigas submetidas a cargas axiais(P)

p’ A-A Cc-C A-C C-A
s=0,5 s=0,5 s=05 s=05
Exato MEC Exato MEC Exato MEC Exato MEC
2 7,9717 |7,9715 | 19,3454 | 19,3451 | 13,1513 | 13,1513 | 13,0287 | 13,0285
3 7,2219 |7,2217 | 18,9705 | 18,9705 | 12,6840 | 12,6838 | 12,4577 | 12,4575
5 54119 |54117 |18,1941 | 18,1939 | 11,6917 | 11,6915 | 11,2168 | 11,2166
10 - 16,0647 | 16,0644 | 8,7171 |8,7170 |7,1072 |7,1072
20 - 10,3917 | 10,3917 - -
25 - 5,5051 | 5,5050 - -
X X
Lopodohe  gip, 41
P—> | <P
Xk g

Figura 7.6 Viga ndo homogénea com mudanca abrupta na secao transversal

<_U[1_L_,‘

L

i
-
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EXEMPLO 13: Parametros de frequéncias(Q ) para vigas de Euler-Bernoulli axialmente

carregadas(P) sobre base elastica de Winkler.

Neste problema ¢é adotada uma viga de comprimento L, altura h, rigidez a flex&@o

El e comprimento intermediério «L. Na Tab. 7.19 sdo apresentados os parametros para o

primeiro modo de frequéncia para vigas de Euler-Bernoulli com vérias condi¢Bes de

contorno. Também considera-se que a viga seja hdo homogénea, sofra mudanca abrupta

na secdo transversal e suas duas sub-regides encontram-se apoiada sobre a base elastica de

Winkler como mostrado na Fig 7.7. Os resultados obtidos no MEC sdo comparados com 0s

apresentados por KARNOVSKY IGOR e LEBED( 2000) tais quais 0 exemplo 12.

Tabela 7.19 parametros de frequéncias de cargas criticas de flambagem(Q)

p’ A-A c-C A-C C-A
Exato MEC Exato MEC Exato MEC Exato MEC
2 8,8187 |8,9187 | 19,7650 | 19,7649 | 13,5689 | 13,5689 | 13,8146 | 13,8146
3 8,2607 |8,2609 | 19,3993 | 19,3992 | 13,1159 | 13,1157 | 13,2818 | 13,2818
5 6,7499 |6,7498 | 18,6430 | 18,6430 | 12,1576 | 12,1574 | 12,1355 | 12,1354
10 - - 16,5784 | 16,5784 | 9,3279 |9,3277 |8,5241 |8,5241
20 - - 11,1956 | 11,1953 - - - -
25 - - 6,9393 | 6,9302 - - - -
X X
Lo po Adoly Evpy A1 i
P—P' | <P
>I< k{] klzkg I

« oL ,

I

&
_

S_X_

Figura 7.7 Viga ndo homogénea, com mudanca abrupta na se¢éo transversal sobre base

elastica de Winkler.
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CONCLUSAO

Neste trabalho foi estabelecida uma abordagem dos elementos de contorno para
problemas de estabilidade estatica e dinAmica de vigas utilizando-se os modelos de Euler-
Bernoulli e Timoshenko. As principais contribui¢Bes originais para 0 MEC no modelo de
vigas de Euler apoiadas ou ndo base elastica ficaram a nivel de solucdes fundamentais
estaticas e dindmicas mais simples que as até entdo disponiveis na literatura. Ja para o
modelo de viga de Timoshenko apoiadas ou ndo em base eléstica, as contribuicdes
originais para o MEC foram mais amplas desde o estabelecimento das proprias equacfes
integrais, passando pelas solugdes fundamentais, até as representacdes algébricas. Apoios
elasticos no contorno e descontinuidades no dominio (devido a cargas axiais, mudanca
abrupta de secdo transversal e apoios intermediarios rigidos ou elasticos) também foram
abordados. Os resultados sugerem a um bom desempenho e elegancia da formulacao

apresentada aqui.
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SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

O assunto de solucdes do MEC para estabilidade estatica e dinamica de vigas esta
longe de estar finalizado.  Alguns desdobramentos imediatos que poderiam ser
investigados seriam aqueles a nivel de modelos para viga quanto para as bases eléstica, por

exemplo:

a) Utilizacdo de modelos de bases elasticas com trés parametros tais como as bases de
Kerr e Vlasov;

b) Utilizacdo de modelos de vigas com deformacdo por cortante de alta ordem;

c) Utilizacdo de modelos para vigas compostas de materiais compositos laminados e

materiais funcionalmente graduados.
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