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RESUMO

A secagem é um dos processos comerciais mais usados na conservacdo de produtos
agropecudrios, cujo objetivo maximo é a manutengdo de suas qualidades. Por outro lado,
para o dimensionamento e controle 6timos dos processos € dos equipamentos € necessario
um claro entendimento dos fendmenos envolvidos e das propriedades de transporte do
produto que estd sendo manuseado. Neste sentido, foram desenvolvidos dois modelos
matematicos, na configuracdo de uma placa plana infinita, com o objetivo de se estudar o
processo de secagem de alimentos. O primeiro modelo foi baseado na segunda lei de Fick,
para modelar o processo de transferéncia de massa, tratado através da Técnica da
Transformada Integral Classica (CITT). O segundo modelo foi desenvolvido para a anélise
da transferéncia simultdnea de calor e massa usando-se as equagdes de Luikov, onde as
distribuicdes de temperatura e teor de umidade no interior do alimento foram obtidas
segundo os formalismos inerentes a Técnica da Transformada Integral Generalizada
(GITT). Em ambos os modelos as propriedades termofisicas sdo consideradas constantes.
Os resultados obtidos nos dois modelos foram comparados e constatou-se que os mesmos
sdo capazes de descrever o processo de secagem de alimentos. Avaliou-se também a
influéncia dos parametros termofisicos referentes a transferéncia simultanea de calor e
massa. A exatidao dos cdlculos de um balanco de calor e massa depende da precisdo com
que se conhecem as propriedades do produto e, a escolha de dados confidveis dessas
propriedades € uma parcela importante para qualquer andlise cuidadosa de engenharia.
Desta forma, um problema inverso de estimacdo de parametros, para a transferéncia de
massa, foi resolvido através do algoritmo de minimizacdo de Levenberg-Marquardt. Os
resultados obtidos através da solu¢do do problema inverso para a difusividade efetiva de
massa sdo da mesma ordem de grandeza dos reportados na literatura.

Palavras chaves - secagem de alimentos, lei de Fick, Luikov, GIIT, método inverso.



ABSTRACT

Drying is one of the most widely used commercial processes for the preservation of
agricultural products, whose maximum objective is to maintain its qualities. On the other
hand, for the optimal design and control of processes and equipments it is necessary a clear
understanding of the involved phenomena and the transport properties of the product being
handled. In this sense two mathematical models were developed, in the configuration of an
infinite plane plate, with the aim of studying the process of drying food. The first model
was based on Fick's second law, to model the process of mass transfer, treated by the
Classical Integral Transform Technique (CITT). The second model was developed for the
analysis of the simultaneous heat and mass transfer using the equations of Luikov, where
the distributions of temperature and moisture content inside the food were obtained
following the formalism inherent to the Generalized Integral Transform Technique (GITT).
In both models, the thermophysical properties are considered constant. The results
obtained in the two models were compared and found that they are able to describe the
process of drying food. The influence of thermophysical parameters relating to the
simultaneous heat and mass transfer was also analyzed. The accuracy of the calculations of
a heat and mass balance depends on the precision as that is known the properties of the
product and the choice of reliable data for these properties is an important part to any
careful analysis engineering. Thus, an inverse problem of parameters estimation, for the
mass transfer, was solved through the Levenberg-Marquardt's minimization algorithm. The
results obtained through the solution of the inverse problem for the effective mass
diffusivity are the same order magnitude of those reported in the literature.

Key words - food drying, Fick law, Luikov, GITT, inverse method.
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@, (X,7) Distribui¢ao do teor de umidade adimensional do problema homogéneo
E)i Teor de umidade adimensional transformado

@, Autofuncdes do problema auxiliar do teor de umidade

X Coeficiente de sensibilidade (kg H,O /kg sélido seco)

X Coeficiente de sensibilidade reduzido, adimensional

Wi Autovalores do problema auxiliar da temperatura



INTRODUCAO

A relacdo da industria de alimentos com o segmento agropecudrio se caracteriza
pelo fato de que, ao estabelecer como um dos principais fatores de concorréncia a
diferenciacdo de produtos, exige do segmento agropecudrio a garantia de fornecimento de
matérias primas com determinadas especificacoes de qualidade em quantidades e custos
adequados a operagdo do setor industrial. A secagem € um dos processos mais usados na
conservagcdo de produtos agropecudrios e consiste na reducdo do teor de dgua até um
determinado nivel, no qual as concentragdes de acticares, sais € outros componentes sejam
suficientemente altas para reduzir a atividade de &dgua, impedindo o crescimento de
microrganismos responsaveis pela deterioracdo dos alimentos. A secagem de produtos com
elevado teor de umidade inicial apresenta diversas vantagens tais como: inibi¢do da agdo
de microrganismos, manuten¢do de constituintes minerais, reducdo de custos de transporte,
manuseio e estocagem; além disso, confere ao produto final caracteristicas sensoriais
préprias e preserva ao maximo o seu valor nutricional. Neste contexto, muitas pesquisas
sobre secagem de alimentos estdo sendo realizadas, despontando como excelente
alternativa para a reducao das perdas na agricultura.

Dependendo da intensidade e do efeito da secagem, pode-se ter a perda ou
inutilidade do produto para uma determinada funcao, seja ela alimenticia ou germinativa.
Assim, uma eficiente utilizacdo de energia no processo de secagem, € muito importante e
deve ser estudada cuidadosamente. Virias técnicas de secagem sao utilizadas por
pesquisadores para racionalizar o uso da energia na secagem de s6lido, bem como reduzir a
perda de qualidade produzida em varios produtos por aquecimento a altas temperaturas,
especialmente em produtos bioldgicos. Alguns métodos empregados para realizar a

secagem Sao:

v' Secagem natural, que, dependendo do tipo de produto, é dispersa, por exemplo, em
terrenos cimentados ou com tijolos;

v' Secagem artificial, que € realizada em secadores mecanicos, onde ar quente €
circulado, impulsionado por ventiladores, sobre o produto a ser secado. O ar pode
ser aquecido com géds proveniente da combustdo da madeira, da queima de

combustiveis fésseis ou ainda pela eletricidade.
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Com a crise energética e o aumento dos precos dos combustiveis, tém aumentado
consideravelmente os custos dos métodos convencionais, tal como a secagem mecanica,
exigindo a busca de outras metodologias para realizar a secagem. Um procedimento de
secagem, que combina secagem mecanica com secagem natural, ¢ usado no Brasil. O
mesmo consiste em combinar o aquecimento do ar em um coletor solar e a conveccao
forcada do ar, realizada por ventiladores, resultando em um emprego eficaz tanto da
energia solar assim como da convec¢do forgada. Este procedimento tem por finalidade
reduzir a mao-de-obra, as perdas do produto e contaminagdes. Ele apresenta pequeno custo
operacional, além da vantagem de a energia solar tratar-se de um recurso renovavel, de
captacao local e que nao contamina o produto alimenticio.

Comumente, nesse sistema de secagem se necessita somente um complemento de
energia elétrica para mover o ventilador que impulsiona o ar. Quando se obtém um produto
seco por este método, por exemplo, banana passa, o valor de comercializagdo do produto
no Brasil é aproximadamente 10 vezes o valor de compra do alimento in natura, o que
garante bom retorno para os investidores.

O Brasil dispde de um grande potencial de uso de energia solar em quase todo o
territério, notadamente na regido Nordeste. O Laboratério de Energia Solar da
Universidade Federal da Paraiba, LES/UFPB, é a entidade pioneira nos estudos sobre o
aproveitamento da energia solar no Brasil, com trabalhos de pesquisas e aplicacdes desde
1973.

Para melhorar a secagem € necessario ter um perfeito entendimento dos processos
fisicos envolvidos, e com este intuito, um vasto nimero de estudos tem sido conduzido
para analisar o processo de secagem: uns consideram as condi¢des externas do ar, tais
como temperatura, umidade relativa e velocidade, relacionadas a taxa de secagem do
solido, enquanto outros consideram as condi¢des internas do produto com énfase nos
mecanismos de movimento de umidade e seus efeitos sobre 0 mesmo. A utilizacdo de
modelos matematicos para simular a secagem de alimentos € uma das alternativas adotadas
para melhorar os programas, permitindo diminuir os custos, a energia, o tempo € os
defeitos da secagem.

O conhecimento dos mecanismos de movimento do teor de umidade no interior dos
materiais é de fundamental importancia e precede a tentativa de descrever a migragdo da
mesma no interior de um produto higroscépico. Devido a ndo-homogeneidade dos

produtos biolégicos e na tentativa de se aproximar do processo fisico real, vérias teorias de
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secagem foram propostas para descrever o transporte de umidade e calor em meios
capilares porosos. Dentre elas estd a teoria de difusdo, a qual apdia-se exclusivamente
sobre a lei de Fick, que expressa que o fluxo de massa por unidade de area € proporcional
ao gradiente de concentragdo de &4gua. Outra teoria estd baseada nos processos
termodinamicamente irreversiveis, desenvolvida pioneiramente por Luikov. Ele explicou
teoricamente, e provou experimentalmente, que a migracdo de umidade pode ser causada
por um gradiente de temperatura. O forte acoplamento presente nas equagdes de Luikov,
devido a transferéncia simultanea de calor e massa, as inclui dentre as equacoes de difusao
de calor e massa mais dificeis de serem resolvidas pelas técnicas de solug¢do até entdo
existentes.

Solu¢des de problemas envolvendo transferéncia de massa e transferéncia
simultanea de calor e massa em meios porosos sdo apresentadas na literatura através de
diversos métodos e técnicas tais como: Método de Diferencas Finitas, Métodos de
Elementos Finitos, Solugdes Analiticas, entre outros. Dentro deste contexto, técnicas de
solucdes hibridas analitico-numéricas t€ém sido desenvolvidas e utilizadas. Dentre estas
técnicas destacam-se a Técnica da Tansformada Integral Classica (CITT) e a Técnica da
Transformada Integral Generalizada (GITT). E vasta a literatura a respeito da CITT e
GITT, porém, a aplicagcdo destas técnicas em problemas de secagem de alimentos é ainda
escassa.

Adicionalmente a estimacdo ou identificacdo dos parametros desconhecidos que
intervém no modelo é uma das etapas que ndo pode ser dissociada na construcdo do
modelo matemadtico. Esta etapa tem como objetivo ajustar o modelo a0 mesmo tempo em
que avalia a aptidao de prever o comportamento do processo. A estimacdo dos pardmetros
pode ser feita através dos métodos diretos ou através dos métodos inversos. Esta segunda
aproximacao € mais ambiciosa porque tem como objetivos: estimar o maior nimero de
parametros a partir de uma simples experiéncia; combinar vérias experiéncias para estimar
0s mesmos parametros € determinar os limites de confianca.

Diante do acima exposto, este trabalho tem como objetivo desenvolver solugdes
para o problema de transferéncia de massa e/ou calor em alimentos. O modelo de difusao
serd uma primeira tentativa para descrever e quantificar a secagem de alimentos.
Posteriormente, serd desenvolvido o modelo que considera o transporte simultaneo de calor
e massa, o qual estd firmado nas equacdes de Luikov. Dois métodos de solucdo serdo

propostos: a Técnica da Transformada Integral Cléassica (GITT) para o problema de
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transferéncia de massa e a Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT) para o
problema de transferéncia simultanea de calor e massa.

Os seguintes objetivos s@o estabelecidos para o estudo:

Objetivo Geral:
Visando contribuir na predi¢do de secagem de alimentos, este trabalho tem como
objetivo geral investigar as transferéncias de massa e/ou calor durante este processo,

mediante a abordagem de dois modelos matemaéticos.

Objetivos Especificos:

(1) Modelar o problema direto de transferéncia de massa por meio da lei de Fick,
utilizando a Técnica da Transformada Integral Cléssica (CITT);

(i)  Modelar o problema direto de transferéncia simultanea de calor e massa,
baseada no sistema de equacdes de Luikov, aplicando a Técnica da
Transformada Integral Generalizada (GITT);

(i11))  Comparar os resultados obtidos pelos dois modelos matemaéticos;

(iv)  Realizar uma andlise da influéncia dos parametros adimensionais da formulacdo
de Luikov;

(v) Realizar uma anélise de sensibilidade dos parametros que intervém no modelo
matematico da transferéncia de massa;

(vi)  Resolver o problema inverso de estimativa de pardmetros, para a transferéncia

de massa, utilizando o método de Levenberg-Marquardt.



CAPITULO 1

O PROBLEMA DE SECAGEM

Neste capitulo é feita uma revisdo bibliogrdfica com o objetivo de situar o
problema a ser estudado, tanto do ponto de vista fisico, como do ponto de vista
matemdtico, em relacdo aos outros trabalhos existentes na literatura. Examinam-se as
principais contribuicoes encontradas na literatura voltadas para a descri¢cdo dos
processos fisicos que ocorrem em secagem de alimentos, assim como os métodos de

solucdo empregados.

1.1 - TEORIA E MODELAGEM DO PROCESSO DE SECAGEM

A técnica mais utilizada na producdo de produtos agricolas desidratados € a
secagem por ar quente, onde uma batelada do material a ser seco, usualmente na forma de
pequenos pedacos ou fatias, € submetida a uma corrente de ar quente paralela ou
perpendicular ao leito de sélidos (NICOLETTI, 2005).

Assim, observa-se que dois fendmenos ocorrem simultaneamente quando um sélido

umido € submetido a secagem convectiva:

v' Transferéncia de Energia (calor): O calor é transferido para a superficie e da
superficie para o interior do meio. A resisténcia a transferéncia de calor na
superficie é representada pelo coeficiente convectivo de calor, e a resisténcia a
condugdo do calor para o interior do meio, pela condutividade térmica do produto.

v’ Transferéncia de Massa (umidade): Dois aspectos importantes devem ser

considerados: o transporte da umidade no interior do sélido a ser seco até a
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superficie e a remog¢ao do vapor a partir da mesma, o qual é removido por meio de
um fluido secante externo, que € geralmente o ar de secagem. A resisténcia para a
evaporacdo da dgua depende do coeficiente convectivo de massa e da difusdao no

interior do produto (ARA(JJ 0, 2005, MELLADO, 2007).

Os fatores que governam a velocidade desses fendmenos de transferéncia
determinam a taxa de secagem. Estes fatores sdo: pressdo de vapor d’dgua do material e do
ar de secagem, temperatura e velocidade do ar de secagem, velocidade de difusdo da dgua
no material, espessura e superficie exposta para secagem, natureza fisica do sélido e seu
teor de umidade. Assim, o processo pode ser representado por trés fases distintas,

conforme apresentado na Fig.(1.1).

A A A
X dX/dt T
a) Evolugdo do
c teor de umidade;

b) Cinética de secagem,;

/ b c) Evolugido da
2 temperatura do produto.

0 ! 2

t
Figura 1.1: Evolug¢ao com o tempo (t), do teor de umidade do produto (X), de sua

temperatura (T) e da taxa de secagem (dX/dt), para ar com propriedades constantes.

1? Fase — Periodo de indugdo (regido 0): Adequacdo do produto as condi¢oes de

secagem: a elevacdo da temperatura causa um rapido aumento na taxa de secagem.

2" Fase - Periodo de taxa constante (regido 1): a velocidade de transferéncia de
massa no interior do soélido poroso € igual a velocidade de evaporacdo da 4gua na

superficie do mesmo.

3" Fase - Periodo de taxa decrescente (regido 2): a velocidade de transferéncia de
massa no interior do s6lido é menor que a taxa de evaporacdo na superficie; ocorre a

elevacao da temperatura do produto.
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Inicialmente, o produto € geralmente mais frio do que o ar, e a pressdo parcial de
vapor d’agua na superficie do produto € baixa, e, por conseqiiéncia, a transferéncia de
massa e a velocidade de secagem também o sdo. O calor, chegando em excesso, acarreta
uma elevacdo da temperatura do produto, ocorrendo um aumento de pressdo e da
velocidade de secagem. A duragdo deste periodo € insignificante em relacdo ao periodo
total de secagem (PARK, 1988).

No periodo de secagem a taxa constante, a quantidade de dgua disponivel dentro do
produto € abundante. Neste caso, a 4gua evapora como se estivesse em um reservatorio
aberto. A pressdo de vapor d’dgua na superficie é constante e igual a pressdo de vapor de
dgua pura a temperatura do produto. A temperatura do produto, por sua vez, ¢ também
constante e igual a temperatura de bulbo umido, caracteristica do fato de que as
transferéncias de calor e de massa se compensam exatamente (KEEY, 1972). Segundo
CHIRIFE (1983), o fim do periodo de taxa constante corresponde ao instante em que a
migracdo interna de dgua para a superficie ndo consegue mais compensar a taxa de
evaporacao da dgua livre da mesma.

Na secagem de frutas e hortalicas, o periodo de taxa decrescente € especialmente
importante. Nessa fase as partes externas do material j4 estdo secas, enquanto o interior
ainda pode conter quantidades significativas de dgua, e nesse caso a transferéncia interna
de dgua é que governa e determina a taxa de secagem (NICOLETI, 2005). Durante este
periodo, a troca de calor ndo é mais compensada e, conseqiientemente, a temperatura do
produto aumenta e tende assintoticamente a temperatura do ar. A reducdo da taxa de
secagem € devido ao abaixamento da pressdo parcial de vapor de dgua na superficie do
sOlido. Ao final deste periodo o produto estard em equilibrio com o ar de secagem e a
velocidade de secagem € nula (KEEY, 1972).

As consideragdes sobre como a dgua € transportada do interior do sdlido a
superficie fundamentam as teorias existentes na secagem. Este fenomeno de migracdo de
umidade no interior do produto bioldgico ainda ndo € bem conhecido. Alguns autores
afirmam que a migracdo pode ser uma combina¢cdo de movimentos de umidade por difusao
de liquido e de vapor, cada um predominando em certas etapas da secagem. Dentre as
diversas teorias encontradas na literatura, as mais importantes sdo aquelas que tentam
explicitar os fendmenos fisicos internos que governam o periodo de taxa decrescente de
secagem. Os seguintes mecanismos de transferéncia de umidade em sélidos t€m sido

propostos na literatura:
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v' Transferéncia por difusdo liquida devido a gradientes de concentragido de umidade;

v' Transferéncia por difusdo de vapor devido a gradientes de concentra¢do de umidade
e de pressdo parcial do vapor (causados por gradientes de temperatura);

v’ Transferéncia de vapor por termodifusio devido a gradientes de temperatura;

v' Transferéncia de liquido por forgas capilares.

Embora aqui ndo se tenha detalhado cada um dos mecanismos de transferéncia de

umidade listados acima, informacdes adicionais podem ser encontradas na literatura.

1.1.1. — Modelagem da Secagem

O desenvolvimento de modelagens matematicas que descrevam o processo de
secagem tem sido objeto de estudo de muitos pesquisadores por vdrias décadas. Na
tentativa de correlacionar dados experimentais da secagem de cada material particular a um
modelo, tem sido apresentada uma gama de modelos que representam a cinética de
secagem de cada produto em particular. Os vérios modelos matematicos, propostos para
descrever a taxa de perda de umidade durante o processo de secagem de produtos

agricolas, podem ser divididos em grandes grupos:

v" Modelos empiricos e semi-empiricos;
v Modelos difusivos;

v Modelos baseados na termodinidmica dos processos irreversiveis.

Os modelos empiricos consistem em uma correlacao direta entre o teor de umidade
e o tempo do processo de secagem, enquanto que os modelos semi-empiricos t€m como
base a hipdtese da validade da lei de Newton do resfriamento, na qual é assumido que a
taxa de secagem € proporcional a diferenca entre o teor de umidade do material e seu
respectivo teor de umidade de equilibrio, para as condi¢des de secagem especificadas.

J4 os modelos difusivos baseiam-se na difusdo de liquido e /ou vapor no interior do
produto. Tais modelos descrevem as taxas de transferéncia de calor e massa como fungdo
da posicdo dentro do sdlido e do tempo de secagem e levam em consideracdo as

resisténcias aos fluxos de calor e massa externo € interno.
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Os modelos baseados na termodindmica dos processos irreversiveis assumem
basicamente a validade das relacdes reciprocas de Onsager, o principio de Curie € a

existéncia de um equilibrio termodinamico local no interior do produto (LIMA, 1999).
1.1.1.1. — Modelo Difusivo

A difusdo liquida pode ser definida como um processo fisico de natureza aleatéria
pelo qual as heterogeneidades de concentracdo tendem a se reduzir. Dentro de um sélido
homogeéneo, a difusividade de massa corresponde ao transporte de 4tomos e de moléculas
no interior do s6lido, ocupando a posi¢do de equilibrio estavel.

O modelo de secagem baseado na teoria de difusdo liquida, segundo a Lei de Fick,
tem apresentado bons resultados tanto para alimentos de origem vegetal como animal,
provavelmente devido ao fato destes produtos ndo apresentarem um periodo de taxa
constante nas curvas caracteristicas de secagem (ARAUJO, 2000). A Lei de Fick expressa
que o fluxo de massa por unidade de area é proporcional ao gradiente de concentragdo de
agua, e realizando um balang¢o de massa de dgua no interior do produto, tem-se:

Ju

==V (Desu) (1.1)

Onde:

u: teor de umidade;
D,y difusividade efetiva de massa;

t: tempo.

Para descrever o processo de secagem de produtos bioldgicos no periodo de taxa
decrescente, muitos pesquisadores tém utilizado o modelo teérico baseado na segunda Lei
de Fick.

CRANK (1975) apresentou diversas solucdes analiticas para a equacdo de difusio,
considerando diferentes condi¢des iniciais € de contorno. Entretanto, essas solugdes
aplicam-se aos sélidos de formas geométricas simples (corpos semi-infinitos, placas,
cilindros e esferas) e quando a difusividade € constante ou varia linear ou

exponencialmente com a concentracdo de dgua. Tais solucdes sdo dadas pelas seguintes

equacgoes:
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Onde: MR: razao do teor de umidade, adimensional;
up: teor de umidade inicial;
u,: teor de umidade de equilibrio;
u(t): teor de umidade média no tempo;
t: tempo;

D, difusividade efetiva de massa.

A difusividade efetiva de massa é definida como a taxa de transferéncia de uma
substancia que se difunde através de um espaco com gradiente de concentracdo, por
unidade de area. Pode-se entender esta propriedade como a facilidade com que a dgua é
removida do produto. Como a difusividade de massa varia conforme mudam as condi¢des
de secagem (temperatura e velocidade do ar), ela ndo € intrinseca ao alimento, portanto
convenciona-se chamar de difusividade efetiva de massa (D,y). Esta é uma propriedade que
engloba os efeitos de todos os fendmenos, podendo intervir sobre a migracdo da dgua e
devido a complexa composicdo e estrutura fisica dos alimentos, € dificil se conseguir
estimativas precisas desta propriedade, assim, medidas experimentais se fazem necessarias,

como descritas por SARAVACOS (1989).
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Embora existam algumas suposi¢des a serem consideradas para aplicacdo desse
modelo, como: a redu¢do de volume € desprezivel; ndo ha efeito de capilaridade; os corpos
entram em equilibrio térmico com o ar de secagem instantaneamente; as resisténcias
externas a transferéncia de massa sao desconsideradas; os efeitos da transferéncia de calor
e massa de um corpo para outro sdo despreziveis; entretanto, devido as limitacOes de
ordem préitica, quando utilizadas para produtos biolégicos estas suposi¢des sao
normalmente consideradas satisfeitas. Na Tab. (1.1) encontram-se alguns trabalhos
reportados na literatura sobre a transferéncia de massa em alimentos durante o processo de

secagem.
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Tabela 1.1: Estudos realizados sobre transferéncia de massa, em alimentos, usando a lei de

Fick, reportados na literatura.

Alz(::S/ Produto | Geometria Al:;(:(')es/ Produto | Geometria
Afonso Junior | Semente de Esférica Nicoleti/ Caqui Esférica
et al./1999 Feijao 2005
Nieto Manga Placa Bennamoun Uva Esférica
et al./ 2001 Plana et al./ 2006
Azzouz Uva Esférica Oliveira Raiz de Placa
et al./2002 et al./ 2006 Chicéria Plana
Lima Goiaba Placa Walde Cogumelo Placa
et al./ 2002 Plana et al./ 2006 Plana
Panchariya Placa Garcia Placa
et al./zogz ChiPreto | b na et al./ 2007 Abobora | na
Paréiogtzal./ Péra Cibica o Slh/();l(g) 08 Chempedak g:ﬁi
Souza/ Tomate Placa Corzo Manga Placa
2002 Plana et al./ 2008 Plana
Brod Raiz de Placa Aghbashlo Frutas L.
eral/2003 | Chicéria | Plana et al./2008 Berberis | Colnico
e]tzll_li(;)?)g Mamao Cubica Go;z;ll'f/:zz—(l):ggler Maca Cilindrica
et%llljl;())?B Banana Cilindrica ot a lljl;()()g Cacau Esférica
Babalis Figo Esférica Silva Cogumelo Placa
et al./ 2004 et al./ 2009 Plana
Gaspareto Banana Placa Xiao Uva Esférica
et al./ 2004 Plana et al./ 2009
Lescano Okara Esférica Al-Muhtaseb Tomate Placa
et al./ 2004 et al./ 2010 Plana
Telis Tomate Placa Ramos Uva Esférica
et al./2004 Plana et al./ 2010
Kurozawa/ Cogumelo Placa Silva Cogumelo Placa
2005 Plana et al./ 2010(a) Plana




29

1.1.1.2. — Modelo Baseado na Termodindmica dos Processos Irreversiveis — Modelo de

Luikov

A interrelacdo entre a transferéncia de calor e massa em meios capilares porosos
ndo-saturados, homogéneos e isotrdpicos, levando em conta o efeito termogradiente foi
primeiramente estabelecida por LUIKOV (1966, 1975). Partindo de fundamentos da
termodindmica de processos irreversiveis, Luikov estabeleceu os balan¢os de massa e calor
na matriz porosa, desprezando efeitos de campo gravitacional, de reagdes quimicas e
variacOoes geométricas na matriz porosa. Admitiu também que.em um elemento
infinitesimal, a temperatura da estrutura capilar e da mistura d4gua/vapor seja a mesma, bem
como o teor de umidade transportado seja uma mistura de dgua/vapor.

O processo de secagem de meios porosos ¢ descrito por um sistema de equacdes

diferenciais acopladas para a temperatura e umidade. O conjunto de equagdes é da forma

(LUIKOV, 1966, 1975):

oT 2
poc oy = ~V.q+ ) hil (1.5)
i=1
aui .
pOE: —V.]l' +1i i=12 (16)
Onde:

c: calor especifico a pressdo constante do meio, definido por:

Co + Ciu;

N

=1

co: calor especifico a pressdo constante do meio seco;

c;: calor especifico a pressdo constante, para dgua no estado de vapor (i=1) e no estado
liquido (i=2);

I;: fonte ou sumidouro de massa devido a transi¢cao de fase;

h;: entalpia especifica da substancia;

J;: vetor fluxo de massa;
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q: vetor fluxo de calor;

T: temperatura;

1. tempo;

u;: teor de umidade na forma de vapor;
uy: teor de umidade na forma liquida;

po: massa especifica do meio seco.

Os seguintes subscritos sao usados para identificar os componentes materiais:

0 — meio completamente seco;
1 — 4gua no estado de vapor;

2 — dgua no estado liquido.

O sistema de equagdes de Luikov, escrito como as Eq. (1.5) e (1.6), levam em

consideragdo as seguintes hipoteses:

e As temperaturas do liquido, vapor e meio seco sdo iguais em um elemento
diferencial volumétrico;

* As mudancas de fases correspondem a transicao de liquido em vapor, e vice-versa,
de modo que I, =-1;

e A massa de vapor é desprezivel quando comparada com a massa de liquido.
Portanto, o conteido de massa liquido pode ser considerado igual ao teor de
umidade total, isto € u = uy;

e Reacdes quimicas associadas com a perda de &4gua ndo sdo levadas em
consideragao;

e Foram consideradas despreziveis as variacdes na porosidade e no volume do meio

devido a variacdo do teor de umidade.

Desconsiderando os efeitos convectivos no meio poroso, o vetor fluxo de calor

pode ser escrito em termos da equagdo constitutiva de Fourier, ou seja,

q = —kVT (1.7)
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sendo k a condutividade térmica total ou efetiva do meio. Ela representa a transferéncia de
calor através da estrutura do meio poroso e através do fluido contido nos poros.

O segundo termo do lado direito da Eq. (1.5), que representa a fonte de calor ou
sumidouro, é dependente da mudancga de fase da dgua contida dentro do meio. Portanto o

somatorio das fontes fica igual a:
ou
hily + hyly = (hy — hy)1; = 5/1,005 (1.8)

Os termos fonte de massa de vapor /; ou o sumidouro de massa na forma liquida I,

em processos transientes podem ser escritos como (LUIKOV, 1966, 1975):

ou
L =1, = EPOE (1.9)

onde ¢ o fator ou critério de mudanca de fase. Se ¢ = 0, todo o teor de umidade que
contribui no termo de geragdo, estd no estado liquido. Se ¢ = 1, todo o teor de umidade
transportado estd no estado de vapor.

Para meios capilares porosos, LUIKOV (1966) demonstrou que o fluxo de massa,
nos espacos vazios da matriz porosa, poderia ser escrito em termos do gradiente do teor de

umidade e do gradiente de temperatura do meio. Desta forma tem-se:

Jmn =J1 +J2 = poam(Vu + 8VT) (1.10)

onde, a,, representa a difusividade de massa e J € o coeficiente termogradiente.
Substituindo as Egs. (1.7) e (1.8) nas Egs. (1.5) e (1.9), e a Eq. (1.10) em (1.6),

obtém-se o seguinte sistema de equagdes diferenciais parciais acopladas que descreve a

distribuicao de temperatura e teor de umidade em meios porosos capilares:

oT ou
PoC o = V. (kVT) + Aspoa (1.11a)
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9
a—? = V. (a, Vi) + V. (2, 8VT) (1.11b)

O sistema de equagdes (1.11) € valido para processos de secagem que ndo sejam
rapidos e intensos (T<100°C). Caso contrario, o gradiente de pressdo no meio torna-se
significativo, surgindo uma terceira equacdo no sistema (1.11). Isto se deve ao fato que
durante um periodo de aquecimento intenso do material, o gradiente de pressao cresce por
conta da evaporagdo do liquido. O gradiente de pressdao no meio causa o escoamento de
fluido nos poros (LUIKOV, 1966).

Considerando as propriedades termofisicas (calor especifico e coeficiente
termogradiente) e os coeficientes de transportes (condutividade térmica e difusividade de

massa) constantes em todo o meio, as Eqgs. (1.11) podem ser escritas na seguinte forma:

oT 5 Asdu
ou 5 5
Erin a,Vu+ a,6VT (1.12b)

Usualmente, as equacdes acima s@o chamadas de Sistema Linear de Equagdes de
Luikov (MIKHAILOV e OZISIK, 1984).

As equagdes propostas por Luikov foram empregadas por IRUDAYARAJ e WU
(1999) para modelar o fendmeno da transferéncia de calor e massa em um sistema
alimentar a base de amido durante o processo de secagem. Os autores utilizaram o método
do elemento finito para resolver o sistema de equagdes acopladas.

O processo de secagem de um produto anisotrépico como a batata foi estudado por
ABALONE et al. (2000) e modelado pelas equagdes de Luikov. As equacdes de
transferéncia de calor e massa foram resolvidas por duas técnicas numéricas diferentes.

O efeito do critério de mudanca fase, presente nas equacdes de Luikov, durante a
secagem de batata doce foi estudo por ABALONE et al. (2005). Uma formulagdo pelo

método dos elementos finitos foi usada para resolver o sistema de equacdes acopladas.
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1.1.2 — A Técnica da Transformada Integral Classica (CITT)

Nos udltimos anos, devido ao grande avanco tecnoldgico das inddstrias, t€ém surgido
problemas cada vez mais complexos na drea da engenharia, os quais necessitam de
solucdes mais acuradas e tempos de processamento mais reduzidos, visando 0 maximo
aproveitamento dos recursos empregados e a rapidez na obtencdo de um produto acabado.
Visando resolver equagdes diferenciais parciais (EDP’s) a principio ndo tratdveis pela
teoria cldssica de separagio de varidveis, OZISIK e MURRAY propuseram em 1974 uma
nova abordagem que eliminava a necessidade do problema ser separdvel a priori, nasciam
assim os principios bésicos da técnica de transformada integral. Em 1984, MIKHAILOV e
OZISIK publicaram o primeiro livro generalizando os formalismos da Técnica da
Transformada Integral Cléssica (CITT).

A CITT consiste em obter um problema auxiliar de autovalor apropriado,
transformando a equacdo diferencial parcial original em um sistema desacoplado de
equagdes diferenciais ordindrias. Esta técnica constitui um procedimento direto e
sistemdtico para a obtencdo de solucdes exatas, mas ¢é limitada para certas classes
transforméveis de problemas que envolvem problemas auxiliares ndo complicados.

A solucdo exata de problemas de difusdo linear pela CITT foi relatada por
MIKHAILOV e OZISIK (1984), onde os autores apresentam sete classes diferentes de
problemas de difusdo de calor e massa com vérias aplicagdes praticas. Resolvendo-se tais
problemas por transformada integral, através de metodologia sistemdtica e controle

prescrito de erro, observou-se o aparecimento de uma série de vantagens:

a) Reducdo do tempo de processamento;
b) Aceleracdo na taxa de convergéncia numérica;
¢) Inexisténcia de malhas;

d) Obtencao de solucdes benchmark.

Pode-se encontrar a solu¢do de um problema particular pela aplicacdo da CITT

seguindo-se os seguintes passos (ANDRADE, 1996):

v' Homogeneizar as equagdes representativas das fronteiras utilizando, se necessério,

mudancas de direcao dos eixos de coordenadas;
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v' Obter um problema auxiliar de autovalor compativel ao problema original,
obtendo-se os autovalores e as autofungoes;

v" Dentro das propriedades de ortogonalidade, obter o par transformada integral e
inversa apropriado;

v’ Fazer a transformacdo integral da equacdo diferencial parcial original e suas
condig¢des de contorno;

v' Resolver o sistema resultante da equacdo diferencial ordindria desacoplado;

v' Utilizar a férmula de inversdo estabelecida para construir o potencial completo

desejado.

Essa aproximacao cldssica falha quando um problema de autovalor apropriado, que
produz um sistema desacoplado de equacgdes diferenciais ordindrias, ndo pode ser obtido.
Da mesma forma, uma solu¢do exata formal pode ser de utilidade limitada quando o

problema de autovalor € suficientemente complexo do ponto de vista computacional.

1.1.3. — A Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT)

Desde o trabalho pioneiro de OZISIK e MURRAY (1974), referindo-se a
coeficientes da condic¢do de contorno varidvel, diversas idéias tem avangado na direcdo de
estender o procedimento da transformagdo integral para problemas mais complexos.
COTTA (1993) publicou o livro sobre a técnica de transformada integral, apresentando
uma revisdo dos formalismos cldssicos, estendendo-a para a solucdo de problemas nao
lineares, e propondo mecanismos para melhorar a eficiéncia da solu¢do numérica. A partir
de entdo, convencionou-se chamar de Técnica da Transformada Integral Generalizada
(GITT) a conjungdo entre a CITT e suas mais recentes extensoes

A Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT), derivada da Técnica da
Transformada Integral Classica, é uma aproximacdo hibrida numérico-analitica. A
eliminacdo de varidveis independentes, por meio de operadores de integragao apropriados,
permite a obtencdo de um sistema de equacdes diferenciais ordindrias (EDO’s),
denominado sistema transformado, que € truncado para ser resolvido analitica ou
numericamente. A ordem de truncamento € selecionada de acordo com a precisdo prescrita
desejada. Se o sistema transformado apresentar solucdo analitica, esta pode ser obtida

automaticamente através de sistemas de computacdo simbdlica; caso contrdrio, uma
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solucdo numérica deve ser obtida através de algoritmos computacionais disponiveis em
diversas bibliotecas de subrotinas cientificas.
A GITT em ciéncia e tecnologia pode ser resumidamente aplicada a problemas das

seguintes categorias:

Problemas que apresentem coeficientes varidveis em suas equagdes governantes;
Problemas que apresentem coeficientes varidveis em suas condi¢cdes de contorno;
Problemas que apresentem contornos variaveis;

Problemas que envolvem dificuldades na solucao do problema auxiliar;

AN N NN

Problemas ndo lineares caracterizados pela presenca de equagdes cujos termos fonte

e/ou condi¢des de contorno dependem do potencial a ser obtido.

Para a utilizacdao da GITT alguns passos devem ser aplicados seqiiencialmente, os

quais podem ser assim resumidos:

v Escolher um problema auxiliar apropriado, o qual deve conter o médximo possivel
de informagdes sobre o problema original, evitando problemas computacionais;

v' Desenvolver um par transformada-inversa, a partir da propriedade de
ortogonalidade das autofuncdes;

v Aplicar a transformagéo integral da equagdo diferencial parcial original, resultando
em um sistema infinito de equagdes diferenciais ordindrias acoplado;

v" Truncar o sistema diferencial ordindrio resultando em uma ordem suficientemente
grande, resolvendo-o através de procedimentos numéricos;

v Obter os potenciais originais utilizando a férmula de inversio.

Sado diversas as aplicacdes da Técnica da Transformada Integral Generalizada em
modelagens avangadas, ciéncia e tecnologia, desta forma exemplos mais recente de estudos

publicados podem ser encontrados na Tab. (1.2) abaixo.
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Tabela 1.2: Estudos realizados usando a Técnica da Transformada Integral Cléssica

e Generalizada.

Autores Ano Aplicacao
Macédo et al. 2000 Transferéncia de massa em fluxo turbulento de fluidos
viscoeldsticos dentro de tubos circulares
Santos 2001 Conveccao de fluidos ndo Newtonianos em tubos
externamente aletados
Cunha 2002 Transferéncia de calor e massa com efeito da pressao
Dantas et al. 2003 Transferéncia de calor e massa em meio capilar poroso
Barros et al. 2006 Dispersao de contaminantes em rios e canais
Dantas et al. 2007 Secagem em meio poroso
Naveira et al. 2007 Conveccao forcada de fluxo externo
Almeida et al. 2008 Dispersao de poluentes na atmosfera
Veronese 2008 Escoamento bidimensional de fluidos nao Newtonianos
Cassol et al. 2009 Dispersao de poluente atmosférico
Monteiro et al. 2009 Conducdo de calor hiperbdlica em uma placa finita
Venezuela et al. 2009 Fluxo laminar convectivo em tubos permeaveis
Silva et al. 2010(b) Secagem convectiva de alimentos

Atualmente, alguns passos intermedidrios sao utilizados com o objetivo de
melhorar o desempenho da técnica, dependendo da dificuldade oferecida pelo problema.
Aplicacio de filtros para a aceleracio de convergéncia (MACEDO er al. 1999),
reordenamento de autovalores e potenciais (MACHADO, 1998), aplicagdo do balanco
integral (DANTAS, 2000), sao alguns exemplos bem sucedidos das novas tentativas de

otimizac¢do quando da aplicagcdo da GITT.




CAPITULO 11

PROBLEMA INVERSO

2,

Neste capitulo é apresentado o estudo sobre o paradigma referenciado como
Meétodos Inversos. A énfase é voltada aos conceitos fundamentais e definicoes necessdrias
ao desenvolvimento e entendimento do problema inverso, bem como ao estudo teorico dos
coeficientes de sensibilidade. Em seguida apresentam-se os métodos de minimizagcdo, em

particular, o método de Levenberg-Marquardt.

2.1. - INTRODUCAO

Nos anos recentes o interesse tem crescido na teoria e aplicacdo do problema
inverso; ele é encontrado em quase todo o ramo da ciéncia e engenharia (OZISIK e
ORLANDE, 2000). Engenheiros mecanico, espacial, quimico e nuclear, matemaéticos,
astrofisicos e estatisticos estao todos interessados neste assunto, cada grupo com aplicagdes
diferentes em mente (BECK e WOODBURY, 1998; MZALI et al., 2002;
VASCONCELLOS et al., 2002; COLACO e ORLANDE, 2004; LE NILIOT e LEFEVRE,
2004; SHENEFELT et al., 2002; COLACO et al., 2006; FGUIRI et al., 2007).

BECK e WOODBURY (1998) afirmam que requerimentos bdsicos para a solucdo
de problemas inversos sdo medi¢des apropriadas e um modelo matematico. Uma faceta
importante no processo geral € o desenvolvimento € melhoria do modelo matemédtico
empregado.

Matematicamente, problemas inversos pertencem a uma classe de problemas

chamados de Mal-Postos. O conceito de um problema bem-posto, originalmente
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introduzido por Hadamard, requer que sua solucdo deva satisfazer as trés seguintes

condigdes:

@) A solucdo deve existir;
(i) A solucdo deve ser tnica;
(ii1)) A solucao deve ser estdvel sob pequenas alteracdes aos dados de entrada (ou

seja, condicdo de estabilidade).

A existéncia de uma solu¢@o para um problema inverso pode ser assegurada por
uma fundamentacdo fisica. Por outro lado, a unicidade da solu¢do de problemas inversos
podem ser matematicamente provada apenas para alguns casos especiais. Também, o
problema inverso é muito sensivel a erros aleatérios nos dados de entrada de medida,
exigindo técnicas especiais para a sua solucdo de forma a satisfazer a condicdo de
estabilidade (OZISIK e ORLANDE, 2000).

Assim, o problema € dito mal-posto se alguma das condi¢des acima nao € satisfeita.
Para a solugdo de tais problemas é necessério transformé-los em problemas bem postos,
com a utilizacdo dos chamados métodos de regularizagdo. Os métodos de regularizacao
consistem na determinacdo da solu¢do aproximada mais suave compativel com os dados de
observacdo, para um certo nivel de ruido. A regularizacdo de um problema mal posto pode
ser obtida através da minimizac¢do da norma ordindria dos minimos quadrados, desde que
as seguintes consideragdes sejam feitas: os erros sejam aleatérios aditivos, nao
correlacionados e de distribui¢do normal, com desvio padrdo constante e de média zero.

O principal objetivo do problema direto é recuperar o campo de temperatura,
umidade, velocidade ou outra varidvel dependente na equagdo, quando todas as
caracteristicas causais (ou seja, condi¢des de contorno e seus parametros, condi¢do inicial,
propriedades do meio e termo de geragcdo de energia, se existir algum) sdo especificadas.

Os métodos diretos possuem algumas desvantagens, como custos altos e
impossibilidade de estimar simultaneamente varios parametros.

Em nota¢@o matricial, um problema direto pode ser expresso como:

[Allu]=[y] 2.1)
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Nas aplicagdes de engenharia, o vetor [y] contém a perturbacdo na qual o sistema
fisico estd submetido, ou uma funcido que define o seu comportamento. [A] ¢ a matriz
quadrada (nxn) dos coeficientes, [U ] e [y] sdo matrizes coluna e conhecidas como vetor

solucdo e vetor das constantes, respectivamente.

Por outro lado, o objetivo do problema inverso € estimar uma ou mais de tais
caracteristicas causais desconhecidas, a partir do conhecimento da temperatura, umidade,
velocidade medida (o efeito) em alguma secao especifica do meio.

Assim, a solu¢dao da Eq. (2.1) € obtida pela pré-multiplicagdo de ambos os lados

pela inversa de [A]:

U]=[A]"[¥] 2.2)

Os problemas inversos sdo mais ambiciosos que os diretos porque t€m os seguintes
objetivos: Estimar o maior nimero de parametros possiveis a partir de uma tnica
experiéncia; Combinar vdrias experi€éncias para estimar 0os mesmos parametros e
determinar os limites de confianca.

Existem vdarios exemplos de problemas inversos em pesquisas na drea de
engenharia de alimentos (MARTINS e SILVA, 2004; ZUECO et al., 2004; SIMPSON e
CORTES, 2004; KANEVCE et al., 2005; MENDONCA et al., 2005; MARIANI et al.,
2007; MONTEAU, 2008; SILVA et al., 2009), e a resolu¢dao de problemas desta natureza

contribui significativamente para o desenvolvimento dessa area.
2.2. - ESTUDO DE SENSIBILIDADE AOS PARAMETROS

O estudo dos coeficientes de sensibilidade aos parametros do modelo precisa ser
realizado para se verificar a existéncia de solu¢do do problema inverso (de estimagdo de
parametros) no que concerne a determina¢do do nimero de parametros que podem ser

estimados a partir de uma tnica experiéncia.
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2.2.1. - Coeficiente de Sensibilidade

O coeficiente de sensibilidade de uma varidvel de estado é definido como a
primeira derivada parcial de uma solucdo tedrica Mn(x,t,a,p) em relagio ao pardmetro
desconhecido Bj (BECK e ARNOLD, 1977). Consideremos m(x,t,o,f3) uma varidvel de
estado, X = (X1, X, X3) representa as varidveis de espaco, t o tempo, o = (0,00,...,0) 0S
parametros conhecidos e B = (B1,B2.....8p) 0s pardmetros desconhecidos. O coeficiente de
sensibilidade no ponto x;, no tempo t, para o pardmetro f3; € calculado a partir do modelo

em estudo e € dado pela seguinte expressao:

on(x,t1,a, B)

n =1,), 23)

nn

Zj(xi’tn’a’ﬁ):

Xisly
Uma vez que os coeficientes de sensibilidade sdo calculados, eles permitem
quantificar a variacdo An da varidvel de estado (que também € medida) induzida por uma

variacdo AP; do pardmetro B; (todos os outros pardmetros permanecem inalterados):

A(x;.t,.0.8)=7,),

) AB, (2.4)

Os coeficientes de sensibilidade sdo de algum modo a "chave do sucesso" do
procedimento de estimagdo. Se, para um determinado experimento, o coeficiente de
sensibilidade para um parametro € pequeno para a seqiiéncia inteira de observacdes, isto €,
baixa sensibilidade, este parametro em particular raramente influencia a varidvel de estado.
Em termos de estimacdo de parametro, isto indica que s6 uma grande mudanga neste
parametro afetard o modelo, ou em outras palavras, a informacdo contida nas medidas
sobre este parametro € fraca. Assim serd dificil de estimar este parametro com tal
informacao.

A nog¢do de identificabilidade permite determinar as condi¢des para as quais a
estimacdo € possivel de ser realizada e estabelecer uma estratégia de identificagao, pois
existem modelos para os quais ndo € possivel estimar independentemente todos os
parametros ou mesmo, simultaneamente com uma boa precisdo. Resumidamente, os

critérios para identificacao dos pardmetros sdo:
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1. Sey;=0, Vx, Vt: impossivel estimar [3;;
2. Se ¥ = cxx. Vr, Vt: impossivel estimar simultaneamente f; e Bx, que caracteriza a

dependéncia linear entre os dois parametros;

O principal critério para que a estimacdo de parametros seja possivel é que o
coeficiente de sensibilidade associado ndo deve ser nulo (¥; #0).

Se um ou vdrios parametros t€ém coeficientes de sensibilidade duas ordens de
grandeza menor do que os outros, entdo serd dificil estimar precisamente estes parametros.
Eles ndo podem ser estimados simultaneamente aos outros € o experimento precisa ser
modificado (maior nimero de sensores, outra excitagdo,...). Outro problema que pode ser

encontrado é uma dependéncia linear, ou quase linear, quando envolve mais de um

coeficiente de sensibilidade. Uma dependéncia linear entre os parametros Bj e By, € tal que:
Ij )i,n =c Im )i,n vi € vn (25)

onde ¢ é uma constante. Uma dependéncia linear indica que uma variagdo AP; tem
exatamente a mesma influéncia na variavel de estado que uma variagao cAB,. Assim, isto
impossibilita determinar estes dois parametros simultaneamente (somente a relacdo entre
eles pode ser determinada). Novamente o procedimento experimental deve ser modificado.

Por conseguinte € facil entender que todos os esfor¢os deveriam ser feitos para se
obter coeficientes de sensibilidade tdo grandes quanto possiveis.

Note que os coeficientes de sensibilidade aos pardmetros, o, os quais sio
supostamente conhecidos também precisam ser calculados. Aplica-se a mesma relagcdo
dada pela Eq. (2.3), sendo que neste caso, os coeficientes de sensibilidades devem ser os
menores possiveis. Isto € particularmente verdadeiro se a confianga no parametro
conhecido € frigil, posto que um erro Aoy, sobre 0y induzird uma variagdo An=YxA0 no
modelo. Na prética esta variacdo seria atribuida aos parametros desconhecidos e falsificaria

os resultados da identifica¢do dos parametros.
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2.2.2. - Coeficiente de Sensibilidade Reduzido

A comparagdo entre coeficientes de sensibilidade aos parametros que compdem o
modelo ndo € muito facil quando eles t€ém unidades diferentes (o que € freqiientemente o
caso). Entdo, para a comparagdo, é preferivel estudar os coeficientes de sensibilidade

reduzidos definidos como:

2t 8)= B, ) = ﬁ"w (2.6)

Xisly

Assim, todos os coeficientes de sensibilidade reduzidos y; tm as mesmas

unidades que a varidvel dependente. Eles mostram a variagdo do modelo com respeito a
mudanca relativa nos parametros. Normalmente a experiéncia deve ser projetada de modo
que todos os coeficientes de sensibilidade reduzidos para os parametros desconhecidos
sejam altos, com a mesma ordem de magnitude, enquanto que aqueles referentes aos
parametros conhecidos sejam pequenos.

A inspecdo visual dos coeficientes de sensibilidade reduzidos permite descobrir

eventuais dependéncias lineares e pequenas magnitudes.
2.2.3. - Matriz de Sensibilidade

Para p parametros a estimar e n medidas, uma formulacdao de matriz pode ser usada

para expressar a relacao entre as varidveis de estado e os parametros, para o caso linear:

n=xp (2.7)

N e P e sdo, respectivamente, vetores de dimensdes n e p, enquanto a dimenséo
de y, que é a chamada matriz de sensibilidade, € (n x p). Para o modelo de paradmetro
linear, y ndo depende de B. A matriz de sensibilidade é construida dos coeficientes de
sensibilidade. A coluna j de y é composta da derivada do modelo para todas as

observacdes com respeito a Pj:
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/1/1)1 Zz)l /1/,;)1

7= Zl:)z Zz:)z Zp)z (2.8)

ll)n Zz)n e lp)n

Entre os muitos critérios que foram propostos para indicar o projeto 6timo de um
experimento, o mais comum estd baseado na matriz 7 y cujas dimensdes sdo (p x p).
Primeiro, é desejado maximizar o determinante de y?y (BECK and ARNOLD, 1977).
Significa que os coeficientes de sensibilidade deveriam ser tdo grandes quanto possivel e
ndo linearmente dependentes. Segundo, € desejado minimizar a relacdo entre o maior € 0
menor autovalor, isto €, obter uma matriz mais bem condicionada quanto possivel. Isto
significa que os coeficientes de sensibilidade de cada parametro deveriam ter a mesma

ordem de grandeza enquanto variam com formas diferentes.
2.3. - METODO DE ESTIMACAO DE PARAMETRO

Geralmente, os problemas inversos sdo resolvidos através da minimizac¢ao de uma
funcdo objetivo com alguma técnica de estabilizacdo utilizada no processo de estimacio
(OZISIK e ORLANDE, 2000). Em Minimos Quadrado Ordindrio (OLS), Minimos
Quadrado Ponderado (WLS), Méaxima Verossimilhangca (ML) e estimativa a Mdédxima
Posteriori (MAP), o somatdrio das funcdo quadrado a ser minimizada € geralmente
diferente, assim, por esta razdo e por economia em representacdo de uma fun¢do quadrada

apropriada, a fun¢do que consideramos aqui é (BECK e ARNOLD, 1977):

S(B) =y -n(B wly —=n(B)]+[u- Bl Ulu- p] (2.9)

onde Y é a matriz que corresponde aos valores medidos, M(B) a matriz dos valores
calculados, B = Bi, Pa...., Bp 0 vetor dos p pardmetros desconhecidos, U o vetor dos
parametros conhecidos, e W e U sdo matrizes de ponderagdo com dimensdes (n X n) € (p X
p), respectivamente.

O ajuste € realizado com a escolha de um critério para as matrizes de ponderacao

W e U. Assim, para:
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Minimos Quadrados Ordinario (OLS): W =1 e U = 0. Este método é
utilizado quando alguns dados sobre os erros de medida ndo estdo disponiveis. Porém ele
ndo € apropriado quando os erros apresentados sdo significativos.

Minimos Quadrados Ponderados (WLS): U = 0. Este método permite dar
importancia as medidas supostas mais precisas.

Maxima Verossimilhanca (ML): W = W', que ¢ a matriz covarianca dos erros
de medidas e U = 0. Normalmente, ¢ dificil de determinar a covarianca de todos os erros
de medida, mas € possivel determinar as suas variangas. Se as varian¢as nao sao
constantes entdo o método ML dd um peso maior para as medidas que tém as variancas
menores.

Maxima Posteriori (MAP): W = ¥l U=vV! onde V! = cov (w) € a matriz
covariangca dos parametros conhecidos a priori. Este critério aproveita as informacdes
existentes sobre os parametros pesquisados para melhorar a precisdo da estimacao.

As técnicas de pesquisa do minimo global consistem em propor um critério de
minimizacdo como por exemplo o Método Direto, Métodos Simplex, e os Métodos
Gradiente (Método de Gauss, Método de Box-Kanemasu, Método de Levenberg-
Marquardt) e a construgdo de uma inicializagido dos valores do pardmetro 3;, de forma que

o principio basico do Método dos Minimos Quadrados Lineares possa ser adotado.
2.3.1. - Método de Gauss

O Método de Gauss admite como critério de aproximagcdo a Eq. (2.9)

anteriormente mencionada e o critério de minimizacgdo € dado por:
V58(8)==2[v " (AW -n(B)]-20 (- p)=0 (2.10)
Onde S € a soma dos desvios quadrados. Observando que V ﬁf]T (B)= " (B), obtém-se

2T (BWIY —n(B)l+U(u-B)=0 (2.11)

Como a Eq. (2.11) é ndo linear em termos de [3, a estimagdo do pardmetro B néo é

facilmente resolvida. A solu¢do da Eq. (2.11) € obtida por meio da linearizacdo de Gauss.
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A

Considerando b um valor aproximado da estimagdo S que minimiza S(f), duas
aproximacdes sdo aplicadas a equagdo mencionada. A primeira substitui 1( B )pormn(b) e a

segunda usa os dois primeiros termos da Série de Taylor para n( ,3) em torno de b:

1B)=no)+ 7 " G (B-5)-v(3-) 2.1
Como VﬁnT (B)= 7" (B), aEq. (2.12) se torna:

n(B)=n0)+ 2" (BB -b)-U(B-b) (2.13)

Substituindo na Eq. (2.11), temos:
2wy —n0)- 2063 -b)+U(u-b)-U(g-b)=0 (2.14)

Note que a Eq. (2.14) € linear em ,8 . Se (1) n ndo estd muito longe de ser linear em

B na regido ao redor da solugio da Eq. (2.11) e se (2) esta regido inclui b, o valor de ,8 que
satisfaca a Eq. (2.14) serd a melhor aproximacao para a solugdo (2.11) do que a fornecida
por b (BECK e ARNOLD, 1977).

Assumindo que as duas condi¢des acima sejam verdadeiras, a Eq. (2.14) torna-se
igual a zero. No interesse de compactagcdo de notacdo e para indicar um processo iterativo

seja:
bW =p, p* = B, n® =), zW = 2(b) (2.15)

Usando a notacdo (2.15) e fixando igual a zero, a Eq. (2.14) produz p equagdes na

forma de matriz para plk+)

9

pU) = p®) 1 p 0y (y — 5 (8)+ U - g (2.16a)
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Onde, P® =7 Wy, ® Ly ]! (2.16b)
8B =" bW = PO Oy g (B)+Ulu - g4 2.17)
A Eq. (2.16a) € a equagdo de linearizacdo de Gauss.

Método Iterativo

No processo de iteracdo, € necessario um valor inicial de b, b®. Com este vetor,
1’](0) e x(o) podem ser calculados, os quais, por sua vez sao usados na Eq. (2.16a) para obter
a melhor estimativa do vetor b"”, completando a primeira iteracdo. Entdao n'” e x" sdo
avaliados de forma que p? possa ser encontrado. A iteracdo continua até que nao haja

mudanga significativa em qualquer componente de b. Um critério para indicar isto é

(BECK e ARNOLD, 1977):

‘bik+1 _bik‘ ‘
W<5para1:1,2, ) (2.18)

. , 4 .
Onde & é um nimero pequeno tal como 10™ que representa o erro relativo de

convergénciae & (< 10_10) permite evitar a situacido onde ,Bi(k) =0.

2.3.2. - Método de Levenberg-Marquardt

O método de Levenberg-Marquardt, originalmente concebido para aplicagdo em
problemas ndo-lineares na estimacdo de parametros, também tem sido aplicado com
sucesso na solucdo de problemas lineares que sao muito mal condicionados para permitir a
aplicagiio de algoritmos lineares (OZISIK e ORLANDE, 2000).

Este método introduz uma restricdo ao critério de minimizagdo, para superar a
instabilidade do Método de Gauss. Fundamentado no critério dos minimos quadrados

ponderados, a formula iterativa tem a expressao:
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U =5 4 [ Owy+ A0 Oy Ow(y -9 (p)) (2.19)

Sendo A® um escalar positivo chamado de parametro amortecedor e Q,, a matriz
diagonal de termos positivos, que é igualada aos termos diagonais da matriz () 'Wy)

definida por:
Qn =diag [Ciy Cx...Cppl (2.20)

onde C;j; sdo os elementos da diagonal.

(k)

O objetivo do termo matricial A% )Qm , incluido na Eq. (2.19), é para amortecer

as oscilagdes e instabilidades devido ao fato do problema ser mal-condicionado, tornando
seus componentes grandes quando comparados aos componentes de 3 Wy, se necessdrio.
O parametro de amortecimento € feito grande no inicio das iteragdes, visto que o problema
¢ geralmente mal-condicionado na regido préxima ao chute inicial usado para o processo
iterativo, que pode ser muito longe dos parametros exatos. Com essa modificacio, a matriz

T - . . - . .. . ~ .
% Wy ndo precisa ser necessariamente nao-singular no inicio das iteracdes e o método de

Levenberg-Marquardt tende para o Método de Steepest Descent. O parametro A% ¢ entdo
reduzido gradualmente com o avanco das iteracdes para a solu¢do do problema de
estimativa de parametros e entdo o método de Levenberg-Marquardt tende para o Método
de Gauss (OZISIK e ORLANDE, 2000).

Os seguintes critérios sd@o usados como critérios de parada do procedimento

iterativo do método de Levenberg-Marquardt:

S(b*H1) < g (2.21)
IC)TLY =] < & (2.22)
[Ib**t — b¥|| < &5 (2.23)
onde &;,¢&, e & sdo tolerdncias prescritas pelo usudrio e ||.|| é a norma Euclideana do

vetor.
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O critério dado pela Eq. (2.21) testa se a norma dos minimos quadrados é pequena
suficientemente, o que ¢é esperado na vizinhanca da solugdo do problema.
Semelhantemente, a Eq. (2.22) testa se a norma do gradiente de S(b) é suficientemente
pequena, uma vez que esta se anula no ponto onde S(b) é minimo. O ultimo critério dado
pela Eq. (2.23) resulta do fato de que a mudanga no vetor de parametros é muito pequena
quando o método estd convergido.

O método de Levenberg-Marquardt tem sido aplicado para a solucdo de uma
variedade de problemas inversos envolvendo a estimacdo de parametros desconhecidos
(MEJIAS et al., 1999; DANTAS, 2000; DANTAS et al., 2002; DANTAS et al., 2003;
HUANG e HUANG, 2007; YANG e GAO, 2007; SILVA et al., 2010a).



CAPITULO III

FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo definem-se os problemas fisicos considerados, suas formulacoes
matemdticas e apresentam-se os dois métodos usados para a solucdo dos problemas
diretos. O primeiro método de solucdo é a da Técnica da Transformada Integral
Cldssica para obtencdo do perfil do teor de umidade, ja o segundo é a Técnica da
Transformada Integral Generalizada para a obtencdo dos perfis de temperatura e teor

de umidade.

3.1. - PROBLEMA DIRETO
3.1.1. — Problema Fisico

Para efeito de aplicacdo da Técnica de Transformada Integral, foram resolvidos
dois problemas de secagem unidimensional de alimentos. O primeiro corresponde a
teoria de difusdo, que apdia-se exclusivamente sobre a lei de Fick e o segundo
corresponde a uma variante do modelo de Luikov, composto por duas equacdes
diferenciais parciais, lineares e acopladas.

O problema fisico considerado aqui envolve um processo de secagem solar
indireta de uma placa porosa. Dentro da camara de secagem os dois lados da amostra

sdo expostos a um fluxo de ar seco a temperatura Ty, conforme ilustrado na Fig. (3.1).
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Figura 3.1: Diagrama esquematico de um secador solar indireto do tipo gabinete.
3.1.2. — Modelagem da Transferéncia de Massa

Como ja mencionado no Capitulo I, a segunda lei de Fick da difusao tem sido
usada por um nimero de pesquisadores com a consideracdo que o gradiente de umidade
€ a forca motriz do processo de transferéncia de massa e admite que a difusdo de liquido
€ 0 unico mecanismo de movimento de umidade, no interior do sélido.

Utilizando a Lei de Fick, na equacdo de balangco de massa de dgua no interior do

produto, tem-se:

Ju
— = V.(DsVu) (3.1)
at
Onde: u: teor de umidade (kg H,O/kg sélido seco)
D,y difusividade efetiva de massa (m2/s)

t: tempo (s)
As seguintes hipéteses simplificadoras foram assumidas:

1. A geometria do produto é considerada como uma placa plana infinita de

espessura 2L;
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2. A transferéncia do teor de umidade interna durante a

predominantemente unidimensional;

3. Nao ocorre geracdo de massa no interior do produto durante o processo;

secagem €

4. As resisténcias externas as transferéncias de massa e o encolhimento do produto

sao desprezadas;

5. A difusividade efetiva de massa € constante.

Para o problema de transferéncia de massa considerou-se que no meio da

amostra, x = 0, o gradiente do teor de umidade é considerado zero. No contorno, x = L

foi considerada uma condicao de equilibrio.
Aplicando as consideragdes acima a Eq. (3.1), encontra-se:

ou(x,t)  0%u(xt) 00 <x<Let>0
50 = Der =52 naregiio 0 < x e

onde x € a varidvel espacial e L € o comprimento caracteristico do produto.

A Eq. (3.2a) estd sujeita as seguintes condi¢cdes de contorno:

9u(0,7)

X

Teor de umidade maximo no centro: =0,emx=0et>0

Teor de umidade constante na superficie: u(L, t) =u*,emx=L et=>0

E a seguinte condicao inicial:

Teor de umidade inicial uniforme: u(x,O) =u,,naregilo0<x<Ler=0

(3.2a)

(3.2b)

(3.2¢)

(3.2d)

onde uy € o teor inicial de umidade (kg H,O/kg sélido seco), u* € o teor de umidade de

equilibrio (kg H,O/kg sélido seco) e u € o teor de umidade no tempo e no espago (kg

H,0/kg sdélido seco), D.r € a difusividade efetiva de massa (m?/s), e x e ¢ sdo as variaveis

independentes, isto €, posicdo (m) e tempo (s), respectivamente.
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O sistema dado pelas Eq. (3.2a), (3.2b), (3.2c) e (3.2d) pode ser escrito na

seguinte forma adimensional:

0p(X,7) _ 0%p(X,7)

pr e 0<X<1, t>0 (3.3a)

Com condic¢des de contorno:

IpX, 1) B
x| 0 X=0 7>0 (3.3b)
X, Dlx=1=0 X=1, >0 (3.3¢)

e condicdo inicial:
PX,T)|r=0 =1 0<X<1 7=0 (3.3d)
onde os grupos adimensionais que aparecem acima sao definidos como:

u(x,t) —u* . . .
o(X,1) = ST— teor de umidade adimensional;
o —

x
X = I’ posi¢do adimensional;

Deft . .
T= 12 ,tempo adimensional.

O problema (3.3) ¢ chamado de um Problema Direto quando as condi¢des
iniciais, condi¢cdes de contorno, assim como também todos os parametros que aparecem
na formulacao sao conhecidos. O objetivo do problema direto é determinar o campo do

teor de umidade no meio do produto.
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3.1.2.1. — Solucao da Transferéncia de Massa via Técnica da Transformada

Integral Classica (CITT)

O problema de transferéncia de massa, em alimentos submetidos ao processo de
secagem convectiva, pode ser resolvido por métodos cldssicos, por exemplo, por
Separacdo de Varidveis, como encontrado em SILVA (2007). Contudo, para efeito de
aplicacdo da Técnica da Transformada Integral Classica (CITT), resolve-se aqui o
problema formulado na secdo anterior. Seguindo-se os formalismos da CITT, o primeiro
passo € obter o Problema de Sturm-Liouville associado (também chamado de Problema
Auxiliar), contendo informagdes do problema principal. Se considerarmos a equagdo
diferencial (3.3) com suas condi¢des de contorno, este problema pode ser expresso

como (OZISIK, 1993):

d2p,(X)
TO8D 4 A0 = 0 (3.40)
de;(X) _

% =0 (3.4b)
(1) =0 (3.4¢)

Resolvendo-se o problema de Sturm-Liouville encontra-se:
@;(X) = cos(1;X) (autofuncio) (3.5a)
1
A = (i - E) n i=1,2,3-(autovalores) (3.5b)

Seguindo a idéia do método da Transformada Integral Cléassica, o préximo passo

¢ definir o par transformada-inversa:

1

¢i(t) = f P (X)p(X,T)dX Transformada (3.6a)
0
(X, 1) = 2 @:(X) ¢; (1) Inversa (3.6b)

Onde as autofunc¢des normalizadas, @;(X), sdo definidas por:
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(X
@;(X) = % (1/2) (3.6¢)

l

as quais gozam da seguinte propriedade de ortogonalidade:

1

[ aaoax =}

0

Lis] (3.6d)

Sendo ¢;(X) a solu¢do do problema de Sturm-Liouville associado, N; a norma,

¢;(t) a varidvel dependente transformada, com i = [, 2..., que posteriormente sera
truncado em uma ordem suficiente que garanta a precisdo requerida para a solugdo.

Onde a norma € dada por:

1
1
N; =] <Pi2(X)dX=§ ( 3.6e)
0

Uma vez definido o par transformada-inversa, o préximo passo é proceder a

transformac¢do do problema principal. Aplicando-se o operador
1
f @;(X)aXx
0

em ambos os lados da equacdo principal (3.3a) e utilizando-se a propriedade de
ortogonalidade (3.6d), apds alguns passos de manipulacdo algébrica chega-se a seguinte

equagdo:

d¢ (T) 220D L 20 =0 (3.70)

Para transformar a condicao inicial, aplica-se 0 mesmo operador na Eq. (3.3d),

de onde se obtém a condic¢ao inicial transformada:

1

#1(0) = f $:(X)dx (3.7b)

0
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De acordo com BOYCE e DIPRIMA (2006), a solucio do problema

transformado € do tipo:

$i(0) = C.e7" (3.7¢)

onde a constante C é obtida mediante a substituicdo da condi¢do inicial (3.7b) na

equacdo anterior (3.7c). Retornado-se a equacao da inversa (3.6b), obtém-se:

5(X.7) _zcos 4, X) [f cos (A X) Xm_e—/lizr 3.7d)

i=1

Retornando-se ao potencial original, temos:

ulx,t) =

[Z cos (4; x/L)f cos (4; x/L) dx . AlzDeft

T ] (ug—ux)+ux*x (3.7e)

Desta forma pode-se determinar o valor do teor de umidade no interior do

solido, seja qual for a posi¢do ou o instante considerado.
3.1.3. — Modelagem da Transferéncia de Calor e Massa

O problema fisico considerado aqui envolve a transferéncia de calor e massa em
uma placa porosa, inicialmente em condi¢des de temperatura e teor de umidade
uniformes. Da mesma forma que no problema de transferéncia de massa, considerou-se
aqui que no meio da amostra, x = 0, o gradiente do teor de umidade é zero. Contudo, no
contorno, x = L, colocado em contato com o fluxo de ar, considerou-se uma condi¢do de
contorno convectiva para temperatura e teor de umidade.

O sistema linear de equacgdes proposto por LUIKOV (1966, 1975), para a
modelagem deste problema fisico envolvendo a secagem de um meio poroso, pode ser

escrito como:
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oT (x,t) 02T (x,t) N gdou(x,t)
=a —

ot 9x2 c ot em0<x<L,  parat>0 (3.8a)

ou(x,t) 02T (x, t) 0%u(x,t)
= ———+ apy————
ot 0x? 0x?

em0<x<lL, para t >0 (3.8b)

sujeito as seguintes condi¢des iniciais:

EmO<x<L,parat=0:

T(x,0) =T,, u(x,0) = u, (3.8¢,d)

e as seguintes condicdes de contorno:

Em x =0, parat>0:

oy _  u0n _

ox ’ ox (38e,/)
Emx=L, parat>0:
oT(L,t) Ah,,
k + h T(L,t) — Tyl + (A —e)—[u(L,t) —ux*x]=0 (3.89)
0x Cm
ou(L,t) oT(L,t)
ko + 6k +hy,[u(L,t) —ux] =0 (3.8h)

dx ™o Ox

_k. _km. h. =h
a_pC’ am_pcm' m — mcmp

onde h',,: coeficiente de transferéncia de massa (m/s).

O primeiro termo na Eq. (3.8g) representa a contribuicdo da transferéncia de

calor no interior do produto, o segundo expressa a quantidade de calor fornecido pela
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7z

superficie, enquanto que o ultimo termo € a contribuicdo de calor consumido na
mudanca de fase do liquido.

Para a Eq. (3.8h) o primeiro termo descreve a contribui¢do da transferéncia de
umidade no interior do produto, enquanto os dois ultimos representam a contribuicao da
transferéncia de umidade devido ao efeito termogradiente e a transferéncia convectiva
de umidade, respectivamente.

A formulagdo do problema, em sua forma adimensional, pode ser escrita da

seguinte maneira:
Em0O<X<1,paraz>0:

90(X,7) 020X 0% D)

Fra (1 + eLuKoPn) e e (3.9a)

09X D) _ o 00K 0% D)
ot oX?2 oX?2

(3.9b)
Condigdes iniciais:

EmO<X<1,parat=0:

0(X,0) =0, ¢(X,0) =0 (3.9¢,d)
Condi¢des de contorno:

Em X =0, parat> 0:

96(0,7) _ 0¢(0,7) _
—ox % —ax 70 (3.9¢,f)

Em X =1, parat>0:

96(1,7)
0X

—Bigq[1—-06(1,7)] + (1 — ¢)BimKoLu[l — ¢(1,7)] =0 (3.99)
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_9eD) | p, 000D

= ——+ Bim[1 - $(1,0)] = 0

onde os varios grupos adimensionais que aparecem acima sdo definidos como:

T(x' t) - TO . .

0(X,1) = ——————, temperatura adimensional
Tor = To

Ug — u(x, t) , . . .

oX, 1) = Sy— conteudo de umidade adimensional
0 —
at . .

T= Iz tempo adimensional

X
X = I’ coordenada adimensional

h.L
k

Biq = , coeficiente de transferéncia de calor adimensional

h,L
. m P A . . .
Bim = T coeficiente de transferéncia de massa adimensional
m

am , .
Lu = —, nUmero de Luikov
a

Aug —u* , .
Ko = ————, numero de Kossovitch
C Tar - TO
Tar - TO ,
Pn = § ———, numero de Posnov
Uy — U *

(3.9h)

(3.10a)

(3.10b)

(3.10¢)

(3.10d)

(3.10¢)

(3.10f)

(3.109)

(3.10R)

(3.100)

Sem perda de generalidade, o sistema (3.9) pode ser reescrito, mais

convenientemente, sob a seguinte forma:
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EmO<X<1,parat>0:

96(X,7) 9260(X, 1) 92¢(X, 7)
ar M 5x2 127 5y

9 (X, T) 926(X, 1) 924 (X, 7)
P T T e

Condicdes iniciais:
Em0O<X<1,paraz=0:
0(X,0) =0, ¢(X,0)=0

Condicdes de contorno:

Em X =0, parat> 0:

ae(o,r)_O 6¢(0,T)_0
ox X

Em X =1, parat> 0:

96(1,7)
oX

—Big[1-6(1,7)]+ (1 — &)BimKoLu[l — ¢(1,7)] =0

db(1,7) 96(1,7)
ax TPy

+ Bim[1 —¢(1,7)] =0

onde:

K;; = (1 — ¢)BimKoLu; K,, = —eKoLu

K21 = LuPn; KZZ =Lu

(3.11a)

(3.11b)

(3.11c, d)

(3.11e, f)

(3.119)

(3.11h)
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O problema (3.11) € chamado de um Problema Direto quando as condi¢des
iniciais, condi¢cdes de contorno, assim como também todos os parametros que aparecem
na formulagdo sdo conhecidos. O objetivo do problema direto é determinar os campos
de temperatura e teor de umidade adimensionais, (X, 1) e ¢ (X, 7), respectivamente, no

produto.

3.1.3.1. — Solucao da Transferéncia de Calor e Massa via Técnica da Transformada
Integral Generalizada (GITT)

A técnica da transformada integral generalizada, por ser um método que possui
caracteristicas  analitico-numéricas, tém motivado, ao longo dos anos, o
desenvolvimento de varios esquemas para aceleracdo da convergéncia e/ou redugdo do
custo computacional, como conseqiiéncia direta da aplicagdo do método a classes de
problemas distintos (DANTAS, 2000). Neste estudo serdo utilizados dois dos principais
esquemas desenvolvidos nos dltimos anos, que sdo: (a) O uso de filtros simples com a
finalidade de reduzir a influéncia das ndo-homogeneidades na taxa de convergéncia, e
(b) O balanco integral, que retém as informagdes do contorno em uma nova
representacao para a expansao.

Para melhor performance computacional, no uso da GITT, propde-se a aplicacao

do seguinte filtro no problema definido pelas Eqs. (3.11):

60X, 1) =1+6,(X,17) (3.12a)

X, 1) =1+ ¢p(X,7) (3.12b)

Substituindo as Eqgs. (3.12) nas Eqgs. (3.11), obtém-se o seguinte problema

homogéneo:

EmO<X<1,parat>O0:

20, (X, 320, (X, % (X,
n( T):K h( T)_I_K on(X, 1)

9T 11 X2 12 X2 (3.13a)
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0pn(X, 1) 020, (X, 7) 02pn(X, 1)
9r - KTy K05

Condigoes iniciais:
EmO<X<1,parat=0:
O (X,0) = -1, $r(X,0) = -1
Condicdes de contorno:

Em X =0, parat> 0:

aeh(o,r)_O Od)h(O,T)_O
ox oxX

Em X =1, parat>0:

0,(L,7) . .
———— + Biq0,(1,t) = Bim** ¢, (1, 1)
0X
0 1,7
% + Bim*¢,(1,7) = —BiqPn6,(1,1)
Sendo:

{Bim* = Bim[1 — (1 — e)KoLuPn]
Bim** = (1 — e)BimKoLu

(3.13b)

(3.13¢,d)

(3.13¢, )

(3.139)

(3.13R)

(3.130)
(3.13))

Seguindo a metodologia da técnica da transformada integral generalizada, o

primeiro passo € escolher os problemas auxiliares independentes. No presente estudo,

foram escolhidos os seguintes problemas de autovalor do tipo Sturm-Liouville para a

temperatura e teor de umidade, respectivamente:
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d?y; (X
;pTl(z)+ 2P (X) =0, en 0<X<1 (3.14a)
d;(0)

=0 emX=0 (3.14b)
dy;(X

11;1)(( ) + Biqy;(1) = 0, em X =1 (3.14¢)
e
d?¢;(X)
d—)l(z +2%0;X) =0, em0<X<1 (3.15q)
dei(0) _ _

X 0, emX=0 (3.15b)
do;(X

q;l)(( )+ Bim*¢;(1) =0, em X =1 (3.15¢)

As solugdes dos problemas auxiliares escolhidos (3.14) e (3.15) podem ser
facilmente obtidas em OZISIK (1993), cujas expressdes das autofungdes, autovalores e

normas, respectivamente, sao dadas por:

Y;(X) = cos(u; X) (autofungio) (3.16a)
Equacao transcendental para o calculo dos autovalores, y;:

(u) tan(y;) = Biq (3.16b)

1u;? + Big ® + Big
2 ﬂi2+Biq2

1
M; =] P;2dX = (norma) (3.16¢)
0

@;(X) = cos(1;X) (autofuncgio) (3.17a)
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Equagdo transcendental para o cdlculo dos autovalores, A;:

(4;) tan(4;) =Bim*

N fl 24y 11;* + Bim* 2 4+ Bim* ( )
P = i = = norma
' 0 @i 2 A[Z + Bim* ?

(3.17b)

(3.17¢)

Os problemas de autovalor (3.14) e (3.15) permitem a defini¢do dos seguintes

pares de transformada-inversa:

1
(éi (r) = f P;(X)6,(X,7)dX (transformada)
Leh(x, T) = z Y;(X)0;(7) (inversa)
e
(zon_ [~
¢i(7) —f ¢i(X) pp (X, 1)dX (transformada)
0
QEDE Z FO0E(D) (inversa)
onde: P;(X) = —lpi(X) e @iX)= —(pi(X)

/M,

sdo as autofun¢des normalizadas.

(3.18a)

(3.18b)

(3.19a)

(3.19b)

O préximo passo consiste em se executar a transformacao integral das equagdes

parciais originais, de maneira a reduzi-las a um sistema diferencial ordinario. Com este

objetivo, opera-se a Eq. (3.13a) com o operador fol Y,dX e a Eq. (3.13b), com fol ¢,dX.

Para se obter uma montagem completa do sistema de EDO’s, os valores nos contornos,

0,(1,7) e ¢,(1,7), devem ser expressos em fungdo dos potenciais transformados,

0;(1,7) e ¢;(1,7).
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A substituicdo direta das féormulas da inversa (3.18b) e (3.19b) nos contornos,
entretanto, ndo € recomendada (RIBEIRO et al., 1993), devido as condi¢des de contorno
do problema original ndo serem necessariamente obedecidas pelas autofungdes. Desta
forma um procedimento alternativo € seguido, através do uso das equacdes de balango
integral. Este procedimento alternativo consiste da integracdo no volume (0<X<1) de
cada uma das equacdes diferenciais parciais originais (3.13a,b), permitindo a obten¢do
de expansdes de rdpida convergéncia para a temperatura e teor de umidade e suas
derivadas no contorno.

Assim, apds algumas manipulagcdes matemadticas o sistema de EDQO’s para os

potenciais transformados, pode ser escrito como:

da; _ < _
di’[) + Ky104;76,(7) + Kypp;” Z aij ¢j(T) = K11 Bim™ (D¢ (1,7)
j=1
+K12[(Biq — Bim*){i(1) (1, 7) — BigPni;(1)6,(1,7)] (3.20a)
do; _ _
QZ‘ET) + K22/1i2¢i(f) + K21/1i2 Z bijgi (1) = —K3,BigPng;(1)6,(1,7)
j=1
+K,,[(Bim* — Big)®;(1)6,(1,7) + Bim**;(1) ¢, (1,7)] (3.20b)
onde:
1 [~/ 46,0 d;(T)
0,(1,7) = _B_iq ;(cj c]ir + koc”; ér > (3.20¢)
~ 1 . dé;(@
¢, 1) = - Bimky, ; S (3.20d)
j F.(X) dX =~ c* =f1<'p'(x)dx= sin 4,
] \/_”1 0 VN4

Aj cos(u;) sin(lj) — U; cos(/lj) sin(y;)

\/ﬁi\/ﬁi(;{jz — %)

1~
a;; = —[0 lpl(X) @(X)dX =
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bij = f .00 T (0ax = 2eosly) sinl) =k cosA sinfy)
’ \/ﬁi\/ﬁi(li — ;%)

As condic¢des iniciais requeridas sdo obtidas da transformacgdo integral das

condicdes iniciais originais (3.13c,d), o que fornece:

6;(r) = —fllﬁi(X) dX (3.20e)
0

1

¢i(1) = —f @:(X) dX (3.201)

0

Este sistema pode ser resolvido através de um programa na linguagem Fortran
ou por rotinas matematicas bem estabelecidas e testadas.

Calculada a solugio do vetor dos campos transformados de temperatura, 8;(7) e
teor de umidade ¢;(7), para qualquer tempo de interesse, as férmulas da inversa (3.18b)
e (3.19b), sdo utilizadas para que se expressem os potenciais originais, 8,(X,7) e
¢r(X,7), em qualquer posicdo desejada. Para melhorar a convergéncia dessas
expansdes de autofuncgdes, especialmente na vizinhanca do contorno X = 1, o mesmo
procedimento utilizado anteriormente para o calculo dos potenciais no contorno,
0,(1,7) e ¢ (1, 1), pode ser estendido para todo o interior do meio, como sugerido por
RIBEIRO et al. (1993) e SCOFANO NETO et al. (1990).

As expressdes alternativas resultantes para 65, (X, 1) e ¢, (X, T), as quais podem
melhorar consideravelmente as taxas de convergéncia das expansdes em autofungdes

sdo, respectivamente:

6. _ ko Z 46D (3.21a)

0, (X, 7) = 0,(1,7) — Z d— e
i=1

i=1

> dg, 1+ eKoluPn)~ do;
¢h(X,T)=¢h(1,T)—Pnzldi df)—( ELZ ¢ n)Z‘ei (ZT(T) (3.21b)

onde:



66

1 ~x'
d; = f f P,(X")dXx" dX' (3.21¢)
X J0

1 X'
= f f ¢,X")dX" dX' (3.21d)
x Jo

Um procedimento similar foi aplicado para se obter as derivadas no contorno,

00x(X,7) 0pn(X,T) . . 00p(X,7) 0¢p(X,7)
EEEe— e — , e no interior do meio, e , em
0X X=1 0X X=1 0X X

funcdo do potencial transformado. As expressdes resultantes sdo, respectivamente:

aeh(x 7) da; (@ , & dd;()
Zfl ; I (3.22a)
Ipn(X, 7)o, d6; (@ (4 sKoLuPn) d¢ (r)
e pn;fl — (3.22b)
€
00,(X,7)  86,(X, da; d
W) _ 00,060 Z © 2 b0 (3220
Ipn(X, ) _ 9pn(X,7) O, dB(r) (1 + eKoLuPn) dd) (r)
X 0X  ly_, _Pn;hl dt Lu Z
(3.22d)
onde:

1~ 1
=j %(X) dX e Ji =j (ﬁl(X) dx
0 0

1

1
B = j T AX e i = f (X" dX’
X

X

Finalmente, os perfis adimensionais de temperatura e teor de umidade sdo

computados utilizando-se as Egs. (3.12a,b).



CAPITULO IV

RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo sdo apresentados os resultados obtidos para as solucoes dos
problemas diretos de transferéncia de massa e transferéncia simultinea de calor e massa e
inverso de estimativa de pardametros para a transferéncia de massa. Sendo dividido em trés
etapas.

A primeira etapa deste capitulo é dedica as solucdes dos problemas diretos
Inicialmente ¢é realizada a andlise das convergéncias numéricas para os dois potencias e
das distribuicoes do teor de umidade, segundo a lei de Fick, dentro do produto. Em
seguida é feita uma comparacdo entre os modelos matemdticos obtidos com a lei de Fick,
via CITT, e as equacoes de Luikov, via GITT e por fim é realizada uma andlise da
influéncia dos parametros adimensionais da formulacdo de Luikov sobre o processo de
secagem de alimentos.

Na segunda etapa apresentam-se os resultados obtidos para o projeto otimo da
experiéncia para estimativa de pardametros, por meio de uma andlise de sensibilidade aos
pardmetros do modelo. Sao estudados os efeitos da temperatura e velocidade do ar de
secagem. Para tanto, utiliza-se aqui a formulacdo do problema de transferéncia de massa

O capitulo é finalizado com a solucdo do problema inverso utilizando-se o método
de Levenberg-Marquardt com medidas simuladas. Nesta etapa o problema inverso é

resolvido para a transferéncia de massa, tomando-se apenas medidas do teor de umidade.



4.1. - PROBLEMA DIRETO

O problema de secagem de alimentos proposto foi resolvido aqui, para efeito de

comparacdo, por dois modelos matemadticos, um associado a transferéncia de massa via
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CITT e o outro aplicado a transferéncia simultanea de calor e massa via GITT.

Depois de obtidos os dois sistemas infinitos de equacdes diferenciais ordindrias,
desenvolveram-se dois cddigos computacionais em linguagem de programacdo Fortran

90/95. O sistema diferencial resultante da GITT foi resolvido utilizando a rotina DIVPAG

da biblioteca cientifica do IMSL, com controle de erro relativo prescrito de 108,

No presente topico foram estudados trés casos, fazendo-se variar as condigdes
experimentais do processo. Tais casos podem ser vistos na Tab. (4.1), os quais foram
obtidos da referéncia KARIM e HAWLADER (2005) que realizaram a secagem de

bananas em um secador solar do tipo cabine.

Tabela 4.1: Propriedades do ar de secagem e da banana.

Propriedades Caso 1 Caso 2 Caso 3
L (m) 2,0x107 2,0x107 2,0x107
p (kg/m?) 980 980 980

h. (W/m2 K) 31,45 30,86 36,51
B (kg/m?2 s°M) 4,97x107 6,72x107 8,59x10”
k (w/m K) 0,5424 0,5424 0,5424
K, (kg/m s°M) 4,73%10™" 6,55x10"° 7,08x107"
¢ J/kg K) 3350 3350 3350
cm (kg/kg °M) 3,010~ 3,010~ 3,010~
A (J/Kg) 2,3830%x10° 2,3586x10° 2,3586x10°
Ty (°C) 24 24 24

T.r (°C) 50 60 60

Var (M/8) 0,50 0,50 0,70

up (kg/kg seco) 4 4 4

u* (kg/kg seco) 0,22 0,20 0,20
D, (m?/s) 1,61x10™"° 2,23x10™" 2,41x10™"
8 (kg/kg°C) 0,015 0,015 0,015
Bi, 0,116 0,114 0,135
Bi 2,10 2,05 2,43
Lu 0,0010 0,0013 0,0015
Pn 0,103 0,142 0,142
ko 103,42 74,32 74,32

e 0,3 0,3 0,3
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Os parametros adimensionais dos Casos 1, 2 e 3 representam as propriedades
fisicas da banana, modificando-se a temperatura e velocidade do ar ambiente, o0s
coeficientes de transferéncia de calor e de massa na fronteira, como pode ser visto na Tab.
4.1).

Nota-se na Tab. (4.1) que para todos os casos analisados considerou-se a espessura
do produto como sendo 2,0x10° m e que os mesmos envolvem coeficientes de
transferéncia de calor e de massa na fronteira (X = 1) da ordem daqueles de conveccao
forcada com o ar externo aquecido, em comparagdo a temperatura inicial do produto.

Uma das maiores dificuldades na modelagem da secagem de alimentos, segundo as
equacgdes de Luikov, foi encontrar na literatura os parametros de transferéncia de massa,
tais como o coeficiente de transferéncia de massa (h,: kg/m? s°M), a condutividade
madssica (k,: kg/m s°M), a capacidade massica (c,: kg/kg °M), o coeficiente
termogradiente (J: kg/kg®C) e o critério de mudanca de fase (¢).

Segundo IRUDAYARAJ e WU (1999), que estudaram a transferéncia de calor e
massa em um sistema alimentar baseado em amido de milho, o valor do coeficiente
termogradiente (6) varia de 0,01 kg/kg°C a 0,02 kg/kg®C para produtos alimenticios.
Assim, um valor médio de 0,015 kg/kg°C foi usado para os casos apresentados na Tab.
(4.1). Considerou-se ¢,, = 3,0><10'3 kg/kg °M tendo como base o mesmo trabalho realizado
por IRUDAYARAJ e WU (1999). Os valores de h,, e k, foram encontrados usando as
correlacdes matemadticas encontradas em LUIKOV (1966), como apresentado na se¢do

3.1.3.

4.1.1 — Analise de Convergéncia

A solug¢ao do sistema de equagdes diferenciais através da Técnica da Transformada
Integral implica no truncamento de uma série infinita em um nudmero finito de termos, de
onde surge a necessidade da observacdo dos potenciais calculados nos instantes iniciais
para efeito de anélise de convergéncia dos resultados obtidos.

Inicialmente, os sistemas foram truncados e uma andlise de convergéncia foi
realizada para todos os casos estudados, mas apresenta-se aqui a andlise apenas para o
Caso 1. Na andlise, avaliou-se o nimero de termos necessdrios para que se obter a

convergéncia dos resultados até o quinto (5°) digito significativo para diferentes tempos (t
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= 0,05h, t = 0,1h, t = 0,15h, t = 0,20h e t = 0,25h) e para crescentes ordens de truncamento
nas 6 posi¢des estudas (X = 0,0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 1,0).

Na Tabela (4.2) sao apresentadas as distribuicdes dimensionais do teor de umidade
ao longo do meio, referente a transferéncia de massa, via CITT. Os resultados para a
transferéncia simultinea de calor e massa, obtidos pela GITT, podem ser vistos nas Tabs.
(4.3) e (4.4), para as distribui¢cdes do teor de umidade e temperatura, respectivamente.
Verificou-se uma rdpida convergéncia dos resultados, onde o tempo maximo necessario
para cdlculo, referente a GITT, foi de 628 s (tempo de CPU).

A comparagdo das Tabs. (4.2) com (4.3) revela que a convergéncia das expansoes €
bastante rdpida mesmo para o menor valor de tempo (t = 0,05h). O teor de umidade
dimensionalizado estd essencialmente convergido, tanto pela solugdo via CITT quanto pela
via GITT, para N<20.

Para um maior valor de tempo, t = 0,25h, pode-se perceber que a convergéncia €
ainda mais répida, onde N = 15 € mais que suficiente para se obter o teor de umidade com
os cinco (5) digitos de precisdo totalmente convergidos. Pela solu¢ao via GITT, a
temperatura dimensionalizada requer entre 70 a 80 termos, no menor valor de tempo. Para
maiores valores de tempo, a temperatura estd totalmente convergida com N = 60.
Nitidamente verifica-se que o nimero de termos da série decresce com o aumento do
tempo, conseqiientemente, se a andlise for realizada em instantes posteriores, menos
termos serdo necessarios.

Apés a andlise de convergéncia, o sistema foi truncado com 30 temos, para a
solucdo via CITT, e com 80 termos, para a solucdo via GIIT, na série e a partir dai,
realizou-se as simulagdes para o estudo do processo de secagem e comparagdo com

resultados disponiveis na literatura.



Tabela 4.2: Andlise de convergéncia do teor de umidade calculado pela CITT, com os
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valores do Caso 1 (T, =50°C e v, = 0,5 m/s).

t=0,05h
Teor de umidade (kg H,O/kg sélido seco)

X/N 5 10 15 20 25 30
0,0 4,03672 | 3,99993 | 4,00000 | 4,00000 | 4,00000 | 4,00000
0,2 3,96212 | 3,99993 | 4,00000 | 4,00000 | 4,00000 | 4,00000
0,4 4,04127 | 3,99993 | 4,00000 | 4,00000 | 4,00000 | 4,00000
0,6 3,95161 | 3,99657 | 3,99663 | 3,99663 | 3,99663 | 3,99663
0,8 3,67207 | 3,63475 | 3,63479 | 3,63479 | 3,63479 | 3,63479
1,0 0,22000 | 0,22000 | 0,22000 | 0,22000 | 0,22000 | 0,22000

t=0,1h
Teor de umidade (kg H,O/kg sélido seco)

X/N 5 10 15 20 25 20
0,0 4,00500 | 4,00000 | 4,00000 | 4,00000 | 4,00000 | 4,00000
0,2 3,99500 | 3,99999 | 3,99999 | 3,99999 | 3,99999 | 3,99999
0,4 4,00325 | 3,99840 | 3,99840 | 3,99840 | 3,99840 | 3,99840
0,6 3,92475 | 3,92898 | 3,92898 | 3,92898 | 3,92898 | 3,92898
0,8 3,09520 | 3,09259 | 3,09259 | 3,09259 | 3,09259 | 3,09259
1,0 0,22000 | 0,22000 | 0,22000 | 0,22000 | 0,22000 | 0,22000

t=0,15h
Teor de umidade (kg H,O/kg sélido seco)

X/N 5 10 15 20 25 20
0,0 4,00061 | 3,99999 | 3,99999 | 3,99999 | 3,99999 | 3,99999
0,2 3,99892 | 3,99953 | 3,99953 | 3,99953 | 3,99953 | 3,99953
0,4 3,98541 | 3,98486 | 3,98486 | 3,98486 | 3,98486 | 3,98486
0,6 3,79150 | 3,79193 | 3,79193 | 3,79193 | 3,79193 | 3,79193
0,8 2,72476 | 2,72452 | 272452 | 2,72452 | 2,72452 | 2,72452
1,0 0,22000 | 0,22000 | 0,22000 | 0,22000 | 0,22000 | 0,22000

t=0,20h
Teor de umidade (kg H,O/kg sélido seco)

X/N 5 10 15 20 25 20
0,0 3,99983 | 3,99975 | 3,99975 | 3,99975 | 3,99975 | 3,99975
0,2 3,99656 | 3,99663 | 3,99663 | 3,99663 | 3,99663 | 3,99663
0,4 3,95208 | 3,95201 | 3,95201 | 3,95201 | 3,95201 | 3,95201
0,6 3,63474 | 3,63479 | 3,63479 | 3,63479 | 3,63479 | 3,63479
0,8 2,46489 | 2,46487 | 2,46487 | 246487 | 2,46487 | 2,46487
1,0 0,22000 | 0,22000 | 0,22000 | 0,22000 | 0,22000 | 0,22000

t=0,25h
Teor de umidade (kg H,O/kg sélido seco)

X/N 5 10 15 20 25 20
0,0 3,99847 | 3,99846 | 3,99846 | 3,99846 | 3,99846 | 3,99846
0,2 3,98878 | 3,98879 | 3,98879 | 3,98879 | 3,98879 | 3,98879
0,4 3,90246 | 3,90245 | 3,90245 | 3,90245 | 3,90245 | 3,90245
0,6 348115 | 3,48116 | 348116 | 3,48116 | 3,48116 | 348116
0,8 2,27081 | 2,27081 | 2,27081 | 2,27081 | 2,27081 | 2,27081
1,0 0,22000 | 0,22000 | 0,22000 | 0,22000 | 0,22000 | 0,22000
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Tabela 4.3: Andlise de convergéncia do teor de umidade calculado pela GITT, com os
valores do Caso 1 (Bi, = 0,116, Bi,, = 2,10, Lu = 0,0010, Pn = 0,103, Ko = 103,42 ¢ ¢ =

0,3).

t=0,05h
Teor de umidade (kg H,O/kg sélido seco)

X/N 5 10 15 20 25 30
0,0 4,00798 | 3,99985 | 3,99987 | 3,99987 | 3,99987 | 3,99987
0,2 3,99152 | 3,99985 | 3,99987 | 3,99987 | 3,99987 | 3,99987
0,4 4,00908 | 3,99985 | 3,99987 | 3,99987 | 3,99987 | 3,99987
0,6 3,98864 | 3,99969 | 3,99970 | 3,99970 | 3,99970 | 3,99970
0,8 3,98203 | 3,96791 | 3,96793 | 3,96793 | 3,96793 | 3,96793
1,0 3,33796 | 3,35369 | 3,35371 | 3,35371 | 3,35371 | 3,35371

t=0,1h
Teor de umidade (kg H,O/kg sélido seco)

X/N 5 10 15 20 25 20
0,0 4,00112 | 3,99983 | 3,99983 | 3,99983 | 3,99983 | 3,99983
0,2 3,99852 | 3,99983 | 3,99983 | 3,99983 | 3,99983 | 3,99983
0,4 4,00107 | 3,99967 | 3,99967 | 3,99967 | 3,99967 | 3,99967
0,6 3,98963 | 3,99115 | 3,99115 | 399115 | 3,99115 | 3,99115
0,8 3,85617 | 3,85452 | 3,85452 | 3,85452 | 3,85452 | 3,85452
1,0 3,10957 | 3,11123 | 3,11122 | 3,11122 | 3,11122 | 3,11122

t=0,15h
Teor de umidade (kg H,O/kg sélido seco)

X/N 5 10 15 20 25 20
0,0 4,00008 | 3,99984 | 3,99984 | 3,99984 | 3,99984 | 3,99984
0,2 3,99955 | 3,99979 | 3,99979 | 3,99979 | 3,99979 | 3,99979
0,4 3,99828 | 3,99803 | 3,99803 | 3,99803 | 3,99803 | 3,99803
0,6 3,96855 | 3,96880 | 3,96880 | 3,96880 | 3,96880 | 3,96880
0,8 3,74962 | 3,74935 | 3,74935 | 3,74935 | 3,74935 | 3,74935
1,0 2,96593 | 296617 | 2,96616 | 296616 | 2,96616 | 2,96616

t=0,20h
Teor de umidade (kg H,O/kg sélido seco)

X/N 5 10 15 20 25 20
0,0 3,99985 | 3,99982 | 3,99982 | 3,99982 | 3,99982 | 3,99982
0,2 3,99934 | 3,99937 | 3,99937 | 3,99937 | 3,99937 | 3,99937
0,4 3,99212 | 3,99209 | 3,99209 | 3,99209 | 3,99209 | 3,99209
0,6 3,93038 | 3,93040 | 3,93040 | 3,93040 | 3,93040 | 3,93040
0,8 3,63799 | 3,63795 | 3,63795 | 3,63795 | 3,63795 | 3,63795
1,0 2,83756 | 2,83756 | 2,83756 | 2,83755 | 2,83755 | 2,83755

t=0,25h
Teor de umidade (kg H,O/kg sélido seco)

X/N 5 10 15 20 25 20
0,0 3,99966 | 3,99966 | 3,99966 | 3,99966 | 3,99966 | 3,99966
0,2 3,99814 | 3,99814 | 3,99814 | 3,99814 | 3,99814 | 3,99814
0,4 3,98254 | 3,98254 | 3,98254 | 3,98254 | 3,98254 | 3,98254
0,6 3,89026 | 3,89025 | 3,89025 | 3,89025 | 3,89025 | 3,89025
0,8 3,54950 | 3,54950 | 3,54950 | 3,54950 | 3,54949 | 3,54949
1,0 2,74529 | 274526 | 2,74526 | 2,74526 | 2,74526 | 2,74526
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do Caso 1 (Bi; =0,116, Bi,, = 2,10, Lu = 0,0010, Pn = 0,103, Ko = 103,42 e ¢ =0,3).

t=0,05h
Temperatura (°C)

X/N 10 20 40 60 70 80
0,0 15,12225 | 15,08255 | 15,07829 | 15,07781 | 15,07771 | 15,07771
0,2 15,10956 | 15,06999 | 15,06563 | 15,06520 | 15,06511 | 15,06511
0.4 15,07159 | 15,03216 | 15,02782 | 15,02741 | 15,02731 | 15,02731
0,6 15,00850 | 14,96960 | 14,96535 | 14,96496 | 14,96494 | 14,96494
0,8 14,92784 | 14,88952 | 14,88530 | 14,88495 | 14,88482 | 14,88482
1,0 14,94737 | 14,90975 | 14,90562 | 14,90525 | 14,90512 | 14,90512

t=0,1h
Temperatura (°C)

X/N 10 20 40 60 70 80
0,0 12,87682 | 12,86054 | 12,85883 | 12,85861 | 12,85861 | 12,85861
0,2 12,87655 | 12,85982 | 12,85821 | 12,85786 | 12,85786 | 12,85786
0.4 12,87371 | 12,85763 | 12,85587 | 12,85562 | 12,85562 | 12,85562
0,6 12,87160 | 12,85570 | 12,85409 | 12,85384 | 12,85384 | 12,85384
0,8 12,89560 | 12,87990 | 12,87820 | 12,87806 | 12,87806 | 12,87806
1,0 13,04768 | 13,03224 | 13,03057 | 13,03043 | 13,03032 | 13,03032

t=0,15h
Temperatura (°C)

X/N 10 20 40 60 70 80
0,0 13,27066 | 13,26324 | 13,26240 | 13,26231 | 13,26231 | 13,26231
0,2 13,27310 | 13,26572 | 13,26497 | 13,26482 | 13,26482 | 13,26482
0,4 13,28081 | 13,27348 | 13,27265 | 13,27252 | 13,27252 | 13,27252
0,6 13,29924 | 13,29208 | 13,29126 | 13,29110 | 13,29110 | 13,29110
0,8 13,36320 | 13,35607 | 13,35532 | 13,35521 | 13,35521 | 13,35521
1,0 13,55227 | 13,54520 | 13,54456 | 13,54447 | 13,54447 | 13,54447

t=0,20h
Temperatura (°C)

X/N 10 20 40 60 70 80
0,0 14,49126 | 14,48825 | 14,48792 | 14,48782 | 14,48782 | 14,48782
0,2 14,49478 | 14,49174 | 14,49133 | 14,49133 | 14,49133 | 14,49133
0,4 14,50635 | 14,50337 | 14,50306 | 14,50306 | 14,50306 | 14,50306
0,6 14,53631 | 14,53348 | 14,53304 | 14,53304 | 14,53304 | 14,53304
0,8 14,62210 | 14,61936 | 14,61891 | 14,61891 | 14,61891 | 14,61891
1,0 14,82293 | 14,82010 | 14,81981 | 14,81981 | 14,81981 | 14,81981

t=0,25h
Temperatura (°C)

X/N 10 20 40 60 70 80
0,0 15,67962 | 15,67825 | 15,67814 | 15,67814 | 15,67814 | 15,67814
0,2 15,68326 | 15,68194 | 15,68182 | 15,68172 | 15,68172 | 15,68172
0,4 15,69662 | 15,69525 | 15,69511 | 15,69511 | 15,69511 | 15,69511
0,6 15,73294 | 15,73163 | 15,73142 | 15,73142 | 15,73142 | 15,73142
0,8 15,82880 | 15,82751 | 15,82735 | 15,82735 | 15,82735 | 15,82735
1,0 16,03019 | 16,02877 | 16,02862 | 16,02862 | 16,02862 | 16,02862
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4.1.2 — Transferéncia de Massa — Lei de Fick

O comportamento dindmico do processo de secagem de alimentos pode ser
acompanhado através dos graficos em 3D apresentados nas Figs. (4.1a), (4.1b) e (4.1¢), as
quais representam a distribuicdo do teor de umidade dentro da amostra, obtidas pela lei de
Fick. Neste caso, foram considerados os trés casos apresentados na Tab. (4.1).

As curvas mostram que o teor de umidade no inicio do processo de secagem ¢é
exponencialmente reduzido até alcancar o teor de umidade de equilibrio. Tal
comportamento demonstra a inexisténcia do periodo constante de secagem, assim, O
processo de secagem da banana acontece apenas no periodo decrescente.

Ao se relacionar os tempos de secagem com a temperatura do ar observa-se que,
quando se utilizou temperatura de secagem de 60°C, o tempo necessario para alcangar um
teor de umidade final de 0,20 kg H,O/kg s6lido seco diminuiu 18% em relagdo com aquele
obtido a 40°C para um teor de umidade final de 0,22 kg H,O/kg sélido seco. Este
comportamento pode ser explicado pelo fato que o teor de umidade de equilibrio varia de
forma inversa com a temperatura do ar quando a umidade relativa do ar de secagem ¢é
constante. Isto acontece devido ao acréscimo da temperatura proporcionar um aumento da
pressdo de vapor no ar e no alimento, sendo muito maior neste ultimo, pois sua quantidade
de 4gua é muitas vezes superior a do ar. Como conseqiiéncia haverd uma migracdo de
umidade do alimento para o ar.

Quando se relaciona os tempos de secagem com a velocidade verifica-se que, para a
velocidade de secagem de 0,7 m/s o tempo necessdrio diminuiu em 19% em relagdo com
aquele obtido a 0,5 m/s para alcancar o teor de umidade final de 0,20 kg H,O/kg sélido
seco.

Ao se relacionar tanto a temperatura quanto a velocidade com os tempos de
secagem percebe-se que, no Caso 3 o tempo necessdrio diminuiu em 33% para alcancar
praticamente os mesmos valores do teor de umidade final.

O aumento da forca motriz da migracdo da umidade, através do aumento da
temperatura e/ou da velocidade do fluxo de ar, geralmente aumenta a velocidade de
secagem, devido ao aumento nas diferencas de concentracdes entre as camadas internas e

externas.
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Figura 4.1: Visualizacdo em 3D da distribuicao do teor de umidade no interior da amostra

em cada caso: (a) Caso 1, (b) Caso 2, (c) Caso 3.
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Os gréficos indicam que o teor de umidade de equilibrio, em X = 1, foi alcangado
quase que instantaneamente logo no inicio da secagem, devido a condi¢do de teor de
umidade de equilibrio imposta, e para posicoes mais préximas do centro, o teor de umidade
varia mais lentamente. Como no inicio do processo de secagem uma parte significativa da
agua estd livre na superficie do produto, ela é, portanto, mais facilmente removida nas
posicdes proximas a superficie. Para outros tempos de secagem, as diferencas do teor de
umidade em diferentes posicoes aumentam devido a interacdo da dgua com os grupos
polares das moléculas constituintes, aumentando desta forma a resisténcia ao transporte de

massa

4.1.3 — Comparacao do Modelo de Fick e do Modelo de Luikov

A andlise agora é dirigida a comparacdo dos dois modelos matemdticos e, para
tanto, as curvas de distribui¢ao do teor de umidade sdo representadas nas Figs. (4.2), (4.3),
(4.4) e (4.5), para as posicoes no centro (X = 0,0) e na superficie (X = 1,0) do alimento.

Ao analisar o comportamento dos perfis do teor de umidade, observa-se que existe
uma diferenca entre as curvas obtidas pelo modelo difusional e o modelo de Luikov. Uma
primeira justificativa para as discrepancias encontradas entre os dois modelos pode ser
atribuida ao fato que a lei de Fick assume que a migracdao de umidade no produto € devida
a apenas um gradiente de umidade. Enquanto que as equacdes de Luikov levam em
consideragdo a transferéncia simultdnea de calor e massa assumindo que o movimento de
umidade é conduzido por gradientes de umidade e de temperatura que, pelo efeito
termogradiente, oferece resisténcia a saida do fluxo de umidade.

Ao comparar as Eqgs. (3.2a), relativa a lei de Fick, e (3.8b), relativa as equacoes de
Luikov, torna-se evidente que o modelo de difusdo de Fick pode ser re-arranjado como
uma forma simplificada do modelo de Luikov, quando o efeito do gradiente de temperatura
€ desprezivel (0T /0x). Esta consideragc@o pode ser feita quando o gradiente de temperatura
for significativamente menor do que o gradiente do teor de umidade ou quando o valor do
coeficiente termogradiente (d) for muito menor do que a difusividade de massa.

Deve-se ressaltar que as curvas apresentadas nas Figs. (4.2) a (4.5) sdo
caracteristicas do periodo decrescente de secagem, no qual a quantidade de 4gua na
superficie do alimento comeca a ser deficiente. Neste periodo a vaporizagdo da dgua, ainda

presente na superficie, gerard um gradiente de umidade, dando inicio a movimentagao da
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dgua do interior até a superficie e uma quantidade significativa de calor é conduzida da

superficie para o centro do alimento. Desta forma, gradientes de temperatura na zona seca

podem nao ser despreziveis, e 0 seu efeito sobre a secagem deve ser considerado. Além

disso, para o Caso 1 tem-se que o valor da difusividade de massa é 1,61><10'10 m?/s e o

coeficiente termogradiente € 0,015.

Em condi¢des de secagem mais severas torna-se importante o conhecimento da

temperatura no produto, visto que uma temperatura mais elevada pode fornecer ao produto

a possibilidade de alteracao de sua cor (acelerando os efeitos de escurecimento), textura e

sabor, reduzindo desta forma a sua qualidade. Nestes casos, ocorre uma limitacdo da lei de

Fick e a utilizacdo do modelo de Luikov é mais apropriada.
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Outra possivel justificativa para as discrepancias encontradas entre os dois modelos
estd relacionada as simplificacdes assumidas para a formulacdo do modelo difusional, tais
como a condicao do teor de umidade de equilibrio imposta na superficie. Pode-se verificar
que, nos trés casos estudados, o modelo difusional tendeu a subestimar o teor de umidade.
A Fig. (4.2a) mostra que para um tempo de 4 h de secagem, o teor de umidade obtido com
o modelo de Fick foi de aproximadamente 1,4 kg H,O/kg sélido seco, enquanto que com o
modelo de Luikov o teor de umidade encontrado foi de 2,6 kg H,O/kg sélido seco. Tal
comportamento acarretou em uma condicdo de equilibrio alcangada mais rapidamente pelo
modelo difusional, sendo de 14 h de secagem contra 24 h no modelo de Luikov. Isto é
muito importante do ponto de vista pratico, uma vez que tais resultados podem levar a uma
interpretacdo errada do tempo de secagem para se obter o produto totalmente seco ou com
o teor de umidade de equilibrio estabelecido.

A comparacdo entre os perfis do teor de umidade obtidos pelos dois modelos é
ilustrada na Fig. (4.5). A seguir € apresentada uma simulagdo particular do Caso 1, que
considera os coeficientes de transferéncia de calor e massa adimensionais infinitos, ou seja,
B, > 100 e B;, > 100, na superficie do produto. Esta consideragdo proporciona uma andlise
quando ndo existe resisténcia externa a transferéncia de calor e massa. Contudo, esta
situacdo ndo representa a realidade de um processo de secagem de alimentos. Este
procedimento € equivalente a uma condi¢do de contorno de equilibrio, para o modelo de
Luikov, na superficie da fruta (X = 1), similar a apresentada no modelo difusivo.

Analisando a figura vé-se que o comportamento das curvas geradas estd em perfeito
acordo, proporcionando baixos valores do teor de umidade de equilibrio nas primeiras
horas do processo. De fato, a condicio de contorno de equilibrio prejudica
demasiadamente a solugdo, por nao ser uma condicdo realista principalmente no inicio do
processo. Esta condicdo de contorno € verdadeira apenas no final do processo, onde o teor

de umidade do material na superficie estd proximo do teor de umidade de equilibrio.
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Figura 4.5: Comparacao entre as distribuicdes do teor de umidade com os modelos de Fick

e Luikov para o Caso 1, com Bj;, > 100 e B;,, >100.

E importante notar que o modelo difusivo desenvolvido é relativamente simples,
desta forma em certos casos ele pode ndo ser fisicamente realista. Contudo, o modelo
difusivo pode ser utilizado em condicdes de secagem moderadas, onde os gradientes de
temperatura nao predominam sobre a transferéncia de massa.

Assim, pode-se concluir que o modelo de Luikov representa com mais fidelidade o

fendmeno fisico da secagem de alimentos.
4.1.4 — Transferéncia Simultanea de Calor e Massa

A andlise aqui estd direcionada ao estudo do comportamento do processo
simultaneo de transferéncia de calor e massa, para cada um dos casos considerados na Tab.
4.1).

As Figs. (4.6) a (4.11) apresentam as variacOes da temperatura e teor de umidade,
para diferentes tempos e posicdes no interior do produto. A variagdo da temperatura e teor
de umidade na primeira hora do processo de secagem € mostrada nas figuras com o

objetivo de uma melhor visualizacdo do fendmeno ocorrido neste intervalo de tempo.

32
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Para interpretar essas curvas, devemos examinar o significado fisico das condi¢des
de contorno em X = 1 que refletem os balancos de calor e massa na interface produto/ar. A
partir da Eq. (3.9g), pode-se dizer que o gradiente térmico no produto e na vizinhanga do
contorno € governado pela importancia relativa do fluxo de calor convectivo, bem como
pelas perdas de energia devido a transferéncia de massa por convecgao através da interface
produto/ar. Por outro lado, o balanco de massa representado pela Eq. (3.9h) indica que o
gradiente de umidade nas vizinhancas do contorno é controlado por meio de transferéncia
de massa por convec¢do através da fronteira, como também pela magnitude relativa do
gradiente de temperatura.

Verifica-se que para tempos curtos do processo de secagem existiu um intenso
decréscimo do teor de umidade, u, na regido proxima a superficie, X = 1, devido a intensa
troca de massa convectiva que ocorre quando as diferencas de potencial de umidade na
fronteira sdo mais significativas. Isto ocasionou uma queda brusca da temperatura 7,
atingindo valores abaixo de 7Ty. Este efeito decorre do fato que o presente modelo requer
um processo de vaporizagao continua a coeficientes constantes, e toda a energia conduzida
ao alimento, no inicio do processo, € usada para evaporar a umidade da superficie deste,
causando diminuicdo de sua temperatura. Contudo, este fendmeno nem sempre ¢é
observével na secagem de alimentos, devido ao curto espaco de tempo no qual subsiste,
onde nos casos estudados foi de aproximadamente 0,1 h de secagem. Passado este instante
inicial, parte da energia recebida pela superficie provocou o aumento da temperatura nessa
regido, iniciando a transferéncia de calor para o centro do alimento.

A medida que o processo evoluiu, o pequeno gradiente de temperatura na superficie
foi estabelecido e a sua dependéncia na transferéncia de massa diminuiu. Portanto, durante
os udltimos estdgios a secagem ocorre principalmente devido a presenca do gradiente do
teor de umidade. Acentuou-se a secagem das camadas mais internas do alimento e o teor

de umidade da amostra, em todas as posicdes, se aproximou de um estado de equilibrio.
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Figura 4.6: Distribui¢des de temperatura para o Caso 1: (a) Temperatura versus tempo ao
longo de todo o dominio, (b) Temperatura versus tempo na primeira hora de secagem e (c)

Temperatura versus posicao.
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Figura 4.7: Distribui¢cdes do teor de umidade para o Caso 1: (a) Teor de umidade versus

tempo ao longo de todo o dominio, (b) Teor de umidade versus tempo na primeira hora de

secagem e (c) Teor de umidade versus posicao.
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Figura 4.8: Distribui¢des de temperatura para o Caso 2: (a) Temperatura versus tempo ao

longo de todo o dominio, (b) Temperatura versus tempo na primeira hora de secagem e (c)

Temperatura versus posicao.
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Figura 4.9: Distribui¢des do teor de umidade para o Caso 2: (a) Teor de umidade versus

tempo ao longo de todo o dominio, (b) Teor de umidade versus tempo na primeira hora de

secagem e (c) Teor de umidade versus posicao.
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Figura 4.10: Distribui¢des de temperatura para o Caso 3: (a) Temperatura versus tempo ao

longo de todo o dominio, (b) Temperatura versus tempo na primeira hora de secagem e (c)
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Figura 4.11: Distribui¢des do teor de umidade para o Caso 3: (a) Teor de umidade versus

tempo ao longo de todo o dominio, (b) Teor de umidade versus tempo na primeira hora de

secagem e (c) Teor de umidade versus pos

1¢do.
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Observa-se que o gradiente de temperatura no interior do alimento nos diferentes
intervalos de tempo manteve-se praticamente inalterado, em todos os casos analisados,
sendo um pouco mais significativo na superficie (X = 1) do alimento. O fato que a variagao
interna da temperatura foi pequena significa que o gradiente de temperatura (07 /dx) ndo
teve uma contribuicao muito significativa no fluxo de umidade total.

LIMA (1999) comparou os gradientes de temperatura aos gradientes de umidade
dentro da banana e verificou que estes Ultimos foram mais pronunciados. No entanto, para
o autor, isto ndo significou que os efeitos térmicos pudessem ser desprezados durante o

processo, principalmente nas cinco primeiras horas de secagem.

4.1.4.1 — Estudo dos Parametros Adimensionais das Equacoes de Luikov

Na presente se¢do foram estudados outros cinco casos além daqueles apresentados
na Tab. (4.1), devido as suas importincias com relacdo aos estudos dos pardmetros Bi,,
Bi,,, Lu, Pn e Ko.

Os numeros de Biot para a transferéncia convectiva de calor (Bi,) e massa(Bi,), na
interface entre a superficie do alimento e o ar de secagem, mostram um efeito importante
na transferéncia de calor e massa. Desta forma, € introduzido a seguir os Casos 4 e 5 para

se analisar a variagdo dos potenciais com os nimeros de Bi,, e Bi,, respectivamente.

CASO 4 (Bi; =0,116, Lu = 0,0010, Pn = 0,103, Ko = 103,42 e ¢ =0,3)

O nimero de Biot para transferéncia de massa, Bi,, € a razio entre a resisténcia
interna a transferéncia de massa e a resisténcia externa a transferéncia de massa. As Figs.
(4.12) e (4.13) representam a variacdo das distribui¢des de temperatura e teor de umidade,
respectivamente, quando se variou Bi,,, mantendo-se os demais parametros adimensionais

utilizados no Caso 1.
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Caso 4, variando-se o Bi,: (a)

Temperatura versus tempo ao longo de todo o dominio, (b) Temperatura versus tempo na

primeira hora de secagem e (c) Temperatura versus posi¢ao.
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Figura 4.13: Distribui¢des do teor de umidade para o Caso 4, variando-se o Bi,: (a) Teor
de umidade versus tempo ao longo de todo o dominio, (b) Teor de umidade versus tempo

na primeira hora de secagem e (c) Teor de umidade versus posi¢ao.
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Percebeu-se, que a medida que Bi,, cresceu, ou seja, que se aumentou a retirada de
umidade na fronteira alimento/ar de secagem se conseguiu secar mais rapidamente a niveis
de temperatura mais baixos, como esperado. Desta forma, quanto maior Bi,,, menor serd a
influéncia da resisténcia externa a transferéncia de massa. Assim, ndo ha interesse na
secagem de alimentos em se trabalhar com Bi, < 0,1, que € o valor, segundo LUIKOV

(1968), para que ndo existam resisténcias internas.

CASO 5 (Bi,, = 2,05, Lu=0,0013, Pn =0,142, Ko = 74,32 e £ = 0,3)

Segundo LUIKOV (1968), o nimero de Biot define um rol essencial na
determinacdo do perfil de temperatura de um sdélido, podendo ser interpretado como a
razao entre a resisténcia interna no soélido, representada pela condutividade térmica do
alimento e a resisténcia convectiva do fluxo de calor na superficie, representado pelo
coeficiente convectivo de calor.

Apresentam-se nas Figs. (4.14) e (4.15) as distribuicdes de temperatura e teor de
umidade, respectivamente fazendo-se variar o Bi, Nesta andlise foram mantidos os
pardmetros adimensionais referentes ao Caso 2, fazendo variar o Bi,. Pode-se verificar que
a medida que Bi, cresceu, ocorreu um aumento dos niveis de temperatura, contudo ndo
houve necessariamente uma melhoria no processo de secagem.

Para um nimero de Biot de calor pequeno, o gradiente interno deve ser pequeno em
comparacdo com a diferenga de temperatura externa, e a transferéncia de calor pode entdo
ser controlada, sobretudo, pela transferéncia convectiva de calor na superficie. Portanto,
para o Caso 5 aqui estudado, a temperatura interna do alimento durante a secagem pode ser
considerada uniforme. ALZAMORA et al. (2001) calcularam valores do nimero de Biot
de calor para vérios alimentos, tais como abacate, maca, batata e beterraba e encontrou que
eles sdo na faixa de 0,2-0,5, e eles concluiram que poderiam negligenciar gradientes de

temperatura durante os estudos da cinética de secagem de alimentos.
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Figura 4.14: Distribui¢des de temperatura para o Caso 5, variando-se o Bi, (a)
Temperatura versus tempo ao longo de todo o dominio, (b) Temperatura versus tempo na

primeira hora de secagem e (c) Temperatura versus posi¢ao.
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Figura 4.15: Distribui¢des do teor de umidade para o Caso 5, variando-se o Bi,: (a) Teor de

umidade versus tempo ao longo de todo o dominio, (b) Teor de umidade versus tempo na

primeira hora de secagem e (c) Teor de umidade versus posi¢ao.
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CASO 6 (Bi, =0,135, Bi,,=2,43, Pn=0,142, Ko =74,32 e ¢ = 0,3)

O presente caso € destinado ao estudo da influéncia da variacdo do nimero de
Luikov. Este nimero adimensional correlaciona a razdo entre a difusividade de massa e a
difusividade térmica, caracterizando a relacdo entre as velocidades caracteristicas dos
fendmenos de transferéncia simultanea de calor e massa.

O ndmero de Lu, que pode ser chamado de critério para a interligacdo de
transferéncia de calor e massa, mostra a influéncia mais importante sobre esses fenomenos
(LUIKOV, 1966). Nas Figs. (4.16) e (4.17) apresentam-se as variagOes das distribui¢des de
temperatura e teor de umidade durante o processo de secagem, respectivamente, para
diferentes valores de Lu. Verifica-se que, a medida que o Lu cresceu a velocidade
caracteristica no transporte do teor de umidade foi aumentada sensivelmente, com a
melhoria do processo de secagem e, conseqiientemente, ocasionou a diminui¢do na
temperatura.

Pode-se entender que para frutos cortados em fatias de pequena espessura, quando
Lu << 1, ou seja, a resisténcia a difusao de massa € muito maior que a resisténcia a difusao
de calor, significa que a transferéncia de massa domina o processo simultineo de
transferéncia de calor e massa, pois seria uma etapa muito mais lenta que a transferéncia de
calor. Esta andlise estd de acordo com COSTA (2008), que estudou a secagem de banana
em um secador de coluna estatica. O processo de secagem dentro da banana analisado por

LIMA (1999) também foi dominado pela difusdo de massa em relacdo a difusdo de calor.
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Figura 4.16: Distribuicdes de temperatura para o Caso 6, variando-se o Lu: (a)

Temperatura versus tempo ao longo de todo o dominio, (b) Temperatura versus tempo na

primeira hora de secagem e (c) Temperatura versus posi¢ao.
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Figura 4.17: Distribuicdes do teor de umidade para o Caso 6, variando-se o Lu: (a) Teor de
umidade versus tempo ao longo de todo o dominio, (b) Teor de umidade versus tempo na

primeira hora de secagem e (c) Teor de umidade versus posicao.
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Os Casos 7 e 8, analisados a seguir, sao voltados aos nimeros de Posnov (Pn) e
Kossovitch (Ko), respectivamente. O nimero Posnov, na prética, afeta apenas o potencial
de transferéncia de massa, mas o nimero Kossovtich afeta os campos de temperatura

(LUIKOV, 1966).

CASO 7 (Bi, = 0,116, Bi,, =2,10, Lu = 0,0010, Ko = 103,42 e £ = 0,3)

O ndmero de Posnov expressa a queda relativa do teor de umidade causada por uma
diferenga de temperatura, via efeito termogradiente. No presente caso foram mantidos os
mesmos parametros adimensionais do Caso 1, variando-se o coeficiente termogradiente.

As Figs. (4.18) e (4.19) apresentam o comportamento dos perfis da temperatura e
teor de umidade durante o processo de secagem, variando-se Pn. Nota-se que para maiores
valores de Posnov, ocorreu uma diminui¢do da perda do teor de umidade. Isso ocorre
porque o numero de Pn estabelece uma relacdo entre a velocidade de transferéncia de
umidade por termodifusdo, com respeito a difusdo. Desta forma, em alimentos deseja-se
trabalhar com pequenos valores do nimero de Posnov, implicando que a difusdo de

umidade € o mecanismo predominante durante a secagem.
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Caso 7, variando-se o Pn: (a)

Temperatura versus tempo ao longo de todo o dominio, (b) Temperatura versus tempo na

primeira hora de secagem e (c) Temperatura versus posi¢ao.
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Figura 4.19: Distribuicdes do teor de umidade para o Caso 7, variando-se o Pn: (a) Teor de
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primeira hora de secagem e (c) Teor de umidade versus posicao.
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CASO 8 (Bi, = 0,114, Bi,, =2,05, Lu=0,0013, Pn = 0,142 e £ = 0,3)

O numero de Kossovitch expressa a razdo entre a quantidade de calor necessaria
para a evaporacao da fase liquida contida no interior do alimento e o calor necessario para
aquecer o corpo umido.

Seu efeito de variacdo sobre os perfis de temperatura e teor de umidade é mostrado
nas Figs. (4.20) e (4.21), respectivamente. Para esta andlise os parametros adimensionais
referentes ao Caso 2 foram mantidos os mesmos, variando-se o Ko. Observa-se, para um
mesmo valor de tempo, que a medida que o nimero de Kossovitch cresceu, a temperatura
tendeu a tornar-se relativamente mais baixa. Isto € justificavel, uma vez que uma maior
parcela de energia localmente disponivel € utilizada na forma de calor latente para efetivar

o processo de mudanca de fase.



Temperatura (°C)

60

56

52

48

40

36

32

28

24

20

101

- 32 -
E ? >
1 30 = —
] 4 P
— 7. g/
4 - g
] 28 L
] ] 2
b T 7,
1 26 — 7.
b - 7,
] - 7,
] 4 7z,
i 7,
i 2 P
] ~ /
] o /
N X =00 X=10 < 22 /,
1 Ko=7432 || = = === Ko =74,32 g7 /
] Ko=7509 || — — — — — Ko =75,09 5 Y,
| 2 90 - /,
] Ko=7584 || = = === Ko =75,84 £ 207 /
] g /
] 7 /
] 18 7 / X=0,0 X=10
] ] I/ Ko=7432 || = == —— Ko=7432
] 16 / — Ko=7509 || = = = = — Ko = 75,09
] ] // —————— Ko=7584 || —m == — — Ko = 75,84
] ] /)
1 147 p
] 4 ~
7\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ 0 e s s e L s s s By s s Bt B B s B By B B
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Tempo (h) Tempo (h)
(a) (b)
18
] -
17.6 BT
2 7777 Tt T SRS
T T B
164 F=====—=—==—== -—-TTTTT
16
15.6 4
[8) ]
< 1527 t=0,10h t=025h
I Ko=7432 || = = === Ko =7432
% “ Ko=7509 || —— — — — Ko = 75,09
5§ 144 Ko=7584 || == === Ko = 75,84
= 1
14
13.6
132
12.8 - ___,_._.--‘""-/
124 ]
12 E __’_/’_‘
11.6 T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Posicao adimensional

(©)

Figura 4.20: Distribui¢des de temperatura para o Caso 8, variando-se o Ko: (a)

Temperatura versus tempo ao longo de todo o dominio, (b) Temperatura versus tempo na

primeira hora de secagem e (c) Temperatura versus posi¢ao.
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Figura 4.21: Distribuicdes do teor de umidade para o Caso 8, variando-se o Ko: (a) Teor de

umidade versus tempo ao longo de todo o dominio, (b) Teor de umidade versus tempo na

primeira hora de secagem e (c) Teor de umidade versus posi¢ao.
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Com o estudo paramétrico efetuado, dispde-se agora de uma idéia do
comportamento do fendmeno de transferéncia simultanea de calor e massa no processo de
secagem convectiva de alimentos e se abre novas fronteiras para o estudo em outros

produtos alimenticios e modelos mais complexos.

4.2. - ESTUDO DE SENSIBILIDADE AOS PARAMETROS DO MODELO

O estudo de sensibilidade aos parametros foi realizado com o objetivo de examinar
em detalhe a influéncia dos parametros que intervém no comportamento transiente do
perfil do teor de umidade no interior de produto alimenticio quando submetido a diferentes
condi¢cdes experimentais de secagem. A andlise de sensibilidade deve indicar quais
parametros podem ser estimados a partir de um tinico procedimento experimental.

Nesta secdo estudou-se apenas o problema de transferéncia de massa, segundo a lei
de Fick, o qual foi considerado unidimensional, simétrico e transiente. Desta forma, a

resposta transiente do teor de umidade € dada pela seguinte fungao:

u = F(x,t,up,u*Des)

Analisa-se a temperatura e velocidade do ar de secagem, onde os resultados sdo
mostrados em termos dos coeficientes de sensibilidade reduzidos para os parametros teor
de umidade de equilibrio (1*) e difusividade efetiva de massa (D).

A evolucdo temporal dos coeficientes de sensibilidade reduzidos para medi¢des do
teor de umidade € apresentada nas Figs. (4.22a), (4.22b) e (4.22c), para as posicdes X =
0,0; 0,5 e 0,9, respectivamente, em relagio ao teor de umidade de equilibrio (u*). E
interessante notar que os coeficientes de sensibilidade praticamente ndo sdo influenciados
pela posi¢ao, onde em todas as curvas os mesmos evoluem de modo crescente com tempo
até atingir a estabilidade. Observa-se um aumento significativo no valor dos coeficientes,
isto é, uma sensibilidade mais significativa, quando o processo ocorreu nas condi¢des do
Caso 1, podendo-se prever que para menores valores de temperatura e velocidade do ar de
secagem, maiores conteidos de umidade de equilibrio serdo obtidos. No entanto, os
coeficientes de sensibilidade atingem baixos valores para processos de secagem realizados
com temperaturas e velocidades mais elevadas, indicando que menores conteidos de
umidade de equilibrio, em um intervalo menor de tempo, poderdo ser obtidos em tais

condi¢des experimentais.
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Esta anélise estd de acordo com EL-AOUAR et al. (2003), que demonstraram que o
aumento da temperatura e velocidade do ar reduz o tempo de secagem do produto final.
Portanto, dependendo da finalidade e qualidade do produto final desejado, experimentos
realizados em baixas temperaturas e velocidades ndo sao viaveis.

Este comportamento assumido pelos coeficientes pode ser justificado da seguinte
forma: sabendo-se que o teor de umidade de equilibrio de um produto alimenticio pode ser
interpretado como sendo o teor de umidade que este apresenta quando a pressao de vapor
de dgua em sua superficie se iguala a pressdo de vapor no ar que o envolve, e sendo as
propriedades do ar de secagem consideradas constantes, logo uma elevacdo na temperatura

e velocidade do ar conduz a um menor tempo para se estabelecer o equilibrio.

A evolucdo temporal dos coeficientes de sensibilidade reduzidos para medi¢des do
teor de umidade pode ser verificada nas Figs. (4.23a), (4.23b) e (4.23c), para as posi¢des X
= 0,0; 0,5 ¢ 0,9, respectivamente, em relacdo a difusividade efetiva de massa (D). As
curvas mostram que os coeficientes de sensibilidade sdo muito pouco afetados pela
localizag@o, com excecdo de X = 0,9. Observa-se que inicialmente os coeficientes t€m uma
evolucdo decrescente e negativa, e crescem ao longo do processo. Considerando o
comportamento das curvas, em valores absolutos, pode-se verificar que o coeficiente de
sensibilidade em relag@o a difusividade efetiva de massa, (D), atinge seu valor maximo
quando a experiéncia € realizada para um maior valor na temperatura e velocidade do ar de
secagem (Caso 3).

Fisicamente, isto indica que existe uma tendéncia de que maiores valores da
difusividade efetiva de massa podem ser estimados se 0 processo ocorre em temperaturas €
velocidades mais elevadas. Esta constatacao estd de acordo com os resultados relatados por
QUEIROZ e NEBRA (2001), que mostraram que o aumento da temperatura e velocidade
do ar favoreceu o processo de transferéncia de massa e, conseqiientemente, aumentou a
difusividade efetiva de massa da banana, que variou de 4,95 X 10 m2sta 2,97 X 10 m2
s

Uma vez que a difusividade efetiva de massa fornece uma indicagdo de como a
agua € transferida pelo processo de difusdo no interior do produto, e a energia cinética
associada as moléculas de 4gua presentes nos alimentos aumenta com a elevacdo da
temperatura, resultando na diminuicdo das forcas de atragdo e, conseqiientemente,
aumentando a saida de dgua do alimento, justifica-se que os valores desta propriedade

sejam mais significativos para processos que utilizam maiores temperaturas.
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Os resultados apresentados nas Figs. (4.24a), (4.24b) e (4.24c) comparam o0s

coeficientes de sensibilidade reduzidos do teor de umidade de equilibrio, u*, e difusividade

efetiva de massa, D,y, para as trés posi¢des estudadas dentro do meio. O objetivo principal

¢ verificar a dependéncia linear entre eles. Através de uma andlise visual das curvas

apresentadas a seguir, pode-se constatar que:

v

v

Os coeficientes de sensibilidade reduzidos do teor de umidade com relagdo a u* e
D¢ ndo sdo proporcionais, ou seja, eles sdo linearmente independentes;

O coeficiente de sensibilidade reduzido do teor de umidade de equilibrio, u*, é
praticamente nulo durante todo o periodo da secagem, para todas as posicdes
analisadas. Portanto, € impossivel estimar este parametro por meio de medidas de
uma unica experiéncia, pois 0 mesmo possui baixa sensibilidade e variacdes neste
parametro implicardo mudangas indistinguiveis ao modelo tedrico;

A sensibilidade para a difusividade efetiva de massa, D,.;, em valores absolutos,
atinge um maximo e esse valor é reduzido a medida que se aproxima o fim do
processo de secagem. As figuras mostram claramente que este coeficiente de
sensibilidade € pouco afetado pela posicao, exceto para X = 0,9. A sensibilidade
deste pardmetro € alta, indicando que momento a momento, a distribui¢do do teor
de umidade € altamente dependente da difusividade efetiva de massa. Portanto, em
termos de estimacdo de parametros isto implica que até pequenas mudancas no
valor deste parametro afetardo o modelo;

As curvas dos coeficientes de sensibilidade reduzidos mostram ainda qual o melhor
intervalo para realizar a estimativa da difusividade efetiva de massa, D,z E notavel
que os maiores valores, em termos absolutos, sdo atingidos nos tempos iniciais do

processo de secagem, para todos os casos analisados.
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z

Finalmente, as observagdes feitas acima mostram que ¢é possivel estimar
unicamente a difusividade efetiva de massa, D.s, a partir de uma unica experiéncia de

secagem convectiva.

4.3. - SOLUCAO DO PROBLEMA INVERSO

Ap6s as andlises do comportamento dos coeficientes de sensibilidade reduzidos,
realizadas na secdo anterior, neste topico apresenta-se a solu¢do do problema inverso de
estimativa da difusividade efetiva de massa, (D.). O presente problema inverso de
estimativa de parametro € resolvido pelo método de Levenberg-Marquardt de minimizacao
da norma dos minimos quadrados. Para realizar a minimizacdo da func@o objetivo um
codigo em linguagem Fortran foi desenvolvido. Dados simulados computacionalmente sao
empregados como medidas experimentais com o objetivo de verificar a acurdcia da
presente técnica de estimativa de pardmetros. Tais medidas simuladas sdo obtidas da
solucdo do problema direto de transferéncia de massa dado pelas Eqgs. (3.3), utilizando-se
os valores pré-estabelecidos para o parametro desconhecido, e adicionando-se ruidos a
solugdo do problema direto. O ruido € considerado permanente, gaussiano, nao

correlacionado, aditivo, de média nula e desvio padrio constante, ou seja:

Uexp = Utesrico T €TTO

onde:
Usesrico: Medida exata do teor de umidade (solug@o do problema direto)

u.yp: medida contendo erros experimentais.

Para comparar os resultados obtidos através do método de estimagao de parametros
proposto com os resultados experimentais encontrados por KARIM e HAWLADER
(2005), em um processo de secagem convectiva em um secador solar com bananas in-
natura, foram propostas algumas experiéncias simuladas com as mesmas condi¢des
operacionais.

Apresentam-se alguns resultados com dois niveis de ruidos adicionados ao campo
do teor de umidade obtido com o problema direto: 1% para medidas com boa qualidade e

5% para as medidas com ma qualidade.
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A Tab. (4.5) ilustra os resultados obtidos para o pardmetro estimado utilizando
medidas simuladas com os erros randomicos. Pode-se notar que os valores da difusividade
efetiva de massa (D,y) obtidos pelo método de Levenberg-Marquardt sdo da mesma ordem
de grandeza dos encontrados por KARIM e HAWLADER (2005). Neste trabalho, a maior
difusividade efetiva de massa foi encontrada no Caso 3 (1,421x 10™'® m?/s) e a menor no
Caso 1 (1,198x 10710 m?/s). Nota-se nitidamente que um aumento da temperatura e
velocidade do ar de secagem conduziu a maiores valores do parametro estimado,
confirmando a andlise de sensibilidade mostrada na se¢do anterior, a qual indicou que a
difusividade efetiva de massa aumenta em processos de secagem conduzidos em maiores
temperaturas e velocidades do ar.

A energia das moléculas de dgua nos alimentos aumenta com a elevacdo das
temperaturas e velocidades do ar de secagem, reduzindo as forcas de atragcdo, que, por sua
vez, aumentam a liberacdo da dgua no produto. A difusividade efetiva de massa representa
a taxa de remocao de dgua no processo de difusdo que ocorre no interior do alimento,
portanto, os valores desta propriedade sdao mais elevados em operacdes realizadas em

niveis mais elevados das condi¢des operacionais.

Tabela 4.5: Resultados da difusividade efetiva de massa da banana in-natura, obtidos

através do Método de Levenberg-Marquardt.

. Valor Erro Valor
. Condicoes . . Incertezas
Ensaio . . Conhecido (%) Estimado
Experimentais (m?/s)
(m?/s) (m?/s)
10 1,0 1,198x10°™ 8,365x10°"
1 T=50°C,v=0,5m/s | 1,610x10 - o
b b X 9 x
5,0 1,196x10 1,675%x10
10 1,0 1,300x10™" 5,914x10™"
2 T=60°C,v=05m/s | 2,230x10 - -
5,0 1,299x10 1,186x10
10 1,0 1,421x10™"° 6,822x107"
3 T=60°C,v=0,5m/s | 2,410x10 - -
5,0 1,420x10 1,369x10

Na Tab. (4.5) encontram-se também as incertezas obtidas pelo método de
Levenberg-Marquardt, as quais apresentam baixos valores, confirmando a eficiéncia e a
precisdao da estimativa do pardmetro. A utilizacdo do método de Levenberg-Marquardt
permite definir um intervalo de confianca para o valor final estimado, levando em

consideragdo cada ponto experimental utilizado na estimativa.



CAPITULO V

CONCLUSOES E SUGESTOES

De uma maneira geral com base nos resultados alcancados, conclui-se que a
metodologia adotada neste estudo foi apropriada, e que os objetivos estabelecidos foram
atingidos.

No relativo aos objetivos estabelecidos conclui-se, com base nos resultados obtidos,
que os modelos matemdticos sdo um instrumento importante para melhorar o processo de
secagem convectiva de alimentos. Mais especificamente, os resultados deste estudo
indicam que:

Dispde-se agora também de resultados de referéncia tabelados para os perfis de
temperatura e teor de umidade do problema linear de Luikov, na secagem de alimentos,
para posterior validacdo de resultados obtidos experimentalmente ou por outros métodos
de solugdo.

O modelo difusional foi adequado para predizer a distribui¢io de umidade no
interior do alimento, contudo a condicdo de teor de umidade de equilibrio na superficie do
produto subestimou o teor de umidade. Este modelo s6 pode ser utilizado nos casos em que
os gradientes de temperatura no interior do meio sdo despreziveis.

O modelo de Luikov é um modelo que contempla a fisica da secagem de maneira
mais realistica, pois considera a transferéncia simultinea de calor e massa. Por
conseguinte, possibilita o conhecimento dos perfis de temperatura e teor de umidade no
interior do produto. Sempre que os coeficientes de transporte estejam disponiveis e exista
um interesse em se saber a temperatura do alimento, o modelo de Luikov é o mais
apropriado.

A andlise dos coeficientes de sensibilidade reduzidos do teor de umidade aos
parametros, teor de umidade de equilibrio e difusividade efetiva de massa, permitiu

observar que os coeficientes de sensibilidade em relacdo ao teor de umidade de equilibrio
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sdo praticamente nulos durante toda a secagem, apontando a impossibilidade de estiméa-lo e
indicando que apenas a difusividade efetiva de massa poderia ser estimada em uma unica
experiéncia de secagem.

O problema inverso de estimativa de parametros foi resolvido pelo método de
Levenberg-Marquardt de minimizagdo da norma dos minimos quadrados. A identificacdo
da difusividade efetiva de massa foi realizada a partir dos dados obtidos de uma
experiéncia simulada com a superposicdo de ruido ao modelo original. O ruido foi
considerado permanente, gaussiano, ndo correlacionado, aditivo, de média nula e desvio
padrdao constante, levando a resultados bastante precisos para a difusividade efetiva de
massa da banana, para os trés casos estudados, em conformidade com os valores
encontrados na literatura.

Finalmente, pode-se confirmar que a metodologia proposta revelou-se eficaz para a
identificacdo da difusividade efetiva de massa para alimentos submetidos ao processo de
secagem, em particular, de bananas.

Portanto, considera-se que o presente trabalho atingiu seus objetivos, contribuindo
cientificamente para o tema da simulagdo de processos de secagem em alimentos e

enriquecendo os trabalhos de secagem j4 existentes.

Para a continuacdo deste trabalho no futuro sugere-se a inclusdo de fatores

relevantes, tais como:

v" Considerar os pardmetros termofisicos das equag¢des de Luikov variarem durante o
processo de secagem de alimento. Isto torna ndo-lineares as equacdes que regem o
fendmeno, somando novas dificuldades na busca de uma solucao do problema e o
tornaria mais realista.

v" Estudo do projeto 6timo da experiéncia para estimativa de parAmetros. Analisando-
se os efeitos do nimero e localizacdo de sensores, e tempo total da experiéncia,
para diferentes valores de Big, Bim, Lu, Pn, Ko e &;

v' Solug¢do do problema inverso de estimativa de pardmetros utilizando-se o Método
de Levenberg-Marquardt de minimizagdo da norma dos minimos quadrados,
tomando-se apenas medidas simuladas de temperatura, e medidas simuladas de
temperatura e teor de umidade, com o objetivo de melhorar a acurdcia e o nimero

de parametros estimados.
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Realizacdo de ensaios experimentais de secagem solar indireta de alimentos,
utilizando o secador disponivel no Laboratério de Energia Solar (LES) situado na

Universidade Federal da Paraiba (UFPB).
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