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ANALISE ESTATICA E DINAMICA DE ESTRUTURAS
RETICULADAS: AMBIENTE DE SIMULACAO EM JAVA

RESUMO

Neste trabalho sdo descritas analises estatica e dindmica em regime elastico de
estruturas reticuladas utilizando o método dos elementos finitos (MEF). A superestrutura €
modelada para seis familias de estruturas reticuladas (trelica plana, trelica espacial, pértico
plano, grelha, portico espacial e portico espacial enrijecido com nucleo estrutural) e
elementos finitos especificos sdo desenvolvidos para esse fim. Nos casos pertinentes, 0s
efeitos de flexdo (segundo as teorias de Euler-Bernoulli e Timoshenko), de torgéo
(segundo as hipdteses de Saint Venant e Vlasov), sdo devidamente explorados e as formas
explicitas das matrizes de rigidez, de massa e vetor nodal equivalente sdo apresentadas.

Um enfoque especial ¢ dado para o problema de interagdo solo-estrutura em
regime estatico. Nesse caso a superestrutura, que pode ser associada ao portico espacial
sem enrijemento por nucleo estrutural, € modelada pelo MEF e o solo (admitido ser um
solido eléstico semi-infinito) é representado por equacles integrais compostas e
sistematizado algebricamente pelo método dos elementos de contorno (MEC). E por fim,
os sistemas algébricos do MEF e do MEC sdo compatibilizados permitindo assim a analise
da interacdo solo-estrutura. Outro enfoque do trabalho é o desenvolvimento de um
ambiente de simulacdo (denominado SAPROMS NET) voltado, principalmente, para as
etapas de pré-processamento e processamento. Essas sdo implementadas na linguagem
orientada a objetos Java. Alguns exemplos numéricos sdo apresentados, assim como o

detalhamento do ambiente de simulagéo.

Palavras chaves: interacdo solo-estrutura, nicleo de rigidez, MEC, MEF.



STATIC AND DYNAMIC ANALYSIS OF FRAME STRUCTURES:
SIMULATION ENVIRONMENT USING JAVA

ABSTRACT

In this work a static and dynamic elastic analyses of frame structures using the
finite element method (FEM) is described. The superstructure is modeled employing six
sets of frame structures (plane truss, space truss, plane frame, grilled, space frame and
space frame stiffened by shear cores) and specific finite elements are developed for these
purposes. According to the specific case, bending effects (Euler-Bernoulli or Timoshenko
models), torsional effects (under Saint Venant or Vlasov assumptions) are properly
operated and the explicit forms of stiffness and mass matrices and equivalent nodal vector
are presented.

Special attention is paid to the static soil-structure interaction problem. In this
case the superstructure (standard space frame) is modeled by FEM, whereas the soil is
assumed to be an elastic half-space and modeled by the boundary element
method (BEM). Finally the algebraic systems from both methods are coupled in order to
allow the soil-structure interaction analysis. Another focus of this study is to develop a
simulation environment (called SAPROMS NET) incorporating mainly the preprocessing
and processing steps and both are implemented in object-oriented language Java. Some

numerical examples are presented, as well as details of the simulation environment.

Key words: soil-structure interaction, shear cores, BEM, FEM.
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CAPITULO |

1.1. GENERALIDADES

A analise estrutural é tarefa complexa e ardua, que requer tempo e paciéncia,
exigindo do projetista grandes conhecimentos, principalmente na tomada de decisdes feitas
antes e ao longo do processo de calculo. Dentre as quais podemos destacar as varias
decisdes a serem tomadas, a selecdo dos componentes adequados que irdo compor o
arranjo estrutural e a adogdo dos modelos utilizados para simular o seu comportamento.

Com o advento da informatica que vem se desenvolvendo rapidamente, uma nova
e poderosa ferramenta de auxilio ao enfadonho processo de calculo estrutural vem
tornando-se indispensavel na andlise e dimensionamento de estruturas. Com isso torna-se
cada vez mais necessario o aprimoramento dos sistemas estruturais e das técnicas de
analise computacional das estruturas, de forma a proporcionarem maior economia e
principalmente uma adequada seguranca.

As etapas para analise estrutural implicam na idealizagdo de problemas fisicos a
partir de modelos matematicos. As representacbes matematicas dos modelos fisicos s&o,
em geral, expressas em equacdes diferenciais e/ou integrais. Uma das maneiras para
construir as solucdes dessas equacdes, ditas governantes, é via métodos analiticos. Contudo
eles estdo disponiveis para poucos casos, tais como a analise elastica de estruturas
aporticadas prismaticas isoladas sob carregamento estatico. Para um caso conforme
indicado na Figura 1.1, em que ha interacdo do portico com outros elementos estruturais do
edificio (tais como placas, paredes estruturais, ndcleos de rigidez, etc.) as solucdes
analiticas, em geral, ndo estdo disponiveis para esses casos, requerendo, portanto, a escolha
de procedimentos aproximados para a constru¢do das solucBes: 0s métodos numéricos.
Dentre as tecnicas numéricas destacam-se principalmente o Método das Diferengas Finitas
(MDF), o Método dos Elementos de Contorno (MEC), e 0 mais popular deles, o Método
dos Elementos Finitos (MEF).
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Figura 1.1 — Componentes estruturais de um edificio usual

O Método de Elementos Finitos (MEF) é uma técnica de calculo estabelecida a
partir da discretizacdo do meio continuo, de maneira que o sélido é subdividido em um
namero finito de partes, denominados de “Elementos”, conectados entre si por intermédio
de pontos discretos, chamados de “N0Os”. Nota-se que uma escolha adequada do tipo e
tamanho dos “Elementos” depende das propriedades do problema em questédo, e tem papel
preponderante na analise. Segundo Clough & Wilson (1999) a analise estrutural
anteriormente a 1952 estava restrita a discretizacdo do continuo utilizando-se elementos
conectados a dois pontos no espago. Pode-se considerar que 0s primeiros passos da versao
atual do MEF foram publicados principalmente nos ultimos cinco anos da década de 1950.
A designacdo de Método dos Elementos Finitos foi cunhada por Clough (1960) em um
artigo sobre andlise de estados planos de tensdo, cujos campos de deformagbes foram
interpolados por uma distribuicdo constante dai o nome CST (Constant Strain Triangle). A
partir de entdo, o MEF ja foi aplicado em diversos problemas de analise estrutural desde
estruturas reticuladas, passando por estruturas de superficies (placas, cascas) e finalmente
em estruturas volumétricas. A descrigcdo especifica do MEF para componentes estruturais
pode ser encontrada em diversos trabalhos, como no caso do levantamento feito por
Mackerle (2000).

No caso especifico da analise de porticos espaciais convencionais (sem

enrijecimento) usualmente representado por um elemento finito, que possui seis graus de
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liberdade por no - trés translagdes e trés rotacbes (dependendo do modelo matematico
adotado), que contempla tanto os efeitos de flexdo da teoria classica (Soriano, 1999;
Zienkiewicz, 1989) ou da teoria de Timoshenko (deformagdo por cortante incorporada)
(Petyt, 1990), os efeitos de torcdo geralmente séo representados pelo modelo da torgéo
uniforme de Saint Venant. Quando a secdo transversal € aberta e formada por paredes finas
pode haver uma domindncia do fendmeno da tor¢do ndo-uniforme, que em muitos
trabalhos é formulada segundo o modelo de Vlasov (1961). Um dos primeiros elementos
finitos proposto para o problema de flexo-torcdo composta foi descrito em Taranath
(1968). Esse elemento conta com sete graus de liberdade (trés translagdes, trés rotacoes,
um empenamento), desenvolvido a partir da teoria de Vlasov (1961), em que é introduzida
a definicdo de um par esfor¢o-deslocamento denominado, respectivamente, bimomento e
empenamento.

Todavia, uma das principais caracteristicas comum nos trabalhos descritos
anteriormente é que os vinculos do problema s&o admitidos rigidos isto €é, indeslocaveis e
indeformaveis. Contudo, nem sempre o sistema que compde a fundacdo tem propriedades
mecénicas suficientes para garantir a vinculagdo rigida (Figura 1.2). Com isso, diversos
pontos da estrutura sofrem uma deformacéo ndo prevista pela analise com vinculos rigidos,
conduzindo a valores de deslocamentos e esforcos distintos daqueles inicialmente
calculados. Assim, é necessario incorporar na representacdo algébrica da superestrutura do
edificio, os efeitos decorrentes das deformagdes do sistema de fundacéo para que se possa

ter a analise mais completa do problema em questéo.

Figura 1.2 — Portico Espacial (Estrutura-Solo)
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A representacdo matematica de fundagdes flexiveis tem sido construida
utilizando-se diversos niveis de idealiza¢bes, cujas descricdes podem ser acessadas em
diversos trabalhos, tais como a revisdo critica feita em Dutta & Roy (2002). De uma forma
geral, essas idealizagdes recaem basicamente em modelos de molas discretas (modelo de
Winkler, fundacdo de dois parametros, fundacdo de trés parametros, e outras)
Straughan(1990) e o modelo de meio continuo elastico (Thompson, 1889; Boussinesq,
1885; Cerruti, 1882 e Mindlin, 1936). Assim, diversos pesquisadores tém adotado esse
modelo do continuo para o solo, e sistematizado o problema algébrico utilizando o MEC.

Segundo Mendonga (2004), o método dos elementos de contorno teve seu
desenvolvimento depois que os chamados métodos de dominio (diferengas finitas e
elementos finitos) ja tinham suas formulagdes consolidadas e com vasto campo de
aplicagdes. As principais caracteristicas do MEC, mostradas desde as primeiras
formulagGes, sdo a reducdo das aproximagdes envolvidas na andlise numeérica, a
diminuicdo dos sistemas de equacgdes lineares a serem resolvidos, a reducdo e
simplificacdo dos dados de entrada. Todas estas caracteristicas sdo basicamente
decorrentes da diminuicdo da dimensdo do problema. Por exemplo, em um problema
tridimensional, a analise recaira no estudo de sua superficie. Na literatura, alguns trabalhos
de interacdo solo-estrutura podem ser encontrados onde o solo € representado pelo MEC
como em Paiva (1993), Mendonca (2007) e Mendonca & Paiva (2000, 2003).

Além do desenvolvimento matematico de elementos finitos ou de contorno para
0s problemas estruturais e sua interacdo com solo, o uso e a selecdo de uma plataforma
computacional para implementacdo dos codigos também tem recebido atencdo da
comunidade cientifica. De uma forma geral, as implemtac6es dos ambientes de analise
seguem basicamente dois grandes grupos: programacdo algoritmica (sequencial) e
programacéo orientada a objetos.

No primeiro caso, a énfase é a construcdo de algoritmos, que utiliza uma
estratégia de refinamentos sucessivos para dividir um problema complexo em
subproblemas (procedimentos, sub-rotinas, fungbes). No entanto, alguns problemas
intrinsecos dessa abordagem podem ser enumerados: a) quando 0S programas tornam-se
muito grandes (mesmo quando se tem um programa bem estruturado e escrito), eles podem
ser tornar muito complexos e dificeis de entender; b) de dificil manutencdo. (Oliveira,
2002).
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J& a Programacdo Orientada a Objetos (POO) é uma metodologia de programagéo
desenvolvida com o objetivo de suprir as deficiéncias encontradas na metodologia
convencional de programacdo sequencial. Na POO o principal elemento de manipulagéo
ndo é mais o sequenciamento dos procedimentos e sim a manipulacdo do objeto e suas
atribuicoes.

Segundo Menezes Janior (2008), a programacdo orientada ao objeto teve sua
origem na linguagem simula (simula language) concebida na Noruega no inicio da década
de 60. Como préprio o nome sugere, a idéia era criar uma linguagem para fazer
simulagGes. Despercebidamente o seu uso trouxe um conceito que até entdo ndo havia sido
notado pelos projetistas: a similaridade com a interacdo no mundo real. A primeira
linguagem de programacdo a implementar sistematicamente os conceitos de POO foi a
linguagem Simula-68; seguida pela linguagem Smalltalk, criada pela xerox, que pode ser
considerada a linguagem que popularizou e incentivou o emprego da POO. Com o
aparecimento da “crise do software”, o emprego da POO foi a saida protagonizada pelos
desenvolvedores para minimizar os custos relativos as manutengdes corretivas
responsaveis pela maior parte dos custos e também do indesejavel expediente de alterar
e/ou corrigir o codigo dos sistemas implantados. Um conceito fundamental na POO ¢é a
definicdo para objeto, que seria um "ente" ativo que possui certas caracteristicas que o
tornam "inteligente”, a ponto de tomar certas decisdes quando devidamente solicitado.

Dentre as plataformas que utilizam a filosofia POO tem-se a linguagem Java.
Nikishkov (2010) afirma que a linguagem Java possui uma série de vantagens sobre as
outras quando se trata de programacdo para elementos finitos, pois € uma linguagem
orientada a objetos de facil desenvolvimento, com uma boa documentacdo e
disponibilidade de ferramentas para desenvolvimento. Uma outra caracteristica importante
para os desenvolvedores é que os programas desenvolvidos nessa linguagem sdo menos
susceptiveis a erros e falhas de seguranca, além de fornecer interfaces para aplicativos
gréaficos e tridimensionais.

Na literatura podem ser encontrados trabalhos sobre analise estrutural cujas
rotinas foram implementadas utilizando-se a filosofia da linguagem Java (Nikishkov, 2010;
Schottler, 2004 e Foley, 2003).

Nikishkov (2010) diz que apesar de muitos acharem que ndo é uma linguagem
adequada para se trabalhar com elementos finitos por possuir baixa velocidade de

execucéo, ele afirma que apesar do processamento ser mais lento que muitas linguagens,
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pode-se alcangar velocidades comparadas & da linguagem C com certos ajustes nos
fragmentos de cddigo. E por fim ele conclui que Java é excelente para a aprendizagem de
elementos finitos, com depuragéo mais facil, de facil compreensdo e na maioria dos casos,
alguns métodos de calculos podem ser facilmente utilizados com modificacdes minimas
em linguagens como 0 C e 0 C++.

Neste trabalho as solugbes numéricas sdo construidas utilizando-se 0s
fundamentos dos elementos finitos para resolucdo de estruturas reticuladas divididas em
dois grupos, conforme é mostrado na Figura 1.3.

=
Treliga2D
Estruturas Ml
Reticuladas Portico 2D
Planas
55
{ "
h Grelha
Estruturas
Reticuladas h .
Treliga3D
L
Estruturas o
Reticuladas Portico 3D
Espaciais |
- L.
Pértico 3D
Enrijecido (Nucleo
Estrutural)

Figura 1.3 — Divisdo das estruturas reticuladas de interesse nesse trabalho

No paradigma de programacdo orientada a objetos (POO). os dados e métodos sao
encapsulados nos objetos, sendo eles intimamente amarrados entre si; j& 0s objetos
apresentam a propriedade de ocultar informacGes, ou seja, apesar de eles se comunicarem
uns com os outros através de interfaces bem definidas, geralmente um objeto ndo tem
permissdo para conhecer como outros objetos sdo implementados. Isto permite que 0s
programas possam ser divididos em mddulos independentes, permitindo o trabalho em

conjunto de diversas pessoas em diferentes locais e épocas. Desta forma, a manutencao e
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expansdo do codigo sdo muito mais faceis de serem feitas em um programa desenvolvido
com POO do que em um feito com linguagem estruturada.

Outra particularidade da linguaguem Java é que ela foi desenvolvida de forma a
ser independente de plataforma. Essa caracteristica € denominada portabilidade e € um dos
principais atrativos desta linguagem. Um programa desenvolvido em Java pode ser
compilado em um sistema operacional e executado em outro, sem prejuizos. Devido a
todas as vantagens citadas acima, escolheu-se utilizar a linguagem Java, que suporta o

paradigma da programacéo orientada a objetos, para a implementacdo do sistema.

1.2. MOTIVACAO DO TRABALHO

Com a presenga da internet cada vez mais presente no nosso dia-a-dia, bem como
a sofisticacdo de equipamentos eletronicos, com tamanho cada vez mais reduzido,
garantindo o poder de mobilidade e conveniéncia e levando em conta os problemas usuais
de estruturas analisados na rotina da engenharia, que por sua natureza sdo comumente
procedimentos repetitivos e cansativos, € que nasceu a necessidade de desenvolver um
aplicativo de interface amigavel que fosse capaz de resolver problemas de estruturas
reticuladas e, além disso, tivesse portabilidade, ou seja, que fosse capaz de funcionar em
qualquer sistema operacional, bem como em qualquer dispositivo que suporte a linguagem
Java, e claro, que pudesse ser acessado remotamente, através da rede mundial de

computadores.

1.3. OBJETIVOS

Desenvolver um sistema de simulacdo numérica com interface amigdvel e com
portabilidade, para analise estatica e dindmica de estruturas reticuladas utilizando o0 método
dos elementos finitos. Como também a implementagdo do acoplamento estatico solo-
estrutura de porticos espaciais simples ou enrijecidos por nudcleo estrutural através dos

métodos dos elementos finitos e método dos elementos de contorno.

27



1.3.1 Objetivos Especificos

B Estudar os campos de deslocamentos e esforgcos em estruturas reticuladas
sobre vinculos rigidos sob acdo estatica e dindmica. O estudo dindmico
deste trabalho fica restrito & determinacéo de freqliéncias naturais e anélise
harmdnica sob freqiiéncias previamente especificadas;

B Utilizar uma combinag¢do do método dos elementos de contorno (MEC) e do
método dos elementos finitos (MEF) para representacdo de porticos
espaciais simples enrijecidos por nucleos estruturais apoiados no meio
continuo sob ac&o estética;

B Desenvolver um ambiente de analise segundo a filosofia de programacao
orientada a objeto via linguagem Java.

1.4. ORGANIZACAO DO TRABALHO

O presente trabalho estd dividido em sete capitulos mais as referéncias
bibliogréficas, sendo o primeiro, a Introdugdo. No segundo capitulo € descrita toda a parte
de analise estatica das estruturas reticuladas, abordando os efeitos de flexdo (segundo as
teoria de Euler-Bernoulli e Timoshenko), de tor¢do (segundo as hipdteses de Saint Venant
e Vlasov) e os efeitos axiais.

O terceiro capitulo estd estruturado igualmente ao segundo, s6 que com a
abordagem dindmica. J& no quarto é descrita a interacdo da estrutura com o solo utilizando
0 acoplamento dos métodos dos Elementos Finitos e o Método dos Elementos de
Contorno.

No quinto capitulo é feita uma descricdo tedrica da linguagem Java e 0s
paradigmas da programacdo orientada a objetos. Também é descrita as particularidades do
ambiente de simulagdo intitulado de SAPROMS NET, desenvolvido utilizando a
linguagem.

Ja no sexto capitulo sdo mostrados os resultados gerados pelo aplicativo e sempre
que possivel, comparado com os resultados da literatura. E finalmente o sétimo capitulo
que trata das consideragdes finais sobre este trabalho.
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CAPITULO II:

SUPERESTRUTURA: ANALISE ESTATICA

2.1. GENERALIDADES

O Método dos Elementos Finitos (MEF), é utilizado correntemente para a
resolucdo de problemas da mecénica do continuo, podendo viabilizar, sob certas condicdes,
uma boa aproximacéo para solucdo de problemas de engenharia. O emprego do MEF ndo é
restrito apenas a problemas estruturais sendo utilizado, também, na solugéo para problemas
de transferéncia de calor, mecénica dos fluidos, eletromagnetismo, etc.

O método em questdo se baseia na discretizacdo do meio continuo, atraves da
divisdo do dominio em regibes menores (Figura 2.1). Segundo Gopalakrishnan & Mitra
(2010) no MEF a estrutura continua € dividida em sub-dominios chamados elementos
finitos. Cada elemento esta conectado por elementos cercados de nos.

J

Figura 2.1 — Divisao do dominio da estrutura em regides menores (barras)

Apobs o estabelecimento das equacgdes governantes dos modelos matematicos de
problemas engenharia, a construgdo de elementos finitos especificos para a anélise estatica
de problemas de mecanica dos solidos requer geralmente o estabelecimento das seguintes
etapas:
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a) Escolhas das funcGes interpoladoras para geometria e campos fisicos;
b) Deducdo da matriz de rigidez e vetor nodal equivalente de forgcas em
coordenadas locais;
c) Transformacdo para coordenadas globais, montagem do sistema algébrico da
estrutura e solugéo do sistema.
Devido as suas caracteristicas de flexibilidade e estabilidade numérica, o MEF pode
ser implementado na forma de um sistema computacional de forma consistente e
sistematica, fato que explica a sua grande popularidade nos dias atuais. O MEF pode ser
obtido, em geral, empregando duas formulagGes: a Técnica dos Residuos Ponderados e a
dos Principios Variacionais.

Seja 0 mapeamento definido por z:v— R que associa uma fungdo f de um

espago Vetorial linear v a um ndmero z(f)e R denominado de funcional em v. Em geral,

o funcional é expresso em uma forma integral como 7z(f )= I L, £, F F e, £ ).

X

Nota-se que como um funcional é um namero, ele possui uma natureza escalar,
podendo estar relacionado a diversos problemas fisicos e matematicos, tais como: tempo
necessario para realizar uma tarefa, tempo necessario para deslocar uma particula entre
dois pontos, energia total de um sistema, entre outros.

No caso de problemas de analise estrutural, geralmente, os funcionais mais comuns
sdo os de energia potencial de deformacédo, de energia cinética e o resultante do trabalho
das cargas externas.

Para os problemas que possuem funcionais estabelecidos, a construcdo de
solucBes aproximadas via elementos finitos pode ser obtida pelo método de Rayleigh-Ritz.
Convém notar que nem sempre € possivel o estabelecimento de funcionais para equacgdes
governantes de muitos problemas. Nesses casos, elementos finitos podem ser formulados
aplicando-se técnicas de residuos ponderados.

A técnica dos residuos ponderados parte do principio em ponderar por uma funcéo
peso, o residuo causado pela adogdo de uma solucdo aproximada nas equacgdes governantes
no dominio do problema.

Dependendo da selegédo de funcbes de aproximagdo adotadas para construir o
residuo e para aquelas usadas como funcgdes peso, 0 método dos residuos ponderados pode
ser dividido nos seguintes subgrupos (Métodos de colocacdo Puntual; Métodos de
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colocagdo Subdominio; Métodos de Galerkin-Petrov; Métodos de Galerkin-Bubnov;
Método dos Minimos Quadrados), cujos detalhes adicionais podem ser encontrados nas
referéncias Reddy (1993), Zienkiewicz (1977) e Hughes (1987).

Neste trabalho optou-se em adotar a técnica dos principios variacionais visto que
o funcional de energia para os problemas de barras podem ser deduzidos e a sua concepgao

fisica mais perceptivel.

2.2. MATRIZ DE RIGIDEZ LOCAL DO ELEMENTO DE BARRA

Nesta se¢cdo sdo abordados, independentemente, os problemas sob solicitagcdo
axial pura, flexdo e tor¢do de barras. Alguns modelos matematicos para esses casos Sao
discutidos, particularmente, a construcdo/deducéo dos respectivos funcionais e as equagoes
governantes associadas. Em seguida, os aspectos da geracdo de elementos finitos de cada
um desses problema sdo também abordados de forma independente, desde as interpolacGes
dos campos de interesse até a forma explicita final das matrizes de rigidez e dos vetores de
carga nodais equivalentes no sistema local de coordenada.

A representacdo matematica do modelo de barras é feita a partir das hipoteses
(Petyt, 1990):

I. Uma das dimens6es bem maior que as demais (barra): o problema 3D pode

ser reduzido ao espago 1D, desde que uma das dimensdes (vao do elemento, L)

seja suficientemente superior as dimensfes (a,b) da secdo transversal, ou seja,

L>>a,b;

ii. Secdes transversais uniformes (barra prismatica): A barra é prismética quando

ndo existe variacdo de forma das sec¢des ao longo do eixo da barra;

iii. Carregamentos estaticamente aplicados: o carregamento é aplicado de tal

forma que os efeitos da energia cinética podem ser desprezados;

iv.  Material homogéneo: qualquer regido do corpo representa as propriedades e

fendmenos do todo;

v. Material Isétropo: implica em mesmas propriedades em todas as direcoes:

vi.  Material elasto-linear: implica que em um ciclo de carga-descarga, ndo ha

surgimento de deformaces residuais; esse material é linear, quando a relagdo

tensdo-deformacao for linear;
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vii. Supressdo do efeito de Poisson: deformagbes transversais da secdo
desprezadas;

viii. Conservacdo da planicidade original das secOes transversais durante o
processo de deformacao;

ix. Campos pequenos (suaves) de deslocamentos e deformagoes.

2.2.1. Contribuicdo Axial

No problema axial na representacdo matematica do modelo, a hipotese especifica
é a conservacdo da planicidade original das se¢des transversais durante o processo de
deformacéo

A obtencdo da equacdo governante do problema de esforgo axial pode ser obtida
pelo balangco das forcas ou alternativamente pela condicdo extacionaria do funcional de
energia. Esse, para problemas estaticos pode ser dividido em duas parcelas:

m=7,-W 2.1)

Onde,

7T, = Energia potencial de deformacéo

W = Trabalho das cargas externas

Em problemas 1D axialmente carregados, a energia de deformacéo dada por.

1
7Z'p :E\.!.O-ngdv (22)

Onde,

o, = tensdo normal na direcdo x.

&, = deformacdo axial na diregéo x.
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Por extensdo, para corpos elasto-lineares sob estados triplos de tensdo e
deformacdo, a equagéo (2.1) torna-se:

EI(Gxgx + Gygy +o,&, + z-xyj/xy +000 e T z-yzj/yz)dv

v 2.3)
Onde,

o, € o,=tensdo normal nas diregdes y e z.

¢, € &,= deformacao nas direcoes y e z.

r, €7, e, =tensdes de cisalhamento nos planos xy, xz e yz.

Vv € 7x € 7y, = distorcdes nos planos xy, xz e yz.

Admitindo-se as hipoteses iv, v, vi e vii a relagdo constitutiva fica o =E¢ (lei de

o . . . . - ou
Hooke); ja com a hipotese ix tem-se as relagdes cinematicas ¢ = e
X

A partir da substituicdo da lei de Hooke e das relages cinematicas na Eq. (2.2), o
funcional de energia potencial, para o problema axial, fica:

15¢_(d 1§ _ (du )
R T I ) U

Onde,

u, = deslocamento axial

E = mddulo de elasticidade longitudinal
A= area transversal

L = comprimento da barra

O trabalho das cargas externas é dado pelo produto da forca pelo seu respectivo
deslocamento:
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L
W =I p.UadX (2.5)
0

Substituindo as egs. (2.4) e (2.5) na Eq. (2.1), tem-se

15 (du)®, %
,z(u)=E j EA{ dx} dx — ! p.u_dx (2.6)

Fazendo-se a primeira variagdo do funcional dado na Eq. (2.6), fica:

1 L d 2 L
or(u)= 5{52[ EA{ di(a} dx—}[ p.uadx} 27

Aplicando as propriedades do calculo variacional §(u”):nu”’1éUe

Jjg X )dx = jé x)jdx em (2.7), resulta:

15, du du, . ¢
or(u,)=> [2 dxa EAS = 2dX ~ [ pou,dx (2.8)
0 0

Integrando por partes a primeira parcela da Eqg. (2.8), tem-se:

L L Lgy2
[ s £p s d“ﬁdx:[d“a EAéUa} - Yy Ep s dx 2.9)
o dx dx dx o o OX '

Reagrupando todas as parcelas do funcional da Eq. (2.9), obtem-se:

sz(u,)= [ aEAéU} j Ue EAGU, X - j peu,dx (2.10)

Como a variagdo dos campos no contorno é nula [su,]5 =0, a Eq. (2.10) fica:
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o diu
§7z(ua): J.{— dXZa EA- p}éuadx (2.11)
0

Aplicando-se a condigo extacionaria dz(u,)=0, na Eq. (2.11):

5 du,
or(u,)=| {— o7 EA” p}wadho’ (2.12)
0

Como a variagdo du é arbitraria a nulidade da Eq. (2.12) sera sempre garantida se

a seguinte relacéo for verdadeira:

d?u

EA- 7+ P=0 (2.13)

A solugdo homogénea da Eq. (2.13) é dada por:

UaZAX+B (214)
Onde:

A e B sdo constantes polinomiais
Sejam as condicdes de contorno dadas por:

du, du,
=u, e —t=—%
dx  dx

du, _du

a _ “az

az dx  dx

(2.15)

Com as condicdes de contorno da Eq. (2.15) na Eq. (2.14), obtém-se um sistema

de equacdes lineares, cuja solugdo fornecera os valores das constantes polinomiais A e B:
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{3} ) R ﬂ{g} (2.16)

A solucdo da Eq. (2.16) resulta em:
A (uaz _ual) (2.17)

Substituindo as constantes polinomiais na Eq. (2.14), encontra-se o polinbmio em

funcédo dos deslocamentos, dado por:

u, =((U”—Eu“)}<+ul (2.18)

Substituindo a Eg. (2.18) na Eg. (2.6) e integrando o resultado ao longo do
elemento, obtém-se a expressdo da energia potencial total. Se esta for escrita em funcao
dos deslocamentos nodais e com apenas carregamentos concentrados f, e f, nas
extremidades da barra (vide Figura 2.2), resultara em:

EA
E(U)ZZ(UMZ—Z.U u +ua§)—f u

a1'¥a2 al¥a1

fazuaz (2.19)

Figura 2.2 — Efeito axial
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Minimizando-se o funcional (2.19) dn =0, entdo as derivadas parciais da Eq.

(2.19) em relagéo aos deslocamentos u,, e u,,, ficam:

az’

or(u,) EA  EA

u,——u, —f =0
ou,, L 2 L 2t
M=_Eua1+ﬁua2_f2=o
ou L L

Na forma matricial, as Egs. (2.20) e (2.21) ficam:

EA_EA
EaEA )Tl
L L
Fazendo,
EA_EA
_| L L
=) En en
L L

fl
- 1]

A Eq. (2.22), torna-se:
K. Hu, j={F.}

Onde:

[K,] = Matriz de rigidez da barra axialmente carregada;

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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{u, } = Vetor dos deslocamentos nas extremidades;

{Fe} = Vetor de forgas equivalentes.

Quando houver carregamento axial distribuido uniforme ao longo da barra, esse

Figura 2.3.

p(x)
R T
|
X
0 L

deverd ser transformado em um carregamento nodal equivalente, conforme mostrado na

Figura 2.3 — Barra submetida ao carregamento axial distribuido, com o seu

carregamento nodal equivalente

Sendo o trabalho das cargas dado pela expressao:

W :j. p(x)u, (x)dx

0

Como o deslocamento axial é linear sua interpolagéo fica:
Uy (x) = Zlual + Zzuaz
Onde as funcdes interpoladoras Z; séo:

X X
Z=1-=e2,==
! L 2L

Se o carregamento distribuido for admitido uniforme, entdo tem-se:

(2.27)

(2.28)

(2.29)
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p(x)=p (2.30)

Logo o trabalho das forgas externas (Eqg. (2.27)) fica:
L L

W = [{u,}" pdx = pJ{u,}" dx (2.31)
0 0

Onde,

{u,}= vetores de deslocamentos

Minizando-se o funcional de energia total dado na Eq. (2.1) em fungdo dos

deslocamentos, fica:

or _ 0 (7, W) =0, or 0
ou,, Ouy ou,, ou

(7, ~W)=0 (2.32)

al az

A minimizacdo da parcela do trabalho na Eq. (2.32), interpolada com as fungoes

aproximadoras Eq.(2.33), resulta nas forgas nodais equivalentes:

L L L L
oW oW
dx=p|Zdx=f,, dx=p|Z,dx=f
.([ p.([ 1 1 Iau p.([ 2 2 (2.33)

al 0 az2

Ou a Eq(2.35) na forma matricial pode ser dada por:

f1 . Zl
=115 o

Substituindo os valores de Z, e Z, na Eq. (2.34), torna-se
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- ) [Xj de (2.35)

(2.36)

——
oo
%/_/
Il
NN
o

2.2.2. Contribuicdes do Problema de Flexdo com Deformagéo por Cortante

Para representar o modelo de flexdo de barras, algumas hipdteses adicionais
aquelas discutidas na secéo 2.2 devem ser adotadas:
B A ortogonalidade entre a normal da secdo e a elastica ndo precisa ser
necessariamente conservada no processo de deformacao;

B A flexdo deve ocorrer segundo 0s eixos principais de inércia.

a) Contribuicdo da Flexdo em z no plano xy

Para a determinacdo do funcional de energia para a contribui¢do da flexdo em z,
sera utilizada a teoria de vigas de Timoshenko, onde a restricdo da ortogonalidade da se¢do
e 0 eixo médio ndo serd imposta, de tal forma que a deformacédo por cortante é introduzida
na analise do problema.

Como a planicidade da secdo se conserva, hipdtese 2.3.viii, e de acordo com a

Figura 2.4, tem-se que o deslocamento axial no problema de flex&o, pode ser escrito como:

Uy, :_yﬂz (237)

Onde,

y = distancia da fibra ao eixo longitudinal baricéntrico da barra

3, = rotacdo da se¢do transversal em z.
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________________

€ixo neutro
deformado

I 4

E

|

Figura 2.4 — Trecho da se¢do de uma viga com deformacéo por esforgco cortante

A deformacdo linear em x é dada pela derivada do deslocamento axial, Eq. (2.37),

resultando em:

_aufz_ dg,
& = x y X (2.38)

Ja a distorgdo y,, fica:

_auy, +@——ﬂ +@
7/xy - ay OX z OX (239)

Onde v é o deslocamento transversal da viga e x é a inclinagdo da elastica.
X

Desprezando o efeito de Poisson, a lei de Hooke para os efeitos de elongacéo
axial e distorc¢éo fica:

Oy = ng (2.40)
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=xGy,, (2.41)

Onde,
x = fator de forma da secéo;

G = modulo de elasticidade transversal.

A energia potencial da viga de Timoshenko ¢é dada por:

1
T, = E;,[(ngx +7,,7y)dV (2.42)

Substituindo as Egs. (2.38), (2.39), (2.40) e (2.41) em (2.42) fica:

(2.43)

Resolvendo a Eq. (2.43) e lembrando-se que 0 momento principal de inércia é
:J'yZdA, resulta:
A

__J[ jdx+ JKGA[B j—;/j dx (2.44)

O trabalho das forcas externas transversais é dado por:

W :'[ pdeX (245)

As equacOes governantes do problema de flexdo em z podem ser obtidas

aplicando-se a condicédo estacionaria para o funcional de energia dado na Eq. (2.1):
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dx /L dx
Lt i ; . (2.46)
_jzlc[—ﬂz Xj(;Aé[—ﬂz jdx jpya‘vdx 0
0 0
Integrando-se convenientemente por partes a Eq. (2.46), tem-se:
L
[EI a7, 54 jEl —ﬂaﬂdx{KGA( B, + J } =
0
(2.47)

i dg, dv i ~
| KGAK o dTJa/ +( B, + &J@é’z }dx + ! p,dvdx =0

0

Como a variagdo dos campos no contorno é nula [9, ] =[] ; =0, entfo a

Eq. (2.47), fica reduzida a:

—WEIZL’%+KGA[—,B dvﬂaﬂ dx -
dx

) , (2.48)
J‘{KGA{—di+d—\2/J = py}mx =0
5 dx dx

Como as variagdes de 84, e v sdo arbitrérias, entdo a identidade nula da Eq.
(2.48) s6 pode ser sempre garantida se:

2
EIZ(j(j—"iZ+KGA(—,BZ +ﬂj=o
X

i (2.49)

(2.50)
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As Egs. (2.49) e (2.50) séo equacdes de equilibrio da viga de Timoshenko. Um

procedimento encontrado em Petyt (1990) para explicitar as fungdes interpoladoras de 4 e

v é discutido a seguir.

tem-se:

Derivando-se a Eq. (2.49) e subtraindo-se esse resultado da Eq. (2.50) fica:

d d’p, dv dp, d*v _
&|:E|z dXz +KGA(_ﬂZ+&Jj|_|:KGA(_ dx +d7 _py =0 (251)

Resultando, em:

3
el ¢ P
dx

-p,=0 (2.52)

Derivando-se duas vezes a Eq. (2.50) e substituindo o resultado na Eq. (2.52),

dv

El —
! dx?

-p,=0 (2.53)

Nas secOes anteriores deste capitulo o sistema de referéncia adotado foi o

dimensional. Entretanto, como alternativa para o desenvolvimento das equacgdes, serd

utilizado o sistema de coordenadas adimensionais &, vide Figura 2.5, na maioria das

secdes doravante.

,  as% l
7 7

|

|

X s

L S=%
|/ 7
1 L

Figura 2.5 — Representacdo do sistemas de coordenadas adimensionais & .
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A partir da Eqg. (2.53), que é uma equacao diferencial de quarta ordem, pode-se
intuir que a solugdo (o deslocamento transversal) é um polindmio de grau 3. Assim, esse

deslocamento fica aproximado por:

v(&)=a, +a,&+a,8? +a,é8

(2.54)

J& para as rotacOes da secdo a Eq. (2.52), que é uma equagdo diferencial de

terceira ordem, sugere uma forma quadratica para interpolagdo de £, :

B(6)="2 6y, 53

a

Onde:

_ 4El,
% xGAL?

Aplicando as condi¢Ges de contorno para uma viga ndo-articulada [v(—l)

V(l):Vj . B.(-1)

ﬂgﬂ

a

sistema algébrico resultante, as constantes a, pode ser determinadas:

(2.55)

:V_’

B, e B,(1)=p,,] nas Eq.(2.54) e Eq.(2.55) seguida da solugdo do

SM.vi+4(l+3yz).L.ﬂz.+8 W+3y,) |, —4l+3n)a o
(16+48y,) (16+48y,) " ~(16+48y,) " (16+48y,) "’
aQ B (l+2;/z) o a 8 +12Mv.— Lﬂ.
a, | (16+48y,) " (16+48y,)" " (16+48y,) ' (16+48y,)""
a —4(1+3y,)a 4(1+3y,)a
j " (16+48y,) & +'(16+48yz)'ﬂ” (2.56)
4 a a
i (16+48yz)'vi +4(16+48yz)' i_(16+48;/2)'vj +4(16+48yz)'ﬂ” |

A interpolacdo dos campos dos deslocamentos (Eqg. (2.54)) também por ser escrita

como:

v=Ny, + N, 2, + Nyv, + N, B, =[NJu,, |

(2.57)
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B, =Lvi+ LB, + L3Vj +L, 4= [L]{u fz} (2.58)

Substituindo os valores de a,, a,, a, e a, nas Egs. (2.54) e (2.55) e comparando-
se o0 resultado com a Eq. (2.57), encontra-se as fungOes interpoladoras N, e L, para barras

nao-articuladas:

I e 4
N1_4.( 1+£). 1+3y,) (2.59)

1 (-&+1+3y,)
N, =—7a(¢ -1k +1) 1+37,) (2.60)

1 (—§2+§+2+6;/Z)

N, = 4.(1+ £). 1+3y,) (2.61)
1o (£+1+3y,)

N, = 4-3(6g 1(£+1) @+3y,) (2.62)

L=, =2y el

4 a.(l+3y,) (2.63)
L.=N =_£(68_1) (_35_14'67@)
2 6 4 ' (1+372) (2.64)
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N = 3+
L=N =g 1)'a.(1+3yz) (2.65)

L, =N, =3(§+1)-(3i%3f)”) (2.66)

A forma interpolada de energia total é obtida pelas fungdes interpoladoras N, e L,

na expressdo da energia de deformacédo Eq. (2.44) e do trabalho externo Eq (2.45).

,, :% {{u BT EL[Blu, }dx+% { . (LT sGAIL Ju, }dx_{ tojvicx (2.67)
Onde,

[6]= ONg d§ ONg d& ON; d& Ny d&
o dx ox dx ox dx  Ox dx

[Ld]:[Ldl Ly, Lgs Ld4]

_ON, d¢
0= de L,
_ON, dg _
d2 agg dx 2
_oN;ds |
d3 agg dx 3
_ON, dg
“ooag dx !

Quando o elemento é submetido a cargas concentradas nas extremidades, o
sistema algébrico, obtido pela condigdo estacionéria da energia total Eq. (2.67), fica:

or
oy,

T _>[K]{ufz}:{fz}_)[K]b{ufz}+ [K]S{ufz}:{fz}

(2.68)

Onde:
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K],

[[B] E1,[BJade
[K] = [[L. ] xGAlL, dg

{f,}" =[Fyi Mzi Fyj Mz]

A forma explicita da matriz de rigidez de flexdo requer alguns algebrismos

adicionais. Esses conduzem a:

MS
1
M
K, = [aEl, MG My Mg M, M,)de (2.69)
-1 7
M8
Onde,
v, o Ni dg

' os dx 1=56,78

Resolvendo as integrais da Eq. (2.69), resulta:

3 3a -3 3a
« - El [4+6y,+972)a2] -3a [-(-2+6y,+97%)a’]
*+3y,)%.2a° 3 ~3a (2.70)
Simétrica [(4+67/Z +9yf).a2]

Para a matriz de rigidez de cisalnamento fica:

Lys
1
L
Ks:_[a-KG- Ly Ly Ly Ly )dé (2.71)
-1 Ld3
Ly,
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Resolvendo as integrais da Eq. (2.71) e resulta:

-a’ a
9 y,El t-a® at

:EaS.(1+3;/Z)2 a2 —a’ (2.72)
Simétrica a’

Superpondo-se os efeitos de flexdo e cisalhamento, a forma explicita da matriz
para o efeito de flexdo em torno de z fica:

28 12 8 ]
L? L L2 L
El 6 4+ 3y, 8 2-3y,
K= i 3
L1+3y,)| 12 _6 12 6 (2.73)
6|_2 L L; L
- 2-3 —— 4+3
L Y, 1 71_

2 6 126
L? L L2 L
El 24 -2 o
[KI==2{ Y 3
L2 8 12 6 (274
L? L L? L
6 5, _6 4
L L L i

Quando o carregamento for distribuido transversalmente a barra na dire¢éo z, o

mesmo deverd ser transformado em forgas nodais equivalentes, conforme é mostrado na
Figura 2.6.
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Figura 2.6 - Carregamento distribuido transversalmente na dire¢do z com suas forgas
nodais equivalentes

O trabalho das cargas é dado por:

W = [ p,vdx (2.75)

Utilizando o deslocamento v interpolado pela Eq. (2.54), e as transformacodes

:3 eJ :%:L, a minimizacgéo da Eqg. (2.75) fica:
L dé 2
0 - %y =t L wy= £ 2wy =
A W=t W= W)= o o) = 1, (2.76)
Logo,
f, (N,) L/2
f, L1(N,) L?/12
= Jd&=-
f4 (N,) -1%/12

Onde as fungdes N, na Eq. (2.77) sdo dadas pelas Egs. (2.59) a (2.62).
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Nem sempre as estruturas lineares sdo compostas por barras sem articulagoes.
Quando essas estdo presentes, elas produzem alteragdes nas formas das matrizes de rigidez
e vetor de carga nodal das barras ndo-articuladas. A deducdo das matrizes de rigidez nesses
casos pode ser feita basicamente em duas técnicas: método direto e condensacéo estética.

A primeira técnica consiste na adequacgdo das funcbes de forma para contemplar a
nulidade do momento fletor onde a articulagdo ocorre, o que implica em atribuir valor nulo
para a derivada da rotacdo da secdo dg/dx = 0nesse ponto.

J& a segunda técnica associada a condensagdo estatica propicia a eliminacdo do
campo a ser suprimido (momento fletor) através de combinacdes lineares convenientes no
sistema de equacdes do problema original (neste caso, a barra ndo-articulada).

Nesse trabalho optou-se pela segunda técnica, para a obtencdo da matriz de
rigidez com barras articuladas, o que sera demonstrado a seguir:

Seja um sistema original dado por:

[KJugj={f,} (2.78)

Se existirem “n” graus de liberdade sem correspondente no vetor de forgas, entéo

pode-se particionar o sistema como:

{u fz }m — { fz }m
{u . }n {0} (2.79)
Resolvendo para o segundo bloco de linhas do sistema da Eq. (2.79), fica:

@nh=—ﬂkﬂﬂm@nh (2.80)

Substituindo a Eg. (2.81) no primeiro bloco de linhas do sistema da Eq. (2.79),
obtém-se:

[khndue f, + KLk Ealkbndue ) = 1.}, (2.81)
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Agrupando os termos da Eq. (2.81), tem-se:
(k] ~ KL [k U, }m ={t,}, (2.82)
Que toma a forma final reduzida de:

k], ugf =1{f.}, (2.83)

Nas barras de vigas existem dois graus de liberdade por nd associados aos

deslocamentos “v” e as rotacdes ¢ (inclinacdo da elastica) (vide Figura 2.7).

Figura 2.7 — Elemento de barra

Se a barra for articulada a direita no modelo de Euler-Bernoulli, conforme
mostrado na Figura 2.8, tem-se M; =0, logo: M; =—Elv; =0—Vv, =0 , ou seja, a

curvatura é nula.

V. v,

Figura 2.8 — Barra articulada a direita
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Nesse caso, tem-se apenas um grau de liberdade sem correspondente no vetor das
forgas. Assim, particionando-se a matriz [K] (Eq. (2.74)) ndo articulada, nas formas
requeridas pela condensagdo estética, tem-se:

K], =2EL /L[3/L 1 -3/L] (2.84)

[k],, =4El, /L (2.85)
e | 3L

(k] == 31/|_ (2.86)

6/L2 3/L —6/L2
3/L 2 —-3/L (2.87)
-6/L2 -3/L 6/L%

_ 2EI,

Kl

Substituindo as egs. (2.84), (2.85), (2.86) e (2.87) na Eq. (2.82) e comparando
coma Eqg. (2.83), tem-se:

6/L> 3/L -6/
[k]mZZEL'Z 3/L 2 -3/L |-
-6/ -3/L 6/L°

3/L (2.88)
L)y L2E|Z/L[3/L 1 -3/L]
L 4El,
-3/L
Ou
6/L> 3/L -6/L° 9/L> 3/L -9/1°
[k]m=2EL'z 3/L 2 -3/L —E:Z 3/L 1 -3/L (2.89)
-6/ -3/L 6/L° -9/ -3/L 9/L®
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fica:

O que resulta em,

EI 3/L2 3/L -3/
k], = - 3/L 3 -3/L (2.90)
~3/12 -3/L 3/L2

Recompondo-se a ordem original da matriz de rigidez da barra articulada a direita

U 1L -1/12
3| /L 1 -1/L
k]= : :
L |-1/L2 -1/L 1/L

0 0 0

(2.91)

o O o o

Em Mendonca (2008) é discutido o0 método direto para uma barra com articulacéo

a direita, regida pelo modelo de Timoshenko, de forma que os campos de deslocamentos e

rotacdo sdo dados por:

V(f): NV + N By + Novy + N, Sy (2.92)
€
B, (5): LV + LG + LV + Ly By (2.93)

Cujas funcdes interpoladoras (N, L ), sdo:

_1, (EF-28-11-6y,)
Ny=7(-D @13,

a
(4+37,) (2:94)

(€ —4£-5-67,)
(4+3,)

N, =2 -DE-3E+D

N, = _%(f"'

54



N, =0

(-3

_N. 22
L=Ns = 4(§+1)'a(4+37/z)

_ —1+3E% -6 + 6,
2(4+3y,)

LZZNG

3 (£-3)
L,.=N,=——(£+1).—2——
3 7 4@: )a(4+37/2)
L4:N8=0

Assim, Mendoncga (2008), com um procedimento andlogo ao discutido nas Egs.
(2.68), (2.69) e (2.72), apresenta a matriz de rigidez com articulacéo a direita no modelo de

Timoshenko, como:

3 6a -3 0

K]= El, 12a> —-6a 0
(4+3y,)2a° 3 0 (2.95)

sim 0

O vetor de cargas nodais equivalentes da barra articulada a direita, com carga
uniformemente distribuida ao longo da barra para o caso de Euler-Bernoulli (Figura 2.9),
fica:

f, N, 5

f, N, p,L|L

= Jdg=———

f3z py'[ N3 é: 8 3 (296)
f4z N4 0

A expressdo da Eqg. (2.96) para o caso de Timoshenko, fica:

f, N, (5+3y,)

f, LIN, p,L L

2| _ JdE=— Ty

(7PN, P T 2w 30 ) (2.97)
f4z N4 0
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Figura 2.9 - Barra articulada a direita submetida a carregamento uniforme

Se a barra for articulada a esquerda no modelo de Euler-Bernoulli (Figura 2.10),

analogamente a0 caso da articulagio a direita, tem-se M, =0, logo:

M, =-Elv, =0—>v, =0.

Vi Vj

Figura 2.10 — Barra articulada a esquerda.

Agora pelo método de condensagdo estatica, no modelo de Euler-Bernoulli, a

geracdo da matriz de rigidez com a articulagdo a esquerda, fica:

4El,
[k],, = 3 (2.98)
RN
(k] == 811 (2.99)
1
2EIL[3 3
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6/L° -6/L% 3/L
-6/L% 6/ -3/L (2.101)
3/L -3/L 2

2E|
[Klm ==

Substituindo as egs. (2.84), (2.85), (2.86) e (2.87) na Eq. (2.82) e comparando
coma Eg. (2.83), tem-se:

6/L° -6/L° 3/L
-6/L*> 6/L° -3/L|-
3/L  -3/L 2

_2El,

(ks

3/L (2.102)
2E1, | o, [4EL ‘12E|ZF 3 1}
L . L L L L
Ou
oE] 6/L> -6/l 3/L - 9/L> -9/ 3/L
k], ==—*|-6/L" 6/L*> -3/L|- |9/l 9L =3/L| (9103)
3/)L -3/L 2 3/L -3/L 1

O que resulta em:

- e -1 1L
k], = = -1/ 1/ -1/L (2.104)
L -1/L 1

Recompondo-se a ordem original da matriz de rigidez da barra articulada a

esquerda fica:

U 0 -1/ 1/L

Ll 0 0 0 0
L -1/ 0 1/12 -1/L (2.105)

L 0 -1/L 1
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Mendonca (2008) apresenta também o método direto para o caso de barra com
articulacdo a esquerda conforme o modelo de Timoshenko, os deslocamentos e rotagdes
fica:

v(¢)=a,+ a268+(3682 +683)a4 = V(&) =Ny, + N, 5, + Nov; + N, 55 (2.106)
€
B.(5)= %+ 32y +28+ aZ)% = B,(6)= LoV, + LB, +Lov; + LB, (2.107)

Cujas fungdes interpoladoras das barras com articulagéo a esquerda, sao:

_ 1. (-£°-4£+5+6y,)
N, = 4@ D (4+3y,)
N, =0

_ 1 (&2 +2£-11-6y,)
N, = 4(§+1) 4+37)

1 a
N4=§(§—1)(§+3)(§+1)(4+372)

(2.108)

N L3 (£-3)
L, =N, —4(§+3)-—a(4+37/z)
L,=N, =0

N L3 (£-1)
L=N; = 4(§+1)'a(4+37/z)
L —n, = (3¢ 6 -1+67,)

2(4+3y,)

Mendonca (2008) apresenta a matriz de rigidez com articulagdo a esquerda no
modelo de Timoshenko, como:
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] E 00 O
(4+3y)2a° 3 -6a (2.109)
sim 12a®

Para o vetor de cargas nodais equivalentes da barra articulada a esquerda, com
carga uniformemente distribuida ao longo da barra para o modelo de Euler-Bernoulli
(Figura 2.11), fica:

f, N, 3

f, ¢ N, p,L| O

= Jde ="

f32 pyJ; N3 é: 8 5 (2110)
f4z N4 _I—

J& para 0 modelo de Timoshenko, a Eq. (2.110), fica:

Nl 3(1+7/z)
L _pl 0
Fd=p )l [ =23 6437 (111)
N, ~L
Py
M; =0 2 M,
Y V|

Figura 2.11 — Barra articulada a esquerda submetida a carregamento uniforme

b) Contribuicéo da Flexdo em y no plano xz
Os deslocamentos transversais w na diregdo z e as rotagdes da segdo B, em y

podem ser escritas de forma analoga as suas contrapartes v Eq e g, Eq. (2.92) e Eq. (2.93)

resultando em:
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W= lei + Nzﬂyi + I\Alswj + N4 i = [I\AIJ{ufy}

ﬂy = I;Wi + I:Zﬂyi + I:SWj + |:4 vi T ll:J{ufy}

Onde,

Com
i -Lerpl +(f+‘32y—)67y)
N, = —%.a(é—l)(g +1) - fl j—];;j)}/y)
N, =%.(1+ 5).(_ ézai;y;%)
R --Late-ye e )
L =N, =—%( _1)'a.§1§+—+317)y)
=Ny =-5(e-D) (_35;2;3“)
L.=N, =%(§+1).a((f+—‘31;2)
[, =K, :%(gu).%
Onde,

41,
7T GAL

(2.112)

(2.113)

(2.114)
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Vale ressaltar que em (2.118) as funcdes Ni possuem os valores analogos de N,

4EL,
xGAL?

dados em (2.69), exceto os sinais de algumas delas e a permuta dos fatores y, =

por y, = :&3{2 . As funcdes I:i também podem ser obtidas por trocas de sinais e permuta

desses fatores (, por 7, ) em L. Se, y,= 7y » entdo as formas finais dessas funcoes

ficam:

(2.115)

Com isso, uma estratégia analoga ao caso da flexdo em z pode ser aplicada para

obter a matriz de rigidez para flexdo emy, resultando em:

K, =Jl.a.E.Iy{I\7I IV Jo (2.116)
K, = [asG.AL [ |, jae (2.117)
Onde:

< oN, dE
M,=——:i=56,7,8 (2.118)
T8 dx
~ oN, d& -
Ly=——"+L:i=
di ag dé: 19 1 1121314

Apobs o célculo das integrais (2.116) e (2.117), procede-se a superposicdo dos

efeitos de flexdo e cisalhamento conduzindo a forma explicita final da matriz de rigidez:
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2 6 12 6
L2 L L2 L
El, —% 4+3y, % 2-3y,
Mty 2 s 26 2.119)
FoLr L
——E 2_37/)/ I 4+3]/y—

No modelo de Euler-Bernoulli, onde a deformacdo por cortante é desconsiderada,

0 que implicaem ¢ =0 e conduz a:

12 6 12 6

|__26 L _é__z L

[K]—EIY Lot o8
"L 12 6 12 6 (2.120)

2L 2L

Trope

Quando o carregamento é distribuido transversalmente a barra na direcdo y, o
mesmo deverd ser transformado em forcas nodais equivalentes, conforme mostrado na
Figura 2.12.

z p,(X)
Lsspetionsssspes
—

¥ N

Figura 2.12 — Carregamento distribuido transversalmente na dire¢do y com suas forcas
nodais equivalentes

O trabalho das cargas é dado por:
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W = [ p,wdx (2.121)

Utilizando o deslocamento w, e as transformacgoes §=2—LX e J =3—2=%, a
minimizacao da Eq. (2.121) fica:

0 0 0 0
— =f,; — =f,;,— =f,;— = f
v, W)= T 5 W)= faie W) = i ) =1, (2.122)
Logo,

fiy (N) L/2

oy LI(N,) L?/12

=P, )y~ ddg=p,

RIS L2 (2.123)
fay (N,) —-1%/12

Onde as fungdes N, sdo dadas na Eq (2.114).

2.2.3. Contribuicdo da Torgao

O elemento de barra pode ser submetido a dois tipos de torgéo: a tor¢éo uniforme,
também conhecida como torcdo de Saint-Venant e tor¢do ndo uniforme, discutidos a

seguir.

a) Torcdo Livre ou de Saint-Venant

Considerando a Figura 2.13 e assumindo-se que as barras sob torgdo estdo
submetidas a empenamento uniforme das se¢Oes do eixo, desprezando a deformacéo axial
e adotando as hipoteses do item 2.3, os deslocamentos u, v e w de um ponto na se¢do

transversal a tor¢do serdo dados por:

dé(x)
dx

u(x,y,z)= w(y.z); v(x,y,2)=-0(x)z e w(x,y,z)=6(x)y (2.124)

Onde,
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w = fungéo de empenamento

@ = angulo de torgao

J& as distorcdes sdo dadas por:

_ov_ o

v, ow
7y o

ow
Va oX 0z

_dopdy
dx \ dy

=-0+0=0

:%(d_f/q yJ
dx \ dz

e as deformacgOes dadas por:

_au_d

*oox dx?

8y=@=0
oy

g, :@:0
0z

NV

Figura 2.13 — Componente de uma barra submetida a torcéo.

(2.125)

(2.126)
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Como o material € homogéneo, isétropo e elasto-linear (hipoteses 2.3.iv, 2.3.v e
2.3.vi) tem-se que:

T =GV Ty =Gy (2.127)

Desprezando-se a deformacdo axial, a energia potencial da tor¢do de Saint Venant
é dada por:

1
np :EJ.(TXZ’YXZ +Tnyxy)dV (2128)

Substituindo-se as relagBes cinemaéticas e constitutivas, dadas pelas egs. (2.124),
(2.125), (2.126), (2.127) na Eq. (2.128), fica:

15pdo(dy do(dy j
==||—]| —+ —| == dAdx
o 2”dx[dz yj(’dx[dz+y "

L
E.[J.d_g(d_l//_z d_gd_l//_z dAdX
2+ dx { dy dx { dy
Fatorando-se a Eq.(2.126), tem-se:
150doY | ¢(dw Y (dy Y
=== | G{|| =+ - dAd
R R

Sendo a expressdo do momento de inércia a tor¢do dada por:

dy Y . (dv Y
I, —{[[d—l;/+ yj +(d—§/—zj }dA (2.131)

(2.129)
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Substituindo a Eq. (2.131) na Eq. (2.130) e subtraindo-se a parcela de trabalho

dada por W = J't(x)édx , & energia total sera dada por:
L

1% (deY, &
ﬁ:Eleh(&j dx—}[t(x)&dx (2.132)

Dada a similaridade entre a Eq. (2.132) e a Eq. (2.6), a equacdo de equilibrio para
0 caso da torcdo uniforme pode ser escrita permutando: as contantes EA por Gl;, 0sS

carregamentos p por t e os deslocamentos u por 6. Com isso, tem-se:

de

Gl +t=0
o (2.133)
Hxi [ S ij
0 1
Ti |<—>| i
0 L 1

Figura 2.14 — Representacdo esquematica para interpolacdo linear

A solucdo homogénea da Eq. (2.133) pode ser obtida adotando-se uma

interpolacdo linear para o angulo de tor¢do com sistema homogéneo ¢ com origem na
extremidade esquerda, vide Figura 2.14:

f=2a, +a,5 (2.134)

Onde
c=X/L

66



E aplicando as condigdes de contorno [#(0)=¢6;, &) =6,] na Eq.(2.131), as

constantes a, podem ser determinadas:

2 el el s

Substituindo-se a Eq.(2.132) na Eq.(2.131), o angulo de torcéo fica:

0(s)=6,+(0, -6 ) =2,6, + 2,6, (2.136)
Onde:

X X
Z, =1—I ez, =T

Substituindo-se a Eq.(2.133) na Eq.(2.129), o funcional discretizado, fica:

L

z :% [[6.6 +5,6, )61, (0,6 +b,0, ]| dx —w (2.137)

0

Onde:
0,0, =Angulo de tor¢io nos nésie j.

_dz, -1

az, _de_l
dx L

b
' dx L

eb,

A forma matricial da energia total pode ser obtida a partir da Eg. (2.137) e 0
trabalho das cargas externas. Para o caso de torques concentrados nas extremidades da
barra fica:

w=J(u )BT ot [Blu hx - ) () (2.139)

Onde:
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Convém notar que o funcional de energia discretizado estd em funcdo das

variaveis nodais 0 de acordo com a reIagéo;:—wz(Hi,Hj). Aplicando-se a condigédo

estacionaria para o funcional em relagdo aos valores nodais tem-se a forma da matriz de

rigidez dos efeitos de torcéo:

on__gi Wblbl blﬂdx{i}—{ft%[K]{ut}:{ft} (2.139)

ouf " 'glbb by,
Onde,
Llbb, bb
K — I 1™~1 1~2
[Kl=e tﬂbzbl bzbjdx

Calculando os elementos da matriz de rigidez [K], a forma explicita da matriz

para o efeito de torgéo fica:

Gl[1 -1
[K]:T{—l J (2.140)

b) Torcéo N&o Uniforme

No caso de torgdo ndo-uniforme, o0 momento torgor varia ao longo da barra,
secOes vizinhas tendem a apresentar rotagdes diferentes, o que implica em empenamentos
diferentes. Para que a compatibilidade de deslocamentos seja verificada, o aparecimento de
tensGes normais, modificando esses empenamentos, € inevitavel. O modelo adotado neste
trabalho para a torcdo ndo-uniforme € o de Vlasov (1961). As principais hipOteses desse

modelo sdo:
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a) A forma da secdo transversal ndo se altera, ou seja, ndo se considera a
distorgdo em seu préprio plano (z,, =0e y,, =0);

b) O empenamento da se¢do transversal é constante ao longo da espessura; sua
forma é a mesma para todas as se¢Ges, mas sua intensidade difere de uma
secdo para outra, sendo proporcional a rotagéo especifica.

c) As deformagdes por cisalhamento na superficie média da barra podem ser
desprezadas. Esta hipotese corresponde a teoria de Euler-Bernoulli.

d) As tensdes de cisalhamento paralelas a superficie média sdo dadas pela soma
de dois termos (Figura 2.15):

I. O primeiro termo (z,) pode ser admitido constante ao longo da

espessura, e o esforco solicitante de tor¢do resultante é denominado

momento de flexo-torgdo (T,). A existéncia dessa parcela confronta a

hipotese da Resisténcia dos Materiais de deformagdes por cisalhamento
nulas na superficie média.

ii. O segundo termo, com distribuicdo linear ao longo da espessura e anti-
simetricamente distribuido em relagdo a linha média, é obtido da Teoria
de tor¢éo uniforme de Saint-Venant.

—_— ——
S 4&

_43 1, )

fi2] 2 Ll’_ 2

T4
tE

Figura 2.15 — Tensdes de cisalhamento: (a) empenamento, (b) uniforme.

r

Seja um elemento infinitesimal com dimensdes dx, dy e dz, a energia potencial de

deformagdo 7, € igual ao trabalho das tensGes (o e z) atuantes, de forma que:

1 1
7Zp :E\'[(O_ng)dv +E\'/[(TX27/XZ + Txy}/Xy)dV (2141)
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Em barras com secdo transversal aberta composta por paredes finas, o
deslocamento axial, devido ao efeito de tor¢éo, pode ser calculado como:

do
U =a(S) - (2.142)

Onde,
«(S) = &rea setorial no ponto de interesse na secao transversal

S = é a coordenada orientada na linha do esqueleto.

Na Figura 2.16 estd ilustrada a representacdo gréfica da semi-area setorial
diferencial de um segmento curvo (caso geral) entre os pontos S; e S; na linha do esqueleto
S e o0 pélo D (centro de tor¢do). Vale evidenciar que na Eq. (2.124) a funcdo de
empenamento i é tomada como a area setorial no modelo de Vlasov («(S)).

E importante ressaltar que a area setorial «(S), quando calculada em relagéo a
um trecho qualquer da linha do esqueleto, de uma secéo qualquer, resulta no dobro da &rea
do setor (figura geomeétrica plana) gerada pela varredura da linha que une o Centro de
Torcdo (admitdo como pdlo) e a origem S; (adotada aleatoriamente), desde essa mesma

origem S; até S, do elemento de interesse.

Figura 2.16 — Representagdo da area setorial.
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Combinando-se ¢, =Z—u coma Eqg. (2.142), fica:
X

d?e

g, = a(S)

Da relacdo constitutiva de materiais elasticos lineares (Lei de Hooke), suprimindo

o efeito de Poisson, resulta em:

o, =Ez, (2.144)
Das Eqs. (2.143) e (2.144), tem-se:

d’e
o, =Ea(S) e (x) (2.145)

Substituindo as egs. (2.145) e (2.143) e as relacbes dadas nas eqs. (2.125) e

(2.127) na Eq. (2.141), fica:

1k A 15.do(dw do(dw
== ||Eo’(S dAdx + = | | —| — - —| == —y |dAdx +
7= o] 57 anon 2190 G2 -y o 82 G2 )

L
E”d—e(d—w+ z}Gd—H(d—w+ szAdx
2+ dx{ dy dx { dy

Introduzindo os momentos de inércia setorial e de torcdo: |, ='[a)2(8)dA, e
A

(2.146)

2 2
I, —j{[d—w yj +(z—$)+ zj }dA na Eq. (2.146), a energia potencial de deformacao da
A

torcdo ndo uniforme fica:

d?o
dx?

2 L 2
1 do

7, =%'TEIQ{
0
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As equacdes governantes da tor¢do ndo-uniforme podem ser obtidas aplicando-se

a condicdo estacionaria para o funcional de energia (Eqg. (2.1)):

57 =8(r, -W { jz[d 9JEI 5[3X9jdx+

L (2.148)
I 2(%}3“5(%}14 - [topix=0
25 \dx dx 5
Integrando-se convenientemente por partes a Eg. (2.148), tem-se:
[ (d%0) (do)|
Elw[—2j§(—ﬂ —El & j } '[EI ( j§¢9dx+
| dx X )|,
Lo (2.149)
Glt(%jw} -, d* 90 50 - jw&dx 0
| dx o 0 dx
Reordenando a Eq. (2.149), fica:
d20) (do)| d% do
El,| = 19| — —Elw 00 GI( j§¢9 +
ax ax e . ax o
(2.150)
L 4 2
j{aw[d ‘gj Gl [d ‘gj t}&dx:o
) dx* dx?

Aplicando-se a condigdo de contorno na variagdo de [58]; =0 na Eq. (2.150),

resulta em:

L d“ej [dzej }
El | —- |-Gl | — |-t |sdx =0
l { [dx“ iy (2.151)

Como a variacdo de 56 é arbitraria, a nulidade da Eq. (2.151) requer que:
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d‘e d*e
Elw[dx4j_Glt[d?J=t (2152)

A solugéo da forma homogénea da Eq. (2.152), é dada por:

60 = A+ Bx+C.cosh(a.x) + D.senh(«.x) (2.153)

Onde:
A, B, C e D = Constantes;

a = Valor adimensional definido por:

Gl,
£l (2.154)

a =

Sejam as condicdes de contorno dadas por:

x=0, 6-0 e 3¢_90
dx dx
2.155)
do (
x=L; 6=6, 46 _9%
dx dx

Substituindo as condigdes de contorno (Eg. (2.155)) na Eq. (2.153), encontram-se

expressdes que podem ser escritas na forma matricial:

Hi

dg| [t 0 1 0 A

dax | |0 1 0 a B

g [711 L cosh(el) senh(al) ||C (2.156)
99| |0 1 asenh(al) a.cosh(zl)||D

dx

Resolvendo a Eq. (2.156), resulta em:
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y do,
A=-L"| (Lash-ch+1)o +[L h—ﬂJd—H +(1—ch)g, + [ﬂ—LJ

Gl, a ) dx a ) dx] (2157)

T _enyd4 e 3

B= Gl a.sh.g, + (1—ch) i +a.sh.g; +(1—ch) i (2.158)

7| sh de [ sh}dej
C=——(@-ch)g +|—-Lch |——F+(ch-1)8, +| L-——|—

ar |4 +[a Jd +eh-1) ol o (2.159)
o= sho + (Lsh—9+1jd—‘9+sha +(ch- 1)—‘9

Gl,| ' a a) dx (2.160)
Onde,
sh =senh(a.L) ; ch =cosh(a.L); 7 = Gl,

o TS o ch+ Lash

Substituindo as constantes A, B, C e D na Eq. (2.153), obtém-se a expressao do

angulo de rotagdo em funcdo dos deslocamentos nas extremidades (&, dé, 0, e %) do
X

"dx
elemento, dada por:

0=

do;
{(Lash ch+1)6, +[Lch—$Jd—6+(1 ch)é, [ﬁ_LJ }
a)d a

G.1 dx

>

dé, do,
—a.shg +(1-ch)—+a.sh.d, + (1-ch)— [x+
dx ! dx

®

-

(1—ch)é +[ Lch+5hjd—6+(ch 10, [ sh Lji}cosh(a.xn
dx o dx

I _1\dé.
sh.6, +[Lsh—9+ ljd—g— sho, + [Ch 1j—’ senh(a.x)
i a o) dx 14 dx

>

®

>

®

A Eq. (2.161) também pode ser escrita na forma:
dé, do,
0=V,6, +V, i —+Vy0, +V, —=[VHu,} (2.162)

Onde,
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wi-fo 92 o

dx dx
[V]:[VI V, V, V4]

Com,

V, =L [(sh.a.L —ch+1) + (—a.sh).x + (1 —ch).cosh(c.x) + sh.senh(c.X)] (2.163)

1,

@

__7 _sh Lo _ sh 1 _ch
V, = T KL.ch aj+(1 ch)x+( Lch+ ajcosh(a.x)+(a +sh.L aj.senh(a.x)} (2.164)

®

V, = 7 ) [(1 - ch) + (e.sh).x + (ch —1) cosh(a.x) — sh.senh(a.x)] (2.165)

®

Derivando a Eq. (2.162), obtém-se 0 empenamento da se¢do dado por:

40 A .
0= =0+ Q0 +Q30,+Qu0, = [Qllu,) 0167
Onde,

[Q] = [Ql Qz Q3 Q4]

e
dV,  ja[sh—sh.cosh(ax) +senh(ax).(ch —1)] (2.168)
Q1 = =—
dx Glt
J;O{COSh(aX)-(l _ch - L.shj —ch+ senh(ocx).(Sh - L.chj - 1} (2.169)
Q — dV2 - _ o (24 a

2 dx Gl,

?a{COSh(O!X)-(l _oh, L.shj ~ch+ senh(ozx).(s‘h - L.chj +1} (2.170)
Q — dV3 - _ o (24 a
°dx Gl,
- 2.171
fa{senh(ax){L _Chj _ch+ cosh(ax).(ch—1) +1} ( )
Q, = dv, _ o .
! dx Glt
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H'—%eﬁ' _% (2.172)
" dx T dx

Quando a barra é submetida apenas a torque e bimomentos concentrados nas

extremidades (vide Figura 2.17), o trabalho das forcas externas fica:

dé, dg;
W =Ti9i +Tj9j+BiW+ BJK (2173)

Sendo a energia total, dada por:

r=r,-W (2.174)

> > > >

Figura 2.17 — Representagdo esquematica para interpolacdo linear

Substituindo as Eqgs. (2.147) e (2.173) na Eq. (2.174), obtém-se a expressao da
energia potencial total em fungédo dos deslocamentos nodais nas extremidades do elemento.

Aplicando a condicéo estacionaria para o funcional de energia total, resulta em:

0 - dé do.
a_;fi:{(a.sh)ei+(ch_1)d_xn+(_a.sh)e,._(1_ch)d_xl}n (2.175
or .| sh)dé sh do; 2.176)
9T _ o _—ch)g +| Leh—2 29 ch-1)g + | DL | = A |- (&
o= monk o Len- ) S -z o jd} .

% _ L s —(eh-1)9 4 (shyg — -1 |1 (2.177)
00, ' dx ! dx !

] L
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00" a X a

]

As Egs. (2.175) a (2.178), na forma matricial, ficam:

a.sh (ch-1) —ash —@-ch)]| &

sh sh dé, Ti
-(@-ch) Lch—-— (@-ch) —-L ||—/— B
~ o o dx — !
7 —ash  —(ch-1) ash —(ch-1[] 4, T,
“a-ch) Mo —h-ny Len-9% ] |8,

L a a | dx

Ou

[K.Hu,f=1F,)

Onde:
[K.] = Matriz de rigidez a torg&o do elemento de nicleo

{u,} = Vetor dos deslocamentos nas extremidades

{Fg} = Vetor de forgas equivalentes

i dé.
or, _7{_ (1—ch)¢9. J{Sh B Lj%_(ch—l)ej +[L_Ch_$j J}_ g. (2.178)
I d dx i

(2.179)

Quando houver um torque distribuido na barra, 0 mesmo devera ser transformado

em forcas nodais equivalentes, conforme mostrado na Figura 2.18.

t(x)

Figura 2.18 — Barra submetida a torque distribuido, com suas forcas nodais equivalentes.
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O trabalho das cargas é dado por:

W = j t(x)&(x)dx (2.180)

Nesse trabalho, sera considerado apenas o torque uniforme, assim t(x) = t. o que

resulta em:
L
W =t 6(x)dx (2.181)
0

Quando o angulo de torgdo € interpolado pela Eq. (2.173) e aplicada a condicéo

estacionaria para o trabalho externo resulta em:

G%(W):Ti; G%(W): o %ON):T"; a%;(w): %) (2.182)
Logo,
fio T v,) L/2
B L
:z: T; :t£ gj = LC;)Z (2.183)
fo) B \D) -0
Onde,

oo 22 {22
o o 2 o al\la «a

2.3. ESTRUTURAS RETICULADAS: ABORDAGEM ESTATICA
Nesta secdo, os efeitos independentes estudados na segdo 2.2 serdo combinados

no intuito de descrever a matriz de rigidez e o vetor de forca nodal equivalente no sistema

local de coordenadas para elementos finitos representativos para os respectivos problemas
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de trelicas, de pdrticos planos, de grelhas, de pdrticos espaciais, e por fim, de ndcleos

estruturais.
2.3.1. Elemento de Trelica

No elemento de trelica plana ou espacial estdo presentes apenas os efeitos axialis,
que ja foram discutidos na secdo 2.2.1. Convém notar, que a matriz de rigidez no sistema

local de coordenadas para os casos planos e espaciais é dada pela Eq. (2.23).

Noi AT, Nei AT,
y
N6 i Noi
/ X A
l'Ii ul Z
Esfor¢o axial Treliga Esforco axial Trelica Espacial

Figura 2.19 — Graus de liberdade de uma trelica
2.3.2. Elemento de Pértico Plano

Nos porticos planos estdo presentes os efeitos de flexdo unidirecional e esforgo
axial, resultando em seis graus de liberdade, vide Figura 2.20.

Esforco axial Flexao unidirecional | Portico plano

Figura 2.20 — Graus de Liberdade do pértico plano
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a) Matriz de Rigidez

Associando-se os graus de liberdade 1 e 4 para os efeitos axiais e 0s demais para

os efeitos de flexdo (Euler-Bernoulli). Vide Figura 2.21.

Barra ndo-articulada

Portico plano

K-+

Efeito de Flexao
(Euler-Bernoulli)

S 12 6 12 6 ]
W & T ET
Caf1 i 4 6 2
7{_ } El L L L
L |sim 1 + z 13 _E
3 2
Efeitode Tragdo L A‘
sim —
L
—
A 0 0 -A 0
12-1z/L>  6-1z/L 0 —12-1z/12
4.1z 0 -6-1z/L
0
12-1z/12
Simétrica

©

6-1z/L
2-1z
0
-6-1z/L
4.1z

Figura 2.21 — Composicao da Matriz de Rigidez Local para o Pértico Plano

A montagem final da matriz de rigidez da barra ndo articulada do portico plano

pode ser obtida por um conveniente espalhamento das contribuigdes das egs. (2.23) e

(2.74), vide Figura 2.21.

A forma final da matriz de pértico plano para uma barra sem articulagdes,incluindo

0 modelo de Euler-Bernoulli para flexdo, fica:

0 0
12-1z/L2  6-1z/L
6-1z/L 4-1z
0 0
~12-1z/12  —6-1z/L
6-1z/L 2-1z

0
~12-1z/12
~6-1z/L
0
12-1z/12
~6-1z/L

0
6-1z/L
2-1z
0
-6-1z/L
4.1z

(2.184)

Para o caso da barra articulada a direita, a matriz de rigidez da Eq.(2.180) deve ser

alterada para:
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A 0 0 ~A 0 0 |
0 3-1z/L2  3-1z/L 0 ~3-1z/12 0
[K]:E 0 3-1z/L 31z 0 ~3-1z/L 0
Ll -A 0 0 A 0 0 (2.185)
0 -3-1z/I2 -3-1z/L 0 3-1z/L2 0
0 0 0 0 0 0 |

Ja a matriz de rigidez Eq.(2.180), para o caso da barra articulada a esquerda, deve
alterada para:

A 0 0 ~A 0 0 |
0 3-1z/12 0 0 -3-1z/l2  3-1z/L
[K]—E 0 0 0 0 0 0
Ll -A 0 0 A 0 0 (2.186)
0 ~3-1z/1? 0 0 3-1z/L>  -3-1z/L
0 3-1z/L 0 0 -3-1z/L 3-1z

No caso do modelo de flexdo de Timoshenko (deformacdo por cortante
incorporada), a montagem final da matriz de rigidez do portico plano Eqg. (2.184) também
pode ser obtida por um conveniente espalhamento das contribuicdes das Egs. (2.23) e
(2.73), sendo alterada para:

" AllLy) © 0 ~AllLy) 0 0 ]
3 3a 0 -3 3a
K]=E (4+3y,)a” 0 ~3a (2-3y,)a’
3 —-3a
| simetrica (4+3y,)a” |
Onde:
l, . El,

L «
3, V= >, a=— e x =fator de forma da se¢do.
(1+3y)a xGAa 2
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Para o caso de barras articuladas a direita ou a esquerda, no modelo de

Timoshenko, as matrizes de rigidez local deve ser alterada, respectivamente para:

[K]: Ex

Onde,

/1'1:(

_A/(L/?fl)

sim.

_A/(LZl)

4

4+ 3y, )2a’

0 0 -AllLy) O
3 6a 0 -3
12a° 0 —6a
AllLy,) O
3
0 0 -AllLy,)) 0 0
30 0 -3 6a
0 0 0 O
AllLy,) 0 0
3 —b6a
12a°

b) Vetor de Forcas Nodais Equivalentes:

0

o O O O o

(2.188)

(2.189)

Associando-se os graus de liberdade 1 e 4 para o efeito axial puro e os graus 2, 3,

5 e 6 para a flexdo em “z” e relacionando as Egs. (2.36) e (2.123) respectivamente, obtém-

se 0 vetor nodal equivalente do elemento de portico plano sem articulag&o:

iy

N

[8;]

—h —h —h —h —h —h
—

[=2]

N
N
©

Quando o elemento for articulado a esquerda,

(2.190)
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p
3p,+7,)
(4+3y,)
0

=—— pL/2
2 0, (5+37,) (2.191)
(4+3y,)
p,L’
(4+3y,)

iy

N

o~

(&3]

—h —h —h —h —h —n
—

[=2]

Quando o elemento for articulado a direita, fica:

p
p,(5+37,)
(4+3y,)

L] _PL
~75) (4+3y,) (2.192)
pL/2
3p,d+7,)
(4+3y,)
0

iy

N

o~

(&3]

—h —h —h —h —h —h

[=2]

2.3.3. Elemento de Grelha

No elemento de grelha estdo presentes os efeitos de flexdo em z e de torgéo
(uniforme e ndo-uniforme, sendo que nesse trabalho apenas o primeiro caso sera abordado

em grelhas), resultando seis graus de liberdade, vide Figura 2.22.
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Flexdoem z Torcdo Uniforme \

- A
b

S

Grelha

Figura 2.22 — Graus de Liberdade da Barra de Grelha

a) Matriz de Rigidez

Associando-se os graus de liberdade 1 e 4 para os efeitos de tor¢do uniforme, e os
demais para os efeitos de flexdo em z, a montagem final da matriz de rigidez do elemento
de grelha pode ser obtida por um conveniente espalhamento das contribuicdes das Egs.
(2.73) e (2.140), resultando em:

Gl /(Ly) 0 0 -Gl,/(Ly) 0 0
(4+3y,)a> -3a 0 (2-3y,)a*> -3a
K]=Ey 3 0 ~3a -3
Gl, /(Ly) 0 0 (2.193)
(4+3y,)a> 3a
3

Onde:

d (1+3y)2a°

No caso do modelo de Euler-Bernoulli, basta atribuir y, =0 na Eq.(2.187):

G-lt/L 0 0 -G-1It/L 0 0
4.E-ly/L  —6-E-ly/L? 0 2-E-ly/L 6-E-ly/L?
[]= 12-E-ly/L® 0 -6-E-ly/l>? -12-E-ly/L®
G-It/L 0 0 (2.194)
4-E-ly/L 6-E-ly/L?
12-E-ly/L® |
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b) Vetor de Forgas Nodais Equivalentes:

Associando-se os graus 1 e 4 para tor¢do uniforme e os graus 2, 3, 5 e 6 para a
flexdo em “z”” e relacionando as Egs. (2.36) e (2.123) respectivamente, obtém-se o vetor

nodal equivalente para o elemento de grelha

f, tL/2
f, p,L/2
f, p,L*/12
("] w2 (2.195)
s p,L/2
fo) |-p,L°/12

Onde,

t =torque uniformemente distribuido

2.3.4. Elemento de Pértico Espacial:

No elemento de portico espacial estdo presentes os efeitos de flexao bidirecional,

esforco axial e torgéo solicitada, resultando em doze graus de liberdade, vide Figura 2.23.

Tracéo axial X Torgéo K s

Pértico Espacial

Flexdoem z

z \ ) Flexdoemy

Figura 2.23- Graus de Liberdade da barra de pértico espacial
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a) Matriz de Rigidez

Associando-se os graus de liberdade 1 e 7 para os efeitos de esforgos axiais, 4 e

10 para os efeitos de torcdo uniforme, 2, 6, 8 e 12 para os efeitos de flexdo em z e os

demais para os efeitos de flexdo em y (Euler-Bernoulli), vide Figura 2.24.

N ’/' x Tragdo Axial Torgdo Axial
10
Y ol
x y \ EA| 1 -1 %{ _1 _1}
5 W, W ? TLim 1} L [sim 1
2\ 12
/ X
’ Y3 Flexdo z Flexdo y

El

C

sim

2
4

L

s
6
e
12
C

CN Q00

I‘\-b,—'\"ml_\l\ﬂ_,\,‘

El,

©

e

L L2
4

L

sim

E
6

[

12
C

|o

rlaorine-
~
L

Figura 2.24 - Composi¢do da Matriz de Rigidez Local para o Portico Espacial

A montagem final da matriz de rigidez do elemento de pdrtico espacial pode ser

obtida por um conveniente espalhamento das contribuicGes das egs. (2.23), (2.74), (2.120)

e (2.139) (vide Figura 2.24), resultando em:
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E-A 0 0 0 0 0 _EA
L L
12-E-lz 0 0 0 6-E-l1z 0
L L
12-E-ly 0 _6-E-ly 0 0
L L
G- Ix 0 0 0
L
4Ely 0
L
4<EL<IZ 0
[<]= E-A
L
simétrica

76<E<Iz

L2

12-E-1z

(2.196)

No caso do modelo de flexdo de Timoshenko (deformacdo por cortante

incorporada), a montagem final da matriz de rigidez do elemento de portico espacial pode

ser obtida por um conveniente espalhamento das contribui¢cdes das eqgs. (2.23), (2.73),

(2.119), e (2.139)

, resultando em:

EA 0 0 0 0 _EA
L L
LI 0 oo
L L
12r:12 _6m, 0 0
L L
Gle 0 0 0
L
(4+3y,)m, 0 0
[K]= (4+3y,)m,
EA
L
i simétrica
Onde:
El, El,

m=——-=—
tL(1+3y,)

m,=——-~>—;
L(L+3y,)

0 0
0 0
— 12|_T2 0
o Sl
L
om
L
0 0
0 0
0 0
12m,
L2
Gl,
L

(4 +3y, m,

0

(4+3y,)m, |

(2.197)
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4B, 4E
KGALZ = 7V T hGAL

V2

x = Fator de forma da secdo.

b) Vetor de Forcas Nodais Equivalentes:

Associando-se os graus de liberdade 1 e 7 a esforco axial; 2, 6, 8 e 12 a flexdo em
“z7, 3,5,9 e 11 a flexdo em “y” e 4 e 10 a torcdo e relacionando as egs. (2.36), (2.77),
(2.123) e (2.183) respectivamente, sendo que para este Ultimo sdo considerados apenas 0s
efeitos de empenamento uniforme, obtem-se o vetor nodal equivalente para o elemento de

portico espacial:

{:}:{S} (2.198)

fII:[f7 fs f9 flO f11 flz]T
p,=[pL/2 pyL/Z p,L/2 tL/2 pyLZ/lZ —pZLZ/lZ]T

p,=[pL/2 p,Li2 pLi2 tL/2 -p,2/12 p,2/12]

2.3.5. Elemento de Nucleo Estrutural

O elemento de nucleo possui catorze graus de liberdade, sete por extremidade,
sendo a primeira representada pelos graus de liberdade de 1 a 7 e a segunda extremidade
dos graus de liberdade de 8 a 14 (vide Tabela 2.1). As seis primeiras de cada extremidade
sdo referentes ao comportamento tridimensional descrito para o portico espacial e a sétima
esta relacionada com a derivada da rotagdo em torno do eixo x (empenamento). Convém
notar que 0s eixos y e z sdo 0s eixos principais de inércia da secdo transversal. Seus

sentidos positivos séo indicados por vetores na Figura 2.25.
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Figura 2.25 — Sistema de graus de liberdade bi-referenciado

Cada grau de liberdade do elemento de barra do nicleo esta associado a um
campo fisico, como é mostrado na Figura 2.25, juntamente com sua representacdo

simbdlica.

a) Matriz de Rigidez bi-referenciada”

A representacdo da barra de nlcleo pode ser feita superpondo-se os efeitos de
flexdo em y e em z com deformacéo por cortante, os efeitos axiais tomados em relacdo ao
eixo baricéntrico e os de tor¢do ndo uniforme em relacdo ao eixo do centro de torcéo, vide
Figura 2.26, formando-se assim a matriz de rigidez da barra de nucleo estrutural bi-

referenciada, conforme é mostrado na Eq. (2.199).

“ Convém notar que esse neologismo é utilizado neste trabalho para denotar o emprego simultaneo de dois
sistemas de referéncia locais distintos.
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Tabela 2.1 — Significado dos campos fisicos dos graus de liberdade da barra de
elemento de nlcleo com sua representacéo simbolica.

Significado Fisico Representagdo
1 Deslocamento Axial (ng;) u,
2 Deslocamento Transversal em x (n6;) v,
3 Deslocamento Transversal em y (n6;) W,
4 Rotacdo de Torgao (n6;) 0,
5 Rotac¢do de Flexdo em y (ng;) gyi
6 Rotac¢éo de Flexdo em z (ng;) 0,
7 Empenamento (n4;) v,
8 Deslocamento Axial (ng;) u,
9 Deslocamento Transversal em x (n6;) v
10 Deslocamento Transversal em y (n6;) w;
11 Rotacéo de Torgéo (no;) ng
12 Rotacéo de Flexdo em y (ng;) gyj
13 Rotacéo de Flexdo em z (ng;) gzj
14 Empenamento (nG;) v,
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Tracdo Axial

o 1

Flexdo emy

EA
> =N
L
+
L3
—» ElI y

T
[
L L

12
v

TT3%

Yo e

Torgéo N&o-Uniforme

a.sh (ch-1) —ash —(-ch)]
—(1-ch) L.ch—ﬂ (1—ch) ﬂ—L
> o o
—ash —(ch-1) a.sh —(ch-1)
—(1—ch) ﬂ—L —(ch-1) L.ch—ﬂ
L o a
Flexdo emz
(12 6 12 6 |
c e
4 6 2
+ T 92
L L L
El, 12 6
[ET
4
L L |

Figura 2.26 — Formacéo da matriz de rigidez na barra de nucleo estrutural
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SRR AR

T 0 U 0

o Mmoo 0 0 bm, 0 0o M 0 0 bm, 0

L L L L
0 0 12Lr2”2 0 _bm, 0 0 0 0 - 12Lr2”2 0 _bm, 0 0

0 0  jash 0 0 ch-)7 0 0 0  —jash 0 0 (ch-1)7
0 0 6[‘2 0 (4+3y)m, 0 0 0 0 6% 0 (2-3,)m, 0 0
0 6—[‘1 0 0 0 (4+3y,)m, 0 0 —6—[‘1 0 0 0 2-3y,)m, 0

- sh ). A sh A
0 0 0 (ch-1)7 0 0 Leh-) o 0 0 (l-chy 0 0 N oLl
o o
- % 0 0 0 0 0 0 EA 0 0 0 0 0 (2.199)

o - 0 0 om, 0 Lam 0 0 _om, 0

L L L L
0o o ¥ _om, 0 0 o M om, 0

L A L A L A L A
0 0 0 —y.a.sh 0 0 (ch-1)y 0 0 0 y.a.sh 0 0 (@—ch)y
0 0 6% 0 (2-3,)m, 0 0 0 0 6% 0 (4+3y)m, 0 0
0 —6—[‘1 0 0 0 2-3y,)m, 0 0 —6—[‘1 0 0 0 (4+3y,)m, 0
- sh - A sh .
0 0 0 (1-chy 0 0 Nl o 0 0 (l-chy 0 0 Leh- 27
o o
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b) Matriz de Rigidez local no Centro de Torgéo

E usual na literatura encontrar a posicio dos graus de liberdade unificados, ou
seja, referenciados ao centro de torgdo. O que implica em transformar a matriz de rigidez
do centro de gravidade (CG) para o Centro de Torcdo (CT). A partir de relagOes

geométricas (vide Figura 2.27), a transformacao dos campos de deslocamentos fica:

u] [L 000 -z vy O]g

v| |01 00 0 0 0|V

w| 0010 0 0 0|lW

6,r=|0 001 0 0 0[6, (2.200)
6, [0 000 1 0 0fF,

6,/ [0 000 0 1 0f8,

wv,] 10000 0 0 1|\

Ou simplesmente,

5. =MS5, (2.201)

yA
LN

Figura 2.27 — Secdo do ndcleo estrutural, com o seu centro de gravidade e o seu centro de
torgéo.

Para a transformagéo da matriz de rigidez para o sistema local unificado no centro

de torgéo, deve-se ter:
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[k.1=[B] |k, ][B] (2.202

)
Onde,
_[IM] [o]
[B]=
o] [m]
[k, | = Matriz que redne os coeficientes da matriz de rigidez local,
referida ao centro de gravidade (CG)
Logo,
[k ]_ B:— 0 I<I,I I<I,II BI 0
“ 0 B:—l I<II,I I<II,II 0 BII (2203)

Resultando na matriz no sistema local unificado no centro de torgéo:

[kCt]I,I [kCt]I,II
ke ]= . ] (2.204)

Onde,

EA 0 0 0 ZIE _YIE 0

L L L

o Mmoo, 0 0 om, 0

L L

0 o lam 0 _5m, 0 0
[ke.] 5 7.ash - (ch-1)7
K, = 0 0 0 r.a.s 0 0 ch-1)y

i . EA 0 _6m, 0 z 2E+(4+3 ym _; Ey 0 (2205)
t L L t L 7y )M, t L t
EA 6m EA EA
IT Ll 0 0 —Z L Yi YI2T+(4+371)m1 0
0 0 0 (ch-1)7 0 0 (L.ch - S—h];
[24
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-2 0 0 0 —z, R EA 0
3 - Voo
L L
0 0o M om, 0 0
k. ] 0 0 ¢ 7.ash o 0 (-1+ch)}
k = —ras —1+ch)y
clin 72% 0 6& 0 *22§+(273 )m zﬁy 0 (2206)
L L t L 7y )My Y
EA  6m EA EA
Yoo T 0 0 L=V 7y‘zT+(273yz)ml 0
0 0 0 (@-chy 0 0 (ﬂ - Lj;?
[24
T
[kct]ll,l - [kct] 1,1 (2.207)
B o o 0 2, EA _y EA 0
L L
12211 0 0 0 6m, 0
L L
0 0 12|_T2 0 76”:2 0 0
[kct]ll‘ll = 0 0 0 7ash 0 0 (=1-ch)y (2208)
Z, ELA 0 GTZ 0 2127A+(4+37y)m2 —ZIE—LAyI 0
EA  6m EA EA
Vi —Tl 0 0 “ y12T+(4+372)m1 0
0 0 0 (@-ch)y 0 0 (Llch_ih]A
(24

c) Vetor de Forcas Nodais Equivalentes
Associando-se os graus de liberdade 1 e 8 ao esfor¢o axial; 2, 6, 9 e 13 a flexdo

em“z”; 3,5, 10 e 12 a flexdo em “y” e 4, 7, 11 e 14 a tor¢do ndo-uniforme e relacionando-

0s com Egs. (2.36), (2.77), (2.123) e (2.183) respectivamente, obtem-se o vetor de forca
nodal equivalente do elemento de nucleo:

{:}:{E} (2.209)

Onde,
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p,=[pL/2 p,L/2 pL/2 tL/2 plP/12 —p,*/12 t©]

p,,:[pLIZ pyL/2 p,L/2 tL/2 —pyL2/12 pZL2/12 —tG)]T
2
e e e
a a 2 a al\Na «o

d) Transformacéo do Vetor de Forcas Nodais Equivalentes para o Centro de Torgao

Utilizando para o vetor nodal equivalente a mesma analogia da transformagéo

aplicada a matriz de rigidez, tem-se que:
fa ] |Bf 0 {f}
fCI,II 0 B:—l fII (2210)

Resolvendo a Eq. (2.210) e comparando com a Eqg. (2.209), obtém-se:

f f,
{f;ll}:{fu} (2.211)

Onde,
pL/2 pL/2
p,L/2 p,L/2
p,L/2 p,L/2
f=— tL/2 e f,=— tL/2
p,L/2(L/6-2) —p,L/2(L/6+2)
~p,L/2(L/6+Y,) p,L/2(-L/6+Y,)
—-t® —-t®

2.4. CONTRIBUICAO DOS VINCULOS ELASTICOS NA MATRIZ DE RIGIDEZ

A energia potencial devido aos vinculos elésticos em coordenadas globais é dada

por:
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E_lL Zd 1L Zd 1L Zd 1LK Zd
P _Eijul X+E'[KQ(U4 x+5j|<yu2 x+5j LU Zdx +
0 0 0 0
(2.212)
U Zdx

1% 1% 1%
EIKZUng+E'[K9[U62dX+E'[Kemp

0 0 0
Onde:

K., K, e K,:Sao coeficientes de molas translacionais;

K Ky e Ky, - S0 coeficientes de molas rotacionais;

dye

Kemp - Coeficiente mola de empenamento.

Minimizando a Eq. (2.212) em fungdo dos parametros nodais tem-se a

contribuicdo dos apoios elasticos na matriz de rigidez referente ao né i, dada por:

K 0 0 0 0 0 O

0K,k O O 0 0 0

0 0K, 0 0 0 O

000 0 Ky 0 0 0 (2.213)
00 0 0 Koy O 0

0 0 0 0 0 Kyg O

0 0 0 0 0 0 Kemp

Convém notar que a Eq. (2.213) deve ser adicionada na posi¢ao do n6 i na matriz
de rigidez da estrutura

2.5. TRANSFORMAGCAO DOS SISTEMAS DE REFERENCIAS

Em problemas de trelicas, porticos e grelhas ha presenga de barras ndo colineares.
Com isso, a montagem da matriz de rigidez da estrutura e do vetor de forgas ndo pode ser
obtida pelo acimulo direto algébrico de seus respectivos elementos (quando séo utilizados
sistemas locais especificos para cada um deles). Isso requereria uma soma vetorial devido a

natureza vetorial dos graus de liberdade.
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Em contrapartida, a soma algébrica pode ser empregada em barras ndo colineares
desde que sejam empregados dois sistemas distintos (um local para cada elemento e um

nico sistema global associado a estrutura), conforme é mostrado na Figura 2.28.

Coordenadas locais Coordenadas globais

Figura 2.28 - Sistemas de referéncia local e global do elemento de barra de trelica plana

A matriz de rigidez no sistema global é obtida a partir das contribuicbes no

sistema local dada pela relagdo (Weaver, W. & Gere, 1981):

ik, ]= [BT [k, J6] (2.214)

Onde,

[#] - Matriz de Transformagéo

Observa-se que na Eq. (2.114) quando o CG coincide com o CT, tem-se que
[kct ] = lkcg J
A matriz de transformagdo [£] pode ser obtida a partir de rotages de eixos do

sistema local para o global cujos valores finais serdo discutidos a seguir. Os resultados
intermediérios podem ser observados em diversos trabalhos na literatura. (Soriano & Lima,

1999; Gere & Weaver, 1981 e outros).
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Para o caso de trelica plana, sdo dois graus de liberdade por extremidade da barra,
conforme é mostrado na Figura 2.28, a matriz de rotagdo sera formada por duas matrizes

[Bt], conforme é mostrado na Eq. (2.215):

[B,] [0]
18] { o] [Btr]} (2.215)

Onde,
[B,1=[Cx Cy]
[0] = é uma matriz linha dada por: [0 0]

Cx e Cy séo os co-senos diretores da barra dados por:

X; =X Yi—Yi
]L ;Cy=JT;L:\/(Xj_xi)2+(yj_yi)2 e

X, X;, Y;e ¥; = coordenadas iniciais e finais da barra nos eixos x e y.

Cx =

Para o caso de portico plano, trelica espacial e grelha, sdo trés os graus de
liberdade por extremidade da barra, conforme é mostrado na Figura 2.29, sendo formada

por duas matrizes [Bg], conforme é mostrado na Eq. (2.216):

[B,] [0]
18]= { 0] [Bg]} (2.216)
Onde,
Cx Cy O
[B,J=|Cx Cy 0
0 0 1

[0] = uma matriz quadrada de ordem 3;
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Coordenadas locais Coordenadas globais

Figura 2.29 — Sistemas de referéncia local e global do elemento de barra de Pértico Plano e
Grelha

Ja o elemento de poértico espacial tem seis graus de liberdade em cada
extremidade, sendo formada por quatro matrizes [Bye], semelhante ao elemento de trelica
espacial, sendo preciso aplicar uma rotacdo de eixos final para os eixos principais do

membro (eixos principais de inércia). (Weaver, W. & Gere, 1981).

[B.] [01 [0] [O]
5]- [0 [B,l [0 [0]
[ [0 [0 [B,]l [0] (2.217)
[0] [0 [0 [B,]

Onde,

Cx Cy Cz
[B,.]1=|-(Cx-Cy-cosu+Cz-sena)/Cxz  cosa-Cxz (- Cy-Cz-coso+Cx-sena)/Cxz |
(Cx-Cy-sena—Cz-cosa)/Cxz —Cxz-sena (- Cy-Cz-sena+Cx-cosa)/Cxz

se Cxz = 0.
[0] = uma matriz de ordem 3;
a = angulo dos eixos principais;

szxi_xi.Cy:yj_yi.CZ:Zi_zi.sz=\/Cx2+sz.
L L L '

L=, = x)*+(y; -y +(z;, - 2,)’
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Quando Cxz for zero, entdo a matriz [Bpe] da EQq. (2.217) fica:

0 Cy O
[B,]=|-Cy.cosa 0 sena
Cysena 0 cosa

O elemento de nucleo além dos seis graus de liberdade do portico espacial, por
extremidade de barra, possui 0 sétimo grau que é referente a0 empenamento e a matriz de

rigidez global da barra no centro de torcéo é dada pela relacéo:

[, J=[AT [K.115] (2.218)

Onde,

Bl [01 {0y [0] [0] {0}
[01 [B.]l {0} [01 [0] {0}

<0> <0> 1 <0> <0> O
b= [00 [0] {0} [B,.] [0] {0} (2.219)
[0 [0 {0y [0 [B,] {0}

_<0> <0> 0 <0> <0> 1

Onde,
[0] = matriz quadrada de ordem 3
< 0> =¢éuma matriz linha dada por: [0 0 0]

{0}=(<0>)

Convém notar que [Kct] (Eq. (2.214)) é a matriz de rigidez local no sistema

unificado no centro de torcéo.
2.6. MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL E VETOR DE FORCA DA ESTRUTURA

A matriz de rigidez da estrutura é formada pelo acimulo das contribuices das

matrizes de rigidez, em coordenadas globais dos elementos, de cada barra da estrutura.
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Seja 0 elemento finito de trelica plana mostrado na Figura 2.30, que possui dois

graus de liberdade orientados segundo 0s eixos X, y da estrutura. Os deslocamentos de

extremidade deste membro podem ser identificados pelos indices j,, j,, k, e k,. Esses se

relacionam com os indices correspondentes dos deslocamentos nodais, pelas seguintes

relacdes:

i =2i-1; J, =2]

k, =2k —1; k, = 2K

j

Tz
YI .
Y

X

1"

Figura 2.30 — Deslocamentos globais no elemento de trelica plana

(2.220)

Supondo que a Eq. (2.221) seja a matriz de rigidez do elemento de barra da trelica

plana em coordenadas globais, com os indices da Eq. (2.220) ela é locada na matriz da

estrutura como é mostrado na Figura 2.31.

(2.221)
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1 2 - 2j-1 2j - 2k-1 2k
LT i}
2

2j -1} o o ky Ky | Ky K,
2 |} o o ky Ky [ Ky K,
2k =1} o kg ks, | [k Ky,
2k |}k ke [ K “

Figura 2.31 — Espalhamento da matriz de rigidez elemental de trelica plana na
matriz global da estrutura [k,

J& para o vetor de esfor¢os representado na Eq. (2.222), a locagdo dos elementos

se d& de forma analoga, como é mostrado na Figura 2.32.

—
—h
«
e
—
Il
L |
—h
iy
—n
N

fy f] (2.222)

1 2 - 2j-1 2j - 2k-1 2k
[t =] ~ - & f, - f, f, -]

Figura 2.32 — Espalhamento do vetor de esfor¢os do elemento de treli¢ca plana no
vetor de esforgos da estrutura [ f |,

No caso de pdrtico plano, trelica espacial e grelha, existem trés possiveis
deslocamentos em cada nd. Os deslocamentos de extremidade do elemento podem ser

identificados pelos indices j,, j,, j., k;, k, € ks, que podem ser gerados pelas seguintes

expressoes:

j1=3j_2; jz =3j_1; j3 :3j

k,=3k-2; k, =3k -1; k, =3k (2.223)
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Analogamente a Eq. (2.220) com dois graus de liberdade (GDL) por no, tem-se a
matriz de rigidez do elemento com trés gdl nas coordenadas globais:

k1,1 k1,2 k1,3 I: k1,4 k1,5 kl,e

Ky kz,z Kys :. Ko.4 k2,5 Ky s

[k ] k3,1 k3,2 k3,3 l: k3,4 k3,5 ks,e
e o (2.224)

O espalhamento da Eq. (2.224) na matriz global da estrutura é mostrado na Figura

2.33.
12 ... 3j-2 3j-1 3j - 3k-2 3k-1 3k
1 [ ]
2 | o .
3j=2- - e K, k, Kigs Ky, Kis K
cY | T Ky Ky Kygleodky, s Ky
3j [ - e Ky, Ky, K| - | Ky Kis Ky
k=2 - .. Ky Ky Kig| - [Ku Kis K
3k-1 I(51 ksz k53 54 55 56
K [ oo o Koy K, Kes| = |Kea Kes  Keg

Figura 2.33 - Espalhamento da matriz de rigidez elemental de pdrtico plano/trelica
espacial/grelha na matriz da estrutura [k, ]

J& para o vetor de esforgos de poértico plano, trelica espacial e grelha, representado
na Eq. (2.225) e pela mesma analogia anterior, tem-se a locagdo dos elementos indicados
na Figura 2.34.

[fg]|=[f1 f, fo £, 1y fs] (2.225)
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1 2 - 3j-2 3j-1 3j -~ 3k-2 3k-1 3k
[fest]‘z[... f, f, f, - f, f, f, ]

Figura 2.34 - Espalhamento do vetor de esforgos do portico plano/trelica espacial/grelha no
vetor de esforgos da estrutura [ f

est 1"

Para o elemento de pdrtico espacial tém-se 0s ndmeros nodais j e k nas suas

extremidades, com doze possiveis deslocamentos, que recebem os seguintes indices:

jy=6j-5; j,=6j-4; j;=6]-3; j,=6]-2; j;=6]-1; j,=6]

k, =6k -5; k, =6k —4; k, =6k —3; k, =6k —2; k, =6k —1; k, = 6k (2.226)

Seguindo a mesma filosofia, o espalhamento da matriz de rigidez elemental, de

portico espacial nas coordenadas globais da estrutura, pode assim ser representada:

Kiz Ko ! Kz Kiso
[k ]_ Ks 1 Kes 1 Ko Ks 12 (2.227)
P KoV kTR
71 761 K77 7,12

_k12,1 ‘ . k12,6

(o

k12,7 ‘ . k12,12 |

lkll,IIJ

A Distribuicdo dos elementos da Eq. (2.227) na matriz global da estrutura é
mostrado na Figura 2.35, onde [j,]=[6j-5 6j-4 6j-3 6j-2 6j-1 6j] e
[k,]1=[6k -5 6k-4 6k-3 6k-2 6k-1 6K]
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| K, B K
: 1 : r|

] kll,l k||,||

Figura 2.35 — Matriz de rigidez da estrutura para elemento de portico espacial

Para o vetor de esforcos do portico espacial da Eq. (2.228), sua distribuicdo esta

mostrada na Figura 2.36.

[f,]=[f f, & f f f £ f f fo f, f,] (2.228)

6j-5 6j—4 6j-3 6j-2 6j-1 6]
[fest]( = [ . fl fz fs f4 f5 fe

f; fg fq fio fiy fiz ]
6k-5 6k-4 6k-3 6k-2 6k-1 6k

Figura 2.36 - Espalhamento do vetor de esforgos do portico espacial no vetor de esforgos
da estrutura [ f ]

est * *

Uma estrutura de portico espacial enrijecido por nucleo, como é visto na Figura
2.37, pode ser discretizada por elementos finitos de portico espacial e de nucleo. Conforme
discutido nas secOes anteriores deste capitulo, o elemento de ndcleo possui dois graus de
liberdade adicionais (associados ao empenamento) em relacdo ao elemento de portico

espacial.
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(a)

(b)

~ It

(c)

Figura 2.37 — Pdrtico Espacial enrijecido: (a)geometria, (b)discretizagdo (c)graus

de liberdade do elemento de ndcleo

A matriz de rigidez do elemento de nucleo nas coordenadas globais é dada por:

-i—kl,l le i kl,7
ke ok o | e
[kg]: I_k_7_'1___'_'_'___k_7'_6_ﬂl ke,
:k8,1 8,6 ! k8,7
Kas o Ko kg
kl4l kl4,6 14,7

_______________

_______________

kl4,13

k6,14
k7,14

k8,14

k13,14

k14,14 h

(2.229)

Nota-se que as regides demarcadas (tracejadas) da matriz na Eq. (2.229) estéo

associados aos graus de liberdade de pdrticos. Assim, neste trabalho, optou-se por uma

estratégia especifica para o espalhamento da matriz do elemento de ndcleo na estrutura.

Primeiro, faz-se um reordenamento da matriz de nucleo original de modo a reagrupa-la em

quatro submatrizes [Izuu l [IZU V,l [I?W l [IQW], resultando em:
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R R R RS

kG 1 kG,G kG 8 6,13 i i i

I:lz ] _ 8,1 8,6 k8,8 8,13 i i i
0]= : 3 | (2.230)

Koy o Kog Koo o Kiglikig K

) R oo o

kl4 1 ‘ kl4 13 i i kl4,7 kl4,l4i

A matriz [kou e quadrada e armazena apenas as contribui¢es dos graus de

liberdade do portico espacial, aqui simbolizado pelo indice u. Ja a matriz [IQWJ é

retangular, onde é armazenada os respectivos coeficientes de rigidez, que fisicamente nesse
caso, pode ser entendido como esforgos, mobilizados segundo os gdl de empenamento,
causados por deslocamentos unitarios impostos segundo os gdl de portico espacial. Pelo

teorema da reciprocidade, tem-se que [QW]Z[QUW]T. A (ltima matriz [IQWJ é quadrada e

estd associada a acdo e a resposta segundo os gdl de empenamento.
O segundo passo para o espalhamento da matriz de nicleo na estrutura requer

introducdo do conceito de nos virtuais. Esses sdo0 numerados de forma crescente
(1,2°,---,j",---,n") e associados aos graus de liberdade de empenamento nos nds que

convergem elementos de ndcleo. Assim, as submatrizes em questdo na matriz global da

estrutura ficam:
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eee kuu E . ku‘I’
L A b - (2.231)
o Ky Koy
k.. K,
Onde,
K Jest = é a matriz de portico espacial e sua locagdo ja foi mostrada (ver Figura

2.35)
Se 0 elemento de nicleo possui as incidéncias virtuais j e k™, entdo as

submatrizes ficam:

B kl 7 k1,14
[i.] :
B ke 7 k6,14 > 232
[kuv/]est = (2.232)
- ks 7 k8,14
[k,] :
T k12,7 k12,14

109



6N+ j
Bn+j |- K, ;
[ky/y/]est: : :
6n+k'|-- Ky,

Onde

n = nlmero de nds da estrutura

6n+k
k7,14

k14,14

(2.233)

O vetor de esfor¢os para o portico enrijecido esta apresentado na Eq. (2.234) e sua

locacédo no vetor de esforgos global da estrutura na .Figura 2.38

[fest]:

=

N

w

6n+ j*

[«2] (&3]

— =h =R =k =k =R —n ...
o~

[ee]

—
g S

—h
iy
=

6n+k*

—_ =
\‘_"‘ = =
w [N

—
e S
N

fiy

Fig

fuu

(2.234)

Figura 2.38 - Espalhamento do vetor de esforgos do pértico enrijecido na estrutura [f ]eSt .
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CAPITULO III:

SUPERESTRUTURA: ANALISE DINAMICA

3.1. GENERALIDADES

A andlise dindmica é um subconjunto da analise estrutural que abrange o
comportamento das estruturas submetidas a cargas dinamicas, que pode ser a
movimentacdo de pessoas, vento, ondas, trafego, terremotos e explosfes. Qualquer
estrutura pode estar sujeita aos efeitos dinamicos.

Neste capitulo é discutida a contribuicdo dos elementos finitos na analise de
problemas dinamicos em estruturas reticuladas.

Do ponto de vista das agdes, um corpo pode estar submetido aos seguintes tipos
de comportamento: a)estatico, b) quase-estatico e ¢) dindmico.

‘ Tipos de coportamento

! !

Estatico | | Quase Estatico | | Dinamico |
Ku=F Ku(t) = F(t)

—-—I Propagacio de Onda |

——l Dindmica Estrutural |

| !

Freq. e Modos Naturais | |Rffl-‘0‘-*“I '['fl“l-“»‘l'i‘ll 1 Respostas em Frequéncia

i

| Analise Modal | | Integragéio Direta |

Figura 3.1 — Classificagdo aproximada do comportamento, tipos de analise e métodos em
dindmica segundo Mendonca (2006)
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Quando a carga ndo varia com o tempo, o efeito é considerado estatico, e suas
particularidades ja foram descritas no capitulo 2. A carga dinamica é aquela que muda com
0 tempo. Se o processo se der lentamente, ou seja, se sua frequéncia de exitagcdo for
pequena o suficiente, ele é considerado quase-estatico e os efeitos na estrutura podem ser
determinados através da analise estatica. O termo pequeno € geralmente quantificado de
uma forma um tanto arbitrdria. Se a frequéncia de excitacdo for menor que
aproximadamente um terco da menor freqiiéncia natural do sistema, entdo o problema pode
ser tratado como quase-estatico com precisdo aceitavel.

Entretanto, quando as freqliéncias de carregamento sdo consideraveis, as forcas de
inércia devem ser consideradas resultando em um problema dindmico. Segundo
Gopalakrishnan & Mira (2010) os problemas dindmicos em engenharia estrutural recaem
basicamente em duas categorias: uma envolvendo baixas freqiiéncias (de poucos a algumas
centenas de Hz), que sdo classificados como problemas de dindmica estrutural. A segunda
categoria envolve altas frequencias (na ordem de 103 Hz a 10" Hz), que sdo chamadas de
problemas de propagacgéo de ondas.

Os problemas de propagacdo de onda ocorrem em situagfes de impacto, de
explosdes, de acustica, entre outros, onde tanto o carregamento quanto a resposta sdo de
alta freqiiéncia e o periodo de duragdo da analise é em geral curto, da ordem de um periodo
da onda que cruza a estrutura, os quais nao serdo abordados neste trabalho.

Por outro lado, quando a freqliéncia de carregamento ndo é alta, no sentido de que
é da mesma ordem, ou apenas algumas vezes maior que a primeira freqiiéncia natural do
sistema, o problema é dito de dindmica estrutural. Estes por sua vez podem ser
subdivididos, pelo menos, em trés grandes tipos: determinacdo de freqiiéncia e modos
naturais, analise de resposta temporal e analise de freqiéncias.

As freqliéncias e modos naturais de uma estrutura sdo determinados por uma série
de motivos. Numa situacdo de projeto, frequentemente interessa que a frequéncia de
carregamento fique abaixo da primeira freqliéncia natural, ou pelo menos interessa evitar
que a frequéncia de excitacdo fique proxima a uma das freqliéncias do sistema.

Na analise da resposta temporal busca-se determinar a resposta do sistema,
instante a instante para um dado histérico de carga. Dois grandes métodos existem para
realizar esta andlise: a analise modal e a integracdo direta. O método de analise modal usa
as frequéncias e modos naturais, enquanto o de integragéo direta faz uma discretizacédo de
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diferenciais finitos no tempo na equacdo diferencial do movimento, e faz uma integragédo
numérica.

O método de analise modal é um método baseado fundamentalmente na
linearidade do sistema. Por outro lado, quando o sistema fisico é modelado
matematicamente, por elementos finitos por exemplo, levando em conta efeitos néo
lineares, como plasticidade em metais, grandes deformacgdes como em processos de
conformacdo, ou grandes deslocamentos, o processo adequado a ser usado é o de
integracdo direta no tempo das equagdes de movimento, embora existam formas de
circunscrever as limitacGes da analise modal em alguns casos.

Segundo Thomson (1978) todos os corpos dotados de massa e elasticidade sdo
capazes de vibracdo. Deste modo, a maior parte das maquinas e estruturas esta sujeita a
certo grau de vibragcdo e o0 seu projeto requer geralmente o exame do seu comportamento
oscilatorio.

Os sistemas oscilatérios podem ser, de um modo geral, caracterizados como
lineares e ndo-lineares. Para o primeiro prevalece o principio da superposi¢do e estdo bem
desenvolvidos os métodos matematicos disponiveis para o seu estudo. Ao contrario, sdo
bem menos conhecidos e de dificil aplicacdo os métodos para analise dos sistemas nao-
lineares.

Existem duas classes gerais de vibracOes, a livre e a forcada. A vibragédo livre
acontece quando um sistema oscila sob a acdo de forcas que lhe sdo inerentes e na auséncia
da acdo de qualquer forca externa. No caso de vibracdo livre o sistema pode vibrar com
uma ou mais das suas frequéncias naturais, que sdo peculiaridades ao sistema dindmico
estabelecido pela distribuicdo de sua massa e rigidez.

A vibracdo forcada ocorre sob a excitagdo de forgas externas. Quando a excitagao
é oscilatoria, o sistema é obrigado a vibrar na freqliéncia da excitagdo. Se esta freqliéncia
coincide com uma das frequiéncias naturais do sistema, forma-se um estado de ressonancia,
dai podendo resultar amplas e perigosas oscilagdes. Esta ressonancia pode ser a causa de
temivel colapso de estruturas como a de edificios, pontes e asas de avido. Assim sendo, €
de importéncia o célculo das freqiiéncias naturais no estudo das vibracdes.

Os efeitos dindmicos nas estruturas muitas vezes sao negligenciados por parte dos
projetistas, o que futuramente pode trazer sérios transtornos quando da utilizagdo da
estrutura acabada, tais como: auto indice de acidentes ocasionados por colapso da estrutura
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e fadiga de material, desconforto ocasionado por vibragOes excessivas que podem ser

prejudiciais a salde, entre outros, vide Figura 3.1.

Aumento dos custos com manutencao

Figura 3.2 — Algumas das causas indesejaveis das vibractes

A andlise dindmica aqui abordada esta retrita a andlise harmdnica da estrutura
com sistema n&o amortecido.

Convém notar que a analise dindmica requer a formacao da matriz de rigidez e de
massa em problemas ndo amortecidos. Como a matriz de rigidez ja foi discutida na analise
estatica (Capitulo I1), este capitulo sera direcionado, principalmente, na obtencdo e

manipulagdo da matriz de massa.

3.1.1. Equagéo do Movimento com um Grau de Liberdade

Seja o sistema idealizado da Figura 3.3, onde a massa m é considerada rigida, a
mola de rigidez linear k é considerada sem massa e 0 amortecedor linear da constante ¢ é

considerado sem massa ou rigidez.
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U Fi(t)
(1) —]

m = F(1)

F4q(D)
(a) (b)

Figura 3.3 — (a) Sistema idealizado k-c-m excitado, (b) diagrama de corpo livre

A rigidez da mola e expressa por F, =ko,, onde o, é o deslocamento entre as
extremidades da mola provocado pela for¢a F, . O amortecedor é tal que, F, =kd,, onde
o, € a velocidade de afastamento entre as extremidades do amortecedor, como pode ser

visto na Figura 3.4.

L
k = c 3
i
A 1
k C
i
AAAPAA, —_— L
B =k8, Fa=c84
(a) (b)

Figura 3.4 — (a) Forga numa mola proporcional ao deslocamento, (b) forca num
amortecedor proporcional a velocidade.

Analisando o diagrama de corpo livre da Figura 3.4 e usando a segunda lei de

Newton, obtem-se a equacdo do movimento do sistema como:

Ft)- F(t)— Fy(t) = m‘iTzu (3.1)

Onde,
u(t) = é o deslocamento da massa, medido a partir da posicéo de equilibrio.

2

au aceleracéo
dt?
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A posigdo u(t) corresponde a situacdo onde a mola é descarregada. Substituindo as

expressOes para as forgas obtemos a equagdo de movimento na forma:

du  du
Onde,

d_u = velocidade
dt

Essa é uma equacdo diferencial ordinaria (EDO) linear de coeficientes constantes
m, ¢ e k, que definem as caracteristicas do sistema fisico sendo simulado. O carregamento
aplicado sobre o sistema € representado pela for¢a F(t), funcéo do tempo t.

Para o problema de vibragoes livres, onde F(t) = 0 para todo t > 0, a Eq. (3.2)
torna-se uma EDO homogénea. Fisicamente, um sistema pode permanecer em movimento
durante algum tempo apds a aplicacdo e subseqliente remocao de forca. Também é possivel
coloca-lo em movimento aplicando um deslocamento ou velocidade de curta duragdo. Por
outro lado, a solugdo deste problema fornece subsideos para a solucdo de problemas
excitados.

E comum escrever a Eq. (3.2) na sua forma homogénea nio-amortecida como:

d’u
FWL@?U('[):O (3.3)

Onde,

3.1.2. Sistemas com mais de um Grau de Liberdade

Segundo Mendonga (2006) os sistemas fisicos em engenharia com mais de um
grau de liberdade sdo os mais comuns. Se um corpo qualquer submetido a um conjunto de
forcas variantes ao longo do tempo, que possua forma, apoios e carregamentos simples,
regulares, é possivel uma modelagem analitica que resulte na solucéo exata da resposta do
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problema. Porém, os componentes e sistemas usados em engenharia sdo usualmente
caracterizados por formas e carregamentos complexos e, geralmente, ndo podem ser
tratados analiticamente. Assim, analogamente aos problemas estéticos, a solucdo dos
problemas dindmicos sdo construidas de forma aproximada utilizando técnicas numéricas,
dentre elas o MEF.

Por simplicidade, sera considerado um modelo discreto de um problema
dindmico, formados por um conjunto de massas discretas unidas mutualmente por molas e

amortecedores, vide Figura 3.5.

F.,®
ky k;
e my | o m,
I= 1
L] L]
C C;

Figura 3.5 — Modelo com vérios graus de liberdade Mendonca (2006).

O modelo ainda pode ser particionado em uma unidade padréo de observacéo, a
partir da analise de seu diagrama de corpo livre (DCL). A Figura 3.6 representa um DCL
associado a uma massa genérica m;, submetida a uma forca externa Fi(t) e as forcas
internas provenientes dos deslocamentos relativos as outras massas. Estas forgas internas
sdo as forcas elasticas Fe, relacionadas a rigidez das molas K; e Ki.;, e as forcas de

amortecimento f, relacionadas as constantes C; e Ci+1 dos amortecedores.

a,
dt’
—— F, (D
L o ul.(t)
ki(u;(O-u () o k@M -u; (D)
ny
¢;(u;(D-u, () T Ci (D -1 (D)

Figura 3.6 — Diagrama de corpo livre da massa m; forcas presentes, Mendonga (2006).
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Pela segunda lei de Newton, a resultante de todas as forcas deve ser igual a forga

2

. du N o . . ,
de inércia m, dtzl . Entdo a equacdo do movimento para a massa minterna qualquer é a

seguinte:

Fi +Ci+l[%_%j + Ki+l(ui+1 - ui)_Ci[dui _&j -

dt  dt dt dt
Cdu (3.4)
Ki(ui - ui—l) =m F
Reagrupando os termos da Eq. (3.4), tem-se:
2
m; d_LzII - Ci+1%(ci + Ci+l)% - Ci & - Ki+1ui+1 + (Ki + Ki+1)ui
dt dt dt dt (3.5)
-Ku,=F
Ou ainda na forma matricial a Eq. (3.5) fica:
4%, ]
d2t2
m, ] ddtLiz
m
2 d’u,
m3 dtz +
d’u,
i m, || dt’
déun
L dtZ i (36)
du
(C,+C,) -G, i OIdt
u
-G, (Cz +C3) -G, d_tz
-C, (C,+C,) -C, du, |+
dt
: i,
L dt
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_(K1+ Kz) _Kz U _Fl(t)—
- Kz (Kz + Ks) - Ks U, Fz (t)
- K, (K;+K,) -K, U; |=| (1)

- K4 (K4 + Ks) - Ks : :

u, | | F@®]

O sistema da Eq. (3.6) pode ent&o ser escrito de forma compactada como:

[m]{%}+[c]{‘jj—f}+[k]{u}={f(t)} (37)

Onde,

[m] = Matriz de massa ou de Inércia
[c] = Matriz de amortecimento

[k] = Matriz de rigidez

{f(t)} = Vetor de forcas

Em sua grande maioria os problemas de engenharia sdo definidos no continuo,
portanto, nem sempre modelos de massas discretas representam de uma forma satisfatoria
0s problemas da dindmica estrutural. Com isso, uma técnica numérica como elementos
finitos pode ser utilizada para resolver um sistema de equagdes de movimentos anédloga
aquela definida na Eq. (3.7). Uma das diferencas que pode ser apontada € que a matriz de
massa resultante pode ndo ser diagonal ( matriz de massa consistente).

Gopalakrishnan & Mira (2010) afirmam que apesar do MEF ser versétil e
amplamente utilizado para modelar estruturas complexas e de geometria arbitraria para
problemas de dindmica estrutural, ele é altamente inadequado para a analise de propagacao
de ondas. Carregamentos com maiores frequéncias em problemas de propagacdo de ondas
requer malhas extremamente finas com o tamanho do elemento comparavel ao
comprimento de onda, que s@o extremamentes pequenos em frequéncias mais altas. 1sso
resulta em um sistema de grande tamanho e em um enorme custo computacional. Além da
malha fina para obter resposta do sistema, 0 método da superposicdo modal ou esquemas
de integracdo no tempo precisa ser implementada ap6s a modelagem do MEF. O método

da superposi¢do modal ndo pode ser aplicado para a analise de propagacdo de ondas, isto
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poque para esses problemas os pardmetros modais devem ser extraidos em uma ampla
faixa de freqliéncia. Isso tem que ser feito através de andlise de autovalor que €
computacionalmente muito caro.

Vale salientar que nesse trabalho apenas as baixas frequéncias serdo abordadas, o
que justifica apenas o desenvolvimento dos modelos da dindmica estrutural em elementos
finitos.

Assim, nas proximas sec¢Oes sdo abordadas duas classes de problemas: na primeira
estdo enquadrados problemas reticuladas classicos e na segunda pdrticos espaciais
enrijecidos com nicleos. Vale ressaltar, que nesse capitulo apenas as matrizes de massa
serdo discutidas, uma vez que as matrizes de rigidez dos problemas de interesse deste
trabalho foram abordadas no Capitulo Il. Além disso, apenas os problemas dindmicos nao
amortecidos e sob a acdo harmonica sdo discutidos doravante.

3.2. MATRIZ DE MASSA LOCAL NOS PROBLEMAS CLASSICOS DE BARRA!

Nessa se¢édo sdo discutidas independentemente, os problemas sob solicitacdo axial
pura, flexdo e torcdo de barras. Alguns modelos matematicos para esses casos Sao
discutidos, particularmente, a construcdo/deducéo dos respectivos funcionais e as equagoes
governantes associadas. Em seguida, os aspectos da geracdo das matrizes de massa de
cada um desses problemas sdo também abordados de forma independente, desde as
interpolagcdes dos campos de interesse até a forma explicita final das matrizes de rigidez e
dos vetores de carga nodais equivalentes no sistema local de coordenada.

Semelhantemente a obtencéo da matriz de rigidez a matriz de massa do elemento
de barra pode ser dividida na analise de trés problemas: o elemento axialmente carregado,
0 elemento em flexdo e por fim o elemento sob tor¢éo.

A matriz de massa de barra é de ordem quadrada e tem dimensdo igual a duas
vezes o0 grau de liberdade de cada extremidade (n6), que quando somadas individualmente
em superposi¢do formam a matriz de massa da estrutura.

Para a representacdo matematica do modelo de barras na andlise dindmica, as

hipdteses sdo as seguintes (Petyt, 1990):

! Nesse capitulo as variaveis U(X,t), v(X,t), w(x,t) e 8(x,t) sdo definidas no espaco (em x) e no
tempo (t) e por uma questéo de convencao, serdo doravante representadas por U, V, W e &.
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I.  Uma das dimensdes bem maior que as demais (barra): o problema 3D pode ser
reduzido ao espago 1D, desde que uma das dimensdes (véo do elemento, L) seja
suficientemente superior as dimensdes (a,b) da secdo transversal, ou seja,

L >>a,b.

ii. SecOes transversais uniformes (barra prismética): A barra é prismatica quando
ndo ha variacao de forma das se¢des ao longo do eixo da barra;

iii. Carregamentos dindmicos aplicados: O carregamento € aplicado de tal forma
que os efeitos da energia cinética devem ser considerados;

iv. Material homogéneo: implica que em qualquer regido do corpo representa as
propriedades e fendmenos do todo;

v. Material Isétropo: implica em mesmas propriedades em todas as direcoes:

vi. Material elasto-linear: implica que em um ciclo de carga-descarga, ndo ha
surgimento de deformacGes residuais; esse material é linear, quando a relacéo
tensdo-deformacao for linear;

vii. Supressdo do efeito de Poisson: deformacGes transversais da se¢éo desprezados;

viii.  Conservacdo da planicidade original das secOes transversais durante o
processo de deformacao;

ix. Campos pequenos (suaves) de deslocamentos e deformacgdes.

X. Comprimentos de onda maiores que dez vezes as dimensdes da secdo

transversal;

3.2.1. Contribuicéo Axial

A parcela relativa ao funcional de energia potencial de deformacgéo j& foi mostrada
na Eq. (2.4). e referente ao trabalho das cargas externas na Eq. (2.5).

A parcela referente a energia cinética é dada por:

1¢(du, Y’ 1 du, )’
== 2 1dm== 21 dv
e 2;[[ dtj ZJ’O[ dtj (3.8)

Onde,

m = matriz de massa e p = densidade
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A Eq. (3.8) pode ser reescrita como:

d“ajzdvij | [duajszdx
dt 217 ot (3.9)

1
7T, =E\'/[p[

Se a distribuicdo de massa for uniforme e apds a integracdo ao longo da secdo

transversal, tem-se que:

ﬁ:lIL A(dua
e b ” dt

As variagdes de energia cinética, energia potencial e carregamento externo podem

J dx (3.10)

ser reunidas segundo um principio variacional denominado principio de Hamilton.
Segundo Petyt (1990) ele é definido como:

f:(é‘(ﬂc —7,) + AW Jdt =0 (3.11)

Onde,
7. = energia cinetica;
x, = energia potencial

W = carregamento externo ao sistema.

Detalhes sobre a deducéo da Eq. (3.11) podem ser encontrados em Petyt (1990).
Logo, substituindo-se as Egs. (2.4), (3.10) em (3.11) fica:

t2 ty 1 ' dua ?

'[1 ( (7, —7zp)+§N)dt:'[tl 5{5'([/%[ it j dx}_
Td{%j EA(dduXajz dx—J'OL pduadx}dt =0

t 0

(3.12)
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Aplicando-se as propriedades de calculo variacional §(u”):nu”’1§u,

5 j g(x)dx = j slg(x)]dx na Eq. (3.12), resulta em:

2 " L dua dua
[ te o= [ S of S -

0

]{jg—i EA§( dd‘j(a J dx— [ péUadx}dt =0

t, Lo

(3.13)

Integrando-se a primeira e segunda parcela da Eq. (3.13) por partes, resulta na

expressao:

2 2
9 pasu dx— (98 EAsu dx+ [ poudx b+
3 2 a 2 a a

s dt 1 dx i

. ) (3.14)

j[d“a pAé'ua} dx—j[d“a EAJUa} dt =0
| dt \ v dx 0

Como [du,]; =0 e [du, J¢=0 e fatorando-se a Eq. (3.14), resulta em:

t | ¢ d®u, d’u,
-, {I ( a Mg pJﬁuadX}zo (3.15)
L

Como Ju, € uma variagéo arbitraria, a nulidade da Eq. (3.15) é sempre garantida

se a seguinte expressao for verdadeira:

2 2
d u2a EA—d Lzla
dx dt

PA—p=0 (3.16)

Se for desprezado o carregamento distribuido ao longo da barra, a equacdo de

movimento fica:
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segue:

d?u, d’u, p
a all _

A Eq. (3.17) também pode ser escrita em coordenadas adimensionais &, como

d’u, (a)d’u, _0

dggZ - E dtZ - (318)
Onde,

c’=Elp

a =% (vide Figura 2.5)
A solugdo analitica da Eqg. (3.18) é dada por:

i(— l)n+lsen{n77[ (1- 6)} I; ual(rﬁen{nz—zlC (t- T)}df +
(3.19)

2 i (-1)"sen {%’f (L+ g)} [ uaz(r)sen{nz—zC (t- r)}d r

Porém a solugdo da Eg. (3.19) é um tanto complexa; uma das alternativas é

aproximar tal solucdo utilizando-se a contraparte do problema estatico, ou seja:

d?u,
X2

EA=0, ja discutido no Capitulo II.

Assim, para a interpolacéo de velocidade axial, a Eg. (3.10) pode ser escrita como:

dua — dual ua2 — %

at - g T _[Z]{ dt} (3.20)
Sendo,

z]=[z, Z,]
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Se a Eq. (3.20) for introduzida na Eqg. (3.10), a energia cinética interpolada fica:

- _{dua}T [m]{dua}

Onde,

[m]= Matriz de Massa Consistente em coordenadas locais

[Z]=Fung6es interpoladoras e valem respectivamente:

- [ 2] palzle e [2]- | [1- ) £]-[a-<) <]

L

Logo a matriz de massa consistente do problema axial em coordenadas locais fica:

[m]=pALH1;ﬂ[l—g G]dGZﬂF l} (3.22)

3.2.2. Contribuicdes do Problema de Flexdo com Deformagéo por Cortante

Nessa sec¢do, serd mostrada a obtengdo das matrizes de massa para o problema de
flex&o onde é considerado o efeito da deformacéo por cortante.

a) Contribuicdo da Flexdo em z:

A energia cinética *c para o elemento de barra sob flexdo em torno do eixo Z,

com flexdo ocorrendo em um dos eixos principais de inércia, pode ser dividida nas

parcelas de translacdo ”cT e de rotagdo *cr. Essas parcelas sdo dadas respectivamente por
(Petyt, 1990):

7[0 = 7Z-Ct + ﬂ-cr (323)

A parcela z da energia cinética para a velocidade transversal da barra fica:
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16 (dv)
| ’OA[EJ dx (3.24)
0

A parcela z_ , esta associada a velocidade axial dos pontos na secdo transversal

cr?
causada pela rotacdo da mesma. A partir da Eq. (2.37), essa velocidade axial devido a
flexdo pode ser escrita como:

du _ dg,
a . dt (3.25)

Substituindo a Eq. (3.25) na Eq. (3.10), obtém-se o funcional de energia cinética
de rotagéo:

ﬁcrzéjjyzp[d(’ﬁJ dAdx_ljpl [ddﬂtJ (3.26)

Conforme mencionado anteriormente o principio de Hamilton estabelece relagdes
entre as variages de energia cinética, potencial e do trabalho do carregamento externo,
gue no caso da flexao fica:

ff(d(/zc—fzp)vL&N)it:.Ez {E.([ [gvj dx + = j [(’ﬁjzdx}+
Id{_%IEIZ[%T dx—%.:[KGA(—ﬂZ +%jz dx+ 5] pya/dx}dt _0

(3.27)

Aplicando-se as propriedades do calculo

variacionaIJ(u ) nu"*su, Jjg X)dx = jé ]dx na Eq. (3.27), resulta em:
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1

I padgdon Bl om

0 0

{{4} o, dudc it =

Integrando-se a Eq. (3.28) por partes, a Eq. (3.28) fica:

j{[dﬁz El 5,6} +Hd P Jﬂde ijd—Za‘vdx

j 2 ol oB,dx — j{ - B, +— }5,6 dx+

(3.29)

X

Hm%m{{j ﬂZJﬂzdx} DKGA{ ﬂz+—j§\/dx}2:0

0

j qovdx + j KGA( 98, , dex}dt +
d dx

Impondo-se as condi¢cdes de contorno nas variagdes o&v e of da Eq. (3.29),

resulta em:
t L 2 2
f d d
j{—j{az d)gz—plz dtfz ( B, +—ﬂa‘ﬂ dx —
t 0
L 42 ) (3.30)
J.|:pA—+KGA( ddﬂxz +%}— py}&dx}dt =0
0

Para variacOes arbitrarias de &v e of,, a nulidade da Eq. (3.30) s6 verificada se as

relagdes sequintes forem verdadeiras:
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4’4 dv 4’4
El L+ kGA — — |—pl =0
o)
d2v dﬂ d2v (331)
A—+kGA -2 4= |- p =0
P A{ dx ij Py

As relagbes da Eg. (3.31) sdo as equacOes de movimento da flexdo em z no
modelo.
Nos casos em que a deformacdo por cortante e a inércia de rotacdo de

2
Timoshenko forem desprezadas, ou seja, [ ﬂz+—j 0 e plz%:o, a equacéo
governante fica:
EI——KGA( el ﬂj
dx  dx
3.32)
d’v d v d (
A—-+ kG =0
T A{ x? dx} Py

Diferenciando-se a primeira equacdo em X, e resolvendo o sistema, tem-se a

equacdo de movimento da teoria técnica de viga (Euler-Bernoulli):

4 2

El %4—@6\%: p, (3.33)

A obtencdo das solugdes das equacdes de movimento de vigas é muito trabalhosa.
Uma alternativa muito empregada em elementos finitos € obté-las empregando-se uma
estratégia em que solugdes aproximadas dos campos no dominio do tempo s&o construidas
consistentemente (com a mesma interpolagdo) com as contrapartes estaticas.

Conforme discutido no Capitulo 11, para o caso de barra ndo-articulada, a solugdo
admite uma funcdo cubica para o deslocamento e uma quadréatica para a rotagdo da se¢éo,
conforme as Eqs. (2.54) e (2.55)
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dg,

; dv } .
Interpolando-se cubicamente E e quadraticamente T respectivamente com as

funcdes N_, (Eqg. (2.94)), os funcionais de energia cinética de translagdo e rotacdo - as

Egs. (3.24) e (3.26) - podem ser reescritas como:

1|du ’ du
fz fz
et :E{ qt } [MT]{F} (3.34)
l dufz ! dufz
7er :E{ at } [MR]{F (3.35)
Onde:

%T_ % dﬂzi dvi dﬂli .
dt [ |dt dt dt dt [’

Aplicando-se uma mudanca dos limites de integracdo nas Egs. (3.24) e (3.26) com

&=x/a,sendo a=L/2, tem-se que:

'N,N, N,N, NN, NN,
N,N, N,N, N,N, N,N,
N.N, N,N, N,N, N;N, (3.36)
N,N, N,N, N,N; N,N,

M1 [LINT paIN]alde - paf

LL LL LL Ll

L HLL LL, LL, L,
= [0 o= f| 0 00 00 OO ean

L L4 Ll L4 L2 L4 L3 L4 L4
Onde

[N]=[N, N, N, N,J e [L]=[Ny, Ny N, N;] sdo dadas,
respectivamente, pelas Eqs.(2.59) a (2.62) e (2.63) a (2.66)

129



Integrando-se as Eqs. (3.36) e (3.37) e substituindo-se a=L/2, chega-se as

formas explicitas para as matrizes de massa translacional e rotacional de barra néo-

articulada no modelo de Timoshenko

Py
PAL
M =
M-.] 840-(1+3y, )
sim.
P;
Al
M =
M) 30L-(1+3y, )
sim.
Onde:

p, = 312 +1764y, + 2520y,°
p, =108 + 756y, +1260y,"
b = (8+42y, +63y,°)- L
p, =36

p, = (4+15y, +90y,7)- 2

P,
Ps

Ps
Py

Ps P,

— Py Ps
P =P (3.38)

Ps

—P7 Pg

— Pg P10
Pz — P (3.39)

Py

p, = (44+ 231y, +315y,°)- L

p, = —(26+189y, +315y,%)- L
D, =-3-(2+14y, +21y,7)- 2
py =—3-(-1+15y,)-L

by = (-1-15p, +455,7)- 12

A matriz de massa final para os efeitos de flexdo em z, serd a soma das matrizes
de massa de translacéo e rotacdo (Eqgs. (3.38) e (3.39)), resultando em:

MZT :MTZ+MRZ

(3.40)

No modelo de Euler-Bernoulli, tem-se que , =0, o que resulta nas matrizes:
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Onde:
p, = 28
35

9
b, = —
* 35
e
> 105
b, =36
b, = 4L°

b, 1L
35
L
Y210
LZ
by =——
® 70
b, = 3L
blO =-—1*

(3.41)

(3.42)

Para a matriz de massa final a flexdo em z utilizando Euler-Bernoulli, é obtida a

partir das contribuicdes das matrizes de massa de translagéo e rotacdo das Egs. (3.41) e

(3.42), resultando em:

MZB:MTZ+MRZ

(3.43)

Caso a barra seja articulada a esquerda a matriz de massa de rotagdo consistente e

a matriz de massa de translacdo consiste com flex&o em z pela teoria de Timoshenko, cuja

demonstacdo esta em Mendonga (2008), serdo dadas por:
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pll 0 plS pl4

M ol 0 O 0

= apds 3.44
" ’ p33 p34 ( )

sim Pas

Onde,
. 48

v 5443y, P ey

__4(-4+157,)

Pu = 5 a(4+3y,)’ Pss = Py

2
p34:—p14 _g l6+457/z

Pau =3 (4+3y,)

b) Contribuicédo de Flexdo emy

Os efeitos da flexdo na direcdo de Y podem ser calculados de forma anédloga aos
procedimentos empregados na flexdao em Z, alterando o y, por y, e invertendo o sinal das
funcdes interpoladoras N,, N,, N, e N,. Portanto, para ndo estender em demasia 0

desenvolvimento desse trabalho serdo mostrados apenas os resultados finais para as
matrizes de massa para 0 caso da barra ndo-articulada. Detalhes adicionais dessa obtencéo
podem ser encontrados dentre outros em (Mendonca, 2008) e (Silva Junior, 2007).

A forma explicita das matrizes de massa [MTyJ e [MRyJ, no modelo de

Timoshenko, para o efeito de flexdo em torno de Y para barra ndo-articulada é dada por:

[ ]: /OAL j5 - j4 je
V1 840-(L+3y, f - (549
sim. Js
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j7 js - j7

M, ]- ol Jo — s
V1 30L-1+3y, Jr
sim.

Onde:

j, =312+1764y, + 2520y,
j; =108+ 756y, +1260y,”
js =(8+42y, +63%) 12

j, =36

jo =(4+15y, +90y,7)- 12

_4El,
 kGAL?

7y

Ja

le

— s

(3.46)
Js

)= —(44 +231y, + 3157/y2). L
j, =(26+189y, +315,)-L
Jo=—3-(2+14y, + 2157} 7
js=3-(-1+15y,)-L

o = (-1-15p, +45y,2)- 12

A matriz de massa final para os efeitos de flexdo emy, serd a soma das matrizes

M, =My, + Mg,

de massa de translacéo e rotacdo (Eqgs. (3.45) e (3.46)), resultando em:

(3.47)

Analogamente, como ja mostrado na (3.40), para 0 modelo de Euler-Bernoulli,

tem-se que 7, =0, 0 que resulta nas matrizes:

[ ]: PAL s~ j4 J6
V4840 -,
sim. Js

(3.48)
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j7 js - j7 j8

[M ]: /0|y jg - js le
aT 3oL [H— (3.49)

sim. Js

Onde:

Jy =312 j, =—44L

J; =108 j, =26L

js =8L° jo = —6L°

J; =36 Jg =-3L

Jo = 412 Jo = —L?

A matriz de massa final de flexdo em y utilizando Euler-Bernoulli, é obtida a
partir das contribuicdes das matrizes de massa de translagéo e rotacdo das Eqgs. (3.48) e
(3.49), resultando em:

Mg =My + Mg, (3.50)

3.2.3. Contribuicéo de Torgdo Uniforme:

A energia cinética 7. para o elemento de barra submetida a torgdo uniforme, sera

dada por:
1 av) (dw)’ 1 dv)  (dw)’
&) (& o4l (5 o o

Substituindo-se as relagGes geométricas da Eq. (2.124) na (3.51) fica:
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:_j {[dtj [ j}de%joLp.[(yvazz)dA[%jde (3.52)

Se a distribuigdo de massa for uniforme tem-se que:

do)’ . 1 de\’
7T =%JAOL'OJAA(y2+ZZ>jA£Ej dX:EJAOL'OIp[Ej x (353)

Onde, 1, =_|‘(z2 + yz)jA

A
Aplicando-se o principio de Hamilton (Eg. (3.11)) nas Egs. (3.53) e (2.132), a

equacdo do movimento fica:

j:(é'(ﬂc —7zp)+é\N}it=f2§{%jp p[‘i‘gj dx}dt—

L ) , (3.54)
[ ijeh[d—ej dx — [ t30dx it = 0
A dx 0
Aplicando as propriedades do calculo variacional, fica:
t2
[ (5(z. —;zp)+a\/\/)jt_j {j ol 5[ jdx}_
(3.55)
t, (L
j 99 5(0"9de j toadx bt = 0
o dx d
Integrando-se por partes a Eq. (3.55), a expressao fica:
—Jtz{ GI §<9dx+.ft§¢9dx}+
(3.56)
L, t,
| depl 56| dx— j 49, a‘e “dt=0
L d 4 4 d 4
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Impondo-se as condigdes de contorno na variagdo S6¢, no tempo e no espacgo, na

Eq. (3.52) e fatorando-se os termos, fica:

t d2¢9 d2¢9
—J;l {J‘( dtz IOI P —d7G|t +tJ§6dX} = 0 (357)
L

Para uma variacdo arbitraria de 60 a Eq. (3.57) é uniforme, sempre que se

verificar se a seguinte relacdo for verdadeira:

d2e d2e
e Pl + v Gl -t=0 (3.58)

A Eqg. (3.58) é a equacdo do movimento da tor¢do uniforme. A solugdo exata do
problema de torgdo simples possui uma forma anéaloga a da tragdo simples, Eq. (3.19),

bastando permutar EA por Gl, e pA por pl . No entanto, conforme dito anteriormente, a

Eq. (3.19) possui uma forma complexa; com isso parte-se para aproximar a solugédo
dindmica do problema utilizando-se uma estratégia consistente (mesma interpolagdo) com

a contraparte estatica:

U0 (3.59)

A solucdo da Eq. (3.59) ja foi mostrada na Eq. (2.136). A interpolacdo da

velocidade dos angulos de torcédo é dada por:

d6 dg _ do, du

(=7 iz [z

G ©)=2 = ]{ dt} (3.60)
Onde,

du )" [do dé,

() {9 Do)t 2
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Assim,

1%(de de 1 (du )’ du
T zo[dtjpp[dtj ZL{dt}[Tpp[]{dt} (3.61)

Ou

1¢(du )’ du
Tor :E.[o {d_tt} [m]{d—tt}dx (3.62)

Assim, a matriz de massa é dada por:

[m]= 1, [ [2T [2bx = pa, [ [2] [2)o¢ (3.63)
Ou,
1 1 5
- staf| o 2o mal] 2 55 1 e 654
2

Apos o célculo da integral, a forma explicita da matriz de massa da torcdo

uniforme, fica:

[m]_p.L.Ip 2 1
6 |1 2 (3.65)

3.3. MATRIZ DE MASSA DE ELEMENTOS CLASSICOS DE BARRA

Nessa se¢do as contribuices das matrizes de massa para 0s problemas especificos
(axial, flexdo e torcéo) sdo convenientementes superpostas para formar as matrizes de
massa dos elementos de trelica, de pértico plano, grelha e pértico espacial. Os detalhes sdo
discutidos a seguir.
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3.3.1. Treligas

Segundo Hutton (2004), a matriz de massa do elemento de barra definido na Eq.
(3.22) s6 € valida para vibracOes axiais. Quando o elemento de barra € usado em modelos
de estruturas de trelicas planas e espaciais, considerag0es adicionais deverdo ser levadas
em conta, uma vez que no caso dinamico o movimento transversal apresenta energia
cinética. Utilizando-se a filosofia da matriz de massa consistente, os deslocamentos
verticais e horizontais em coordenadas globais da barra (vide Figura 3.7), podem ser

escritas como:

ux(X) = Zluxl + Zzuxz

3.66
u,(x)=2Zu, +Z,u,, (3.66)

Figura 3.7 — Barra de trelica em 2D, submetida ao efeito dindmico

A energia cinética da barra de trelica plana pode ser dada como:

B du, T[ du,
e = dt m dt (3.67)

Onde,
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{ug}T = [uxl l"Iyl l"Ix2 l"Iy2:|

Na Eq. (3.67) a matriz de massa consistente fica,

z; 0 2z7.Z,
L 2
Z 0
[m]=pA[ -
0 2
sim

Z,

sim

J& para a treliga espacial, a matriz de massa fica:

z; 0 zZz,
zZ; 0
zy

[m] = A

0

2,7,

0

Z,

zz, 0
0 z2z,
zz, 0
0 z2z,
Z? 0
z? |

Calculando-se a integral da Eg. (3.69), tem-se:

N O -
N O F—k O
N O B O -

3.3.2. Pértico Plano

N O B O - O

N O Fk O

(3.68)

(3.69)

(3.70)

Conforme foi mostrado no Capitulo I, nos poérticos planos estdo presentes 0s

efeitos de flexdo unidirecional e axial o que resulta em seis graus de liberdade (ver Figura

2.20).

Associando-se os graus de liberdade 1 e 4 para os efeitos axiais e 0s demais para

os efeitos de flexdo, a montagem final da matriz de massa do pértico plano pode ser obtida
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por um conveniente espalhamento das contribui¢des das Egs. (3.22) e (3.40) (vide Figura

3.8), resultando em:

_,aALIS 0 0 PAL/6
(T.p+Rp;) (T.p,+Rpg) 0
[M ]: (T.p, +Rpy) 0
! PAL/3
i Simetrica
Onde,
PAL Pl

T 840-(1+3y, | 30L-(+3y,

Egs. (3.38) e (3.39).

0 0
(T.p +Rp) (TP +RPy)
(T +Rp) (.0 +Rpy)

0 0
(Tp+Rp;) ~(T.p +Rpy)
(T.p +Rpy) |

c
<
%
>

& & @ ©

Barra ndo-articulada

Al [ 2 1] [(@+Re) (To,+Ro) (Tp—Re)  (Tp,+Rpy)
Gp{Sim 2:| (Tps + Rpg) - (Tp4 + Rps) (Tps + Rpm)
(Tp1 + Rp7) - (sz + Rps)
sim (Tps +Rpg)
Efeito de Tragéo ‘ Efeito de Flexdo ‘
A -
,0AL/3 0 0 PAL/6 0
(TR +Rp;) (T.p,+Rpy) (T.p+Rp;) (T-P4+R-P8)
[M ]= (T-ps +R-p9) -(T'p4+R'p8) (T-pe +R-p10)
T PAL/3 0 0
(T-p1+R-p7) '(T-pz +R'p8)
Simetrica (T.ps +R.py) |

Figura 3.8 - Composicao da Matriz de Massa Local para o Pértico Plano

(3.71)

e as fungbes p, ja foram dadas nas

Para a montagem final da matriz de massa do pértico plano, considerando o

modelo de Euler-Bernoulli, esta pode ser obtida por um conveniente espalhnamento das

contribuicdes das Egs. (3.22) e (3.43), resultando em:
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[ pAL/3 0 0 PAL/6 0 0
(Teh+Re-J?) (Tek+Rsde) 0 (Tek+Red;)  (To-ki+Rs- o)
(TB'jS + RB'jQ) 0 - (TB'j4 + RB'jS) (TB'jG + RB le)

[MT]:
PAL/3 0 0 (3.72)

(TB'j1+RB'j7) '(TB-j2+RB-js)

i Simetrica (Te s +Re-Jo) |
Onde,

_PAL R, = Al e as funcBes j. ja foram dadas nas Egs. (3.45) e (3.46)
° 840 " 30L ‘ o '

3.3.3. Grelha

Conforme visto no Capitulo 1, nas Grelhas estdo presentes os efeitos de flexdo em
z e de torcdo uniforme o que resulta em seis graus de liberdade (ver Figura 2.22).

Associando-se os graus de liberdade 1 e 4 para os efeitos de tor¢do uniforme e os
demais para os efeitos de flexdo (Timoshenko), a montagem final da matriz de massa de
grelha pode ser obtida por um conveniente espalhamento das contribui¢Ges das Egs. (3.65)

e (3.40) (vide Figura 3.9), resultando em:

pLIL/3 0 0 pLIL /6 0 0
(Tp,+Rp;)  (Tp, +Rp) 0 (Tp; —Rp;)  (Tp, +Rpy)
[M]— (Tps + Rpg) 0 - (Tp4 + Rps) (Tpe + Rplo)
- pLI/3 0 0 (3.73)
(Tp1 + Rp7) - (sz + Rps)
I Simétrica (Tps +Rp,) |
Onde,
. Y. P
840-(1+3y,) 30L-(1+3y,)
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Barra ndo-articulada

00 \@_ 0O O ©

5 AlLl2 1 (Tp+Rp) (Tp+Rp) (Tp-Rp) (Tp+Rp)
Né]\/4 6 {Sim 2i| + (TQ"‘RQ) _(Tpl"‘Rpf) (TpS"'Rpo)
A (Th+Rp) —(Tp+Rp)
| sim (Tp +Rp)
ANy Efeito de Torcao Efeito de Flexdo
N /
{ 3\& Y
G & 6 O 06 ©
A3 0 0 AL/6 0 0
Grelha (TR+Rp) (Tp+Rp) 0 (TR-Rp) (Tp+Rp)
M ]= (TR+Rp) 0 -(Tp+Rp) (Tp+Rpy
= Ak/3 0 0
(TR+Rp) -(Tp+Rp)
| Simétrica (TR+Rp) |

Figura 3.9 - Composicdo da Matriz de Massa Local para a barra de Grelha.

3.3.4. Portico Espacial

Como ja foi mostrado no Capitulo I, na barra de portico espacial estdo presentes
os efeitos de flexdo bidirecional (flexdo em z e em vy), tracdo axial e tor¢do uniforme,
resultando em doze graus de liberdade. Assim, de forma analoga a utilizada para compor a
matriz de rigidez, sera utilizada para compor a matriz de massa.

Logo, somando-se os efeitos de tracdo (Eq. (3.22)), flexdo em z (Eq. (3.40)); de
flexdo emy (Eq. (3.47)) e tor¢do (Eqg. (3.65)), conforme é mostrado na Figura 3.10, obtém-

se a matriz de massa local dada na Eq. (3.74).
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AL 0 0 0 0 Ca 0 0

0 0 0 0
3 6
Ti+Rj) O 0 0 (p+Rp) O (p+R)) 0 0 0  (Tp+Rp)
(Tp+Rp) 0 (Tj,+R}) 0 0 0 (Tp+Rp) 0 (T, +Rjy) 0
L L
'dTp 0 0 0 0 0 'd?p 0 0
(T, +RJ) 0 0 0 —(Tp,+Rp) 0 (Tjs+Rjy 0
M= Tp+Rp) 0 —(Tj+Rj) 0 0 0 (Tp+Rpy
0 0 0 0 0 0
(T-j1+Rj7) 0 0 0 _(T-pz"'Rps)
Tp+Rp) 0 —(Tj+Rj) O
AL 0
3 - -
(M5 +RJo) 0
Simetrica 0 (Tp+Rp) |

(3.74)
Onde,
p; e j; ja foram dadas nas Egs. (3.38), (3.39), (3.45) e (3.46).
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Efeito de Tragdo Efeito de Torgéo
Efeito de Flexdo em z 2 1 plL[ 2 1
6 Sim 2 6 |Sim 2
(T.p,+R.p;) (T.p,+R.pg) (T.p;+R.p;) (T p4+Rp8 Vak
(T-ps+R-Py) —(T.p,+RPy)  (T.P+R.py) “\ Mo
(T.p+Rp;)  —(Tp+Rpy)| s ™\ A,
. y
sim (T.ps +R.py) ~ y \
5\ [ o
Efeito de Flexdo emy AN 12
X
O 0 @ ®
(Mh+RJ;) (M, +RJg) (T +Rj;)  (T.J,+Rjg) 4 5y
(T.js+Rje) —(Tjy+i0-ps)  (T-jo+Rijso) ’
| (T +Rp)  =(Th +RoJy) Pdértico Espacial
sim (T.Js +R-Jg)

Figura 3.10 - Composi¢do da Matriz de Massa Local para a barra de Pértico Espacial.

3.4. MATRIZ DE MASSA LOCAL DO ELEMENTO DE NUCLEO

Conforme foi visto no Capitulo Il, a analise esttica da barra de nucleo foi
construida fazendo-se o estudo prévio de cada problema (tracdo, flexdo e torcédo)
independentemente; sé entdo, por superposicdo de efeitos, as formas finais da matriz de
rigidez e do vetor nodal equivalente do nucleo estrutural foram concluidas. Diferentemente
do caso estético, quando a barra esta submetida dinamicamente a efeitos de torcéo e flex&o,
as equacdes governantes do problema tornam-se acopladas, isso requer que o problema
seja tratado pela analise simultdnea de todos os efeitos. Assim, parte-se entdo para a
geracdo das equacOes de movimento desse elemento estrutural, a partir da aplicacdo do
principio de Hamilton.

Os campos cinematicos suaves dos deslocamentos totais envolvendo a interagdo
dos problemas de tragédo axial, flexdo bidirecional e tor¢édo podem ser dados por (Voros,
2004):
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dé
Up =u—ypB,+20, + w(s)& (3.75)

V; =V+(z,-2)0 (3.76)
Wy =w—(y, —Y)¢ (3.77)
Onde,

s = coordenada de area setorial;
Z: e y; = as coordenadas cartesianas do centro de tor¢cdo em relagdo ao centro de

gravidade.

J& as deformacGes lineares e distorcoes de interesse podem ser obtidas por:

Cdu _dg 4B, d%0
. Y dx T dx rols) dx® (3.78)
de(s) 4o dv
7/xy :_ﬂz+( dy +(Zt_Z)J&+& (379)
. (de(s) o \do  dw
Ve =Py +( & (Y, Y)J i o (3.80)

Convém notar que as Egs. (3.79) e (3.80) podem ser desmembradas em

componentes de flex&o e torgéo, da seguinte forma:

. dv o (de(s) do

Yy = —ﬂZ(X) +& e Vxy _( dy + (Zt - Z)Jd_x (381)
P dw ¢ (dao(s) . )déd

Ve =By (X) + i C m—( & (Y, Y)J i (3.82)

A energia potencial de deformacdo do ndcleo pode ser obtida pela expresséo:

T, = %I(szyxz +TVy o,.&,)dV =
\
1 (3.83)
S Cori+ mr + T + Ty + 0,8,)AV
\
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Da lei de Hooke tem-se que,

7y =56y (3.84)
7y =Gy (3.85)
T =#G7y (3.86)
7 =67 (3.87)

Onde « € o fator de forma da secéo.

Substituindo as Egs. (3.84) a (3.87) na Eq. (3.83), fica:
7y = %f(’@(?fz f+6(Lf +x605 ) +6(r, ) + E&”)av (3.88)
\Y

Substituindo as relagdes das Egs. (3.81) e (3.82) na Eqg. (3.88), o integrando
resultante ficard em funcdo de y, z e outros termos independentes desses. Como y e z tém
origem no centroide da segdo transversal orientados segundo as dire¢Bes principais de

inércia, tem-se que:

Isz:IydA:jysz:Ia)sz:IwydAzo; l, :'[zsz;
A A A A A A

|, =[y?dA; 1, = [0 (s)dA (3.89)

Além disso, a area setorial esta referida ao centro de torcdo, de forma que w(s) é

area setorial principal, cuja propriedade ao ser calculada sobre toda a se¢do transversal
resulta em:

s)YdA=0

{“)( ) (3.90)
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Ap0s desenvolver a Eq. (3.88) e utilizando as identidades das Egs. (3.89) e (3.90),

a energia potencial pode ser reescrita como:

:—jEA{ }dx —j[El [d(f(J de+%IKGA£—ﬂZ+%jde+
[El [ Ndx —j@A{ﬂy jdx —'[EI (dfj dx + (3.91)

= I[d—w—(y y)j2+ 90 ()| lon
t ) dz t dy t
J& a energia cinética é dada por:
1 du)® (dv) (dw)’
=— — — | +|— |[dV
" zJ”KdJ (&) (dtn (392)

Substituindo-se as Egs. (3.75) a (3.77) na Eq. (3.92), obtém-se:

1 du dﬂ Y do’
”CZEJP[[E‘V b2 % j (S8

dw dgy’
(-9 }dv

Assim, ap6s o desenvolvimento da Eq. (3.93) e a incorporacdo das propriedades

(3.93)

descritas nas Egs. (3.89) e (3.90), o funcional de energia cinética fica:
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1% (du dg, )’ dp )2 a2
== pA || = | | L2 I d
%o 2!{ (dt) +pY( dtJ +p2( at ) Pl axdt) |
(d )dx+1 A (d )dx+ Ajz(de)(d—v dx — (3.94)

dt 2 dt d dt
L
A y(de)(d—w)dx+ljlp(%) dx
dt )\ dt 24 7 dt
Onde,

I, =Momento de inércia polare valel , =1, +1,

Utilizando o segundo termo do principio de Hamilton (Eg. (3.11)) e integrando
por partes, fica:

T —or dt—]—{[d—uEAéU} —.L[dz EASUdX +
0

KGA[ B+ d"ﬂa‘/} dx +
KGA{ g+ &/} W A{ 95, , o ﬂ&/dm
A S +d—W o, dX +
Y X y (3.95)

r 2 L 3 L
Elmﬂsd—e} —El {dese} W{@Gltée} +
| X® dx |, , Ldx

0
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Como a variagao dos campos no contorno é nula
[l =[o.1% =las, I5 =[00)s =[] =[ow]5 =0, entéo a Eq. (3.95), fica

reduzida a:

t, t, (L
j—é}zpdt—j{ d*u
t t, L0 dx”
B 2

g 97 +KGA[ d"ﬂa‘ﬂ dx + {KGA{ s, , ﬂ&/d T

dx® dx
+KGA[,8 + Xﬂdﬂ dx +

i d 2 L 4 2

won P dw x— | er, 99 61,9 | spux Lt
i dx X 5 dx dx

(z‘ (oo ot [
J ({5 o
JﬁU (S
9o ) (& o2 o
2o ) (5 o S (o

Integrando-se por partes a Eq. (3.97), tem-se:

(3.96)

o'——.n— o'——.v—

Oty ™

—

e,
O'-—n—

2

T§ﬁcdt {
Lo}

Q_
\__/\__/

/—ﬂ\
Q‘%
Q_|< S

/—ﬂ\

2
f—|-|<

AE 2
Q'|E
N—

Ot~ O Oy O"—;l—
s
> >
’_‘N
1 &
N 7\
o2 o
g 2[R
\__/
\__/
/—ﬂ\

S}

<
1
~

Q'|E

T§7zcdt j[pA‘; aul dx j | pA?j—uédedt+ (3.98)

t 0
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O'-—n—

O"—Dl_ O ey ™ O ey

L
S
40

Ot O
1

[} S—
T

O'-—n—
1

Q_

Qb

]

o'-—.l—
1

d2
dﬂ Y 5, dxdt +

S| ol

dﬂzaﬂ} dx ”pl Z§,6’dxdt+

r dv t L d ZV
A—Ov | dx — A——— vdxdt +
ot } tj ! e

|

dw b ty L d
PA— m ﬁN} dx 0 W swdxdt +

|

O"—;l_
i)
>
’_’N
|Q_
l—%)_l’_‘
o
=
[
—
. ~
>
N
o
S
=
o
~t+
+

O'-—n—
l—_l
o
>
|
T ey 5T
"—;
)>
N
§
x
o
—

+

2 d20
— pAy. — S| dx+ Ay, —— owdxdt +
PG M| {!p Vi g

dw 1
—pAytd—b‘e | dx + j j pAyt - OW sexdt +

r do t L d26
| — 00| dx— |
7o) axf [
_ t,

Pl (deJ&?} dx —
Pela )7,

d e “ d e
o6 dx+ I, o&dxdt

variagdo  temporal dos  campos no contorno é nula

[ou] = [58,] == [0, ] 2= [50] =[] = [sw] = 0, ent3o a Eq. (3.98), fica reduzida a:

d2u t, L dzﬂy
i —tf ! Ply gz 9P dxat (3.99)
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b 4B
_sz - 5, dxdt — ”pAd—a/dxdt

d’w
dt?

_II/,A
SIE

NIEE
t 0

e (d%
qiaEs

0

§<9dxdt + j j PAY, ?jtz

Sedxdt —”plp
40

Jﬁédxdt

O trabalho das cargas externas fica:

t, L 2
-] J o2 Gz

20

”dedt ” pou+p,v+p, §N+t§¢9}jxdt

l l

wvdxdt

d—f oedxdt
t

(3.100)

Somando-se as parcelas do principio de Hamilton, Egs. (3.96) e (3.99), com o

trabalho das cargas externas (Eg. (3.100)), fica:

jja(fz —z)dxdt+”avvdx—

I ((

TM (

1

JEA A(d
dt?
t) L 2 2
I e S P
L dt dt

d’w d2¢9
oA
J (dtz T

J+ pjdxdt +

+p, (dxdt+

(3.101)
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t, L B dzﬂ dW dzﬂ
”5,6y El, dx2y+KGA(ﬂy+&J_ply dtzy dxdt +

t, L 4 2 2 2 2
¢ d*e d*e d®v d°w 1, d%@
II§€|: EIMW_GIZWJ-FPA(A dtz _yt 2 + P J—

Com as variagbes de ou, ov, ow, of,, of, e 66, sdo arbitrarias, entdo a

nulidade da Eq. (3.102) sera sempre verificada se as seguintes relacdes forem verdadeiras:

d’u d’u

2 2 2
KGA(— d(f(z +d—x\zlj—pA(M—Z d szo

dg, d?*w d?w d?e
KGA — —pAN = — =0
ix dxzj a (dt2 T oae?
d?p, dv d2p, (3.102)
EIZW'FKGA(— Z+&J—plz( d‘tz J+ py:

d’p dw d*p
Ely dXZy +KGA(IBy +&J—ply[dey + pz =0

d‘e d2e d?v d’w |, d?g d?e
El ~Gl A - L — ol —t=0
( ? dx* : dX2J+p (Zt dt? Yi dt? A dtzJ p“’( J

As relacGes da Eq. (3.102) sdo as equagOes de movimento das barras de secOes
transversais abertas de paredes finas.

No caso da andlise dinamica dessas barras, também ser4 uma estratégia similar
aquela discutida nas secdes anteriores para as demais estruturas (treligas, porticos e
grelhas), onde a aproximagdo dos campos no regime estatico é empregada para interpolar
do regime dinamico. Assim, na Eq. (3.101) os deslocamentos (axial, transversal em vy,

transversal em x) e as rotacOes da se¢éo transversal (de flexdo em vy, de flexdo em z e de
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torcéo) séo aproximadas respectivamente pelos vetores das fungOes interpoladoras Z, Eq.
(2.29); N,, Egs. (2.59) a (2.63); L,, Egs. (2.64) a (2.66) e Q,, Egs. (2.168) a (2.171). Com

isso, a primeira variacdo do funcional de energia cinética discretizado pode ser dada como:

03

7. = [ olia, ' [oT o1, [0l ]dx+j slia, TV T o1, v Ja, Y +

0

(840, VT 2,0AN Ju, }+ 54, [ [N] 2,080 i, e -

T e L] O L (3.103)
(o462 oAzl ol FIE] o1, [Ey b+ ol T o [, o

Le— i L O~ Oy

o, T i, o[l TINT il b

-5 o3 %)

C oy _Jdu o dw, dg, dw, dg,
b :{_W}:{W‘ Pa Wy ﬂy"}:{;: dt dt dt}

PO L dufz _ ; . ' _ % dﬂzi dvj dﬂzj
{8 o (S % % %)

" }{d_u} 6 Y 5 99| | (1) & 45
o)y - - i j -
dt dx dx dt dt{ dx dt  dtl dx

A

J& os vetores de funcbes [N]e[N}s&o as formas dimensionais com origem no no

inicial do elemento em funcdo da coordenada x dos vetores adimensionais [N]e[NJ com
origem no centro do elemento, vide apéndice A.

A Eq. (3.103) pode ainda ser reduzida para a seguinte forma:

[ V[t o+ [ (0 J i, J+ o, T o, Pax- (3.104)
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[610, 1 [ol, b+ ota, J ToT {0, s
(50, 2T oozl olo, TIET o, [, b, T ol e

-1

iﬁ{ufy? K] palK ]{uw}Jd&Ié{un FINT palN Y, Pa

Onde,

(1= 1. fleTlalbee [V T e 1= AT W

) ) (3.105)
[pl= pA[ VT | ¥ ]ox
0
Ou em forma indicial como:
L L
ty = ol, [Q.Qudx+pl, [V,Vdx: 1y _ijv N,dx€ p, = ijv N, dx (3.106)
0 0

Neste trabalho, o célculo das integrais da Eq. (3.106) foram obtidas
analiticamente, cujos valores estdo indicados no Apéndice A

Com isso, a matriz de massa pode ser construida pela superposicao dos problemas
independentes de tracdo, flexdo e torcdo mais as parcelas de interacdo. Se os graus de
liberdade forem ordenados conforme o discutido para o caso estatico, entdo a matriz de

massa no sistema bi-referenciado fica:

_[mt]l,l [mt]l,ll |
[MT]: (3.107)

_[mt]ll,l [mt]ll,ll_

Onde
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[mt]l,ll =

[mt]ll,l =

[mt]ll,ll =

Onde,
- PAL
6

20 0

P+ P
0
Z,1,
0
P, + Pg
Z,h,
0
Ps — P;
0
Z;Iy
0

O O O O o o

O O O O O O K

Zt r32

T
1,1

[m,]

(2@ 0

P+ P;
0
LALES
0

O O O O O o

Zt r.34

_(p4 + ps)

_(pz + ps)

0 0 0 0 0
0 Zhy 0 p+py 7y
G+ —YiPu Qx+0 0 — ¥ P
— ¥t Pu t, —YiPa 4y t, (3.108)
d,+0s —YPxn 05+ 0 — Y P2
0 2y 0 pst+py 2z
— ¥ P t, —YiP Ll Ly
0 0 0 0
0 0 Pyt Pg Zily
0; —q, —YiPiz Uy + Qs 0 ~ Y Pu
— Y Pa —YiPa Zily t, (3.109)
~(@+95) ~ViPm G+Op O —VPy
0 0 Pe+ P Zihy
— Y Pa —YiPs Zily, Ly
(3.110)
0 0 0 0 |
0 Z,1y 0 —(p,+ Pg) 7,1,
G+, —YiPs —(d,+0,) 0 ~YiPa
— ¥ Pss ~YiPss Z Ty ts, (3.111)
(A, +0g) —YPyy Qs +0 0 = Y1 Pas
0 Z,1s 0 Ps + Py Z,1,,
~ Y, Pay ~ Y, Pas 2T ty |

Um procedimento andlogo usado para a transformacdo da matriz de rigidez do

sistema local bi-referenciado para o sistema unificado no centro de torgdo sera também

aplicado & matriz de massa. 1sso leva a matriz dada na Eq. (3.107) ser apresentada como:

[Wﬂ]:

[mt],
).,

.,

..

(3.112)
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20 0 0 0 22, ® -2y, ® 0
0 P+ Py 0 Z,hy 0 P2 + Psg 2,
0 0 0, +0; —YPy g, + 0 0 — Y P
mt]l,l = 0 Ziy = YiPu ty = Yt P2 Z,Iy t, (3113)
220 0 G+0 —YPn 22'0+0s+d  -2Yz®  -Ypy
—2yl(1) P, + Pg 0 2,y _2ytth) 2y12(1) + Ps + Py ZiIy
L 0 Z,h, ~ Y Pr t, ~YiPy 2,y ty
[ @ 0 0 0 z,® -y, ® 0 ]
0 Ps—P; 0 ZyIs 0 Py +Ps ZiTy
- 0 0 4; -0y —YiPis g, +0s 0 —YiPu
[mt]l,ll = 0 2Ty —YiPx tis —YiPa ZiTy ty (3114)
2,® 0 ~(@+0g) —YiPs 2 P40 +0, -V ZDP -V Py
—y @ —(p,+Ps) 0 2,1y V2@ Y PP 4Py, 2Ty
L 0 ZiT5 —YiPa 214 —YiPa ZiTy o
mt,, =[me]7, (3.115)
[ 20 0 0 0 22,® -2y, @ 0 |
0 P+ Py 0 2yl 0 _(pz + ps) 2,3
0 0 g, +0; ~ Yt Pss _(qz +q8) 0 ~YiPa
[ﬁ]u,u = 0 Zl33 — ¥ Pss t33 —YiPss ZyTy3 t34 (3116)
Zth) 0 _(qz +q8) ~YiPus 22t2®+q5 + 0y _Zytth) ~YiPu
_Zytq) _(pz + ps) 0 2Ty _Zytth) Zytzq)"' Ps + Po ZyTy
L 0 2Ty ~YiPa t43 ~YiPu ZiTy t44 i

3.5. TRANSFORMACAO DO SISTEMA LOCAL PARA O GLOBAL

Convém notar que as transformacdes de vetores de forgas no tempo e
matrizes de massa sdo feitas de maneira andloga ao regime estatico, de tal forma que se
pode escrever:

[m, |= [T [m][p] (3.117)

Onde a matriz £ é dada pela Eqg. (2.216), a qual dever ser convenientemente
adequada conforme o tipo de estrutura. Para o caso especifico de nlcleo, a matriz de massa

a ser transformada é [m]= [I\WT] dada na Eq. (3.112).
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3.6. MATRIZ DE MASSA DA ESTRUTURA

A estratégia do espalhamento das contribui¢cGes das matrizes globais de massa de
cada barra na estrutura como um todo, segue uma analogia fiel ao discutido para o caso da
matriz de rigidez no capitulo Il, bastando trocar os respectivos valores dos coeficientes de
rigidez pelos de massa. Com isso, no intuito de evitar redudancias, a explicacdo meticulosa

do espalhamento da matriz de massa pode ser poupada.
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CAPITULO IV:

INTERACAO SOLO-ESTRUTURA

4.1. GENERALIDADES

Neste capitulo serdo discutidas as representacdes algébricas do solo baseado no
método dos elementos de contorno, e a estratégia de acoplamento com o sistema algébrico
da estrutura (baseadas no método dos elementos finitos) para se representar o
comportamento final do problema de interagéo solo-estrutura.

Inicialmente serd abordada a representacdo matemética do solo e s6 entdo os
aspectos do acoplamento solo-estrutura para pértico espacial sem enrijecimento por ndcleo
estrutural serdo discutidos.

Na Figura 4.1 esta representado a estrutura apoiada sobre o solo, bem como 0s
eixos de referencia do solo e da estrutura. Grande parte da dedugcdo matematica tomar-se-4
apenas uma das sapatas da estrutura, para em seguida generalizar o procedimento para as
demais. Além disso, nessa mesma figura estdo indicados os sistemas globais (X, Y, Z) e

(%, Y, 2), onde o primeiro esta associado pdrtico e as sapatas e o segundo sistema ao solo.

{

e ‘

k — ésima  sapata

|
MMM P
AN P

solo (semi - infinito)

Figura 4.1 — Interag&o solo-estrutura e seus sistemas de referéncia.
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4.2.0SOLO

Para o estabelecimento das equac@es governantes do solo, é necessaria a admissao
de hipoteses para sua idealizacéo:

i. O solo € assumido ser um solido elastico, semi-infinito, homogéneo e is6tropo;

ii. As forcas volumétricas sdo desprezadas;

iii. As acOes estaticas sdo verticais.

Umas das possibilidades para a modelagem do solo € a representacdo integral
desse problema incorporando a solugdo fundamental de Boussinesq(1885)-Cerruti (1882),

caso em que as forcas de volume sdo desprezadas, a equacdo integral pode ser escrita em
coordenadas cartesianas (Paiva, 1993):

u,(P)]  [Uk(ps) Uy (Ps) Uy(p.s)|[p.(s)
uy(p) :,[ U;x ' U;y(p’ U;z ' y(s) r (4.2
up)) "l UL(Ps) Uy(ps) UL(ps)|lp,(s)

Onde,

U, (p,s)aU;,(p,s) sdo as componentes da solucdo fundamental Boussinesg-
Cerruti, em deslocamento; p,,p,,p, sdo as componentes das forcas superficie.

I'" = contorno do solo

Como o problema analisado restringe-se a carregamentos aplicados normalmente
a superficie do semi-espaco a Eq. (4.1) pode ser simplificada para:

u,(p)=JU..(p.8)p,(5)AL(S) (42)

onde

. 1-
UZZ(p7S)=%

G,,v,= Mddulo de elasticidade transversal e coeficiente do solo;
r = distancia entre o0 ponto-campo (s) e ponto-fonte(p).

Ou na forma discretizada dada por:
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1,(p)=Y [UL(p.9)P, ()42, (5 (4.3)

el

Onde,

Q,, = dominio do elemento de contorno;

n = namero de elementos de contorno que compdem o contorno I

Admitido que as forcas de superficie sofram variacdo linear no dominio dos
elementos de contorno triangulares (vide Figura 4.2.(b)). Assim, as forcas de superficie
distribuidas podem ser escritas como uma equacao do plano:

P
pz:[771 M, 13K P2 (4.4)
Ps

Onde,

n,= coordenadas triangulares homogeéneas associadas aos nés 1, 2 e 3.

p, = componentes verticais de forgas associadas aos nés 1, 2 e 3

~<N
PN\

VA (a) (&)

Figura 4.2 — Forgas atuantes no solo: (a) nodal equivalente, (b) distribuidas.

As coordenadas triangulares homogéneas na Eq. (4.4) podem ser escritas a partir
das coordenadas cartesianas pela seguinte relagéo:
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Onde,
A1=Di(yj_yk)
t
A, =Di(yk—y.)
t
1
AS =E(y| _y])
B, = (Xk yj)
t
B, =%(Xi _Yk)
t
B, =_(Xj —y,)

1
C, =E(Xkyi _Xiyk)

C, =—(xiyj _Xiyi)

(4.5)

(4.6)

4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)
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Figura 4.3 - Esquema representativo da integragdo sobre a célula

Atraves de uma translacdo de eixos, as coordenadas do ponto s (x,,Yy,) podem ser

escritas em relacdo a um sistema (x, y) , mostrado na Figura 4.3

@ =® J{S (4.15)

Substituindo-se a Eq. (4.15) na Eq. (4.5) as forgas de superficie, no sistema

(X1, X2) , podem ser escritas como:

t

Ai Bl Dl pl

P, :[7 y 1] A B, D, 1P (4.16)
AS BS DS p3

Onde a constante D, € dada por:

D; = AX, + By, +Ci (4.17)
Um método interessante, encontrado em Paiva (1993), é transformar a integracao

analitica Eqg. (4.3) sobre o dominio Qel em uma integral equivalente, que requer apenas

integracdo ao longo do contorno do elemento T'el, isto ¢, ao longo dos lados do triangulo.
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Tal procedimento envolve em empregar o sistema polar, seguido da integragéo ao longo de
r (raio-vetor), além de relagcBes geométricas entre 0s co-senos diretores do raio-vetor e da
normal ao longo do perimetro dos lados do elemento de contorno, vide Figura 4.3. O

método € mostrado a seguir:
Transformando-se o sistema cartesiano local (x,y) em um sistema de

coordenadas polares (r, ®) , as forcas de superficie podem ser escritas como:

t

Ai Bl Dl pl
p,=[rcos® rsen® 1] A, B, D,|{p, (4.18)
A3 BS D3 p3

E a correcdo diferencial de area do sistema cartesiano para o polar fica:

dQ,, =rdrdé@ (4.19)

Com isso, a representacédo integral (5.18) para um elemento k pode ser escrita

como:
A B D[p
{fat} A, B, D, 1P, (4.20)
A, B, D;||p;
Onde
5
{fat] =”rcos® rsen® 1JU, rdrdé (4.21)
g0

Particularizando-se a Eq. (4.21) ao longo do raio para o problema fundamental de

Boussinesq e calculando-se a integral ao longo do raio vetor r, tem-se que:

_iov J'ﬁzcos@d@ jﬁzsenﬁ)d@ jZﬁd@ (4.22)
s Lo e ©
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Através de relagbes de geometria plana, mostradas na Figura 4.3, o diferencial

angular d® pode ser escrito em funcdo do diferencial de contorno do elemento dI’,,, isto
é:
dr;
d® = cos p—2L
5 (4.23)

Onde:

do do
cosp =[5+,

77y = sh0 os versores de direcdo da normal ao contorno do elmento de contorno.

R = é a distancia entre o ponto fonte e o ponto campo.

Finalmente, substituindo-se a Eq. (4.23) em (4.22) e depois na Eq. (4.20), obtém-

se a integracao equivalente em fungdo apenas do contorno do célula i, isto é:

Apos essas manipulacdes algébricas, a Eq. (4.3) passa a ser escrita como:

P,
ho=[g, 9. a:kp (4.24)
P

Onde as fungOes g, valem:

1-v
L= *{A 0 c0sO + B. psen® + 2D, [cos ¢dT"
g| l:[47ZG [Ap i |] el

el

(4.25)

S

Onde,

p = distancia entre o ponto fonte e o ponto campo no perimetro;

Apos efetuar o calculo das integrais indicadas na Eq. (4.25) para todos os
elementos, obtém-se a representacao algebrica do solo dada por:
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U.j=lelP (4.26)

Onde,
{55}, {Us} = vetores que contém as forcas de superficie e os deslocamentos de

todos os nds dos elementos de contorno discretizados na superficie do solo.

A Eq. (4.26) pode ser escrita como:

P =[rlv 4.27)

Onde,
=[]’ (4.28)

A Eq. (4.27) na forma explicita é dada por:

551 L%} t, o tl,n—l L, Usl
552 t, t t2,n—1 t2,n L_'sz
o= L (4.29)
ﬁs n-1 tn—l 1 tn—1,2 tn—l,n—l tn—l n Us n-1
ﬁsn L tn 1 tn,2 tn n-1 tnn i Usn

O modelo com translacdo pura pode ser associado a casos de pilares
predominantes solicitado a compressdo, cujo centro de carga coincide com o centro de
gravidade de cada sapata rigida. Nesse caso, todos 0s deslocamentos verticais pertencentes

a mesma sapata possuem os mesmos valores, adotando U, para o p-ésimo pilar, a relagdo

(4.29) fica reduzida a:
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B ny n, Np
Ztli Ztlj Ztlj
j=1 j j

_ =N =N
Ps; ny ny Np _
u
[ th; th,- _th,- SPL
?2 j=1_ =g Fiea USpZ
(T : : : (4.30)
5 ny n, Np :
_Sn—l . tnflvj _Ztnflvj _Ztnflvj Uspp
pSn = =Ny J=Nen
Ny n, Np
2ty 2t 2t
L =t =N =N i
Onde,
n, n,,.,n, = sdo respectivamente o numero de nés pertencentes a primeira e a

p-ésima sapata;

1+ Ugpy = S80 0s deslocamentos verticais da base do pilar na p-ésima sapata.

i

Na maioria dos casos dos problemas de edificios, a estrutura de fundacdo esta
submetida tanto a translacdo quanto a rotacdo, Figura 4.4. Quando a p-ésima sapata €
admitida rigida, seus movimentos de corpo rigido imp6em a superficie sapata-solo
deslocamentos verticais sempre contidos em um plano. Assim, a cinematica vertical de
todos os pontos do plano podem ser descritos a partir de uma translacdo e duas rotagdes
referenciadas apenas a um ponto dito mestre. Neste caso, 0 n6-mestre da sapata p-ésima é

tomado como o no da ligagdo sapata-pilar. Com isso, o deslocamento vertical usp (y, z) de

um ponto o do solo na regido de interface pode ser escrio como:

Uqu(x,y)z Uspp _(y_ypp )expp +(X_pr yop (4.31)
Onde,
Ugpp @y Opp = deSlOCamento vertical, rotacdo em z, rotagdo em y do no-mestre;

X1 Y pp = COOrdenadas do no-mestre, que € o de locagao do pilar.
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F .
Plano de deslocamento g pilar
da interface (PDI)

PDI

Figura 4.4 —Interface submetida aos efeitos de rotagéo e translacéo

Escrevendo-se a Eq. (4.31) para todos os pontos discretizados em todas interfaces
sapata-solo, fica:

U.}=[p}u. ) (4.32)

Onde,

{OS}T={U 0, 0, T, B, 0, - U, 0, 0,} com seu p-

yp2 pn xpn ypn

Ja a matriz [D] formada pelas contribuicdes de interfaces solo- sapatas ¢ dada

por:
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D] [o0] [0]
[0] [D,] [0]

[D]=| ° b ] o (4.33)
[0] [0] [D,]

Onde sua sub-matriz para a p-ésima interface é:

1 - Xpp + Xx+1 Yoo =Y

1 - pr + X542 ypp — Y
p.]- '
1 - pr + Xk ypp ~ Yiinka

1 - pr + Xo ik ypp ~Yoink |

k
Onde /”L:an mostra a posi¢do do i-ésimo no da k-ésima sapata. n;indica a
j=1

quantidade de nds da j-ésima sapata.

Substituindo-se a Eq. (4.32) na Eq. (4.27), fica:

Pel=[H10.) (4.34)

Onde,

4.2. ACOPLAMENTO PORTICO-SOLO

Neste trabalho, a interagéo solo-placa, composta por sistemas reativos e descri¢cao
cinematica, pode ser representada matematicamente a partir das seguintes hipdteses:
i. O contato entre a sapata rigida e a superficie do solo é ideal (ndo ha

deslocamento relativo em nenhum ponto da superficie de interacéo);

168



ii. Compatibilizagcdo apenas dos graus de liberdade de deslocamentos e forgas
verticais;

iii. Como o elemento estrutural de fundacdo € rigido, a cinematica dos pontos da
interface sapata-solo desdobrar-se-a em duas descricoes:

iv. Translagéo vertical pura (caso de carregamento centrado);

v. Translagdo com rotacdo (carregamento excéntrico);

vi. Cada fundagéo (sapata) suporta um Unico pilar do pértico.

Quando as contribuicdes de todos os elementos finitos da matriz de rigidez em
coordenadas locais de uma barra de pdrtico espacial forem computadas, o sistema
algébrico do portico, incorporando as forgas reativas do solo atuantes nos nos de interface
portico-solo, fica:

[Kest ]{U st } = {F } (4.35)
Onde,

{Fi={Ra)-{R}

Sendo

{F.h{F.} = os respectivos vetores de forcas associadas as acdes externas

aplicadas e as forgas reativas do solo.

Uma das primeiras etapas do acoplamento MEC-MEF requer que o vetor das

forcas de superficie {E} distribuidas em area sejam transformadas em um vetor (ordem 3)

de forcas nodais equivalentes concnetradas {E}compatl’veis com o vetor de forcas do MEF,

que pode ser descrita pela seguinte relagéo:

Fi=[e]R] (4.36)

Onde,
[Q] = matriz de transformagéo retangular de ordem (nx n), com n sendo o

namero total de nés na interface solo-sapata.
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A forma explicita da Eq. (4.36) fica:

f_l Ou O, "' ql,n—l Oun psl
f, O O U202 U2 Ps,
el L (4.37)
foa Op11 Qs Oran1 Onean || Psna
n qn,l qn,Z qn,n—l Unn | psn

Os elementos da matriz da Eqg. (4.37) séo formados e posicionados a partir de
acumulo das contribuicGes de cada elemento de contorno, respeitando-se a conectividade

dos n6és «,f,y.(vide Figura 4.5). A transformagdo das forgas distribuidas em forcas

nodais equivalentes concentradas pode ser obtida empregado-se o conceito de trabalho de
forcas externas. Como tanto as forgas como os deslocamentos no dominio do k-ésimo

elemento s&o lineares, a matriz de transformacéo desse elemento fica, Mendonca(1997):

2 11

A
Ql=5{t 2 2 (4.38)
11 2

Onde
A = 4rea do k-esimo elemento.

Para a montagem da matriz de transformacéo global, as contribuicdes Eq. (4.38)

devem ser convenientemente espalhadas. A primeira linha fica: g, =q, +A/6,
d.s =0, +A/12, q,=0q, +Al12; para segunda linha: Upe =0y, +A/12,
Uy =0y +AI6, 0, =0, +A/12; e finalmente, para a ultimo linha resulta em:

q}/a:qla—'_A/lZa q}/ﬁ:q}/ﬁ"_A/lZ, q},}/:q},}/+A/6
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Figura 4.5 — Forgas reativas na sapata

Substituindo-se a Eq. (4.32) ou a Eq. (4.34) na Eq. (4.36), resulta em:

Fl=[RI.| (4.39)

Onde {R}=[Q}{H} e os sub-vetores s&o dados por:

{Usp }T :{0 0 Uy gxpp Ayop 0} (4.40)

Na Figura 4.5 esta indicada a contribuicdo das forcas atuantes e um k-ésimo

elemento da p-ésima interface para as forcas e momentos resultantes no né-mestre pode ser

dado como:
Fs 1 1 1 F,
Mg, ¢ = Yoo tYe Y tYs —YptY, FB (4.41)
MRy Xpp =X Xpp =X Xpp =X Fv
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As forgas resultantes do solo, Eq. (4.39), em cada sapata produzem

individualmente resultantes de forca e momentos nos respectivos nds-mestres (ligacéo

sapata-pilar), podem ser re-escrita como:
. )=[RJ0. (4.42)
onde [R]=[C][R]

A forma explicita de [C] na Eq. (4.42) fica:

o] [c.] [o]
: : (4.43)

Onde a submatriz do p-ésima sapata € [Cp]: [Dp]T
J& que o numero de graus de liberdade no né de portico (trés translacdes e trés

rotacoes) e aqueles definidos na ligacdo pilar-sapata (translacdo vertical e duas rotagdes)
sdo diferentes, linhas e colunas de zeros devem ser convenientemente inseridos na Eqg.

(4.42) para promover a harmonizagao de ordens, resultando em:

F1=[RJu) (@)

Onde os subvetores associados ao n6-mestre da sapata p-ésima e ao k-ésimo no6 do

portico fica, vide Figura 4.5:
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Figura 4.6 — Representacdo dos graus de liberdade: (a) solo, (b) estrutura

Para montar o sistema final de equacGes para o problema de interacdo portico-
solo, € necessario acoplar as contribui¢Ges oriundas dessas partes. Isto é feito a partir da
compatibilizacdo de deslocamentos e de equilibrio de forcas em cada n6 de ligagdo
portico-sapata. Como a carga descarregada pelo pilar foi tomada vertical descente, isto
gera no no-mestre valores negativos para o vetor nodal do portico no sistema XYZ. No
entanto, para o solo, o deslocamento vertical descendente é positivo no sistema Xxyz.

Assim, as relacGes de acoplamento ficam:

Upp = —UsiOypp = Uy 30,0y = —Us (4.45)

pp ypp

Fop = T5iMypp = TiM = 1 (4.46)

Combinando-se as Eqs. (4.35), (4.44), (4.45) e (4.46):
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[KT {U est}: {Fest} (447)

Onde,
K J=[K ke + K]
Com [K,] sendo formada pelo espalhamento conveniente da matriz [Fﬂ nos

graus de liberdade da estrutura aporticada.
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CAPITULO V:

A LINGUAGEM JAVA E O APLICATIVO PARA ESTRUTURAS
RETICULADAS - SAPROMS NET

5.1 GENERALIDADES

A Sun criou uma equipe (conhecido como Green Team) para desenvolver
inovacdes tecnologicas em 1992. Esse time foi liderado por James Gosling, considerado o
pai do Java. O time voltou com a idéia de criar um interpretador para pequenos
dispositivos, facilitando a reescrita de software para aparelhos eletrdnicos, como video
cassete, televisao e aparelhos de TV a cabo. (Deitel, 2004)

A idéia ndo deu certo. Tentaram fechar diversos contratos com grandes
fabricantes de eletronicos, como Panasonic e outras, mas ndo houve éxito devido ao
conflito de interesses. Hoje, sabemos que o Java domina o mercado de aplicacGes para
celulares com mais de 2,5 bilhdes de dispositivos compativeis, porém em 1994 ainda era
muito cedo para isso.

Com o advento da web, a Sun percebeu que poderia utilizar a idéia criada em
1992 para rodar pequenas aplica¢Ges dentro do browser. A semelhanca era que na internet
havia uma grande quantidade de sistemas operacionais e browsers, e com isso seria grande
vantagem poder programar numa Unica linguagem, independente da plataforma. Foi ai que
0 Java 1.0 foi lancado: focado em transformar o browser de apenas um cliente fino (thin
client ou terminal burro) para uma aplicacdo que possa também realizar operacfes, ndo
apenas renderizar html.

Atualmente os applets realmente ndo sdo o foco da Sun. E curioso notar que a
tecnologia Java nasceu com um objetivo em mente, foi langado com outro, mas, no final,

decolou mesmo no desenvolvimento de aplicagdes do lado do servidor.
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5.2. CARACTERISTICAS DA LINGUAGEM JAVA

Java € uma linguagem de programacdo orientada a objetos, independente de
plataforma. Atualmente, é uma das linguagens mais utilizadas para o desenvolvimento de
sistemas, e pode ser obtida gratuitamente no site da Sun (www.sun.com). Java é tanto
compilada como interpretada: o compilador transforma o programa em bytecodes, que
consiste em um tipo de cédigo de maquina especifico da linguagem Java; o interpretador,
disponivel na JVM (Java Virtual Machine) que pode ser instalada em qualquer plataforma,
transforma os bytecodes em linguagem de méquina para execucdo, sem que seja necessario
compilar o programa novamente (Manssour, 2003).

Em uma linguagem de programacao convencional como C e Pascal, o programa é
compilado com base nas bibliotecas de um determinado sistema operacional, vide Figura
5.. O cddigo fonte é compilado para uma plataforma e sistema operacional especificos.

Muitas vezes, o préprio codigo fonte é desenvolvido visando uma Unica plataforma.

| . Caédigo binario para
CodigosTonts em:C | compila um determinado SO

Figura 5.1 — Esquema de um compilador de uma linguagem convencional

Esse codigo executavel (binario) resultante serd executado pelo sistema
operacional e, por esse motivo, ele esta direcionado para o sistema operacional em questao.
Isso implica que deverd haver um codigo executavel do software para cada sistema
operacional, ou seja, ele devera ser reescrito e compilado levando em consideracdo as
particularidades de cada sistema operacional.

O Java se utiliza do conceito de maquina virtual, onde existe entre o sistema
operacional e a aplicacdo uma camada extra, responsavel por “traduzir” - mas ndo apenas
ISSO - 0 que sua aplicacdo deseja fazer para as respectivas chamadas do sistema operacional
onde ela esta rodando no momento, conforme € mostrado na Figura 5.1.

Dessa forma, a maneira como uma janela é aberta no Linux é a mesma como no
Windows ou em qualquer outro sistema operacional, de forma que o usuario ganha

independéncia do sistema operacional, ou seja, independéncia de plataforma em geral, pois
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ndo € preciso se preocupar em qual sistema operacional a aplicacdo esta rodando, nem o

tipo de hardware, nem configuracdes.

aplicagéo
|

1 |

Sistema Operacional

Figura 5.2 — Diagrama esquematico da maquina virtual

A maquina virtual é um conceito bem mais amplo que o de um interpretador.
Como o préprio nome diz, uma maquina virtual € como um computador imaginario, tem
tudo que um computador tem. Em outras palavras, ela é responsavel por gerenciar
memoria e threads, a pilha de execugdo, etc.

Para executar programas Java é utilizado o JRE (Java Runtime Environment), que
normalmente é instalado junto com as versées mais recentes dos navegadores para Internet,
para possibilitar a execucgéo de applets.

A API bésica engloba os pacotes que contém as classes responsaveis pelas
funcionalidades de entrada e saida, interface gréafica, colecdes, entre outras. Além disso,
existe a Java Standard Extension API, que inclui outros pacotes, tais como acesso a banco
de dados e o Java Media Framework, que suporta tecnologias graficas e multimidia. Java
3D é um dos componentes deste pacote (Manssour, 2003).

5.1.1 Programagcéo Orientada a Objetos

Programacgdo orientada a objetos (doravante abreviada para POO) é uma
metodologia de programacdo desenvolvida com o objetivo de suprir as deficiéncias
encontradas na metodologia convencional de programacgéo algoritmica (ou procedimental).
Para entender melhor a necessidade da introducdo do novo paradigma de POO e as
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diferencas entre este paradigma e a metodologia convencional, é conveniente rever 0s
fundamentos de programacéo algoritmica (Oliveira, 2002).

Em programacdo algoritmica, a énfase, conforme o nome sugere, é a construcao
de algoritmos. Usualmente, utiliza-se uma abordagem de refinamentos sucessivos para
dividir um problema complexo em subproblemas cada vez simples. Quando se atinge um
grau de complexidade adequado para cada um destes subproblemas, os mesmos séo
codificados em forma de unidades de programa denominadas procedimentos, sub-rotinas
ou funcdes, dependendo da linguagem de programacdo escolhida. Estas unidades de
programa podem ainda ser agrupadas em unidades maiores denominadas modulos. Assim,
0 programa resultante consiste basicamente de uma cole¢éo de unidades que se comunicam
entre si para prover a funcionalidade do programa (Oliveira, 2002).

A idéia bésica que norteia POO é a combinacdo de dados e funcbes que atuam
sobre estes dados numa Unica entidade de programa. Em Java, os itens de dados que
compdem um objeto sdo denominados campos e as fungdes que atuam sobre estes dados
sdo denominados métodos. Esta combinacdo de dados e fungdes (i.e., campos e méetodos)
numa Unica entidade é denominada encapsulamento e a entidade em si é denominada
objeto. Usualmente, os métodos que fazem parte de um objeto provéem a Unica forma de
acesso aos seus elementos de dados. Isto é, os dados que constituem um objeto ndo podem
usualmente ser acessados diretamente, apenas indiretamente por meio de suas fungdes
constituintes. Esta forma de acesso, denominada ocultacdo de informagéo, previne
alteracdes acidentais de dados e facilita a manutencdo e depuragdo dos programas, pois
tem-se a garantia de que apenas 0s métodos que constituem um objeto podem modificar
seus dados; nenhuma outra funcdo do programa tem esta capacidade. Tipicamente, um
programa que segue o paradigma POO consiste de varios objetos que se comunicam entre
si utilizando seus métodos constituintes (Sun Microsystems, 2010).

5.1.2 Definicdes de Classes

Antes de se definir um objeto, € necessario que seus componentes (dados e
fungdes) sejam especificados. A classe € o mecanismo de Java que prové meios para
encapsulamento e ocultacdo de informagdo necessarios para definicdo de um objeto (ou,
mais precisamente de uma categoria de objetos). Este mecanismo tem ainda propriedades,
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tais como heranca e polimorfismo, que facilitam o reuso de software. Estas facilidades

adicionais serdo vistas mais adiante.

5.1.3 Objetos

Objetos sdo instancias de classes. E através deles que (praticamente) todo o
processamento ocorre em sistemas implementados com linguagens de programacao
orientadas a objetos. O uso racional de objetos, obedecendo aos principios associados a sua
definicdo conforme estabelecido no paradigma de desenvolvimento orientado a objetos, €
chave para o desenvolvimento de sistemas complexos e eficientes.

Um objeto é um elemento que representa, no dominio da solugdo, alguma
entidade (abstrata ou concreta) do dominio de interesse do problema sob analise. Objetos
similares séo agrupados em classes.

No paradigma de orientacdo a objetos, tudo pode ser potencialmente representado
como um objeto. Sob o ponto de vista da programacéo orientada a objetos, um objeto ndo €
muito diferente de uma variavel normal. Por exemplo, quando define-se uma variavel do
tipo int em uma linguagem de programacao como C ou Java, essa variavel tem:

* Um espaco em memoria para registrar o seu estado (valor);

* Um conjunto de operagBes que podem ser aplicadas a ela, através dos
operadores definidos na linguagem que podem ser aplicados a valores inteiros.

Da mesma forma, quando se cria um objeto, esse objeto adquire um espago em
memoria para armazenar seu estado (os valores de seu conjunto de atributos, definidos pela
classe) e um conjunto de operagdes que podem ser aplicadas ao objeto (o conjunto de
métodos definidos pela classe) (Oliveira, 2002).

Um programa orientado a objetos é composto por um conjunto de objetos que
interagem através de “trocas de mensagens”. Na pratica, essa troca de mensagem traduz-se
na aplicagdo de métodos a objetos.

As técnicas de programacgdo orientada a objetos recomendam que a estrutura de
um objeto e a implementacdo de seus métodos devem ser tdo privativos como possivel.
Normalmente, os atributos de um objeto ndo devem ser visiveis externamente. Da mesma
forma, de um método deve ser suficiente conhecer apenas sua especificacdo, sem
necessidade de saber detalhes de como a funcionalidade que ele executa é implementada.
Encapsulagdo é o principio de projeto pelo qual cada componente de um programa deve
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agregar toda a informagédo relevante para sua manipulacdo como uma unidade (uma
capsula). Aliado ao conceito de ocultamento de informacéo é um poderoso mecanismo da
programacéo orientada a objetos.

Ocultamento da informacdo é o principio pelo qual cada componente deve manter
oculta sob sua guarda uma decisdo de projeto Unica. Para a utilizacdo desse componente,
apenas 0 minimo necessario para sua operacao deve ser revelado (tornado publico).

Na orientacdo a objetos, 0 uso da encapsulagdo e ocultamento da informagao
recomenda que a representacdo do estado de um objeto deve ser mantida oculta. Cada
objeto deve ser manipulado exclusivamente através dos métodos publicos do objeto, dos
quais apenas a assinatura deve ser revelada.

O conjunto de assinaturas dos métodos publicos da classe constitui sua interface
operacional. Dessa forma, detalhes internos sobre a operacdo do objeto ndo s&o
conhecidos, permitindo que o usuario do objeto trabalhe em um nivel mais alto de
abstracdo, sem preocupacdo com os detalhes internos da classe. Essa facilidade permite
simplificar a construcdo de programas com funcionalidades complexas, tais como

interfaces graficas ou aplicagdes distribuidas.

5.1.4 Heranca

O conceito de encapsular estrutura e comportamento em um tipo nao € exclusivo
da orientacdo a objetos; particularmente, a programagao por tipos abstratos de dados segue
esse mesmo conceito. O que torna a orientacdo a objetos Unica € o conceito de heranca.

Heranga é um mecanismo que permite que caracteristicas comuns a diversas
classes sejam fatoradas em uma classe base, ou superclasse. A partir de uma classe base,
outras classes podem ser especificadas. Cada classe derivada ou subclasse apresenta as
caracteristicas (estrutura e métodos) da classe base e acrescenta a elas o que lhes for
definido de particularidade (Sun Microsystems, 2006).

Ha varias formas de relacionamentos em heranca:

Extensdo: a subclasse estende a superclasse, acrescentando novos membros
(atributos e/ou métodos). A superclasse permanece inalterada, motivo pelo qual este tipo
de relacionamento é normalmente referenciado como heranca estrita.

Especificacdo: a superclasse especifica o que uma subclasse deve oferecer, mas
ndo implementa nenhuma funcionalidade. Diz-se que apenas a interface (conjunto de

especificacdo dos métodos publicos) da superclasse é herdada pela subclasse. Combinagéo
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de extensdo e especificacdo: a subclasse herda a interface e uma implementacdo padréo de
(pelo menos alguns de) métodos da superclasse. A subclasse pode entdo redefinir métodos
para especializar o comportamento em relacdo ao que é oferecido pela superclasse, ou ter
que oferecer alguma implementacdo para métodos que a superclasse tenha declarado, mas
ndo implementado. Normalmente, este tipo de relacionamento é denominado heranga
polimorfica. A Gltima forma é, sem duvida, a que mais ocorre na programacao orientada a
objetos. Algumas modelagens introduzem uma forma de heranga conhecida como
contragdo. Contracdo é uma variante de heranca onde a subclasse elimina métodos da
superclasse com o objetivo de criar uma “classe mais simples”. A eliminagéo pode ocorrer
pela redefinicdo de métodos com corpo vazio. O problema com este mecanismo é que ele
viola o principio da substituicdo, segundo o qual uma subclasse deve poder ser utilizada
em todos o0s pontos onde a superclasse poderia ser utilizada. Se a contragdo parece ser uma
solugéo adequada em uma hierarquia de classes, provavelmente a hierarquia deve ser re-
analisada para deteccdo de inconsisténcias. De modo geral, 0 mecanismo de contracdo
deve ser evitado.

5.1.5 Polimorfismo

Polimorfismo é o principio pelo qual duas ou mais classes derivadas de uma
mesma superclasse podem invocar métodos que tém a mesma identificagdo (assinatura),
mas comportamentos distintos, especializados para cada classe derivada, usando para tanto
uma referéncia a um objeto do tipo da superclasse. Esse mecanismo é fundamental na
programacdo orientada a objetos, permitindo definir funcionalidades que operem
genericamente com objetos, abstraindo-se de seus detalhes particulares quando esses ndo
forem necessérios. Para que o polimorfismo possa ser utilizado, € necessario que 0s
métodos que estejam sendo definidos nas classes derivadas tenham exatamente a mesma
assinatura do método definido na superclasse; nesse caso, estd sendo utilizado o
mecanismo de redefinicdo de métodos. Esse mecanismo de redefinigdo é muito diferente
do mecanismo de sobrecarga de métodos, onde as listas de argumentos sdo diferentes. No
caso do polimorfismo, o compilador ndo tem como decidir qual o método que sera
utilizado se o método foi redefinido em outras classes - afinal, pelo principio da
substituicdo um objeto de uma classe derivada pode estar sendo referenciado como sendo
um objeto da superclasse. Se esse for o caso, 0 método que deve ser selecionado é o da
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classe derivada e ndo o da superclasse. Dessa forma, a decisdo sobre qual dos métodos
método que deve ser selecionado, de acordo com o tipo do objeto, pode ser tomada apenas
em tempo de execucdo, através do mecanismo de ligacdo tardia (Deitel, 2004).

5.2. MODELAGEM DE UM SOFTWARE LOCAL (FRAME) E UM PARA A WEB
(APPLET)

O programa desenvolvido utilizando a linguagem Java com o auxilio do ambiente
de programagdo Eclipse SDK - versdo 3.3.0, intitulado por SAPROMS NET, possibilita
manipular arquivos de estruturas e gerar relatdrios de estruturas complexas. O aplicativo
pode ser executado tanto localmente (através de um arquivo no formato *.jar) quanto em
uma aplicacdo na web (através de applets), que poderia ser hospedado em sites da internet.
Convém notar que neste trabalho apenas a versdo local é discutida.

Para discretizar a estrutura foi elaborado um ambiente interativo e sugestivo de
menus e formulérios onde o usuario pode adicionar nos, barras, acBes e outras
caracteristicas a fim de que a estrutura idealizada seja representada fielmente no programa,
vide Figura 5.5.

O aplicativo é composto de sete classes principais, utilizando todo o paradigma de
programacéo orientada a objetos, na Figura 5.3 pode-se visualizar melhor a disposic¢ao das
classes.

PROGRAMA

f DIGITAGAO LEITURA NO BARRA ESTRUTURA SOLO ANALISE A
DINAMICA
\

Figura 5.3 — Fluxograma das principais classes do aplicativo

Um trecho do cddigo fonte da classe estrutura é mostrado na Figura 5.4,

evidenciando o algoritmo do célculo da matriz de analise dindmica forgada.
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L o
o public double[][] watrizinaliseForcada (double[][] MatrizDelMassa, double[][] MacrizDeRigidez, double Dinamic o=

Figura 5.4 — Trecho do codigo fonte do aplicativo

A aplicacdo permite criar um projeto escolhendo o tipo de estrutura que sera

resolvida, uma vez criado e informado os dados de entrada ele pode ser salvo em arquivo,

podendo ser editado e recalculado quantas vezes for necessario, permitindo assim maior

flexibilidade ao usuario no processo de analise na estrutura.

Os resultados podem ser salvos em arquivos de texto, o que possibilita a

importacao para outros aplicativos, possibilitando outros tipos de anélise.
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g_rquivn| Apoios Nos Bamras Estrutura Resultados Sobre

Novo Projeto ¥ Treliga 2D
Abrir Projeto Trelica 3D
Abrir Projeto de Solo | Pértico 2D
Salvar Projeto Partico 3D
Fechar Projeto Grelha
Sair

Figura 5.5 — Ambiente interativo do SAPROMS NET

5.2.1 Diagrama de Classes utilizando UML

A Unified Modeling Language (UML) é agora o esquema de representacéo
grafica mais amplamente utilizado para modelagem de sistemas orientados a objetos
(Deitel, 2002). Ela certamente unificou os diversos esquemas de notagdo que existiam no
final da década de 80. Aqueles que projetam sistemas usam a linguagem (sob a forma de
diagramas graficos) para modelar seus sistemas.

Observa-se na Figura 5.6 o diagrama da classe NG, onde o objeto nd tem
caracteristicas como suas coordenadas, seu nimero, que é o que o identifica entre os outros
nds, suas condicbes de contorno representado pelo vetor tipo, as acfes nele exercidas pelo
vetor esforcos e ainda as ages provenientes de carregamentos ao longo da barra, que €
passado para 0s nos, representado pelo vetor carregamento.
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No

-x:double
-y:double
-z:double
-numero:int
-tipo: int[]
-esforco:
—carregamento:

double[]

double[]

+ No (grau:

+ setEsforco(a:double,b:double,
f:double) :

+ setContorno(a:int,

x1l:double, yl:double, zl:double)

d:double,

int num:int,

c:double, e:double,

void

b:int, c:int, d:int, e:int, f:int,

g:int):

void

+

setCarregamento (a:double, b:double, c:double, d:double,

e:double, f:double, g:double): void
setUmEsforco (num:int, a:double):
getEsforcos () :double|]
getCoordenadas () :double[]
getNumero () :int

void

+ 4+ 4+ + +

getContorno () :int[]

Figura 5.6 - Diagrama da classe No

Pode-se ver pelo seu construtor que 0s parametros necessarios para criar um né
sd0: o0 grau de liberdade da estrutura, seu respectivo nimero e sua coordenada
tridimensional, para os casos bidimensionais ao valor z é atribuido automaticamente zero,
sendo mais bem visualizado na tela de entrada de parametros dos nés, conforme € visto na

Figura 5.7.

Sobre

Nis ‘ Barras Esirutura Resultados

Arquivo  Apoios

Estrutura : Portico | Ngs da Estrutura » e
s | Acbesnodais | Exibir Nos
Nurmero: i Prescrigies » (bemwindol
..... de Portico Espacial

Coordenada X :

MNé 1 adicionado com sucessol

1
Coordenada’': |25
i}

Coordenada Z: M@ 2 adicionado com sucessol

MNd 3 adicionado com sucessol

Mg Coord. ¥ Coord. Y Coord. Z
1 0 i} o
2 0 1} 4
3 0 1} 8

Adicionar H Fechar |

Figura 5.7 — Adicionando Nos a Estrutura
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Os esforcos nos nds sdo informados na opcdo de agdes nodais, conforme é

mostrado na Figura 5.8, e as prescri¢des dos nos na opcdo de mesmo nome, onde é

informado 1 para indicar que o0 n6 esté prescrito e 0 para ndo prescrito, vide Figura 5.9.

B3 SAPROMS NET - LAMFIC/UFPB

Arquivo  Apoios aﬁ: Barras Estrutura Resuliados Sobre
Estrutura : Portico | Ngs da Estrutura »
I
i _| Agdesnodais  »| Adicionar Agtes
N6 3| prescrigies  »| Exibir Acdes
[ mar=E 02 POMICo ESpacia
Fx 10 e
Fv n M& 1 adicionado com sucessal
Fz - M6 2 adicionado com sucessal
T (AN
ME 3 adicionado com sucessal
Ty o -
T2 55 Més Coord. X Coord. ¥
Emp i} 1 1] 1]
2 1] 1]
3 i] i]
Acdo adicionada com sucessoll
Acdo adicionada com sucessaoll
Adicionar | | Fechar |

Coard. Z
0
4
8

Figura 5.8 — Adicionando os esfor¢os nos nos

B3 SAPROMS NET - LAMFIC/UFPB

=,

=Dl

Arquive Apoios ,ﬁs Barras Estrutura Resultados Sobre
Estrutura : Portico | Noés da Estrutura »
kantorng | Agdes nodais |
2 = & ﬂl‘rJ.D_rT::ﬂ::.rnm ||‘r'“n nll
fa 3| Prescriches ¥ Adicionar Prescrigio
Rfx 1 AEA0| Exibir Prescrigio
Ry 1 Frescricdo adicionada com sucessoll
Pe
e : Moz 1000
Rtx 1 Mo:2004
Mo:3008
Rty ! Acan:100-10000
Rtz 9 Acao:?DDDDDDD
Presctican: 10000000
Remp 1
Prescrigdo adicionada com sucessoll
P
Ma:1 000
Mo:2004
Mo:3008
Wcao:100-10000
Weao: 20000000
Prescrican: 10000000
Adicionar | | Fechar | Frescrican: 20010000

Figura 5.9 — Prescrigdo dos Nos
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Barra

-noi:int

-nof:int

—-area:double

-mE :double

-mG:double

-iX:double

-iY:double

-iZ:double

-iW: double
-alfa:double
-kapa:double
-rHo:double
-numero:int;
-carregDist: double[4]
-carregAplic: double[7]
-distCarregAplic: double[7]
-articulacdo: boolean([2]
-kappa: double

-nucleo: int

-rotacao: int

-yCT: double

-zCT: double

+ Barra(num:int, noInicial:int, noFinal:int, areaSecao:double,
mElasticidade: double, mGvalor:double, ixValor:double,
iyValor:double, izValor:double, alfaValor:double)

getBarra(): Stringl]

getCarregDist () : doublel[]
getCarreghAplic(): doublel]
getDistCarregAplic () : doublel[]
setCarregDist (g: int, valor: String): void
setCarregAplic(f: int, wvalor: String): void
setDistCarregAplic(d: int, wvalor: String): void
setConectividade (noi: int, nof: int): void
setArticulacédo (num: int, valor: Boolean)
setKapa (valor: double)

getArticulacédo(art: int) : boolean

getE () : double

getG(): double

getArea () : double

getIx(): double

getIy(): double

getIz(): doublé

getIw(): double

getAlfa(): doublé

getKapa () : doublé

getNoInicial(): int

getNoFinal () : int

+ 4+ ++ A+ A+ +

getNumero () : int

Figura 5.10 - Diagrama da classe Barra
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Apos criado o objeto n6 com todas as suas propriedades, a proxima etapa sera
criar o objeto de barra (vide Figura 5.11). Observa-se pelo construtor da classe, conforme é
mostrado na Figura 5.10, que para criar uma barra é necessario entrar com todos os
valores, principalmente sua numeracdo, conectividade e caracteristicas geométricas. A
classe é composta de métodos de atribuicdo e métodos de leitura, para que a classe

Estrutura possa coletar essas informagdes e processa-las.

'EY SAPROMS NET - LAMFICIUFPB

Arquive Apoios MNos ga_nas| Estrutura Resultados Sobre
(Estrutura : Portico Espac| pdicionar Padrao
Elnrres Exibir Barras
Nl 2_| Exibir Conectividade/Articulagdo
No inicial 2
Né Einal 3 Carregamentos bl
Area: 144 | Definir constantes @
Mid. de E. 2.0B1| Adicionar/Remover Articulacao [Estrutura : Portico Espacial
Mo e ; L.7EY pdicionar/Remover contribuicéo do Cortante Constantes
o Egg;' Aca0:20000000 Area: 0.44
:: 0:042 Prescrican: 10000000 Mod.deE.: 20E11 |
ot ooosim | = Méd. de G.: |7.7E11
b’ 0 j;escrigau adicionada com sucessoll Ix 0.0041
Kapa: 1 Mol 000 v: 0.058
Niicleo: 1 :g g g g g Iz 0.042
i : Al:él:n:1 oo-10000 Iw 2 0.00518
ZAET): M Aca0:20000000
Rho: 1 Prescrican: 1 0000000 Lk L
Efeito de Rotagéo:|0 Frescricao: 20010000 kapa : 1
_____ Niicleo: 1
Adicionar ‘ | Feche Earra 1 adicionada com sucessol Yct: |D
Zct 0.7134
Rho : 1
Rotacao : |D|
‘ Zerar | ‘ Aceitar ‘

Figura 5.11 — Criando o objeto barra

No intuito de facilitar a entrada de dados das barras da estrutura, o aplicativo
possui a opgdo de definir constantes, que definidas preenche as caixas de dialogo de
digitacdo da barra como valor default, com isso o usuario ndo necessita redigitar esses

valores toda vez que incluir uma nova barra que possua as mesmas propriedades.
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Vale ressaltar que o aplicativo, trata o elemento de barra individualmente,
mostrando que a mesma corresponde a um objeto estrutural com sua caracteristica prépria.
Podendo assim trabalhar com estruturas complexas, de secOes diversas e materiais
diversos.

Uma vez criado o objeto de barra, observa-se que cada objeto tem suas
caracteristicas geométricas e conectividades independentes das outras barras, um objeto de
barra tém caracteristicas suficientes para um elemento de barra de pértico espacial, que é o
mais completo elemento de barra. Os outros tipos de barras ndo precisam de todas essas
caracteristicas, entdo essas caracteristicas sdo zeradas e podem variar para cada elemento
de barra correspondente ao tipo de estrutura.

Os esfor¢os nas barras sao informados na opcao de carregamentos, opgao essa que
estd dividida em carregamentos concentrados e carregamentos distribuidos, conforme é

mostrado na Figura 5.12.

Arquivo Apoios Nés | Barras | Estrutura Resultados Sobre
Estrutura : Portico Espac| pdicionar Padrao
Carreg. Aplicado Exibir Barras
Barra Exibir Conectividade/Articulacio
Fx Carregamentos ¥ Carregamentos Distribuido
A T LT Carregamentos Concentrados
Fy Adicionar/Remover Articulacao . MostracCalenare oS
Dist. Fy Adicionar/Remover contribuicao do Cortante
R 00 .
Dist. Fz Prescrigdo adicionada com sucessall
Pe strutura : Portico Espacial
T_H EE 12 g g E Carreq. Distribuido
Higtilx Moo3008 Barra
Ty Weao:100-10000 %
a0:20000000 g
Dist. Ty Prescrican: 1 0000000 '
Prescrican: 20010000
Tz qz
Dist. Tz fF= at
Barra 1 adicionada com sucessal
peicionac | | fechar Carregamento Distribuido adicionado com sucessoll

| Adicionar || Fechar

Figura 5.12 — Entrada dos carregamentos da barra
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Para que o aplicativo possa fazer a andlise dindmica forcada da estrutura é
necessario que seja informado a frequéncia inicial da estrutura, juntamente com o n.° de
iteracdes e 0 seu incremento, conforme € mostrado no Figura 5.13 e na Figura 5.14. Caso
essas informag6es ndo sejam computadas, sera atribuido valor nulo as variaveis e a analise

dindmica sera desconsiderada.

Dinamica

-Frequencia: double
-Incremento: double
-Iteracoes: int

+ setDinamico (FreqgValor: double)
+ getDinamico(): Stringl[]
+ getFrequencia(): double

Figura 5.13 — Diagrama da Classe Dinamica.

Arquivo Apoios MNos Barras | Estrutura | Resultados Sohre
{Estrutura : Portico Espacial Adicionar Fregiiéncia
Frequencia Mostrar Fregiiéncia
Freqiéncia: B.942E-4 Seja bemvindol
N de Interagées: |20 Whalise de Portico Espacial
Incremento: 8.92E-4
‘ Adicionar ‘ ‘ Fechar |

Figura 5.14 — Entrada de dados da frequiéncia da estrutura
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Opcionalmente a analise dindmica da estrutura, pode-se ainda considerar a

contribuicdo do apoio continuo (efeito do solo) na andlise da estrutura. Para isso foi

desenvolvida a classe Solo (Figura 5.15), utilizando a teoria de elementos de contorno,

cujos resultados serdo acoplados a matriz de rigidez e massa da estrutura.

Solo

-K1:

—nos:

-zCT:

-matrizR: double]
-matrizM: double
-nosPilares: int]
-nosPortico: int]

-NumEl: int
-Ntipo: int
-NumNos: int
-NumMat: int
-NumSap: int
int

-K: int

-CD: double [][]
-reacoes: double []
-nosSapatas: int [][]

int []]

double;

]
[
]
]

11

+

+
+
+
+

Solo ()

getMatrizR() :
getMatrizM() :

double[] []
double[] []

getNosSapataligado () : int T[]
getNosPorticoLigado () : int[]

Figura 5.15 — Classe Solo

A entrada de dados das propriedades do solo é preferencialmente feita através de

arquivos de entrada, mas podendo ser feita pela entrada de dados do aplicativo e salvo para

uso posterior, conforme € mostrado na Figura 5.16.
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S - £

nalife der oo e

Propriedades do Solo

B Apoios Nis

Novo Projeto ]
Abrir Projeto

Sabvar Projeto
Fechar Projeto

Sair

Look In: ‘d Mestrado

O-0-
MEEEIE S

[ Portico_Nucleo.est
D Portico_solo.est

"B Solo.cst - WordPad

File Name:  |Solo.est

Arquivo Editar Exibir  Inseriv  Formatar  Ajuda
Deld Sk a @ B- &
[Tipa]
L,
[MumeroNos]
75
[NumweroElementos]
84
[CoordenadasNos]
No CoordenadaX Coordenada¥
1 0.00000EDOD  0.00000EODD
Z 0.Z5000E00 0, 00000EOQD
3 0.50000E00  0O.00000EQD
4 0.75000E00  0.00000E0Q
[F]
Elemento MNoi Noj Nok
1 01 07 08 0O
zZ 0l o0z 070
3 0z 08 07 0
4 0z 03 030
‘[PrDprledadesdns]{ateriais]
Nuww. PR TH Rho
o 0.5 2 1500
[PosicaoPilar]
No Pilar No_Portico
13 2l 1
38 2 2
63 3 3
[PosicanlSapatal
Sapata 1
Nos
i
2
3
Para obter ajuda, pressione F1

Files of Type: |n.|| Files

|v|

| Open H Cancel ‘

HumMateriais

Open selected file

EII

Figura 5.16 - Entrada das propriedades do Solo

A classe estrutura, representada na Figura 5.17, tem como caracteristica um vetor

onde estdo armazenados objetos de nds, um vetor onde estdo armazenados objetos de

barra, do solo e caracteristicas da estrutura no modo geral.
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Estrutura

-nosDakEstrutura: No[]
-barrasDaEstrutura: Barral]
-grauDeliberdade: int
-tipoEstrutura: String

-cortante: boolean

-vetorP: doublel]

-vetorP0: doublel]
-matrizDeRigidez: double[] []
-frequenciaDaEstrutura: double []
-vetorFrequencia: double []
-matrizDeMassa: double [][]
-matrizDinamicaForcada: double [][]

+

Estrutura (gl: int, estrutura: String)

comprimento (noInicial: No, noFinal: No): double

cosX (noInicial: No, noFinal: No): double

cosY (noInicial: No, noFinal: No): double

cosZ (noInicial: No, noFinal: No): double

adicionarNo (no: No): void

adicionarBarra (barra: Barra): void

adicionarEsforco (numNo: int, fx: double, fy: double, fz: double, mx:
double, my: double, mz: double)

+ + + + + + +

+

adicionarContorno (numNo: int, rx: int, ry: int, rz: int, rmx: int,
rmy: int, rmz: int)

verificaNo( no: int ): boolean

verificaBarra( barra: int ): int

getContante () : boolean

setCortante( valor: boolean ): void

getNucleo () : boolean

setNucleo ( valor: boolean ): void

getNos () : Nol[]

getBarras () : Barral]

getTipo(): Stringl]

zerarEstrutura(gl: int): void

matrizKe (barra: Barra, noInicial:No, noFinal:No): double[][]
matrizBeta (barra: Barra, nolnicial:No, noFinal:No): double[][]
matrizBetaT (barra: Barra, nolnicial:No, noFinal:No): double[] []
matrizKeSgr (barra: Barra, noInicial:No, noFinal:No): double[][]
setMatrizDeRigidez () : void

multiplicaMatriz ( matrizl: doublé[][], matriz2: doublél[][] ):
doublé[][]

setVetorP(): void

getMatrizDeRigidez () : doublé[] []

matrizDeRigidezContorno(): doublé[][]

solucaoGauss () : doublél[]

getVetorP () : doublél[]

getVetorPO () : doublél]

multiplicaMatrizVetor (matrizl: doublé[][], matriz2: doublé[]):
doublé[]

matrizDeslocamentos (barra: int): doublél[]

matrizEsforcos (barra: int): doublé[]

pegarNo (no: int): No

vetorPOBarraDist (barra: Barra, nolInicial:No, noFinal:No): double[][]
vetorPOBarraAplic (barra: Barra, nolInicial:No, noFinal:No): double[][]
setVetorPO () : void

+ + + + A+t

+ + + + + + +

+ + + 4+ + +

Figura 5.17 — Diagrama da classe Estrutura
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Uma vez com essas informacoes definidas, pode-se encontrar a matriz de rigidez e
de massa dos elementos de barra, sua rotagdo, matriz de rigidez e de massa global,
montagem do vetor das agOes, resolucdo do sistema, deslocamentos e esforgos nas
extremidades das barras, atraves do menu Resultados, Figura 5.18.

Arquivo Apoios Nos Barras Estrutura Sobre

Estrutura : Portico Espacial Calcular

Limpar Resultados F
Matriz de Rigidez da Barra 1 =|_ Saivar Resultado Atual em Arquivo

Andlise Dinamica »
6,6000E002Z 0,0000E000  0,0000E000 000EO0D  O,0000EQO0  0,0000E000 0,0000E000  0,0000E000
0,0000E000  5,5650E000  0,0000E000 Matriz de Rigidez de cada Barra (slr) AGS0E000  0,0000ECO0  0,0000E000  0,0000EQO0  1,1130E001
0,0000E000  0,0000E000  13650E000 | Matriz de Massa de cada Barra (sir) 0DOE000  -1,3650E000  0,0000E000  -2,7300E000  0,0000E000

0,0000E000  0,0000E000  0,0000E000
0,0000E000  0,0000E000 -2,7300E000

000EODD  O,0000EDO0  -4,5500E000  O,0000E000  0,0000E000

e oo e e DOOEDO0  273O0EOOD  0,0000E000  36400EQ0D  0,0000E000

0,0000E000 1,1130E001  0,0000EQD0 | Matriz de Rotagdo Transposta de cada Barra 130E001  00000EO0D  ©0,0000E000  O,0000EO00  1,4840E001 F
-6,6000E002 0,0000E000  0,0000E000 | Matriz de Rigidez de cada Barra (sgr) 000E000  O0000EQO0  0,0000E000  00000EQO0  0,0000E000
0,0000E000 -5,5650E000  0,0000E000 660E000  0,0000EC00  0,0000E000  00000E000  -1,1130E001
00000E000  0,0000E000 -1, 3asEnnp | MUz deMassa de cada Barra (sar) 000E000  1,3850EQ00  0,0000E000  2,7300EQ00  0,0000E000
0,0000E000  0,0000E000  0,0000EQ00 | Vetor dos Deslocamentos de cada Barra 000E000  00000EQD0 455005000  0,0000EQO0  0,0000E000
0,0000E000  0,0000E000  -2,7300E000 | Vetor {p} de cada Barra 000E000  2,7300EQ00  0,0000E000  72800EQ00  0,0000E000

0,0000E000 1,1130E001 0,0000E000 130E001  0,0000ECO0 0,0000E000  0,0000EQO0  2,9680E001

Vetor {po} do carregamento distribuido de cada Barra
Vetor {po} do carregamento aplicado de cada Barra i
Matriz de Rigidez da Bara 2={ Matriz de Rigidez da Estrutura

58000E002 0,00008000  0,0000E0Qg | MAMIZ deMassa da Estrutura ) 000E000  0,0000EQ00  0,0000E000  0,0000EQ00  0,0000E000
0,0000E000 556506000 0,0000E000 | Matriz de Rigidez da Estrutura com as Condigbes de Contorno  5650£000  0,0000E000  0,0000E000  0,0000E000  1.1130E001

0,0000E000  0,0000E000  1,3650E000 | vetor dos Deslocamentos da Estrutura ODOE0OD  -1,3850E000  0,0000E000  -2,7300E000  0,0000E000
00000EN00 00000E000  QOOODEQDD | oo e O0OE00D  0,0000EC00  -4,5500E000  0,0000E000  0,0000E000
0,0000E000  0,0000E000  -2,7300E000 O0OE00D  2,7300E000  0,0000E000  36400E000  0,0000E000
0,0000E000 1,1130E001  0,0000E000 | Vetor {(Po} da Estrutura 130E001 0,0000EC00  0,0000E000  00000E000  1,4840E001
-6,6000E002 0,0000E000  0,0000E000 | Vetor {P}-{Po} da Estrutura O0OE00D  0,0000EC00  0,0000E000  00000E000  0,0000E000
0,0000E000 -5,5650E000  0,0000E000 ' 0UUUEUUS — U,UUUUEUUY TTTSUSUUT  UUUUUEUDU  wu650E000  00000EC00 00000000 O,0000EC00  -1,1130E001

0,0000E000  0,0000E000  -1,3650E000  0,0000E000  27300E000  0,0000E000  00000ECO0  O,0000E000  1,3690EQ00  0,0000E000  Z7300E000  0,0000E000
0,0000E000  0,0000E000  O,0000EQO0  -4,5500E000  O.0000EOO0  0,0000E000  O0000ECO0  O,0000E000  O0000EQO0  4,5500E000  0,0000EQO0  0,0000E000
0,0000E000  0,0000E000  -27300E000  0,0000E000 36400E000  0,0000E000  00000ECO0  O,0000E000  27300EQ00  0,0000E000  7,2300E000  0,0000E000
0,0000E000 1,1130E001 0,0000E000  0,0000E000 O,0000E000  1,4840E001 0,0000EDO0 -1,1130E001  O,0000E0O0  0,0000E000  O0000ECO0  2,9680E001

htatriz de Rigidez da Barra 3

6,6000E00Z 0,0000E000  O,0000EQO0  0,0000E000 O0000EQC0  0,0000E000  -5,6000E00Z  0,0000E000  00000ECO0  0,0000E000  O,0000EQO0  0,0000E000
0,0000E000  5,5650E000  0,0000EQO0 0,0000E000 O.0000ECOO0 1,7130E00M 0,0000ED00 -5,5650E000  O,0000E000  0,0000E000  00000ECO0 1,1130E001
0,0000E000  0,0000E000  1,3650E000  0,0000E000 -2,7300E000  0,0000E000  00000ECO0  0,0000E000  -1,3650E000  0,0000E000  -27300E000  0,0000E000
0,0000E000  0,0000E000  O,0000EDO0 4,5500E000 O0000EQC0  0,0000E000  00000ECO0  O,0000E000  O0000EQO0  -4,5500E000  0,0000EQO0  0,0000E000
0,0000E000  0,0000E000  -27300E000  0,0000E000 72800E000  0,0000E000  00000ECO0  O,0000E0Q00  2,7300EQ00  0,0000E000  3,6400E000  0,0000E000
0,0000E000  1,1130E001 0,0000E000  0,0000E000 O.0000E000  2,9680E001 0,0000EDO0 -1,1130E001  O.0000E0O0  0,0000E000  00000ECO0  1,4840E001
-5,6000E00Z 0,0000E000  00000ECO0  O,0000E000  O0000ECO0  0,0000E000  56000EQ0Z  0,0000E000  O0000EQO0  0,0000E000  O.0000E0O0  0,0000E000
0,0000E000 -5,5G50E000  O,0000EQO0  0,0000E000 O0000EC0O0  -1,1130E001  O0000EQO0  5,5650E000  O,0000EQO0  0,0000E000  O,0000EQO0 -1,1130E001
0,0000E000  0,0000E000  -1,3650E000  0,0000E000  27300E000  0,0000E000  00000ECO0  O,0000E000  1,3690EQ00  0,0000E000  Z7300E000  0,0000E000
0,0000E000  0,0000E000  O,0000EQO0  -4,5500E000  O.0000ECC0  0,0000E000  00000ECO0  O,0000E000  O0000ECO0  4,53500E000  0,0000EQO00  0,0000E000
0,0000E000  0,0000E000  -27300E000  0,0000E000  36400E000  0,0000E000  00000OECO0  O,0000E000  2,7300EC00  0,0000E000  7,2300E000  0,0000E000
0,0000E000 1,1130E001 0,0000E000  0,0000E000 O,0000E000  1,4840E001 0,0000EDO0 -1,1130E001  O,0000E0O0  0,0000E000  O0000ECO0  2,9680E001

Watriz de Rigidez da Barra 4

4,6000E002 0,0000E000  O,0000EQO0  0,0000E000 O0000EQC0  0,0000E000  -5,6000E00Z  0,0000E000  00000ECO0  0,0000E000  O,0000EQO0  0,0000E000
0,0000E000  5,5850E000  O,0000EQO0  0,0000E000 O.0000ECO0  1,1130E001 0,0000ED00  -5,5650E000  O,0000E000  0,0000E000  00000ECO0  1,1130E001
0,0000E000  0,0000E000  1,3650E000  0,0000E000 -2,7300E000  0,0000E000  00000ECO0  O,0000E000  -1,3650E000  0,0000E000  -27300E000  0,0000E000
0,0000E000  0,0000E000  O0000EDO0 4,5500E000 O0000EQC0  0,0000E000  00000ECO0  O,0000E000  O0000EQO0  -4,5500E000  0,0000EQ00  0,0000E000
0,0000E000  0,0000E000  -27300E000  0,0000E000 7.2800E000  0,0000E000  0O0000ECOO0  O,0000E000  2,7300EQ00  0,0000E000  3,6400E000  0,0000E000 -
_0.0000E000_14120E00d _ 00000E000__N0000EN0n 0 A00NENON FORSnEnnd  N00NOE000 .1 1120E001 0 0000EOND. NN000ENNG._ 000ANEQOn 1 4840ennt

Figura 5.18 — Possibilidade de Resultados emitidos pelo programa
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CAPITULO VI:

RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo sdo mostrados exemplos para cada uma das estruturas resolvidas
pelo programa, mostrando os resultados e comparando com a literatura.

6.1. ANALISE ESTATICA

Nesta secdo sdo abordados exemplos de estrutura reticuladas em regime estético,
sendo um de trelica plana, um de trelica espacial, um de pdrtico plano, seis de pdrtico

espacial e um de grelha.
6.1.1. Trelica Plana

Na Figura 6.1 esta indicada uma trelica plana cujas propriedades mecénicas e
geométricas sdo dadas por: Mddulo de elasticidade E, area A e comprimento L. Foram

admitidos valores unitarios para essas propriedades assim como para a carga P.

1_70kN

Figura 6.1 — Treliga plana
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Os resultados nodais desse exemplo podem ser comparados com outros dados na

literatura conforme indicado na Tabela 6.1

Tabela 6.1 - Resultados do exemplo de treli¢ca plana comparados com os da literatura

Barra 01
Deslocamentos/Rotagdes (m) Forga (KN)
Graus de Resultados Resultados
Liberdade Obtidos Obtidos (B, A28
1 0,000000E000 -1,480E03 -148,0 kN
2 0,000000E000 0,000E00 0,0
3 5,215238E-004 1,480E03 148,0 kN
4 -2,657959E-004 0,000E00 0,0
Barra 02
Deslocamentos/Rotagdes (m) Forca (KN)
Graus de Resultados Resultados
Liberdade Obtidos Obtidos {3l Le)
1 0,000000E000 7,200E01 72,0
2 2,333333E004 0,000E00 0,0
3 -8.228571e-005 -7,200E01 -72,0
4 -5.795374e-004 0,000E00 0,0
Barra 03
Deslocamentos/Rotacoes (m) Forca (KN)
Graus de Resultados Resultados
Liberdade Obtidos Obtidos {3l Le)
1 5,748983E-004 -7, 400E01 -74,0
2 1,101202E-004 0,000E00 0,0
3 8,356602E-004 7, 400E01 74,0
4 -3.876231E-003 0,000E00 0,0
Barra 04
Deslocamentos/Rotacdes (m) Forca (KN)
Graus de Resultados Resultados
Liberdade Obtidos Obtidos (Bl Lei)
1 0,000000E000 7,000E01 70,0
2 0,000000E000 0,000E00 0,0
3 -2,333333E-004 -7,000E01 -70,0
4 0,000000E000 0,000E00 0,0
Barra 05
Deslocamentos/Rotacdes (m) Forca (KN)
Graus de Resultados Resultados
Liberdade Obtidos Obtidos (Bl Lei)
1 -2,333333E-004 7,000E01 70,0
2 0,000000E000 0,000E00 0,0
3 -4,666667E-004 -7,000E01 -70,0
4 -3,937730E-003 0,000E00 0,0
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6.1.2. Trelica Espacial

Na Figura 6.2 estd indicada uma trelica espacial cujas propriedades mecénicas e

geométricas arbitrarias sdo dadas por: Modulo de elasticidade E, area A e comprimento L.

2L

2L

%

AN

3P

///////////4
z

%
o

¥  Z;

4p =

2P

Y

X

Figura 6.2 — Trelica Espacial

Dados:

E = 10000 ksi; A = 10 in%; L = 25 in; P = 10 Kips

Os resultados nodais desse exemplo podem ser comparados com outros dados na

literatura conforme indicado na Tabela 6.2.
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Tabela 6.2 — Deslocamentos e esforcos na trelica espacial

Barra 01
Deslocamentos/Rotagodes (in) Forca (Kips)
Graus de Resultados Resultados
Liberdade Obtidos Obtidos (ieatels, 1Y
1 0,000E00 -3,618E01 36,18
2 0,000E00 0,000E00 0,0
3 0,000E00 0,000E00 0,0
4 2,714E-02 3,618E01 36,18
5 0,000E00 0,000E00 0,0
6 0,000E00 0,000E00 0,0
Barra 02
Deslocamentos/Rotagodes (in) Forca (Kips)
Graus de Resultados Resultados
Liberdade Obtidos Obtidos (ieatels, 1Y
1 0,000E00 -2,000E01 -20,0
2 0,000E00 2,000E01 20,0
3 0,000E00 -1,000E01 -10,0
4 0,000E00 -2,000E01 -20,0
5 0,000E00 2,000E01 20,0
6 0,000E00 -1,000E01 10,0
Barra 03
Deslocamentos/Rotagodes (in) Forca (Kips)
Graus de Resultados Resultados
Liberdade Obtidos Obtidos {itizael, LR,
1 0,000E00 0,000E00 0,0
2 0,000E00 0,000E00 0,0
3 0,000E00 0,000E00 0,0
4 0,000E00 0,000E00 0,0
5 8,485E-02 0,000E00 0,0
6 -1,556E-01 0,000E00 0,0
Barra 04
Deslocamentos/Rotagodes (in) Forca (Kips)
Graus de Resultados Resultados
Liberdade Obtidos Obtidos {itizael, LR,
1 -1,628E-02 -1,303E01 -13,03
2 2,171E-02 0,000E00 0,0
3 0,000E00 0,000E00 0,0
4 0,000E00 1,303E01 13,03
5 0,000E00 0,000E00 0,0
6 0,000E00 0,000E00 0,0
Barra 05
Deslocamentos/Rotacodes (in) Forca (Kips)
Graus de Resultados Resultados
Liberdade Obtidos Obtidos {itizael, LR,
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1 -1,628E-02 6,667E01 66,67

2 0,000E00 1,000E01 10,0

3 -2,171E-02 5,000E00 5,0

4 -9,337E-02 -5,667E01 -56,67

5 8,485E-02 1,000E01 10,0

6 -1,245E-01 5,000E00 5,0
Barra 06

Deslocamentos/Rotacdes (in)

Forca (Kips)

Graus de Resultados Resultados

Liberdade Obtidos Obtidos (Uiteatels, 1Y
1 0,000E00 4,243E01 42,43
2 0,000E00 0,000E00 0,0
3 0,000E00 0,000E00 0,0
4 -6,000E-02 -4,243E01 -42,43
5 6,000E-02 0,000E00 0,0
6 -1,556E-01 0,000E00 0,0

6.1.3. Portico Plano

Nessa sec¢do, serdo apresentados duas estruturas de pértico plano, sendo que uma

delas possui uma articulacéo fora dos apoios.

6.1.3.1. Portico Plano sem articulacao

Na Figura 6.3 estd indicado um portico plano cujas propriedades mecéanicas e

geométricas arbitrarias sdo dadas por: Mdodulo de elasticidade E, area A, momento de

inércia I, e comprimento L.

Dados:

E = 10000 ksi; A = 10 in%; L = 100 in; P = 10 Kips; I, = 1000 in*
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3L/4

2P

Figura 6.3 — Portico Plano sem articulacéo

Os resultados nodais desse exemplo podem ser comparados com outros dados na

literatura conforme indicado na Tabela 6.3

Tabela 6.3 — Deslocamentos e esfor¢os no pértico plano.

Barra 01
Deslocamentos/Rotacdes (in) Forca (Kips)
Graus de Resultados Resultados
Liberdade Obtidos Obtidos {itieael, LR,
1 0,000E00 2,026E01 20,26
2 0,000E00 1,314E01 13,14
3 0,000E00 4,366E02 436,6
4 -2,026E-02 -2,026E01 -20,26
5 -9,936E-02 1,086E01 10,86
6 -1,798E-03 -3,229E02 -322,9
Barra 02
1 4,341E-02 2,873E01 28,72
2 -9,164E-02 -4,533E00 -4,53
3 -1,798E-03 -6,771E02 -677,1
4 0,000E00 -4,073E01 -40,73
5 0,000E00 2,053E01 20,53
6 0,000E00 -8,895E02 -889,5

6.1.3.1. Portico Plano com articulacao

A Figura 6.4 representa um portico plano com articulacdo fora dos apoios e com

seces transversais S; e S indicadas e médulo de elasticidade igual a 2,8 x 10”kN/m2.
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S,(12x30)cm

S, (12x80)cm

\4

Figura 6.4 — Portico Plano articulado

A titulo de validacdo dos resultados, o portico foi calculado pelo software Ftool

disponivel para downloads no site: https://web.tecgraf.puc-rio.br/ftool/, fornecido pela

PUC-RJ (vide Figura 6.5). Os deslocamentos do n6 5 estdo indicados na Tabela 6.4 e das
reacoes de apoio na Tabela 6.5.

11 Ftool - Two-Dimensional Frame Analysis Tool: PORT_ROTULA.ftl

Fle Options Transform Display

(|| &8 «|- Load CasefCombination:[5indl= Cas |
fs’i N )%j‘l- | as| ] £ [ Deformed Fackor: 5.0 L — Rg Bl aefem|til c|5|ﬁ;
step| D00 m ﬁﬂ
s | .
A Resilts
.
| Support
L Reations:
i Mone
odal
X ® Citacements:

Dx =1,3470e-00Z m
Dy = -1.5380e-002 m
Rz=-185%-003rad

5 kN

< | >
= Hf 2o mow| 6100w [& El I Grid y: 0wy m 75 3 | >

P S—— o [ = ,,,‘
+4 Iniciar T Frool- = T | R s

[NEEEE R
:
25kN §
!
125 kN

Figura 6.5 — Resolucéo da estrutura pelo Ftool.
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Tabela 6.4 — Deslocamentos do no 5.

Saproms Net Ftool

NO I m) oM | 6,(rad) | U (m) u (m) | 0, (rad)

5 1,3467E-002 | -1,5382E-002 | -1,8593E-003 | 1,3470E-002 | -1,5380E-002 | -1,859E-003

Tabela 6.5 — Reagdes de apoio.

NG Saproms Net Ftool

Rx (KN) Ry (KN) M; (KN.m) Rx (KN) Ry (KN) M, (KN.m)
2 | -4,5422E000 | -2,5000E000 0,0E000 -4,50 -2,50 0,0
3 | -5,4578E000 12,500000 0,0E000 -5,50 12,50 0,0

6.1.4. Portico Espacial
6.1.4.1. Portico Espacial sem Efeito de Nacleo Estrutural
Na Figura 6.6 esta indicado um portico espacial cujas propriedades mecanicas e

geométricas arbitrarias sao dadas por: Modulo de elasticidade longitudinal E; médulo de

elasticidade transversal G; area A; momentos de inércia Iy, ly, I, e comprimento L e valem:

E=30000ksi A=11in’ ly =56 in* L=120in a=0,0
G =12000 ksi  Ix=83in’ 1z = 56 in* P =1 kip

4P

)

Figura 6.6 - Portico Espacial padrdo: (a) perspectiva, (b) discretizacédo e
carregamentos e (c) sistema local de referéncia
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Os resultados nodais desse exemplo podem ser comparados com outros dados na

literatura conforme indicado na Tabela 6.6

Tabela 6.6 — Deslocamentos e esfor¢os no pértico espacial.

Barra 01
Deslocamentos/Rotagdes (cm/rad) Forga/MomentlSII\lTsrﬁ;)ao LS L
Graus de Resultados Resultados
Liberdade Obtidos Obtidos (Uteatels, 1Y
1 -1,528E-01 1,911E00 1,91
2 2,436E-04 -6,698E-01 -0,67
3 6,263E-01 -2,032E00 -2,03
4 7,536E-03 1,640E01 16,40
5 -5,463E-03 4,534E01 45,34
6 2,673E-03 -4,275E01 -42,75
7 -1,542E-01 -1,911E00 -1,91
8 4,562E-01 6,698E-01 0,67
9 6,139E-01 -1,968E00 -1,97
10 3,584E-03 -1,640E01 -16,40
11 5,748E-03 -3,771E01 -37,71
12 -2,701E-03 -1,180E02 -118,00
Barra 02
Deslocamentos/Rotagdes (cm/rad) Forga/MomentlSII\ngrﬁ;)ao LS L
Graus de Resultados Resultados
Liberdade Obtidos Obtidos (ERIEL, LB
1 0,000E00 -6,698E-01 -0,67
2 0,000E00 8,864E-02 0,09
3 0,000E00 -2,032E00 -2,03
4 0,000E00 4,534E01 45,34
5 0,000E00 2,274E02 227,41
6 0,000E00 -3,211E01 -32,11
7 2,436E-04 6,698E-01 0,67
8 1,528E-01 -8,864E-02 -0,09
9 6,263E-01 2,032E00 2,03
10 -5,463E-03 -4,534E01 -45,34
11 -7,536E-03 1,640E01 16,40
12 2,673E-03 4,275E01 42,75
Barra 03
Deslocamentos/Rotagdes (cm/rad) | Forca/Momento/Torgéo (KN, kN.cm,
kN.cm)
Graus de Resultados Resultados
Liberdade Obtidos Obtidos (ieatels, 1Y
1 2,018E-03 3,204E00 3,20
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2 5,601E-01 2,205E-01 0,22
3 5,431E-01 4,020E-02 0,04
4 -2,809E-03 -1,346E01 -13,46
5 5,054E-03 3,667E01 36,67
6 -4,445E-03 -1,301E01 -13,01
7 0,000E00 -3,204E00 -3,20
8 0,000E00 -2,205E-01 -0,22
9 0,000E00 -4,020E-02 -0,04
10 0,000E00 1,346E01 13,46
11 0,000E00 -4,503E01 -45,03
12 0,000E00 5,884E01 58,84

6.1.4.2. Barra Engastada sobre Apoio Elastico

Na Figura 6.7 estd indicada uma barra engastada sobre apoio elastico. As
Médulo de Elasticidade (E),
comprimento da barra (L), médulo de elasticidade transversal (G), constante da mola (K) e

propriedades mecanicas arbitradas sdo dadas por:

esforgo no nd (P). Os resultados estdo dispostos na Tabela 6.7

Figura 6.7 — Portico sobre efeito de mola

Dados:
E = 1000 kN/m2; G =500 kN/m?; K=2 kKN/m; P = 1kN:; L

Tabela 6.7 — Esforcos e deslocamentos da estrutura

Barra 01
Deslocamentos/Rotacdes (cm/rad)

Forca/Momento/Torcéo (kN,
kN.cm, Kn.cm)

Graus de Resultados Resultados
Liberdade Obtidos Obtidos (Mendonga, 2006)
1 0,0000E000 0,0000E000 0,0000E000
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2 7,5000E-001 0,0000E000 0,0000E000
3 0,0000E000 0,0000E000 0,0000E000
4 0,0000E000 0,0000E000 0,0000E000
5 0,0000E000 0,0000E000 0,0000E000
6 7,5000E000 0,0000E000 0,0000E000
7 0,0000E000 0,0000E000 0,0000E000
8 -7,5000E-001 -1,2500E-001 -1,2500E-001
9 0,0000E000 0,0000E000 0,0000E000
10 0,0000E000 0,0000E000 0,0000E000
11 0,0000E000 0,0000E000 0,0000E000
12 1,7764E-015 -1,8750E-002 -1,8750E-002

6.1.4.3. Barra de secdo de Paredes Finas: Perfil |

Na Figura 6.8 tem-se um exemplo de um perfil I, considerado delgado, que tem

comportamento semelhante a de um ndcleo estrutural, note que tem-se duas barras na

estrutura e o ly e o 1z podem ser desconsiderados, ja que seus efeitos ndo terdo nenhuma

influéncia nos resultados.

m=0.3 kNem | em

LS

%ﬂkkk\&kk\%’
T o 1

B Bom

Figura 6.8 — Perfil |
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Tabela 6.8 — Esforcos e deslocamentos da estrutura

Barra 01

Forca/Momento/Torgdo/Bimomento
(KN, KN.cm, KN.cm, kKN.cm?)

Deslocamentos/Rotacdes (cm/rad)

Graus de Resultados Resultados .

Liberdade Obtidos Obtidos e, LR
1 0,0000E000 0,0000E000 | 0,000000000000000E+000
2 0,0000E000 0,0000E000 | 0,000000000000000E+000
3 0,0000E000 0,0000E000 | 0,000000000000000E+000
4 1,0000E004 0,0000E000 | 0,000000000000000E+000
5 0,0000E000 0,0000E000 | 0,000000000000000E+000
6 0,0000E000 0,0000E000 | 0,000000000000000E+000
7 2,0373E-010 -1,9330E-003 | -1,933001228512649E-03
8 0,0000E000 0,0000E000 | 0,000000000000000E+000
9 0,0000E000 0,0000E000 | 0,000000000000000E+000
10 0,0000E000 0,0000E000 | 0,000000000000000E+000
11 4,5475E-012 -2,3941E-001 -0,239408436205967
12 0,0000E000 0,0000E000 | 0,000000000000000E+000
13 0,0000E000 0,0000E000 | 0,000000000000000E+000
14 6,1695E005 -2,6613E-019 | 1,626303258728257E-019

Barra 02

Forca/Momento/Torgdo/Bimomento
(kN, kKN.cm, KN.cm, kKN.cm?)

Deslocamentos/Rotacdes (cm/rad)

Graus de Resultados Resultados .

Liberdade Obtidos Obtidos (e, 2128,
1 0,0000E000 0,0000E000 | 0,000000000000000E+000
2 0,0000E000 0,0000E000 | 0,000000000000000E+000
3 0,0000E000 0,0000E000 | 0,000000000000000E+000
4 -9,0949E-013 -2,3941E-001 -0,239408436205967
5 0,0000E000 0,0000E000 | 0,000000000000000E+000
6 0,0000E000 0,0000E000 | 0,000000000000000E+000
7 -6,1695E005 -2,6613E-019 | 1,626303258728257E-019
8 0,0000E000 0,0000E000 | 0,000000000000000E+000
9 0,0000E000 0,0000E000 | 0,000000000000000E+000
10 0,0000E000 0,0000E000 | 0,000000000000000E+000
11 1,0000E004 0,0000E000 | 0,000000000000000E+000
12 0,0000E000 0,0000E000 | 0,000000000000000E+000
13 0,0000E000 0,0000E000 | 0,000000000000000E+000
14 -8,7311E-011 1,9330E-003 | 1,933001228512649E-003

6.1.4.4. Barra de Secédo de Paredes Finas: Perfil U

Na Figura 6.9 estd indicado um nucleo estrutural,

evidenciando sua secdo e os

elementos constituintes da mesma. As propriedades mecanicas arbitradas sdo dadas por:
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Modulo de Elasticidade (E), comprimento do perfil (h), altura do perfil (b), médulo de

elasticidade transversal (G), espessura do perfil (t).

Qe

Figura 6.9 — Perfil U

Dados:
L h b t E G MXx
4m|0.833m|0917m| 1/6 m|20x10" Nm? 0,77 x 10 Nm? | -4.07 x 10° Nm/m

Tabela 6.9 — Esforcos e deslocamentos da estrutura

Barra 01
Forca/Momento/Torgéo (kN, kN.cm, Deslocamentos/Rotagdes (cm/rad)
Kn.cm)
Graus de Resultados Resultados
Liberdade Obtidos Obidos (IESRY, d2ls,
1 0,0000E000 0,0000E000 0,0000E000
2 0,0000E000 0,0000E000 0,0000E000
3 0,0000E000 0,0000E000 0,0000E000
4 -1,6280E007 0,0000E000 0,0000E000
5 0,0000E000 0,0000E000 0,0000E000
6 0,0000E000 0,0000E000 0,0000E000
7 -1,8312E007 0,0000E000 0,0000E000
8 0,0000E000 0,0000E000 0,0000E000
9 0,0000E000 0,0000E000 0,0000E000
10 0,0000E000 0,0000E000 0,0000E000
11 0,0000E000 -4,4955E-002 -4, 5E-002
12 0,0000E000 0,0000E000 0,0000E000
13 0,0000E000 0,0000E000 0,0000E000
14 -1,8626E-009 -1,1558E-002 -1,16E-002
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6.1.4.5. Portico Espacial Apoiado no Meio Continuo

Seja um portico é formado por barras com sec¢do 20 x 20 cm (vide Figura 6.10),

cujas propriedades mecanicas sdao: E = 28 GPa, G = 14 GPa. O solo é considerado meio

continuo semi-infinito, cujo médulo de elasticidade 2 MPa e coeficiente de Poisson 0,5

(vide Figura 6.11). Os deslocamentos horizontais dos apoios estdo rigidamente prescritos.

Os nds estdo numerados e as barras com numeragéo indicadas entre parénteses.

9
" 10
N kNB /(/ 6
7

320 kN

11)

Bzo kN
N\

(12) 8
6
, @
(4 (7 EREEN >
3
sapatads N
4 9 5
@ (2
1 2
— —
Sapata 01 Sapata 02

Figura 6.10 — Pértico espacial interagindo com o solo
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Figura 6.11 — Discretizacao das interfaces solo-sapata

Convém notar que a ligacdo pilar-sapata possui continuidade tanto em
deslocamento quanto em rotacdo e apenas o0s graus de liberdade associados a translacdo
vertical, as rotacOes de flexdo ndo necessitam serem prescritas no presente problema. Os
nés 1, 2 e 3 do portico estdo ligados as respectivas sapatas pelos nds 13, 38 e 63 na
discretizacdo das interfaces.

Ap0s o processamento dos arquivos de entrada do solo e da estrutura, o aplicativo
gera os resultados dos deslocamentos dos apoios (Tabela 6.10) e suas respectivas reacoes (

Tabela 6.11). Esses resultados seguem as orientagbes dos graus de liberdade
indicadas na

Figura 4.6 (b).

Tabela 6.10 — Deslocamentos nos apoios.

NoT  u,(m) u, (m) u, (m) U, (rad) u, (rad) U, (rad)
01 | 0,0000E000 | 0,0000E000 | -7,0305E-003 | 0,0000E000 | 5,1043E-006 | 0,0000E000
02 | 0,0000E000 | 0,0000E000 | -7,0299E-003 | 0,0000E000 | -5,2303E-006 | 0,0000E000
03 | 0,0000E000 | 0,0000E000 | -7,0302E-003 | 0,0000E000 | -2,6950E-007 | 0,0000E000

Tabela 6.11 — ReacGes nos apoios.
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No|  f,(kN) f, (kN) f,(kN) f, KN.m) | f(kN.m) | f, (kN.m)
01 | 6,9942E-002 6,1016E-004 | 2,0001E+001 | 6,3969E-004 2,0955E-001 | -8,6205E-004
02 | -6,8800E-002 | -5,7646E-004 | 2,0001E+001 | 3,3285E-003 -2,0534E-001 | -1,8059E-004
03 | -1,1418E-003 | -3,3701E-005 | 1,9998E+001 | -2,4942E-003 | -3,8077E-003 | -5,3491E-004

6.1.4.6. Portico Espacial Enrijecido

O pértico espacial enrijecido, mostrado na Figura 6.12 e Figura 6.13, esta
engastado nas bases e é composto de barras com as seguintes caracteristicas fisicas:

E=28E+07kN/m?,G=1,077E+07 kN /cm?. Ja suas propriedades geométricas das

secOes transversais sdo: das barras verticais que representam o nicleo: A= 4,50E - 02m?,

Z., =0,0000E +00m, Y. =-10067m, 1, =1500E-03m*, 1, =0.0906E00m*,

|, =2.6800E-01 m*, B=0, 1,=5133E-02m°, L=30m; das barras verticais

|, =1,3333E —04m’

A= 4.0000E -02m?, I, =2,6660E — 04cm?,

(pilares):
|, =13333E-04m* e L=30m; das barras horizontais (vigas) A =8.0000E-02m?,
I, =13334E —03m*, 1, = 2.6667E -04m*, 1, =1.0667E - 03m*, L,,, =8,00m, L,,, = 4,00m
L,, =4,00m. Na Tabela 6.12 e Tabela 6.14estdo mostrados os resultados da analise.

Observando que na Figura 6.13, a numeracdo dos nos estad em preto, a das barras verticais

em vermelho, a das barras horizontais em rosa. J& as acOes externas sdo F =30kN e

P =500kN .

L 800 |

P1 1 V1 P2

400

V3
\Z3

v2

P3 NL P4

L
| 47 |20 73 |

315 170 \. 315

Figura 6.12 — Pértico espacial em planta (dimensdes em cm)
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Figura 6.13 — Portico Enrijecido: (a) perspectiva, (b) discretizacdo

No proposito de validar os resultados, optou-se em discretizar o problema do
portico enrijecido  utilizando-se o pacote comercial ANSYS (versdo 12.1). Na
discretizacdo do problema (vide Figura 6.14), os pilares e vigas foram modelados
utilizando um elemento finito de barra (beam 4) e para a estrutura de contraventamento
(nucleo estrutural) foi utilizado o elemento de casca (Shell 63). Os resultados para as
reacbes de apoio estdo indicados na Tabela 6.12 (forca) e na Tabela 6.13, j& 0s

deslocamentos estdo apresentados na Tabela 6.14.

Tabela 6.12 — Resultados do SAPROMS NET x Ansys: Componentes de reagdes de apoio

(Forcas)
NG Fx (kN) Fy.(kN) F..(kN)
SPN ANSYS SPN ANSYS SPN ANSYS
1 470,713 476,08 -2,7718 -2,886 -0,5167 -10.114
2 500,969 501,41 -2,828 -2,8844 -2,6509 -2,9026
3 464,226 470,71 -3,8835 -2,5744 0,2566 0,8287
4 530,988 527,31 -3,9405 -2,579 -2,5878 -2,786
5 33,104 24,5 -16,576 -19,076 -24,5012 -24,129
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Tabela 6.13 — Resultados do SAPROMS NET(SPN) x Ansys: Componentes de reagdes de
apoio (Momentos e Bimomento)

NG My(kN) M, (KN) M(kN) M7(kN)
SPN | ANSYS| SPN [ANSYS| SPN [ANSYS| SPN [ANSYS
1 | 0481 |-058009| 05996 | 11.889 | -4420 | -a582 [ —— [
2 | 01689 | -0,17537 | 44567 | 48426 | -44864 | -a5812 | — |
3 | -0,00101]0,002327] -01755 | -0,8839 | -6,2714 | -41747 | — |
4 | -03626 | 048235 43021 | 47236 | 63204 | -41804 [ - |
5 13,0713 ND 166,601 ND -41,0712 ND 79,5456 ND

Tabela 6.14 - Resultados do SAPROMS NET(SPN) x Ansys: Deslocamentos U, — U, (m)
no sistema global

5 Ux.10° (m) Uy,.10° (m) U,.10% (m)

SPN ANSYS SPN ANSYS SPN ANSYS
1 -3,8498 -3,8928 5,8271 6,2381 0,6062 0,5261
2 -4,0148 -4,0184 5,8302 6,2403 12,1197 12,362
3 -3,8115 -3,8557 13,5499 10,99 0,6274 0,3498
4 -4,1828 -4,1673 13,5824 11,024 12,1674 12,407

Figura 6.14 — Pdrtico Enrijecido discretizado pelo ANSYS
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Pode-se observar uma boa coeréncia de resultados entre os modelos. Diferencas
podem ser observadas em alguns graus de liberdade ja que a representacdo numérica pelo
Ansys do nucleo é mais rigorosa ja que seu elemento finito (Shell 63) é desenvolvido a
partir de teorias de casca plana (superposicdo dos efeitos de chapa e placa). Ja o elemento
finito de ndcleo, discutido neste trabalho, é gerado pela superposicdo dos efeitos axiais,

flexdo e tor¢do ndo-uniforme em barras .

6.1.5. Grelha

Na Figura 6.15 estd indicado uma grelha cujas propriedades mecéanicas e
geométricas arbitrarias sao dadas por: Modulo de elasticidade longitudinal E; médulo de
elasticidade transversal G; momentos de inércia Ix, ly, e comprimento L.

Dados:

E = 10000, ksi G = 4000, ksi Ix= 1000 in* 1y = 1000 in*, L = 100 in e P = 10 kips.

I \N

Figura 6.15 - Grelha

Os resultados nodais desse exemplo podem ser comparados com outros dados na

literatura conforme indicado na Tabela 6.15

Tabela 6.15 — Esforgos e deslocamentos da estrutura de grelha
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Barra 01

Forca/Momento/Torgdo/Bimomento
(KN, kKN.cm, KN.cm, kKN.cm?)

Deslocamentos/Rotacdes (cm/rad)

Graus de Resultados Resultados Literatura (Gere e

Liberdade Obtidos Obtidos Weaver, 1981)
1 0,000E000 3,039E02 303,9
2 0,000E000 -1,311E03 -1311,5
3 0,000E000 2,404E01 24,04
4 -7,598E-03 -3,039E02 -303,9
5 5,095E-03 1,075E02 107,5
6 -3,551E-01 -3,972E-02 -0,0397

Barra 02

Forca/Momento/Torgdo/Bimomento
(KN, kKN.cm, kKN.cm, kKN.cm?)

Deslocamentos/Rotacdes (cm/rad)

Graus de Resultados Resultados .

Liberdade Obtidos Obtidos e
1 -9,136E-03 -2,923E02 -292,3
2 -4,832E-04 8,964E02 896,4
3 -3,551E-01 -9,963E00 -9,96
4 0000E00 2,923E02 292,3
5 0000E00 1,599E03 1598,7
6 0000E00 2,996E01 29,96

6.2. ANALISE DINAMICA

Nesta secdo sdo abordados exemplos de estruturas reticuladas em regime

dinamico.

6.2.1. Viga Engastada-Apoiada

Seja a viga de ago representada na Figura 6.16, cujas propriedades sé&o dadas por:

E =21x10"" N /m?, coeficiente de Poisson v = 0,3, densidade do material p = 7850kg / m3

e comprimento | =1me secdo retangular com b=h=0.1m, (é considerado o fator de

cisalnamento x=5/6). Trés discretizacbes sdo utilizadas (2, 4 e 16 elementos). Além

disso, na Tabela 6.16, estdo indicadas as freqiiéncias naturais dos quatro primeiros modos,

levando-se em conta os modelos de Euler-Bernoulli e Timoshenko.
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Figura 6.16 — Viga de aco

Os resultados, indicados na Tabela 6.16, mostram que quando se aumenta a

quantidade de elementos, os valores numéricos tendem a se aproximar dos resultados de

Antes (2004) obtidos utilizando MEC. Isto é devido ao fato que os resultados séo

calculados pelo MEF utilizando a interpolacdo das varidveis estaticas para 0 caso

dinamico.

Tabela 6.16 — Resultados do exemplo de viga comparados com os da literatura

2 Elementos 4 Elementos 16 Elementos Antes (2004)
-§ o o o o
= < |- = | £ - £ |- =] £ |- =
I5) - 32 ) (G — ) (G — ) - 2
=) c o O c o O c o O c o O
° 3 | E£E| 8 |=2£| 8 || 8 |5 ¢
z £ YR £ YR £ YR £ YR
= = = =
1 357,50 | 369,77 | 353,27 | 366,61| 352,58 | 366,38 352,5 364,6
2 1326,49 | 1326,48 | 1095,94 | 1194,71 | 1077,43 | 1187,33 | 1076,5| 1166,6
3 1336,95 | 1387,88 | 1301,37 | 1301,37 | 1293,57 | 1293,57 | 1277,2 | 1438,3
4 3582,97 | 3698,40 | 2206,21 | 2533,03 | 2091,28 | 2477,48 | 2084,9 | 2385,6

6.2.2. Trelica Plana

Seja a trelica plana da Figura 6.17 (Hutton, 2004), com as seguintes propriedades:

A =15in? E = 10 x 10° psi e densidade p =2,6x10™* Ib—s?/in*. J4 os comprimentos

das barras estéo indicados na Figura 6.17.
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Figura 6.17 — Exemplo dinamico para trelica plana

As freqliéncias naturais extraidas pela analise modal sdo dadas na

Tabela 6.17.
Tabela 6.17 — Frequéncias naturais da trelica

N.°do Frequéncias (Rad/s)

modo Formulagéo proposta | (Hutton, 2004)
1 767,0689750602614 767,1
2 2082,3121764039130 2082,3
3 2958,7107454452870 2958,7
4 4504,7934500527260 4504,8
5 6790,6909810416200 6790,9
6 7976,0223169196320 7975,9
7 8664,7474285174630 8664,5
8 8977,3679884473930 8977,4

6.2.3. Portico Plano

Nesta se¢do sdo investigadas as primeiras freqiiéncias naturais em problemas de
porticos planos. No primeiro exemplo tem-se um caso em que o efeito de deformacédo é
desprezado. Ja no segundo exemplo, um estudo mais amplo é analisado.

6.2.3.1. Pértico Plano sem Efeito do Cortante
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Seja o portico 2D da Figura 6.18 (Haitao, 2008) cujas propriedades das barras sdo:

E =200x10°Pa e p =8000kg /m®. Nesta analise tanto a deformagdo por cortante, quanto

a inércia de rotacdo sdo desprezadas. Trés discretizacdes (2, 4 e 8 elementos por barra) séo

utilizados. Na Figura 6.18 (b) esté ilustrada a segunda discretizacdo.

(a)

5.0m-

- X

S5.0m—~

‘W
'
SR

—~5.0m

- (h)

=

~—5.0m

I 3.0m

50m

Figura 6.18 — (a) Portico plano articulado em forma de cruz, (b) Discretiza¢do do portico

plano

Os resultados estdo listados naTabela 6.18, onde se verifica que quando o nimero

de elementos da discretizacdo é aumentado, os resultados tendem a se aproximar aos

encontrados na literatura.

Tabela 6.18 — Freqliéncias naturais do portico plano

Haitao

= 2 Elementos 4 Elementos 8 Elementos

S (2008)
>

= ) ) ) Euler/

o Euler / Bernoulli Euler / Bernoulli Euler / Bernoulli

= Bernoulli
1 11,38055192288719 | 11,33889769746121 | 11,33599692714683 11,33626
2 17,84320693299091 | 17,69122415283098 | 17,68079578559862 17,68079
3 17,84320693299091 | 17,69203511470484 | 17,68079578559862 17,68079
4 17,87250035153332 | 17,72031234039205 | 17,70940943255627 17,70940
5 50,3272786434215 | 45,52587438455527 | 45,35501703291902 45,34504
6 66,66771988014511 | 57,42491124704853 | 57,09583605234356 57,07463
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7 66,66771988014511 | 57,46891507762631 | 57,09583605234356 57,07463

8 67,08270569556231 | 57,77444844132203 | 57,41136296543444 57,38980

6.2.3.2. Portico Plano Tri-Engastado

Neste exemplo foi considerado o efeito do cortante. O pdrtico esta representado na

Figura 6.19, e as propriedades das barras sdo: E = 30 x 10° psi, %zg K =€ e o valor

2
de p é escolhido atendendo a relagéo ( El 4j =1.
PAL

As freqliéncias naturais sao analisadas em fungdo do indice de esbeltez das barras
(L/r), onde L € o comprimento e r é o raio de giragdo. Além disso, foi utilizada uma

discretizacdo de quatro elementos por barra, conforme é ilustrado na Figura 6.19 (b).

’_
=

77 Lecshsed Reesasscd e iy i
e —>le—— . —] e ——>l—— . —>]

(a) (b)
Figura 6.19 — (a) Portico plano e (b) discretizacéo

Os resultados estdo dispostos em: Tabela 6.19, Tabela 6.20 e Tabela 6.21. Todas
as analises levam em consideracdo a inércia de rotagdo. No primeiro caso é desprezada a
deformac&o por cortante (modelo de Euler-Bernoulli), j& no segundo esse efeito é levado

em consideracdo (Timoshenko).

Tabela 6.19 — Resultados das freqiiéncias versus indice de esbeltez 10.

\o (Euler-Bernoulli) (Timoshenko)
= ) Dong & ) Dong &
~ M. Resultados Obtidos Resultados Obtidos
Wolf (1971) Wolf (1971)
10 1 2,914569064131067 2,914 2,518654556927195 2,527
2 8,500720274083994 8,497 7,813891477645058 7,794
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3 9,759311240235608 9,754 8,598514748000495 8,579
4 11,607968559658980 11,59 10,30138376070195 10,26
S) 13,218917376673790 13,19 12,08151469959473 12,02
6 14,507506959457610 14,48 12,91820794210818 12,82
7 18,800517882660840 18,73 13,73674954142599 13,66
8 18,980512563619940 18,93 16,04686834377905 15,89
9 19,529465543482300 19,47 16,11930237881552 15,98
10 25,072311193310810 24,91 19,82564919408181 19,56
Tabela 6.20 — Resultados das freqiiéncias versus indice de esbeltez 20.

\E (Euler-Bernoulli) (Timoshenko)

5 M. Resultados Obtidos Dong & Resultados Obtidos Dong &

Wolf (1971) Wolf (1971)

1 2,955532807985245 2,955 2,833011515423295 2,839
2 11,678787982711100 11,67 11,01453341222689 11,03
3 13,127934591015320 13,12 12,28290420534873 12,29
4 17,515532657539820 17,50 15,96581622084058 15,97
5 19,983061674984890 19,95 17,74106426706484 17,76

20 6 20,691122700176280 20,67 18,22328299766238 18,24
7 23,996452069296880 23,94 23,43869007395278 23,29
8 28,314341738020440 28,22 27,35407171259541 27,15
9 29,235454366097810 29,13 28,39316921559601 28,19
10 | 33,020922877113080 32,87 31,54718262294293 31,29

Tabela 6.21 — Resultados das freqiiéncias versus indice de esbeltez 50.

\o (Euler-Bernoulli) (Timoshenko)

5 M. Resultados Obtidos Dong & Resultados Obtidos Dong &

Wolf (1971) Wolf (1971)

1 2,967634292559068 2,967 2,945937517869633 2,966
2 12,175718589428110 12,15 12,01884887464205 12,14

>0 3 15,132806450050420 15,09 14,86462810093484 15,08
4 20,761206117260130 20,68 20,25382375525630 20,66
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21,595739071514130 21,52 20,97290761920975 21,50

22,199716734582520 22,12 21,52361473384379 22,09

43,353473697509240 42,85 41,93547405687696 42,87

44,910334115341010 44,48 43,52293475409689 44,46

©| 00| N| O] O

53,468622150636170 52,84 51,34424214234615 52,83

10 55,674639894154230 54,81 52,86201912910866 54,87

6.2.4. Portico Espacial

Na Figura 6.20 esta indicado um portico espacial do qual se pretende encontrar 0s
dois primeiros modos assimétricos de vibragdo. Por isso, o portico foi discretizado em um
quarto de sua estrutura aplicando-se condigdes de contorno especiais. As propriedades das
barras sdo: E =219,9GN/m?, p=7,9x10%kg/m3 e L = 1m. Petyt (2004) sugere as
seguintes condi¢des de contorno no sistema global para a solucdo do problema: né 1,

prescrito em todos os graus de liberdade; nos 5 e 8, U,=6,=6,=0; noés 3 e 7

U, =U,=0.
L L, P8 SCm} secio  AA
_L‘ 7
LIZI <75
L Yo 50m}segéo BB
5
AB 4.L.
Br' 3 z
L /7777 /7777 ® 2 y
Azl M
77 /7777 ¢1 g

Figura 6.20 — Portico Espacial com sua discretizagdo

Tabela 6.22 — Resultados das frequiéncias obtidas para a viga comparados com os da
literatura

[ Nodo | Frequéncias (Hz) |
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modo Formulacéo proposta (Petit, 2004)
1 11,808629946896500 11,8
2 34,113926931438850 34,1

6.2.6. Vigas com sec¢éo de paredes finas

Nesta secdo, sdo investigadas frequéncias naturais envolvendo problemas de
barras de secdo transversais abertas compostas por paredes finas. No primeiro exemplo, é
estudado um perfil de aco duplamente simétrico, onde o efeito de deformagéo por cortante
é desprezado. J& no segundo exemplo tem-se uma barra com se¢do monosimétrica em que

a deformacdo por cortante foi incorporada no célculo das freqliéncias naturais.

6.2.6.1. Perfil I bi-apoiado

Neste exemplo (Voérus, 2004) é estudada uma se¢do duplamente simétrica, que

esta simplesmente apoiada, com suas propriedades listadas a seguir.

z(s) z(s)
L =2000mm; I, =1423¢°"mm*;  E=20e°GPa;
7777777777 - ss>  A=2848mm*; ) =6847e'mm*;  G=08¢°GPa;
. I, =1,943¢'mm*; 1, =1274e’mm*;  v=025,

o =8,0N sec’/ mm*
Figura 6.21 — Viga simplesmente apoiada

Para a analise desse problema, utilizou-se uma discretizacdo de oito elementos e
tomou-se uma frequéncia inicial de 6,942E-4 rad/s, com um incremento de 8.92E-4 rad/s
com 20 interacBes. Apds o processamento, o aplicativo vai listar os vetores de freqiiéncias
nodais. Na Figura 6.22 estdo plotados os resultados das amplitudes verticais do n6 central
para as sete primeiras freqiéncias. Convém notar que a Figura 6.22 indica a primeira
freqUiéncia natural identificada na 10.2 interagdo cujo valor é 8,72E-03 rad/s. Esse valor €
muito proximo do analitico de (VLASOV, 1961)
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—— Eyerimde Fregifnca

Figura 6.22 — Resposta Amplitude versus Frequéncia

6.2.6.2. Viga de parede fina semi-circular engastada

Na Figura 6.23 esta indicada uma viga de parede fina semi-circular engastada com
suas propriedades. Nesse exemplo foram utilizados com 3 discretizagdes com 4, 8 e 16

elementos.

—— 820mm ———*

a=24,5mm; A=308x10"°m?;
t=4,0mm; I, =92,6x10°m*;
Yg =155mm; I, =17,7x10°m%;
Zg =0,0mm; I, =152x102m;
L =820mm; I, =1,64x10"°m*;
m = 0835k /m; E = 68,9GPa;

jo =501x10 kg - m; G = 26,5GPa.

Figura 6.23 — Viga de parede fina semi-circular engastada com suas propriedades

Na Tabela 6.23 e Tabela 6.24 estdo indicados algumas freqiiéncias naturais da

viga, exceto os modos axiais de vibragéo.
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Tabela 6.23 —Inércia de rotacéo e deformacao por cortante incluidos

n M=4 M=8 M =16 Bercin&Tanaka(1997)
(H2) (H2) (H2) (H2)

1 | 63,6092677661 | 63,5417683854 | 63,5243628713 63,51

2 [ 137,0111602438 | 137,4474469243 | 137,6001333980 137,39

3 | 281,1129605071 | 276,9956369846 | 276,2689983909 275,82

4 | 496,7037716082 | 484,0813560302 | 481,9544242844 481,10

5 | 612,2836490946 | 630,8995472089 | 638,0319417798 639,76

Tabela 6.24 —Inércia de rotacdo incluida e deformac&o por cortante desconsiderado

n m=4 m=8 m=16 Friberg (1985)
(H2) (H2) (H2) (H2)

1 63,8564319024 | 63,7905156264 | 63,7735472674 63,76

2 137,1486402031 | 137,5900600591 | 137,7439044460 137,50

3 283,4292975084 | 279,3912931142|278,7113474431 278,20

4 499,7064129411 | 486,8330008815 | 484,8215766800 483,90

5 625,7898961481 | 647,4787729524 | 655,4515926202 657,30

Conforme se pode notar tanto na Tabela 6.23 quanto na Tabela 6.24, os elementos

aqui discutidos tem uma bom desempenho em relacdo aos apresentados em Bercin &

Tanaka (1997) e Friberg (1985).
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CONCLUSOES

Neste trabalho foi desenvolvido um ambiente amigavel para a analise estatica e
dindmica de estruturas reticuladas, com a opg¢do de anélise de interagdo da estrutura com o
solo, utilizando a linguagem Java para implementacdo dos métodos dos elementos finitos
(MEF) e elementos de contorno (MEC). Convém notar que a interacdo solo-estrutura foi
disponibilizada apenas para o regime estatico e analisada pelo acoplamento MEC-MEF.

Embora a solugdo de estruturas reticuladas com o uso de elementos finitos ja
esteja amplamente difundida, algumas técnicas e teorias aqui abordadas sdo pouco
conhecidas. Esse 0 caso da analise de pdrticos espaciais apoiados no meio continuo, que no
presente trabalho é proposta de analise pelo o acoplamento MEC-MEF.

Além disso, outra contribuicdo do presente trabalho é a apresentacdo das formas
explicitas das matrizes de massa do elemento finito de nucleo.

Apos a formulagdo analitica iniciada a partir das equagdes de energia, obtiveram-
se as matrizes de rigidez e de massa de cada estrutura reticular abordada neste trabalho,
bem como o0s seus respectivos vetores de forcas nodais, para o caso do solo a matriz de
contribuicéo foi obtida a partir da solugdo fundamental de Boussinesq-Cerruti, iniciou-se o
processo do desenvolvimento algoritimico para a criacdo do ambiente de célculo em Java.

A escolha da linguagem Java se deu em detrimento de suas inimeras vantagens
em relacdo as outras: é de facil desenvolvimento e compreensdo, é orientada a objetos,
possui uma vasta documentacdo e ferramentas para desenvolvimento, além de ser uma
linguagem robusta e estavel. Além disso, outro atrativo da linguagem Java é sua
portabilidade uma vez que sua execucdo independe do sistema operacional em uso. Outro
aspecto relevante do Java é a possibilidade de incorporar num cédigo HTML um applet
(programa desenvolvido para WEB), de tal forma que o célculo fica disponibilizado
diretamente numa pagina da internet.

Assim, o ambiente de analise proposto, chamado de SAPROMS NET, foi

essencialmente voltado para as etapas de pré-processamento e processamento, onde 0s
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dados da estrutura sdo coletados e os calculos da analise estrutural sdo efetuados,
respectivamente. A etapa de pds-processamento, embora tenha sido considerada, ndo foi
efetivamente implementada.

Sugere-se futuras contribuicdes a este trabalho principalmente no que diz respeito
ao refinamento da analise e incorporagdo do dimensionamento de estruturas, tais como
estruturas metalicas e de concreto armado, incorporacdo de algoritmos de decisdo (redes
neurais). Melhoria da interface com introducéo de ferramentas gréaficas desenvolvidas em
OpenGL. O presente trabalho pode vir a ser uma proposta de solugdo para solucdes de
parcelas dos problemas de engenharia estrutural que sdo comumente encontrados nos

escritorios de analise de calculo estrutural.
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APENDICE A

Nesta secdo estdo indicados os resultados das integrais e fungdes de forma
associadas as Eqs. (3.104), (3.105) e (3.106).
O primeiro conjunto de integrais é dado por:

Q' QQ, QQ; QQ,

L - Q2Q1 sz Q2Q3 Q2Q4
O.dx=
heoo=lloo a0, o oo X

QQ QQ, Q.Q, Q;

Onde as fungdes Qi séo:

Q, =22 _(sh-shcosh(a.x) +sinh(c.x)(ch—1))

G.1,)
r.a { [1 ch j . (Sh j }
Q,= cosh(a.x){ ———+L.sh |+sinh(a.x)| ——L.ch [+1-ch
(G.1,) a «a a
Q,= ((7;/.? ) (sinh(e.x).(ch —1)— sh.cosh(e.x) + a.sh)
0,= 1 {cosh(a.x).(ch—l)+Sinh(alx)_(|__shj+l—ch}
(G.1,) a a a

Resultando em:

~2

L
[Qldx= (é I"’;Z (~3ch.sh+3sh+ch?.a.L —2L.a +chal )
) .

X

~2

L
[QQ,dx= Y % __(~4+Lsh+8ch—sh.Lch+2chsha.L +L% che - 2Lsha —4ch? - L’a)
0

2(G.1,)?
L "Za
IQngdx = (é/ I. 7 (2(:h.sha— 2ash +shch —sh—ch’a’L+ La? + La —chLa)
0 X
L ~2
[QQudx=—"— (-4~ Lsha - 4ch” +8ch+ shLcha + L’cha” - L?a?)
! 2(G.1,)
L ~2
[Qidx=-——L— (~4La+2sh—20°L - 2sha”L” ~2ch’La’ +4Lcha’ + 2cha.L +
! 2a(G.1,)

2L ch?a +4Lch’a? —8Lcha? — 2sheh+4La? — Lshcha? + La®)
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L
IQZdix 2(GI) ( 4—al’ +8ch—2chsha.L +2shcha’L —4.ch? —2shLa® + Lsh.ch+
0

2Lsha—Lsh+chL%a)

L ~2

[Q,Qudx =7 (-6La+2sh+6Lcha —2shch+ L’cha® —3L%sha?)
0 2a(G.1,)*

L "Za

IQ;dx= (é/ I. E (ch.sh—4chash—sh+4ash+chLa—La+ch2a3.L—La3)
0 X

L ~2

[QuQudx = ——Z—— (-4 Lsha—4ch? +8ch— L’a” + shchLa —chLa?)
0 2G.1,)

L ~2

[Qidx= —ﬁ(%h —2La—2shch+4Lcha - LPshcha?® — 2Lcha —2sh.L2a? + o)
0 a X

O segundo conjunto de integrais é dado por:
V2 VYV, VV, VV,
(VARVAVARRVAY]
J‘Vlvjd _J‘ 223 2Ya e
valv V)V, V2 VV,
V)V, VV, VvV, V7
cujas funcdes interpoladoras Vi sdo:

v1=L[(sha|_ ch +1) + (—a.sh).x + (1 ch).cosh(a.x) + sh.senh(a.x)]

v, =2 K Lch— Shj +(1—ch)x+ (— Lch+ Shj cosh(a.x) + (1 +shL— Chj.senh(a.x)}
G.l, a a a a

V, = G7 ) [ - ch) + (ash).x + (ch — 1) cosh(e.X) — sh.senh(a.x)]

v, =LK$— Lj (1—ch).x+(L—$j.cosh(a.x) +(Ch_
a a

1j.senh(a:.x)}

Resultando em:

L 52

[Vifdx = 3(2/;7')2(—155h —3ch?al +12al +15chsh —3shar?L%ch —9chal + &L’ch® — o°L° +
0 %4 X

3sha?L?)
L "ZL
[Vav,dx =ﬁ(—12chzaL+1saL—21sh +21chsh + 2shL2ach —3chLa + sha? L2 )
0 a X

L ~2
AR =ﬁ(180tha—12aL+305h —30ch.sh —6sha?L2.ch—6cha.L +ch’ e’ —
0 a X

L +65ha’L?)
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L 52
[ViVdx =~ 7 (- 24-15shal + 48ch+15shal.ch— 24ch? —Beh?a L2 +3a°L* +
! 6a°(G.l,)

shcha®Ll? +3L%a%ch +2.sha’L?)
jv? - (G 5 7 (-18chsh—15sha?L’ch—18.L.a +18sh—12sh.*a? +2L%ch +
2L%%ch? +36ch’La —18L.a.ch+5L%a°)

L ~2
Ivzvgdx = %(— 24-15shal +48ch +15shal.ch — 24cha® —6a’ch’L® +3a’L% +
0 6a(G.1,)
chshl®a® +3chl?a? +2shL’a® )
L ~2
[VaVadx =7 — (18sh - 42al +12ch*Ler + 30chLer — 21sh?L2 ~18ch.sh -
0 6a°(G.1,)

6shL’a’ch + La® + La’ch? + 7TUcha’)
L ~2
[Vidx= 3((7;7”2(—15% —~3ch?La +12.La +15chsh —3she *L2ch — 9ch.a.L + a°L3ch? -
0 4 X

L3a® +3sha’L 2)

L ~D
[Vav,dx= - (7 |L) (- 215h ~12ch?aL +15al +21chsh + 2a?L?shch — 3chal + shL?a? )

0

L ~2

[Vidx= 7 — (~18chsh-15sha*L°ch—18a.L +18sh ~12sha?L® +2cha’L* +2ch?a’L’ +

. 6a°(G.1,)?
36ch’al —18cha.L +5a°.L°)

O terceiro conjunto de integrais € dado por:

Vl’}‘vl V].NVZ V].Nv3 VN
T (AU ATAAL
0 : 0 V3N1 V3N2 V3N3 V N

V,N, V,N, V,N, v4N4

4 ldx?

cujas funcdes interpoladoras Ni séo dadas por:

g _1E)er+-2-6p,)
' fat

z

N, =—2+"fatz (F1+22)-Z+1+383)
J - (+Z)-E2+Z+2+68)

: fat,
N, = 2+"fatz [C1+22)E +1+35,)]

Sendo, fat, =4(1+343,), E:Z—I_X—l.
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Resultando em:

L
[NV, dx = L __(480+240shLa —480ch—20a°shL® —608,sha’°L’ +
: 20(1+34,)G.1,a"L

120p,chl’a® -12043,°a® -304,chL’a*) + 20a° ,shL° +10a*L* +304,L a* +
7shL’a® —10cha*L*)

L ~
j N,V dx = 0,0083333y —(1440+120L°0” + 720L.crsh —1440ch —120ch..2.a” +
! (1+38,)G.1 a*L
3048,'a* —10ch.L*a* +6shl°a® +10.2* L* —304,chL*a* +154,shL°a°)
L ~
j NV, dx = S (-480+1208,°a” — 240a.sh.L +480ch—1203,cha’L? +
! 1+38,)G.1 a*L
308, a" —10L*a*ch+3sh.a®.L° +10L%a* —304,cha*L* +10,shL°a° + 20sha°L®
+60,a°L°sh)
L ~
j N,V dx = — 4 —(~1440-720L.rsh +1440ch + 308, *L* —
! 120(1+38,)G.1, oL
10chL’a* +4shL°a® +10L%a* —30, ch.a’ L* +154,shL°a® +120ch2a —120a2L?)
L ~
szvzdx :M(—wOﬁzchEaz +960+6L*a“ch—10sh.L2a® —304,a:°.L°.sh +
! 1+38,)G.l oL
15chp, L*a* +720shB, L.a —7208,ch—1808,2a% + 7208, ~120chL2a? —960ch +
600c.sh.L+4a’L* +158,a°L%)
L ~
j NV, dx = 4 (240 +60chL2a ~120shL. — 240ch — 40a°shL® —
! 60(1+34,)G.1 a*L
904, °a*sh+30L e B ch+11chL*a® + 29.0* L* + 60,1 a* +180a°L?)
L ~
J /4 2 2 4 4 22
NV, dx = — —480-1804, 1 2ar? +158, L a* —120aL2 —7208,ch +
! e 120(1+3ﬁZ)G.IXa4L( % 2 %
720, —120sh.La —4,chL*a* +480ch +6¢*L* —1804,cha?L? +154,cha’L* +
7208, La -10shL°a* —~308,a°shL?)
L ~
j N.V,dx = 4 (48012043, °? + 240shLa — 480ch +1203,*chL” +
! 20(1+34,)G.1 oL
308, a* —10chLia” + 7sh.L°a® +10.a* L* —308,chL a* + 203,5hL°a® — 20shL’a® —
604,shL°c"*)
L ~
j N,V,dx = — 4 — (1440 + 720shL o —1440ch + 308, L*ar* ~10a“ch L* +
! 120(1+38,)G.1,a’L
BshL°a® +10L%a* —30,chL*a* +15sh.8,°a° —120chL’a +1201%?)
L ~
S 4
N,V,dx = — 720,shLa — 7203,ch+960+720, +960ch —
! e 120(1+3ﬁZ)G.IXa4L( 2 % %

1803, 2a® —180.3,chL’a® —10shL’a® —308,shLa° +154, chL'a* —120chL?a? +

600shLa +6chL'a* + 4a*L! +154,L'a*)
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O quarto conjunto de integrais é dado por:

<
<
-
<

EN

2%

L ~ L
IViN~jdx=I
0 0

< <
S

Zo 20 2p 20

< < <

EN

Zo 20 2p 20

N

Z 202 20

< < <

EN

< w< <

Z 202 20
S
>

EN

<
S

EN

2Z0n
wn
axn
o

Cujas funcgdes interpoladoras

g ((1+&)E2+E-2-6p,)

1 =
faty

N, == [(1+82)-Z+1+35,)]

, =
2+ faty

N (1+E)(—EZ+E+2+6ﬂy)

3 =
faty

No=— = [L1+&2)E+1+35,)]

=
2+ faty

Sendo, fat, =4(1+38,) e E:Z—I_X—l

Resultando em:

L
[ViN,dx = Y (480+240shLa —480ch —20a°shL° — 60, sha’L® +
) 201+34,)G.1 'L

120,chL?a? 1208, a® —304,chL*a*) + 20a° ,shL® +10a°L* + 30, L'a* +

7shl°a® —-10cha*L*)

L A ~
j N,V,dx = — 0,0083333y (1440 +120120* + 720L.c.sh—1440ch —120ch L2 &% +
! 1+34,)G.1,a’L
304, L'a* ~10ch.L*a* +6shL’a® +10.a*.L* —304,chLia* +154,shL°a”)
L A ~
O /4 2 2 2.2
N,V,dx = —480+120.3, L 2a% — 240a.sh.L +480ch —1204,cha L2 +
! o (1+3ﬁy)G.Ixa4L3( Py Py
304, L'a* ~10L e ch + 3sh.a’.L® +10L°a* —304,cha ‘L +104,shL°a® + 20sha®L®
+604,°L’sh)
L 2 ~
j N,V,dx = 4 —(~1440-720L arsh +1440ch + 30 8,a* L* -
! 120(1+34,)G.1, &L
10chL'a* +4shL°a® +10L*a* —30, cha’.L* +158,shL°a® +120chL?a? ~120a°L%)
L A ~
szvzdx = —M(—mwycm}az +960+ 6L a“ch~10sh..’a® —304,a°.L sh+
! 1+34,)G.1,a’L

15¢h3, L*a’* +720sh 3, L.~ 7208,ch~180/3, L?a? + 7203, ~120chL?a —960ch +
600a.sh.L +4a*L +154,a°L")
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N~3V2dx

N~4V2dx

= L (240+60chL®® —120shL. — 240ch — 40a°shL®
60(L+34,)G.1 a°L

903, L*a’sh +30L e B,ch+11chL'a" +29.0* L* + 603, L'a* +180a>L? )

7; 2 2 4 4 2)2
= —480-180., 2% +158, L'a* —~120a° L% — 7208,ch +
120(1+3ﬁy)G.Ixa4L( Py Py Ay

7208, -120shLa —4f,chL’a* +480ch + 6a*L* —1808,cha’L? +154,cha‘L* +
7208, La ~10shL’a° —308,a°shL®)

/4 2 2 211 2
= 480-1208, L°a“ + 240shLoa —480ch +12048, “chL” +
2001+ 3ﬁy)G.|X014L3 ( ﬁy ﬁy

30f,L'a* ~10chL'a* + 7shL°a® +10.a* L ~30,chL'a* + 203, shL°a® — 20shL°a° —
604,shL°a°)

= S __(1440+720shLa —1440ch+ 30, La* —10a‘ch.L* +
120(1+34,)G.1,a"L

6shLl’a® +10L a* —SOﬁyChL‘loz4 +15sh.z3, L°a® -120chl’a® +120L2a2)

7
= 72043, shLa — 720 3,ch+ 960 +7203, +960ch —
120(1+3ﬁy)G.Ixa4L( Py Py Py

18043, L%a® —1804,chL’a? —~10shL’a® ~308,shL°a° + 15, chL*a* —120chL%a? +
600shLa + 6chLia +4a*L* +154,L'a*)
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