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Resumo

Nesta dissertacdo, apresentamos uma descricdo quantica de um circuito RLC mesoscépico
sem fonte. Com esta finalidade, modelamos este sistema para aquele de um oscilador harmo-
nico amortecido, que € descrito pelo Hamiltoniano de Caldirola-Kanai. Entdo, com a ajuda do
método de invariantes quanticos, resolvemos a equagdo de Schrodinger para este Hamiltoniano
e escrevemos as fungdes de onda correspondentes em termos da solugdo particular da equa-
¢do de Milne-Pinney. Também construimos estados coerentes para o circuito RLC quantizado,
e calculamos as flutuacdes quanticas da carga e do fluxo magnético, bem como o produto de

incerteza correspondente.

Palavras-chave: Circuito RLC. Sistemas mesoscOpicos. Estados coerentes.
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Abstract

In this work we present a quantum description of a mesoscopic RLC circuit without source.
For this purpose, we model this system for that of a damped harmonic oscillator which is des-
cribed by the Caldirola-Kanai Hamiltonian. Then, with the aid of the quantum invariant method
we solve the Schrodinger equation associated with this Hamiltonian and write the correspon-
ding wave functions in terms of a particular solution of the Milne-Pinney equation. We also
construct coherent states for the RLC quantized, and evaluate the quantum fluctuations of the

charge and the magnetic flux, as well as the corresponding product of uncertainty.

Keywords: RLC circuit. Mesoscopic systems. Coherent states .
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CAPITULO 1

Introducao

O problema do oscilador harmo6nico dependente do tempo se mostra muito importante, pois
sua solucdo exata apresenta uma extensa aplicacdo em varios sistemas fisicos [1-7]. Isso se
deve ao fato de que este problema se torna uma espécie de referéncia, ou digamos um modelo
para a solugdo de problemas em diferentes ramos na fisica. Com isso, o oscilador harmoénico
¢ um dos problemas mais interessantes no estudo da natureza. Dentre alguns exemplos de
aplicacdes podemos citar em Optica quantica com Colegrave e Abdalla [1], gravitagdo (expansdo
do universo) Lemos e Natividade [3] e Holstein [4], fisica molecular com Chumakov, Dodonov
e Manko [5], teoria de campos com Gao, Fu, Xu e Zou [6], entre outros.

Os sistemas quanticos dependentes do tempo sdo estudados desde o inicio da mecanica
quantica. Sua importincia ganhou tantos adeptos, que atualmente o estudo desse tipo de sis-
temas perseveram em vdrias partes da fisica, onde a cada década as novas descobertas geram
muitas outras aplicacdes em outros ramos da fisica. Dentre algumas descobertas temos: a des-
coberta do método integral de trajetéria em 1940, estados coerentes e comprimidos em 1960-
1970, a teoria dos invariantes quanticos dependentes do tempo na década de 1960, o efeito de
descoeréncia Zeno na década de 1970, o conceito de fase geométrica nos anos 1980, dinamica
das particulas quanticas em armadilhas e cavidade QED (eletrodindmica quantica) na década
1980, e os processos dependentes do tempo em dispositivos mesoscOpicos quanticos na década
de 1990.

Uma nova maneira de se explorar os sistemas quanticos de forma ndo estaciondria vém
crescendo ultimamente, sendo util em diversas dreas como por exemplo: teoria quantica de
campos, cosmologia e fisica de particulas elementares. Houve bastante €xito em muitos traba-
lhos, tanto tedrico quanto experimentais em problemas que envolviam dependéncia temporal,
em Optica quantica e fisica da matéria condensada entre outros. Um aspecto bem interessante
disso tudo € que a variedade de utilidades dos sistemas quanticos ndo estaciondrios faz com que
pesquisadores de dreas distintas da fisica troquem experiéncias entre si.

Trabalharemos nesta dissertacdo com sistemas do tipo oscilador harmoénico dependente do
tempo, abordando situagdes com a ajuda dos métodos de invariantes dindmicos e de transfor-
macoes unitdrias. Idealizado por H. R. Lewis Jr. e W. B. Riesenfeld [8-10] no fim dos anos

1960, o método de invariantes foi ttil em [11-14], nos quais nesses trabalhos foram usados
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uma classe de operadores invariantes para encontrar os estados quanticos de problemas envol-
vendo osciladores harmdnicos dependentes do tempo. Este método consiste em encontrar uma
relacdo entre autoestados de um operador invariante e solu¢gdes da equacao de Schrédinger cor-
respondente. Entretanto, nosso objetivo de pesquisa estd ligado a osciladores harmonicos que
de alguma forma possuam dependéncia com o tempo. Embora este problema tenha atraido
muita atenc¢do, solugdes da equacdo de Schrodinger com Hamiltoniano dependente explicita-
mente do tempo sdo possiveis apenas para situacdes particulares e, geralmente suas solucoes
sdo dificeis de se encontrar. Apds a descoberta desse método, o mesmo foi utilizado para varios
tipos de osciladores harmodnicos [15-19]. Aqui observamos que Hartley e Ray [20-23], usaram
a teoria de invariantes para obter as solugdes exatas da equacdo de Schrodinger em problemas
de osciladores ndo-lineares que dependiam do tempo.

O interesse e a rapidez com que esses sistemas tém sido estudados, colaboraram com gran-
des avancos em possiveis aplicagdes em nanociéncia, abrangindo dreas especificas como a nano-
fisica e a nanotecnologia (por exemplo: nanoeletronica), visando a fabricacdo e miniaturiza¢ao
de dispositivos eletronicos como circuitos, assunto que serd abordado em dois capitulos desta
dissertagdo.

Em 1926, Schrodinger descobriu o que veio a ser chamado de estados coerentes. Os estados
coerentes sdo estados de incerteza minima e que podem ser caracterizados como os estados que
tém flutuagdes quanticas iguais em um par de varidveis conjugadas. Os estados coerentes para o
oscilador harmonico foram utilizado por Glauber [24-26] para descrever o campo de radiacdo,
assim como também serviu para construir estados coerentes para potencias gerais nos trabalhos
de Nieto e Simmons [27, 28]. A generalizacdo dos estados coerentes para potenciais arbitrarios
foi sugerido por Schrodinger [29]. Schrodinger construiu nesse trabalho pela primeira vez os
estados coerentes para o oscilador harmdnico, bem como foi investigado os valores esperados
dos operadores momento € posicao.

Os estados coerentes de um oscilador harmdnico podem ser obtidos através de trés métodos

equivalentes:

(i) Operador aniquila¢do — os estados coerentes sao autoestados do operador aniquilagdo

(i1) Operador deslocamento D — nesse método, os estados coerentes sdo construidos a

partir da acdo do operador deslocamento no estado fundamental.

(iii) Incerteza minima — em mecanica quantica, representamos grandezas fisicas através

de operadores. Se temos os operadores posicdo g € momento p, estes definem uma relagdao de

comutac¢do e uma relacdo de incerteza. Isto serd mostrado no capitulo 3.
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1.1 Um olhar mesoscépico

Usualmente, a natureza € estudada em dois niveis de escalas diferentes, o nivel macrosco-
pico, onde podemos ver a olho nu e o nivel microscopico, onde se estuda na escala atbmica.
Com o avancgo de estudos de sistemas quanticos ndo estaciondrios, tanto problemas macroscépi-
cos quanto microscopicos t€m sido bastante estudados. No entanto, entre esses dois "mundos”,
existe um nivel intermedidrio chamado de mesoscdpico. Ainda ndo ha um rigor em definir as
"fronteiras"que um sistema mesoscopico pode ocupar, porém usualmente os sistemas tém entre
100 nm e 1000 nm.

Apesar de objetos mesoscOpicos € macroscopicos apresentarem um grande nimero de 4to-
mos, eles possuem diferengas bastante importantes. Um objeto macroscopico € descrito com
boa aproximacdo, classicamente, pela média das propriedades conhecidas do material do que
ele € feito. Por outro lado, um objeto mesoscopico, € descrito pelas flutuacdes em torno da
média, onde as leis cldssicas falham, assim a descricao quantica é necessaria para se estudar tal
tipo de sistema. Portanto, sistemas mesoscOpicos € microscopicos sao descritos pela mecéanica
quantica.

No final do século XX, o interesse em estudar nanociéncia propiciou um avango em pesqui-
sas, fabricacao e aplicagdes de objetos nanoestruturados. A ciéncia dos materiais modernos tem
crescido bastante nos ultimos anos, visando cada vez mais investigar sistemas estruturalmente
muito pequenos. Exemplos como semicondutores, materiais magnéticos e circuitos integra-
dos, mostram que esta drea cresce cada vez mais. Livros recentes escritos por Yosephy Imry
[30] e Supriyo Datta [31] s@o interessantes para quem se interessar saber mais sobre sistemas
mesoscopicos e suas aplicacoes.

Quando se estuda um circuito mesoscépico, um circuito LC representa um caso fundamen-
tal, ideal (sem dissipacdo). A descri¢do quantica de tal circuito foi discutido pela primeira vez
por Louisell [32] em 1970. Vale mencionar que, ao descrever o circuito, Louisell usou o comu-
tador [g, p| = ih, em que ¢ e p sdo a carga e a corrente do circuito, respectivamente. Fazendo
uma andlise dimensional, verifica-se que este comutador foi utilizado de forma incorreta e deve
ser modificado. Outros autores também t€m utilizado esse comutador incorretamente [33-36].

Aqui vale ressaltar que a introdugao de dissipacao em mecanica quantica tem sido realizada,
em geral, através de duas abordagens distintas: (1) uma abordagem fundamental na qual o sis-
tema de interesse € acoplado a um reservatério com um grande nimero de graus de liberdade
que leva o fluxo de energia do sistema ao reservatorio [32, 37-39], (ii) uma abordagem fenome-
nolégica em que a dissipagdo € introduzida, através do Hamiltoniano explicitamente dependente
do tempo [40, 41, 62, 63, 79, 80]. Neste ponto observamos que a primeira abordagem utiliza

métodos de aproximacao e considera um grande nimero de graus de liberdade, o que muitas
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vezes leva a cdlculos mais complexos. Por outro lado, uma vez que o principal interesse € geral-
mente focado apenas em alguns graus de liberdade, a segunda abordagem tem um formalismo
mais simples, conduzindo em geral, as solu¢des exatas.

Quando se envolve dissipa¢cdo, olhamos para outro tipo de circuito, este mais complicado,
o circuito RLC mesoscOpico. Dessa maneira, neste caso teremos que considerar o efeito da
resisténcia R do circuito ou seja, a dissipagdo. O fendmeno de dissipagdo é um assunto intrinse-
camente relacionado aos circuitos elétricos e requer atencao especial. Além disso, o estudo dos
efeitos quanticos e da quantiza¢do de um circuito RLC mesoscopico dissipativo € certamente

de grande interesse, tanto fisico quanto em aplica¢gdes no setor de alta tecnologia.

1.2 Organizacao desta dissertacao

No capitulo 2 desta dissertacdo, descreveremos o formalismo idealizado por Lewis e Ri-
esenfeld, chamado método dos invariantes quanticos. Este método tem a finalidade de obter
uma relacdo entre os autoestados do operador invariante e as solucdes da equagdo de Schro-
dinger correspondente para encontrar os estados quanticos de sistemas dependentes do tempo.
No mesmo capitulo, para mostrar a importancia da teoria descrita, aplicamos o método dos in-
variantes para um problema bastante importante, o oscilador harmo6nico unidimensional com
fregéncia dependente do tempo.

O capitulo 3, consiste basicamente em construir os estados coerentes para o oscilador harmo-
nico quantico unidimensional. Ao definirmos os operadores de criacdo e aniquilagado, escreve-
remos o Hamiltoniano do sistema em fun¢ao dos mesmos. Por fim, vamos analisar as flutuacdes
quanticas da posicao e do momento bem como o produto de incerteza correspondente.

No capitulo 4, iremos analisar o circuito LC (indutancia-capacitancia), que € um circuito
ideal onde nele nao ha dissipacdo de energia. Iremos mostrar de uma maneira clara e sucinta,
0s aspectos classico e quantico desse sistema. No mesmo capitulo, vamos explicitar o Hamilto-
niano do sistema em funcdo da carga armazenada pelo circuito e do fluxo magnético. Para isso
consideraremos o Hamiltoniano Caldirola-Kanai em um caso particular (resisténcia, R = 0).
Quando analisarmos o sistema quanticamente, as fun¢des dependentes do tempo, carga e o
fluxo magnético, irdo se transformar em operadores quanticos e satisfardo a relacdo de comuta-
¢do [Q, @] = ih.

O quinto capitulo, contém o principal resultado deste trabalho. Nele, faremos uma descri¢ao
quantica de um circuito RLC sem fonte. Com a ajuda do método dos invariantes quanticos e da
Hamiltoniana de Caldirola-Kanai, vamos resolver a equaciao de Schrodinger para este circuito

bem como escrever as equagdes de onda correspondentes em forma de uma solugdo particular
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da equacao de Milne-Pinney. Em seguida, construiremos estados coerentes para este circuito e
calcularemos as flutuacdes da carga e do fluxo magnético, como também o produto de incerteza
correspondente.

ApOs o capitulo 5, apresentamos nossas consideracdes finais. Devemos ressaltar que as pu-
blicagdes acerca de sistemas quanticos dependentes do tempo € bastante extensa. A bibliografia
citada neste trabalho, por mais que tenhamos nos esfor¢ado, certamente alguns artigos foram
omitidos. No entanto, esperamos que nossa bibliografia represente uma amostra consideravel

para esta dissertacdo.



CAPITULO 2

Método dos invariantes quanticos dependentes do

tempo

Neste capitulo fazemos uma revisdo da teoria quantica de invariantes dependentes explici-
tamente do tempo. Vamos rever algumas defini¢des como também as propriedades desta teoria,
onde resolvemos o oscilador com frequéncia dependente do tempo. Este método foi idealizado
por Lewis e Riesenfeld no fim dos anos 1960. O método consiste em assumirmos um operador
invariante, onde buscamos uma relacdo entre autoestados deste operador invariante e solucdes

da equacgdo de Schrodinger correspondente.

2.1 Breve historico sobre o desenvolvimento dos métodos invariantes

A descoberta de invariantes exatos (constantes de movimento exatas ou integrais primeiras
exatas) € de fundamental importincia para um dado sistema fisico (cldssico ou quantico). Um
ndmero suficiente de invariantes exatos implica em um comportamento previsivel da dindmica
do sistema fisico em questdo. Dinamica de sistemas quanticos, governado por Hamiltonianos
dependentes do tempo, tem chamado aten¢do por bastante tempo, principalmente nos estudos
de osciladores harmonicos unidimensionais dependentes do tempo [10, 16, 42-48].

Em 1880, o matemético ucraniano Vasilii Petrovich Ermakov (1845-1922), demonstrou que
algumas equacgdes diferenciais ndo lineares de segunda ordem sdo relacionadas de maneira sim-
ples e definida com equacdes diferenciais lineares de segunda ordem. Essa demonstracdo ficou
conhecida como o método de Ermakov [49].

Mais tarde, em 1930, W. E. Milne [50] desenvolveu um método andlogo ao método de
Ermakov para resolver a equacao de Schrodinger unidimensional levando em conta a estrutura
oscilatéria basica da func¢@o de onda de Schrodinger y(x). Desse modo, ele encontrou que a
equacdo diferencial ndo linear satisfeita pela amplitude de y(x) coincide com a equacdo obtida
por Ermakov. Vinte anos depois, em 1950, E. Pinney [51] apresentou a solucdo da equagao
de Ermakov-Milne, depois conhecida como equacao de Milne-Pinney, em termos das solu¢des

linearmente independentes da equagdo linear associada a essa equagao.
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O sistema Ermakov-Milne-Pinney foi reecontrado, em 1967, por Lewis [8] ao estudar o

movimento de um sistema caracterizado pela hamiltoniana dada por

Hy = (%e) [p*+Q(1)q%], 2.1)

onde ¢ e p sio respectivamente, a posicio e 0 momento canonicamente conjugados e Q2 () é
uma funcao arbitraria, a qual é chamada de frequéncia de um oscilador harmdnico dependente
do tempo, e € é um parametro real positivo. Lewis e Riesenfeld, descreveram um conceito de
invariante quantico, onde uma solucao da equacdo de Schrodinger é determinada pelo produto
de um autoestado do invariante / por um fator de fase dependente do tempo. Em relacido ao
operador /, Lewis e Riesenfeld descrevem que este operador admite um conjunto completo de
autoestados |A,k;t) com seus correspondentes autovalores A;,s, 0s quais sdo parimetros reais e
independentes do tempo como mostraremos na proxima se¢do. A evolugdo temporal do vetor

de estado y(g,t) é dada pela equagdo de Schrodinger

.0
H(t)y(q,1) = ih=y(q,1), (2.2)
onde H(t) é o operador Hamiltoniano explicitamente dependente do tempo. A seguir, vamos

apresentar o formalismo desenvolvido por Lewis e Riesenfeld.

2.2 Formalismo da Teoria de Lewis e Riesenfeld

2.2.1 Preliminares

O método desenvolvido por Lewis e Riesenfeld tem uma importincia fundamental na ob-
tencdo de estados quanticos de sistemas que dependem do tempo, no qual usa-se uma classe de
operadores invariantes exatos. No periodo de desenvolvimento deste método, pouco se abor-
dava o uso de métodos invariantes quanticos dependentes do tempo. Basicamente, o método
tem a finalidade de obter uma solucdo exata da equacdo de Schrodinger tomando um operador
invariante /, tendo esse operador as caracteristicas descritas abaixo. Um invariante quantico,
conforme descrito por Lewis e Riesenfeld, nos fornece uma solucao da equacio de Schrodinger
através de um autoestado do operador Iy (¢) multiplicado por um fator de fase dependente do
tempo. A seguir, descreveremos este método.

Considere um sistema descrito pelo operador Hamiltoniano explicitamente dependente do
tempo H (¢) e um operador invariante I(¢), que satisfaz a equagio

dl 1 ol

Z_EMM+§:Q (2.3)
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e a condi¢io I" = I, ou seja, I(¢) é Hermitiano. A condi¢io de Hermiticidade de um operador

nos diz que:
(1) Possui autovalores reais,
(1) suas autofuncoes sdo ortogonais, e
(ii1) suas fungoes formam um conjunto completo.

A descricdo de um estado quéntico de um sistema € feita através da func@o de onda |¥), a
qual deve satisfazer uma dada equacao, esta chamada de equagdo de Schrodinger. Vimos que
a evolucdo temporal do sistema pode ser descrita pela equacdo (2.2). Operando com o vetor

estado |y(¢)) em um dado instante ¢, na equagdo (2.3), obtemos

im0 y(0)) + 1. H] (1)) = 04

Tomando o segundo termo da equacdo acima,

1 H] (1)) = (IH — HI)|w(2))
= IH|\y(1)) — HI|w(t))

obtemos o seguinte resultado

0
1) = in (15 1w(0) ) = o)), 25)
Das equacdes (2.3) e (2.5), podemos reescrever a equagao (2.4) como sendo
.0
ih= (I1y(t))) = H(Iy(2))). (2.6)

Assim, se um operador invariante / atuar em um vetor de estado |y(r)) que satisfaz a equacao de
Schrodinger dando I|y(t)), esta agdo implicard em outra solu¢do da equagdo de Schrodinger.
O resultado acima € aceito para qualquer operador invariante. Caso contrario, ou seja, s€ 0O
operador invariante ndo apresentar termos que envolvam derivadas em relagdo ao tempo, temos

que buscar alternativas para que possamos satisfazer a equacao de Schrodinger.
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2.2.2 Autoestados e autovalores de um operador invariante quantico

Vamos representar os autovalores de I(¢), por A e seus respectivos autoestados associados
como sendo |\, k;1), sendo o indice k a representac@o de todos os outros nimeros quanticos que
necessitamos para determinar os autoestados do sistema.

Considere que o operador invariante (¢) faca parte de um conjunto completo de observaveis
os quais comutam. Isto implica que hd um conjunto completo de autoestados de I(z), entdo

podemos escrever a equagdo de autovalores para ()

1M Kit) = M ki), 2.7)

e a relagcdo de ortonormalidade

(N K5t h ki) = 8B, (2.8)
onde,
(i) |, k;t) sdo os autoestados do operador invariante /(z),
(ii) A sdo os autovalores do operador invariante /(¢), e

(iii) k sdo todos os nimeros quanticos diferentes de A.

Devido a condi¢io de Hermiticidade, I™ = I, temos que os autovalores A sdo reais. Por outro
lado, os autovalores sdo independentes do tempo como veremos a seguir. Efetuando a derivada
temporal da equacao (2.7), obtemos

ol d oA d
—|Nkt) TN kt) = — A k1) + A=A k;1). 2.9
S hkst) I [hokst) = S Aokst) 4+ A5 Aok 29)

Em seguida, utilizando a equag@o (2.3) sobre os autoestados |A, k;) resulta que

ol 1
= ki) + (E) [1,H]|\, k; 1) = 0. (2.10)

Podemos reescrever a equagdo acima, na forma

ol
ihEM,k;t>+1H\k,k;t>—7uH|?»,k;t>:0. (2.11)
Calculando o produto escalar da equagéo (2.11) com um estado |A',k’;¢), obtemos

ol

h{ N K :t
: < ’ ot

‘x,k;z> O Kt THIN k) — (N K3t AH A ks t) = 0, 2.12)
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o que implica que

ih <7J,k’;t % k,k;t> + NN Kt H N ks t) — M K st |HIA ks t) = 0. (2.13)
Simplificando a equagdo acima obtemos
in <7J,k’;z % A, k;t> + (N =N (N Kt |H | ks t) = 0. (2.14)
O resultado acima deve ter validade para A = A’. Entdo, a equacdo acima se reduz em
<k,k’;t %‘k,k;t> =0. (2.15)

O passo final para mostrar que os autovalores A, sdo independentes do tempo, serd fazer o

produto escalar da equagdo (2.9) com |A,k;¢), entdo

<7\,,k;t g'k,k;t> + <k,k;t I%‘k,k;t> = <7\.,k;l

ot
:><7»,k;t 2‘7»,lc;t>:%Oy,k;tpu,k;t)-l—7»<7u,k;t

%'k,k;t> —1—7\,<7\,,k;l‘
ot

d
E'k,k,t>

0
g'k,k,t>,

A, k;t>. Dessa maneira podemos

g‘k,k;t> -|-7u<7u,k;t

ot ot ot

onde, <7u, k;t

escrever que

9
ot

I%‘ A, k;t> ¢ equivalente ao termo ?\,<7\,,k;l

oA
E - <7\,,k,l

Assim, das equacdes (2.15) e (2.16) temos que

ol
g‘7»,k,z>. (2.16)

o _
o

Portanto, os autovalores de um operador hermitiano invariante sdo independentes do tempo.

0. (2.17)

2.2.3 Relacao entre os autoestados do operador invariante e as solucoes da equacao de

Schrodinger

Com todas as informacdes que obtemos anteriormente, podemos encontrar a conexao en-
tre os autoestados do operador invariante /(r) e as solugdes da equagdo de Schrodinger. Para
1Ss0, vamos reescrever a equagdo (2.9), sabendo que os autovalores do operador invariante sao

independentes do tempo, ou seja, o termo %—);|7\.,k;l> = 0. Entao
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Al d
S hkit) = (=15 k). (2.18)

Agora tomamos o produto escalar pelo autovetor |\, k’;7) resultando

ol 0
Il . —_ . _ .
<k,k,t —at‘x,k,t> (MK 5t |(A I)—at|x,k,t) (2.19)
ou ainda
ol d
!l . — _a/ !t .
<k,k,t —at’k,k,t> (A=A (N K'5t at|7\.,k,l>
0 0 ol
1oy, . Y 1oy, . _ I, .
:>k<k,k,t —at‘k,k,t> A <k,k,t —at‘k,k,t> <k,k,t at'k,k,t>. (2.20)

Utilizando a equacdo (2.14), podemos escrever a equacdo (2.20) da seguinte maneira

in(L—N) <7J,k’;z HI\, k;1). (2.21)

J X o / A
glk,k,t>—(k—7u)(k,k,t

Na equagdo acima, fazendo A # A/, concluimos que

%‘K,k;t> = (N K';t|H|\ ks ), (2.22)

onde esta equagdo € vdlida somente para o caso A # A’. No entanto, se essa mesma condi¢do

it <N,k’;t

fosse aplicada quando A = A/, claramente podemos dizer que |A,k;f) satisfaz a equagdo de
Schrodinger. Este resultado nos diz que |\, k;7) é uma solugdo particular para a fungio de onda
().

Para eliminar essa restricdao, fazendo com que o estado do sistema permanega invariante,

utilizaremos um fator de fase, o qual vai mudar a fung¢do de onda y(z) para uma nova fungo,

(1), (2.23)

onde Y(¢) e () representam o mesmo estado quantico.

Em relagdo ao autoestado |A, k;¢) ndo fixamos o fator de fase, entdo temos a liberdade de de-
finir um novo conjunto de autovetores de /(¢). Assim, podemos multiplicar |A,k;¢) por um fator
de fase arbitrario dependente do tempo, implicando em um novo conjunto de autovetores de ()
que estdo associados ao nosso conjunto inicial de autovetores, através de uma transformacao de

gauge dependente do tempo como sendo

N k;t)g = e MO, k1), (2.24)
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onde oy, (¢) sdo fungdes reais arbitrarias dependentes do tempo. Vale lembrar que o operador
invariante /() ndo possui derivadas temporais e que também os autoestados |A,k;¢) sdo orto-
normais [veja equacdo (2.8)]. Dessa forma, os autoestados |A,k;t)q da equagdo (2.24) serdo
também ortonormais. Para A # A/, a equagdo (2.22) serd verdadeira para elementos de matriz
obtidos em relagdo aos novos autoestados. Escolhendo as fases oy, (¢) satisfazendo a equagdo

(2.22) para A = X/, cada um dos novos autoestados satisfara a equagido de Schrodinger. Ento,

esta condi¢do nos leva a escrever a expressao abaixo (ver apéndice A.1):
: do,
lh&;\/;\'skk/ AE _ 7\‘/, k’;t

. |
I (lhg —H) ‘k,k,t> . (2.25)

Para que a equacdo acima seja satisfeita, os estados |A, k;t) devem ser escolhidos de tal forma

que o lado direito da mesma seja igual a zero para k # k’. A diagonaliza¢do € sempre possivel

j& que o operador ih% — H é Hermitiano, entdo as fungdes de fase oy () satisfazem a seguinte
equacao

do,

Ak <7\,, k;t

.0

Dessa forma, o novo conjunto de autoestados do operador invariante /(¢),

7\,,k;t> . (2.26)

A, k;t)q, satisfaz a

equacdo de Schrodinger e podemos escrever a solucdo geral da seguinte maneira:

(1)) = Y ene O kst), (2.27)
Ak

onde |y(t)) é o vetor de estado soluc¢do da equagdo de Schrodinger, ¢y sdo coeficientes inde-
pendentes do tempo e |A,k;7) sdo os autoestados do invariante /(7). A equagdo (2.27) mostra

que os autoestados do operador invariante /(z) sdo solu¢des da equacdo de Schrodinger.

2.3 Aplicacao do método de invariantes para o OHDT unidimensional

Nesta secdo utilizamos o método de operadores invariantes desenvolvido por Lewis e Rie-
senfeld para sistemas fisicos harmonicamente oscilantes. Nesse caso, considerando uma parti-
cula que realiza pequenas oscilacdes em uma dimensdo, com Hamiltoniano dado por

1 1

H() =5~ pr+ Emooz(t)qz, (2.28)

onde g representa a coordenada candnica, p € o momento canonicamente conjulgado a g, m é
a massa da particula e ®(z) é a frequéncia angular dependente do tempo. As varidveis p e g

satisfazem a relacdo de comutacdo canonica
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lq, p] = ih. (2.29)

As equagdes candnicas do movimento sao dadas por

g=5-=" (2.30)

p=—— = —m(oz(t)q. (2.31)

g=—, (2.32)
e substituindo a equagdo (2.31) na equacdo acima, obtemos a equacdo do movimento deste

sistema como sendo

j+*(1)g=0. (2.33)

O invariante exato correspondente a Hamiltoniana (2.28) € dado por [15]

1_1
2

2
(g) +(pp— mpq>2] , (2.34)

onde ¢ é uma fun¢io do tempo que satisfaz a equagdo (2.33) e p(z) é uma fungdo real que

satisfaz a equagao auxiliar (ver apéndice A.2)

. 2 o
p+o(t)p = pRrEE (2.35)

Podemos reescrever a equagao de autovalores (2.7) na forma

onde ¢,(q,t) sdo autofuncdes de /(f) que formam um conjunto ortonormal completo corres-
pondente para os autovalores independentes do tempo A,,. Tomando a equagdo de Schrodinger

dependente do tempo (2.2),

HOW(q.1)) = in s 1y(a.0),

e usando o operador, p = —iha%, escrevemos a equacgao (2.28) na forma

H(t)——ﬁa—er1 o’ (1)q* (2.37)
= Tomag T e '
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De acordo com o formalismo de Lewis e Riesenfeld, a solu¢do da equacdo de Schrodinger,

Y, (q,t), estd relacionada com ¢, (g,?) pela expressao

Wa(q,1) = € (g,1), (2.38)
onde a,(7) é a fungdo de fase que satisfaz a equacéo

do, (1) )
h— _<¢n (zhE—H)

Portanto, cada (g, t) satisfaz a equagio de Schrodinger, sendo a solugdo geral da mesma dada

¢n> : (2.39)

por

v(g.t) =Y cne®dn(q,t), (2.40)

onde ¢, sdo constantes independentes do tempo.
Para obtermos a funcdo de onda de Schrodinger exata para o Hamiltoniano do oscilador
unidimensional dependente do tempo (2.28), vamos utilizar uma transformacao unitaria dada

por

(1) = Udn(q:1), (2.41)
onde o operador unitdrio é dado por
_imp 2
U=e¢e M7, (2.42)

Aplicando a transformagao unitédria sob o operador I, ele se transforma em I/, de acordo com a

expressao abaixo (ver apéndice A.3):

I'=UIU", (2.43)

com
o, 1¢ r P o
— P ety =t
27 dg*  2p? 20062 2

onde a varidvel independente ¢ = ¢/p. Entdo, com a transformagfo unitdria, a equacdo de

I'= (2.44)

autovalores (2.36) fica

I'd;,(q,1) = My, (q,1). (2.45)

Com a defini¢ao da nova varidvel independente, G, escremos a equagdo (2.45) na forma

i
{—7@ + 7} 9n(0) = 1,0,(0), (2.46)
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ou
2 1 )
352 + ?(27\% —0 ) (Pn(c) =0, (2.47)
ou ainda
I/(Pn(c) = kn(pn (G), (2.43)
com
, 1 1
q)n(CIat) = W‘Pn(c) = W(PH(Q/p)- (2.49)

O fator 1/ pl/ 2 foi introduzido na equacdo acima para satisfazer a condicdo de normalizagio

[ 4 @naandg= [ ei()e.(c)do = 1. 250

A equacgado (2.47) representa uma equacdo de Schrodinger unidimensional independente do

tempo, com soluc@o dada por

1 2 1\?
S B —6°/2h Z
0, (0) L:I/Zhl/znzzn} e H, (h) o, (2.51)

onde os autovalores A, sdo dados por

2

Aqui, H, € o polindmio de Hermite de ordem n. Agora substituimos o resultado encontrado na

Ay = (n + 1) . (2.52)

equagdo (2.51), @y, na equagdo (2.49), para encontrarmos ¢/,(¢,t), como

'(g,1) = ! " /ey | (] & (2.53)
0,(q,t) = m e n|\ 7 5 .

Portanto, de acordo com as equacdes (2.41), (2.42) e (2.53), onde ¢,,(¢,1) = U ¢/, (¢,t), obtemos

1 1/2 %<9+4)q2 1\2 g
P A\ P " mp2 H — =
onla) = [ cmye] O (7)

A equacdo (2.54) representa as fun¢des de onda de um sistema dado pelo Hamiltoniano (2.28)

(2.54)

e pela equagdo de Schrddinger (2.2). Estamos em busca da solugdo geral y(g,t) dada pela
equagdo (2.38), entdo nosso préximo passo serd acharmos as funcdes de fase o, (1).
Para calcular as funcdes de fase o, (7) que satisfazem a equacdo (2.39), devemos realizar

uma transformacao unitéria no lado direito da equagao (2.39).



2.3 APLICACAO DO METODO DE INVARIANTES PARA O OHDT UNIDIMENSIONAL 16

Para eliminarmos ®?(¢) na hamiltoniana H (z), usamos a equagio auxiliar (2.35), w*(¢) =
(1/m*p*) — (p/p). Sabendo que ¢/,(¢,1) = (1/p'/?)@.(g/p) da equagdo (2.49), obtemos (ver
apéndice A.4)

. r
hoi, (1) = <(pn —m—pz (pn>. (2.55)
De (2.39) e com a condi¢ao de normalizagdo @, teremos
1 1 L R

Portanto, das equacdes (2.38) e (2.54), podemos explicitar a solu¢do exata da equacdo de

Schrodinger (2.2) como sendo

. V2 m(o, i) 7
W(g,1) = %) {;p} e%(ﬁmPZ)an[(%) g]. (2.57)

Tl /212100

Dessa maneira, escrevemos a solucdo geral da equagdo de Schrodinger da seguinte forma:

W(g,1) =Y caWalg,1), (2.58)

onde y,(g,t) é a representacdo do vetor de estado que € solu¢do da equacdo de Schrodinger e

¢, sdo coeficientes independentes do tempo.
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CAPITULO 3

Estados coerentes

Neste capitulo, vamos construir os estados coerentes para o oscilador hamonico simples
quantico unidimensional. Faremos uma revisdo da teoria quantica de um oscilador harmdnico
em termos dos operadores a e a', para reescrever o Hamiltoniano do sistema em funcio dos
mesmos. Vamos também calcular as flutuagdes quanticas da posi¢do e do momento bem como

o produto de incerteza.

3.1 Origem dos estados coerentes

Schrédinger em 1926, interessou-se em encontrar uma determinada classe de estados da me-
canica quantica que mostrasse, de alguma maneira, o comportamento cldssico de um oscilador
harmonico. Em outras palavras, a energia média de um oscilador em um dado estado € igual a
energia correspondente cldssica (menos a energia do ponto zero em mecanica quéntica iw/2) e
as médias da posicao, g, e do momento, p, tem a mesma forma oscilatdria que no caso cldssico.
Nesse mesmo ano, Schrodinger apresentou trabalhos muito importantes [29], para resolver o
atomo de hidrogénio.

Em seus estudos, Schrodinger percebeu que a distribuicao gaussiana de uma fun¢ao de onda
pode ser obtida de uma determinada superposi¢do das fungdes de onda correspondentes aos au-
tovalores discretos do oscilador harmonico, onde esses novos estados seguiam o movimento
cldssico. Nessa época, ndo se conhecia a natureza da amplitude de probabilidade da fungdo de
onda, e por isso a natureza complexa da funcdo de onda chamava a aten¢do de Schrodinger.
Para ele, uma motivacdo bastante relevante era da possibilidade de descobrir estados quénti-
cos que comportavam-se como no movimento de uma particula cldssica em um dado potencial.
Dessa maneira, apesar do principio de incerteza ndo ser conhecido até aquele momento, os es-
tudos de Schrodinger resultaram na descoberta que se assemelha em uma espécie de método
de incerteza minima, chamado estados coerentes. Na literatura, os estados coerentes sdo tam-
bém chamados de estados de incerteza minima, estados coerentes de Schrodinger ou estados
coerentes de Glauber.

Os estados coerentes tornaram-se bastante conhecidos na década de 60 devido aos trabalhos
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de Klauder [52], Sudarshan [53] e Glauber [26]. Este ultimo por sua utilidade em descrever o
comportamento do campo de radiagdo.

Glauber prop0s estados coerentes para um oscilador harmonico, onde consequentemente
viraram um modelo para uma grande parte dos estados coerentes nos seus trabalhos [24-26],
como também serviram no trabalho de Malkin, Man’ko e Trifonov [54]. O estado coerente
do oscilador harmonico simples considerado por Schrédinger [29], segue 0 movimento de uma
particula cldssica. Estados coerentes de um oscilador harmdnico com frequéncia dependente do
tempo foi investigado em [23, 55].

Os estados coerentes formam uma representacdo muito conveniente para os problemas da
mecénica quantica, tomando por exemplo o oscilador harmoénico. Podem ser abordados na
literatura de trés maneiras equivalentes: método do operador deslocamento, método do operador

aniquilagcdo e o método de incerteza minima. A seguir descreveremos estes métodos.
(i) Método do operador deslocamento

Por defini¢do, o operador deslocamento € dado da seguinte maneira:

D(a) = e(a'~aa), 3.1)

onde D(a) é o operador deslocamento dependente de o, onde o0 é um nimero complexo, a e
a' sdo os operadores de aniquilacio e de criagdo, respectivamente. Observamos que o operador
deslocamento é um operador unitario, ou seja, DD =1.

Neste método, para o oscilador harménico, os estados coerentes, |a), sdo obtidos a partir
da ac@o do operador deslocamento, D, no estado fundamental, |0). Para isso, vamos recorrer a
formula de Baker-Campbell-Hausdorff dada por

B AB1/2AB] L K

para escrever D(a), onde K é uma soma de produtos de comutadores de n-ésimo grau, e a
equacio acima é vilida quando A e B comutam ([A, [A, B]] = [B, [A,B]] = 0). Fazendo A = aa’
e B = —0*a, temos que

*

D((X) _ efl/Z\Q\ze(xa*ef(x a

Assim,
o) = D(e)]0) = e~ e =)

(~oa)”

n!

_ efl/Z\Q\ze(Mf Z |0>

n=0
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_ efl/2|0c|ze(xaT ’0>

S TEL S >]
oVl L vl 7]
portanto os estados coerentes sao dados por
D)) = e HoPy Xy =
(@)[0) = e 1Y =) = o)

Sao propriedades do operador deslocamento:
(a) D' (o) = D~ !(a) = D(—a);
(b) D (a)aD(at) = a + o
(c) DT (a)a’D(a) = a’ + a*;

(d) D(0t+B) = D(0))D(B)e (@),

Mais detalhes sobre estas propriedades citadas acima, ver apéndice B.

(i1) Método do operador aniquilacdo

19

(3.2)

No oscilador harménico, os estados coerentes, |a), também sdo os autoestados do operador

de aniquilacao, a, como segue abaixo:

D(0))D' (av)aler) = D()D' (ar)aD (@) 0) = D(er)(a|0) + 1|0)) = aD()[0) = atfex),

assim,

alo) = ooy,

onde, D'(at)aD() = a+ ., al0) =0 e |a) = D(a)|0).

(iii) Método de incerteza minima

(3.3)

Para o oscilador harmonico, as varidveis cldssicas g e p variam conforme sen(wt) e cos(wr).

Do ponto de vista da mecanica quantica, essas varidveis cldssicas se transformam em operadores
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quanticos, onde estes operadores definem uma relacdo de comutagdo e uma relacao de incerteza

minima dadas respectivamente por,

lq,p] = ih, (3.4)

(Aq)(Ap) = g (3.5)

3.2 Oscilador harmonico quéntico

Nesta sec¢do, vamos estudar as caracteristicas de um oscilador harmoénico com potencial

unidimensional dado por

V(g) === ¢ (3.6)

onde k = mm?.

Vamos agora, resolver o oscilador harmonico pelo método algébrico. Durante a resolucdo,
inserimos algumas definicdes que serdo de grande importancia para se obter os estados coeren-
tes de um oscilador harménico.

Comecamos entdo escrevendo a equagdo de Schrodinger independente do tempo com o

Hamiltoniano contendo o potencial (3.6):

Pod mo?
H\|I— <—%d_q2+7 )W—E\P (37)

Na teoria quantica de um oscilador harmonico, é conveniente tratarmos este problema em ter-
mos dos dois operadores a e a'. Definindo os operadores aniquilacdo, a, e criacdo, a', em

fun¢do do operador momento, p, e do operador posi¢do, g, teremos

1

a=——(mwqg+ip), 3.8
2m0)h( 9+ ip) (38)

e

1

T_ .

a' = ———=(mwg—ip). 3.9
2mwh( 9= ip) 3-9)

Os operadores acima podem criar ou aniquilar um quantum de energia (E = i®). Somando
e depois subtraindo as equacdes (3.8) e (3.9), obtemos os operadores posi¢do € momento em

funcdo de ae a’
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(a+a"), (3.10)

p=—i\/m§)h(a—a7)- (.11)

Podemos mostrar a relagio de comutacio [a,a'], que vai ser ttil quando quisermos expressar

o Hamiltoniano em termos dos operadores criacdo e aniquilacdo, através das equagdes (3.8) e
(3.9)

1
- 2, 2
aa' = 5 —[(mog)” +imo|p,q]+ p°], (3.12)
(&
1
fo_ 2 . 2

Sabendo que [p,q| = —ifi, obtemos

la,a'|=ad" —a'a=1. (3.14)

Reescrevendo a equacao de Schrodinger (3.7) na forma

H L4 2+( 0g)? E (3.15)
= — _— m = .
podemos escrever o Hamiltoniano como sendo
_ 1o 2 _ho s i
H= 2m[p + (mogq)°] = 5 (a'a+aa"). (3.16)

A equagio acima é obtida facilmente isolando os termos p? da equacio (3.12), e (mwg)? da
equacdo (3.13), depois basta somar esses dois termos para se chegar na equacdo (3.16). O

Hamiltoniano pode ser escrito como

1
H = ho (a*a+5>, (3.17)

visto que de (3.14) obtemos aa’ = a’a+ 1. Dessa maneira, podemos escrever a equagio de

autovalores

he (MH%) n) = Eu|n). (3.18)

Definimos nosso conjunto |E,) = |n), entdo os diferentes niveis de energias possiveis de um

oscilador harmonico € dado por
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1
E,=ho <n+§),n:0,1,2,..., (3.19)

assim, podemos escrever (3.18) de outra maneira de forma que

taly = (£ _ L
a'aln) = (hw 2) n). (3.20)

Percebemos entdo que o termo que corresponde a um autovalor na equacio acima, n, pode ser

visto também isolando n na equagdo (3.19). Portanto podemos dizer que

a'aln) = n|n), (3.21)

onde comprovamos que o autoestado de energia é um autoestado de a'a com autovalor n. O

operador a’a é conhecido como operador niimero, N, ou seja,

N|n) = n|n), (3.22)

onde N = a'a. Os niveis de energia do oscilador harménico sdo igualmente espacados, subimos
e descemos os estados de energia utilizando os operadores a e a'. O operador N comuta com
H, dessa maneira eles possuem autoestados simultaneos. Os autovalores de N sido conhecidos
como sendo 0, 1,2, ..., e denotamos os autoestados correspondentes para os autovalores n como
sendo |n). Abaixo, seguem as propriedades de |n):

(a) a|0) =0;

(b) a|ln) = \/njn—1);

(c)a'|n) =vn+1|n+1);

(d) |n) = (a/v/n!)|0);

(e <n‘n/> = 8n,n’;

(f) Y,y = 0|n)(n| =1, onde I é um operador identidade.

Os estados coerentes do oscilador harmodnico pelo método do operador aniquilagdo é dado
por [28]

w=e Y LAY (3.23)
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Vale dizer aqui que o pertence ao conjunto dos nimeros complexos. As principais proprie-

dades dos estados coerentes Sao:

(a) Dois distintos estados coerentes, |o) e |B), ndo sdo ortogonais:

(o B) = e~ 2o +Po =3B, (3.24)

a sobreposi¢do (o) nunca € zero.
(b) O conjunto |a) é linearmente independente.

(c) O conjunto |at) é completo, onde temos uma relagdo de completeza dada na forma:

1
. / o) (oo = T, (3.25)
sendo I um operador identidade.
Mais detalhes sobre essas propriedades veja Howard e Roy [56].
Agora, vamos calcular o valor esperado de ¢ para os estados coerentes |o). De (3.10), temos

que

no\1/2 . no\ 12
. _ * [0t —imt
(alglo) = <_2m0)> (ala’ +a|o) (_2m0)> (o "™ +oe™™)

= (ﬂ)) [0 (cosot + isenmt ) 4 al(coswt — isenot)). (3.26)
m

Fazendo o = u + iv, e substituindo na dltima equagdo, observamos que
1

Ao\ 2
(otfglay = <—) [ucosot + iusent — ivcosmt + vsenot
2mm

ho\2
+ucosot — iusenwt + ivcosmt + vsenot| = (m) [2ucoswt + 2vsenmt|
m

1

2%\ 2

= (—Z) || [cos@tcosd + senwtsend], (3.27)
m

onde

o] = Vu? +v2; (3.28)

0 =arg(o); (3.29)
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cosd = u/\ u? +v2; (3.30)

send = v/ u +v2. (3.31)

Assim, sabendo que, cos®tcosd + senwtsend = cos(wt — ), podemos escrever a equacao (3.27)

da seguinte maneira:

2ho|o)?

(olglo) = ( o )2 cos(ot — §). (3.32)

0t — oo, tal que 71 ot|> —

Do ponto de vista de Glauber, o limite clédssico, € obtido quando 2 — 0,

finito. Entdo, podemos escrever a equagdo (3.32) de maneira que

(ot|g|lay = Acos(ot — @), (3.33)
onde A € uma constante. Note, que esta solucdo mostrada acima, € exatamente a solu¢cdo do

oscilador harmonico simples. Analogamente, podemos mostrar que

2ho|o)?

<oc|p|oc>:—mw( s ) sen(wt — 0), (3.34)

onde novamente no limite de Glauber, para este caso teremos

(o play = —mwAsen(wt — ), (3.35)

onde esta equagdo representa o0 momento cldssico do oscilador.

Tomando a equagdo (3.17), podemos calcular o valor esperado da energia quantica H como

sendo
1 ho
(o|H o) = <oc ho (aTa—f— 5) oc> = ho(at|a’ alo) + —(oor).
Dai,
5  ho
(aH|o) = hola” + > (3.36)

Da equagdo (3.36), podemos mostrar o Hamiltoniano cléssico H., que € a energia:

E =H,. = (a|H|o) — (0|H|0) = holo|. (3.37)

Para se obter o valor esperado de p ({p)), (¢*) e (p?), procedemos da mesma maneira que

vimos na equagio (3.27). Obtendo (p), temos que
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(o plo) = (2mhw)'/?(veosor — usenor). (3.38)

Calculando (g?), temos

h
(ot|g?|ot) = — (2uPcos* oot + 2v2sen* ot + duvsenwtcosor +1/2)
m@®

2

= (u*cos® ot +vZsen* ot + uvsenorcosor + 1/4),
m
entao,
2l = (PP o or — o)+ ! (3.39)
= 0 — — . .
1 me 4|0
Calculando (p?), obtemos
(a|p?|ar) = (moh)[2v*cos* ot + 2u’sen* ot — duvsenotcosot +1/2]. (3.40)
Sabendo que,
(89)* = (¢*) — (a)?, (3.41)
e também que
(Ap)* = (p*) = (p)*, (3.42)
finalmente, podemos calcular as flutuagdes em g e p para os estados coerentes |ot), tal que
h
Ag)? = — 3.43
e
oh
(Ap)? = (’"T> . (3.44)
Dessa maneira, para finalizar, temos que o produto de incerteza € dado por
h
(Ag)(Ap) = 3. (3.45)

De (3.45), observamos que os estados coerentes, sdo estados de incerteza minima. Isto
implica que a forma e a propriedade incerteza minima do pacote de ondas sdo preservadas no

decorrer do tempo.
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CAPITULO 4

Quantizacao de um circuito LC

No presente capitulo, vamos resolver classicamente e quanticamente o problema de um
circuito LC (indutincia-capacitancia). No caso cldssico, encontraremos facilmente que a carga
Q e o fluxo magnético ® (por defini¢do) sdo fungdes do tempo. J4 no caso quantico, a carga € o

fluxo magnético aparecerio como operadores quanticos, ambos em fungdo de a e a'.

4.1 Consideracoes iniciais

Nos anos 70, Louisell [32] foi o pioneiro em discutir a evolug¢do temporal e os efeitos quan-
ticos de um circuito LC (indutor, L e capacitor, C). Aqui, vale mencionar que ele usou o
comutador [g, p| = ih, em que ¢ e p sdo a carga e a corrente do circuito, respectivamente, e /i é a
constante de Planck (%) dividida pelo fator 27t. A partir de uma anélise dimensional, se verifica
que este comutador € incorreto e deve ser modificado. Como ja citamos na introdugdo desta
dissertacdo, outros autores também usaram este comutador incorretamente.

O circuito LC ndo-dissipativo representa um caso ideal. Para um circuito mesoscopico
mais realista, é preciso considerar o efeito de R (resisténcia) no circuito, ou seja, a dissipagao.
Faremos a consideracao da resisténcia no préximo capitulo.

Recentemente, os efeitos quanticos de circuitos mesoscOpicos trouxeram interesses de mui-
tos fisicos devido ao avanco dos estudos de sistemas nanoestruturados. O trabalho de Louisell
tornou-se bastante popular devido os circuitos LC mesoscpicos apresentarem vdrias aplicacoes
em computadores quanticos. Muitos trabalhos sobre a quantizac¢do de circuitos elétricos mais

complexos tém sido publicados recentemente [57-61].
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4.2 Quantizacao de um circuito LC

4.2.1 Circuito LC classico

Nessa abordagem, consideremos um circuito LC ideal, ou seja, desprezaremos aqui a dis-
sipacdo de energia que seria causada pela resisténcia. O circuito serd composto apenas de um
capacitor de capacitania C e de um indutor de indutancia L. Como nao hé dissipa¢ao de energia
nesse sistema, a energia armazenada inicialmente no circuito permanecera constante.

Vamos supor que, a energia armazenada no circuito seja responsdvel pela carga inicial do

capacitor. Entdo, pela primeira lei de Kirchhoff podemos escrever a seguinte equacao:

= _|_ —
cC dr 7
onde Q € a carga armazenada pelo capacitor e i a corrente elétrica que percorre o circuito. Se

0 Ldi =0 4.1)

derivarmos a equacg@o acima em relacao ao tempo, obtemos que

i d%
ou ainda,
d?i
Eé+w&:o, 4.3)

onde dQ/dt = i e a frequéncia angular do circuito é dada por @y = 1/+v/LC. A solugéo geral da

equacao diferencial (4.3) € dada por

i(t) = Acos(mot +0), 4.4)

onde A é a amplitude e 0 € a fase inicial.

Se integrarmos a equacdo acima em relacdo ao tempo, obteremos a carga como sendo

o(t) = miosen(mot +0). @.5)

A equacao do movimento para a carga, pode ser obtida pelo Hamiltoniano [62, 63]

1 1
H@:Z&+fd, (4.6)

com O(r) = L(dQ/dt).
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4.2.2 Circuito LC quantico

Aqui vamos quantizar o circuito LC. Para isso, € preciso resolver a equagao de Schrodinger

Rdy 1,
SN Spr T —F 4.7
2LdQ2+2(DQW v, 4.7)
associado ao Hamiltoniano (4.6)
. d
H(t)y(Q.1) = ihs w(Q.1), (4.8)
onde Q e ® sdo operadores que satisfaz o comutador [Q,®| = ifi, com ® = —ifid/dQ. Sabemos

que a solucdo geral analitica da equacdo de Schrodinger (4.7) € dada por

Lo\'* 1 2
Vn(0) = (n—;) T, (4.9)

onde & = (1/Lw/h)Q e H, séo os polindmios de Hermite.
Sabendo que Louisell usou uma relagdo de comutacao incorreta, vamos apresentar a relagao

de comutacdo correta, com base em uma andlise dimensional, que serd dada por

[0, ] = in, (4.10)

onde ® € o fluxo magnético, Q continua sendo a carga do circuito e, estes dois operadores sdo
canonicamente conjugados.

Agora vamos escrever os operadores a e a' em termos da carga Q e do fluxo magnético @,

1 .
a=/ thoL(c)oLQ + i), (4.11)
1
T _ .
at =/ 5 mOL(mOLQ i), 4.12)

como também podemos calcular ® e Q em funcdo dos operadores de criacdo e aniquilagcdo

bastando subtrair (4.11) e (4.12)
1
—a =/ 2id 4.13
a a 2h(DOL( l )7 ( )

=i/ hO;OL la" —a], (4.14)

para se obter P

e somando (4.11) e (4.12)
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/1
T — 200L 4.1
a+a 2h0)0L( ®o Q)7 ( 5)

para se obter Q

h

Q= 2moL

la+a']. (4.16)

Para expressar o Hamiltoniano em termos de a e a, podemos seguir os passos da secio 3.2, onde
calculamos os termos aa’ e a’a, com diferenca em apenas trocar algumas varidveis. Portanto o

Hamiltoniano fica 0 mesmo da secdo (3.2),

H (1) = hoy (a*a+%). (4.17)
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CAPITULO 5

Dinamica quantica de um circuito RLC

mesoscopico

Neste capitulo, apresentaremos uma descricdo quantica de um circuito RLC mesoscépico.
Vamos nos basear no Hamiltoniano de Caldirola-Kanai e no método dos invariantes quanticos
para resolvermos a equacdo de Schrodinger para este circuito e escrever as funcdes de onda
correspondentes em termos de uma solucdo particular da equacdo de Milne-Pinney. Em se-
guida, construiremos os estados coerentes para o circuito RLC quantizado, e calcularemos as

flutuagdes quanticas da carga e do fluxo magnético bem como o produto de incerteza.

5.1 Consideracoes iniciais

O estudo de sistemas mesoscOpicos tem atraido bastante atencdo na literatura nos ultimos
anos [8, 10, 16-18, 21, 23, 28, 32-36, 62-78]. O grande interesse nesses sistemas € motivado em
parte por causa do rdpido desenvolvimento da nanofisica e nanoelectronica e em parte devido a
fabricacdo de dispositivos eletronicos, a miniaturiza¢ao dos circuitos integrados € componentes
que estdo indo para a escala nanométrica. Na verdade, as modernas técnicas em material elétrico
tém proporcionado meios para o desenvolvimento de estruturas pequenas com a resolugcdo que
ja se aproxima da escala atdbmica. No entanto, quando os dispositivos ou circuitos sao tao
pequenos que a coeréncia ineldstica do portador de carga se aproxima do comprimento de onda
de Fermi, a aplicacao da mecanica cléssica falha, e efeitos quanticos dos dispositivos e circuitos
devem ser considerados. Por conseguinte, uma descricdo quintica destes sistemas torna-se
necessdria a fim de investigar as propriedades quanticas dos dispositivos e circuitos.

O fendmeno de dissipacao € um assunto intrinsecamente relacionado aos circuitos elétricos
e requer aten¢do especial. Neste contexto, o estudo da quantizacio e dos efeitos quanticos de
um circuito RLC mesoscépico dissipativo € certamente de grande interesse fisico. De fato, nos
ultimos anos, este circuito mais realista tem sido estudado por vérios autores com diferentes
abordagens [2-6, 9, 10, 17-19].
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5.2 Quantizacao de um circuito RLC

5.2.1 Circuito RLC classico

Como é bem conhecido, a equagdo do movimento classica para a carga g(t) de um circuito

RLC sem fonte é

S g =0, (5.1)

onde os elementos de circuito R, L e C representam resisténcia, impedancia e capacitincia
respectivamente, e ®*> = 1/LC é a frequéncia do circuito na auséncia de resisténcia. A equagio

(5.1) trata-se de um oscilador harmonico amortecido, onde sua solucdo é conhecida por ser

q(t) = Ae R/ 2Lsen(Qr + 3), (5.2)

onde A e § sio constantes a serem determinadas pelas condi¢des iniciais e Q> = ®* — (R/2L)?
¢ a frequéncia de modificac@o do circuito. Aqui, consideramos apenas as solucdes oscilatorias,
isto é, no caso onde Q> > 0. Além disso, a equagido do movimento para a carga, dada pela

equacdo (5.1) pode ser obtida diretamente a partir do Hamiltoniano cléssico

2
H(r) = e(R/L)rg’_L v %em/mr Lo, (5.3)

onde ® ¢ o fluxo magnético definido por ®(z) = L(dq/dt). Este Hamiltoniano é conhecido
na literatura como Hamiltoniano de Caldirola-Kanai e tem sido frequentemente utilizado para
estudar sistemas quanticos dependentes do tempo em vérios problemas fisicos, como em Hasse
[79] e em Um, Yeon e George [80].

5.2.2 Circuito RLC quantico

Para obtermos uma descri¢do quantica do circuito RLC precisamos quantizd-lo. Para este

efeito, € preciso resolver a equacdo de Schrodinger associado ao Hamiltoniano (5.3)

HO®(q,0) = 00 (g,1), 54

onde g e ® sdo operadores que satisfaz o comutador [g, D] = ifi, (em vez de [q, p| = ih) com
® = —jhd/dq. Podemos obter as solugdes da equacdo (5.4) com a ajuda do método de invari-
antes quanticos dinamicos desenvolvido por Lewis e Riesenfeld. Segundo este método, se um

sistema admite uma invariante /(¢) (constante do movimento), é possivel encontrar um estado
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quantico completo, cuja evolugdo € dada pela equacdo Schrédinger, em termos de autoestados
ortonormalizados 0,(g,?) do operador invariante ndo trivial Hermitiano I(¢), com autovalores
A, independentes do tempo e um fator de fase B,,(7). A solugdo dessa equagdo pode ser escrita

na forma

Ya(g.1) = P, (q.1), (5.5)

onde as fungdes de fase 3, (¢) sdo determinadas pela equagio

dBn(t)
L dt _<¢"

Além disso, o operador invariante /(t), deve satisfazer a condicao

. d
lhg—H

¢n> : (5.6)

dl 1 ol

Vérios operadores invariantes lineares satisfazem a equacao (5.7) como em [17, 81], mas neste
trabalho estamos interessados em lidar com operadores invariantes Hermitianos quadraticos.

Agora, sabe-se que um invariante quadraitico dependente do tempo que satisfaz a equacao
(5.7) é dado por [16, 18]

1 2
1(t) =3 [(g) +(p®— LeRf/qu)zl : (5.8)
onde p(z) é uma funcéo real dependente do tempo que satisfaz a equacdo Milne-Pinney [82, 83]
) R ) o 2Ri/L
)+ —p() +OPp=—5—5. 59
plr)+ 7P +07p =735 (5.9)

Em seguida, nds obtemos os autoestados ¢,(g,?) de I(¢). Entdo, consideramos a equacdo de

autovalor

I(t)0n(gq,t) = Ay0n(q,1), (5.10)
e o operador unitdrio [16]
iLeRt /Lp 5
U= - . 5.11
exp ( anp ¢ (5.11)
Ao utilizar este operador, podemos transformar o invariante (5.8) para a forma mais simples
o, 0% 142
I'=UIU" = ——p* 5+ -5 5.12
2P oz T2 (5.12)

Entdo, a equacdo de autovalor para /(¢) pode ser escrita como
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1'0;,(q,1) = M), (q,1), (5.13)

com

0,(q,1) = Udn(q,1). (5.14)

Assim, fazendo ¢ = ¢/p, podemos expressar a equagio (5.13) como

3> o2
{—?WJr?] ©n(6) = X @u(0), (5.15)

onde @, esta relacionado com ¢/, por

0x(0) = @ula/p) = p' 20, (,1). (5.16)
O fator pl/ 2 foi introduzido para satisfazer a condicdo de normalizacio. Portanto, as solugdes

¢, da equacdo (5.15) s@o as autofungdes

1 12, 1\?
— —G°/2h -
(pl’l(c) |:ﬂ]/2h]/2n!2n:| € Hl’l (h) 9 9 (517)

com 0s respectivos autovalores

Xn:h(rﬂ—%), (5.18)

onde H, é o polindbmio de Hermite de ordem n. Assim, usando as equacdes (5.11), (5.14), (5.16)
e (5.17) obtemos

| 2 TipeR/t (o jpeRILY 1\2q
q)n(%t)—{m} exP[ " E‘l— Lp,2 q° | Hy, (E) B . (5.19

O préximo passo € encontrar a fungdo de fase dada pela equacdo (5.6). Depois de um pouco

de 4lgebra obtemos que

1 t o~ RI'/L .
t)=— = ———=dt'. 5.20
b=~ (n+3) [ fg (520
Vamos agora considerar uma solugdo particular da equagdo Milne-Pinney (5.9) dada por [18]
e Rt/2L
t) = ——7. 5.21

Ao utilizar esta solucdo particular na equagao (5.20) obtemos a funcdo de fase como

Bu(t) = —Q (n+%> ‘. (5.22)
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Portanto, fazendo uso das equagdes (5.21) e (5.22), podemos escrever as solugdes W, (g,t) da

exp{{%—iﬂ (n—l—%) t}
LeRi/L iR LO\'"? o ]
Xexp [— e2h (Q+;_L> q2] Hl’l (7) eRl/Lq . (523)

Esta expressao representa a fungdo de onda exata para o circuito RLC mesoscopico. Finaliza-

equacgao de Schrodinger (5.4), como
(LQ)!? 1/2

mos esta secdo observando que a evolucdo de um estado geral de Schrodinger pode ser escrito

como ¥(q,1) =Y, cnWn(q,t) onde os coeficientes ¢, sdo independentes do tempo.

5.2.3 Estados coerentes

Nesta subsecdo, vamos construir estados coerentes para o circuito RLC mesoscépico quan-

tizado. Para este fim, definimos os operadores de aniquilagdo e criacdo definidos como

1\ 12
b = (E) [g +ipd>} , (5.24)
c
1/2
= <%) [% — ipCID] : (5.25)

com p dada pela equagdo (5.21) e [b’ ,b’T] = 1. Em termos desses operadores, o invariante /

dado pela equagdo (5.12) pode ser reescrito como

1
I'=h (b”fb’ + 5) , (5.26)
cujos estados coerentes tem a forma [16, 21, 23]
_ o] o : 5.7
Ou(0,1) =exp | — 5 ; (n!)]/zexp[zﬁn(t)](pn(c) (5.27)

onde o € um nimero arbitrario complexo. Em seguida, usando equacoes (5.1), (5.14), (5.16) e
(5.27) temos que os estados coerentes para o circuito RLC descrito pelo hamiltoniano (5.3) sao

dadas por

1 [iLeR’/L

_ 2
%(q,f)—pl/zexz? e QI(Pn<avt)' (5.28)

Esses estados satisfazem a equacio de autovalor
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bq)n(q’t> = (x(t>¢(1(q7t)a (529)
com b e b’ relacionados por
1\ [q
b=U'PU = (—) [— +i(pd— Lt pq) |, (5.30)
2h p
e
ot) = oe ¥, (5.31)

onde usamos a equacdo (5.22) para n = 0. Aqui, observa-se que, em termos do operador b, o
invariante na equagio (5.8) pode ser expressado como I = i(b'h+1/2).
Vamos agora calcular o valor esperado da carga g no estado 0y(q,t). Apds um calculo

simples, encontramos

2\ 1/2
@=("a) <" Penten, (532)

onde y é o argumento do nimero complexo . Comparando este resultado com o da equagdo
(5.2), podemos ver que o centro do estado coerente do pacote de onda segue o movimento de
uma particula cldssica. Assim, o resultado acima concorda com a idéia original de Schrodinger
sobre os estados coerentes, que estava interessado em encontrar estados da mecanica quantica
que seguia o0 movimento de uma particula cldssica em um dado potencial [28]. Em seguida,
n6s calculamos as flutuacdes quanticas de g e ® no estado ¢ (g,7). Apds alguma dlgebra nés

achamos que

h

(Ag)* = {g*) — (a)* = 5p", (5.33)
e
2 2 2 Nl Rt /L5\2
(AD)” = (D7) — (D) = 3 ? + (Le™=p)~| . (5.34)
Assim, o produto de incerteza € expressado como
ho
(Aq)(A®) = 55, (5.35)

onde temos usado a solucdo particular (5.21). Aqui, € importante notar que, como consequéncia
da presenca da resisténcia R no circuito, a relacdo de incerteza (5.35) ndo atinge seu valor
minimo. Os estados coerentes 0y (q,?) na verdade correspondem aos estados conhecidos como
comprimidos. Além disso, na auséncia da resisténcia R no circuito, a solucdo particular da

equacdo Milne-Pinney [ver (5.21)] torna-se p = (1 /L) 1/2 Para este caso, 0 hamiltoniano (5.3),
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os estados coerentes ¢y (g,1), o valor esperado de g visto em (5.32), as flutuagdes quanticas Ag
e A® dadas pelas equagdes (5.33) e (5.34), respectivamente, e o produto de incerteza (5.35) s@o

reduzidas as do modelo do oscilador harmo6nico simples.
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CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho, apresentamos uma descri¢do quantica simples e direta de um circuito RLC
mesoscopico. Com base no Hamiltoniano de Caldirola-Kanai e no método de invariantes quan-
ticos resolvemos a equacdo de Schrodinger para este sistema, como também escrevemos as
fungdes de onda correspondentes em termos de uma solucao particular da equagcdo de Milne-
Pinney. Construimos também os estados coerentes e investigamos algumas propriedades quan-
ticas do circuito RLC quantizado. Em particular, vimos que, em virtude da presenca da resis-
téncia R no circuito, a relacdo de incerteza de carga e de fluxo magnético ndo atinge o seu valor
minimo. Além disso, demonstramos que os estados coerentes do circuito quantizado sdo na ver-
dade equivalentes aos estados conhecidos como estados comprimidos. Vimos que, na auséncia
da resisténcia R, todos os resultados sdo reduzidos aos do modelo usual do oscilador harménico
independente do tempo.

Em conclusio, gostariamos de salientar que o tratamento alternativo desenvolvido neste
trabalho oferece algumas vantagens em comparac¢do com outros métodos encontrados na litera-
tura, a saber: (i) permite uma derivacao simples e direta das fun¢des de onda do circuito RLC
mesoscopico, (ii) as funcdes de onda sdo completamente determinadas pelo conhecimento de
uma soluc¢do particular da equagdo de Milne-Pinney, (iii) permite a constru¢do dos estados co-
erentes mais facilmente do que outros métodos e (iv) permite uma forma mais direta € menos
obscura para analisar as propriedades fisicas do sistema, ja que os estados coerentes sdo estados
bem conhecidos e os valores esperados de grandezas fisicas nesses estados sdao, em principio,
facilmente avaliados. Estes estados também permitem que se analise com mais facilidade a
correspondéncia classica e quantica.

Esperamos adiante, fazer o estudo do comportamento de um sistema onde a resisténcia, a
impedancia e a capacitancia dependam do tempo, dessa maneira dando continuidade a linha de
pesquisa que desenvolvemos neste trabalho. Por fim, esperamos que a abordagem alternativa
desenvolvida no presente trabalho possa ser empregada no estudo de circuitos mesoscOpicos

semelhantes.
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Apéndice do capitulo 2

A.1 Deducao da equacao (2.25)

Para obtermos a equagdo (2.25), vamos ter que utilizar a equacdo (2.24) na equagao (2.18),

onde segue que:
9 10l — ol 100
(X—I)g(e |7~7k>)—§€ A, k)

_dl ity
= = @M LK), (A.1)

Agora fazemos o produto escalar da equagio (A.1) com o estado e~ |/, k) abaixo:

Kk>—ik’<7x’,k’ kk>+k<k’,k’ k,k>—k’<k’,k’ %’k,k>

= (VKR X).
1

a(x’kk oy, o, 2
= (A—1) {ITe k) + € 2, )

J

ot

Bocxk
o

a(ka

ix<x’,k’ =

onde o segundo membro € obtido de (2.14). Dando continuacio aos nossos calculos, trazendo

o termo 1 /ih para o primeiro membro, encontramos que

(N =) <7J,k’ B(BXM A k> +ih(A— L) <7»’,k’ % ?»,k> = (N K |H|AK) (A —))
= (A—2) <7J,k’ ih% —H 7L,k> = (X—N)héikk/agxk (N K|\ k)
= (A=N) (N K i _Hnk = (A—N)hd 9%
; 3 ; KK,
Para A = )/, teremos que
BOLM / 8
8330 514 <x K |ins-—H x,k>. (A.2)
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A.2 Deducao da equacao (2.35)

Vamos assumir um operador invariante Hermitiano /(z) que tenha a forma quadratica

1) = 5 [o0)g® + BOP + 1) a0} ], (A3)

onde a, B e v sdo fungdes reais do tempo, o fator numérico multiplicativo foi escolhido por
conveniéncia, € ¢, p, = gp -+ pq representa a nota¢io usual de anticomutagio.
Estamos em busca de construir um novo invariante na forma quadratica. Vamos derivar em

relagdo ao tempo o operador /(¢) na equagio (A.3), de maneira que obtemos

a1, a0 o
= 520aq+aq’ +2Bpp+Bp’ +¥{g.p}e +Wap+ap+pitpe). (A4

Substituindo em (A.4), g e p dados pelas equacgdes (2.30) e (2.31) respectivamente, apds algu-

mas dlgebras, chegamos ao seguinte resultado

dr 1

2 {[Oﬁ —2me*ylq” + [B + %Y] P+ [H % —mwzﬁ} {qyp}+} =0. (A.5)

Mas, para satisfazer a equagdo (2.3), tiramos de (A.5), as relagdes abaixo:

& = 2mwy, (A.6)
2
p=—=1 (A7)
m
(]
7= -2 4 mo?p. (A.8)
m

Por conveniéncia, apresentamos outra fungao, 6(¢), como sendo

o> (1) = B(1), (A.9)

onde o(¢) é uma fungao real dependente do tempo. Podemos entdo, reescrever a equagdo (A.7)

como

Y= —moé6. (A.10)

Da mesma maneira, podemos escrever a equagao (A.8) de outra forma

o
—m(6646%) = —— + ma’P = m*(66 + 6%) = a — m*w’c?,
m
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ou ainda,

o = m?[(66 + &%) + w’c?]. (A.11)

Agora, para expressarmos o nosso invariante quadratico, em vez de trés, temos somente uma
fungdo, o(f) para se determinar. Entdo, dando prosseguimento ao nosso raciocinio, devemos

agora derivar a expressao (A.11) com relagdo ao tempo,

& = m*[(66 + 66 + 266) + (07266 + 62200)],

obtendo assim

& = m*(66 + 366) + 2m* 0o (06 + 6m). (A.12)

Podemos igualar a equag@o acima com a expressao (A.6), ja que sdo equivalentes. Dessa ma-

neira, teremos

m?(6G +366) 4 2m* 06 (06 + 6®) 4 2m*w?*c6 = 0. (A.13)

Podemos arrumar a dltima equagio da seguinte forma

d
GE[mZG—l-mZ(DZG] +36(m*6 + m*0’c) = 0. (A.14)

Vamos adotar uma funcao auxiliar, z, dada por

z=m*(6 +w’c), (A.15)

e substituir a mesma para resolver a expressao (A.14). Entdo teremos

dz

(6)
dt

+362=0, (A.16)

ou,

07 = —36z. (A.17)

Integrando em relagdo ao tempo a expressao (A.17), obtemos a seguinte solu¢ao

C
z=c6> = m*(6+0’0) = —

= (A.18)

onde ¢ € uma constante de integracdo. Isolando o termo & na equagdo (A.18), e depois substi-

tuindo em (A.11), teremos que

oc:m262+é. (A.19)
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De acordo com as equacdes (A.9), (A.10) e (A.19), podemos expressar o invariante dado

por (A.3) na forma

I=-= [(é) &+ (op— méq)z] . (A.20)

Por conveniéncia, faremos uma transformacgdo de escala

o(r) =c4p(1), (A21)

onde p(z) é uma nova fungdo auxiliar dependente do tempo. Assim sendo, podemos reescrever

o invariante na forma

1 2 .
I=3 [(g> +(pp - mpq)2] : (A22)
p
com vinculo dado por
.2 1
p+o(t)p= 355 (A.23)

A.3 Deducao da equacao (2.43)

Consideremos o invariante (2.34) escrito na forma

1p?p?  p?p* mpp  mpp  m*piq
I(t) = = — - ) A.24
(t) 55t 5 P4~ ap+—— (A.24)
Das equacdes (2.43) e (2.45), temos
I'e, = (UIUN, (A.25)

onde U € dado por (2.42). Se substituirmos (A.24) em (A.25), encontraremos que

2 2 2
(UIUNY, =U (—%h2aa—q2) U'e,+U (%%U‘L%)

2 3 }
- . S T /
+U _2mpp (lhaq) q_ U'e,

' 3N
- . e T /
+U _zmppq (Zh8q>_ Uu'o,

242
(22 ), e
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onde usamos p = —ihd/dq. Da equagdo acima, obtemos que

2 9q og 2" 9q 9q 2

h? 2aZUT) , Rp?oUT oy, h ,0UT g, Wp ZUTan)n

ihmpp 8(1) m? p

T 9T 2

2
LR
q)n p2 q)n

dq?

Portanto, utilizando as expressoes (2.42) e (A.27), e depois de alguns calculos, teremos

o, 0% 1 ifim p?
(UIU*)%:(—;&(;2 2g2 )¢n p%n q2¢;

) . 90, ihmpg m2p>
—ifmppgg t+ PPy — 2p 7’0,

2

ihmpp ¢, m? p lhmpp o),

t— qaq g0, + qaq

Da equacgdo (A.28), obsermos que

(UIUT)g, = (—79 WﬂL 5752

Dessa maneira, temos que

Vi _h_zpza_z 14
27 942 ' 2p%
com
I'=vUIU"

42

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30)

(A.31)
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A.4 Deducao da equacao (2.55)

Para calcularmos as fases o, (7) no capitulo 2, que satisfazem a equagdo (2.39), vamos de-

duzir a equagdo (2.55). Inserindo (2.37) e (2.41) na equagdo (2.39), resulta-se em

pdoalt) _ <¢; ¢;>

dt
)

(o
¢;> , (A.32)

9 h282 | PN

9\ o (722 s
(73:)v ¢n>+<¢nU(z )
+<¢; U (—%mwz(t)q2> Ut

com U dado por (2.42). Usando a equacdo (2.42), teremos que

<¢n (aa)lﬂ ¢,,> <¢n

n? 02 + n? imp m?p> 21mp 0 82
 (ama ) |9) = (¥ (7 )

np  1p? T e 30T 3
o U —lmmz(t) AN ¢/> <¢ ( 1 >
n ) q n n N mzp

Vamos usar a equacio auxiliar (2.35) para eliminar a frequéncia ®?(¢) em (A.34). Entdo, susbs-
tituindo as expressoes (A.33), (A.34) e (A.35) em (A.32), obtemos

iy - 2 3 2
thtn(l‘) (¢ |; d ihp _hpq d i ot g
dt o 2p p19qg  2mog? 2mp*

A equacdo acima pode ser reescrita como

ih=— +m_pzq2_mp 2

¢n> (A33)

<¢;

¢n> , (A34)

¢n> (A35)

¢n> (A.36)

doi, (1) .0 ihp p o 1 m , 9 lq
= — 4+ == —g——— | ——=pP=> A.37
n dt <¢" lhat + 2p i hpqaq mp? 2P aq2 % ( )
Assim, usando a equagdo (2.44), podemos expressar (A.37) na forma
dou, (1) ihp p d r |,
h —4 == —g—— — . A.38
dt <¢” 3 P + pqaq mp?| ™" (A.38)

Dessa maneira, substituimos a equacao (2.49) na equacdo (A.38), obtendo que
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doy,(t) 1 L0 ihp _p 9 1 p I ,
=(Op|—= |ih=—+—== —qg— | —=|0n — . (AL
h " <(p o172 (lhat + 20 +zhpqaq o1/2 0, )+(0, mp? o), (A.39)
Depois de alguns cdlculos, vemos que
dou, (1) ihp ihp o ihp ihp O r
h =(Qp|l—=———+ —+ ==+ —=9=|0n n |l ——— n ). (A4
dt <(P 2p P qaq 3 P * p3 To1| P ) T(® mp> ¢ (A.40)

Enfim, usando a equacdo de autovalores (2.45) e a condi¢@o de normalizagdo (2.50) na equacao

(A.40), mostramos a expressao dada por (2.55)

I/
mp?

holy, (t) = <(Pn <pn>. (A.41)
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Apéndice do capitulo 3

B.1 Propriedades do operados deslocamento D

B.1.1 Deducio da propriedade D'(a) = D~ ! (o) = D(—a)

Se aplicarmos o operador deslocamento com o negativo, teremos

aD(—a)|e) = D(—e)D" (—o)aD(~ar) o),

onde D' (—a)aD(—a) = a — 0. Portanto, podemos escrever

aD(—a)|o) = D(—a)(a—a)|o) = 0. (B.1)

ou ainda,

aD(—a)|o) = 0. (B.2)

O termo (a — o) desaparece, pois a|o) = a|ct). Entdo podemos dizer que D(—o)|a) € o estado

de vécuo |0)
D(-a)|a) = |0) = [a) = D(e)[0). (B.3)

B.1.2 Deducdes das propriedades D'(a)aD(o) = a+ o e D' (a)a'D(a) = a’ + o

Com a ajuda da defini¢éo do operador deslocamento, D(a) = e @@ provamos esta pro-

priedade como sendo:

1 t

D' (a)aD(ar) = era—oa’ goua'—ata _ oy [0*a—aa',a

—a+of[a,a —afa’,a] =a+a, (B.4)

onde [a,a] =0 e [a',a] = —1. Para se provar a outra propriedade, procedemos de maneira

andloga como visto acima.
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B.1.3 Deducio da propriedade D(o.+ B) = D(ot)D(B)e~/"(@B")

Sabendo pela defini¢do (3.1), que D(a) = e(0a'=0'a) temos que

1

D(OC+B) _ e(xaT—Oc*a—O—BaT—B*a _ eocaT—Oc*aeBaT—B*ae—j[(xaT—OL*a,BaT—B*a} _ D(a)D(B)e—%(aB*—a*B)

portanto,

D(0.+B) = D(o)D(B)e~m@B") (B.5)
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