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Resumo

Nesta dissertação, apresentamos uma descrição quântica de um circuito RLC mesoscópico

sem fonte. Com esta finalidade, modelamos este sistema para aquele de um oscilador harmô-

nico amortecido, que é descrito pelo Hamiltoniano de Caldirola-Kanai. Então, com a ajuda do

método de invariantes quânticos, resolvemos a equação de Schrödinger para este Hamiltoniano

e escrevemos as funções de onda correspondentes em termos da solução particular da equa-

ção de Milne-Pinney. Também construímos estados coerentes para o circuito RLC quantizado,

e calculamos as flutuações quânticas da carga e do fluxo magnético, bem como o produto de

incerteza correspondente.

Palavras-chave: Circuito RLC. Sistemas mesoscópicos. Estados coerentes.
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Abstract

In this work we present a quantum description of a mesoscopic RLC circuit without source.

For this purpose, we model this system for that of a damped harmonic oscillator which is des-

cribed by the Caldirola-Kanai Hamiltonian. Then, with the aid of the quantum invariant method

we solve the Schrödinger equation associated with this Hamiltonian and write the correspon-

ding wave functions in terms of a particular solution of the Milne-Pinney equation. We also

construct coherent states for the RLC quantized, and evaluate the quantum fluctuations of the

charge and the magnetic flux, as well as the corresponding product of uncertainty.

Keywords: RLC circuit. Mesoscopic systems. Coherent states .
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CAPÍTULO 1

Introdução

O problema do oscilador harmônico dependente do tempo se mostra muito importante, pois

sua solução exata apresenta uma extensa aplicação em vários sistemas físicos [1-7]. Isso se

deve ao fato de que este problema se torna uma espécie de referência, ou digamos um modelo

para a solução de problemas em diferentes ramos na física. Com isso, o oscilador harmônico

é um dos problemas mais interessantes no estudo da natureza. Dentre alguns exemplos de

aplicações podemos citar em óptica quântica com Colegrave e Abdalla [1], gravitação (expansão

do universo) Lemos e Natividade [3] e Holstein [4], física molecular com Chumakov, Dodonov

e Manko [5], teoria de campos com Gao, Fu, Xu e Zou [6], entre outros.

Os sistemas quânticos dependentes do tempo são estudados desde o início da mecânica

quântica. Sua importância ganhou tantos adeptos, que atualmente o estudo desse tipo de sis-

temas perseveram em várias partes da física, onde a cada década as novas descobertas geram

muitas outras aplicações em outros ramos da física. Dentre algumas descobertas temos: a des-

coberta do método integral de trajetória em 1940, estados coerentes e comprimidos em 1960-

1970, a teoria dos invariantes quânticos dependentes do tempo na década de 1960, o efeito de

descoerência Zeno na década de 1970, o conceito de fase geométrica nos anos 1980, dinâmica

das partículas quânticas em armadilhas e cavidade QED (eletrodinâmica quântica) na década

1980, e os processos dependentes do tempo em dispositivos mesoscópicos quânticos na década

de 1990.

Uma nova maneira de se explorar os sistemas quânticos de forma não estacionária vêm

crescendo ultimamente, sendo útil em diversas áreas como por exemplo: teoria quântica de

campos, cosmologia e física de partículas elementares. Houve bastante êxito em muitos traba-

lhos, tanto teórico quanto experimentais em problemas que envolviam dependência temporal,

em óptica quântica e física da matéria condensada entre outros. Um aspecto bem interessante

disso tudo é que a variedade de utilidades dos sistemas quânticos não estacionários faz com que

pesquisadores de áreas distintas da física troquem experiências entre si.

Trabalharemos nesta dissertação com sistemas do tipo oscilador harmônico dependente do

tempo, abordando situações com a ajuda dos métodos de invariantes dinâmicos e de transfor-

mações unitárias. Idealizado por H. R. Lewis Jr. e W. B. Riesenfeld [8-10] no fim dos anos

1960, o método de invariantes foi útil em [11-14], nos quais nesses trabalhos foram usados
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uma classe de operadores invariantes para encontrar os estados quânticos de problemas envol-

vendo osciladores harmônicos dependentes do tempo. Este método consiste em encontrar uma

relação entre autoestados de um operador invariante e soluções da equação de Schrödinger cor-

respondente. Entretanto, nosso objetivo de pesquisa está ligado a osciladores harmônicos que

de alguma forma possuam dependência com o tempo. Embora este problema tenha atraído

muita atenção, soluções da equação de Schrödinger com Hamiltoniano dependente explicita-

mente do tempo são possíveis apenas para situações particulares e, geralmente suas soluções

são difíceis de se encontrar. Após a descoberta desse método, o mesmo foi utilizado para vários

tipos de osciladores harmônicos [15-19]. Aqui observamos que Hartley e Ray [20-23], usaram

a teoria de invariantes para obter as soluções exatas da equação de Schrödinger em problemas

de osciladores não-lineares que dependiam do tempo.

O interesse e a rapidez com que esses sistemas têm sido estudados, colaboraram com gran-

des avanços em possíveis aplicações em nanociência, abrangindo áreas específicas como a nano-

física e a nanotecnologia (por exemplo: nanoeletrônica), visando a fabricação e miniaturização

de dispositivos eletrônicos como circuitos, assunto que será abordado em dois capítulos desta

dissertação.

Em 1926, Schrödinger descobriu o que veio a ser chamado de estados coerentes. Os estados

coerentes são estados de incerteza mínima e que podem ser caracterizados como os estados que

têm flutuações quânticas iguais em um par de variáveis conjugadas. Os estados coerentes para o

oscilador harmônico foram utilizado por Glauber [24-26] para descrever o campo de radiação,

assim como também serviu para construir estados coerentes para potencias gerais nos trabalhos

de Nieto e Simmons [27, 28]. A generalização dos estados coerentes para potenciais arbitrários

foi sugerido por Schrödinger [29]. Schrödinger construiu nesse trabalho pela primeira vez os

estados coerentes para o oscilador harmônico, bem como foi investigado os valores esperados

dos operadores momento e posição.

Os estados coerentes de um oscilador harmônico podem ser obtidos através de três métodos

equivalentes:

(i) Operador aniquilação→ os estados coerentes são autoestados do operador aniquilação

a.

(ii) Operador deslocamento D → nesse método, os estados coerentes são construídos a

partir da ação do operador deslocamento no estado fundamental.

(iii) Incerteza mínima → em mecânica quântica, representamos grandezas físicas através

de operadores. Se temos os operadores posição q e momento p, estes definem uma relação de

comutação e uma relação de incerteza. Isto será mostrado no capítulo 3.
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1.1 Um olhar mesoscópico

Usualmente, a natureza é estudada em dois níveis de escalas diferentes, o nível macroscó-

pico, onde podemos ver a olho nu e o nível microscópico, onde se estuda na escala atômica.

Com o avanço de estudos de sistemas quânticos não estacionários, tanto problemas macroscópi-

cos quanto microscópicos têm sido bastante estudados. No entanto, entre esses dois "mundos",

existe um nível intermediário chamado de mesoscópico. Ainda não há um rigor em definir as

"fronteiras"que um sistema mesoscópico pode ocupar, porém usualmente os sistemas têm entre

100 nm e 1000 nm.

Apesar de objetos mesoscópicos e macroscópicos apresentarem um grande número de áto-

mos, eles possuem diferenças bastante importantes. Um objeto macroscópico é descrito com

boa aproximação, classicamente, pela média das propriedades conhecidas do material do que

ele é feito. Por outro lado, um objeto mesoscópico, é descrito pelas flutuações em torno da

média, onde as leis clássicas falham, assim a descrição quântica é necessária para se estudar tal

tipo de sistema. Portanto, sistemas mesoscópicos e microscópicos são descritos pela mecânica

quântica.

No final do século XX, o interesse em estudar nanociência propiciou um avanço em pesqui-

sas, fabricação e aplicações de objetos nanoestruturados. A ciência dos materiais modernos tem

crescido bastante nos últimos anos, visando cada vez mais investigar sistemas estruturalmente

muito pequenos. Exemplos como semicondutores, materiais magnéticos e circuitos integra-

dos, mostram que esta área cresce cada vez mais. Livros recentes escritos por Yosephy Imry

[30] e Supriyo Datta [31] são interessantes para quem se interessar saber mais sobre sistemas

mesoscópicos e suas aplicações.

Quando se estuda um circuito mesoscópico, um circuito LC representa um caso fundamen-

tal, ideal (sem dissipação). A descrição quântica de tal circuito foi discutido pela primeira vez

por Louisell [32] em 1970. Vale mencionar que, ao descrever o circuito, Louisell usou o comu-

tador [q, p] = ih̄, em que q e p são a carga e a corrente do circuito, respectivamente. Fazendo

uma análise dimensional, verifica-se que este comutador foi utilizado de forma incorreta e deve

ser modificado. Outros autores também têm utilizado esse comutador incorretamente [33-36].

Aqui vale ressaltar que a introdução de dissipação em mecânica quântica tem sido realizada,

em geral, através de duas abordagens distintas: (i) uma abordagem fundamental na qual o sis-

tema de interesse é acoplado a um reservatório com um grande número de graus de liberdade

que leva o fluxo de energia do sistema ao reservatório [32, 37-39], (ii) uma abordagem fenome-

nológica em que a dissipação é introduzida, através do Hamiltoniano explicitamente dependente

do tempo [40, 41, 62, 63, 79, 80]. Neste ponto observamos que a primeira abordagem utiliza

métodos de aproximação e considera um grande número de graus de liberdade, o que muitas
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vezes leva a cálculos mais complexos. Por outro lado, uma vez que o principal interesse é geral-

mente focado apenas em alguns graus de liberdade, a segunda abordagem tem um formalismo

mais simples, conduzindo em geral, as soluções exatas.

Quando se envolve dissipação, olhamos para outro tipo de circuito, este mais complicado,

o circuito RLC mesoscópico. Dessa maneira, neste caso teremos que considerar o efeito da

resistência R do circuito ou seja, a dissipação. O fenômeno de dissipação é um assunto intrinse-

camente relacionado aos circuitos elétricos e requer atenção especial. Além disso, o estudo dos

efeitos quânticos e da quantização de um circuito RLC mesoscópico dissipativo é certamente

de grande interesse, tanto físico quanto em aplicações no setor de alta tecnologia.

1.2 Organização desta dissertação

No capítulo 2 desta dissertação, descreveremos o formalismo idealizado por Lewis e Ri-

esenfeld, chamado método dos invariantes quânticos. Este método tem a finalidade de obter

uma relação entre os autoestados do operador invariante e as soluções da equação de Schrö-

dinger correspondente para encontrar os estados quânticos de sistemas dependentes do tempo.

No mesmo capítulo, para mostrar a importância da teoria descrita, aplicamos o método dos in-

variantes para um problema bastante importante, o oscilador harmônico unidimensional com

freqência dependente do tempo.

O capítulo 3, consiste basicamente em construir os estados coerentes para o oscilador harmô-

nico quântico unidimensional. Ao definirmos os operadores de criação e aniquilação, escreve-

remos o Hamiltoniano do sistema em função dos mesmos. Por fim, vamos analisar as flutuações

quânticas da posição e do momento bem como o produto de incerteza correspondente.

No capítulo 4, iremos analisar o circuito LC (indutância-capacitância), que é um circuito

ideal onde nele não há dissipação de energia. Iremos mostrar de uma maneira clara e sucinta,

os aspectos clássico e quântico desse sistema. No mesmo capítulo, vamos explicitar o Hamilto-

niano do sistema em função da carga armazenada pelo circuito e do fluxo magnético. Para isso

consideraremos o Hamiltoniano Caldirola-Kanai em um caso particular (resistência, R = 0).

Quando analisarmos o sistema quanticamente, as funções dependentes do tempo, carga e o

fluxo magnético, irão se transformar em operadores quânticos e satisfarão a relação de comuta-

ção [Q,Φ] = ih̄.

O quinto capítulo, contém o principal resultado deste trabalho. Nele, faremos uma descrição

quântica de um circuito RLC sem fonte. Com a ajuda do método dos invariantes quânticos e da

Hamiltoniana de Caldirola-Kanai, vamos resolver a equação de Schrödinger para este circuito

bem como escrever as equações de onda correspondentes em forma de uma solução particular
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da equação de Milne-Pinney. Em seguida, construiremos estados coerentes para este circuito e

calcularemos as flutuações da carga e do fluxo magnético, como também o produto de incerteza

correspondente.

Após o capítulo 5, apresentamos nossas considerações finais. Devemos ressaltar que as pu-

blicações acerca de sistemas quânticos dependentes do tempo é bastante extensa. A bibliografia

citada neste trabalho, por mais que tenhamos nos esforçado, certamente alguns artigos foram

omitidos. No entanto, esperamos que nossa bibliografia represente uma amostra considerável

para esta dissertação.
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CAPÍTULO 2

Método dos invariantes quânticos dependentes do
tempo

Neste capítulo fazemos uma revisão da teoria quântica de invariantes dependentes explici-

tamente do tempo. Vamos rever algumas definições como também as propriedades desta teoria,

onde resolvemos o oscilador com frequência dependente do tempo. Este método foi idealizado

por Lewis e Riesenfeld no fim dos anos 1960. O método consiste em assumirmos um operador

invariante, onde buscamos uma relação entre autoestados deste operador invariante e soluções

da equação de Schrödinger correspondente.

2.1 Breve histórico sobre o desenvolvimento dos métodos invariantes

A descoberta de invariantes exatos (constantes de movimento exatas ou integrais primeiras

exatas) é de fundamental importância para um dado sistema físico (clássico ou quântico). Um

número suficiente de invariantes exatos implica em um comportamento previsível da dinâmica

do sistema físico em questão. Dinâmica de sistemas quânticos, governado por Hamiltonianos

dependentes do tempo, tem chamado atenção por bastante tempo, principalmente nos estudos

de osciladores harmônicos unidimensionais dependentes do tempo [10, 16, 42-48].

Em 1880, o matemático ucraniano Vasilii Petrovich Ermakov (1845-1922), demonstrou que

algumas equações diferenciais não lineares de segunda ordem são relacionadas de maneira sim-

ples e definida com equações diferenciais lineares de segunda ordem. Essa demonstração ficou

conhecida como o método de Ermakov [49].

Mais tarde, em 1930, W. E. Milne [50] desenvolveu um método análogo ao método de

Ermakov para resolver a equação de Schrödinger unidimensional levando em conta a estrutura

oscilatória básica da função de onda de Schrödinger ψ(x). Desse modo, ele encontrou que a

equação diferencial não linear satisfeita pela amplitude de ψ(x) coincide com a equação obtida

por Ermakov. Vinte anos depois, em 1950, E. Pinney [51] apresentou a solução da equação

de Ermakov-Milne, depois conhecida como equação de Milne-Pinney, em termos das soluções

linearmente independentes da equação linear associada a essa equação.
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O sistema Ermakov-Milne-Pinney foi reecontrado, em 1967, por Lewis [8] ao estudar o

movimento de um sistema caracterizado pela hamiltoniana dada por

HL =

(
1
2

ε

)
[p2 +Ω

2(t)q2], (2.1)

onde q e p são respectivamente, a posição e o momento canonicamente conjugados e Ω2(t) é

uma função arbitrária, a qual é chamada de frequência de um oscilador harmônico dependente

do tempo, e ε é um parâmetro real positivo. Lewis e Riesenfeld, descreveram um conceito de

invariante quântico, onde uma solução da equação de Schrödinger é determinada pelo produto

de um autoestado do invariante I por um fator de fase dependente do tempo. Em relação ao

operador I, Lewis e Riesenfeld descrevem que este operador admite um conjunto completo de

autoestados |λ,k; t〉 com seus correspondentes autovalores λ′ns, os quais são parâmetros reais e

independentes do tempo como mostraremos na próxima seção. A evolução temporal do vetor

de estado ψ(q, t) é dada pela equação de Schrödinger

H(t)ψ(q, t) = ih̄
∂

∂t
ψ(q, t), (2.2)

onde H(t) é o operador Hamiltoniano explicitamente dependente do tempo. A seguir, vamos

apresentar o formalismo desenvolvido por Lewis e Riesenfeld.

2.2 Formalismo da Teoria de Lewis e Riesenfeld

2.2.1 Preliminares

O método desenvolvido por Lewis e Riesenfeld tem uma importância fundamental na ob-

tenção de estados quânticos de sistemas que dependem do tempo, no qual usa-se uma classe de

operadores invariantes exatos. No período de desenvolvimento deste método, pouco se abor-

dava o uso de métodos invariantes quânticos dependentes do tempo. Basicamente, o método

tem a finalidade de obter uma solução exata da equação de Schrödinger tomando um operador

invariante I, tendo esse operador as características descritas abaixo. Um invariante quântico,

conforme descrito por Lewis e Riesenfeld, nos fornece uma solução da equação de Schrödinger

através de um autoestado do operador Iα(t) multiplicado por um fator de fase dependente do

tempo. A seguir, descreveremos este método.

Considere um sistema descrito pelo operador Hamiltoniano explicitamente dependente do

tempo H(t) e um operador invariante I(t), que satisfaz a equação

dI
dt

=
1
ih̄
[I,H]+

∂I
∂t

= 0, (2.3)
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e a condição I† = I, ou seja, I(t) é Hermitiano. A condição de Hermiticidade de um operador

nos diz que:

(i) Possui autovalores reais,

(ii) suas autofunções são ortogonais, e

(iii) suas funções formam um conjunto completo.

A descrição de um estado quântico de um sistema é feita através da função de onda |Ψ〉, a

qual deve satisfazer uma dada equação, esta chamada de equação de Schrödinger. Vimos que

a evolução temporal do sistema pode ser descrita pela equação (2.2). Operando com o vetor

estado |ψ(t)〉 em um dado instante t, na equação (2.3), obtemos

ih̄
∂I
∂t
|ψ(t)〉+[I,H]|ψ(t)〉= 0. (2.4)

Tomando o segundo termo da equação acima,

[I,H]|ψ(t)〉= (IH−HI)|ψ(t)〉

= IH|ψ(t)〉−HI|ψ(t)〉

obtemos o seguinte resultado

[I,H]|ψ(t)〉= ih̄
(

I
∂

∂t
|ψ(t)〉

)
−H(I|ψ(t)〉). (2.5)

Das equações (2.3) e (2.5), podemos reescrever a equação (2.4) como sendo

ih̄
∂

∂t
(I|ψ(t)〉) = H(I|ψ(t)〉). (2.6)

Assim, se um operador invariante I atuar em um vetor de estado |ψ(t)〉 que satisfaz a equação de

Schrödinger dando I|ψ(t)〉, esta ação implicará em outra solução da equação de Schrödinger.

O resultado acima é aceito para qualquer operador invariante. Caso contrário, ou seja, se o

operador invariante não apresentar termos que envolvam derivadas em relação ao tempo, temos

que buscar alternativas para que possamos satisfazer a equação de Schrödinger.
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2.2.2 Autoestados e autovalores de um operador invariante quântico

Vamos representar os autovalores de I(t), por λ e seus respectivos autoestados associados

como sendo |λ,k; t〉, sendo o índice k a representação de todos os outros números quânticos que

necessitamos para determinar os autoestados do sistema.

Considere que o operador invariante I(t) faça parte de um conjunto completo de observáveis

os quais comutam. Isto implica que há um conjunto completo de autoestados de I(t), então

podemos escrever a equação de autovalores para I(t)

I|λ,k; t〉= λ|λ,k; t〉, (2.7)

e a relação de ortonormalidade

〈λ′,k′; t|λ,k; t〉= δλ′λδk′k, (2.8)

onde,

(i) |λ,k; t〉 são os autoestados do operador invariante I(t),

(ii) λ são os autovalores do operador invariante I(t), e

(iii) k são todos os números quânticos diferentes de λ.

Devido a condição de Hermiticidade, I† = I, temos que os autovalores λ são reais. Por outro

lado, os autovalores são independentes do tempo como veremos a seguir. Efetuando a derivada

temporal da equação (2.7), obtemos

∂I
∂t
|λ,k; t〉+ I

∂

∂t
|λ,k; t〉= ∂λ

∂t
|λ,k; t〉+λ

∂

∂t
|λ,k; t〉. (2.9)

Em seguida, utilizando a equação (2.3) sobre os autoestados |λ,k; t〉 resulta que

∂I
∂t
|λ,k; t〉+

(
1
ih̄

)
[I,H]|λ,k; t〉= 0. (2.10)

Podemos reescrever a equação acima, na forma

ih̄
∂I
∂t
|λ,k; t〉+ IH|λ,k; t〉−λH|λ,k; t〉= 0. (2.11)

Calculando o produto escalar da equação (2.11) com um estado |λ′,k′; t〉, obtemos

ih̄
〈

λ
′,k′; t

∣∣∣∣∂I
∂t

∣∣∣∣λ,k; t
〉
+ 〈λ′,k′; t|IH|λ,k; t〉−〈λ′,k′; t|λH|λ,k; t〉= 0, (2.12)
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o que implica que

ih̄
〈

λ
′,k′; t

∣∣∣∣∂I
∂t

∣∣∣∣λ,k; t
〉
+λ
′〈λ′,k′; t|H|λ,k; t〉−λ〈λ′,k′; t|H|λ,k; t〉= 0. (2.13)

Simplificando a equação acima obtemos

ih̄
〈

λ
′,k′; t

∣∣∣∣∂I
∂t

∣∣∣∣λ,k; t
〉
+(λ′−λ)〈λ′,k′; t|H|λ,k; t〉= 0. (2.14)

O resultado acima deve ter validade para λ = λ′. Então, a equação acima se reduz em〈
λ,k′; t

∣∣∣∣∂I
∂t

∣∣∣∣λ,k; t
〉
= 0. (2.15)

O passo final para mostrar que os autovalores λn são independentes do tempo, será fazer o

produto escalar da equação (2.9) com |λ,k; t〉, então

〈
λ,k; t

∣∣∣∣∂I
∂t

∣∣∣∣λ,k; t
〉
+

〈
λ,k; t

∣∣∣∣I ∂

∂t

∣∣∣∣λ,k; t
〉
=

〈
λ,k; t

∣∣∣∣∂λ

∂t

∣∣∣∣λ,k; t
〉
+λ

〈
λ,k; t

∣∣∣∣ ∂

∂t

∣∣∣∣λ,k; t
〉

⇒
〈

λ,k; t
∣∣∣∣∂I
∂t

∣∣∣∣λ,k; t
〉
+λ

〈
λ,k; t

∣∣∣∣ ∂

∂t

∣∣∣∣λ,k; t
〉
=

∂λ

∂t
〈λ,k; t|λ,k; t〉+λ

〈
λ,k; t

∣∣∣∣ ∂

∂t

∣∣∣∣λ,k; t
〉
,

onde,
〈

λ,k; t
∣∣∣I ∂

∂t

∣∣∣λ,k; t
〉

é equivalente ao termo λ

〈
λ,k; t

∣∣∣ ∂

∂t

∣∣∣λ,k; t
〉

. Dessa maneira podemos

escrever que

∂λ

∂t
=

〈
λ,k; t

∣∣∣∣∂I
∂t

∣∣∣∣λ,k; t
〉
. (2.16)

Assim, das equações (2.15) e (2.16) temos que

∂λ

∂t
= 0. (2.17)

Portanto, os autovalores de um operador hermitiano invariante são independentes do tempo.

2.2.3 Relação entre os autoestados do operador invariante e as soluções da equação de
Schrödinger

Com todas as informações que obtemos anteriormente, podemos encontrar a conexão en-

tre os autoestados do operador invariante I(t) e as soluções da equação de Schrödinger. Para

isso, vamos reescrever a equação (2.9), sabendo que os autovalores do operador invariante são

independentes do tempo, ou seja, o termo ∂λ

∂t |λ,k; t〉= 0. Então
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∂I
∂t
|λ,k; t〉= (λ− I)

∂

∂t
|λ,k; t〉. (2.18)

Agora tomamos o produto escalar pelo autovetor |λ′,k′; t〉 resultando〈
λ
′,k′; t

∣∣∣∣∂I
∂t

∣∣∣∣λ,k; t
〉
= 〈λ′,k′; t|(λ− I)

∂

∂t
|λ,k; t〉 (2.19)

ou ainda 〈
λ
′,k′; t

∣∣∣∣∂I
∂t

∣∣∣∣λ,k; t
〉
= (λ−λ

′)〈λ′,k′; t| ∂
∂t
|λ,k; t〉

⇒ λ

〈
λ
′,k′; t

∣∣∣∣ ∂

∂t

∣∣∣∣λ,k; t
〉
−λ
′
〈

λ
′,k′; t

∣∣∣∣ ∂

∂t

∣∣∣∣λ,k; t
〉
=

〈
λ
′,k′; t

∣∣∣∣∂I
∂t

∣∣∣∣λ,k; t
〉
. (2.20)

Utilizando a equação (2.14), podemos escrever a equação (2.20) da seguinte maneira

ih̄(λ−λ
′)

〈
λ
′,k′; t

∣∣∣∣ ∂

∂t

∣∣∣∣λ,k; t
〉
= (λ−λ

′)〈λ′,k′; t|H|λ,k; t〉. (2.21)

Na equação acima, fazendo λ 6= λ′, concluímos que

ih̄
〈

λ
′,k′; t

∣∣∣∣ ∂

∂t

∣∣∣∣λ,k; t
〉
= 〈λ′,k′; t|H|λ,k; t〉, (2.22)

onde esta equação é válida somente para o caso λ 6= λ′. No entanto, se essa mesma condição

fosse aplicada quando λ = λ′, claramente podemos dizer que |λ,k; t〉 satisfaz a equação de

Schrödinger. Este resultado nos diz que |λ,k; t〉 é uma solução particular para a função de onda

|ψ(t)〉.
Para eliminar essa restrição, fazendo com que o estado do sistema permaneça invariante,

utilizaremos um fator de fase, o qual vai mudar a função de onda ψ(t) para uma nova função,

ψ
′(t) = eiα(t)

ψ(t), (2.23)

onde ψ(t) e ψ′(t) representam o mesmo estado quântico.

Em relação ao autoestado |λ,k; t〉 não fixamos o fator de fase, então temos a liberdade de de-

finir um novo conjunto de autovetores de I(t). Assim, podemos multiplicar |λ,k; t〉 por um fator

de fase arbitrário dependente do tempo, implicando em um novo conjunto de autovetores de I(t)

que estão associados ao nosso conjunto inicial de autovetores, através de uma transformação de

gauge dependente do tempo como sendo

|λ,k; t〉α = eiαλk(t)|λ,k; t〉, (2.24)
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onde αλk(t) são funções reais arbitrárias dependentes do tempo. Vale lembrar que o operador

invariante I(t) não possui derivadas temporais e que também os autoestados |λ,k; t〉 são orto-

normais [veja equação (2.8)]. Dessa forma, os autoestados |λ,k; t〉α da equação (2.24) serão

também ortonormais. Para λ 6= λ′, a equação (2.22) será verdadeira para elementos de matriz

obtidos em relação aos novos autoestados. Escolhendo as fases αλk(t) satisfazendo a equação

(2.22) para λ = λ′, cada um dos novos autoestados satisfará a equação de Schrödinger. Então,

esta condição nos leva a escrever a expressão abaixo (ver apêndice A.1):

ih̄δλ′λδkk′
dαλk

dt
=

〈
λ
′,k′; t

∣∣∣∣(ih̄
∂

∂t
−H

)∣∣∣∣λ,k; t
〉
. (2.25)

Para que a equação acima seja satisfeita, os estados |λ,k; t〉 devem ser escolhidos de tal forma

que o lado direito da mesma seja igual a zero para k 6= k′. A diagonalização é sempre possível

já que o operador ih̄ ∂

∂t −H é Hermitiano, então as funções de fase αλk(t) satisfazem a seguinte

equação

h̄
dαλk

dt
=

〈
λ,k; t

∣∣∣∣(ih̄
∂

∂t
−H

)∣∣∣∣λ,k; t
〉
. (2.26)

Dessa forma, o novo conjunto de autoestados do operador invariante I(t), |λ,k; t〉α, satisfaz a

equação de Schrödinger e podemos escrever a solução geral da seguinte maneira:

|ψ(t)〉= ∑
λk

cλkeiαλk(t)|λ,k; t〉, (2.27)

onde |ψ(t)〉 é o vetor de estado solução da equação de Schrödinger, cλk são coeficientes inde-

pendentes do tempo e |λ,k; t〉 são os autoestados do invariante I(t). A equação (2.27) mostra

que os autoestados do operador invariante I(t) são soluções da equação de Schrödinger.

2.3 Aplicação do método de invariantes para o OHDT unidimensional

Nesta seção utilizamos o método de operadores invariantes desenvolvido por Lewis e Rie-

senfeld para sistemas físicos harmonicamente oscilantes. Nesse caso, considerando uma partí-

cula que realiza pequenas oscilações em uma dimensão, com Hamiltoniano dado por

H(t) =
1

2m
p2 +

1
2

mω
2(t)q2, (2.28)

onde q representa a coordenada canônica, p é o momento canonicamente conjulgado a q, m é

a massa da partícula e ω(t) é a frequência angular dependente do tempo. As variáveis p e q

satisfazem a relação de comutação canônica
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[q, p] = ih̄. (2.29)

As equações canônicas do movimento são dadas por

q̇ =
∂H
∂p

=
p
m
, (2.30)

e

ṗ =−∂H
∂q

=−mω
2(t)q. (2.31)

Assim, derivando a equação (2.30) em relação ao tempo temos que

q̈ =
ṗ
m
, (2.32)

e substituindo a equação (2.31) na equação acima, obtemos a equação do movimento deste

sistema como sendo

q̈+ω
2(t)q = 0. (2.33)

O invariante exato correspondente a Hamiltoniana (2.28) é dado por [15]

I =
1
2

[(
q
ρ

)2

+(pρ−mρ̇q)2

]
, (2.34)

onde q é uma função do tempo que satisfaz a equação (2.33) e ρ(t) é uma função real que

satisfaz a equação auxiliar (ver apêndice A.2)

ρ̈+ω
2(t)ρ =

1
m2ρ3 . (2.35)

Podemos reescrever a equação de autovalores (2.7) na forma

I|φn(q, t)〉= λn|φn(q, t)〉, (2.36)

onde φn(q, t) são autofunções de I(t) que formam um conjunto ortonormal completo corres-

pondente para os autovalores independentes do tempo λn. Tomando a equação de Schrödinger

dependente do tempo (2.2),

H(t)|ψ(q, t)〉= ih̄
∂

∂t
|ψ(q, t)〉,

e usando o operador, p =−ih̄ ∂

∂q , escrevemos a equação (2.28) na forma

H(t) =− h̄2

2m
∂2

∂q2 +
1
2

mω
2(t)q2. (2.37)
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De acordo com o formalismo de Lewis e Riesenfeld, a solução da equação de Schrödinger,

ψn(q, t), está relacionada com φn(q, t) pela expressão

ψn(q, t) = eiαn(t)φn(q, t), (2.38)

onde αn(t) é a função de fase que satisfaz a equação

h̄
dαn(t)

dt
=

〈
φn

∣∣∣∣(ih̄
∂

∂t
−H

)∣∣∣∣φn

〉
. (2.39)

Portanto, cada ψn(q, t) satisfaz a equação de Schrödinger, sendo a solução geral da mesma dada

por

ψ(q, t) = ∑
n

cneiαnφn(q, t), (2.40)

onde cn são constantes independentes do tempo.

Para obtermos a função de onda de Schrödinger exata para o Hamiltoniano do oscilador

unidimensional dependente do tempo (2.28), vamos utilizar uma transformação unitária dada

por

φ
′
n(q, t) =Uφn(q, t), (2.41)

onde o operador unitário é dado por

U = e−
imρ̇

2h̄ρ
q2
. (2.42)

Aplicando a transformação unitária sob o operador I, ele se transforma em I′, de acordo com a

expressão abaixo (ver apêndice A.3):

I′ =UIU†, (2.43)

com

I′ =− h̄2

2
ρ

2 ∂2

∂q2 +
1
2

q2

ρ2 =− h̄2

2
∂2

∂σ2 +
σ2

2
, (2.44)

onde a variável independente σ = q/ρ. Então, com a transformação unitária, a equação de

autovalores (2.36) fica

I′φ′n(q, t) = λnφ
′
n(q, t). (2.45)

Com a definição da nova variável independente, σ, escremos a equação (2.45) na forma[
− h̄2

2
∂2

∂σ2 +
σ2

2

]
ϕn(σ) = λnϕn(σ), (2.46)
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ou [
∂2

∂σ2 +
1
h̄2 (2λn−σ

2)

]
ϕn(σ) = 0, (2.47)

ou ainda

I′ϕn(σ) = λnϕn(σ), (2.48)

com

φ
′
n(q, t) =

1
ρ1/2 ϕn(σ) =

1
ρ1/2 ϕn(q/ρ). (2.49)

O fator 1/ρ1/2 foi introduzido na equação acima para satisfazer a condição de normalização

∫
φ
∗′
n (q, t)φ

′
n(q, t)dq =

∫
ϕ
∗
n(σ)ϕn(σ)dσ = 1. (2.50)

A equação (2.47) representa uma equação de Schrödinger unidimensional independente do

tempo, com solução dada por

ϕn(σ) =

[
1

π1/2h̄1/2n!2n

]1/2

e−σ2/2h̄Hn

[(
1
h̄

) 1
2

σ

]
, (2.51)

onde os autovalores λn são dados por

λn = h̄
(

n+
1
2

)
. (2.52)

Aqui, Hn é o polinômio de Hermite de ordem n. Agora substituimos o resultado encontrado na

equação (2.51), ϕn, na equação (2.49), para encontrarmos φ′n(q, t), como

φ
′
n(q, t) =

[
1

π1/2h̄1/2n!2nρ

]1/2

e−q2/2h̄ρ2
Hn

[(
1
h̄

) 1
2 q

ρ

]
. (2.53)

Portanto, de acordo com as equações (2.41), (2.42) e (2.53), onde φn(q, t) =U†φ′n(q, t), obtemos

φn(q, t) =
[

1

π1/2h̄1/2n!2nρ

]1/2

e
im
2h̄

(
ρ̇

ρ
+ i

mρ2

)
q2

Hn

[(
1
h̄

) 1
2 q

ρ

]
. (2.54)

A equação (2.54) representa as funções de onda de um sistema dado pelo Hamiltoniano (2.28)

e pela equação de Schrödinger (2.2). Estamos em busca da solução geral ψ(q, t) dada pela

equação (2.38), então nosso próximo passo será acharmos as funções de fase αn(t).

Para calcular as funções de fase αn(t) que satisfazem a equação (2.39), devemos realizar

uma transformação unitária no lado direito da equação (2.39).
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Para eliminarmos ω2(t) na hamiltoniana H(t), usamos a equação auxiliar (2.35), ω2(t) =

(1/m2ρ4)− (ρ̈/ρ). Sabendo que φ′n(q, t) = (1/ρ1/2)ϕn(q/ρ) da equação (2.49), obtemos (ver

apêndice A.4)

h̄α̇n(t) =
〈

ϕn

∣∣∣∣− I′

mρ2

∣∣∣∣ϕn

〉
. (2.55)

De (2.39) e com a condição de normalização ϕn, teremos

αn(t) =−
1
m

(
n+

1
2

)∫ t

0

1
ρ2 dt ′. (2.56)

Portanto, das equações (2.38) e (2.54), podemos explicitar a solução exata da equação de

Schrödinger (2.2) como sendo

ψn(q, t) = eiαn(t)
[

1

π1/2h̄1/2n!2nρ

]1/2

e
im
2h̄

(
ρ̇

ρ
+ i

mρ2

)
q2

Hn

[(
1
h̄

) 1
2 q

ρ

]
. (2.57)

Dessa maneira, escrevemos a solução geral da equação de Schrödinger da seguinte forma:

ψ(q, t) = ∑
n

cnψn(q, t), (2.58)

onde ψn(q, t) é a representação do vetor de estado que é solução da equação de Schrödinger e

cn são coeficientes independentes do tempo.
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CAPÍTULO 3

Estados coerentes

Neste capítulo, vamos construir os estados coerentes para o oscilador hamônico simples

quântico unidimensional. Faremos uma revisão da teoria quântica de um oscilador harmônico

em termos dos operadores a e a†, para reescrever o Hamiltoniano do sistema em função dos

mesmos. Vamos também calcular as flutuações quânticas da posição e do momento bem como

o produto de incerteza.

3.1 Origem dos estados coerentes

Schrödinger em 1926, interessou-se em encontrar uma determinada classe de estados da me-

cânica quântica que mostrasse, de alguma maneira, o comportamento clássico de um oscilador

harmônico. Em outras palavras, a energia média de um oscilador em um dado estado é igual à

energia correspondente clássica (menos a energia do ponto zero em mecânica quântica h̄ω/2) e

as médias da posição, q, e do momento, p, tem a mesma forma oscilatória que no caso clássico.

Nesse mesmo ano, Schrödinger apresentou trabalhos muito importantes [29], para resolver o

átomo de hidrogênio.

Em seus estudos, Schrödinger percebeu que a distribuição gaussiana de uma função de onda

pode ser obtida de uma determinada superposição das funções de onda correspondentes aos au-

tovalores discretos do oscilador harmônico, onde esses novos estados seguiam o movimento

clássico. Nessa época, não se conhecia a natureza da amplitude de probabilidade da função de

onda, e por isso a natureza complexa da função de onda chamava a atenção de Schrödinger.

Para ele, uma motivação bastante relevante era da possibilidade de descobrir estados quânti-

cos que comportavam-se como no movimento de uma partícula clássica em um dado potencial.

Dessa maneira, apesar do princípio de incerteza não ser conhecido até aquele momento, os es-

tudos de Schrödinger resultaram na descoberta que se assemelha em uma espécie de método

de incerteza mínima, chamado estados coerentes. Na literatura, os estados coerentes são tam-

bém chamados de estados de incerteza mínima, estados coerentes de Schrödinger ou estados

coerentes de Glauber.

Os estados coerentes tornaram-se bastante conhecidos na década de 60 devido aos trabalhos
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de Klauder [52], Sudarshan [53] e Glauber [26]. Este último por sua utilidade em descrever o

comportamento do campo de radiação.

Glauber propôs estados coerentes para um oscilador harmônico, onde consequentemente

viraram um modelo para uma grande parte dos estados coerentes nos seus trabalhos [24-26],

como também serviram no trabalho de Malkin, Man’ko e Trifonov [54]. O estado coerente

do oscilador harmônico simples considerado por Schrödinger [29], segue o movimento de uma

partícula clássica. Estados coerentes de um oscilador harmônico com frequência dependente do

tempo foi investigado em [23, 55].

Os estados coerentes formam uma representação muito conveniente para os problemas da

mecânica quântica, tomando por exemplo o oscilador harmônico. Podem ser abordados na

literatura de três maneiras equivalentes: método do operador deslocamento, método do operador

aniquilação e o método de incerteza mínima. A seguir descreveremos estes métodos.

(i) Método do operador deslocamento

Por definição, o operador deslocamento é dado da seguinte maneira:

D(α) = e(αa†−α∗a), (3.1)

onde D(α) é o operador deslocamento dependente de α, onde α é um número complexo, a e

a† são os operadores de aniquilação e de criação, respectivamente. Observamos que o operador

deslocamento é um operador unitário, ou seja, D†D = I.
Neste método, para o oscilador harmônico, os estados coerentes, |α〉, são obtidos a partir

da ação do operador deslocamento, D, no estado fundamental, |0〉. Para isso, vamos recorrer a

fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff dada por

eA+B = eAeBe−1/2[A,B] · · ·eK,

para escrever D(α), onde K é uma soma de produtos de comutadores de n-ésimo grau, e a

equação acima é válida quando A e B comutam ([A, [A,B]] = [B, [A,B]] = 0). Fazendo A = αa†

e B =−α∗a, temos que

D(α) = e−1/2|α|2eαa†
e−α∗a.

Assim,

|α〉= D(α)|0〉= e−1/2|α|2eαa†
e−α∗a|0〉

= e−1/2|α|2eαa†
∞

∑
n=0

(−α∗a)n

n!
|0〉
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= e−1/2|α|2eαa†
|0〉

= e−1/2|α|2
∞

∑
n=0

αn
√

n!

[
(a†)n
√

n!
|0〉
]
,

portanto os estados coerentes são dados por

D(α)|0〉= e−
1
2 |α|

2
∞

∑
n

αn
√

n!
|n〉 ≡ |α〉. (3.2)

São propriedades do operador deslocamento:

(a) D†(α) = D−1(α) = D(−α);

(b) D†(α)aD(α) = a+α;

(c) D†(α)a†D(α) = a† +α∗;

(d) D(α+β) = D(α)D(β)e−iIm(αβ∗).

Mais detalhes sobre estas propriedades citadas acima, ver apêndice B.

(ii) Método do operador aniquilação

No oscilador harmônico, os estados coerentes, |α〉, também são os autoestados do operador

de aniquilação, a, como segue abaixo:

D(α)D†(α)a|α〉= D(α)D†(α)aD(α)|0〉= D(α)(a|0〉+α|0〉) = αD(α)|0〉= α|α〉,

assim,

a|α〉= α|α〉, (3.3)

onde, D†(α)aD(α) = a+α, a|0〉= 0 e |α〉= D(α)|0〉.

(iii) Método de incerteza mínima

Para o oscilador harmônico, as variáveis clássicas q e p variam conforme sen(ωt) e cos(ωt).

Do ponto de vista da mecânica quântica, essas variáveis clássicas se transformam em operadores
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quânticos, onde estes operadores definem uma relação de comutação e uma relação de incerteza

mínima dadas respectivamente por,

[q, p] = ih̄, (3.4)

e,

(∆q)(∆p) =
h̄
2
. (3.5)

3.2 Oscilador harmônico quântico

Nesta seção, vamos estudar as características de um oscilador harmônico com potencial

unidimensional dado por

V (q) =
kq2

2
=

mω2

2
q2, (3.6)

onde k = mω2.

Vamos agora, resolver o oscilador harmônico pelo método algébrico. Durante a resolução,

inserimos algumas definições que serão de grande importância para se obter os estados coeren-

tes de um oscilador harmônico.

Começamos então escrevendo a equação de Schrödinger independente do tempo com o

Hamiltoniano contendo o potencial (3.6):

Hψ =

(
− h̄2

2m
d2

dq2 +
mω2

2
q2
)

ψ = Eψ. (3.7)

Na teoria quântica de um oscilador harmônico, é conveniente tratarmos este problema em ter-

mos dos dois operadores a e a†. Definindo os operadores aniquilação, a, e criação, a†, em

função do operador momento, p, e do operador posição, q, teremos

a =
1√

2mωh̄
(mωq+ ip), (3.8)

e

a† =
1√

2mωh̄
(mωq− ip). (3.9)

Os operadores acima podem criar ou aniquilar um quantum de energia (E = h̄ω). Somando

e depois subtraindo as equações (3.8) e (3.9), obtemos os operadores posição e momento em

função de a e a†
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q =

√
h̄

2mω
(a+a†), (3.10)

e

p =−i

√
mωh̄

2
(a−a†). (3.11)

Podemos mostrar a relação de comutação [a,a†], que vai ser útil quando quisermos expressar

o Hamiltoniano em termos dos operadores criação e aniquilação, através das equações (3.8) e

(3.9)

aa† =
1

2mωh̄
[(mωq)2 + imω[p,q]+ p2], (3.12)

e

a†a =
1

2mωh̄
[(mωq)2− imω[p,q]+ p2]. (3.13)

Sabendo que [p,q] =−ih̄, obtemos

[a,a†] = aa†−a†a = 1. (3.14)

Reescrevendo a equação de Schrödinger (3.7) na forma

Hψ =
1

2m

[(
h̄
i

d
dq

)2

+(mωq)2

]
ψ = Eψ, (3.15)

podemos escrever o Hamiltoniano como sendo

H =
1

2m
[p2 +(mωq)2] =

h̄ω

2
(a†a+aa†). (3.16)

A equação acima é obtida facilmente isolando os termos p2 da equação (3.12), e (mωq)2 da

equação (3.13), depois basta somar esses dois termos para se chegar na equação (3.16). O

Hamiltoniano pode ser escrito como

H = h̄ω

(
a†a+

1
2

)
, (3.17)

visto que de (3.14) obtemos aa† = a†a+ 1. Dessa maneira, podemos escrever a equação de

autovalores

h̄ω

(
a†a+

1
2

)
|n〉= En|n〉. (3.18)

Definimos nosso conjunto |En〉= |n〉, então os diferentes níveis de energias possíveis de um

oscilador harmônico é dado por
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En = h̄ω

(
n+

1
2

)
,n = 0,1,2, ..., (3.19)

assim, podemos escrever (3.18) de outra maneira de forma que

a†a|n〉=
(

E
h̄ω
− 1

2

)
|n〉. (3.20)

Percebemos então que o termo que corresponde a um autovalor na equação acima, n, pode ser

visto também isolando n na equação (3.19). Portanto podemos dizer que

a†a|n〉= n|n〉, (3.21)

onde comprovamos que o autoestado de energia é um autoestado de a†a com autovalor n. O

operador a†a é conhecido como operador número, N, ou seja,

N|n〉= n|n〉, (3.22)

onde N = a†a. Os níveis de energia do oscilador harmônico são igualmente espaçados, subimos

e descemos os estados de energia utilizando os operadores a e a†. O operador N comuta com

H, dessa maneira eles possuem autoestados simultâneos. Os autovalores de N são conhecidos

como sendo 0,1,2, ..., e denotamos os autoestados correspondentes para os autovalores n como

sendo |n〉. Abaixo, seguem as propriedades de |n〉:

(a) a|0〉= 0;

(b) a|n〉=
√

n|n−1〉;

(c) a†|n〉=
√

n+1|n+1〉;

(d) |n〉= (a†n/
√

n!)|0〉;

(e) 〈n|n′〉= δn,n′;

(f) ∑
∞
n = 0|n〉〈n|= I, onde I é um operador identidade.

Os estados coerentes do oscilador harmônico pelo método do operador aniquilação é dado

por [28]

|α〉= e−
|α|2

2

∞

∑
n

αn
√

n!
|n〉. (3.23)
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Vale dizer aqui que α pertence ao conjunto dos números complexos. As principais proprie-

dades dos estados coerentes são:

(a) Dois distintos estados coerentes, |α〉 e |β〉, não são ortogonais:

〈α|β〉= e−
1
2 |α|

2+βα∗− 1
2 |β|

2
, (3.24)

a sobreposição 〈α|β〉 nunca é zero.

(b) O conjunto |α〉 é linearmente independente.

(c) O conjunto |α〉 é completo, onde temos uma relação de completeza dada na forma:

1
π

∫
|α〉〈α|d2

α = I, (3.25)

sendo I um operador identidade.

Mais detalhes sobre essas propriedades veja Howard e Roy [56].

Agora, vamos calcular o valor esperado de q para os estados coerentes |α〉. De (3.10), temos

que

〈α|q|α〉=
(

h̄
2mω

)1/2

〈α|a† +a|α〉=
(

h̄
2mω

)1/2

(α∗eiωt +αe−iωt)

=

(
h̄

2mω

)1/2

[α∗(cosωt + isenωt)+α(cosωt− isenωt)]. (3.26)

Fazendo α = u+ iv, e substituindo na última equação, observamos que

〈α|q|α〉=
(

h̄
2mω

) 1
2

[ucosωt + iusenωt− ivcosωt + vsenωt

+ucosωt− iusenωt + ivcosωt + vsenωt] =
(

h̄
2mω

) 1
2

[2ucosωt +2vsenωt]

=

(
2h̄
mω

) 1
2

|α|[cosωtcosφ+ senωtsenφ], (3.27)

onde

|α|=
√

u2 + v2; (3.28)

φ = arg(α); (3.29)
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cosφ = u/
√

u2 + v2; (3.30)

senφ = v/
√

u2 + v2. (3.31)

Assim, sabendo que, cosωtcosφ+senωtsenφ = cos(ωt−φ), podemos escrever a equação (3.27)

da seguinte maneira:

〈α|q|α〉=
(

2h̄ω|α|2

mω2

) 1
2

cos(ωt−φ). (3.32)

Do ponto de vista de Glauber, o limite clássico, é obtido quando h̄→ 0, |α|→∞, tal que h̄|α|2→
finito. Então, podemos escrever a equação (3.32) de maneira que

〈α|q|α〉= Acos(ωt−φ), (3.33)

onde A é uma constante. Note, que esta solução mostrada acima, é exatamente a solução do

oscilador harmônico simples. Analogamente, podemos mostrar que

〈α|p|α〉=−mω

(
2h̄ω|α|2

mω2

) 1
2

sen(ωt−φ), (3.34)

onde novamente no limite de Glauber, para este caso teremos

〈α|p|α〉=−mωAsen(ωt−φ), (3.35)

onde esta equação representa o momento clássico do oscilador.

Tomando a equação (3.17), podemos calcular o valor esperado da energia quântica H como

sendo

〈α|H|α〉=
〈

α

∣∣∣∣h̄ω

(
a†a+

1
2

)∣∣∣∣α〉= h̄ω〈α|a†a|α〉+ h̄ω

2
〈α|α〉.

Daí,

〈α|H|α〉= h̄ω|α|2 + h̄ω

2
. (3.36)

Da equação (3.36), podemos mostrar o Hamiltoniano clássico Hc, que é a energia:

E = Hc = 〈α|H|α〉−〈0|H|0〉= h̄ω|α|2. (3.37)

Para se obter o valor esperado de p (〈p〉), 〈q2〉 e 〈p2〉, procedemos da mesma maneira que

vimos na equação (3.27). Obtendo 〈p〉, temos que
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〈α|p|α〉= (2mh̄ω)1/2(vcosωt−usenωt). (3.38)

Calculando 〈q2〉, temos

〈α|q2|α〉= h̄
mω

(2u2cos2
ωt +2v2sen2

ωt +4uvsenωtcosωt +1/2)

=
2h̄
mω

(u2cos2
ωt + v2sen2

ωt +uvsenωtcosωt +1/4),

então,

〈α|q2|α〉=
(

2h̄|α|2

mω

)[
cos2(ωt−φ)+

1
4|α|2

]
. (3.39)

Calculando 〈p2〉, obtemos

〈α|p2|α〉= (mωh̄)[2v2cos2
ωt +2u2sen2

ωt−4uvsenωtcosωt +1/2]. (3.40)

Sabendo que,

(∆q)2 = 〈q2〉−〈q〉2, (3.41)

e também que

(∆p)2 = 〈p2〉−〈p〉2, (3.42)

finalmente, podemos calcular as flutuações em q e p para os estados coerentes |α〉, tal que

(∆q)2 =

(
h̄

2mω

)
, (3.43)

e

(∆p)2 =

(
mωh̄

2

)
. (3.44)

Dessa maneira, para finalizar, temos que o produto de incerteza é dado por

(∆q)(∆p) =
h̄
2
. (3.45)

De (3.45), observamos que os estados coerentes, são estados de incerteza mínima. Isto

implica que a forma e a propriedade incerteza mínima do pacote de ondas são preservadas no

decorrer do tempo.
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CAPÍTULO 4

Quantização de um circuito LC

No presente capítulo, vamos resolver classicamente e quânticamente o problema de um

circuito LC (indutância-capacitância). No caso clássico, encontraremos facilmente que a carga

Q e o fluxo magnético Φ (por definição) são funções do tempo. Já no caso quântico, a carga e o

fluxo magnético aparecerão como operadores quânticos, ambos em função de a e a†.

4.1 Considerações iniciais

Nos anos 70, Louisell [32] foi o pioneiro em discutir a evolução temporal e os efeitos quân-

ticos de um circuito LC (indutor, L e capacitor, C). Aqui, vale mencionar que ele usou o

comutador [q, p] = ih̄, em que q e p são a carga e a corrente do circuito, respectivamente, e h̄ é a

constante de Planck (h) dividida pelo fator 2π. A partir de uma análise dimensional, se verifica

que este comutador é incorreto e deve ser modificado. Como já citamos na introdução desta

dissertação, outros autores também usaram este comutador incorretamente.

O circuito LC não-dissipativo representa um caso ideal. Para um circuito mesoscópico

mais realista, é preciso considerar o efeito de R (resistência) no circuito, ou seja, a dissipação.

Faremos a consideração da resistência no próximo capítulo.

Recentemente, os efeitos quânticos de circuitos mesoscópicos trouxeram interesses de mui-

tos físicos devido ao avanço dos estudos de sistemas nanoestruturados. O trabalho de Louisell

tornou-se bastante popular devido os circuitos LC mesoscópicos apresentarem várias aplicações

em computadores quânticos. Muitos trabalhos sobre a quantização de circuitos elétricos mais

complexos têm sido publicados recentemente [57-61].
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4.2 Quantização de um circuito LC

4.2.1 Circuito LC clássico

Nessa abordagem, consideremos um circuito LC ideal, ou seja, desprezaremos aqui a dis-

sipação de energia que seria causada pela resistência. O circuito será composto apenas de um

capacitor de capacitânia C e de um indutor de indutância L. Como não há dissipação de energia

nesse sistema, a energia armazenada inicialmente no circuito permanecerá constante.

Vamos supor que, a energia armazenada no circuito seja responsável pela carga inicial do

capacitor. Então, pela primeira lei de Kirchhoff podemos escrever a seguinte equação:

Q
C
+L

di
dt

= 0, (4.1)

onde Q é a carga armazenada pelo capacitor e i a corrente elétrica que percorre o circuito. Se

derivarmos a equação acima em relação ao tempo, obtemos que

i
C
+L

d2i
dt2 = 0, (4.2)

ou ainda,

d2i
dt2 +ω

2
0i = 0, (4.3)

onde dQ/dt = i e a frequência angular do circuito é dada por ω0 = 1/
√

LC. A solução geral da

equação diferencial (4.3) é dada por

i(t) = Acos(ω0t +θ), (4.4)

onde A é a amplitude e θ é a fase inicial.

Se integrarmos a equação acima em relação ao tempo, obteremos a carga como sendo

Q(t) =
A
ω0

sen(ω0t +θ). (4.5)

A equação do movimento para a carga, pode ser obtida pelo Hamiltoniano [62, 63]

H(t) =
1

2L
Φ

2 +
1

2C
Q2, (4.6)

com Φ(t) = L(dQ/dt).
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4.2.2 Circuito LC quântico

Aqui vamos quantizar o circuito LC. Para isso, é preciso resolver a equação de Schrödinger

− h̄2

2L
d2ψ

dQ2 +
1
2

Lω
2Q2

ψ = Eψ, (4.7)

associado ao Hamiltoniano (4.6)

H(t)ψ(Q, t) = ih̄
∂

∂t
ψ(Q, t), (4.8)

onde Q e Φ são operadores que satisfaz o comutador [Q,Φ] = ih̄, com Φ =−ih̄∂/∂Q. Sabemos

que a solução geral analítica da equação de Schrödinger (4.7) é dada por

ψn(Q) =

(
Lω

πh̄

)1/4 1√
2nn!

Hn(ξ)e−ξ2/2, (4.9)

onde ξ≡ (
√

Lω/h̄)Q e Hn são os polinômios de Hermite.

Sabendo que Louisell usou uma relação de comutação incorreta, vamos apresentar a relação

de comutação correta, com base em uma análise dimensional, que será dada por

[Q,Φ] = ih̄, (4.10)

onde Φ é o fluxo magnético, Q continua sendo a carga do circuito e, estes dois operadores são

canonicamente conjugados.

Agora vamos escrever os operadores a e a† em termos da carga Q e do fluxo magnético Φ,

a =

√
1

2h̄ω0L
(ω0LQ+ iΦ), (4.11)

e

a† =

√
1

2h̄ω0L
(ω0LQ− iΦ), (4.12)

como também podemos calcular Φ e Q em função dos operadores de criação e aniquilação

bastando subtrair (4.11) e (4.12)

a−a† =

√
1

2h̄ω0L
(2iΦ), (4.13)

para se obter Φ

Φ = i

√
h̄ω0L

2
[a†−a], (4.14)

e somando (4.11) e (4.12)
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a+a† =

√
1

2h̄ω0L
(2ω0LQ), (4.15)

para se obter Q

Q =

√
h̄

2ω0L
[a+a†]. (4.16)

Para expressar o Hamiltoniano em termos de a e a†, podemos seguir os passos da seção 3.2, onde

calculamos os termos aa† e a†a, com diferença em apenas trocar algumas variáveis. Portanto o

Hamiltoniano fica o mesmo da seção (3.2),

H(t) = h̄ω0

(
a†a+

1
2

)
. (4.17)
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CAPÍTULO 5

Dinâmica quântica de um circuito RLC
mesoscópico

Neste capítulo, apresentaremos uma descrição quântica de um circuito RLC mesoscópico.

Vamos nos basear no Hamiltoniano de Caldirola-Kanai e no método dos invariantes quânticos

para resolvermos a equação de Schrödinger para este circuito e escrever as funções de onda

correspondentes em termos de uma solução particular da equação de Milne-Pinney. Em se-

guida, construiremos os estados coerentes para o circuito RLC quantizado, e calcularemos as

flutuações quânticas da carga e do fluxo magnético bem como o produto de incerteza.

5.1 Considerações iniciais

O estudo de sistemas mesoscópicos tem atraído bastante atenção na literatura nos últimos

anos [8, 10, 16-18, 21, 23, 28, 32-36, 62-78]. O grande interesse nesses sistemas é motivado em

parte por causa do rápido desenvolvimento da nanofísica e nanoelectrônica e em parte devido a

fabricação de dispositivos eletrônicos, a miniaturização dos circuitos integrados e componentes

que estão indo para a escala nanométrica. Na verdade, as modernas técnicas em material elétrico

têm proporcionado meios para o desenvolvimento de estruturas pequenas com a resolução que

já se aproxima da escala atômica. No entanto, quando os dispositivos ou circuitos são tão

pequenos que a coerência inelástica do portador de carga se aproxima do comprimento de onda

de Fermi, a aplicação da mecânica clássica falha, e efeitos quânticos dos dispositivos e circuitos

devem ser considerados. Por conseguinte, uma descrição quântica destes sistemas torna-se

necessária a fim de investigar as propriedades quânticas dos dispositivos e circuitos.

O fenômeno de dissipação é um assunto intrinsecamente relacionado aos circuitos elétricos

e requer atenção especial. Neste contexto, o estudo da quantização e dos efeitos quânticos de

um circuito RLC mesoscópico dissipativo é certamente de grande interesse físico. De fato, nos

últimos anos, este circuito mais realista tem sido estudado por vários autores com diferentes

abordagens [2-6, 9, 10, 17-19].
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5.2 Quantização de um circuito RLC

5.2.1 Circuito RLC clássico

Como é bem conhecido, a equação do movimento clássica para a carga q(t) de um circuito

RLC sem fonte é

d2q
dt2 +

R
L

dq
dt

+ω
2q = 0, (5.1)

onde os elementos de circuito R, L e C representam resistência, impedância e capacitância

respectivamente, e ω2 = 1/LC é a frequência do circuito na ausência de resistência. A equação

(5.1) trata-se de um oscilador harmônico amortecido, onde sua solução é conhecida por ser

q(t) = Ae−Rt/2Lsen(Ωt +δ), (5.2)

onde A e δ são constantes a serem determinadas pelas condições iniciais e Ω2 = ω2− (R/2L)2

é a frequência de modificação do circuito. Aqui, consideramos apenas as soluções oscilatórias,

isto é, no caso onde Ω2 > 0. Além disso, a equação do movimento para a carga, dada pela

equação (5.1) pode ser obtida diretamente a partir do Hamiltoniano clássico

H(t) = e−(R/L)t Φ2

2L
+

1
2

e(R/L)tLω
2q2, (5.3)

onde Φ é o fluxo magnético definido por Φ(t) = L(dq/dt). Este Hamiltoniano é conhecido

na literatura como Hamiltoniano de Caldirola-Kanai e tem sido frequentemente utilizado para

estudar sistemas quânticos dependentes do tempo em vários problemas físicos, como em Hasse

[79] e em Um, Yeon e George [80].

5.2.2 Circuito RLC quântico

Para obtermos uma descrição quântica do circuito RLC precisamos quantizá-lo. Para este

efeito, é preciso resolver a equação de Schrödinger associado ao Hamiltoniano (5.3)

H(t)Ψ(q, t) = ih̄
∂

∂t
Ψ(q, t), (5.4)

onde q e Φ são operadores que satisfaz o comutador [q,Φ] = ih̄, (em vez de [q, p] = ih̄) com

Φ = −ih̄∂/∂q. Podemos obter as soluções da equação (5.4) com a ajuda do método de invari-

antes quânticos dinâmicos desenvolvido por Lewis e Riesenfeld. Segundo este método, se um

sistema admite uma invariante I(t) (constante do movimento), é possível encontrar um estado



5.2 QUANTIZAÇÃO DE UM CIRCUITO RLC 32

quântico completo, cuja evolução é dada pela equação Schrödinger, em termos de autoestados

ortonormalizados φn(q, t) do operador invariante não trivial Hermitiano I(t), com autovalores

λn independentes do tempo e um fator de fase βn(t). A solução dessa equação pode ser escrita

na forma

ψn(q, t) = eiβn(t)φn(q, t), (5.5)

onde as funções de fase βn(t) são determinadas pela equação

h̄
dβn(t)

dt
=

〈
φn

∣∣∣∣ih̄ ∂

∂t
−H

∣∣∣∣φn

〉
. (5.6)

Além disso, o operador invariante I(t), deve satisfazer a condição

dI
dt

=
1
ih̄
[I,H]+

∂I
∂t

= 0. (5.7)

Vários operadores invariantes lineares satisfazem a equação (5.7) como em [17, 81], mas neste

trabalho estamos interessados em lidar com operadores invariantes Hermitianos quadráticos.

Agora, sabe-se que um invariante quadrático dependente do tempo que satisfaz a equação

(5.7) é dado por [16, 18]

I(t) =
1
2

[(
q
ρ

)2

+(ρΦ−LeRt/L
ρ̇q)2

]
, (5.8)

onde ρ(t) é uma função real dependente do tempo que satisfaz a equação Milne-Pinney [82, 83]

ρ̈(t)+
R
L

ρ̇(t)+ω
2
ρ =

e−2Rt/L

L2ρ3 . (5.9)

Em seguida, nós obtemos os autoestados φn(q, t) de I(t). Então, consideramos a equação de

autovalor

I(t)φn(q, t) = λnφn(q, t), (5.10)

e o operador unitário [16]

U = exp

(
− iLeRt/Lρ̇

2h̄ρ
q2

)
. (5.11)

Ao utilizar este operador, podemos transformar o invariante (5.8) para a forma mais simples

I′ =UIU† =− h̄2

2
ρ

2 ∂2

∂q2 +
1
2

q2

ρ2 . (5.12)

Então, a equação de autovalor para I(t) pode ser escrita como
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I′φ′n(q, t) = λnφ
′
n(q, t), (5.13)

com

φ
′
n(q, t) =Uφn(q, t). (5.14)

Assim, fazendo σ = q/ρ, podemos expressar a equação (5.13) como[
− h̄2

2
∂2

∂σ2 +
σ2

2

]
ϕn(σ) = λnϕn(σ), (5.15)

onde ϕn está relacionado com φ′n por

ϕn(σ) = ϕn(q/ρ) = ρ
1/2

φ
′
n(q, t). (5.16)

O fator ρ1/2 foi introduzido para satisfazer a condição de normalização. Portanto, as soluções

ϕn da equação (5.15) são as autofunções

ϕn(σ) =

[
1

π1/2h̄1/2n!2n

]1/2

e−σ2/2h̄Hn

[(
1
h̄

) 1
2

σ

]
, (5.17)

com os respectivos autovalores

λn = h̄
(

n+
1
2

)
, (5.18)

onde Hn é o polinômio de Hermite de ordem n. Assim, usando as equações (5.11), (5.14), (5.16)

e (5.17) obtemos

φn(q, t) =
[

1

π1/2h̄1/2n!2nρ

]1/2

exp

[
iLeRt/L

2h̄

(
ρ̇

ρ
+

iLe−Rt/L

Lρ2
l

)
q2

]
Hn

[(
1
h̄

) 1
2 q

ρ

]
. (5.19)

O próximo passo é encontrar a função de fase dada pela equação (5.6). Depois de um pouco

de álgebra obtemos que

βn(t) =−
(

n+
1
2

)∫ t

0

e−Rt ′/L

Lρ2(t ′)
dt ′. (5.20)

Vamos agora considerar uma solução particular da equação Milne-Pinney (5.9) dada por [18]

ρ(t) =
e−Rt/2L

(LΩ)1/2 . (5.21)

Ao utilizar esta solução particular na equação (5.20) obtemos a função de fase como

βn(t) =−Ω

(
n+

1
2

)
t. (5.22)
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Portanto, fazendo uso das equações (5.21) e (5.22), podemos escrever as soluções ψn(q, t) da

equação de Schrödinger (5.4), como

ψn(q, t) =

[
(LΩ)1/2

π1/2h̄1/2n!2n

]1/2

exp
{[

R
4L
− iΩ

(
n+

1
2

)]
t
}

×exp

[
−LeRt/L

2h̄

(
Ω+

iR
2L

)
q2

]
Hn

[(
LΩ

h̄

)1/2

eRt/Lq

]
. (5.23)

Esta expressão representa a função de onda exata para o circuito RLC mesoscópico. Finaliza-

mos esta seção observando que a evolução de um estado geral de Schrödinger pode ser escrito

como Ψ(q, t) = ∑n cnψn(q, t) onde os coeficientes cn são independentes do tempo.

5.2.3 Estados coerentes

Nesta subseção, vamos construir estados coerentes para o circuito RLC mesoscópico quan-

tizado. Para este fim, definimos os operadores de aniquilação e criação definidos como

b′ =
(

1
2h̄

)1/2[q
ρ
+ iρΦ

]
, (5.24)

e

b′† =
(

1
2h̄

)1/2[q
ρ
− iρΦ

]
, (5.25)

com ρ dada pela equação (5.21) e [b′,b′†] = 1. Em termos desses operadores, o invariante I

dado pela equação (5.12) pode ser reescrito como

I′ = h̄
(

b′†b′+
1
2

)
, (5.26)

cujos estados coerentes tem a forma [16, 21, 23]

ϕα(σ, t) = exp
(
−|α

2|
2

)
∑
n

αn

(n!)1/2 exp[iβn(t)]ϕn(σ) (5.27)

onde α é um número arbitrário complexo. Em seguida, usando equações (5.1), (5.14), (5.16) e

(5.27) temos que os estados coerentes para o circuito RLC descrito pelo hamiltoniano (5.3) são

dadas por

φα(q, t) =
1

ρ1/2 exp

[
iLeRt/L

2h̄ρ
q2

]
ϕn(α, t). (5.28)

Esses estados satisfazem a equação de autovalor
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bφn(q, t) = α(t)φα(q, t), (5.29)

com b e b′ relacionados por

b =U†b′U =

(
1

2h̄

)1/2[q
ρ
+ i(ρΦ−LeRt/L

ρ̇q)
]
, (5.30)

e

α(t) = αe−iΩt , (5.31)

onde usamos a equação (5.22) para n = 0. Aqui, observa-se que, em termos do operador b, o

invariante na equação (5.8) pode ser expressado como I = h̄(b†b+1/2).

Vamos agora calcular o valor esperado da carga q no estado φα(q, t). Após um cálculo

simples, encontramos

〈q〉=
(

2h̄|α|2

LΩ

)1/2

e−Rt/2Lsen(Ωt + γ), (5.32)

onde γ é o argumento do número complexo α. Comparando este resultado com o da equação

(5.2), podemos ver que o centro do estado coerente do pacote de onda segue o movimento de

uma partícula clássica. Assim, o resultado acima concorda com a idéia original de Schrödinger

sobre os estados coerentes, que estava interessado em encontrar estados da mecânica quântica

que seguia o movimento de uma partícula clássica em um dado potencial [28]. Em seguida,

nós calculamos as flutuações quânticas de q e Φ no estado φα(q, t). Após alguma álgebra nós

achamos que

〈∆q〉2 = 〈q2〉−〈q〉2 = h̄
2

ρ
2, (5.33)

e

〈∆Φ〉2 = 〈Φ2〉−〈Φ〉2 = h̄
2

[
1
ρ2 +(LeRt/L

ρ̇)2
]
. (5.34)

Assim, o produto de incerteza é expressado como

(∆q)(∆Φ) =
h̄ω

2Ω
, (5.35)

onde temos usado a solução particular (5.21). Aqui, é importante notar que, como consequência

da presença da resistência R no circuito, a relação de incerteza (5.35) não atinge seu valor

mínimo. Os estados coerentes φα(q, t) na verdade correspondem aos estados conhecidos como

comprimidos. Além disso, na ausência da resistência R no circuito, a solução particular da

equação Milne-Pinney [ver (5.21)] torna-se ρ=(1/Lω)1/2. Para este caso, o hamiltoniano (5.3),
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os estados coerentes φα(q, t), o valor esperado de q visto em (5.32), as flutuações quânticas ∆q

e ∆Φ dadas pelas equações (5.33) e (5.34), respectivamente, e o produto de incerteza (5.35) são

reduzidas às do modelo do oscilador harmônico simples.
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CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho, apresentamos uma descrição quântica simples e direta de um circuito RLC

mesoscópico. Com base no Hamiltoniano de Caldirola-Kanai e no método de invariantes quân-

ticos resolvemos a equação de Schrödinger para este sistema, como também escrevemos as

funções de onda correspondentes em termos de uma solução particular da equação de Milne-

Pinney. Construímos também os estados coerentes e investigamos algumas propriedades quân-

ticas do circuito RLC quantizado. Em particular, vimos que, em virtude da presença da resis-

tência R no circuito, a relação de incerteza de carga e de fluxo magnético não atinge o seu valor

mínimo. Além disso, demonstramos que os estados coerentes do circuito quantizado são na ver-

dade equivalentes aos estados conhecidos como estados comprimidos. Vimos que, na ausência

da resistência R, todos os resultados são reduzidos aos do modelo usual do oscilador harmônico

independente do tempo.

Em conclusão, gostaríamos de salientar que o tratamento alternativo desenvolvido neste

trabalho oferece algumas vantagens em comparação com outros métodos encontrados na litera-

tura, a saber: (i) permite uma derivação simples e direta das funções de onda do circuito RLC

mesoscópico, (ii) as funções de onda são completamente determinadas pelo conhecimento de

uma solução particular da equação de Milne-Pinney, (iii) permite a construção dos estados co-

erentes mais facilmente do que outros métodos e (iv) permite uma forma mais direta e menos

obscura para analisar as propriedades físicas do sistema, já que os estados coerentes são estados

bem conhecidos e os valores esperados de grandezas físicas nesses estados são, em princípio,

facilmente avaliados. Estes estados também permitem que se analise com mais facilidade a

correspondência clássica e quântica.

Esperamos adiante, fazer o estudo do comportamento de um sistema onde a resistência, a

impedância e a capacitância dependam do tempo, dessa maneira dando continuidade à linha de

pesquisa que desenvolvemos neste trabalho. Por fim, esperamos que a abordagem alternativa

desenvolvida no presente trabalho possa ser empregada no estudo de circuitos mesoscópicos

semelhantes.
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APÊNDICE A

Apêndice do capítulo 2

A.1 Dedução da equação (2.25)

Para obtermos a equação (2.25), vamos ter que utilizar a equação (2.24) na equação (2.18),

onde segue que:

(λ− I)
∂

∂t
(eiαλk |λ,k〉) = ∂I

∂t
eiαλk |λ,k〉

⇒ (λ− I)
[

i
∂αλk

∂t
eiαλk |λ,k〉+ eiαλk

∂

∂t
|λ,k〉

]
=

∂I
∂t

eiαλk |λ,k〉. (A.1)

Agora fazemos o produto escalar da equação (A.1) com o estado e−iα
λ′k′ |λ′,k′〉 abaixo:

iλ
〈

λ
′,k′
∣∣∣∣∂αλk

∂t

∣∣∣∣λ,k〉− iλ′
〈

λ
′,k′
∣∣∣∣∂αλk

∂t

∣∣∣∣λ,k〉+λ

〈
λ
′,k′
∣∣∣∣ ∂

∂t

∣∣∣∣λ,k〉−λ
′
〈

λ
′,k′
∣∣∣∣ ∂

∂t

∣∣∣∣λ,k〉

=
1
ih̄
〈λ′,k′|H|λ,k〉(λ−λ

′),

onde o segundo membro é obtido de (2.14). Dando continuação aos nossos cálculos, trazendo

o termo 1/ih̄ para o primeiro membro, encontramos que

h̄(λ′−λ)

〈
λ
′,k′
∣∣∣∣∂αλk

∂t

∣∣∣∣λ,k〉+ ih̄(λ−λ
′)

〈
λ
′,k′
∣∣∣∣ ∂

∂t

∣∣∣∣λ,k〉= 〈λ′,k′|H|λ,k〉(λ−λ
′)

⇒ (λ−λ
′)

〈
λ
′,k′
∣∣∣∣ih̄ ∂

∂t
−H

∣∣∣∣λ,k〉= (λ−λ
′)h̄δkk′

∂αλk

∂t
〈λ′,k′|λ,k〉

⇒ (λ−λ
′)

〈
λ
′,k′
∣∣∣∣ih̄ ∂

∂t
−H

∣∣∣∣λ,k〉= (λ−λ
′)h̄δkk′

∂αλk

∂t
.

Para λ = λ′, teremos que

h̄δλ′λδkk′
∂αλk

∂t
=

〈
λ,k′

∣∣∣∣ih̄ ∂

∂t
−H

∣∣∣∣λ,k〉 . (A.2)
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A.2 Dedução da equação (2.35)

Vamos assumir um operador invariante Hermitiano I(t) que tenha a forma quadrática

I(t) =
1
2
[
α(t)q2 +β(t)p2 + γ(t){q, p}+

]
, (A.3)

onde α, β e γ são funções reais do tempo, o fator numérico multiplicativo foi escolhido por

conveniência, e q, p+ = qp+ pq representa a notação usual de anticomutação.

Estamos em busca de construir um novo invariante na forma quadrática. Vamos derivar em

relação ao tempo o operador I(t) na equação (A.3), de maneira que obtemos

dI
dt

=
1
2
[2αqq̇+ α̇q2 +2βpṗ+ β̇p2 + γ̇{q, p}++ γ(qṗ+ q̇p+ pq̇+ ṗq)]. (A.4)

Substituindo em (A.4), q̇ e ṗ dados pelas equações (2.30) e (2.31) respectivamente, após algu-

mas álgebras, chegamos ao seguinte resultado

dI
dt

=
1
2

{
[α̇−2mω

2
γ]q2 +

[
β̇+

2γ

m

]
p2 +

[
γ̇+

α

m
−mω

2
β

]
{q, p}+

}
= 0. (A.5)

Mas, para satisfazer a equação (2.3), tiramos de (A.5), as relações abaixo:

α̇ = 2mω
2
γ, (A.6)

β̇ =−2γ

m
(A.7)

e

γ̇ =−α

m
+mω

2
β. (A.8)

Por conveniência, apresentamos outra função, σ(t), como sendo

σ
2(t) = β(t), (A.9)

onde σ(t) é uma função real dependente do tempo. Podemos então, reescrever a equação (A.7)

como

γ =−mσσ̇. (A.10)

Da mesma maneira, podemos escrever a equação (A.8) de outra forma

−m(σσ̈+ σ̇
2) =−α

m
+mω

2
β⇒ m2(σσ̈+ σ̇

2) = α−m2
ω

2
σ

2,
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ou ainda,

α = m2[(σσ̈+ σ̇
2)+ω

2
σ

2]. (A.11)

Agora, para expressarmos o nosso invariante quadrático, em vez de três, temos somente uma

função, σ(t) para se determinar. Então, dando prosseguimento ao nosso raciocínio, devemos

agora derivar a expressão (A.11) com relação ao tempo,

α̇ = m2[(σ
...
σ + σ̈σ̇+2σ̇σ̈)+(ω22σσ̇+σ

22ωω̇)],

obtendo assim

α̇ = m2(σ
...
σ +3σ̈σ̇)+2m2

ωσ(ωσ̇+σω̇). (A.12)

Podemos igualar a equação acima com a expressão (A.6), já que são equivalentes. Dessa ma-

neira, teremos

m2(σ
...
σ +3σ̈σ̇)+2m2

ωσ(ωσ̇+σω̇)+2m2
ω

2
σσ̇ = 0. (A.13)

Podemos arrumar a última equação da seguinte forma

σ
d
dt
[m2

σ̈+m2
ω

2
σ]+3σ̇(m2

σ̈+m2
ω

2
σ) = 0. (A.14)

Vamos adotar uma função auxiliar, z, dada por

z = m2(σ̈+ω
2
σ), (A.15)

e substituir a mesma para resolver a expressão (A.14). Então teremos

σ
dz
dt

+3σ̇z = 0, (A.16)

ou,

σż =−3σ̇z. (A.17)

Integrando em relação ao tempo a expressão (A.17), obtemos a seguinte solução

z = cσ
−3⇒ m2(σ̈+ω

2
σ) =

c
σ3 , (A.18)

onde c é uma constante de integração. Isolando o termo σ̈ na equação (A.18), e depois substi-

tuindo em (A.11), teremos que

α = m2
σ̇

2 +
c

σ2 . (A.19)
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De acordo com as equações (A.9), (A.10) e (A.19), podemos expressar o invariante dado

por (A.3) na forma

I =
1
2

[( c
σ2

)
q2 +(σp−mσ̇q)2

]
. (A.20)

Por conveniência, faremos uma transformação de escala

σ(t) = c1/4
ρ(t), (A.21)

onde ρ(t) é uma nova função auxiliar dependente do tempo. Assim sendo, podemos reescrever

o invariante na forma

I =
1
2

[(
q
ρ

)2

+(ρp−mρ̇q)2

]
, (A.22)

com vínculo dado por

ρ̈+ω
2(t)ρ =

1
m2ρ3 . (A.23)

A.3 Dedução da equação (2.43)

Consideremos o invariante (2.34) escrito na forma

I(t) =
1
2

ρ2 p2

2
+

ρ2 p2

2
− mρρ̇

2
pq− mρρ̇

2
qp+

m2ρ̇2q2

2
. (A.24)

Das equações (2.43) e (2.45), temos

I′φ′n = (UIU†)φ′n, (A.25)

onde U é dado por (2.42). Se substituirmos (A.24) em (A.25), encontraremos que

(UIU†)φ′n =U
(
−ρ2

2
h̄2 ∂2

∂q2

)
U†

φ
′
n +U

(
1
2

q2

ρ2U†
φ
′
n

)

+U
[

1
2

mρρ̇

(
ih̄

∂

∂q

)
q
]

U†
φ
′
n

+U
[

1
2

mρρ̇q
(

ih̄
∂

∂q

)]
U†

φ
′
n

+U
(

m2ρ̇2

2
q2
)

U†
φ
′
n, (A.26)
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onde usamos p =−ih̄∂/∂q. Da equação acima, obtemos que

(UIU†)φ′n =U
[(
− h̄2

2
ρ

2 ∂2U†

∂q2

)
φ
′
n−

h̄2
ρ2

2
∂U†

∂q
∂φ′n
∂q
− h̄

2
ρ

2 ∂U†

∂q
∂φ′n
∂q
− h̄2

ρ2

2
U† ∂2φ′n

∂q2

]

+
ih̄mρρ̇

2
φ
′
n−

m2ρ̇2

2
q2

φ
′
n

+
ih̄mρρ̇

2
q

∂φ′n
∂q
− m2ρ̇2

2
q2

φ
′
n

+
ih̄mρρ̇

2
q

∂φ

∂q
+

m2ρ̇2

2
q2

φ
′
n +

1
2

q2

ρ2 φ
′
n. (A.27)

Portanto, utilizando as expressões (2.42) e (A.27), e depois de alguns cálculos, teremos

(UIU†)φ′n =

(
− h̄2

2
ρ

2 ∂2

∂q2 +
1
2

q2

ρ2 2
)

φ
′
n−

ih̄mρρ̇

2
φ
′
n +

m2ρ̇2

2
q2

φ
′
n

−ih̄mρρ̇q
∂φ′n
∂q

+
ih̄mρρ̇

2
φ
′
n−

m2ρ̇2

2
q2

φ
′
n

+
ih̄mρρ̇

2
q

∂φ′n
∂q
− m2ρ̇2

2
q2

φ
′
n +

ih̄mρρ̇

2
q

∂φ′n
∂q

+
m2ρ̇2

2
q2

φ
′
n. (A.28)

Da equação (A.28), obsermos que

(UIU†)φ′n =

(
− h̄2

2
ρ

2 ∂2

∂q2 +
1
2

q2

ρ2 2
)

φ
′
n. (A.29)

Dessa maneira, temos que

I′ =− h̄2

2
ρ

2 ∂2

∂q2 +
1
2

q2

ρ2 , (A.30)

com

I′ =UIU†. (A.31)
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A.4 Dedução da equação (2.55)

Para calcularmos as fases αn(t) no capítulo 2, que satisfazem a equação (2.39), vamos de-

duzir a equação (2.55). Inserindo (2.37) e (2.41) na equação (2.39), resulta-se em

h̄
dαn(t)

dt
=

〈
φ
′
n

∣∣∣∣U(ih̄
∂

∂t
+

h̄2

2m
∂2

∂q2 −
1
2

mω
2(t)q2

)
U†
∣∣∣∣φ′n〉

=

〈
φ
′
n

∣∣∣∣U(ih̄
∂

∂t

)
U†
∣∣∣∣φ′n〉+

〈
φ
′
n

∣∣∣∣U( h̄2

2m
∂2

∂q2

)
U†
∣∣∣∣φ′n〉

+

〈
φ
′
n

∣∣∣∣U(−1
2

mω
2(t)q2

)
U†
∣∣∣∣φ′n〉 , (A.32)

com U dado por (2.42). Usando a equação (2.42), teremos que〈
φ
′
n

∣∣∣∣U(ih̄
∂

∂t

)
U†
∣∣∣∣φ′n〉=

〈
φ
′
n

∣∣∣∣ih̄ ∂

∂t
+

mρ̇2

2ρ2 q2− mρ̈

2ρ
q2
∣∣∣∣φ′n〉 , (A.33)

〈
φ
′
n

∣∣∣∣U( h̄2

2m
∂2

∂q2

)
U†
∣∣∣∣φ′n〉=

〈
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′
n

∣∣∣∣ h̄2

2m

(
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ρ
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q2 +
2imρ̇

h̄ρ
q

∂
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∂2
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)∣∣∣∣φ′n〉 , (A.34)

e 〈
φ
′
n

∣∣∣∣U(−1
2

mω
2(t)q2

)
U†
∣∣∣∣φ′n〉=

〈
φ
′
n

∣∣∣∣m2
(

ρ̈

ρ
− 1

m2ρ4

)
q2
∣∣∣∣φ′n〉 . (A.35)

Vamos usar a equação auxiliar (2.35) para eliminar a frequência ω2(t) em (A.34). Então, susbs-

tituindo as expressões (A.33), (A.34) e (A.35) em (A.32), obtemos

h̄
dαn(t)

dt
=

〈
φ
′
n

∣∣∣∣ih̄ ∂

∂t
+

ih̄
2

ρ̇

ρ
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∣∣∣∣φ′n〉 . (A.36)

A equação acima pode ser reescrita como

h̄
dαn(t)

dt
=
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φ
′
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Assim, usando a equação (2.44), podemos expressar (A.37) na forma

h̄
dαn(t)

dt
=

〈
φ
′
n

∣∣∣∣ih̄ ∂

∂t
+

ih̄
2

ρ̇

ρ
+ ih̄

ρ̇

ρ
q

∂

∂q
− I′

mρ2

∣∣∣∣φ′n〉 . (A.38)

Dessa maneira, substituimos a equação (2.49) na equação (A.38), obtendo que
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h̄
dαn(t)

dt
=
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Depois de alguns cálculos, vemos que

h̄
dαn(t)

dt
=

〈
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∣∣∣∣− ih̄
2
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ρ
− ih̄ρ̇
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Enfim, usando a equação de autovalores (2.45) e a condição de normalização (2.50) na equação

(A.40), mostramos a expressão dada por (2.55)

h̄α̇n(t) =
〈

ϕn

∣∣∣∣− I′

mρ2

∣∣∣∣ϕn

〉
. (A.41)
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APÊNDICE B

Apêndice do capítulo 3

B.1 Propriedades do operados deslocamento D

B.1.1 Dedução da propriedade D†(α) = D−1(α) = D(−α)

Se aplicarmos o operador deslocamento com α negativo, teremos

aD(−α)|α〉= D(−α)D†(−α)aD(−α)|α〉,

onde D†(−α)aD(−α) = a−α. Portanto, podemos escrever

aD(−α)|α〉= D(−α)(a−α)|α〉= 0. (B.1)

ou ainda,

aD(−α)|α〉= 0. (B.2)

O termo (a−α) desaparece, pois a|α〉= α|α〉. Então podemos dizer que D(−α)|α〉 é o estado

de vácuo |0〉

D(−α)|α〉= |0〉 ⇒ |α〉= D(α)|0〉. (B.3)

B.1.2 Deduções das propriedades D†(α)aD(α) = a+α e D†(α)a†D(α) = a† +α∗

Com a ajuda da definição do operador deslocamento, D(α) = eαa†−α∗a, provamos esta pro-

priedade como sendo:

D†(α)aD(α) = eα∗a−αa†
aeαa†−α∗a = a+[α∗a−αa†,a]

= a+α
∗[a,a]−α[a†,a] = a+α, (B.4)

onde [a,a] = 0 e [a†,a] = −1. Para se provar a outra propriedade, procedemos de maneira

análoga como visto acima.
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B.1.3 Dedução da propriedade D(α+β) = D(α)D(β)e−iIm(αβ∗)

Sabendo pela definição (3.1), que D(α) = e(αa†−α∗a), temos que

D(α+β)= eαa†−α∗a+βa†−β∗a = eαa†−α∗aeβa†−β∗ae−
1
2 [αa†−α∗a,βa†−β∗a]=D(α)D(β)e−

1
2 (αβ∗−α∗β),

portanto,

D(α+β) = D(α)D(β)e−iIm(αβ∗). (B.5)
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