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Resumo

Levando em consideração o interesse visível que muitos modelos da física têm em man-

ter a matéria usual con�nada em uma certa região do espaço-tempo, como por exemplo

o modelo de Rubakov e o de Randall-Sundrum, exibimos a possibilidade da utilização de

campos com origem geométrica para realizar este con�namento. Antes, porém, prepa-

ramos o leitor com todo o aparato geométrico necessário para a compreensão do que é

feito nos últimos capítulos desta tese. Tornou-se impossível fugir de questões polêmicas

envolvendo geometrias mais gerais que a riemanniana, como por exemplo a polêmica so-

bre a equação de movimento da partícula, o uso do acoplamento mínimo e a aplicação

do princípio variacional. Entretanto, tentamos adotar uma postura imparcial e �zemos a

análise do con�namento seguindo duas vertentes distintas. Uma das vertentes, defendidas

por Kleinert, consiste em postular que partículas seguem autoparalelas. A outra vertente,

a mais comum na literatura, segue a linha de Hehl, Gasperini e outros. Nesta vertente,

a equação de movimento de uma partícula não pode ser postulada, mas sim obtida a

partir da lei de conservação associada ao tensor de energia-momento da partícula, pois

este contém informação sobre o movimento da partícula. Há mais diferenças entre essas

duas linhas do que citamos aqui, como será indicado no decorrer da tese. Para ser mais

preciso, fomos capazes de exibir o con�namento apenas para a primeira vertente. No caso

da segunda, di�culdades técnicas nos limitaram a somente descartar certos campos de

origem geométrica como campos con�nadores.

Palavras Chaves: geometria; curvatura; torção; não-metricidade; campo de Weyl;

equação de movimento; geodésicas; autoparalelas; acoplamento mínimo; spin; equação de

Dirac; bulk; brana; con�namento.



Abstract

Since many models in physics depend on the con�nement of particles in certain regions

of the space-time, like Rubakov and Randall-Sundrum models, we analyze the possibility

of using geometrical �elds to con�ne particles. In doing so, we exhibit some examples of

the con�nement of particles by using only geometrical �elds such as torsion and Weyl 1-

form. In order to prepare the reader to these examples, we give a brief introduction to the

Riemannian and the non-Riemannian geometries. It turned out to be impossible to avoid

controversial issues such as the equation of motion of a particle, the use of the minimal

coupling procedure, and the application of the variational principle for non-Riemannian

geometries. However, we avoided choosing what approach was right and decided to take

two completely di�erent approaches into account, namely, Kleinert's and Hehl's ones.

Kleinert claims that particles must follow autoparallel, while Hehl and others state that

the equation of motion of a particle must be derived from a conservation law related to the

energy-momentum tensor of the particle. As a matter of fact, there are more di�erences

between those approaches than we have mentioned here, but we expect this thesis to clarify

those di�erences. To be more precise, we managed to exhibit examples of con�nement

only for Kleinert's approach. We had di�culty �nding a example of con�nement to hehl's

approach, however we were able to eliminate the possibility of con�nement for many cases,

like scale �elds for example.

Key words: geometry; curvature; torsion; non-metricity; Weyl �eld; equation of

motion; geodesics; autoparallels; minimal coupling; spin; Dirac equation; bulk; brane;

con�nement.
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Capítulo 1

Introdução

Durante séculos a física esteve limitada ao uso da geometria euclidiana para poder

descrever matematicamente suas leis. Estas leis, baseadas em experimentos e intuição,

eram capazes de descrever grande parte dos fenômenos do mundo que nos cerca. Todavia,

a medida que os experimentos foram se tornando mais precisos e indo bem além de nossa

intuição, surgiu a necessidade de generalizarmos a geometria euclidiana. Como é bem

conhecido dos físicos, as duas teorias mais bem sucedidas da física são formuladas em

geometrias não-euclidianas. A mecânica quântica relativística é formulada na geometria

de Minkowski, geometria pseudo-riemanniana e plana, enquanto que a relatividade geral

é formulada em um geometria pseudo-riemanniana com curvatura. Essas duas teorias

estão de acordo com todos os experimentos que as teorias anteriores explicavam, além de

estar de acordo com um conjunto signi�cativo de outros experimentos que não tinham

explicação. Entretanto, como essas duas teorias têm um regime de validade limitado,

elas não explicam tudo. Ainda não há uma teoria quântica da gravitação, além de haver

várias questões em aberto, como energia escura, matéria escura etc. Não sabemos, por

exemplo, como �ca o spin na gravitação. Muitas dessas questões levam os físicos a buscar

uma generalização da geometria que é usada na quântica e na relatividade. Daí surge

necessidades como escrever a equação de Dirac, que é o alicerce da mecânica quântica

relativística, em um espaço curvo. Escrever as equações de campo da gravitação em ter-

mos do spin é outra necessidade. Neste último caso, uma generalização da geometria

riemanniana que permite uma inserção natural do spin na gravitação é a geometria de

Riemann-Cartan, como exemplo mais simples dessa inserção temos a teoria de Einstein-

Cartan. Outro exemplo de generalização da geometria que despertou muito interesse dos

1



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 2

físicos, foi a tentativa de Weyl de uni�car gravitação e electromagnetismo em uma teoria

puramente geométrica. Ele criou a geometria hoje conhecida como geometria de Weyl. Se

continuarmos mencionando exemplos, chegaremos a geometrias de métricas assimétricas,

geometria de Finsler, geometrias com dimensões extras etc. São tantas as possibilida-

des, que não temos a pretensão de abordar todas elas nesta tese. Entretanto, seguindo

essa tendência de buscar novas geometrias para responder perguntas sem respostas, bus-

caremos nessa tese exempli�car o papel que a geometria pode exercer na realização do

con�namento de partículas em hipersuperfícies do espaço-tempo. Para isto, nos limita-

remos basicamente a duas generalizações da geometria riemanniana, a saber, geometrias

com torção e não-metricidade.

Em um universo matemático cheio de possibilidades, uma idéia em especial tem des-

pertado o interesse dos físicos desde, pelo menos, 1983. Esta idéia consiste em admitir que

o espaço-tempo tem um certo número de dimensões, porém a matéria comum está con�-

nada a uma superfície de dimensão inferior [3, 4, 5]. Esta superfície é denominada brana,

enquanto que o espaço-tempo como um todo é conhecido por bulk. Em [4], o autor criou

um modelo no qual a matéria comum só sairia da brana em processos de altas energias, o

que explicaria o porquê não seríamos capazes de detectar efeitos de uma dimensão extra

não-compacta. Todavia, uma vez que os aceleradores de partículas permitissem colisões

a energias muito altas, os efeitos das dimensões extras tornariam-se signi�cativos, pois

as partículas poderiam escapar para outras dimensões. Neste caso, veríamos processos

do tipo e+e− → nada. Conseguir um modelo com dimensões extras que explique porque

não vemos essas dimensões, sem duvida alguma é de interesse dos físicos, pois, muitas

teorias importantes para a física, como a teoria de cordas, requerem dimensões extras.

O con�namento também exerce um papel fundamental no modelo apresentado em [6].

Neste modelo, conhecido por modelo de Randall-Sundrum, os autores usam a idéia do

con�namento para explicar o porquê a interação gravitacional é mais fraca que as outras

interações da natureza. A idéia consiste basicamente em admitir que a gravitação é a

única interação que escapa da brana e, por essa razão, seus efeitos no mundo em que

vivemos (brana) é fraco.

Em muitos modelos que adotam o con�namento como um elemento importante, estão

presentes entidades cuja origem não é explicada a partir de princípios fundamentais, como

por exemplo o campo escalar que é responsável pelo con�namento das partículas leves em
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[4]. O nosso objetivo nessa tese é o de exempli�car o papel que a geometria pode ter

no con�namento, ou seja, tentaremos, a partir de campos de origem geométrica, realizar

o con�namento de partículas. Nos limitaremos basicamente a dois campos, o campo de

Weyl e a torção.

Com o objetivo de preparar o leitor, apresentamos alguns aspectos da geometria rie-

manniana que achamos relevantes para esta tese no capítulo 2. Partimos do pressuposto

de que o leitor já esteja familiarizado com geometria diferencial. Caso não esteja, ele pode

consultar o apêndice B para maiores detalhes. No capítulo 3, abordamos a teoria da rela-

tividade geral basicamente para apresentarmos o problema da equação de movimento. Na

seção 3.2, veri�camos que, de fato, partículas puntiformes (sem estrutura) na presença de

corpos massivos seguem geodésicas determinadas pelo corpo massivo. No capítulo 4, faze-

mos uma introdução detalhada sobre a geometria de Riemann-Cartan. Discutimos várias

questões que surgem quando adotamos uma geometria com torção e tentamos fornecer

ao leitor uma visão bem ampla sobre essa geometria e, sempre que possível, fornecendo

várias citações importantes que o leitor interessado no assunto não pode deixar de ler.

Entre essas citações estão artigos clássicos como [1, 7, 8]. Como um complemento do

capítulo 4, apresentamos no capítulo E do apêndice a teoria de Einstein-Cartan, dando

ênfase a obtenção da equação de movimento de uma partícula puntiforme (sem estru-

tura) com spin. Veremos que esta equação corresponde a equação da geodésica devido ao

corpo massivo mais um termo de força devido ao acoplamento do spin com a torção. No

capítulo 5, apresentamos o espaço de Einstein-Weyl, que é caracterizado por um tensor

conhecido como tensor de não-metricidade. Também apresentamos o caso particular do

espaço de Einstein-Weyl conhecido como geometria de Weyl. Começamos a apresentar os

resultados de nossas pesquisas a partir do capítulo 6. Neste capítulo, exibimos o con�na-

mento de curvas autoparalelas na brana por meio da torção. No capítulo 7, introduzimos

a abordagem que criamos para obter a equação de Dirac de uma forma bem simples. Esta

abordagem não substitui o formalismo espinorial desenvolvido em textos clássicos sobre

o assunto, como por exemplo [9]. Entretanto, para o que queremos, ele acaba sendo mais

conveniente. Exceto pela abordagem, não há nada de novo neste capítulo. Retornamos

aos nossos resultados no capítulo 8 quando, �nalmente, analisamos a possibilidade de

con�narmos partículas no contexto quântico por meio da torção e do campo de Weyl.

Finalizamos este trabalho apresentando um resumo dos resultados obtidos e das perspec-
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tivas no capítulo 9. Acrescentamos ao apêndice alguns capítulos que achamos relevantes

para o corpo da tese. Dedicamos o capítulo A a notação da tese, o capítulo C a análise

da estabilidade de sistemas não lineares1, o capítulo D a alumas expressões e identidade

importantes, além dos já mencionados.

1Importante para o capítulo 6.



Capítulo 2

Geometria riemanniana

Neste capítulo apresentamos a geometria pseudo-riemanniana e alguns conceitos de

geometria que são fundamentais para a compreensão desta tese. Por questão de simpli-

cidade, cometeremos o mesmo abuso de linguagem que é comum na literatura, usaremos

a expressão geometria riemanniana para nos referirmos tanto a geometria riemanniana

propriamente dita como para a pseudo-riemanniana. Estas duas geometrias diferem uma

da outra pela de�nição de um objeto matemático chamado métrica. Todavia, para o que

faremos nesta tese, este abuso não trará nenhum problema.

Durante o capítulo, serão utilizados termos como variedades, vetores, 1-formas etc.

Também utilizaremos um formalismo independente de base. O leitor que não esteja

muito familiarizado com o assunto pode consultar o apêndice B.

2.1 Métrica

O objeto que chamaremos de métrica está relacionado com a generalização do nosso

conceito intuitivo de distância. A distância como um conceito intuitivo é algo invariante

para nós. Por exemplo, se alguém diz que uma barra de ferro mede um metro, ninguém

questionará que qualquer pessoa capaz de medir o comprimento desta barra nas mesmas

condições térmicas medirá exatamente um metro, salvo margens de erros introduzidas

pelas limitações técnicas (o aparato utilizado para fazer a medida, para garantir a esta-

bilidade térmica do experimento etc). Em outras palavras, em nossa visão intuitiva, o

tamanho da barra não dependerá de fatores cinéticos, como por exemplo a velocidade do

indivíduo que faz a medida com relação a barra. Entretanto, a realidade física mostrou-se

5
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muito mais complicada, pois de fato o comprimento da barra dependerá de fatores ci-

néticos. Como nossa mente, talvez por razões �siológicas ou puramente �losó�cas, está

sempre a procura de �verdades absolutas�, seja na religião, no senso comum ou na ciência,

é natural pensar que estejamos sempre a procura de �objetos� invariantes frente a mu-

dança de referenciais, observadores etc. Assim, nada mais natural do que procurarmos por

�objetos� matemáticos que sejam invariantes frente a mudança de observadores. Como

uma conseqüência dessa busca, o matemático Hermann Minkowski descobriu que o inter-

valo entre dois eventos físicos era um invariante por mudanças de referencial. Daí surgiu

o conceito de espaço-tempo. Entretanto a distância entre pontos desse espaço não é um

comprimento no sentido usual, mas sim uma generalização da nossa concepção intuitiva

de comprimento. Na linguagem matemática, faz-se a generalização de vários conceitos

que adquirimos inicialmente com a nossa intuição, o conceito de superfície, curvatura

e distância são só alguns exemplos desses. Para entendermos um pouco esse processo

de generalização, vejamos o caso da barra citado anteriormente. Se a barra é descrita

em um referencial qualquer com o sistema de coordenadas cartesianas, o elemento de

comprimento da barra pode ser descrito in�nitesimalmente pelo teorema de Pitágoras

ds2 = dx2 + dy2 + dz2. (2.1)

Assim, para obter o comprimento da barra, basta integrar ds de uma extremidade da barra

a outra. Todavia, a expressão acima ainda não está numa forma satisfatória, pois, estamos

limitados a transcrever a barra por coordenadas cartesianas. Disto surge a necessidade

de generalizar a expressão de ds para qualquer sistema de coordenadas. É fácil ver que,

como diante da transformação de coordenada xµ −→ xµ, dxλ se transforma na forma

dxλ = ∂xλ

∂xµ
dxµ, ds passa a ter a seguinte forma

ds2 =
∂x

∂xµ
∂x

∂xν
dxµdxν +

∂y

∂xµ
∂y

∂xν
dxµdxν +

∂z

∂xµ
∂z

∂xν
dxµdxν .

=

(
∂x

∂xµ
∂x

∂xν
+

∂y

∂xµ
∂y

∂xν
+

∂z

∂xµ
∂z

∂xν

)
dxµdxν . (2.2)

= gµν(x
α)dxµdxν , (2.3)

onde gµν é conhecido como métrica. A expressão acima nos dá ds expresso em um sistema

de coordenadas mais geral, pois, a única hipótese feita sobre xµ foi a de ser possível

escrever x, y, z em termos de xα. Esta hipótese, a priori, não impõe nenhuma restrição
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para a nossa noção intuitiva de distância, uma vez que, nela, sempre é possível encontrar

uma transformação que leve (2.1) em (2.3) e vice-versa. Este fato é uma conseqüência da

aparência plana do espaço, já que isto permite o uso do teorema de Pitágoras sempre que

conveniente. O problema surgiu a partir do momento que descobrimos que ds de�nido

como (2.1) não é um invariante1 e que o espaço não é plano. Cada um destes dois

fatos exigem, por si só, uma versão generalizada do conceito de distância. A primeira

idéia que vem a mente quando falamos em generalizar o conceito de distância é abstrair

este conceito, ou seja, esquecer, mesmo que temporariamente, o fato deste conceito estar

interligado com algo real, e simplesmente desenvolver um formalismo matemático que

permita a associação deste novo conceito de forma conveniente a qualquer idéia na qual

o uso do termo distância pareça razoável. A palavra razoável, aqui, signi�ca não ferir

muito nossa noção intuitiva de distância física. De fato, a visão mais geral sobre métrica

que se tem hoje pode perfeitamente ir contra nossa intuição. Todavia estas métricas

estão fadadas a serem apenas objetos matemático sem qualquer conexão com algo real,

exceto casos onde as características �exóticas� estejam associadas a propriedades físicas

de difícil detecção. Como exemplo de tais métricas exóticas, temos as assimétricas [10].

De qualquer forma, faz-se necessário de�nirmos a métrica de forma mais geral. Antes,

porém, permita-nos dá uma visão mais clara do signi�cado de gµν .

Considere as coordenadas polares como indicado na �gura 2.1a. Existem duas ma-

neiras de obtermos os valores de gµν no sistema de coordenadas polares x = ρ cosφ e

x = ρ sinφ. Uma delas é usar (2.2), já a outra é analisar como os versores ρ̂, θ̂ associados

com as coordenadas ρ, θ variam in�nitesimalmente. Como este último método nos fornece

uma visão do signi�cado geométrico de gµν , faremos uso deste para obter ds.

Para medir o comprimento de uma curva neste sistema de coordenadas, temos que

saber como o comprimento varia segundo as variações de ρ̂ e φ̂. Como estes versores

são ortogonais, já sabemos de antemão que os termos cruzados da métrica são nulos.

Da ortogonalidade, sabemos, também, que podemos calcular a variação do comprimento

devido a variável φ mantendo ρ constante e vice-versa, como indicado nas �guras 2.1b e

2.1c. Da �gura 2.1b, vemos que a variação in�nitesimal no comprimento quando variamos

φ é ρdφ. Fazendo o mesmo para ρ, chegamos a dρ. Do teorema de Pitágoras, teremos que

a variação in�nitesimal no comprimento será ds2 = dρ2+(ρdφ)2. Comparando esta última

1Experimentos provam que a distância entre dois pontos do espaço físico não é um invariante.
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Figura 2.1: Para obter as componentes da métrica em coordenadas polares, basta variar φ com ρ constante (�gura b),

perceber que ds = ρdφ, e variar ρ com φ constante (�gura c), percebendo, todavia, que neste caso ds = dρ.

expressão com ds2 = gρρdρ
2 + gφφdφ

2, vemos que gρρ = 1 e gφφ = ρ2. Este procedimento é

mais simples do que usar (2.2), pelo menos quando os versores associados com as variáveis

adotadas são ortogonais. Desse exemplo, vemos que a métrica fornece a informação de

como os comprimentos variam em cada direção associada com as variáveis na qual a

métrica está escrita. Se �zéssemos o mesmo para coordenadas esféricas, obteríamos a

variação de comprimento 1 para dr, r para dθ e r sin θ para dφ, sendo φ o ângulo azimutal.

Devido ao que faremos a seguir, vale a pena relembrar que, caso o leitor não esteja

acostumado com o formalismo independente de coordenadas, um resumo de alguns ele-

mentos importante para a compreensão deste capítulo pode ser encontrado no apêndice

B. Abaixo segue a de�nição de métrica riemanniana, que generaliza2 (2.1).

De�nição 2.1.1 Sejam uma variedade diferenciável M e os vetores V,W , onde V,W ∈

TpM . Chamamos de métrica riemanniana g o objeto matemático que satisfaz as seguintes

propriedades3:

a) g(V,W ) = g(W,V ).

b) g(V, V ) ≥ 0, onde a igualdade vale apenas quando V = 0.

A propriedade �a� é claramente compatível com a nossa intuição, a�nal de contas, por que

razão física aparente iríamos distinguir o produto interno de um vetor V com outro W

do produto interno do vetor W com V ? Não diferentemente, a propriedade �b� também

é intuitiva, uma vez que, se o módulo do vetor é nulo, então, o vetor também o é. Surge,

2Esta de�nição generaliza (2.1) porque a métrica riemanniana não necessariamente pode ser obtida

ou transformada em (2.1) por uma transformação de coordenadas.
3Estas propriedade são avaliadas em um ponto genérico p. Estamos omitido este ponto apenas por

conveniência.
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então, a pergunta: em que sentido a de�nição acima é mais geral? A resposta é simples.

Na de�nição acima não foi feita qualquer restrição a dimensão do espaço e, além disso, não

há qualquer referência, implícita ou explícita, à possibilidade da existência de uma trans-

formação de coordenadas que permita gµν ser escrito na forma gµν = diag(1, 1, 1, . . . , 1).

Todavia, para o que faremos aqui, a de�nição acima ainda não é geral o su�ciente. A

de�nição mais geral que é de nosso interesse consiste do relaxamento da condição �b�.

Neste caso, adotamos a condição g(W,V ) = 0 para qualquer V se W = 0. À este tipo de

métrica, da-se o nome de métrica pseudo-riemanniana. Mas o que acontece com os casos

g(V, V ) = 0, g(V, V ) > 0 e g(V, V ) < 0?

O primeiro fato que temos que perceber a partir da pergunta acima é que a métrica,

de�nida desta forma, não é mais positiva de�nida como na de�nição 2.1.1. Disto, concluí-

mos que, na soma V µVµ alguns termos poderão ser negativos. Agora, escolheremos uma

métrica pseudo-riemanniana particular por razões físicas. O interesse físico, pelo menos

nesta tese, é associar a métrica a distância entre eventos físicos, pois, em muitas teorias

físicas, as que serão trabalhadas aqui, este é um invariante4. Os eventos físicos, por sua

vez, são caracterizados por dois tipos de coordenadas: coordenadas espaciais e temporal.

Em resumo, precisamos dizer onde o evento ocorre e quando ele ocorre. A coordenada

associada com o tempo será indicada sempre pelo número zero, x0. Admitimos que a

diferença de sinal entre os termos da métrica que produz as possibilidades g(V, V ) = 0,

g(V, V ) > 0 e g(V, V ) < 0 está presente apenas na relação entre as coordenadas espaci-

ais e a temporal, ou seja, ±(a0)2 ∓ [(a1)2 + . . . + (an)2], onde a0 =
√
|g00|V 0 (estamos

admitindo, por simplicidade, uma métrica diagonal5). Esta escolha está relacionada com

o fato de que na relatividade especial o invariante frente as transformações de Lorentz é

ds2 = ±c2dt2 ∓ (dx2 + dy2 + dz2). Quebraremos a arbitrariedade dos sinais na expressão

anterior fazendo a escolha, (a0)2 − [(a1)2 + . . . + (an)2]. A quebra desta arbitrariedade

é chamada de escolha da assinatura da métrica. Tendo escolhido a assinatura anterior,

fazemos as seguintes de�nições:

De�nição 2.1.2 Chamamos os vetores que satisfazem as propriedades

4A primeira teoria que associou a distância entre eventos físicos e o conceito de métrica foi a relatividade

especial. O matemático Hermann Minkowski percebeu que se descrevêssemos dois eventos distintos pelas

coordenadas (ct, x, y, z) e (ct′, x′, y′, z′), onde c é a velocidade da luz, então, c2(t′ − t)− (x′ − x)2 − (y′ −

y)2 − (z′ − z)2 seria invariante frente as transformações de Lorentz.
5Isto não impõe nenhuma limitação a esta análise, pois, a métrica sempre pode ser diagonalizada.
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a) g(V, V ) = 0,

b) g(V, V ) > 0,

c) g(V, V ) < 0,

de tipo luz, tipo tempo e tipo espaço, respectivamente.

A denominação dada a um vetor que satisfaz �a� na de�nição 2.1.2 independe da assi-

natura escolhida, todavia, as duas últimas de�nições são invertidas quando escolhida a

assinatura contrária. Isto acontece porque dizemos que um vetor é tipo espaço quando a

parte espacial das componentes do vetor supera a parte temporal e, temporal quando o

contrário ocorre. Assim sendo, a escolha da assinatura �xa a de�nição acima.

Poderíamos continuar falando sobre métricas mais gerais, porém para o que queremos

a métrica que de�nimos será geral o su�ciente para abordar as geometrias que trataremos

aqui. O leitor interessado em estudar métricas não-simétricas é direcionado a [11, 10].

2.2 Transporte paralelo

Um fato muito importante durante a generalização do espaço euclidiano para o rie-

manniano é não admitir a priori que dois vetores de�nidos em pontos diferentes possam

ser comparados. Uma idéia fundamental durante o processo de generalização de uma

geometria é o de de�nir todas as propriedades localmente6. Para resolver esse problema,

criou-se o conceito de transporte paralelo. Imagine, por exemplo, que nós temos um

campo vetorial A de�nido no plano (x, y), dois pontos p e q, onde p = q + ε, e queremos

comparar dois vetores deste campo, como indicado na �gura 2.2. Para comparar Aµp com

Aµq , transportamos Aµq até o ponto p. Como num espaço plano e em coordenadas carte-

sianas impor que os vetores não mudem implica impor que as componentes não mudem,

então, Aµq transportado paralelamente até p, que denotaremos por Aq(q+ ε)µ, é o próprio

Aµq , ou seja, Aq(q + ε)µ = Aµq . Disto, podemos ver que a de�nição da derivada

∂Aµ

∂xν
= lim

εα→0

(
Aµ(q + εα)− Aµq (q + εα)

εν

)
(2.4)

6Veja a opinião de Weyl sobre o assunto na seção 2.1, página 577 de [12].
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∂ρ, ∂φ

}
mudam, pois Aρq =

√
g(A(q), A(q)) cosσ e Aφq =

√
g(A(q), A(q)) sinσ

ρq
; enquanto que A

ρ
q(p) =√

g(A(q), A(q)) cosα e A
φ
q (p) =

√
g(A(q), A(q)) sinα

ρp
. Da �gura, está claro que α 6= σ.

é equivalente a
∂Aµ

∂xν
= lim

εα→0

(
Aµ(q + εα)− Aµ(q)

εν

)
, (2.5)

onde, na notação que usamos, Aµd = Aµd(d) = Aµ(d); todavia A
µ

d(d + m) seriam as com-

ponentes do campo vetorial A avaliadas no ponto d e depois transportadas paralelamente

até d+m. A expressão (2.5) deixa bem claro que, em um espaço plano e em coordenadas

cartesianas, podemos comparar os vetores em pontos diferentes. Entretanto, o conceito

de transporte paralelo não é tão obvio assim. Para exempli�car isto, considere o caso

acima sendo que em coordenadas polares, �gura 2.3. Da �gura 2.4, vemos que o vetor

transportado paralelamente de q para p muda os valores de suas componentes na base

{∂ρ, ∂φ}. Por esta razão, precisamos de uma versão generalizada do transporte paralelo.

Por conveniência, de�niremos o transporte paralelo a partir do conceito de derivada co-

variante. Isto, contudo, não representa nenhuma restrição, pois, o conceito de transporte

paralelo pode sempre ser obtido a partir do de derivada covariante e vise-versa [13].



CAPÍTULO 2. GEOMETRIA RIEMANNIANA 12

2.3 Derivada covariante

Dada uma variedade M , uma curva α(t), o plano tangente Tα(t)M e o campo vetorial

V tangente à curva α(t), o vetor de�nido por dV
dt

não necessariamente está contido no

plano Tα(t)M . Como fazemos as contas no plano tangente à variedade, precisamos de�nir

um outro tipo de derivada que garanta que, uma vez aplicada em V , o vetor resultante

esteja contido em Tα(t)M . Esta derivada será representada pelo símbolo ∇.

Vamos de�nir a derivada covariante de forma a ser independente da base que escolhe-

mos. Para alcançar este objetivo, vamos derivar vetores e não componentes. Além disso,

a derivada também será feita com respeito a vetores (na direção de vetores) e não suas

componentes. Sendo assim, é natural representarmos esta derivada na forma ∇WV , onde

V,W são campos vetoriais. Nesta de�nição, o V representa o vetor derivado, enquantoW

indica a direção na qual está sendo feita a derivação. Obviamente, esta de�nição ainda

é puramente simbólica, uma vez que ainda não sabemos o que signi�ca a derivada de

um vetor com relação a outro. Mais adiante, veremos que este conceito é similar ao de

derivada direcional.

Para motivar a de�nição de ∇WV , vamos adotar uma análise passa a passo das gene-

ralizações que temos que fazer. Primeiro considere a derivada usual do vetor V = V µ∂µ.

Usando a regra de Leibniz para a derivada usual, teremos

∂V µ∂µ
∂xν

=
∂V µ

∂xν
∂µ + V µ∂∂µ

∂xν
. (2.6)

Embora o termo ∂∂µ
∂xν

pareça estranho, ele não é. Na verdade, ele está bem de�nido.

Podemos dar como exemplo a derivada do vetor ∂ρ em coordenadas polares com relação a

φ. Sabemos que ∂ρ = cosφ∂x + sinφ∂y. Portanto,
∂∂ρ
∂φ

= − sinφ∂x + cosφ∂y = ρ∂φ. Este

cálculo sugere algo simples: podemos expressar ∂∂µ
∂xν

em termos dos vetores ∂µ. De fato,

como ∂ν constitui uma base, podemos realmente expandir ∂∂µ
∂xν

em termos desta base, ou

seja,
∂∂µ
∂xν

= Γλνµ∂λ, (2.7)

onde os coe�cientes da expansão, Γλνµ, são conhecidos como conexão a�m. Com isto, a

expressão (2.6) �ca

∂V µ∂µ
∂xν

=
∂V µ

∂xν
∂µ + V µΓλνµ∂λ. (2.8)
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A expressão (2.8) ainda não é invariante frente a transformações de coordenadas.

Analisemos o primeiro termo da direita de (2.8) contraído com as componentes W µ de

um vetor qualquer W diante de uma transformação de coordenadas,

W ν ∂V
µ

∂xν
∂µ = W

β ∂xν

∂xβ
∂xα

∂xν
∂

∂xα

(
V
σ ∂xµ

∂xσ

)
∂xλ

∂xµ
∂λ

= W
α ∂

∂xα

(
V
σ ∂xµ

∂xσ

)
∂xλ

∂xµ
∂λ

= W
α∂V

σ

∂xα
∂xµ

∂xσ
∂xλ

∂xµ
∂λ +W

α
V
σ ∂2xµ

∂xα∂xσ
∂xλ

∂xµ
∂λ

= W
α∂V

λ

∂xα
∂λ +W

α
V
σ ∂2xµ

∂xα∂xσ
∂xλ

∂xµ
∂λ.

Temos que ∂
∂xα

(
∂xµ

∂xσ
∂xλ

∂xµ

)
= ∂δλσ

∂xα
= 0, o que leva naturalmente a

(
∂2xµ

∂xα∂xσ

)
= −∂xµ

∂xσ
∂2xλ

∂xα∂xµ
.

Substituindo este termo na expressão acima, obtemos

W ν ∂V
µ

∂xν
∂µ = W

α∂V
λ

∂xα
∂λ −W

α
V
σ ∂xµ

∂xσ
∂2xλ

∂xα∂xµ
∂λ. (2.9)

Analisemos, agora, o segundo termo da direita de (2.8) contraído com W ν diante uma

transformação de coordenadas.

W νV µΓλνµ∂λ = W νV µ∂∂µ
∂xν

= W
β ∂xν

∂xβ
V
σ ∂xµ

∂xσ
∂xλ

∂xν
∂

∂xλ

(
∂xα

∂xµ
∂α

)
= W

λ
V
σ ∂xµ

∂xσ
∂

∂xλ

(
∂xα

∂xµ
∂α

)
= W

λ
V
σ ∂xµ

∂xσ
∂2xα

∂xλ∂xµ
∂α +W

λ
V
σ ∂xµ

∂xσ
∂xα

∂xµ
∂∂α
∂xλ

= W
λ
V
σ ∂xµ

∂xσ
∂2xα

∂xλ∂xµ
∂α +W

λ
V
α
Γβλα∂β (2.10)

Contraindo (2.8) com W ν e posteriormente substituindo (2.9) e (2.10), chegamos a

W ν ∂V
µ∂µ

∂xν
= W

α∂V
λ

∂xα
∂λ +W

λ
V
α
Γβλα∂β = W

ν ∂V
µ
∂µ

∂xν
(2.11)

Chegamos, portanto, a seguinte conclusão: a derivada contraída com as componentes de

outro vetor do jeito que de�nimos é independente do sistema de coordenadas.

Neste momento surge algo importante sobre a notação que pretendemos usar nesta

tese. A partir de agora não usaremos mais a notação ∂∂µ
∂xµ

, em seu lugar, usaremos ∇.
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Por esta razão, convencionamos que ∇ ∂
∂xµ

é o operador que atua sobre ∂µ na forma de

derivada. Desta forma, a maneira mais formal de escrever (2.8) é

∇∂ν (V µ∂µ) =
∂V µ

∂xν
∂µ + V µ∇∂ν∂µ, (2.12)

onde, obviamente, ∇∂ν∂µ ≡ Γλνµ∂λ. Contraindo a expressão acima com W ν , teremos

W ν∇∂ν (V µ∂µ) = W ν ∂V
µ

∂xν
∂µ + V µW ν∇∂ν∂µ. (2.13)

Para deixar a expressão acima em uma forma mais compacta, usaremos a de�nição

∇WV ≡ W ν∇∂νV .

A partir de (2.13), veri�quemos quais propriedades ∇WV satisfaz. Sejam U e A dois

vetores, f e g duas funções. Se �zermos W = fU + gA, então de (2.13),

∇fU+gAV = (fUν + gAν)
∂V µ

∂xν
∂µ + V µ (fUν + gAν)∇∂ν∂µ.

= fUν ∂V
µ

∂xν
∂µ + fV µUν∇∂ν∂µ+ gAν

∂V µ

∂xν
∂µ + gV µAν∇∂ν∂µ.

= f∇UV + g∇AV (2.14)

Por outro lado, se �zermos V = U + A em (2.13), teremos

∇W (U + A) = W ν ∂ (Uµ + Aµ)

∂xν
∂µ + (Uµ + Aµ)W ν∇∂ν∂µ

= ∇WU +∇WA. (2.15)

A última propriedade de ∇WV que analisaremos é o seu comportamento quando tro-

camos V por fU . Fazendo isto em (2.13), teremos

∇WfU = W ν ∂fU
µ

∂xν
∂µ + fUµW ν∇∂ν∂µ

= W ν ∂f

∂xν
Uµ∂µ + fW ν ∂U

µ

∂xν
∂µ + fUµW ν∇∂ν∂µ

= W [f ]U + f∇WU, (2.16)

onde usamos w[f ] = wν ∂f
∂xν

. Agora, temos um conceito de derivada que mantém o vetor

no plano tangente à variedade. A derivada ∇VU tem a seguinte interpretação: ∇∂νU

pode ser visto como um tipo de gradiente de U (lembre-se que, na nossa notação, vetores
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são como escalares, eles não mudam frente a transformações de coordenadas). Quando

contraímos ∇∂νU com V ν , estamos avaliando a projeção deste gradiente na direção de

V . As propriedades (2.14), (2.15) e (2.16) que ∇ satisfaz servem de motivação para a

de�nição de conexão a�m que será feita na seção 2.3.1.

Podemos agora de�nir transporte paralelo através da de�nição de derivada covariante

da seguinte maneira.

De�nição 2.3.1 Dizemos que um campo vetorial V ao longo de uma curva de tangente

U é paralelo quando sua derivada com relação a U é nula, ou seja,

∇UV = 0. (2.17)

Para o caso particular no qual um vetor é transportado paralelamente a si mesmo, ∇V V =

0, obtemos o que denominamos de equações de geodésicas a�m (ou autoparalelas). Em

coordenadas, elas assume a forma

ẍλ + Γλµν ẋ
µẋν = 0. (2.18)

Um fato importante sobre o transporte paralelo é que dois vetores transportados pa-

ralelamente preservam o ângulo entre si, como indicado na �gura 2.5. Este fato implica

naturalmente que, como o vetor tangente a uma geodésica é transportado paralelamente

ao longo da geodésica, um vetor transportado paralelamente ao longo de uma geodé-

sica mantém o ângulo que tem com a tangente a geodésica constante. Um campo que é

transportado paralelamente a ele mesmo é num certo sentido o campo que menos varia

de orientação durante esse transporte, ou seja, as curvas que ele de�ne podem ser vistas

como as curvas mais retas da geometria, veja a seção 5 de [14]. Perceba que, em princípio,

este fato nada tem a haver com a minimização da distância entre dois pontos. Entretanto,

na geometria riemanniana um fato presente em nossa intuição acontece quase como um

milagre. Se tomarmos a distância entre dois pontos, dada por s =
∫ q
p
ds, e a minimizarmos

com o intuito de obtermos a menor7 distância entre p e q, obteremos exatamente (2.18)

e, portanto, a curva mais reta também será a menor distância entre dois pontos. Esta

coincidência não ocorre em geometrias mais gerais que a riemanniana, como por exemplos

as que discutiremos nos capítulos 4 e 5.

7Na verdade, estamos extremizando, ou seja, calculando o mínimo ou máximo.
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Figura 2.5: O ângulo entre os vetores transportados paralelamente não muda, mesmo que a curva não seja uma

geodésica. No caso da curva ser uma geodésica, estes vetores manterão o ângulo que fazem com a tangente da geodésica

constante, como sugere a �gura.

2.3.1 Conexão a�m

O que foi feito no início dessa seção motiva a seguinte de�nição.

De�nição 2.3.2 Seja M uma variedade diferenciável e os campos vetoriais V, U,W .

Chamamos de conexão a�m a aplicação ∇ : TM × TM → TM que satisfaz as seguintes

propriedades:

∇fV+gUW = f∇VW + g∇UW, (2.19)

∇V (U +W ) = ∇VU +∇VW, (2.20)

∇V (fU) = V [f ]U + f∇VU, (2.21)

onde V, U, W ∈ TpM e f, g são funções diferenciáveis.

Perceba que esta de�nição independe da variedade ser ou não riemanniana, ou seja, esta

de�nição será válida para todas as geometrias aqui abordadas.

Como uma conseqüência natural da de�nição 2.3.2, podemos expressar a conexão a�m

em termos dos vetores da base coordenada do plano tangente à variedade. De�nindo os

coe�cientes da expansão como Γλµν , isto é,

∇
µ
∂ν ≡ ∇

∂µ
∂ν ≡ Γλµν∂λ. (2.22)

A de�nição acima implica naturalmente ∇∂µ dx
ν = −Γνµλdx

λ. Para chegar a este resul-

tado, basta derivar a relação de dualidade entre ∂µ e dxν , que é dada por < dxν , ∂µ >= δνµ.

A derivada desta expressão resulta em
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< ∇
∂λ

dxν , ∂µ >= − < dxν ,∇
∂λ

∂µ > . (2.23)

Expandindo∇∂λ dx
ν em termos da base coordenada de 1-formas {dxν},∇∂λ dx

ν = Zν
λαdx

α,

e substituindo esta expansão mais (2.22) na expressão acima, teremos

< Zν
λαdx

α, ∂µ >= − < dxν ,Γαλµ∂α > . (2.24)

Usando a linearidade de <> e a condição de dxµ e ∂µ serem bases duais, chegamos a

Zν
λµ = −Γνλµ. Portanto, devemos ter

∇
∂µ
dxν = −Γνµλdx

λ. (2.25)

Para vermos explicitamente a atuação de ∇ num vetor, apliquemos ∇W em V = V µ∂µ.

Da de�nição 2.3.2, segue

∇WV
µ∂µ = W [V µ]∂µ + V µ∇W∂µ = W ν∂ν [V

µ]∂µ + V µ ∇
W ν∂ν

∂µ

= W ν

(
∂ν [V

µ]∂µ + V µ∇
∂ν
∂µ

)
= W ν

(
V λ

,ν + V µΓλνµ
)
∂λ

= W νV λ
;ν∂λ,

onde na primeira linha usamos (2.21), da primeira linha para a segunda usamos (2.19),

na segunda linha utilizamos a de�nição (2.22), e na última linha �zemos a de�nição

V λ
;ν ≡ V λ

,ν + V µΓλνµ. Come era de se esperar, a expressão acima é exatamente igual a

(2.12), pois (2.12) foi a motivação para a de�nição 2.3.2. Do que foi feito acima, é natural

fazer a seguinte de�nição:

De�nição 2.3.3 Seja V um vetor pertencente a TpM . As componentes da derivada co-

variante de V na base coordenada serão denotadas por:

V λ
;ν ≡ V λ

,ν + V µΓλνµ. (2.26)

Suponha agora que tenhamos uma 1-forma ω. Um cálculo similar nos leva a

∇
W
ω = W ν (ωλ,ν − ωµΓµνλ) dx

λ (2.27)

Resultado este que nos leva a seguinte de�nição:
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De�nição 2.3.4 Seja ω uma 1-forma de�nida sobre TpM∗. As componentes da derivada

covariante de ω na base coordenada serão denotadas por:

ωλ ;ν = ωλ,ν − ωµΓµνλ. (2.28)

Como tensores mais gerais são dados pelo produto direto de tensores8 de primeira

ordem, é fácil generalizar a atuação da derivada covariante sobre um tensor do tipo F =

F a1...an
b1...bm

∂a1 ⊗ . . .⊗ ∂an ⊗ dxb1 ⊗ . . .⊗ dxbm .

De�nição 2.3.5 Sejam {∂µ} uma base de TpM , {dxµ} uma base de TpM∗ e as aplicações

F a1...an
b1...bm

: R → R, onde n e m são inteiros positivos. Chamamos de tensores do tipo

(n,m), a aplicação F : TM∗ × . . .× TM∗ × TM × . . .× TM → R de�nida por

F = F a1...an
b1...bm

∂a1 ⊗ . . .⊗ ∂an ⊗ dxb1 ⊗ . . .⊗ dxbm

Aqui, faz-se necessário uma observação sobre a notação. A atuação de uma 1-forma ω so-

bre um vetor V está sendo denotada por < ω, V >. Todavia, por questão de simplicidade,

sempre que tivermos o produto tensorial de várias 1-formas atuando sobre vetores, não

usaremos < dxb1 ⊗ . . .⊗ dxbm , ∂a1 ⊗ . . .⊗ ∂am >, mas sim dxb1 ⊗ . . .⊗ dxbm(∂a1 , . . . , ∂am).

Nesta última expressão, o leitor pode ver o símbolo ⊗ como sendo um mero artifício para

organizar em nossa mente a atuação das 1-formas sobre os vetores. Explicitamente, o que

temos é a seguinte ordem dxb1 ⊗ . . . ⊗ dxbm(∂a1 , . . . , ∂am) =< dxb1 , ∂a1 >< dxb2 , ∂a2 >

. . . < dxbm , ∂am >.

De�nição 2.3.6 Sejam F um tensor do tipo (n,m) e eA ∈ TpM . Chamamos de derivada

covariante de F

∇
eA
F = eA[F a1...an

b1...bm
]
(
∂a1 ⊗ . . .⊗ ∂an ⊗ dxb1 ⊗ . . .⊗ dxbm

)
+F a1...an

b1...bm ∇eA
(∂a1 ⊗ . . .⊗ ∂an ⊗ dxb1 ⊗ . . .⊗ dxbm),

onde a atuação de ∇eA na base de TM × . . .× TM × TM∗ × . . .× TM∗ obedece a regra

de Leibniz9.
8A de�nição de produto direto de tensores (Tensor direct product) pode ser encontrada em [15].
9Como exemplo, ∇eA∂µ ⊗ dxν = (∇eA∂µ)⊗ dxν + ∂µ ⊗ (∇eAdxν).
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2.4 Tensor de Riemann, Ricci e escalar de curvatura

Nesta seção, vamos de�nir alguns objetos que são fundamentais para a caracterização

de uma variedade. Destes, se destaca o tensor de Riemann, pois, ele mede a curvatura

do espaço. Por esta razão ele também é conhecido como tensor de curvatura. O conceito

de curvatura é sem dúvida alguma um dos mais importantes tanto para a matemática

quanto para a física. Por essa razão, começaremos apresentado uma visão intuitiva do

que seja curvatura para, então, de�nirmos o tensor de Riemann. Os outros objetos que

de�niremos aqui serão apenas uma conseqüência natural do tensor de Riemann.

2.4.1 Curvatura

Antes de introduzirmos o tensor de Riemann, permita-nos apresentar uma visão in-

tuitiva do que seja curvatura. Todos sabemos ou temos alguma idéia do que seja uma

superfície curva, todavia, nunca nos perguntamos o que realmente caracteriza estas su-

perfícies de maneira formal. A resposta para esta pergunta talvez não seja tão simples

quanto possa parecer. O conceito de curvatura para curvas é simples. Qualquer pessoa,

leiga ou não, é capaz de distinguir uma curva de curvatura nula de outra cuja curvatura

não se anula ou, até mesmo, saber se uma curva é mais curva que outra. Entretanto, no

caso de superfícies, a idéia de curvatura já não é tão simples assim. Por exemplo, um leigo

não seria capaz, em princípio, de dizer se um cilindro tem ou não curvatura. É obvio que

neste caso teríamos que especi�car de que tipo de curvatura estamos falando, uma vez

que uma superfície é composta por várias curvas e, portanto, podemos de�nir mais de um

tipo de curvatura por meio das curvaturas das curvas10. Ingenuamente, poderíamos dizer

que o cilindro tem curvatura, pois, há várias direções nas quais a curvatura das curvas

geodésicas não são nulas, em especial, o círculo da seção transversal do cilindro (geodé-

sica com maior curvatura no cilindro). Porém, as geodésicas ao longo do comprimento do

cilindro tem curvatura nula. Um conceito e�caz de curvatura de uma superfície (capaz de

distinguir propriedades fundamentais das superfícies) foi desenvolvido por Gauss e, pos-

teriormente, generalizado para um variedade de dimensão qualquer por Riemann. (daí

o nome geometria riemanniana). Abaixo segue uma descrição qualitativa da curvatura

gaussiana.

10Não faria o menor sentido caracterizarmos a curvatura de uma superfície olhando apenas a curvatura

de uma curva contida nela.
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Figura 2.6: Na abordagem de Gauss, a superfície é caracterizada pelas curvaturas kmáxima e kmínima. Nesta abordagem,

usa-se o produto kmínimakmáxima e a soma
kmínima+kmáxima

2
.

A curvatura de gauss é obtida a partir do produto das curvaturas máximas e mínimas,

também conhecida por curvaturas principais. Mas o que signi�ca curvaturas máxima e

mínimas? O conceito é simples: dado um ponto p em uma variedade M , existem várias

geodésicas que passam por este ponto e que tem tangentes com direções diferentes, como

indicado na �gura 2.6. De todas estas curvas, exite uma que possui a maior curvatura

naquele ponto e outra que possui a menor. Às tangentes destas curvas, da-se o nome

de direções principais ( daí o nome curvaturas principais). O que Gauss fez foi perceber

que o produto e a soma das curvaturas destas duas curvas permitia a caracterização das

superfícies de forma a distingui-las por propriedades fundamentais11.

Uma propriedade muito importante sobre bi-superfícies com curvatura gaussiana não

nula, é fato do transporte paralelo de um vetor ao longo de um caminho geodésico fechado

não levar o vetor nele mesmo, mas sim o rotacionar (veja a �gura 2.7). A partir desta

propriedade, generaliza-se o conceito de curvatura de uma bi-superfície para uma varie-

dade de dimensão qualquer. Em outras palavras, a curvatura será a medida de quanto

um vetor transportado paralelamente rotaciona. Para exempli�car melhor, considere a

esfera da �gura 2.7. Nesta �gura o vetor é transportado paralelamente12 ao longo das

geodésicas α1, α2 e α3. Perceba que, como estamos usado três geodésicas distintas, o

ângulo do vetor transportado com relação a tangente das curvas α1, α2 e α3 é diferente

para cada uma destas três geodésicas. Da �gura, vemos que o vetor muda sua direção

11Para maiores detalhes sobre a abordagem de Gauss, o leitor pode consultar [16].
12Lembre-se de que um vetor é transportado paralelamente a uma geodésica quando ele mantém seu

ângulo constante com relação ao vetor tangente à geodésica.
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quando transportado paralelamente. Esta propriedade distingui a esfera de várias outras

superfície tais como plano, cilindro etc. Obteremos, agora, o tensor de curvatura a par-

tir da variação das componentes de um vetor V transportado paralelamente. Note que,

quando nos referimos a variação, queremos dizer a diferença entre V µ e V
µ
(transportado

paralelamente).

Podemos construir um campo vetorial ao longo de uma curva a partir de um vetor

de�nido em um certo ponto da curva transportando-o paralelamente deste ponto aos

outros. Chamaremos esse campo de campo paralelo. Imagine, agora, que tenhamos um

campo vetorial V e que o valor de suas componentes no ponto A é denotado por V ν
A . Se

denotarmos as componentes do vetor V ν
A transportado paralelamente até um certo ponto

B por V ν||
A , então V ν||

A é igual ao valor das componentes do campo paralelo construído

a partir do transporte paralelo de V ν
A avaliado em B, ou seja, V ν||

A = V
ν
(B), onde V

ν

são as componentes do campo paralelo. Em outras palavras, V
ν
no ponto C coincide

com V ν
A transportado paralelamente a C, V

ν
no ponto D coincide com V ν

A transportado

paralelamente até D etc. Esclarecido este fato, considere agora o ponto A como sendo

identi�cado pelas coordenadas xα e o ponto B por xα+dxα, onde dxα é um deslocamento

in�nitesimal. Desta forma, V ν
A pode ser denotado por V ν(xα) ou, equivalentemente V

ν
(xα)

(o campo paralelo no ponto A coincide com o vetor que o originou). Por sua vez, as

componentes do vetor VA transportadas paralelamente até B �cam V
ν||
A = V

ν
(B) =

V
ν
(xα + dxα). Da de�nição de campo paralelo 2.3.1, temos que V

µ
(xα) satisfaz

Uν(xα)∂νV
λ
(xα) + Γλνµ(xα)V

µ
(xα)Uν(xα) = 0. (2.29)

Como U é arbitrário, podemos escolher suas componentes como sendo in�nitesimais Uν =

dxν . Neste caso, a expressão acima �ca

dxν∂νV
λ
(xα) + Γλνµ(xα)V

µ
(xα)dxν = 0. (2.30)

Como dxν é um in�nitésimo, podemos expandir as componentes do campo paralelo

em torno de xα, ou seja13, V
λ
(xα + dxα) ' V λ(xα) + dxα∂αV

µ
ou, equivalentemente,

dxα∂αV
µ ' V

λ
(xα + dxα)− V λ(xα). Portanto, a expressão (2.30) �ca

13Lembre-se que o campo vetorial V é construído a partir do campo V avaliado no ponto xα, logo

V
µ
(xα) = V µ(xα).
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V
λ
(xα + dxα)− V λ(xα) = −Γλνµ(xα)V

µ
(xα)dxν ,

δV λ = −Γλνµ(xα)V
µ
(xα)dxν ,

onde δV λ é a diferença in�nitesimal entre o vetor transportado paralelamente e o próprio

vetor. Para obtermos a diferença entre o vetor transportado paralelamente dentro de um

circuito fechado α1 ∪ α2 ∪ α3 (como exemplo de circuito fechado, veja a �gura 2.8), que

denotaremos por ∆V λ, integramos a expressão acima sobre este circuito

∆V λ = −
∮

Γλνµ(xα)V
µ
(xα)dxν . (2.31)

Usando o teorema de Stokes, a integral acima pode ser convertida em uma integral

sobre a área interna ao circuito ∆Aαβ. Desta forma, temos

∆V λ = −1

2

∫
dAβν

(
∂Γλνµ(xα)V

µ
(xα)

∂xβ
−
∂Γλβµ(xα)V

µ
(xα)

∂xν

)
, (2.32)

onde foi usada a anti-simetria de dAβν . Considerando o circuito α1 ∪α2 ∪α3 como in�ni-

tesimal, a área de integração torna-se um in�nitésimo, logo, podemos omitir a integração

e ter

∆V λ = −1

2
dAβν

(
∂Γλνµ(xα)V

µ
(xα)

∂xβ
−
∂Γλβµ(xα)V

µ
(xα)

∂xν

)

= −1

2
dAβν

(
V
µ∂Γλνµ
∂xβ

− V µ∂Γλβµ
∂xν

+ Γλνµ
∂V

µ

∂xβ
− Γλβµ

∂V
µ

∂xν

)
.

Usando o fato de que ∂νV
λ

= −ΓλνµV
µ
, veja (2.29), teremos

∆V λ = −1

2
dAβν

(
V
µ∂Γλνµ
∂xβ

− V µ∂Γλβµ
∂xν

− ΓλνµΓµβσV
σ

+ ΓλβµΓµνσV
σ

)
.

Evidenciando V
µ
na expressão acima, podemos reescrevê-la na forma

∆V λ = −1

2
dAβνV µRλ

µβν , (2.33)

onde usamos a fato óbvio de V
µ
(xα) = V µ(xα), e de�nimos

Rλ
µβν ≡

∂Γλνµ
∂xβ

−
∂Γλβµ
∂xν

− ΓλναΓαβµ + ΓλβαΓανµ. (2.34)
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Figura 2.7: O vetor tangente a α1 na parte supe-

rior da esfera é transportado paralelamente ao longo do

circuito α1 ∪ α2 ∪ α3. Ao voltar para o ponto inicial,

sua orientação não é mais a mesma. Esta rotação está

diretamente relacionada com a curvatura da esfera.

Figura 2.8: Circuito in�nitesimal α1 ∪ α2 ∪ α3.

Em (2.33), dAβν é a área de um circuito escolhido arbitrariamente e V µ são as componentes

de um vetor, também arbitrário. O único termo que depende da geometria, não de nossa

escolha, é Rλ
µβν . Disto, concluímos que ∆V λ ser ou não zero está intimamente ligado a

propriedade da geometria do espaço representada por Rλ
µβν . A este tensor, damos o nome

de tensor de Riemann (também conhecido como tensor de curvatura). Somos capazes,

agora, de dizer se uma variedade tem ou não curvatura. No caso discutido no início desta

seção, o do cilindro, podemos a�rmar que o cilindro não tem curvatura, pois, como o

tensor de Riemann para o cilindro é nulo, ∆V λ = 0, independentemente do circuito e do

vetor transportado paralelamente que tomamos.

O tensor de Riemann pode ser escrito em uma notação independente de base da

seguinte forma:

R(V, U)W = ∇V∇UW −∇U∇VW −∇[V,U ]W, (2.35)

onde [V, U ] =
(
V µUν

,µ − UµV ν
,µ

)
∂ν . Se escrevermos V , U e W em uma base qualquer

{eµ}, não necessariamente coordenada, isto é, V = V µeµ, U = Uµeµ e W = W µeµ,

teremos (veja a demonstração no apêndice D.1.2)

R(V, U)W = V µUνW β
(
Γλνβ,µ − Γλµβ,ν + ΓανβΓλµα − ΓαµβΓλνα

)
eλ

Se eµ for a base coordenada e Uµ = δµν , V
µ = δµν e W µ = δµν , recuperamos (2.34)
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Rµ
ρασ = Γµσρ,α − Γµαρ,σ + ΓφσρΓ

µ
αφ − ΓφαρΓ

µ
σφ. (2.36)

2.4.2 Tensor de Ricci

De�ni-se o tensor de Ricci pela contração do primeiro com o segundo índice, Rµν =

Rλ
µλν . No caso da geometria riemanniana, também pode-se de�nir o tensor de Ricci a

partir da contração do segundo com o último índice, pois, neste caso, ambas as de�nições

são equivalentes. A razão do porquê o tensor de Ricci é de�nido pela contração destes

índices �cará clara mais adiante, quando falarmos das propriedades do tensor de Riemann

na geometria riemanniana. Por sua vez, o escalar de curvatura é de�nido como R = Rµ
µ.

O leitor deve estar atento ao fato de que na literatura há uma variação de sinal na de�nição

tanto do tensor de Riemann quanto no de Ricci.

O que foi feito tanto nesta sub-seção quanto na anterior independe de estarmos na

geometria de Riemann. Iremos abordar o tensor de Riemann nesta geometria na seção

2.6, antes, porém, vejamos a conexão riemanniana.

2.5 Conexão riemanniana

Na seção 2.3.1, de�nimos a conexão a�m, porém, não mencionamos se a geometria era

riemanniana ou não, pois, não era necessário tal hipótese. Agora, faremos esta hipótese.

Há duas hipóteses que distinguem a geometria riemanniana das outras geometrias que

serão tratadas nesta tese. Abaixo seguem as duas hipóteses na forma de de�nição.

De�nição 2.5.1 Chama-se de conexão a�m riemanniana
c

∇ a conexão que satisfaz as

seguintes propriedades:

a)
c

∇V W =
c

∇W V + [V,W ] .

b)

V [g(U,W )] = g(
c

∇V U,W ) + g(U,
c

∇V W )

onde V, U,W são campos vetoriais.
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A hipótese �a� implica na simetria dos índices da conexão quando escrita em uma base

cujos vetores comutam, por exemplo, a base coordenada. Neste último caso, teremos
c

∇∂ν

∂µ =
c

∇∂µ ∂ν . As hipóteses �a� e �b� permitem que escrevamos a conexão em termos apenas

da métrica e de suas derivadas. Para provarmos isto, temos que isolar
c

∇W V na expressão

�b�. Este termo pode ser isolado se �zermos a soma V [g(U,W )]+W [g(V, U)]−U [g(W,V )],

como indicado abaixo

V [g(U,W )] +W [g(V, U)]− U [g(W,V )] =

g(
c

∇V U−
c

∇U V,W ) + g(
c

∇W V+
c

∇V W,U)

+g(
c

∇W U−
c

∇UW,V ).

Usando a propriedade �a� e a identidade g(
c

∇W V+
c

∇V W,U) = 2g(
c

∇W V, U)+g([V,W ], U),

�caremos com

V [g(U,W )] +W [g(V, U)]− U [g(W,V )] =

g([V, U ],W ) + 2g(
c

∇W V, U) + g([V,W ], U)

+g([W,U ], V ).

Isolando o termo que contém
c

∇W V na expressão acima, teremos

g(
c

∇W V, U) =
1

2
(V [g(U,W )] +W [g(V, U)]− U [g(W,V )]− g([V, U ],W )

−g([V,W ], U)− g([W,U ], V )).

Em termos da base coordenada W → ∂ν , V → ∂µ e U → ∂λ,

g(
c

∇∂ν ∂µ, ∂λ) =
1

2
[∂µg(∂λ, ∂ν) + ∂νg(∂µ, ∂λ)− ∂λg(∂ν , ∂µ)]

=
1

2
[gλν,µ + gµλ,ν − gνµ,λ] ,

onde usamos [∂λ, ∂µ] = 0. Denotando os coe�cientes da expansão da conexão riemanniana

na base coordenada por
c

Γ
λ
µν , ou seja,

c

∇∂ν ∂µ =
c

Γ
λ
νµ ∂λ, chegamos a expressão

c

Γ
λ
µν=

gλσ

2
(gµσ,ν + gνσ,µ − gµν,σ) . (2.37)



CAPÍTULO 2. GEOMETRIA RIEMANNIANA 26

Ao símbolo
c

Γ
λ
µν , damos o nome de Símbolo de Christo�el. Para que não haja confusão

entre os nomes símbolo de Christo�el e conexão riemmaniana, vale salientar que �símbolo

de Christo�el� é o nome que se dá a conexão riemanniana escrita na base coordenada.

2.6 Tensor de Riemann na geometria riemanniana

O tensor de Riemann na geometria riemanniana nada mais é do que o tensor (2.34)

escrito em termos da conexão riemanniana, de�nida em 2.5.1. Em coordenas cartesianas,

o tensor de Riemann �ca

c

R
µ
ρασ=

c

Γ
µ
σρ,α −

c

Γ
µ
αρ,σ +

c

Γ
φ
σρ

c

Γ
µ
αφ −

c

Γ
φ
αρ

c

Γ
µ
σφ . (2.38)

Naturalmente, o tensor de Ricci na geometria riemanniana será dado por
c

R
λ
µλν , enquanto

o escalar de curvatura será dado por
c

R
λ
λ. É possível demonstrar que o tensor de Riemann

satisfaz as seguintes propriedades:

c

Rλµσν= −
c

Rµλσν , (2.39)
c

Rλµσν= −
c

Rλµνσ, (2.40)
c

Rλµσν=
c

Rσνλµ . (2.41)

As propriedades (2.39) e (2.40) implicam naturalmente14
c

R
λ
λσν=

c

R
λ

σλν = 0. Já a proprie-

dade (2.41) implica na simetria do tensor de Ricci; basta contrair λ com σ para veri�car

este fato. Outro fato importante a cerca das propriedades acima é que elas reduzem

o número de componentes independentes, uma vez que estas simetrias vinculam várias

componentes diferentes do tensor. No caso, o número de componentes independentes é

20, fato este que apresentamos sem demonstração15. A veri�cação da propriedade (2.40)

é trivial, todavia, (2.39) e (2.41) já não são tão triviais assim16. Pode-se demonstrar

também que, devido a simetria nos índices inferiores de
c

Γ
λ
µν , o tensor

c

R
λ
µνσ satisfaz a

seguinte propriedade

14Esta é a razão do porquê de�ne-se o tensor de Ricci como sendo a soma do primeiro com o terceiro

índice ou do segundo com o quarto.
15O leitor pode veri�car este resultado na página 142, seção 7 de [17].
16Para maiores detalhes, o leitor é direcionado a [18].
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c

R
α
βµν +

c

R
α
νβµ +

c

R
α
µνβ= 0. (2.42)

A identidade (2.42) é conhecida como primeira identidade de Bianchi. Desta identidade,

pode-se obter uma outra conhecida como segunda identidade de Bianchi, que é de grande

interesse para a física. Esta segunda identidade tem a seguinte forma:

c

Rβµνλ;α +
c

Rβµαν;λ +
c

Rβµλα;ν= 0. (2.43)

Na verdade, a forma da segunda identidade de Bianchi que mais desperta o interesse

dos físicos é um caso mais simples da expressão acima. Tal forma é obtida a partir da

contração de índices necessária para deixar a expressão em termos do tensor de Ricci e

do escalar de curvatura. Para tal, é necessário fazer a contração de dois pares de índices.

Façamos a contração de β com λ e α com µ em (2.43):

c

R
βµ

νβ;µ +
c

R
βµ

µν;β +
c

R
βµ

βµ; ν

= −
c

R
µβ

νβ;µ −
c

R
βµ

νµ;β +
c

R ; ν

= −2
c

R
µβ

νβ;µ +
c

R ; ν

= −2
c

R
µ
ν;µ +

c

R ; ν

=
(
−2

c

R
µ
ν +δµν

c

R
)

;µ
= 0.

A identidade acima pode ser expressa em uma forma mais compacta por

c

G
µν

; ν= 0, (2.44)

onde

c

G
µν≡

c

R
µν −1

2
gµν

c

R . (2.45)

O tensor Gµν é conhecido como tensor de Einstein e é de fundamental importância na

teoria da relatividade geral. Discutiremos um pouco sobre esta teoria no capítulo 3.



Capítulo 3

Relatividade Geral

A relatividade geral é uma teoria da gravitação formulada em uma geometria rie-

manniana1. Por ter sido formulada em uma geometria mais geral que a euclidiana, ela

revolucionou a nossa maneira de ver a geometria do espaço e do tempo. Ela foi a primeira

teoria a introduzir o conceito de um espaço físico com curvatura que, não só explicava

muito dos dados observacionais já conhecidos, mas como também previu vários efeitos

que acabaram sendo veri�cados experimentalmente. Como veremos mais adiante, algu-

mas hipóteses foram feitas durante a construção dessa teoria. Entretanto, ao contrário do

que acontece em muitas outras teorias, todas essas hipóteses são razoáveis. Assim sendo,

a relatividade geral é um caso particular da geometria riemanniana. Neste capítulo não

iremos tratar de todos os aspectos da relatividade geral, pois, não é nossa intenção fazer

uma introdução a esta teoria. Trataremos apenas dos aspectos que são fundamentais para

compreensão desta tese além, claro, daqueles que não podem ser deixados de lado. Tam-

bém não nos preocuparemos em apresentar a teoria seguindo a seqüência histórica. Na

seção 3.1, apresentamos a teoria, enquanto que na seção 3.2 exibimos a equação de mo-

vimento para uma partícula puntiforme na presença de um corpo massivo. Neste último

caso, apresentamos o método de Papapetrou para a obtenção da equação do movimento.

Comentamos também um pouco sobre as di�culdades na obtenção desta equação em

certas situações física.

1Na verdade, pseudo-riemanniana.

28
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3.1 Hipóteses da relatividade geral

Para construir uma teoria fazendo uso do princípio da ação mínima, precisamos co-

nhecer os invariantes da geometria. Além disso, é necessário saber qual é a geometria que

queremos e se há alguma hipótese adicional a ser feita. No caso da relatividade geral,

são várias as hipóteses que estão presentes, estejam elas implícitas ou explícitas. Uma

destas, é a idéia de que a matéria curva o espaço. Em princípio, este fato não implicaria

na restrição a uma variedade riemanniana quadridimensional. Poderíamos ter geometrias

mais gerais do que a riemanniana, como por exemplo, as geometrias que serão discutidas

nos capítulos2 4 e 5. Portanto, a relatividade geral também tem a hipótese de que a

geometria do espaço-tempo é riemanniana e quadridimensional. Em adição as hipóteses

já mencionadas, supõe-se que as equações de campo da teoria, equações que descrevem

como a geometria reage a presença da matéria, sejam de segunda ordem nas derivadas

da métrica e que a parte da geometria que acopla com o tensor de energia e momento

tenha 4-divergência nula. A junção dessas hipóteses determina as equações de campo de

forma unívoca [19, 20]. Essa a�rmação é conhecida com teorema de Lovelock, que pode

ser enunciado da seguinte maneira3.

Teorema 3.1.1 Sejam Aµν = Aµν(gµν , gµν,α, gµν,αβ) as componentes de um tensor si-

métrico, ou seja, Aµν = Aνµ. Admita também um espaço-tempo quadridimensional e

riemanniano. Se Aµν;µ = 0, então

Aµν = aGµν + bgµν .

Analisando este teorema em termos da ação, teremos o seguinte. De maneira bem geral,

podemos escrever a ação de uma teoria da gravitação em um espaço-tempo riemanniano

de dimensão 4 na forma

S =

∫
d4x

(
L + χL M

)
, (3.1)

onde L e L M são as densidades lagrangianas da geometria e da matéria, respectiva-

mente; χ é a constante de acoplamento da matéria com a geometria. Admitindo que essas

lagrangianas sejam função da métrica e de suas derivadas, o princípio variacional levará

2Estas duas geometrias abarcam perfeitamente bem a idéia de que a matéria curva o espaço, pois, elas

são generalizações da geometria riemanniana.
3A demonstração de 3.1.1 pode ser encontrada em [19].
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as equações de campo
δL

δgµν
= −χδL M

δgµν
. (3.2)

Dividindo toda a expressão acima por
√
−g, teremos a equação tensorial

1√
−g

δL

δgµν
= −χT µν , (3.3)

onde T µν ≡ 1√
−g

δL M

δgµν
é denominado tensor de energia-momento. O termo do lado direito

da expressão anterior é visivelmente simétrico em µ e ν. Devido as leis de conservação,

é natural impor que a 4-divergência de T µν seja nula. Admitindo que as equações de

campo dependam no máximo da derivada segunda da métrica, é inevitável deixar de

fazer a identi�cação de Aµν , apresentado no teorema 3.1.1, com o termo 1√
−g

δL
δgµν

e,

conseqüentemente, obtermos4
c

G
µν

+Λgµν = ξT µν , (3.4)

onde
c

G
µν é o tensor de Einstein [veja (2.45)]. Essas equações são conhecidas por equações

de Einstein com termo cosmológico. Surge, então, a seguinte pergunta: Qual é a ação

mais simples que fornece (3.4)? A resposta a essa pergunta é

Sg =

∫
dx4
√
−g
( c

R+2Λ
)
. (3.5)

onde Λ é a constante cosmológica. Qualquer outra lagrangiana irá fornecer as mesmas

equações de campo (3.4) ou violar pelo menos uma das hipóteses da relatividade geral

citadas acima. Vale ressaltar que este resultado não é válido para dimensões maiores do

que quatro e nem para outras geometrias, como por exemplo, geometrias com torção5.

Assim sendo, sem perda de generalidade, a ação da relatividade geral pode ser escrita na

forma

Sg =

∫
dx4
√
−g
( c

R+2Λ + χLM
)
. (3.6)

Fazendo variações com relação a métrica em (3.6) e tomando Λ = 0, reobtemos as equações

de campo da relatividade geral sem a constante cosmológica

c

Gµν= χTµν . (3.7)

4Rede�nimos as constantes na forma Λ = b/a e ξ = −χ/a.
5Neste caso, surge a possibilidade de termos quadráticos na torção [21].
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3.2 Equação de movimento

Embora Einstein tenha postulado que as partículas seguem geodésicas e este postulado

tenha se mostrado e�caz, pelo menos quando corpos testes podem ser considerados como

pontos, veri�cou-se mais tarde dois fatos importantes: a visão inicial de Einstein de termos

as equações de campo e separadamente as equações da geodésica era limitada para casos

onde o corpo teste podia ser considerado como um ponto, não valendo, portanto, para

casos onde o corpo teste produzia alterações signi�cativas na geometria do background6

[22]. O outro fato importante e que de certa forma remove a limitação mencionada anteri-

ormente é que as equações de movimento na relatividade geral não podem ser postuladas

separadamente as equações de campo, na verdade, elas são uma conseqüência natural da

segunda identidade de Bianchi ou, equivalentemente, uma conseqüência do fato de (2.44)

implicar na conservação do tensor momento-energia [22, 23]. Perceba que, embora seja a

conservação do tensor momento-energia que permita a dedução da equação de movimento

da partícula, é fundamental que isto seja uma conseqüência natural da geometria, pois,

como veremos no capítulo sobre torção, o tensor energia-momento não tem 4-divergência

nula. Um fato curioso sobre tudo isso é que a relatividade geral é muito mais poderosa do

que o próprio Einstein pensou que fosse quando formulou o postulado de que as partículas

seguem geodésicas. De fato, a equação (3.7) já contém essa informação. A informação

sobre o movimento da partícula está contida no tensor energia-momento da partícula teste

que, em princípio, também deve ser lavado em consideração. Diante de tudo isso, a per-

gunta mais natural é: qual a equação de movimento para a relatividade geral? A resposta,

infelizmente, não é simples, pois, devido a não linearidade das equações de Einstein, a

equação da conservação do tensor de energia-momento

T µν; ν = 0 (3.8)

também não é linear e, conseqüentemente, a obtenção de uma única equação do movimento

para qualquer situação física torna-se uma missão quase, se não, impossível. Todavia,

podemos abordar casos particulares e, como veremos adiante, é possível obter a equação

de movimento para uma partícula puntiforme na presença de um corpo massivo. Deste

último fato resulta que esta equação é exatamente a equação da geodésica, como foi dito

6Geometria determinada pelo corpo de maior massa. Em alguns casos, tal geometria de background

não pode se quer ser de�nida, como por exemplo o caso de estrelas binárias.
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anteriormente.

O problema da equação de movimento para a relatividade geral tem sido abordado de

várias formas diferentes [22, 24, 25]. Muitas destas abordagem distinguem-se umas das

outros pelo foco de interesse. Por exemplo, em astronomia, existe o interesse no estudo

do movimento de estrelas em sistemas binários que, em hipótese alguma, pode ser tratado

como uma partícula de massa desprezível na presença de um corpo massivo, pois, os dois

corpos possuem massas equiparáveis. Para este caso, Einstein e colaboradores desenvolve-

ram um método para soluções fora dos corpos, conhecido como Einstein-Infeld-Ho�man

[26, 27, 28]. Nesta abordagem, os corpos são aproximados por partículas puntiformes

(singularidades do campo), porém nenhuma restrição é feita as massas. Outro foco de

interesse diz respeito aos casos em que podemos considerar pequenos os efeitos gravitaci-

onais de um certo corpo na presença de outro mais massivo. Neste caso, faz sentido falar

em uma geometria efetiva (background). Exibiremos a seguir o método desenvolvido por

Fock e posteriormente usado por Papapetrou [22, 29] para deduzir a equação da geodésica.

Embora este não seja o procedimento mais simples para deduzir a equação de movimento

da partícula puntiforme7, ele tem a vantagem de permitir a generalização para casos mais

realísticos.

3.2.1 Equação de movimento de uma partícula puntiforme

Considere uma partícula teste na presença de um corpo massivo e que se encontra fora

deste corpo, como indicado na �gura 3.1. Representando o tensor energia-momento da

partícula por δT µν , é natural que o tensor momento-energia total possa ser visto como

total

T µν=
corpo massivo

T µν +δT µν ,

ou seja, a partícula introduz uma pequena variação no tensor momento-energia total.

Este fato é uma conseqüência natural da hipótese de Einstein de que a matéria curva o

espaço. Se o corpo massivo curva o espaço, por que a partícula também não curvaria?

Obviamente, estamos admitindo que a partícula não possui energia su�ciente para que sua

perturbação seja signi�cativa e, conseqüentemente, faz sentido falar em uma geometria de

background. No caso, a geometria de background é determinada pela solução das equações

7O método mais prático de chegarmos as equações da geodésicas é supor que o tensor momento-energia

da partícula é uma delta de Dirac.
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de Einstein, (3.7), na ausência da partícula, isto é,

c0
Gµν= χ

o

T µν , (3.9)

onde
corpo massivo

T µν =
o

T µν . A partir da equação (3.9), determinamos a métrica de background
o
gµν . Para o caso onde a partícula está presente, temos que considerar o tensor de energia-

momento total. Desta forma, (3.7) �ca

c

Gµν= χ
o

T µν +χδT µν (3.10)

que, fora do corpo massivo e dentro da partícula, assume a forma

c

Gµν= χδT µν . (3.11)

Perceba que, inicialmente, estamos admitindo que a partícula tenha uma certa estrutura.

Da segunda identidade de Bianchi (2.44), teremos

corpo massivo r partícula

Figura 3.1: A geometria do espaço-tempo depende de como o corpo massivo e a partícula deformam o espaço.

δT µν; ν = 0. (3.12)

Usando a de�nição de conexão riemanniana 2.5.1, podemos reescrever (3.12) da seguinte

forma

T
µν

; ν = 0, (3.13)

onde8 Tµν =
√
−gδT µν é uma densidade tensorial de peso 1. Usando a de�nição de

8Fizemos isso apenas por conveniência.



CAPÍTULO 3. RELATIVIDADE GERAL 34

derivada covariante de uma densidade tensorial9 de peso 1, a expressão (3.13) �ca

T
µν

,ν+
c

Γ
µ
αβ T

αβ = 0. (3.14)

Como a partícula perturba pouco a geometria do background, podemos ver
c

Γ
µ
αβ como

sendo a conexão obtida com
0
gµν mais uma pequena perturbação δΓ, ou seja,

c

Γ
µ
αβ=

o

Γ
λ
µν

+δΓλµν . Todavia, a densidade tensorial T
αβ já é uma pequena perturbação. Desta forma,

podemos fazer a aproximação
c

Γ
µ
αβ T

αβ '
o

Γ
λ
µν T

αβ. Portanto, a expressão (3.14) pode ser

aproximada por

T
µν

,ν+
o

Γ
µ
αβ T

αβ = 0. (3.15)

Uma característica da relatividade geral é que, a medida que nos distanciamos do

corpo que deforma a geometria, as variações da métrica vão diminuindo pouco a pouco

até que a métrica assuma a forma da métrica de Minkowski. Este fato nos permite fazer a

seguinte consideração: se as dimensões lineares da partícula (para entender melhor o que

seja dimensões lineares da partícula, veja a �gura 3.2) forem pequenas em comparação

com a distância da partícula até o corpo massivo, então,
o
gµν e suas derivadas variam pouco

na região onde a partícula está contida. Disto, concluímos que
o

Γ
µ
αβ também varia pouco.

Podemos, portanto, expandir
o

Γ
µ
αβ (xα) em torno de um ponto Xα dentro da partícula

o

Γ
µ
αβ (xα) '

o

Γ
λ
µν (Xα)+

o

Γ
λ
µν,σ (xσ −Xσ) . . . (3.16)

Como a partícula é puntiforme xα −Xα ' 0, logo

∫
dx3 (xµ −Xµ)Tαβ =

∫
dx3 (xσ −Xσ) (xµ −Xµ)Tαβ = . . . = 0. (3.17)

Esta é a condição que chamamos de monopolo. Como o nosso objetivo é integrar (3.15),

a expressão (3.17) mostra que o termo da derivada na expansão (3.16) é irrelevante e,

conseqüentemente, consideraremos apenas o primeiro termo da expansão, ou seja,
o

Γ
µ
αβ

(xα) =
o

Γ
µ
αβ (Xα). Assim sendo, a expressão (3.15) toma a forma

T
µν

,ν+
o

Γ
µ
αβ (Xα)Tαβ = 0. (3.18)

9O leitor pode consultar a expressão da derivada covariante de uma densidade tensorial em qualquer

livro de relatividade geral como, por exemplo, capítulo 7 de [18].
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Figura 3.2: Admitimos que as dimensões lineares da partícula di são muito menores do que a distância da partícula

até o corpo massivo, que se encontra na origem do nosso referencial, ou seja, X(t) >> di. Este fato garante que a métrica

do background
o
gµν varia pouco dentro da partícula.

Para usar a informação de que o termo de dipolo é nulo, iremos expressar a segunda

igualdade em (3.17) na forma

∫
dx3xαTµν = Xα(t)

∫
dx3
T
µν . (3.19)

Por sua vez, para podermos utilizar o resultado acima, iremos expressar (3.18) na seguinte

forma

T
µσ = (xσTµν),ν + xσ

o

Γ
µ
αβ (Xα)Tαβ. (3.20)

Perceba que (3.20) é totalmente equivalente a (3.18). Vamos agora integrar a expressão

acima no volume na qual a partícula está contida em um dado instante t (3-volume).

Neste caso, teremos

∫
dx3
T
µσ =

∫
dx3 (xσTµν),ν +

o

Γ
µ
αβ (Xα)

∫
dx3xσTαβ

=

∫
dx3

(
xσTµ0

)
,0

+

∫
dx3

(
xσTµi

)
,i

+
o

Γ
µ
αβ (Xα)

∫
dx3xσTαβ

=
d

dt

∫
dx3xσTµ0 +

∫
dSxσTµi���

0

+
o

Γ
µ
αβ (Xα)

∫
dx3xσTαβ

=
d

dt

∫
dx3xσTµ0+

o

Γ
µ
αβ (Xα)

∫
dx3xσTαβ,

onde usamos (3.20) na primeira linha, abrimos o somatório em uma parte temporal e outra

espacial na segunda linha, da segunda para a terceira linha transformamos a integral do 3-

volume (hipersuperfície) em uma super�cial (bi-superfície),e no segundo termo da terceira

linha usamos o fato de que Tµi é diferente de zero apenas na região limitada pela superfície
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S, não na superfície (condição de contorno). Usando na expressão anterior a condição de

que o termo de dipolo é nulo, condição (3.19), �camos com

∫
dx3
T
µσ =

d

dt

(
Xσ

∫
dx3
T
µ0

)
+

o

Γ
µ
αβ (Xα)Xσ

∫
dx3
T
αβ

=
dXσ

dt

∫
dx3
T
µ0 +Xσ d

dt

∫
dx3
T
µ0+

o

Γ
µ
αβ (Xα)Xσ

∫
dx3
T
αβ. (3.21)

Integrando a expressão (3.18) e usando o fato do tensor momento-energia ser nulo na

superfície que limita o volume da partícula, teremos

d

dt

(∫
dx3
T
µ0

)
+

o

Γ
µ
αβ (Xα)

∫
dx3
T
αβ = 0. (3.22)

Substituindo (3.22) em (3.21), teremos

∫
dx3
T
µσ =

dXσ

dt

∫
dx3
T
µ0, (3.23)

que implica naturalmente

∫
dx3
T

0σ =
dXσ

dt

∫
dx3
T

00. (3.24)

Usando a simetria do tensor energia-momento e substituindo (3.24) em (3.23), teremos

∫
dx3
T
µσ =

dXσ

dt

dXµ

dt

∫
dx3
T

00 (3.25)

Substituindo (3.24) e (3.25) em (3.22), chegamos a

d

dt

(
dXµ

dt

∫
dx3
T

00

)
+

o

Γ
µ
αβ (Xα)

dXβ

dt

dXα

dt

∫
dx3
T

00 = 0. (3.26)

Usando o fato de que P ν =
∫
dx3T

0ν , e conseqüentemente u0m0 =
∫
dx3T

00, onde

uµ = dXµ

ds
é a 4-velocidade da partícula, a expressão (3.26) �ca

d2Xµ

ds2
+

o

Γ
µ
αβ (Xα)

dXβ

ds

dXα

ds
= 0, (3.27)

onde foi utilizado a regra da cadeia d
dt

= ds
dt

d
ds

e o fato de que dm0

ds
= 0. Para uma

demonstração deste último resultado, o leitor é direcionado para a página 156 de [22].
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Provamos, portanto, que uma partícula puntiforme na presença de um corpo massivo

segue a geodésica da geometria gerada por esse corpo. Todavia, se quiséssemos fazer

uma abordagem mais realística teríamos que considerar que a partícula tem estrutura

(dipolo, por exemplo) e poderia rotacionar. Seguindo o método aqui apresentado (mé-

todo de Papapetrou), é possível obter a equação de movimento para uma partícula com

estrutura de dipolo. O procedimento é totalmente análogo ao que já �zemos, a única

diferença está no fato de que, agora, teríamos que usar a condição de que o tripolo é nulo∫
dx3 (xα −Xα) (xσ −Xσ)Tµν = 0 e, ao invés de multiplicar (3.18) por xα para obter

(3.20), teríamos que multiplicá-la por xαxβ. As contas para este caso e discussões sobre

as di�culdade associadas com a equação de movimento de uma partícula com estrutura

podem ser encontradas em [29, 30, 31, 32, 33, 34, 35]. Para o leitor que estiver interes-

sado em um aprofundamento maior sobre o problema da equação de movimento tanto na

relatividade geral quanto em teorias mais gerais, [36] contém uma tabela histórica muito

interessante com referências fundamentais para quem deseja ter mais conhecimento sobre

este assunto. Em [31] e citações dentro deste, o leitor pode encontrar um resultado muito

importante para o movimento de corpos com estrutura na relatividade geral, a existência

e unicidade do centro de massa para campos gravitacionais fracos. Em [37], os autores

deduzem a equação de movimento clássica para uma partícula puntiforme com spin ~/2,

a partir da equação de Dirac num espaço curvo riemanniano. O resultado é uma equação

formalmente equivalente a de Papapetrou para um corpo com estrutura de dipolo que

rotaciona.



Capítulo 4

Geometria de Riemann-Cartan Un

Neste capítulo apresentamos a geometria de Riemann-Cartan com o intuito de preparar

o leitor para o que faremos nos capítulos 6, 7 e 8. Não entraremos em todos os detalhas

desta geometria, até mesmo porque isto seria impossível devido a riqueza presente nela.

Começaremos, primeiro, com os aspectos geométricos. De�niremos um objeto matemático

chamado torção, e veremos que este objeto é responsável pela distinção entre a geometria

de Riemann-Cartan e a riemanniana. Depois apresentaremos as motivações para o uso

da torção na física, os modelos que mais despertam o interesse dos físicos, comentários

sobre algumas soluções exatas de certos modelos com várias referências para quem estiver

interessado em analisar esta questão e, para �nalizar, as perspectivas experimentais dos

modelos com torção.

4.1 Torção

A torção está associada ao fato de que uma curva fechada em uma dada variedade com

torção não é representada por uma curva fechada no plano tangente à variedade. Para ser

mais preciso, a torção é proporcional ao não-fechamento de paralelogramos in�nitesimais

no plano tangente1, ou seja, ela é uma medida desse não-fechamento e por isso está asso-

ciada a translação de vetores. Geometrias com torção são, portanto, uma generalização

natural da geometria riemanniana. Por esta razão, o estudo da torção é importante tanto

para a física quanto para a matemática.

Para entendermos melhor a torção, considere o seguinte. Sejam dois campos vetoriais

1Vale salientar que as contas são sempre feitas no plano tangente, nunca na própria variedade.

38
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V = εµ∂µ e U = δµ∂µ de�nidos em TAM , onde {∂µ} é a base coordenada, e as funções εµ

e δµ são in�nitesimais. Tomemos três pontos de M tais que B = A + V e C = A + U .

Transportando U de A até B e V de A até C, teremos a situação indicada na �gura

4.1. Matematicamente, podemos representar as componentes dos vetores transportado

paralelamente por δ
‖

= δλ − Γλµνε
µδν e ε

‖
= ελ − Γλµνε

νδµ. Da �gura 4.1 está claro que o

deslocamento AD
λ
é dado por

AD
λ

= ελ + δ
‖λ = ελ + δλ − Γλµνε

µδν . (4.1)

Já o deslocamento AE é

AE
λ

= δλ + ε
‖λ = δλ + ελ − Γλµνε

νδµ. (4.2)

Na geometria riemanniana, teríamos AD = AE. Entretanto, podemos generalizar a

geometria removendo esta restrição. Tomando a diferença entre (4.1) e (4.2), teremos

AD
λ − AEλ

=
(
Γλνµ − Γλµν

)
εµδν . (4.3)

Perceba que em termos da conexão em uma base coordenada, o fechamento do parale-

logramo da �gura 4.1 depende da simetria dos índices da conexão. Com o intuito de

escrevermos (4.3) em uma forma independente da base que escolhemos, façamos a con-

tração de (4.3) com ∂λ de�nido em A. Neste caso, segue

Γλνµ∂λε
µδν − Γλµν∂λε

µδν = εµ∇
U
∂µ − δν∇

V
∂ν , (4.4)

onde usamos o fato de que, como εµ e δν estão de�nidos no ponto A, V = εµ∂µ e U = δν∂ν .

Podemos continuar a simpli�car (4.4) da seguinte forma

εµ∇
U
∂µ − δν∇

V
∂ν = ∇UV − U [εµ]∂µ −∇VU + V [δµ]∂µ

= ∇UV −∇VU − [U, V ]. (4.5)

Do jeito que a expressão acima está escrita, ela é independente de coordenadas e da base

que usamos. A expressão (4.5) motiva a seguinte de�nição.

De�nição 4.1.1 Sejam uma variedade Un de dimensão n dotada de uma métrica g e

U, V dois vetores de TPU . Aplicação T : TpU × TpU → TpU , de�nida por

T (V, U) = ∇VU −∇UV − [V, U ], (4.6)

é denominada torção.

O papel de cada um dos elementos de (4.6) está exempli�cado na �gura 4.2.
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Figura 4.1: Em uma geometria mais geral que a

riemanniana, o transporte paralelo de δλ ao longo de

ελ combinado com o de ελ ao longo de δλ não necessa-

riamente produz um paralelogramo.
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Figura 4.2: Nesta �gura, temos os campos vetori-

ais V e U avaliados em três pontos distintos, A, B e C.

Os vetores U
‖
A e V

‖
A são os campos U e V avaliados no

ponto A e transportados paralelamente para B e C, res-

pectivamente. Embora não tenhamos explicitado, os ou-

tros elementos estão avaliados em A, [U, V ] = [U, V ]A

por exemplo.

4.2 Determinando a conexão em termos da métrica e

da torção

Como Un é dotada de uma métrica, podemos impor a seguinte condição de compati-

bilidade

V [g(U,W )] = g(∇VU,W ) + g(U,∇VW ). (4.7)

Para obtermos a conexão em termos da métrica e da torção, é conveniente reescrever-

mos (4.7) nas seguintes equivalentes formas

W [g(V, U)] = g(∇WV, U) + g(V,∇WU), (4.8)

U [g(W,V )] = g(∇UW,V ) + g(W,∇UV ). (4.9)

Somando (4.7) com (4.8) e subtraindo por (4.9), segue o cálculo

V [g(U,W )] +W [g(V, U)]− U [g(W,V )] =

g(∇VU −∇UV,W ) + g(∇WV +∇VW,U)

+g(∇WU −∇UW,V ) = g(T (V, U) + [V, U ],W )

+g(T (W,U) + [W,U ], V ) + g(∇WV +∇VW,U),
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onde foi usado (4.6). Substituindo a identidade g(∇WV + ∇VW,U) = 2g(∇WV, U) +

g(T (V,W ) + [V,W ], U) na expressão acima, chegaremos a

g(∇WV, U) =
1

2

{
V [g(U,W )] +W [g(V, U)]− U [g(W,V )]

−g([V, U ],W )− g([W,U ], V )− g([V,W ], U)− g(T (V, U),W )

−g(T (W,U), V )− g(T (V,W ), U)
}
. (4.10)

Em uma base coordenada, V → ∂µ, W → ∂ν e U → ∂α, segue o cálculo

g(∇∂ν∂µ, ∂α) =
1

2

{
gαν,µ + gµα,ν − gνµ,α − g

(
T βµα∂β, ∂ν

)
−g
(
T βνα∂β, ∂µ

)
− g

(
T βµν∂β, ∂α

)}
, (4.11)

onde �zemos as de�nições Tαµν ≡< dxα, T (∂µ, ∂ν) >, e gµν ≡ g(∂µ, ∂ν). Dando continui-

dade ao cálculo de (4.11) com o auxílio da de�nição
t

Γ
β

νµ≡< dxβ,∇∂ν∂µ >,

g(
t

Γ
β

νµ ∂β, ∂α) =
1

2
{gαν,µ + gµα,ν − gνµ,α} −

1

2

{
T βµαgβν + T βναgβµ + T βµνgβα

}
.

Contraindo com gλα, chegamos a

t

Γ
λ

νµ=
c

Γ
λ
νµ −

1

2

(
T λ
νµ + T λ

µν + T λ µν

)
, (4.12)

onde
c

Γ
λ
νµ é o símbolo de Christo�el, dado por (2.37). Da de�nição de torção, vemos que

Tαµν = −Tανµ. Usando este fato em (4.12), podemos reescrever Γλνµ como

t

Γ
λ

µν=
c

Γ
λ
µν −

1

2

(
T λ
µν + T λ

νµ − T λµν
)
. (4.13)

O tensor dado por

Kλ
µν = −1

2

(
T λ
µν + T λ

νµ − T λµν
)

(4.14)

é chamado de contorção. Em termos do tensor de contorção, a expressão acima �ca

t

Γ
λ

µν=
c

Γ
λ
µν +Kλ

µν . (4.15)

O leitor deve estar atento para o fato que também é comum de�nir o tensor de contorção

com o sinal contrário ao que de�nimos aqui.

De (4.14), vemos que a contorção tem as seguintes propriedades
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Kλ(µν) = −1

2

(
T µνλ + T νµλ

)
, (4.16)

Kλ[µν] =
1

2
T λµν , (4.17)

Kλµν = −Kνµλ. (4.18)

4.3 Geodésicas e Autoparalelas

Existem dois tipos de geodésicas2, geodésicas a�m (ou auto-paralelas) e geodésicas

métricas. A primeira pode ser vista como a curva mas reta da geometria, enquanto que

a segunda pode ser vista como a menor distância entre dois pontos [38]. Na geometria

riemanniana é irrelevante fazer distinção entre estas duas geodésicas, ou seja, ambas são

a menor3 distância entre dois pontos e a curva mais reta, porém este não é o caso de

geometrias mais gerais como a de Riemann-Cartan. Assim sendo, é importante esclarecer

qual a diferença entre as duas.

A equação de geodésica que obtemos no capítulo 2 é a de uma geodésica a�m. Isto

porque a geodésica a�m (autoparalela) é aquela que deriva do conceito de transporte pa-

ralelo ou, equivalentemente, da derivada covariante. No entanto, existe um outro conceito

de geodésica conhecido como geodésica métrica. Este, por sua vez, deriva do princípio

de mínima ação. Dada uma métrica g, de�nimos o elemento de linha ds, e dizemos que

a geodésica métrica é a curva que extremiza a distância entre dois pontos
∫ b
a
ds. Disto,

é razoável concluir que nenhuma geometria que generalize a geometria riemanniana sem

mudar o conceito de métrica4 ou do princípio variacional5 mudará a equação da geodésica

métrica. O nome geodésica métrica possivelmente vem do fato dela depender apenas do

conceito de métrica.

Usando o conceito de transporte paralelo, teremos a geodésica a�m

ẍλ+
t

Γ
λ

µν ẋ
µẋν = 0, (4.19)

enquanto que a minimização da distância entre pontos leva a geodésica métrica

2Quando usarmos o termo geodésica sem distinguir o tipo, estaremos nos referindo a geodésica métrica.
3Na verdade, a geodésica métrica fornece extremos (máximo ou mínimo).
4Possivelmente, a geometria de Finsler seja capaz de tal feito, pois ela generaliza o conceito de métrica.
5Em [38], o autor altera o princípio variacional com o intuito de induzir a geodésica métrica a coincidir

com a a�m, em Rieman-Cartan.
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ẍλ+
c

Γ
λ
µν ẋ

µẋν = 0. (4.20)

A diferença entre estas duas equações na geometria de Riemann-Cartan corresponde a um

problema conceitual, pois, na obtenção da relatividade geral, Einstein propôs, inspirado

na mecânica newtoniana, que a trajetória de uma partícula deveria ser a mais reta e

a mais curta possível, veja os comentários da sub-seção 7.4.3 de [39]. Uma discussão

interessante sobre as geodésicas, o princípio variacional e as equações de movimento podem

ser encontradas em [40].

4.4 Invariantes

Em uma geometria com torção, os invariantes são de�nidos da mesma maneira que

na geometria riemanniana. Nós de�nimos um tensor de curvatura, tensor de Riemann, e

junto com o tensor de torção, construímos os invariantes a partir de contrações. Todavia,

ao contrário das geometrias sem torção, nós estamos com um verdadeiro �arsenal� de

invariantes, pois, agora, podemos de�nir dois tensores de curvatura, Rλ
µν

( c
Γ
)
e Rλ

µν

(
t

Γ

)
,

onde
t

Γ =
c

Γ +K (os índices estão omitidos). Einstein contornou este problema para o caso

particular de sua teoria uni�cada admitindo o princípio Hermitiano6 [41]. Todavia, para

casos mais gerais o problema persiste. De fato, isto representa um problema, pois, deste

jeito, o número de lagrangianas possíveis torna-se muito alto. De qualquer forma, uma

versão generalizada do teorema de Lovelock para U4 é dada em [21], o que ajuda a reduzir

bastante o número de invariantes na hora de construirmos um modelo em Riemann-

Cartan. Para maiores detalhes sobre o teorema de Lovelock, veja [19].

4.4.1 Os tensores de Riemann e de Ricci

Pelo que �zemos na seção 2.4.1, sabemos que, dada uma conexão a�m ∇, o tensor de

curvatura em termos dessa conexão é

R(V, U)W = ∇V∇UW −∇U∇VW −∇[V,U ]W, (4.21)

6Este princípio a�rma que um campo tensorial V é Hermitiano se a condição V (
c

Γ , g) = V (
t

Γ , g̃) é

satisfeita perante a transformação g −→ g̃(U,W ) = g(W,U) e ∇WU(
c

Γ , g) = ∇WU(
t

Γ , g̃), onde g é a

métrica do espaço; U e W são campos vetoriais.
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onde U, V, W são campos vetoriais e ∇ é conexão total (Christo�el mais contorção). Em

termos de uma base coordenada, teremos

Rµ
ρασ = Γµσρ,α − Γµαρ,σ + ΓφσρΓ

µ
αφ − ΓφαρΓ

µ
σφ, (4.22)

onde �zemos a de�nição Rµ
ρασ ≡< dxµ, R(∂α, ∂σ)∂ρ >. Veja a demonstração de (4.22) no

apêndice D.1.2.

Substituindo (4.15) na expressão acima, teremos

Rµ
ρασ =

c

Γ
µ
σρ,α +Kµ

σρ,α−
c

Γ
µ
αρ,σ −Kµ

αρ,σ +
( c

Γ
φ
σρ +Kφ

σρ

)( c
Γ
µ
αφ +Kµ

αφ

)
−
( c

Γ
φ
αρ +Kφ

αρ

)( c
Γ
µ
σφ +Kµ

σφ

)
.

Fazendo um rearranjo dos termos da expressão acima para deixá-la em termos do tensor

de Riemann com o símbolo de Christo�el
c

R , chegamos a (veja o apêndice D.1.3)

Rµ
ρασ =

c

R
µ
ρασ +Kµ

σρ:α −Kµ
αρ:σ +Kφ

σρK
µ
αφ −K

φ
αρK

µ
σφ, (4.23)

onde � :� indica a componente da derivada covariante riemanniana, que usa apenas o

símbolo de Christo�el.

Pode-se veri�car que o tensor de Riemann de�nido com a conexão total é anti-simétrico

nos dois primeiros e nos dois segundos índices [2, 42]. Desta forma, teremos

Rβ
βµν = R ν

µβ ν = 0.

Todavia, Rβαµν 6= Rµνβα.

Para sabermos o número de componentes independentes no tensor de Riemann, basta

seguirmos um raciocínio simples: Como as propriedades de anti-simetria aparecem em pa-

res, podemos analisar o número de componentes independentes como sendo o produto do

número de componentes independentes de cada par analisado separadamente. Exemplo, se

um tensor em um espaço de dimensão n tem m (m sendo um número par) índices e ambos

apresentando anti-simetria aos pares7, então o número de componentes independentes será

igual ao número de componentes independentes em uma matriz quadrada anti-simétrica

7Anti-simetria aparecendo entre pares, aqui, está signi�cando que todos os índices tem um, e só um,

índice correlacionado. Um exemplo do contrário seria o tensor de Levi Civita (εabc = −εcba = −εbac).
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elevado à metade do número de índices. Sabemos que os elementos da diagonal principal

de uma matriz anti-simétrica são nulos e que os elementos �acima� desta diagonal são

iguais aos da parte de �baixo� multiplicados por menos um. Desta forma, o número de

componentes independentes numa matriz quadrática anti-simétrica é igual ao número de

elementos que há acima ou, equivalentemente abaixo, da diagonal. É fácil concluir que

este número é (número total de elementos − número de elementos na diagonal)/2. Assim,

teremos n2−n
2

elementos independentes neste tipo de matriz. Para o caso do tensor com

m índices nos quais a anti-simetria aparecem aos pares e não há nenhuma outra sime-

tria entres os índices, o número de componentes independentes é
[
n2−n

2

]m/2
= n

m
2 (n−1)

m
2

2
m
2

.

Para o caso, m = 4 (quatro índices), n = 4 (dimensão do espaço-tempo), teremos 36

componentes independentes.

A partir do tensor de Riemann (4.22), de�nimos o tensor de Ricci por Rµν = Rα
µαν .

Como, agora, temos a desigualdade Rβαµν 6= Rµνβα, o tensor de Ricci não é mais simétrico.

Este fato, naturalmente, faz com que o tensor de Einstein também não seja simétrico.

Outra propriedade que também muda é a segunda identidade de Bianchi. Para uma

espaço com torção, esta identidade tem a seguinte forma8:

Gνµ
; ν + TαναG

νµ + T ν µ
α Gα

ν −
1

2

(
Tναβ + gναT

λ
βλ − gνβT λαλ

)
Rβαµν = 0, (4.24)

onde Gµν = Rµν − 1
2
Rgµν . Este último fato muda a equação de movimento de uma

partícula em uma geometria com torção, como pode ser veri�cado no apêndice E. Para

uma discussão sobre a equação de movimento veja [23, 40], em especial os tópicos 3 (

página 26) e 5 (página 27) de [23], e as citações feitas neles, como por exemplo [8].

4.5 Equações de Estrutura de Cartan

Antes de apresentarmos as equações de estrutura de Cartan, de�namos a seguinte

conexão:

De�nição 4.5.1 Sejam eA uma 1-forma e eA um elemento de TpM tal que < eA, eB >=

δAB. Denomina-se conexão 1-forma o objeto

ωAB ≡ ωACBe
C , (4.25)

8O leitor pode consultar tanto a segunda identidade de Bianch sem torção quanto a com torção em

[2]. Todavia, o leitor deve estar atento as diferenças de notação.
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onde ωABC ≡< eA,∇eBeC > é a conexão a�m na base {eA}.

Pode-se demonstrar que ωAB satisfaz o seguinte conjunto de equações

deA + ωAB ∧ eB = TA, (4.26)

dωAB + ωAC ∧ ωCB = RA
B, (4.27)

onde TA é a torção 2-formas, dada por

TA =
1

2
TABCe

B ∧ eC (4.28)

e RA
B é a curvatura 2-formas, dada por

RA
B =

1

2
RA

BCDe
C ∧ eD. (4.29)

As equações (4.26) e (4.27) são conhecidas como equações de estrutura de Cartan.

As equações de estrutura de Cartan também podem ser escritas da seguinte forma:

T = d̄e, (4.30)

RA
BeA = d̄2eB, (4.31)

onde e ≡ eA ⊗ eA, d̄ é a derivada exterior estendida (veja página 388 de [43] ou a seção

10.4.3 de [39]), e T = TA ⊗ eA. A derivada estendida d̄ é basicamente uma extensão

da diferencial d. Para um elemento φ = φA ⊗ eA, onde φA é uma 1-forma e eA um

vetor, a aplicação d̄ : Ωr
P × TPM → Ωr+1

P × TPM atua como d na 1-forma e como ∇

no vetor, onde ∇ ≡ eA∇eA ∈ Ω1
p ⊗ TpM . Para ser mais preciso, esta derivada atua da

seguinte forma. Dado e = eA ⊗ eA, teremos d̄e = d̄(eA ⊗ eA) ≡ deA ⊗ eA − eA ⊗ (∇eA) =

deA⊗eA−eA∧(eC⊗∇eCeA) = deA⊗eA−eA∧eCωDCA⊗eD = deA⊗eA−eA∧ωDA⊗eD =(
deA − eB ∧ ωAB

)
⊗ eA =

(
deA + ωAB ∧ eB

)
⊗ eA = TA ⊗ eA. A demonstração de (4.31)

é igualmente trivial. Para maiores detalhes, veja o apêndice B de [43].

Aplicando a derivada exterior d em (4.26) e (4.27), obteremos a primeira e a segunda

identidade de Bianchi

dTA + ωAB ∧ TB = RA
B ∧ eB,

dRA
B + ωAC ∧RC

B − ωCB ∧RA
C = 0.
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4.6 Motivações para o uso da torção

Seguindo a idéia de Einstein de que a massa dos corpos curvam o espaço, é natural

pensar que o spin9, entidade física ausente na relatividade geral, esteja associado à torção.

Desta forma, uma teoria da gravitação com spin seria realizada em uma geometria de

Riemann-Cartan. Embora esta visão não seja de�nitiva, hoje a idéia mais aceita é a de

que, de fato, a torção tem como fonte o spin [41]. Uma vez que a maneira mais natural

de se introduzir o spin na gravitação é via a torção, esta acaba sendo uma das grandes

motivações para o estudo de teorias com torção. No apêndice E �cará claro o porquê esta

é a maneira mais natural de se introduzir o spin na gravitação.

Em teorias de uni�cação, a torção pode exercer um papel fundamental. Como exemplo,

temos a teoria de uni�cação da gravitação com o electromagnetismo proposta por Einstein,

teleparelelismo, que tem como objeto matemático fundamental a torção.

Em termos de simetria, a torção tem como motivação o fato de que a exigência da

invariância da teoria da relatividade especial da matéria sobre rotações e translações locais

no espaço-tempo levam inevitavelmente10 a torção e a curvatura [1]. Além disso, neste

contexto (teoria de gauge do grupo de Poincaré), veri�ca-se que a fonte da torção é o spin

[42], como mencionado anteriormente.

Embora Einstein tivesse uma profunda admiração pelo princípio de Mach, veri�cou-se

que a relatividade geral não obedece esse princípio [44, 45, 46]. Todavia, o objetivo de ter

uma teoria que obedeça ao princípio de Mach pode ser alcançado com a introdução da

torção. Um exemplo do caso, é a teoria desenvolvida em [47, 48] que, segundo o autor,

satisfaz todos os quesitos do Princípio Generalizado de Mach.

Embora questionável, a torção pode ser usada como um campo compensador no lugar

da não-metricidade [41, 49]. O objetivo é basicamente tornar as equações de Eintein

invariantes frente transformações conformes. Isto eliminaria a necessidade do uso da

geometria de Weyl, que apresenta vários problemas (veja o capítulo 5). Todavia, como já

dito, este procedimento é questionável [41].

Outra motivação para o uso da torção reside na impossibilidade de se encontrar regras

de comutação para a gravitação tradicional (sem torção) correspondendo as relações de

9Nesta tese, o termo spin se refere apenas ao fenômeno quântico, nada tem haver com rotações de

corpos com estrutura, como alguns autores adotam [37].
10Esta a�rmação refere-se as teorias de gauge.
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desigualdade de Rosenfeld [50, 51, 52]

gµνL
2
0 ≥

~G
c3
,

ΓλµνL
3
0 ≥

~G
c3

;

onde G é constante da gravitação universal, c a velocidade da luz, L0 denota a dimensão da

região do espaço sobre a qual os valores médios de gµν e Γλµν são tomados. Esta limitação,

todavia, pode não aparecer em uma teoria com torção [50]. Em [50], o autor propõe que a

incerteza no momento está associada com a curvatura do espaço, enquanto a incerteza na

posição estaria associada com a torção. Disto, ele obtém uma relação de comutação entre

curvatura e torção. O signi�cado físico destas associações é que os efeitos quânticos, e

portanto, o princípio da incerteza, estariam relacionados a deformações no espaço-tempo.

Teorias com torção podem evitar singularidades. Embora muitas das teorias que

evitam singularidades, se não todas, o fazem em situações �sicamente questionáveis

[1], é possível que surjam11 teorias que consigam este feito dentro de situações �si-

camente razoáveis. Para o leitor interessado em investigar os casos, vale apena ver

[53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 36]. A primeira citação da lista

anterior mostra na verdade o favorecimento da formação de singularidades. Os demais

evitam a singularidade. Em [1] é possível encontrar uma boa orientação de como proceder

na analise de singularidades em U4, enquanto que em [67] o leitor encontrá uma generali-

zação do teorema de singularidade para a teoria de Einstein-cartan. Já em [36], o leitor

encontrará uma excelente revisão histórica do status da cosmologia não-riemanniana.

Embora os efeitos práticos da maioria dos modelos com torção sejam de difícil veri-

�cação experimental, alguns mostram que a torção pode exercer um papel fundamental

na presença de um campo gravitacional forte, isto é, dentro de uma matéria colapsada e

durante estágios iniciais do universo [50].

4.7 Modelos com torção e seus efeitos

São vários os modelos que usam torção e, por isso, falaremos apenas sobre os principais.

Dentro destes, os que mais despertaram o interesse dos físicos foram o Teleparalalelismo,

teoria de Einstein-Cartan, modelos quadráticos e modelos cosmológicos baseados em uma

11Isso se já não existir.
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generalização do �uido perfeito para a matéria com spin além, claro, da versão mais gene-

ralizada destes conhecida como MAG (Metric A�ne Gravity). Porém antes de falarmos

nestes modelos, permita-nos abordar primeiro como �ca o electromagnetismo com torção.

4.7.1 Electromagnetismo com Torção

O uso do acoplamento mínimo, substituição de derivadas usuais por derivadas covari-

antes, no campo electromagnético quebra a simetria de gauge e resulta na não conservação

da carga [68]. Devido a este problema, vários autores acreditam12 que a torção não inte-

rage com o campo electromagnético [1, 71, 72]. Portanto, para garantir a invariância de

gauge, admite-se que fótons não produzem e nem sentem torção. Este fato faz com que

a estrutura causal continue sendo determinada pela estrutura métrica do espaço-tempo

(depende só da métrica na forma conforme). Por sua vez, este fato permite a generaliza-

ção dos teoremas de singularidades [1]. Matematicamente, isto signi�ca que as equações

de Maxwell em Riemann-Cartan são iguais às do acoplamento mínimo sendo que com a

torção nula (entra apenas o símbolo de Christo�el). Todavia esta é a análise clássica, pois,

aplicando a segunda quantização13, espera-se que o fóton interaja com a torção. Neste

último caso, os fótons só não sentirão a torção em uma aproximação de primeira ordem na

expansão perturbativa, pois, considerando ordens maiores esta interação aparecerá. Para

maiores detalhes, veja a seção 3 de [50].

4.7.2 Teleparalelismo

Uma teoria é dita teleparalela quando a mudança de um certo objeto que é trans-

portado paralelamente de um ponto a outro não depende da curva pela qual o objeto

é transportado. Neste formalismo o campo de força gravitacional é descrito pela torção

e, por isso, a torção exerce um papel fundamental no teleparalelismo. Este formalismo

foi usado por Einstein na tentativa de uni�car a gravitação com o electromagnetismo

[73]. Uma visão mais moderna do teleparalelismo pode ser encontrada em [74]. Algu-

mas equivalências do teleparalelismo com outras teorias foram analisadas na literatura.

Por exemplo, em [75], veri�cou-se que o teleparalelismo é equivalente a um modelo com

12De fato, existe propostas que preservam a invariância de gauge, sendo que impondo restrições a torção

[69] ou modi�cando a de�nição da transformação de gauge [70].
13Neste caso o capo electromagnético não será mais clássico e sim quantizado.
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lagrangiana espinorial quadrática. Outras equivalências são analisadas em [76, 77]. Em

[78] é apresentada a versão teleparalela da teoria de Kaluza-Klein. A formulação hamil-

toniana do teleparalelismo pode ser encontrada em [79]. Como nenhuma teoria está livre

de problemas, mesmo que aparentes, o leito é incentivado a ver alguns pontos fracos do

teleparalelimos em [80].

4.7.3 Einstein-Cartan

A teoria de Einstein-Cartan, também conhecida como ECSK (Einstein-Cartan-Sciama-

Kibble), é um caso particular da geometria de Riemann-Cartan. Nesta teoria, o espaço-

tempo é quadridimensional (muito embora possamos pensá-lo em dimensões maiores) e a

fonte de torção é o spin da partícula. A teoria de Einstein-Cartan é de grande interesse

da física por ser a extensão mais simples da relatividade geral que permite de forma na-

tural a inclusão do spin. Assim como a energia da matéria curva o espaço, na teoria de

Einstein-Cartan, a energia do spin torce o espaço. Esta é uma das razões do porquê pode-

se dizer que o spin entra de forma natural nesta teoria. De qualquer forma, a associação

do spin com a torção não é uma característica exclusiva da teoria de Einstein-Cartan,

várias outras teorias também fazem esta associação e, de fato, há uma tendência a se

acreditar que a torção realmente esteja associado com o spin14. Devido a importância

desta teoria, falaremos de forma mais detalhada sobre ela no capítulo E. Por enquanto,

falaremos apenas de suas principias características.

A ação da teoria de Einstein-Cartan é de�nida da seguinte forma

S =

∫
d4xL =

∫
d4x
√
−g [R + χLD] ,

onde χ é a constante de acoplamento e a densidade lagrangiana L é uma função das

variáveis gµν , ∂νgµν , Kλµν , ∂λKλµν , ψ, ψ, ∂µψ e ∂µψ ou, equivalentemente, gµν , ∂νgµν ,

Γλµν , ∂λΓλµν , ψ, ψ, ∂µψ e ∂µψ. Por sua vez, as variações independentes são δgµν , δKλµν

(ou δΓλµν), δψ e δψ. A variação de
√
−gLD com respeito a métrica fornecerá o tensor

métrico, não o tensor canônico,

T µν =
2√
−g

δ (
√
−gLD)

δgµν
. (4.32)

14Para maiores detalhes, veja [41].
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A parte restante do tensor canônico virá da variação do termo
√
−gR com relação a

métrica mais a equação obtida a partir da variação da ação com relação a contorção,

veremos isto no capítulo E. Neste último caso, teremos

1√
−g

δ
√
−gLD

δKβσµ

= Sµσβ, (4.33)

onde Sµσβ = i
4
ψγ[σγµγβ]ψ é a densidade de spin. Finalmente, a variação com respeito a ψ

fornecerá a equação de Dirac, para o caso Einstein-Cartan. Uma observação importante é

que esta equação não será equivalente a àquela que se obteria usando o princípio do aco-

plamento mínimo aplicado diretamente na equação de Dirac. Discutiremos em detalhe

esta questão no capítulo 7. Além disso, a equação de movimento da partícula, classi-

camente, não será uma geodésica, tão pouco uma auto-paralela (geodésica a�m). Este

último caso será abordado em detalhe no capítulo E.

A introdução da torção na física pode, em princípio, alterar várias propriedades fun-

damentais. Podemos, por exemplo, ter oscilação de neutrinos sem que isso signi�que que

eles tenham massa [50]. Assim sendo, é fundamental apresentar alguns efeitos bem conhe-

cidos desta teoria. Como características e efeitos da teoria de Einstein-Cartan, podemos

citar os seguintes [50, 1]:

1. A torção não se propaga, ela existe apenas dentro da matéria com spin. Portanto,

fora da matéria com spin, os efeitos da torção (spin) só podem ser detectados via a

in�uência que o spin tem sobre a métrica.

2. Observadores distantes que meçam apenas os efeitos da métrica não são capazes

de distinguir entre um corpo que gira em uma geometria sem torção de um corpo

com spin em Einstein-Cartan se em ambos os casos o momento angular total for o

mesmo.

3. A pequenas distâncias, os efeitos do spin são signi�cativos.

4. Conexão entre torção e magnetismo.

5. Rotação do plano de polarização e dispersão de ondas eletromagnéticas devido a

interação fóton-torção (segunda quantização).

6. Oscilação de neutrinos sem massa.

7. Mudança na fase de feixes de nêutrons em experimentos de interferometria.
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8. Na presença da torção, o spin se comporta como um dipolo na presença de um

campo magnético.

A primeira propriedade acima, embora sugira uma certa limitação devido a não pro-

pagação da torção, não descarta o papel da torção, pois o efeito do spin sobre a métrica é

de ordem mais alta do que o da massa [1]. As diferenças entre a relatividade geral e a teo-

ria de Einstein-Cartan tornam-se signi�cativos próximo da singularidade �nal do colapso

gravitacional, próximo do big bang, em modelos cosmológicos e no estudo de processos

quânticos gravitacionais [1].

4.7.4 Modelos Quadráticos com spin

Como já dissemos, na construção da relatividade geral temos argumentos satisfatórios

para considerarmos apenas15 o escalar de curvatura na construção da parte geométrica

da ação, veja o teorema de Lovelock [19, 20]. Entretanto, para geometrias com torção

nada nos impede de incluir termos quadráticos na torção16 e, ainda assim, obter equação

de campo de segunda ordem nas derivadas da métrica, veja por exemplo [82, 83]. Assim,

nada nos impede de incluir termos quadráticos dos escalares construídos a partir do tensor

de Riemann. Aos modelos que partem desta ação generalizada, da-se o nome de Modelos

quadráticos. A lagrangiana destes modelos é dada por [42]

LM = − 1

2χ
[R− 2Λ + b1RαβµνR

αβµν + b2RαβµνR
µναβ + b3RαβµνRαµβν

+b4RαβR
αβ + b5RαβR

βα + b6R
2 + b7RαβD

αβ + b8RαβD
βα + b9RD

+a1T
α
µνT

µν
α + a2TαµνT

αµν + a3TµT
µ + a4ε

µνρσTανµTασρ + a5T
µT µ],

onde Dµν = 1
2
εαβγµRαβγν , Tλ = Tαλα e T µ = T

λ

µλ (T
α

µλ é torção sem traço); εαβµν é

o tensor unitário totalmente anti-simétrico. A lagrangiana acima é simpli�cada quando

se admite que a lagrangiana deva ter simetria de paridade. Neste caso, devemos ter

b7 = b8 = b9 = a4 = a5 = 0 [42].

Uma observação importante sobre os modelos quadráticos é que, contrariamente a

teoria de Einstein-Cartan, a torção pode se propagar.
15Na verdade isto não é bem assim, pois, acredita-se que termos quadráticos estejam presentes em teoria

de gauge da gravitação [41]. Além disto, teorias da gravitação com termos quadráticos são renormalizáveis

[81].
16A versão do teorema de Lovelock generalizada para Riemann-Cartan pode ser encontrada em [21].
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4.7.5 Modelos cosmológicos

Os principais modelos cosmológicos são basicamente os modelos citados anteriormente,

Einstein-Cartan e Modelos Quadráticos, sendo que com uma hipótese adicional que per-

mite a generalização do conceito de �uido perfeito para partículas com spin. A hipótese

adicional consiste em postular o �uido [1]

θ ν
µ = Pµu

ν + P(uµu
ν + δνµ)

Sαµν = Sµνu
α,

onde Sµν também é denominada densidade espinorial (Sµν = S[µν]), uµ é a 4-velocidade,

P µ o 4-momento, e P é a pressão hidrostática.

Os modelos cosmológicos com torção despertaram muito interesse dos físicos devido

ao fato de muitos destes modelos evitarem as singularidades [54, 63]. Todavia há alguns

questionamentos sobre quão �sicamente aceitáveis são as condições necessárias para o de-

saparecimento destas singularidades. Além disto, em [53] foi demonstrado um aumento no

número de singularidades para alguns casos. O leitor interessado em um aprofundamento

maior é direcionado a [1, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 36]. A úl-

tima citação da lista anterior contém um resumo histórico bem didático sobre cosmologia

não-riemanniana.

4.7.6 MAG (Metric A�ne Gravity )

A MAG é uma teoria de gauge da gravitação formulada em uma geometria com mé-

trica lorentziana e uma conexão a�m sem restrições (contém tanto torção quanto não-

metricidade) que se utiliza do princípio variacional tradicional17. Por esta generalidade,

ela tem os modelos citados anteriormente como casos particulares. Enquanto o teleparale-

lismo é baseado no grupo das translações e Einstein-Cartan no grupo de Poincaré, a MAG

é baseada no grupo geral a�m local18. Nesta teoria os potenciais gravitacionais de gauge

são a métrica, o dual dos vetores do plano tangente e a conexão, ou seja, ηAB, eA, ωAB.

17Alguns autores questionam veementemente a validade do princípio variacional tradicional para geo-

metrias com não-metricidade e contorção [84, 38, 85].
18Este grupo é formado pelo produto semidireto das translações sobre o GL(4,R) (grupo geral linear).

O leitor pode encontrar a de�nição de produto semidireto em [15].
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Já os campos de força são a não-metricidade, a torção e a curvatura, respectivamente

(veja a tabela19 4.1). Na MAG, as fontes dos potenciais são determinadas pelas deri-

vadas variacionais da lagrangiana da matéria LM(gAB, dgAB, e
A, deA, ωAB, dω

A
B, ψ, dψ)

com respeito a estes campos de gauge [86], onde ψ representa o campo de matéria (não

necessariamente o campo de Dirac). Neste caso, de�ne-se

σAB ≡ 2
δLM
δgAB

, ΣA ≡
δLM
δeA

, ∆B
A ≡

δL
δωAB

, (4.34)

onde σAB, ΣA e ∆A
B são denominados tensor de energia-momento, energia-momento

canônico e hipermomento canônico, respectivamente.

Corrente Potencial campo de força identidade de Bianchi

σAB gAB NAB = DηAB DNAB = −2R(AB)

ΣA eA TA = DeA DTA = RA
B ∧ eB

∆A
B ωAB RA

B = dωAB + ωAC ∧ ωCB DRA
B = 0

Tabela 4.1: A MAG é caracterizada por três potenciais, gAB , e
A, ωAB , e os respectivos campos de força NAB , T

A,

RAB . Cada um destes potenciais tem como fontes as correntes σAB , ΣA e ∆A
B , respectivamente. Aqui, D é a derivada

exterior covariante de�nida em [7], página 27.

É óbvio que obter resultados com um modelo tão geral é muito difícil e, por esta razão,

exibimos várias versões simpli�cadas deste. Entretanto, há vários trabalhos nesta linha

de generalidade [87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 101]. Os diagramas

4.3 e 4.4 mostram a conexão entre as geometrias e a conexão entre alguns dos modelos

aqui citados, respectivamente.

4.7.7 Outros efeitos de modelos com torção

Além dos efeitos da teoria de Einstein-Cartan que foram mencionados na subseção

4.7.3, a literatura está repleta da análise de outros efeitos tais como: anomalias do modelo

padrão em espaços curvos com torção [103], a anomalia da quiralidade na presença da

torção [104] dentre outros efeitos quânticos [105, 106]. Um outro efeito que está presente

nos modelos com torção consiste no fato de partículas, ainda que tratadas como pontos

(sem estrutura), não necessariamente seguirem geodésicas [8, 107, 2, 41]. Este último fato

será demonstrado no capítulo E do apêndice, onde veremos que a torção acopla com o spin.

19Esta tabela foi baseada na tabela da página 15 de [7], com as respectivas adaptações na notação.
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Figura 4.3: Este diagrama exibe a relação que há entre certas geometrias não-riemannianas. No uso da nomenclatura

geometria de "Weitzenbock-Weyl"(Weitzenbock ' teleparalelismo) e "Minkowski-Weyl", estamos adotando a convenção de

[102]; os outros nomes são padrões da física.

Por outro lado, a torção não acopla com o momento angular20 [8]. Este resultado não será

demonstrado, porém o leitor pode ver sua demonstração na citação anterior. Com relação

ao não acoplamento do spin com a rotação de corpos, vale salientar que alguns autores

[102] alegam que teorias alternativas poderiam e, mais do que isso, deveriam fornecer tal

acoplamento. Com relação a esse ponto de vista, veja o comentário feito no tópico 5 da

página 27 de [23].

Para �nalizar esta sub-seção, vale apena fazer a seguinte observação. Devido ao fato

da torção não se propagar na teoria de Einstein-Cartan, criou-se a falsa impressão de que

essa era uma característica da geometria de Riemann-Cartan, ou seja, uma propriedade

da torção. Todavia, isto está longe de ser verdade, pois, na maioria dos modelos com

torção, a torção se propaga21.

20Neste caso, a partícula tem estrutura e rotaciona. Em [8], o autor também discute o problema da

indeterminação das equações de movimento para uma partícula com estrutura.
21Para mais detalhes, veja [41].
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√
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Figura 4.4: Este diagrama exibe a relação entre alguns dos modelos aqui comentados. LD é a lagrangiana de Dirac.

4.7.8 Geometria de Lyra

Deixamos para apresentar esta geometria por último por se tratar de um caso bem

peculiar de uma geometria com torção. Isto porque ela não é só uma teoria com torção,

ela tem como princípio uma invariância conforme da métrica. Abaixo segue a de�nição

desta geometria.

A variedade de Lyra é caracterizada por uma 1-forma β que induz uma torção dada

por

T (V, U) =
1

2

(
< β,U > V− < β, V > U

)
. (4.35)

Nessa geometria, a condição de metricidade ∇g = 0 é preservada. A peculiaridade desta

geometria consiste no fato de um sistema de referência local sobre uma variedade M ser

de�nido por um tripleto (Ui, ψi, fi), onde Ui é uma vizinhança coordenada de M , ψi é a

aplicação coordenada associada ({(Ui, ψi)} forma um atlas sobre M), e fi : Ui → R−{0}

uma aplicação não nula e de classe C∞ no aberto Ui. Neste caso, αi = fi ◦ψ−1
i é a função

de gauge, pois ela será responsável pela invariância conforme. Como conseqüência dessas

de�nições, a conexão a�m da geometria de Lyra em termos da base ẽµ = αdxµ e de sua

dual ẽµ = α−1∂µ tem a forma22 [108]

L

Γ
λ

µν=
1

α

c

Γ
λ
µν +

1

2

(
δλµβν − δλνβµ

)
, (4.36)

onde

βµ ≡< β, ẽµ > −2(α−1),µ = β̃µ − 2(α−1),µ. (4.37)

Da de�nição de torção, teremos

T̃ λµν =< ẽλ, T (ẽµ, ẽν) >=< ẽλ,∇ẽµ ẽν > − < ẽλ,∇ẽν ẽµ > − < ẽλ, [ẽµ, ẽν ] >

22Esteja atento a diferença na de�nição da ordem dos índices inferiores da conexão em [108].
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=
L

Γ
λ

µν −
L

Γ
λ

νµ +δλµ
(
α−1
)
,ν
− δλν

(
α−1
)
,µ

=
1

2

(
δλµβν − δλνβµ

)
+ δλµ

(
α−1
)
,ν
− δλν

(
α−1
)
,µ
. (4.38)

De (4.14), vemos que a contorção �ca

K̃λµν =
1

2
(g̃µλβν − g̃µνβλ) + g̃λµ(α−1),ν − g̃µν(α−1),λ. (4.39)

É importante destacar que, nesta geometria, a transformação das componentes dos

vetores não se dar da maneira �natural�. Dado um vetor Ṽ = Ṽ µẽµ, teremos

Ṽ ′ν =
α′

α

∂x′ν

∂xµ
Ṽ µ.

Por outro lado, segue

Ṽ ′ν =
α

α′
∂xµ

∂x′ν
Ṽ µ.

De (4.37), vemos que o campo de Lyra βµ se transforma como

β′µ =
α

α′
∂xν

∂x′µ

{
βν + α−1

[
ln(

α′

α
)2

]
,ν

}
. (4.40)

O leitor interessado em maiores detalhes sobre a geometria de Lyra pode consultar [108].

4.8 Soluções

Embora os modelos com torção sejam complicados por terem mais graus de liberdade

do que a relatividade geral, a literatura voltada para soluções destes modelos é muito

rica [109, 97, 99, 98, 100, 101, 110, 111, 112, 42, 113, 114]. Na seção 2.4 de [42], o

autor exibe, na forma de um review, várias correspondências entre teorias com torção e

a relatividade geral. Em [114] o autor obtém a solução para o caso de uma fonte estática

na forma de uma bola e com densidade de spin constante23. Em [97] os autores fazem um

review das soluções da MAG (Metric A�ne Gravity). Já em [99], os autores encontram

uma solução estacionária exata com simetria axial no vácuo da MAG, enquanto que em

[98], eles obtêm uma solução estática exata com simetria esférica no vácuo, também para

MAG. Alguns métodos para encontrar soluções exatas para modelos com torção podem

ser encontrados em [100, 101, 110]. Uma solução que inclui correções devido à torção

para o caso de Schwarzschild pode ser encontrada em [111]. Uma classe de espaços-

tempos tipo Gödel em Riemann-Cartan são examinados do ponto de vista do problema
23O leitor também pode encontrar comentários sobre esta solução na seção 3.1 de [42].
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de equivalência24 em [115, 116]. Em [117], os autores defendem a idéia de que todas as

soluções de Einstein-Maxwell ou Einstein-Proca podem ser usadas para construir uma

vasta classe de soluções de teorias não riemannianas que incluam tanto torção quanto

o campo de Weyl. Uma análise de ondas planas de torção para modelos quadráticos

acompanhada de soluções pode ser encontrada em [118]. A aproximação pós-newtoniana

para a teoria de gauge da gravitação sobre o grupo de Poincaré com lagrangiana quadrática

pode ser encontrada em [119]. Esta última solução é de fundamental importância para

impor limitações experimentais sobre as teorias de torção. Outra referência na mesma

linha é [120]. Nela, os autores mostram que os dados experimentais não são capazes de

descartar a torção.

4.9 Perspectivas experimentais

Ao contrário da relatividade geral, as teorias com torção não gozam de nenhuma

veri�cação empírica até o momento. Ainda não há qualquer razão experimental especí�ca

para se acreditar na necessidade de uma gravitação com torção. De fato, as razões por

trás do estudo da torção são essencialmente de caráter teórico, como vista na seção 4.6.

Todavia, os experimentos são incapazes de excluir a possibilidade de uma teoria com

torção devido, basicamente, à duas razões. A primeira razão é a enorme quantidade de

modelos teóricos que incluem torção, já que o excesso de modelos torna os resultados

experimentais menos conclusivos. A segunda razão consiste no fato do efeito da torção

ser muito pequeno e de difícil detecção. Para lidar com tantos modelos e veri�car os

limites empíricos, alguns autores separam os experimentos por categorias. Por exemplo,

em [41], o autor separa os efeitos em três tipos25: efeitos quânticos, efeitos mensuráveis

em laboratório e efeitos em larga escala (sistema solar, por exemplo). Outros autores já

seguem uma separação mais especí�ca, como por exemplo [121]. Neste último caso, o

autor separa os experimentos nos seguintes três tipos: os que usam pêndulo de torção

para medir as interações de corpos macroscópicos com spin polarizado26, os que aplicam

24Este problema consiste em veri�car se duas métricas se diferenciam uma da outra apenas por uma

transformação de coordenada.
25É óbvio que estes efeitos se misturam, porém a separação ajuda a entender melhor como tornar um

dado modelo testável.
26Veja, por exemplo, a página 637 de [41].
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magnetometria de precisão27 de materiais ferromagnéticos, e os que examinam a interação

de spin nucleares dentro do campo da terra. De qualquer forma, alguns modelos são tão

gerais que abrangem vários outros modelos como caso particular e acabam tornando-se

viáveis para uma análise experimental. A exemplo deste, temos a teoria de gauge do grupo

de Poincaré com lagrangiana quadrática (Este modelo generaliza, por exemplo, Einstein-

Cartan). Em [120], os autores mostram que para este modelo os dados experimentais28

não são capazes de eliminar a torção. Na seção VII deste artigo, é feita uma análise bem

direta de como devem ser os experimentos para detectar a torção. Seguindo uma linha bem

diferente (não-ortodoxa), em [102] os autores sugerem que teorias não-padrões poderiam

ser testadas com os dados do sistema solar já obtidos. Essas teorias se distinguiriam das

padrões pela propriedade da torção acoplar com a rotação dos planetas, o que levaria a

efeitos mensuráveis. Entretanto, vale apena ver as críticas a essa idéia feita no tópico 5

da página 27 de [23].

Para maiores detalhes sobre as possibilidades experimentais da torção, além das cita-

ções dadas no parágrafo anterior, o leitor é direcionado a [122, 50, 123, 42, 124, 125].

27Magnetometria de precisão é a medida da freqüência da precessão do spin de um material ferromag-

nético quando submetido a um campo magnético constante.
28O leitor deve está atento ao fato de que os dados em questão estavam atualizados até 1994.



Capítulo 5

Espaço de Einstein-Weyl

Na tentativa de uni�car gravitação e electromagnetismo, o matemático Hermann Weyl

promoveu uma verdadeira revolução na física. Primeiro por ter introduzido o princípio

de gauge, que se tornou a base de muitas teorias modernas, e segundo por ter construído

uma geometria mais geral que a riemanniana. Embora haja muitas ressalvas acerca da

utilidade desta generalização, foi graças a ela que Weyl introduziu o princípio de gauge.

Em princípio, o interesse de Weyl era puramente matemático [12]. Ele achava que a

possibilidade de comparamos o comprimento de dois vetores obtidos em pontos diferentes

da variedade representava uma herança limitadora da geometria euclideana e, por esta

razão, era necessário construir uma geometria que não tivesse esta hipótese a priore. En-

tretanto, seria necessário dizer como transportar o comprimento de um vetor de um ponto

a outro. Weyl procurou um princípio de transferência do comprimento de um vetor em um

certo ponto para um outro ponto in�nitesimalmente próximo para, então, generalizá-lo

para um ponto arbitrário. Como resultado, Weyl introduziu a idéia da invariância con-

forme da métrica, ou seja, a invariância da unidade de comprimento. Para garantir esta

invariância, Weyl teve que introduzir um novo campo, um campo compensador. Posteri-

ormente, ele percebeu que poderia associar este novo campo ao campo electromagnético e,

conseqüentemente, geometrizar o electromagnetismo. Nesta nova concepção, o princípio

da relatividade é generalizado, pois, a física independe não só da escolha dos referenciais,

mas como também dos comprimentos locais. Em resumo, Weyl fez as seguintes suposições:

i) Só podemos comparar comprimentos no mesmo ponto da variedade.

ii) Existe uma conexão a�m (linear) sem torção que de�ne uma derivada covariante∇ e

60
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que preserva a invariância conforme.

Estas hipóteses signi�cam que a derivada covariante da métrica deve ser proporcional a

métrica, ou seja, dada uma métrica g que pertença ao conjunto das métricas conformal-

mente equivalentes, teremos

∇ g = σ ⊗ g, (5.1)

onde a 1-forma σ é o campo compensador. Para que σ seja de fato um campo compensa-

dor, é necessário impor que (5.1) não mude frente a transformação g → ḡ = eλg. Desta

imposição, teremos

∇ ḡ =∇ eλg = (deλ)⊗ g + eλ∇ g = eλdλ⊗ g + eλσ ⊗ g

= dλ⊗ ḡ + σ ⊗ ḡ = (dλ+ σ)⊗ ḡ ⇒

∇ ḡ = σ̄ ⊗ ḡ = (dλ+ σ)⊗ ḡ ⇒

σ̄ = dλ+ σ, (5.2)

onde usamos (5.1) na primeira e na terceira linha. A expressão (5.2) �cou conhecida

como transformação de gauge, uma vez que ela é necessária para a preservação do gauge

invariância conforme. A partir dai vários outros gauge surgiram, como os citados na seção

4.7.6.

Nas próximas seções trataremos não só de detalhar melhor a geometria de Weyl, mas

como também apresentar a versão mais geral de uma geometria que quebre a integrabi-

lidade dos comprimentos, uma geometria com um tensor de não-metricidade qualquer.

Um espaço-tempo dotado de um tensor de não-metricidade diferente de zero e sem torção

é conhecido por espaço de Einstein-Weyl [102].

5.1 Conexão com não-metricidade

A não-metricidade generaliza a variedade riemanniana para uma outra onde a condição

�b� da de�nição 2.5.1 não é mais válida. Neste caso, representamos a derivada covariante

da métrica pelo tensor de não-metricidade Nλµν , ou seja,

gµν;λ = Nµνλ, (5.3)
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onde �;� é a componente da derivada covariante com relação a conexão �total�, Weyl mais

Christo�el. Em uma representação independente de coordenadas, a expressão anterior

�ca

V [g(U,W )] = g(
N

∇V U,W ) + g(U,
N

∇V W ) +N (U,W, V ). (5.4)

Adotando o mesmo procedimento que usamos na seção 2.5 para obter a conexão rieman-

niana, segue

V [g(U,W )] +W [g(V, U)]− U [g(W,V )] = g(
N

∇V U,W ) + g(U,
N

∇V W )

+N (U,W, V ) + g(
N

∇W V, U) + g(V,
N

∇W U) +N (V, U,W )− g(
N

∇UW,V )

−g(W,
N

∇U V )−N (W,V, U) = g(
N

∇V U−
N

∇U V,W )

+g(U,
N

∇V W+
N

∇W V ) + g(V,
N

∇W U−
N

∇UW )

+N (U,W, V ) +N (V, U,W )−N (W,V, U).

Usando a propriedade1 �a� da de�nição 2.5.1 e a identidade
N

∇V W+
N

∇W V = [V,W ]+2
N

∇W

V na expressão anterior, chegaremos a

g(U,
N

∇W V ) =
1

2
{V [g(U,W )] +W [g(V, U)]− U [g(W,V )]}

1

2
{−N (U,W, V )−N (V, U,W ) +N (W,V, U)} .

Em uma base coordenada {∂µ}, a expressão acima �ca

N

Γ
λ

µν=
c

Γ
λ
µν +

n

Γ
λ
µν , (5.5)

onde

n

Γ
λ
µν=

gλσ

2
(−Nσµν −Nνσµ +Nµνσ) . (5.6)

Chamamos
N

Γ
λ

µν de conexão de não-metricidade, enquanto que
n

Γ
λ
µν é a parte que depende

apenas do tensor de não-metricidade. De (5.3) e (5.6), vemos que a conexão com não-

metricidade é simétrica nos dois índices covariantes, ou seja,
N

Γ
λ

µν=
N

Γ
λ

νµ (observe que
n

Γ
λ
µν=

n

Γ
λ
νµ).

1Ao contrário da propriedade �b�, ela é válida também para a conexão com não-metricidade, porém

sem torção.
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5.2 Geodésicas e autoparalelas

Pelo que foi dito no capítulo 4, as equações da geodésica a�m não necessariamente

coincide com as da geodésicas métricas em uma geometria não-riemanniana. Assim como

a generalização de Riemann para Riemann-Cartan mexe com a estrutura a�m, a generali-

zação de Riemann para um geometria com não-metricidade também mexe com a estrutura

a�m. Disto, é natural que a geodésica a�m com não-metricidade seja diferente da geodé-

sica métrica. De fato, ela é diferente. Usando o conceito de transporte paralelo (derivada

covariante nula), teremos

ẍλ+
N

Γ
λ

µν ẋ
µẋν = 0, (5.7)

enquanto que extremizando a distância entre pontos
∫ b
a
ds, teremos

ẍλ+
c

Γ
λ
µν ẋ

µẋν = 0. (5.8)

A diferença entre essas duas equações nos leva a seguinte pergunta. Qual das duas cur-

vas a partícula segue? Responder esta pergunta requer um pouco de história. Quando

Einstein formulou a teoria da relatividade, ele postulou que partículas deveriam seguir

geodésicas. É muito provável que ele tinha em mente a idéia de que partículas livres

deveriam seguir o caminho mais reto e mais curto entre dois pontos. O problema que

surge com uma geometria de Riemann-Cartan ou com não-metricidade é que estes dois

conceitos, curva mais reta e curva mais curta entre dois pontos, não são equivalentes.

Como (5.8) vem da extremização da distância entre dois pontos, ela deve representar a

menor/maior distância entre dois pontos. Já (5.7) vem do transporte paralelo, que fornece

a menor variação da orientação do vetor sobre o caminho do transporte (o ângulo entre o

vetor transportado e o tangente ao caminho permanece constante), veja a seção 5 de [14].

Por isso, faz sentido falar que (5.7) é a curva mais reta. De qualquer forma, as equações

de movimento não devem ser postuladas. Elas devem ser compatíveis com as equações

de campo. Por exemplo, na relatividade geral o movimento da partícula teste já está

presente nas equações de campo, pois, como a matéria curva o espaço e a partícula teste

é matéria, não só o tensor de momento e energia do corpo mais massivo deve entrar nas

equações, mas como também o da partícula (veja o capítulo 3). Lembre-se que o tensor

momento energia necessariamente contém a informação sobre o movimento da partícula,
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ele é construído a partir dos momentos da partícula. Por sua vez, este tensor de energia

e momento terá associado a ele uma lei de conservação que fornecerá o movimento da

partícula. Portanto, postular uma equação de movimento é correr o risco de construir

uma estrutura incoerente2.

5.3 Geometria de Weyl

A geometria de Weyl é uma caso particular de uma geometria cujo tensor de não-

metricidade assume a seguinte forma

N (V, U,W ) = σ(W )g(V, U). (5.9)

O efeito de uma não-metricidade dada desta forma é o de aumentar ou diminuir o com-

primento de um vetor quando transportado paralelamente ao londo de uma curva; a

estrutura do cone de luz é preservada. Todavia, uma não-metricidade geral deforma o

cone de luz [127]. As �guras 5.1 e 5.2 exempli�cam3 o que o tensor de não-metricidade

faz com vetores transportados paralelamente.

As razões pelas quais Weyl introduziu (5.9) foram dadas no começo desse capítulo,

porém ainda não falamos dos prós e contras dessa abordagem. Deixaremos para discutir

as motivações e os problemas de (5.9) na seção 5.6.
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curva fechada

Figura 5.1: Dois vetores que de�nem um triângulo

são transportados paralelamente ao longo de uma curva

fechada na geometria de Weyl. Esta �gura exempli�ca

o efeito do campo de Weyl, dilatação (ou contração).

(veja comentário na nota de rodapé 3)

�
�
���

@
@
@@I

�
�
�
���

@@I

�������������

curva fechada

Figura 5.2: Dois vetores que de�nem um triân-

gulo são transportados paralelamente ao longo de uma

curva fechada em uma geometria com não-metricidade

qualquer. Esta �gura exempli�ca o efeito da não-

metricidade, dilatação e cisalhamento (shear). (veja co-

mentário na nota de rodapé 3)

2Um exemplo clássico de uma teoria que tem essa inconsistência é a teoria de Fierz e Pauli de 1939

(veja, por exemplo, Ref. [126], p. 1066 ).
3Como a não-metricidade também tem um efeito na curvatura, em princípio, os vetores transportados

paralelamente nas �guras 5.1 e 5.2 também deveriam estar rotacionados. Porém, estamos desprezando

este efeito da curvatura.
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5.3.1 Conexão de Weyl

Usando (5.9) em (5.6), obtemos

w

Γ
λ
µν=

gλσ

2
(−σνgσµ − σµgνσ + σσgµν) . (5.10)

Esta é a parte da conexão devido ao campo de Weyl. Todavia, denominamos de conexão

de Weyl na base coordenada a soma de (5.10) com o símbolo de Christo�el, pois é esta,

e não (5.10), que representa as propriedades (5.3) e (5.9), ou seja, a conexão de Weyl na

base coordenada toma a forma

W

Γ
λ

µν=
c

Γ
λ
µν +

w

Γ
λ
µν . (5.11)

Note a distinção que estamos fazendo entre a conexão de Weyl (termo com �W� maiúsculo)

e o termo que depende apenas do campo de Weyl (indicado pelo �w� minúsculo).

Com a conexão acima em mãos e usando (5.7), vemos que a geodésica a�m (autopa-

ralela) na geometria de Weyl é

ẍλ+
W

Γ
λ

µν ẋ
µẋν = 0. (5.12)

5.4 Invariantes

O mesmo problema do excesso de invariantes na geometria de Riemann-Cartan está

presente em uma geometria com não-metricidade. Não diferentemente do que foi feito em

Riemann-Cartan, quando consideramos que o tensor de não-metricidade Nµνλ não é nulo,

obtemos dois tensores de Riemann, a saber,
c

R
λ
µνα (de�nido em termos do símbolo de

Christo�el) e
N

R
λ

µνα (de�nido em termos da conexão total, veja (5.5)). Seguindo o mesmo

procedimento adotado na seção 4.4, chegaremos a

N

R
µ

ρασ=
c

Γ
µ
σρ,α +

n

Γ
µ
σρ,α −

c

Γ
µ
αρ,σ −

n

Γ
µ
αρ,σ +

( c
Γ
φ
σρ +

n

Γ
φ
σρ

)( c
Γ
µ
αφ +

n

Γ
µ
αφ

)
−
( c

Γ
φ
αρ +

n

Γ
φ
αρ

)( c
Γ
µ
σφ +

n

Γ
µ
σφ

)
.

Escrevendo em termos de
c

R
λ
µνα, teremos
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N

R
µ

ρασ=
c

R
µ
ρασ +

n

Γ
µ
σρ,α −

n

Γ
µ
αρ,σ +

c

Γ
φ
σρ

n

Γ
µ
αφ +

n

Γ
φ
σρ

c

Γ
µ
αφ +

n

Γ
φ
σρ

n

Γ
µ
αφ

−
c

Γ
φ
αρ

n

Γ
µ
σφ −

n

Γ
φ
αρ

c

Γ
µ
σφ −

n

Γ
φ
αρ

n

Γ
µ
σφ=

c

R
µ
ρασ +

n

R
µ
ρασ +

c

Γ
φ
σρ

n

Γ
µ
αφ +

n

Γ
φ
σρ

c

Γ
µ
αφ

−
c

Γ
φ
αρ

n

Γ
µ
σφ −

n

Γ
φ
αρ

c

Γ
µ
σφ, (5.13)

onde
n

R
µ
ρασ é o tensor de Riemann escrito somente em termos de

n

Γ . Para o caso particular

de Weyl integrável, podemos usar (5.13) para escrever (veja Ref. [128], p. 74)

N

R µν=
c

R µν +
n− 2

2
σµ: ν +

1

2
gµν

c

�σ +
n− 2

4

(
σµσν − gµνσλσλ

)
, (5.14)

R =
c

R + (n− 1)
c

�σ −
(n− 1) (n− 2)

4
σλσλ, (5.15)

onde
c

� é o d'Alambertiano em termos dos símbolos de Christo�el e σµ = σ,µ. Por

de�nição, o símbolo � :� indica a componente da derivada covariante riemanniana, que usa

apenas o símbolo de Christo�el.

5.4.1 Propriedades do tensor de Riemann com não-metricidade

O tensor de Riemann
N

R µναβ não satisfaz as mesmas propriedades de
c

R µναβ. Para ser

mais preciso, o tensor
N

R µναβ satisfaz

N

Rµναβ= −
N

Rµνβα (5.16)
N

Rµναβ +
N

Rµβνα +
N

Rµαβν= 0. (5.17)

Neste caso, temos que4
N

R µναβ 6= −
N

R νµαβ. Por sua vez, a partir dessa desigualdade e

de (5.16) é possível demonstrar que
N

R µναβ 6=
N

R αβµν . Para demonstrarmos (5.16), basta

analisarmos o tensor de Riemann

N

Rµναβ=
N

Γµβν,α −
N

Γµαν,β +
N

Γ
φ

βν

N

Γµαφ −
N

Γ
φ

αν

N

Γµβφ . (5.18)

e veri�car de maneira trivial a validade da propriedade (5.16). Todavia, provar a outra

propriedade já não é tão trivial assim. A demonstração de (5.17) encontra-se no apêndice

D.2. Como a única simetria do tensor de Riemann em Einstein-Weyl é (5.16), concluímos

que o número de componentes independentes desse tensor é n2(n2 − n)/2, onde n é a

dimensão do espaço-tempo.
4Veja a página 90 de [43].
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5.5 A versão mais simples da ação na geometria de

Weyl

Como acontece na relatividade geral, consideremos a seguinte ação para a parte geo-

métrica

Sg =

∫
dxn
√
−gR. (5.19)

No caso de Weyl integrável, podemos usar (5.15) para escrever Sg na seguinte forma

Sg =

∫
dxn
√
−g
(

c

R + (n− 1)
c

�σ −
(n− 1) (n− 2)

4
σλσλ

)
. (5.20)

No princípio variacional, sempre admitimos que as variações dos campos em uma hiper-

superfície que envolve a região de integração é nula. Este fato faz com que termos de de-

rivadas totais na lagrangiana sejam irrelevantes, portanto, o termo com o d'Alambertiano

na expressão acima pode ser excluído5. Fazendo isto, teremos

Sg =

∫
dxn
√
−g
(

c

R −
(n− 1) (n− 2)

4
σλσλ

)
. (5.21)

Variando esta ação com relação a métrica e o campo de Weyl, tratados como independen-

tes, teremos

c

G αβ −
(n− 1) (n− 2)

4

(
σασβ −

1

2
gαβσλσ

λ

)
= 0, (5.22)

c

�σ = 0. (5.23)

A equação (5.22) é formalmente idêntica a da relatividade geral com um campo escalar sem

massa. Soluções exatas para esse caso são bem conhecidas na literatura [129, 130]. Além

disso, é interessante destacar que este campo sem massa não interfere nos experimentos do

sistema solar [131], o que sugere que o campo de Weyl também não inter�ra; pelo menos

na abordagem padrão6. Das equações (5.22) e (5.23) é fácil ver que partículas seguem

geodésica riemannianas, ẍλ+
c

Γ
λ
µν ẋ

µẋν , pois a derivada covariante em termos de
c

Γ do

5Temos que
√
−g

c

�σ = ∂µ (
√
−g∂µσ).

6É provável que na abordagem de Kleinert, partículas seguindo autoparalelas, o campo de Weyl

inter�ra em tais experimentos. Todavia, neste caso, as equações de campo teriam que ser outras.
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lado esquerdo de (5.22) é identicamente nula, o que signi�ca que quando acoplamos com

a matéria temos T µν:µ = 0.

5.6 Motivações para o uso da não-metricidade

Existem basicamente duas motivações para a adoção desta geometria que ainda so-

brevivem. A primeira, que foi o �princípio de tudo�, consiste em remover da geometria

a hipótese de que os comprimentos podem ser comparados em pontos arbitrários. Neste

caso, o comprimento de um vetor teria sempre que ser referido junto com o ponto no

qual foi avaliado seu valo, pois, uma vez transportado paralelamente, este comprimento

mudaria. Surge dai o conceito de não-integrabilidade do comprimento. A segunda moti-

vação reside no fato de geometrias com não-metricidade propiciarem um ambiente natural

para a invariância conforme [41], invariância esta que acredita-se ter sido importante no

começo do Universo ou que ainda seja em pequenas escalas [41]. Resultados experimen-

tais de espalhamentos com altas energias fortemente inelásticos de eléctron com núcleons7

mostraram que as amplitudes de espalhamento comportavam-se como se todas as massas

fossem negligenciáveis, o que levou os físicos teóricos a idéia da invariância da mudança

de escala [43]. Isto se deve ao fato de que as constantes físicas dimensionais se tornam

praticamente negligenciáveis nestes processos8 [43].

Embora as motivações acima sejam bastante satisfatória para motivar os físicos a

trabalharem com uma geometria sem metricidade, pelo menos um problema grave da não-

integrabilidade dos comprimentos foi indicada por Einstein [12]. Este problema consiste

essencialmente no fato de que se vale a teoria de Weyl, ou qualquer outra com não-

metricidade, então, pelo menos do ponto de vista clássico da geometria (vendo o tempo

como clássico, não quântico), o comportamento dos relógios dependeria de suas histórias,

fato este que traria problemas de natureza física. Por exemplo, isto implicaria que dois

átomos do mesmo elemento teriam espectros diferentes, contradizendo o fato empírico de

que átomos do mesmo elemento têm o mesmo espectro. Para maiores detalhes sobre este

problema, o leitor pode consultar a referência [12] e as referências dentro desta às cartas

7Um núcleon é formado por um próton e um nêutron que são considerados como tendo a mesma

massa. Para maiores detalhes sobre este espalhamento, veja Bjorken Scaling em [132].
8O mundo físico não é invariante frente a mudanças na escala de comprimento por causa das constantes

físicas que não são adimensionais, veja a introdução do capítulo 2 de [43].
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trocadas por Einstein e Weyl.

Em adição, vale salientar que alguns autores encontraram relações interessantes entre

a mecânica quântica e a geometria de Weyl [133, 134]. Por exemplo, em [134] o autor

adota uma abordagem na qual a equação de Schrödinger é obtida a partir da mecânica

clássica em um espaço curvo com geometria de Weyl. Nesta abordagem, o autor prova

que as força da mecânica quântica estão associadas com a lei de transporte dos vetores.

Entretanto, em [135] o autor usa argumentos associados com o limite clássico da mecânica

quântica para concluir que a geometria do espaço-tempo não pode ser weyliana.

5.7 Modelos com não-metricidade

O modelo com não-metricidade mais comum na literatura é a MAG, que generaliza a

geometria tanto para torção quanto para não-metricidade, como já mencionado no capítulo

sobre torção. Vale apena enfatizar as seguintes propriedades da MAG [23, 91, 87, 90]

1. Campos escalares não sentem a presença da torção nem da não-metricidade.

2. A equação de movimento das partículas não correspondem a autoparalelas (geodé-

sicas a�ns).

3. As correntes de dilatação e o cisalhamento9 são a fonte de não-metricidade.

A grosso modo, pode-se dizer que as a�rmações acima são válidas para qualquer te-

oria formulada a partir de uma geometria com torção e não-metricidade (Métrica a�m).

Todavia, alguns autores questionam a validade do princípio variacional tradicional (como

aplicado para geometrias riemannianas) para o caso de geometrias com torção e não-

metricidade [38, 84, 85]. Uma outra proposta alternativa a MAG é Transposed-Equi-A�ne

Theory [137, 138, 139, 140, 141], porém em [142], os autores demonstram que esta teoria

é inconsistente com os dados observacionais do sistema solar.
9Assim como o spin, correntes de dilatação e cisalhamento são as componentes do hipermomento e

tem sua origem na matéria. Matematicamente falando, o hipermomento deriva da variação da densidade

de lagrangiana da matéria com respeito a conexão a�m, sendo que a corrente de spin vem da parte

anti-simétrica, a corrente de dilatação (campo de Weyl) vem do traço e o cisalhamento vem da parte sem

traço, veja [136] para maiores detalhes.
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5.7.1 Modelo de Weyl

O modelo de Weyl foi criado com o intuito de uni�car gravitação e electromagne-

tismo. Neste contexto, o campo σ foi inicialmente interpretado como sendo o potencial

electromagnético e a ação do modelo dada por

SW =

∫
d4x
√
−g
(
− R2 +βFµνF

µν
)
, (5.24)

onde Fµν = ∂µσν − ∂νσµ. O uso de R2 é para garantir a invariância conforme.

Esta modelo mostrou-se problemático quando o gauge considerado era o da invariância

local de escala, pois, neste caso o campo σ interage com partículas e antipartículas da

mesma forma [43] (a antipartícula tem carga de sinal contrário ao da partícula). Por essa

razão, substituiu-se este gauge pela invariância local de mudanças na fase dos campos de

matéria [143]. Esta versão do princípio de gauge tornou-se a base das teorias de gauge

de interações fundamentais [43]. Para compreender melhor, veja a tradução feita por N.

Straumann em [12] da introdução do artigo [144]. Matematicamente, a mudança se deu da

seguinte maneira. Seja ψ um campo de peso10 ω (ω ∈ R), ou seja, dada a transformação

g′µν = e2λ(x)gµν , temos ψ′ = eωλψ. Se ψ é o campo de dirac, então a derivada covariante

tem que ter a forma
w

∇ψ = (d+ ωσ)ψ (5.25)

para preservar a invariância conforme de ψ̄γµ
w

∇µ ψ, onde estamos tomando o espaço

plano por simplicidade11, e γµ são as matrizes de Dirac. Pois bem, se quisermos que

g′µν = e2λ(x)gµν faça sentido, então λ e σ têm que ser reais. Todavia, esta exigência faz

com que partícula e antipartícula tenham a mesma carga caso identi�quemos σ com o

potencial do campo elétrico. Por esta razão, Weyl teve que abandonar a invariância de

escala e adotar ω = ie, que o levou a idéia da invariância na mudança de fase, uma vez

que ψ′ = eωλψ com ωλ sendo um imaginário puro é uma simples mudança de fase.

Embora a idéia de invariância de escala de Weyl tenha sido abandonada na eletrodi-

nâmica, ela aparece naturalmente na gravitação. Em certos processos a altas energias,

veri�cou-se que as massas das partículas podem praticamente ser negligenciadas, o que

ressuscitou o interesse por teorias invariantes de escala12.

10Diante de uma transformação g′µν = Ω2(x)gµν na métrica, o espinor de Dirac se transforma como

ψ′ = Ω−
n−1
2 ψ [145], onde n é a dimensão do espaço-tempo.

11A expressão para um espaço curvo será desenvolvida no capítulo 7.
12Veja a introdução de [43].
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5.8 Soluções

Soluções para teorias com não-metricidade podem ser encontradas em todas as citações

que �zemos para as soluções da MAG na seção 4.8.



Capítulo 6

Con�namento de autoparalelas

Embora na abordagem padrão [2, 7, 23] partículas não sigam autoparalelas, mas sim

geodésicas métricas mais um termo de força que depende da fonte de torção a análise

do con�namento de autoparalelas não deixa de ter sua relevância, pois, alguns autores

acreditam que essas equações devam ser as equações de movimento para uma partícula

[14]. Tendo em mente a possibilidade de que de fato o procedimento padrão possa estar

errado, analisaremos o con�namento de autoparalelas de um espaço de dimensão1 5 (bulk)

em uma hypersuperfície de dimensão 4 (brana) em uma geometria de métrica a�m, dando

ênfase a Riemann-Cartan. Nesta abordagem, evitaremos o uso do termo partícula para

não passar a falsa idéia de que as idéias defendidas por Kleinert e outros em [14, 84, 38, 85,

146] estão bem estabelecidas. De fato há muitas controvérsias sobre o princípio variacional

em uma geometria não-riemanniana, como discutimos no capítulo 4 e rediscutiremos em

7.

Detalhes adicionais aos que serão apresentados aqui podem ser encontrados em [147].

6.1 Mergulho de uma variedade riemanniana em uma

de Riemann-Cartan e vice-versa

Sejam M uma variedade de dimensão n e M uma subvariedade de dimensão m, onde

n ≥ m. Em M , a torção é de�nida por

T (V , U) = ∇VU −∇UV − [V , U ], (6.1)

1A generalização para um espaço-tempo de dimensão n é trivial.

72
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onde V e U pertencem ao plano tangente de M , que será denotado por TpM . Sendo

M uma subvariedade de M , podemos fazer a decomposição TpM = TpM ⊕ TpM⊥, onde

TpM
⊥ é o complemento ortogonal de TpM . Isto signi�ca que, para cada vetor V ∈ TpM ,

com p ∈M , podemos decompor V na forma V = V +V ⊥, onde V ∈ TpM e V ⊥ ∈ TpM⊥.

A torção induzida na subvariedade M é dado por [148]

T (V, U) = T (V , U)T = (∇VU)T − (∇UV )T − [V, U ], (6.2)

onde usamos o fato de que [V , U ]T = [V , U ] = [V, U ].

Podemos decompor ∇VU em duas partes como segue [148]

∇VU =
(
∇VU

)T
+
(
∇VU

)⊥
, (6.3)

onde
(
∇VU

)T
pertence ao plano tangente de M , enquanto que

(
∇VU

)⊥
é ortogonal a

este plano. Além disto, faremos a seguinte identi�cação

(
∇VU

)T
= ∇VU (6.4)

e, portanto, (6.3) �ca

∇VU = ∇VU +
(
∇VU

)⊥
. (6.5)

Substituindo (6.5) em (6.1), teremos

T (V , U) =
(
∇VU

)⊥ − (∇UV
)⊥

+∇VU −∇UV − [V, U ]. (6.6)

Os três últimos termos na expressão acima representam exatamente a torção induzida na

subvariedade, veja (6.2) e a identi�cação (6.4). Portanto, (6.6) pode ser escrita na forma

T (V , U) =
(
∇VU

)⊥ − (∇UV
)⊥

+ T (V, U). (6.7)

De (6.7), vemos que para a subvariedade M não ter torção, mesmo que M tenha, basta

que T (V , U) =
(
∇VU

)⊥ − (∇UV
)⊥
. Além disto, podemos a�rmar que se T (V, U) for

nulo, T (V, U) também será, pois, neste caso teremos

T (V, U) =
(
∇UV

)⊥ − (∇VU
)⊥
, (6.8)
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mas como T (V, U) pertence ao plano tangente de M e
(
∇UV

)⊥− (∇VU
)⊥

é ortogonal a

este,

T (V, U) = 0. (6.9)

Em resumo, os resultados que temos nessa seção são: podemos ter uma subvarie-

dade riemanniana mergulhada em uma de Riemann-Cartan, mas não podemos ter uma

variedade de Riemann-Cartan mergulhada em uma riemanniana.

6.2 Con�namento de autoparalelas numa brana

Seja M uma variedade de dimensão 4 imersa num bulk de dimensão 5. O elemento de

linha do bulk é

ds2 = gµνdx
µdxν , (6.10)

onde µ, ν = 0...4. As autoparalelas deste espaço são dadas por

ẍλ+ Γλµν ẋ
µẋν = 0, (6.11)

onde Γλµν é a conexão a�m do bulk. Para o que vamos fazer, é conveniente separar o caso

λ = 4 dos demais. Fazendo isto, teremos

ẍ4 = −Γ4
44

(
ẋ4
)2 − (Γ4

4ν̄ + Γ4
ν̄4)ẋ4ẋν̄ − Γ4

µ̄ν̄ ẋ
µ̄ẋν̄ , (6.12)

ẍᾱ = −Γᾱ44 (ẋᾱ)
2 − (Γᾱ4ν̄ + Γᾱν̄4)ẋ4ẋν̄ − Γᾱµ̄ν̄ ẋ

µ̄ẋν̄ ,

onde µ̄ = 0, 1, 2, 3 (a barra acima dos índices indica que eles assumem valores entre 0 e

3). Nosso interesse é apenas na equação (6.12), pois, será esta que permitirá a analise do

con�namento.

6.2.1 Analisando o con�namento

Pontos críticos

Façamos, agora, uma consideração a respeito da equação (6.12). Para podermos uti-

lizar o método que analisa a estabilidade de sistemas não lineares, veja o capítulo C do

apêndice, é necessário nos livrarmos do termo de (6.12) que contém o produto ẋ4ẋν̄ . Isto
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signi�ca que o nosso resultado se limitará aos casos nos quais (Γ4
4ν̄ + Γ4

ν̄4)ẋ4ẋν̄ = 0.

Considerando apenas esses casos, a equação (6.12) �ca

ẍ4 = −Γ4
44

(
ẋ4
)2 − Γ4

µ̄ν̄ ẋ
µ̄ẋν̄ . (6.13)

Para facilitar a comparação com o que é feito no apêndice C, façamos as seguintes mo-

di�cações na notação q ≡ ẋ4 e y ≡ x4. Perceba que, com essas de�nições, q = ẏ. Assim

sendo, a equação acima toma a forma

ẏ = q, (6.14)

q̇ = − Γ4
44 q

2 − Γ4
µ̄ν̄ ẋ

µ̄ẋν̄ , (6.15)

Note que (6.15) e (6.14) podem ser visto como um sistema do tipo

{
ẏ = F (y, q),

q̇ = G(y, q),
(6.16)

onde F (y, q) = q e G(y, q) = − Γ4
44 q

2 − Γ4
µ̄ν̄ ẋ

µ̄ẋν̄ se admitirmos que o termo Γ4
µ̄ν̄ ẋ

µ̄ẋν̄

dependem no máximo de y e q. Vamos usar a análise feita no apêndice C com o intuito de

saber quais as condições sobre a conexão necessárias para con�nar as geodésicas a�m na

brana. Para começar, admita que existe um ponto y0 tal que ẏ(y0) = q̇(y0) = 0 (perceba

que, de (6.14) ẏ(y0) = 0→ q(y0) = 0). Neste caso, a equação (6.15) �ca

q̇ = 0 = − Γ4
44 (y0, 0)× 02 − Γ4

µ̄ν̄(y0, 0) ẋµ̄ẋν̄ (6.17)

ou, simplesmente

Γ4
µ̄ν̄(y0, 0) ẋµ̄ẋν̄ = 0. (6.18)

Perceba que estamos admitindo que Γ4
44 (y0, 0) não diverge quando q → 0, pelo menos

não mais rapidamente que q2, o que é bem razoável.

A igualdade (6.18) representa a condição necessária para que haja um ponto de equi-

líbrio em y = y0. Condição essa que também é necessária, porém não su�ciente, para que

haja con�namento. Para analisarmos o con�namento, precisamos avaliar a estabilidade

do ponto de equilíbrio y0.
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Estabilidade de y0

Para um sistema do tipo

ẏ = F (y, q), q̇ = G(y, q),

a estabilidade dos pontos de equilíbrio podem ser analisados via a seguinte matriz


∂F
∂y

∂F
∂q

∂G
∂y

∂G
∂q


y=y0,q=0

.

Como pode ser visto no apêndice2 C.

Calculando esta matriz para o sistema formado pelas equações (6.14) e (6.15), teremos


0 1

−∂(Γ4
µ̄ν̄ ẋ

µ̄ẋν̄)
∂y

∣∣∣
y0,0

−∂(Γ4
µ̄ν̄ ẋ

µ̄ẋν̄)
∂q

∣∣∣
y0,0

 ,

onde admitimos que ∂Γ4
44

∂y
|(y0,0)×02 =

∂Γ4
44

∂q
|(y0,0)×02 = 0 e Γ4

44

(
y0, 0

)
× 0 = 0. Por

simplicidade, poderíamos simplesmente admitir que a conexão a�m é uma função suave

e diferenciável em (y = y0, q = 0).

Como a conexão não depende de q = ẏ e, além disso, admitimos que Γ4
µ̄ν̄ ẋ

µ̄ẋν̄ é

função apenas de y e q, o termo Γ4
µ̄ν̄ ẋ

µ̄ẋν̄ tem no máximo uma dependência de q do tipo

q2. Desta forma, −∂(Γ4
µ̄ν̄ ẋ

µ̄ẋν̄)
∂q

∣∣∣
y0,0

= 0. Assim, teremos


0 1

−∂(Γ4
µ̄ν̄ ẋ

µ̄ẋν̄)
∂y

∣∣∣
y0,0

0


(y0,0)

. (6.19)

Calculando os autovalores da matriz acima, chegamos a

λ± = ±

√
−
∂
(
Γ4

µ̄ν̄ ẋµ̄ẋν̄
)

∂y

∣∣∣
y0,0

. (6.20)

Façamos agora a análise da estabilidade dos pontos de equilíbrio do sistema. Todavia, é

importante fazermos a seguinte ressalva. Os resultados qualitativos apresentado na seção

2Para maiores destalhes, o leitor pode consultar [149].
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C.1 do apêndice são válidos de forma exata para sistemas lineares. Entretanto, no caso de

sistemas não-lineares, eles apontam o comportamento qualitativo de forma aproximada,

como veremos mais adiante. Por exemplo, se o resultado da análise qualitativa for uma

elipse para um sistema linear, não necessariamente será uma elipse para um sistema

não-linear. Porém, as curvas tenderão a uma elipse. Na próxima seção, faremos uma

comparação entre a análise qualitativa e a solução exata para um caso particular.

De (6.20) e da seção C.1, podemos concluir o seguinte. Para os casos em que o termo

−∂(Γ4
µ̄ν̄ ẋ

µ̄ẋν̄)
∂y

∣∣∣
y0,0

for negativo, λ será um imaginário puro, logo, teremos um ponto está-

vel caracterizado pelo fato das trajetórias no espaço de fase (y, q) serem3 �elipses� com

centro no ponto crítico (y0, 0), veja a �gura 6.1 e o apêndice C.1.3. Para λ nulo, teremos

uma quantidade in�nita de pontos de equilíbrio y0, o que signi�ca que as autoparalelas

estão4 �con�nadas� na brana caracterizada por y = y0. Já nos casos em que este termo

for positivo, teremos um ponto de equilíbrio altamente instável (Ponto de Sela), pois, os

autovalores serão reais e com sinais diferentes. Perceba que, na análise que estamos fa-

zendo, o con�namento depende única e exclusivamente da conexão a�m, ou seja, os efeitos

do campo de Weyl, da contorção ou do próprio símbolo de Christo�el no con�namento

são equivalentes. De (6.19), vemos que a parte anti-simétrica nos índices inferiores da

contorção não contribuem para o con�namento das autoparalelas. No capítulo 8, vere-

mos que considerar que partículas seguem autoparalelas é incompatível com a equação

de Dirac em Riemann-Cartan obtida a partir do uso do acoplamento mínimo direto na

lagrangiana, pois, neste caso, apenas a parti anti-simétrica da contorção contribuirá para

qualquer efeito.

Na obtenção de (6.19), foi necessário fazermos algumas considerações. Abaixo apre-

sentamos uma lista com essas imposições.

Γ4
(4ν̄) ẋ

4ẋν̄ = 0, (6.21)

Γ4
µ̄ν̄ ẋ

µ̄ẋν̄ = f(y, q), (6.22)

Γ4
µ̄ν̄ ẋ

µ̄ẋν̄
∣∣∣
(y0,0)

= 0, (6.23)

lim
q→0

∂Γ4
44

∂y
|(y0,q)

×q2 = 0, (6.24)

3As aspas são devido ao fato de que, para sistemas não-lineares, o comportamento das curvas é similar

ao de uma elipse.
4Novamente, se o sistema for não-linear, ele tenderá a isto.



CAPÍTULO 6. CONFINAMENTO DE AUTOPARALELAS 78

lim
q→0

∂Γ4
44

∂q
|(y0,q)

×q2 = 0, (6.25)

lim
q→0

Γ4
44

(
y0, q

)
× q = 0, (6.26)

onde f é uma função qualquer de y e q, a terceira condição é para garantir a existência

de um ponto de equilíbrio, e as três últimas condições são pouco restritivas, uma vez que

elas correspondem apenas a condições de suavidade da conexão e de suas derivadas. Na

próxima seção, abordaremos alguns casos particulares.

6.3 Casos particulares

Considere uma variedadeM de dimensão cinco com uma certa conexão a�m, podendo

ter ou não torção e campo de Weyl. Admita que o elemento de linha desta variedade seja

dado por

ds2 = e2f(y)ḡᾱβ̄dx
αdxβ − dy2, (6.27)

e a contorção por

K4
(µ̄ν̄) = φ(y)gµ̄ν̄ , (6.28)

onde gµ̄ν̄ = e2f(y)ḡµ̄ν̄ (gµν são as componentes da métrica na base coordenada).

Calculando os símbolos de Christo�el, é fácil demonstrar que os termos não nulos são

c

Γ
4
µ̄ν̄= f ′gµ̄ν̄ , (6.29)

onde f ′ = ∂f/∂y. De (5.10), é possível demonstrar que a parte da conexão que dependa

apenas do campo de Weyl �ca
w

Γ
4
µ̄ν̄= −

1

2
σ4gµ̄ν̄ , (6.30)

onde σ4 é a componente da 1-forma de Weyl na quinta dimensão. De maneira geral, a

autoparalela satisfaz

gµν ẋ
µẋν = ε, (6.31)

onde ε pode assumir os valores 0, −1 ou 1, dependendo da curva ser tipo luz, espaço ou

tipo tempo, respectivamente. Usando (6.27), a equação acima �ca

gµ̄ν̄ ẋ
µ̄ẋν̄ = ε+ q2, (6.32)

onde usamos q ≡ ẋ4. Agora, somos capazes de calcular os autovalores (6.20) explicita-

mente. De (6.28), (6.29), (6.30) e (6.31), teremos
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λ2
± = −

∂
(
Γ4

µ̄ν̄ ẋ
µ̄ẋν̄
)

∂y

∣∣∣
y0,0

= − ∂

∂y

∣∣∣
y0,0

( c
Γ

4
µ̄ν̄ +

w

Γ
4
µ̄ν̄ +K4

µ̄ν̄

)
ẋµ̄ẋν̄

= − ∂

∂y

∣∣∣
y0,0

(
f ′ − 1

2
σ4 + φ

)
gµ̄ν̄ ẋ

µ̄ẋν̄

= − ∂

∂y

∣∣∣
y0,0

(
f ′ − 1

2
σ4 + φ

)(
ε+ q2

)
= −ε

[
f ′′(y0)− 1

2
σ′4(y0) + φ′(y0)

]
, (6.33)

onde deve estar claro para o leitor que os valores acima são avaliados no ponto crítico y0,

logo q(y0) = 0. Antes de continuarmos, precisamos analisar a condição de existência do

ponto de equilíbrio y0, dada por (6.18). De (6.18), segue

Γ4
µ̄ν̄ ẋ

µ̄ẋν̄
∣∣∣
(y0,0)

= ε

(
f ′(y0)− 1

2
σ4(y0) + φ(y0)

)
= 0 (6.34)

cujo cálculo é muito semelhante ao anterior. Se essa condição for satisfeita, então podemos

analisar a estabilidade do sistema a partir dos autovalores λ±. Admitindo que isto seja

verdade e relembrando a análise feita no �nal da seção anterior, concluímos que para

haver um ponto de equilíbrio estável, o lado direito de (6.33) deve ser negativo ou zero.

Por sua vez, este lado ser ou não negativo dependerá da natureza da curva (tipo tempo,

luz ou espaço) e das funções f , φ e σ4. No caso do lado direito de (6.33) ser negativo,

o equilíbrio pode ser visto como um tipo de con�namento da curva, pois, neste caso, a

mesma �ca entrando e saindo da brana, como sugerido na última �gura em 6.2. Já no

caso deste termo ser nulo, ẏ será nulo para in�nitos valores de y, ou seja, haverá in�nitas

branas y = 1, 2, 3, . . . , tais que as curvas �nunca� serão encontradas em mais de uma

brana. Uma vez em y = 2, a curva permanecerá nela. As aspas na palavra �nunca� é para

lembrar o leitor de que isso só será absolutamente verdade no caso de sistemas lineares,

os não lineares irão tender a este comportamento. Abaixo, exibimos um caso particular

que enfatizará este fato.

Como um exemplo bem particular do tipo de con�namento indicado acima, tomemos5

f = σ = 0 e φ = −1/y+ y. Neste caso, a condição (6.34) leva a y0 = ±1, ou seja, há dois

pontos críticos. Por sua vez, os autovalores são λ2
± = −ε

(
1
y2
0

+ 1
)
. Portanto, as curvas

tipo tempo, ε = 1, experimentam um con�namento similar ao indicado na �gura 6.2.

5O caso f = φ = 0 pode ser encontrado em [148], enquanto que o caso σ = φ = 0 pode ser encontrado

em [150].
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Para ε = 0, haverá vários pontos críticos e as curvas tenderão a �car totalmente dentro

de alguma brana caracterizada por um certo y. Na verdade, para esse caso particular, é

possível obter as curvas do espaço de fase (y, ẏ) de forma exata. Para isto, basta usarmos

Γ4
µ̄ν̄= K4

µ̄ν̄ = φ(y)gµ̄ν̄ = (−1/y + y)gµ̄ν̄ em (6.12). Neste caso, teremos

ÿ = −φ(y)
(
ε+ ẏ2

)
. (6.35)

Usando a regra da cadeia ÿ = ẏ dẏ
dy

e integrando a equação acima, chegaremos a

ẏ2 = Ae−2
∫
φ(y)dy − ε. (6.36)

Para o caso particular que estamos adotando, φ(y) = −1/y + y, �caremos com

ẏ2 = Ay2e−y
2 − ε. (6.37)

Substituindo (6.37) em (6.35), teremos

ÿ = (1− y2)Aye−y
2

. (6.38)

Os pontos de equilíbrio do sistema são os y0 tais que ẏ(y0) = ÿ(y0) = 0. Das equações

(6.37) e (6.38), é fácil veri�car que existe in�nitos pontos críticos para ε = 0, pois,

neste caso, os ponto críticos são dados por A = 0 (y qualquer). Isto signi�ca que há

in�nitas autoparalelas que estão contidas em hiperplanos caracterizados por um certo y,

ou seja, uma vez dentro de um certo hiperplano, nele a curva permanece. Este resultado é

coerente com o que tínhamos obtido. Entretanto, nem todas as soluções apresentam esse

comportamento de forma exata. Os casos A 6= 0 apenas tendem a esse comportamento,

veja a �gura 6.4. Pela �gura, vemos que as curvas próximas das branas ±1 tendem a ter

variações (ẏ 6= 0) e conseqüentemente tendem a não �car con�nadas em nenhuma brana,

porém as curvas distantes de y = ±1 permanecerão totalmente dentro de alguma brana.

Quanto ao caso ε = 1, é fácil ver que há dois pontos críticos para o sistema formado por

(6.37) e (6.38) dados por A = e1, a saber, y0 = ±1. Mesmo resultado que já tínhamos

obtido. Tomando vários valores de A para analisarmos o comportamento das curvas no

espaço de fase, con�rmamos que de fato teremos curvas fechada em torno dos pontos de

equilíbrio y0 = ±1, veja a �gura 6.3. Ou seja, para as curvas que A = e (equivalentemente

ẏ(±1) = 0) o con�namento é absoluto, mas as curvas com A > e (não há solução real

para A < e) �cam entrando e saindo das branas y = ±1, como indicado na �gura 6.2.
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Figura 6.1: Quando os autovalores (6.20) são

imaginários puros distintos, as curvas no espaço

de fase (y, ẏ) são fechadas com centro em (y0, 0).
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Figura 6.2: As curvas da �gura 6.1 indi-

cam que as autoparalelas descritas em termos de

x0, x1, x2, x3, y entram e sai da hypersuperfície

(brana) de�nida por y = y0, como indicado nesta

�gura.

Em [148], o leitor encontrará um exemplo de con�namento6 com f e φ não-nulos.

6.4 O papel da contorção e dos demais campos no con-

�namento

É interessante perceber que, diante das restrições (6.21), (6.22), (6.23), (6.24), (6.25)

e (6.26), as possibilidades de usar a métrica, a torção e o campo de Weyl para con�nar

as autoparalelas na brana são as mesmas, além do tipo de con�namento também ser o

mesmo.
6Esteja atento as diferenças na notação, tanto na de�nição da contorção, quanto das funções equiva-

lentes a f e φ.
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Figura 6.3: Nesta �gura, temos as curvas exa-

tas no espaço de fase (y, ẏ) para o caso ε = 1,

σ = f = 0 e φ = − 1
y

+y. Note a semelhança desta

�gura com a da análise qualitativa feita na �gura

6.1. As únicas diferenças estão no fato de que,

aqui, as curvas não são exatamente elipses, além

de lá não termos desenhado o comportamento das

curvas ao redor de todos os pontos de equilíbrio.

Figura 6.4: Nesta �gura, exibimos seis cur-

vas para o caso exato de ε = 0, dado por ẏ =

±
√
Ay2e−y2 . Consideramos os valores A = 102,

A = 103 e A = 104. Perceba que a curva só se

desvia do resultado obtido na análise qualitativa,

ẏ = 0 para qualquer y, nas regiões onde φ é sin-

gular, y = ±1. Quanto maior o valor de A, mais

abrupto é o desvio. Entretanto, a região onde

ocorre o desvio é sempre pequena. No caso de

A = 104, y ' 3.



Capítulo 7

Equação de Dirac

7.1 Introdução

A mecânica quântica relativista no espaço-tempo de Minkowski tem como alicerce a

equação de Dirac, que descreve partículas de spin 1/2. Por sua vez, esta equação foi

originalmente formulada para ser válida em um referencial inercial e, neste contexto, tem

sido inqüestionavelmente bem sucedida. Entretanto a passagem para um referencial não-

inercial ou, de maneira mais geral, um espaço com gravitação, não é tão trivial quanto

parece. No caso da equação de Klein-Gordon, que em Minkowski pode ser obtida a par-

tir da equação de Dirac, pode-se veri�car alguns resultados estranhos a nossa intuição

física, como por exemplo a não unicidade do estado de vácuo [151]. O procedimento pa-

drão para fazer essa passagem consiste em utilizar o princípio do acoplamento mínimo

na equação de Dirac em Minkowski (substitui-se derivadas usuais por derivadas covari-

antes). Em termos experimentais, há indícios da validade destes procedimento [87]. O

problema se torna muito mais complexo e intrigante quando tentamos fazer a passagem

de uma geometria riemanniana, cenário da relatividade geral, para uma geometria mais

geral. Podemos generalizar o conceito de produto interno, podemos tomar geometrias

com métricas não simétricas, geometrias com não-metricidade, com torção etc. Devido a

variedade de opções, nos limitaremos a tratar o caso das geometrias com não-metricidade

e torção em um espaço-tempo de dimensão n. Alguns problemas e di�culdades sobre

esta generalização serão apresentados aqui, incluindo a presença de uma di�culdade na

aplicação do princípio da equivalência que não está presente na geometria riemanniana.

Este capítulo está organizado da seguinte maneira. Sem entrar em detalhes, na seção

83
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7.2, apresentamos a equação de Dirac no espaço-tempo de Minkowski, suas matrizes, e a

motivação do uso da álgebra de Cli�ord na mecânica quântica relativística. Na seção 7.3,

fazemos uma breve introdução ao formalismo das tetradas com o objetivo de preparar o

leitor para as seções seguintes. Iniciamos o nosso objetivo de generalizar a equação de

Dirac para geometrias com torção e não-metricidade na seção 7.4. Esta seção é subdividida

em várias partes, todas fundamentais para a compreensão deste capítulo. Não podemos

deixar de observar que, nesta seção, será apresentado um formalismo espinorial diferente

do encontrado na literatura. Desenvolvemos o nosso próprio formalismo espinorial com

o intuito de apresentarmos a equação de Dirac em uma forma simples e didática. O

leitor interessado no formalismo espinorial padrão, pode consultar [9, 152, 153]. O nosso

formalismo será su�ciente para o que faremos aqui.

7.2 Equação de Dirac em Minkowski

No início do século XX surgiram duas teorias que revolucionaram a nossa maneira

de ver o mundo, a relatividade especial e a mecânica quântica. Elas foram muito bem

sucedidas na explicação de vários fenômenos físicos: o espectro de energia dos átomos, a

dilatação do tempo etc. Entretanto, estas duas teorias foram inicialmente fundamentadas

em perspectivas totalmente distintas. Enquanto a relatividade especial foi construída em

um perspectiva geométrica que partia do postulado de que a velocidade da luz é a mesma

em todos os referenciais inerciais e que todos os observadores inercias são equivalentes,

a mecânica quântica foi construída a partir do postulado de que a energia e o momento

deveriam ser substituídos por operadores com o intuito de obter uma equação de onda

para descrever o movimento de uma partícula. Surgiu, então, a necessidade de unir estas

duas teorias em uma só. Nada mais natural, então, do que usarmos estes postulados

juntos. Nesta seção exibiremos exatamente essa junção.

A energia relativística é diferente da energia da mecânica newtoniana. Enquanto a

energia de uma partícula livre na mecânica newtoniana tem a forma E = p2/2m, onde p

e m são o módulo do momento da partícula e sua massa, respectivamente, na mecânica

relativística E2/c2 − p2 = m2c2. Neste último caso, m é a massa de repouso da partícula

e c a velocidade da luz. Como a mecânica quântica parte das identi�cações E → i~∂t e

p → −i~~∇, onde ~∇ = î∂x + ĵ∂y + k̂∂z, a diferença entre a energia da relatividade e a



CAPÍTULO 7. EQUAÇÃO DE DIRAC 85

newtoniana leva naturalmente a teorias quânticas completamente diferentes. Inicialmente,

usou-se a e energia newtoniana e obteve-se

i~
∂ϕ

∂t
= −∇

2ϕ

2m
,

onde ϕ foi interpretado como sendo uma função associada com a probabilidade de en-

contramos a partícula. Pois bem, para obtermos uma versão relativística, usamos o

mesmo procedimento, sendo que desta vez consideramos a energia E2/c2 − p2 = m2c2.

Procedendo-se desta forma, chega-se a equação de Klein-Gordon(
∂

∂c2t2
−∇2

)
φ = �φ = −m

2c2

~2
φ,

onde φ, em princípio, estaria associada a probabilidade de encontrarmos a partícula.

Posteriormente, descobriu-se que a associação de φ com a probabilidade de encontrarmos

a partícula era problemática, pois permitia probabilidades negativas1. Durante a resolução

deste problema, Dirac percebeu a necessidade de se tirar a raiz quadrada da energia, ou

seja, de expressá-la na forma E =
√
m2c4 + c2p2. Todavia, a substituição direta de

E → i~∂t e p → −i~~∇ nesta expressão torna-se totalmente inviável, pois o que seria

i~∂tφ =
(√

m2c4 − ~c2∇2
)
φ? Poderíamos até pensar em expandir a raiz, mas obteríamos

uma séria in�nita. Este problema foi resolvido adotando-se o procedimento inverso. Ao

invés de tirar a raiz e depois aplicar a substituição indicada acima, podemos escrever a

energia na seguinte forma bem genérica E = c~α · ~p + mc2β, onde a natureza de ~α e β

são, em princípio, desconhecidas; ~p é o momento tridimensional da partícula. Sabemos

apenas que ~α tem pelo menos um caráter vetorial, embora possa ser mais do que isso.

Quadrando esta energia, teremos

E2 = (cαipi +mc2β) ∗ (cαjpj +mc2β) = c2αi ∗ αjpipj + c2αi ∗ (piα
j)pj

+mc3αi ∗ βpi +mc3αi ∗ (piβ) +mc3βαjpj +m2c4β2,

onde a natureza do produto �∗� é desconhecida, a priori. Comparando esta expressão com

E2 = m2c4 + c2p2, vemos de imediato que

β2 = β ∗ β = I ≡ identidade, (7.1)

mc3(αj ∗ β + β ∗ αj)pj + c2αi ∗ (piα
j)pj +mc3αi ∗ (piβ) = 0, (7.2)

αi ∗ αjpipj = p2 ⇒ 1

2

(
αi ∗ αj + αj ∗ αi

)
= δij. (δij = diag(1, 1, 1)) (7.3)

1A probabilidade deve ser sempre positiva.
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Admiti-se que, em um referencial inercial e em coordenadas cartesianas, β e α são cons-

tantes, logo piβ = 0 e piαj = 0. Desta forma, a condição (7.2) se simpli�ca para

αj ∗ β + β ∗ αj = 0. (7.4)

Se tomarmos �∗� como uma simples multiplicação, as condições acima levarão a ~α = 0.

Isto sugere que β e ~α sejam matrizes e que o produto em questão seja um produto entre

matrizes. Perceba que ~α tem uma natureza matricial e vetorial ao mesmo tempo, ou seja,

~α = α1î+ α2ĵ + α3k̂, onde {αj} é um conjunto de matrizes.

Agora que já sabemos qual é a natureza de ~α e β, façamos a identi�cação E → i~∂0 e

p→ −i~~∇ na energia E = c~α · ~p+mc2β (note que E ≡ E I). Estas identi�cações levam

a expressão da energia ao seguinte operador i~(β∂ct +βαi∂i)−mc. Denotando as funções

sobre as quais este operador atua por ψ, teremos

i~(β∂ct + βαi∂i)ψ −mcψ = 0.

Perceba que, em princípio, ψ é uma matriz. Com o intuito de expressar esta equação em

uma forma mais compacta, faz-se as seguintes de�nições γ0 = β e γi = βαi (i = 1, 2, 3),

onde as matrizes γµ são conhecidas como matrizes de Dirac. Desta forma, escrevemos

i~γµ∂µψ −mcψ = 0, que é conhecida como equação de Dirac. Em termos das matrizes

de Dirac, as condições (7.1), (7.3) e (7.4) são expressa na forma

{γµ, γν} = 2ηµν , (7.5)

onde as chaves indicam anticomutação e η é a métrica de Minkowski. A álgebra das

matrizes que satisfazem (7.5) é conhecida como álgebra de Cli�ord. Dedicamos a sub-

seção 7.4.6 aos geradores desta álgebra.

A partir de agora, adotaremos a seguinte convenção ~ ≡ c ≡ 1. Nesta convenção,

escrevemos

iγµ∂µψ −mψ = 0. (7.6)

A equação de Dirac (7.6) é bem sucedida para explicar fenômenos que estejam no contexto

da mecânica quântica e da relatividade especial, ou seja, ela está limitada a referenciais

inerciais no espaço-tempo de Minkowski. Além desta limitação, da maneira que foi de-

duzida, ela também está limitada a um sistema de coordenadas cartesiano. Se tomarmos

um sistema de coordenadas curvilíneo ou um referencial não inercial, as matrizes γs não
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serão mais constantes. Este fato pode, de início, sugerir que em coordenadas curvilíneas

ou em um referencial não inercial a condição (7.2) não se simpli�que para (7.4). Entre-

tanto, adotando o procedimento usual de substituir derivadas parciais por covariantes e

a métrica de Minkowski pela riemanniana, a condição (7.4) continua sendo válida. Neste

caso, teríamos a substituição de ∂µα = ∂µβ = 0 por ∇µα = ∇µβ = 0. Esta substituição é

equivalente a ∂αγµ = 0 → ∇αγ
µ = 0. Na sub-seção 7.4.8, veremos que esta substituição

não pode ser feita quando consideramos uma geometria com não-metricidade.

7.3 Tetradas

Aqui, apresentamos as tetradas de forma super�cial, porém su�ciente para o que vamos

fazer mais adiante. Embora o termo tetrada2 faça referência ao conjunto de quatro objetos

e esse termo tenha sido inicialmente dado para um certo tipo de base vetorial com quatro

vetores linearmente independentes, nesta tese, usaremos este termo para nos referirmos a

qualquer base vetorial que satisfaça as propriedades que serão exibidas a seguir sem nos

preocuparmos com o número de vetores da base. Comecemos primeiro pela notação.

7.3.1 Notação

Os vetores da base de tetradas serão representados, numa notação independente de

coordenadas, por eA, onde o índice A é explicitado na forma e(0), e(1) etc. De maneira

geral, todos os índices representados por letras romanas maiúsculas serão indicados entre

parênteses quando substituídos por números, como mostrado no exemplo anterior. Por

sua vez, as componentes dos vetores serão representadas por índices gregos minúsculos e,

quando enumeradas, nenhum parêntese será utilizado. Exemplo: e µ
A , cujas componentes

são lidas na forma e 0
A , e 1

A etc. As componentes da tetrada na base coordenada serão

indicadas por e µ
A , ou seja, eA = e µ

A ∂µ, onde {∂µ} é a base coordenada. A base dual aos

vetores eA é uma base de 1-formas, que será denotada3 por eA. Estas 1-formas podem ser

escritas em termos da base dual de {∂µ}, ou seja, em termos de dxµ. Suas componentes

serão indicadas por eAµ, isto é, eA = eAµdx
µ. Da de�nição de base dual, teremos a

2Gramaticalmente falando, o termo correto seria "tétrada". De qualquer forma, na física, é mais

comum usar tetrada.
3Alguns autores preferem adotar outra letra, como por exemplo θA, para enfatizar que θA não é eA

com o índice levantado. Todavia, não nos preocuparemos em enfatizar esta diferença.
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seguinte propriedade:

< eA, eB >= eAµe
ν

B < dxµ, ∂ν >= eAµe
µ

B = δAB. (7.7)

Por de�nição, levantamos e abaixamos os índices romanos maiúsculos com a métrica de

Minkowski ηAB = diag(1,−1, ..,−1). Esta de�nição mais (7.7) implicam

eAµe
Bµ = δBA ,

eAµe
µ

B = ηAB,

onde eAµ ≡ ηACe
C
µ e eBµ ≡ ηBCe µ

C . Vincula-se a tetrada com a métrica da seguinte

forma. Se desejarmos que ηAB seja a expressão da métrica na base de tetrada, então

teremos a seguinte restrição na escolha da tetrada

ηABe
A ⊗ eB = eAµe

µ
B eA ⊗ eB

= eAµe
µ

B eAαe
B
β dx

α ⊗ dxβ

= gνµe
ν

A e µ
B eAαe

B
β dx

α ⊗ dxβ

= gνµ(e ν
A eAα)(e µ

B eBβ) dxα ⊗ dxβ,

onde gνµ = g(∂ν , ∂µ). Da última linha acima, vemos que para ηAB ser a expressão de g na

base de tetrada, as componentes de eA e eA devem satisfazer a relação

eAµe
ν

A ≡ δνµ. (7.8)

Desta forma, teremos

g = ηAB eA ⊗ eB = gµν dx
µ ⊗ dxν , (7.9)

Como subimos e descemos os índices de coordenada (os índices gregos) com gµν , a de�nição

(7.8) é equivalente a eAµeAν = gµν . Considere agora a seguinte de�nição:

De�nição 7.3.1 Sejam L↑+ = {Λ : det[Λ] = 1, Λ
(0)

(0) ≥ 1} o grupo de Lorentz próprio e

uma tetrada {eA}, ambos de�nidos em um ponto q de uma variedade M . Chama-se de

transformação de Lorentz local, a rotação nas tetradas de�nida por e′A = ΛA
Be

B, onde

{e′A} é uma outra tetrada também de�nida em q.

Aplicando uma transformação de Lorentz local nas tetradas, ēA = ΛA
Be

B, a expressão

ηAB eA ⊗ eB permanece inalterada. Isto signi�ca que há uma arbitrariedade na escolha
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das tetradas, ou seja, quando formos resolver algum problema concreto, poderemos sem-

pre mudarmos a tetrada escolhida inicialmente por outra via uma transformação local de

Lorentz sem alterar a física do problema. Para entendermos esta arbitrariedade, basta

termos em mente que em um dado ponto do espaço-tempo haverá sempre um número in�-

nito de referenciais que podemos escolher para escrever as grandezas físicas e, por sua vez,

estes referenciais estão relacionados por uma transformação de Lorentz local. A visualiza-

ção deste fato torna-se trivial no plano Euclidiano. Neste caso, se e1 e e2 são dois vetores

de uma base de�nidos no ponto (x, y), podemos passar, via uma rotação pertencente ao

grupo SO(2) para outra {e′1, e′2} sem alterarmos a física do problema (a física não pode

depender da escolha das tetradas), veja a �gura 7.1. Neste momento torna-se fundamental

x

y

q
(x, y)

-

6

�
�
��

@
@
@I

e1(x, y)

e2(x, y)

e′1(x, y)

e′2(x, y)

Figura 7.1: As bases {e1, e2} e {e′1, e′2} estão

de�nidas no mesmo ponto do plano, (x, y), e se

relacionam um com a outra via uma rotação R ∈

SO(2), ou seja, e′i =
∑2
j=1 Rijej .

x

y

q
(x, y)

-

6

e1(x, y)

e2(x, y)

⇒

x

y

q
(r, θ)

�
��
θ

r
-

6

e1(r, θ)

e2(r, θ)

Figura 7.2: A base {e1, e2} está de�nida no

ponto (x, y) de R2. Fazemos uma transformação

de coordenadas sem que os vetores mudem, ape-

nas suas componentes mudam.

fazer a distinção entre dois tipos de transformações, rotação nas tetradas e transformação

de coordenadas. É fundamental termos em mente que rotações nas tetradas e transfor-

mações de coordenadas são duas coisas diferentes, embora as componentes dos vetores

da tetrada mudem diante de uma transformação de coordenada. Em resumo, mudança

na tetrada não altera o sistema de coordenadas, e mudanças no sistema de coordenada

não alteram o vetor (só as componentes). Para exempli�car esta diferença, considere as

�guras 7.1 e 7.2. Na �gura 7.1, �zemos uma rotação nas tetradas, porém o sistema de

coordenadas continua sendo o mesmo, coordenadas cartesianas. Já na �gura 7.2, �zemos

o contrário. Preservamos a base, mas trocamos o sistema de coordenadas (cartesiano pelo

polar). O mesmo acontecerá em uma variedade qualquer, rotações na tetrada não indu-

zirão mudanças de coordenadas e, conseqüentemente, não induzirão mudanças na base

coordenada. Em termos matemáticos, diante de e′A = ΛA
Be

B, teremos ∂′µ = ∂µ.
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7.4 Espinor de Dirac em espaços curvos com não-metricidade

e torção

O princípio da equivalência a�rma que, localmente, o espaço-tempo curvo não pode

ser distinguido do espaço-tempo de Minkowski. Um exemplo disto é a relatividade geral,

onde, localmente, não é possível fazer distinção entre um referencial em queda livre (com

gravitação) e um referencial em repouso sem gravitação. Seguindo este pensamento,

nada mais natural do que admitirmos que a equação de Dirac mantém sua forma usual4

em cada ponto do espaço curvo5. Esta ideia é fortalecida pelo fato de experimentos de

interferometria de nêutrons serem compatíveis com a equação de Dirac em referenciais

acelerados [87]. Em princípio, isto signi�ca que para cada ponto do espaço curvo, as

propriedades dos elementos que compõe a equação de Dirac se preservam. Com este

argumento, poderíamos, então, escrever a equação de Dirac na seguinte forma

iγµ(x)∇µψ(x)−mψ(x) = 0, (7.10)

onde6 os objetos γA, ∇A (derivada covariante) e ψ têm signi�cados similares aos da

equação usual de Dirac. Ao procedimento adotado acima, da-se o nome de acoplamento

mínimo. Na geometria riemanniana, este procedimento é bem de�nido. Entretanto,

em geometrias com torção e não-metricidade surge uma ambigüidade. Ao aplicarmos

o acoplamento mínimo na lagrangiana de Dirac, a equação que se obtém a partir do

princípio variacional não é a equação (7.10). Por esta razão, obteremos duas equações

que generalizarão a equação de Dirac. Uma delas será exatamente (7.10) e a outra virá

de um princípio variacional.

7.4.1 Espinor de Dirac

O espinor de Dirac em um espaço-tempo curvo com torção e não-metricidade será

de�nido de forma a apresentar as mesmas propriedades daquele em Minkowski, a sa-

ber: as componentes são invariantes frente transformação de coordenadas e mudam frente

transformações de Lorentz por uma matriz S que seja uma representação do grupo de

4A forma bem conhecida da mecânica quântica no espaço-tempo de Minkowski.
5Obviamente, isto só é válido numa abordagem onde a geometria é indiferente aos efeitos quânticos,

a chamada "Gravitação semiclássica".
6Estamos adotando a convenção c = ~ ≡ 1.
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Lorentz próprio em um espaço que chamaremos de espaço espinorial. Seguindo um linha

um pouco diferente da adotada na literatura, trabalharemos com um formalismo indepen-

dente da base espinorial, isto é, o espinor também será invariante frente a transformações

de Lorentz. Isto motiva as seguintes de�nições:

De�nição 7.4.1 Sejam p um ponto em uma variedade M de dimensão n, ξa : M → Cn

um conjunto de aplicações de�nidas em p, e S a representação do grupo de Lorentz próprio

L↑+ no espaço vetorial S gerado pelas funções ξa. Denominamos S de espaço espinorial,

onde ξa é uma base deste espaço. Além disto, dada duas bases de S, {ξ′a} e {ξa}, teremos

ξ′a = (S−1)caξc. (7.11)

De�nição 7.4.2 Sejam ξa uma base de S e ψa : M → Cn um conjunto de funções,

ambos de�nidos em p ∈ M . Chamamos de espinor a aplicação ψ̃ : M → C, de�nida por

ψ̃ ≡ ψaξa, onde, diante da mudança de base ξ′a = (S−1)caξc,

ψ′a = Sabψ
b. (7.12)

Da de�nição 7.4.2, está claro que ψ̃ é um objeto intrínseco, ou seja, não depende da base

na qual está escrito.

De�nição 7.4.3 Sejam p ∈ M e ξa : M → Cn uma aplicação linear de�nida em p. A

aplicação ξa é tal que

ξb(ξa) ≡ δba. (7.13)

Chamamos o espaço gerado por ξa de co-espinorial e o denotamos por S∗.

Uma conseqüência imediata da de�nição acima é que ξa se transforma como

ξ′d = Sdbξ
b. (7.14)

A demonstração de (7.14) pode ser encontrada no apêndice D.3.2.

A de�nição 7.4.3 nos leva naturalmente a seguinte de�nição:

De�nição 7.4.4 Sejam p ∈ M , ξa ∈ S∗ e ψa : M → Cn. A aplicação ψ̂ : M → C,

de�nida por ψ̂ = ψaξ
a, é denominada co-espinor.

Das de�nições 7.4.4 e 7.4.3, resulta ψ̂(ψ̃) = ψaξ
a(ψbξb) = ψaψ

bξa(ξb) = ψaψ
bδab = ψaψ

a.

A conexão entre os elementos de S e TM , onde TM é o plano tangente, é feita através

da seguinte de�nição:
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De�nição 7.4.5 Sejam p ∈ M , ξa ∈ Sp e eA ∈ TpM . A aplicação ζ : TpM → Sp é uma

aplicação linear e injetiva.

Como ζ é injetiva, ela leva dois elementos distintos de TpM em dois elementos distintos

de Sp, ou seja, se eA 6= e′A, então, ζ(eA) = ξa 6= ζ(e′A) = ξ′a. Se dois elementos e′A e

eB, pertencentes a TpM , estão relacionados por e′A = Λ B
A eB, onde Λ é a representação

do grupo L↑+ em TpM , então, ζ(e′A) = ξ′a = (S−1)baξb = (S−1)baζ(eB) → ζ(Λ B
A eB) =

(S−1)baζ(eB), onde S é a representação do grupo L↑+ no espaço dos espinores. O que

a expressão anterior diz é que, a rotação nas tetradas Λ induz uma mudança na base

espinorial dada por um certo S. A razão da de�nição 7.4.5 é exatamente a de criar este

vínculo, pois, estamos interessados em reproduzir os espinores de Dirac, que satisfazem

esta condição. O signi�cado de S, ψ e ξ ainda estão obscuros, porém será esclarecido mais

adiante.

Apenas recapitulando, temos que frente a uma transformação de Lorentz local Λ ∈

L↑+, as componentes de ψ̃ se transformam através de uma matriz S(Λ) ∈ L↑+, ou seja,

S(Λ) é uma representação do grupo de Lorentz próprio. Para cada Λ, deve existir um

S(Λ) satisfazendo as seguinte propriedades: dadas três transformações de Lorentz em

um dado ponto da variedade, Λ1, Λ2 e Λ3, devemos ter S(Λ1)S(Λ2) = S(Λ3) (Veja a

demonstração no apêndice D.3.3.). Além disso, a transformação identidade deve ser levada

na matriz identidade no espaço dos espinores. Todas essas propriedades são asseguradas

pela existência de ζ. Por sua vez, a existência de ζ é assegurada pelo fato da dimensão

de S não ser menor que a de TM .

Continuando com as de�nições, podemos generalizar a de�nição de espinor e co-espinor

para um objeto construído a partir do produto direto dos dois espaços da seguinte forma:

De�nição 7.4.6 Sejam ξa ∈ S, ξa ∈ S∗ e a aplicação χa1...al
b1...bm

: M → Cnl+m, onde

l e m são números inteiros positivos; al = bm = 0 . . . (n − 1), onde n é a dimensão da

variedade M . A aplicação χ̃ : S× S∗ → C é denominada espinor e é de�nida por

χ̃ = χa1...al
b1...bm

ξa1 ⊗ . . .⊗ ξal ⊗ ξb1 ⊗ . . .⊗ ξbm (7.15)

Esta de�nição generaliza o conceito de espinor de um índice para um espinor de índice

qualquer. Note que estamos cometendo um abuso de linguagem, pois estamos nos refe-

rindo a (7.15) por espinor, quando na verdade ele também contém elementos do espaço
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co-espinorial. Usando as de�nições 7.4.1, 7.4.3 e o resultado (7.14), é possível demonstrar

que as componentes de espinores de ordem mais alta se transformam como

χ′c1...cn d1...dm
= Sc1a1

. . . Scnanχ
a1...an

b1...bm

(
S−1

)b1
d1
. . .
(
S−1

)bm
dm
. (7.16)

Ainda podemos generalizar a de�nição acima para um objeto que tenha tanto um caráter

espinorial quanto tensorial. Fazemos isto considerando um produto tensorial entre as

bases de TPM , TPM∗, S e S∗.

De�nição 7.4.7 Sejam ∂µ ∈ TPM , dxµ ∈ TPM
∗, ξa ∈ S, ξa ∈ S∗ e a aplicação

(Υµ1...µr
ν1...νs

)a1...al
b1...bm

: M → Cn(l+m+r+s)
, onde l,m, r e s são números inteiros po-

sitivos; al = bm = µr = νs = 0 . . . (n − 1) (n é a dimensão de M). A aplicação

Υ̃ : TPM × TPM∗ × S× S∗ → C é de�nida por

Υ̃ = (Υµ1...µr
ν1...νs

)a1...al
b1...bm

∂µ1 ⊗ . . .⊗ ∂µr ⊗ dxν1 ⊗ . . .⊗ dxνs

⊗ξa1 ⊗ . . .⊗ ξal ⊗ ξb1 ⊗ . . .⊗ ξbm . (7.17)

O objeto de�nido acima é visivelmente intrínseco, ou seja, invariante tanto por transfor-

mações de coordenadas quanto por rotação nas tetradas.

7.4.2 Conexão espinorial

O que �zemos até agora deixa claro que, para um dado ponto p da variedadeM , temos

uma estrutura espinorial de�nida, ou seja, além de TpM e TpM∗, temos também Sp e S∗p.

Mas se sairmos de um ponto p ∈M para q ∈M através de uma curva, como os elementos

de Sp e S∗p variam? Do capítulo 2, já sabemos como os elementos de TpM e TpM∗ variam.

Para sabermos como os elementos de Sp e S∗p variam, seguiremos um procedimento similar

ao adotado no capítulo 2. Considere a seguinte de�nição:

De�nição 7.4.8 Sejam dois espinores χ̃ e ψ̃ , duas funções f e g ∈ C∞, e dois vetores

V, U ∈ TpM . Chamamos de conexão espinorial a aplicação ∇ : TM × S → S cujas

propriedades são:

∇fV+gU ψ̃ = f∇V ψ̃ + g∇U ψ̃,

∇V (ψ̃ + χ̃) = ∇V ψ̃ +∇V χ̃,

∇V (fψ̃) = V [f ]ψ̃ + f∇V ψ̃.
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A expansão desta conexão na base espinorial será indicada7 por

∇
eA
ξa ≡ ΓbAaξb. (7.18)

A de�nição (7.18) implica

∇
eA
ξa = −ΓaAbξ

b. (7.19)

A demonstração de (7.19) é muito simples e pode ser encontrada no apêndice D.3.4.

Estamos, agora, em posição de de�nir a derivada covariante do objeto de�nido em

7.4.7. De�niremos a ação de ∇ na base ∂µ1 ⊗ . . . ⊗ ∂µr ⊗ dxν1 ⊗ . . . ⊗ dxνs ⊗ ξa1 ⊗ . . . ⊗

ξal ⊗ ξb1 ⊗ . . .⊗ ξbm como um tipo de regra de Leibniz.

De�nição 7.4.9 Sejam V ∈ TM e Υ̂ : TM × . . .× TM × TM∗× . . .× TM∗× S× . . .×

S× S∗ × . . .× S∗ → C. A derivada covariante de Υ̂ tem a forma

∇
V

Υ̂ = V
[
(Υµ1...µr

ν1...νs
)a1...al

b1...bm

] (
∂µ1 ⊗ . . .⊗ ∂µr ⊗

dxν1 ⊗ . . .⊗ dxνs ⊗ ξa1 ⊗ . . .⊗ ξal ⊗ ξb1 ⊗ . . .⊗ ξbm
)

+(Υµ1...µr
ν1...νs

)a1...al
b1...bm∇

V

(
∂µ1 ⊗ . . .⊗ ∂µr ⊗ dxν1

⊗ . . .⊗ dxνs ⊗ ξa1 ⊗ . . .⊗ ξal ⊗ ξb1 ⊗ . . .⊗ ξbm
)
,

onde∇V(∂µ1 ⊗ . . . ⊗ ∂µr ⊗ dxν1 ⊗ . . . ⊗ dxνs ⊗ ξa1 ⊗ . . . ⊗ ξal ⊗ ξb1 ⊗ . . . ⊗ ξbm) segue a

regra de Leibniz. Além disto, a conexão ∇ é dita ser a conexão total e satisfaz todas as

propriedades de uma conexão a�m8.

7.4.3 Leis de transformação da conexão espinorial

Vejamos como a conexão espinorial se transforma frente uma rotação nas tetradas.

Sabemos que, frente a transformação e′A = ΛA
Be

B, ξa se transforma como ξ′a = Sabξ
b, já

ξa se transforma como ξ′a = ξb(S
−1)ba e ∂

′
µ = ∂µ. Por sua vez, as componentes da conexão

são dadas por

Γ′aµb = ξ′a
(
∇
µ
ξ′b

)
= Sacξ

c

(
∇
µ
ξd(S

−1)db

)
7Alguns autores de�nem com o sinal negativo [154]. A diferença na de�nição implicará em um diferença

de sinal nas conexões, no caso, uma será igual a menos a outra.
8Veja a de�nição 7.4.8.
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= Sacξ
c
(

(S−1)db,µξd + (S−1)dbΓ
e
µdξe

)
= Sac(S

−1)cb,µ + Sac(S
−1)dbΓ

c
µd

= Sac(S
−1)cb,µ + SacΓ

c
µd(S

−1)db.

Em termos matriciais, teremos

Γ′µ = SΓµS
−1 − S ,µS

−1, (7.20)

onde usamos o fato de SS−1
,µ = −S,µS−1.

Se agora realizarmos uma transformação de coordenadas, teremos ∂′µ = ∂xν

∂x′µ
∂ν . Por-

tanto,

Γ′aµb = ξa
(
∇
µ′
ξb

)
=
∂xν

∂x′µ
ξa
(
∇
ν
ξb

)
=
∂xν

∂x′µ
Γaνb. (7.21)

Perceba que a conexão espinorial se transforma como um vetor frente a transformações

de coordenadas. De fato, qualquer conexão a�m se transforma como um vetor no índice

de derivada. Este fato motiva a seguinte de�nição:

De�nição 7.4.10 Chamaremos de conexão espinorial 1-forma, a conexão de�nida por

Γab ≡ Γaµbdx
µ, onde Γaµb = ξa(∇µξb).

Essa terminologia, �conexão 1-forma�, não se restringe a conexão espinorial.

7.4.4 Conexão na base de tetrada

Neste momento, é importante destacar uma sutileza sobre a conexão a�m em M .

Como a conexão não é um tensor, as componentes da conexão na base de tetradas não

são simplesmente eAλe
µ

B e ν
C Γλµν . Vejamos como �ca estas componentes. Partindo da

de�nição de conexão, teremos

∇
eA
eB =

(
∇
eA
e µ
B ∂µ

)
= e µ

B ,A∂µ + e µ
B ∇

eA
∂µ =

= e µ
B ,A∂µ + e µ

B ΓλAµ∂λ

=
(
e λ
B ,A + e µ

B ΓλAµ
)
∂λ

= e λ
B ;A∂λ (7.22)

onde �zemos a de�nição e λ
B ;A ≡< dxλ,∇eAe

µ
B ∂µ >. Na verdade, adotaremos a conven-

ção de que o ponto-e-vírgula representa a componente da derivada que atua apenas na base



CAPÍTULO 7. EQUAÇÃO DE DIRAC 96

coordenada, {∂µ}. Outra de�nição que também faremos e que é muito usado na litera-

tura, é denotar a componente da conexão na base de tetradas por ωCAB ≡< eC ,∇eAeB >.

Portanto, ωCAB = eC λ < dxλ,∇eAeB > que, com o uso de (7.22), tem a forma

ωCAB = eC λe
λ

B ;A. (7.23)

Um fato9 interessante sobre as tetradas consiste no resultado de que, de�nindo o objeto

intrínseco e ≡ e µ
A eA ⊗ ∂µ, teremos

∇
eB
e =

(
e µ
A ,Be

A ⊗ ∂µ + e µ
A

[
−ωABCeC ⊗ ∂µ + eA ⊗ ΓλBµ∂λ

])
=
(
e λ
C ,B + ΓλBνe

ν
C − ωABCe λ

A

)
eC ⊗ ∂λ

=
(
e λ
C ;B − ωABCe λ

A

)
eC ⊗ ∂λ

= 0, (7.24)

onde usamos (7.23) da penúltima para a última linha. Vejamos qual é a cara das compo-

nentes da derivada covariante do vetor V na base de tetrada {eA}.(
∇
eA
V BeB

)
= V B

,AeB + ωCABV
BeC

=
(
V C

,A + ωCABV
B
)
eC

≡ V C
|AeC .

Estamos adotando a seguinte notação. O ponto-e-vírgula � ;� indica a componente da deri-

vada covariante apenas com relação a ∂µ, enquanto que a barra �|� indica a componente da

derivada covariante com relação a todos os tipos de base. No formalismo de componentes,

isto seria equivalente a dizer que o ponto-e-vírgula atua apenas nos índices coordenados,

enquanto que a barra atua em todos os índices.

7.4.5 Matrizes de Dirac em espaços curvos

Na mecânica quântica relativística formulada no espaço tempo de Minkowski e em

coordenadas cartesianas, é fundamental que as matrizes de Dirac, que a partir de agora

serão denotadas por γA, satisfaçam (7.5). Por esta razão, admitiremos que existe um

conjunto de matrizes γµ(x) s que satisfazem a condição

9Embora alguns autores erroneamente apresentem (7.24) como uma condição extra [155], (7.24) é

apenas uma identidade, como destacado em [7], página 27.
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γµ(x)γν(x) + γν(x)γµ(x) = 2gµνI, (7.25)

onde de agora em diante omitiremos a identidade I que aparece no lado direito de (7.25).

Sabemos que as matrizes de Dirac γA também satisfazem uma relação similar, no caso,

γAγB + γBγA = 2nAB. (7.26)

Das equações (7.26) e (7.25), vemos que uma maneira muito natural de de�nirmos as

matrizes de Dirac em espaços curvos é

γµ ≡ e µ
A γA, (7.27)

pois, esta de�nição satisfaz tanto (7.25) quanto (7.26), além de estarmos interessados

em uma de�nição para γµ(x) que assegure a invariância de certos termos por mudanças

de base. Exemplo: γµ∂µ = γA∂A −→ γµ∂µ = γAe ν
A ∂ν , o que implica naturalmente

na de�nição (7.27). De maneira geral, podemos expressar esta idéia da seguinte forma:

estamos interessados em construir invariantes a partir da contração do índice µ de γµ com

a componente de tensores, Fµ por exemplo. Como a componente do tensor Fµ na base

e µ
A é FA, um termo do tipo γµFµ só será invariante por transformação de coordenadas

se γA = eAµγ
µ for γµ nesta base.

Como as matrizes de Dirac γA são invariantes frentes a transformações de coordenadas,

elas são constantes, então, é fácil ver que frente a transformações de coordenadas, os γµs se

transformam como vetores. Siga o raciocínio: como eA não muda, então e′ µ
A ∂′µ = e µ

A ∂µ.

Isto leva a e′ µ
A

∂xν

∂x′µ
∂ν = e µ

A ∂µ ou, equivalentemente, e′ µ
A

∂xν

∂x′µ
= e ν

A −→ e′ µ
A = ∂x′µ

∂xν
e ν
A .

De (7.27), vemos que é inevitável concluir que os γµs se transformam como vetores frente

a transformações de coordenada, ou seja,

γ′µ =
∂x′µ

∂xν
γν . (7.28)

O leitor interessado em uma abordagem vetorial das matrizes γµs pode consultar [156]

e referências dentro deste, em especial as de Hestenes.
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7.4.6 Geradores da Álgebra de Cli�ord

A álgebra de Cli�ord para uma variedade quadridimensional tem cinco geradores, a

saber, {I, γA, i
2
[γA, γB],− 1

3!
εABCD γBγCγD,− i

4!
εABCDγ

AγBγCγD}; os dois últimos tam-

bém são frequentemente indicados por γ(5)γA e γ(5) = iγ(0)γ(1)γ(2)γ(3), respectivamente.

A generalização para um espaço de dimensão par n é trivial. Neste caso, teremos10

Γdm ≡ {I, γA, γA1γA2 (A1 < A2), . . . ,

γA1 . . . γAk (A1 < . . . < Ak), . . . ,

γ(0) . . . γ(n−1)}, (7.29)

onde os índices Ai vão de 0 até n − 1, m indica os elementos separados por vírgulas

e d os diferentes elementos entre cada vírgula; Γ1
2 = γ(0), Γ1

3 = γ(0)γ(1) por exemplo.

Por conveniência, iremos adotar mais adiante i
2
[γA, γB] para representar Γd3. Além disto,

estamos omitindo alguns fatores i nos coe�cientes dos elementos em (7.29). Todavia, para

o que queremos este fator não é relevante uma vez que isto só mudará o sinal de ΓdmΓdm.

Nosso interesse é basicamente o de sermos capazes de expandir certas matrizes em termos

dos Γdm.

Pode-se demonstrar que as matrizes Γdm satisfazem as seguintes propriedades:

1. ΓdmΓdm = ±I.

2. Para m 6= 1, o traço dos geradores é nulo, isto é, Tr[Γdm] = 0 (veja a demonstração

no apêndice D.3.6).

3. A álgebra desses geradores é fechada, ou seja, Γpl Γ
d
m = αΓsr, onde α é um múltiplo

de ±i ou de ±1.

4. Os geradores Γsr são linearmente independentes.

Para sabermos quantos elementos linearmente independentes temos em (7.29), basta con-

tarmos a quantidade de elementos em Γsr. Embora não pareça, fazer isto é fácil. Está

claro em (7.29) que só há um elemento em Γs1, n em Γs2. De maneira geral, estamos

distribuindo n números em k índices, sem distinguir a ordem11 dos índices, logo o termo

10Para maiores detalhes, veja [39], seção 12.6.1; as notas de aula [157] ou [158].
11Isto porque, como os elementos com os mesmos índices são linearmente dependentes, γ0γ1γ3 e γ0γ3γ1

por exemplo, impomos, para evitar redundância, a ordem A1 < A2 . . . .
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Γdk+1 tem n!
k!(n−k)!

elementos independentes (d = 1, . . . n!
k!(n−k)!

). Portanto, o número total

de Γdm é
∑n

k=0
n!

k!(n−k)!
= 2n. Deste fato segue que qualquer matriz A ∈ C2n/2×2n/2 pode

ser expandida em termos dos Γdm. Perceba que para n ≥ 4, vale a desigualdade 2n ≥ n2.

Isto tem um signi�cado muito forte, pois quando formos trabalhar com os espinores em

um espaço-tempo de dimensão maior ou igual a quatro, poderemos expandir qualquer

matriz n × n nessa base sem preocupação. A demonstração de que Γdm são linearmente

independentes encontra-se no apêndice D.3.7. Abaixo segue um produto entre as matrizes

Γr2 e Γr3 que será de muita importância mais adiante.

[γAγB, γC ] = 2(δBDδ
A
F − δADδBF )ηDCγF . (7.30)

Para maiores detalhes sobre a álgebra de Cli�ord, o leitor é direcionado a [157, 156,

159, 158].

7.4.7 Condição de covariância sobre os γµs

Por razões óbvias, as condições de covariância que serão impostas aos γµs serão váli-

das para qualquer teoria que envolva estas matrizes, ou seja, serão válidas para as duas

abordagens que faremos ao �nal deste capítulo. Em termos práticos, seja para garantir a

invariância de (7.10) ou da lagrangiana de Dirac, só falta garantir a invariância do termo

[(γµ)ab(∇µψ)b]ξa.

Como a conexão foi de�nida de forma intrínseca, sua componente (∇V ψ̃)b se trans-

forma como

(∇V ψ̃)′b = Sbc(∇V ψ̃)c. (7.31)

Além disto, sabemos como ξa se transforma (veja a de�nição 7.4.1) e que, frente a transfor-

mações de coordenadas, γ′µ = ∂x′µ

∂xν
γν . Usando estas transformações, �ca fácil determinar

como γµ deve se transformar. Primeiramente, já está claro que frente a transformações

de coordenadas, o termo [(γµ)ab(∇µψ)b]ξa é covariante. Basta, então, veri�carmos as con-

dições de invariância frente a rotação nas tetradas. Neste caso, diante de e′A = ΛA
Be

B

queremos que12 [(γ′µ)ab(∇µψ)′b]ξ′a = [(γµ)ab(∇µψ)b]ξa. Impondo esta condição, teremos

12Perceba que frente uma rotação nas tetradas, a base coordenada não muda, ou seja, ∂′µ = ∂µ (veja

os comentários ao �nal da seção 7.3)
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[
(γ′µ)

a
b (∇

µ
ψ)′b

]
ξ′a =

[
(γ′µ)abS

b
c(∇
µ
ψ)c
]

(S−1)daξd

=

[
(S−1)da(γ

′µ)abS
b
c(∇
µ
ψ)c
]
ξd.

Portanto, descobrimos que frente rotação nas tetradas, as matrizes γ′µ devem satisfazer

(γµ)ab = (S−1)da(γ
′µ)abS

b
c. (7.32)

Em termos matriciais,

γµ = S−1γ′µS. (7.33)

Invertendo, teremos

γ′µ = SγµS−1. (7.34)

Temos que γµ = e µ
A γA e γ′µ = e′ µB γB. Substituindo estes elementos na expressão acima,

teremos

e′ µB γB = Se µ
B γ

BS−1. (7.35)

Sabemos que e′B = Λ C
B eC → e′ µB = Λ C

B e µ
C . Como ΛA

BΛ C
A = δBC (isto advém de

e′Ae
′A = eAe

A), teremos e µ
D = ΛB

De
′ µ
B . Substituindo na expressão acima,

e′ µB γB = ΛC
Be
′ µ
C SγBS−1. (7.36)

Contraindo com e′Dµ, obtemos

γD = ΛD
BSγ

BS−1. (7.37)

Multiplicando a expressão acima por S−1 pela esquerda e S pela direita, chegamos a

S−1γDS = ΛD
Bγ

B. (7.38)

Contraindo esta expressão com e µ
D segue também que

S−1e µ
D γDS = e µ

D ΛD
νγ

ν ⇒ S−1γµS = Λµ
νγ

ν .

As transformações (7.28) e (7.34) motivam a seguinte de�nição:
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De�nição 7.4.11 Sejam as bases {∂µ} ∈ TM , {ξa} ∈ S, {ξa} ∈ S∗ e as funções (γµ)ab :

M → Cn3
. A aplicação γ̃ : TM × S× S∗ → C é de�nida por

γ̃ ≡ (γν)ab ∂ν ⊗ ξa ⊗ ξ
b. (7.39)

Das de�nições 7.4.11, 7.4.9 e 7.4.8, teremos

∇
eA
γ̃ =∇

eA

[
(γµ)ab ∂µ ⊗ ξa ⊗ ξb

]
= (γµ)ab ,A ∂µ ⊗ ξa ⊗ ξb

+ (γµ)ab ∇
eA

(
∂µ ⊗ ξa ⊗ ξb

)
= (γµ)ab ,A ∂µ ⊗ ξa ⊗ ξb

+(γµ)ab

[(
∇
eA
∂µ

)
⊗ ξa ⊗ ξb + ∂µ ⊗

(
∇
eA
ξa

)
⊗ ξb

+∂µ ⊗ ξa ⊗∇
eA
ξb
]
.

Em termos da base coordenada, a conexão a�m da variedadeM (espaço-tempo) é expressa

na forma Γλµν =< dxλ,∇∂µ∂ν >. Assim, teremos

∇
eA
γ̃ =

[(
γλ
)a
b ,A

+ (γµ)ab ΓλAµ +
(
γλ
)c
b
ΓaAc −

(
γλ
)a
c
ΓcAb

]
∂λ ⊗ ξa ⊗ ξb. (7.40)

Em termos das componentes, teremos

(
γλ
)a
b |A =

(
γλ
)a
b ,A

+ (γµ)ab ΓλAµ +
(
γλ
)c
b
ΓaAc −

(
γλ
)a
c
ΓcAb (7.41)

que, matricialmente, toma a forma

γλ|A = γλ,A + γµ ΓλAµ +ΓAγ
λ − γλΓA. (7.42)

7.4.8 Conexão espinorial em um espaço com torção e não-metricidade

As condições que foram impostas até agora à conexão espinorial não são su�cientes

para de�ni-la. Nesta seção, porém, daremos as condições �nais para determiná-la uni-

vocamente. Infelizmente, precisaremos fazer algumas considerações para alcançar esse

objetivo.

Para um espaço de dimensão n, com torção e cuja conexão não é compatível com a

métrica, teremos

∇V g(W,U) = N(W,U, V ), (7.43)
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onde N é o tensor de não-metricidade. Podemos reescrever (7.25) na forma

[(γµ)ac(γ
ν)cb + (γν)ac(γ

µ)cb] ∂µ ⊗ ∂ν ⊗ ξa ⊗ ξb

= 2gµνδab∂µ ⊗ ∂ν ⊗ ξa ⊗ ξb ⇒

χ̃ = 2g̃, (7.44)

onde g̃ ≡ gµνδab∂µ ⊗ ∂ν ⊗ ξa ⊗ ξb e χ̃ ≡ [(γµ)ac(γ
ν)cb + (γν)ac(γ

µ)cb] ∂µ ⊗ ∂ν ⊗ ξa ⊗ ξb. A

derivada de χ̃ pode ser expressa como (veja a demonstração no apêndice D.3.10)

∇
λ
χ̃ =

[
(γµ)ac|λ(γ

ν)cb + (γµ)ac(γ
ν)cb|λ

+(γν)ac|λ(γ
µ)cb + (γν)ac(γ

µ)cb|λ

]
η b
µνa , (7.45)

onde estamos usando a notação η b
µνa ≡ ∂µ ⊗ ∂ν ⊗ ξa ⊗ ξb, e (γµ)ac|λ são as componentes

da derivada covariante de γ̃ na base coordenada.

Derivando (7.44) e usando (7.45) (veja D.3.10), chegamos a

{γµ|λ, γ
ν}+ {γµ, γν|λ} = 2gµν |λ. (7.46)

Seguindo os cálculos em D.3.11, a expressão (7.46) pode ser escrita em termos da não-

metricidade na seguinte forma

{γµ|λ, γ
ν}+ {γµ, γν|λ} = −2Nµν

λ. (7.47)

Com o intuito de obtermos uma expressão para γµ|λ, poderíamos pensar em expandir γµ|λ

em termos dos geradores da álgebra de Cli�ord e então obtermos uma expressão geral

que satisfaça (7.47). Entretanto, pode-se veri�car que esta expansão seria tão geral que

teria muitos termos arbitrários. Tomando, por exemplo, γµ|λ = [Vλ, γ
µ] − 1

2
Nµ

νλγ
ν , onde

Vλ é uma matriz n × n qualquer, veríamos que (7.47) é satisfeita. Por simplicidade13,

escolheremos γµν|λ = −1
2
Nµ

νλγ
ν , que é uma condição su�ciente, porém não necessária,

para que a expressão (7.47) seja válida. Vamos fazer esta escolha e seguir em busca de

uma fórmula que determine a conexão espinorial de forma unívoca, ou seja, a forma geral

de Γλ para a escolha γµν|λ = −1
2
Nµ

νλγ
ν . Vale apena enfatizar que a equação (7.47) não

�xa a conexão espinorial, porém a escolha γµν|λ = −1
2
Nµ

νλγ
ν �xa. De (7.42), vemos que

esta escolha implica

13Relembrando os comentários ao �nal da seção 7.2, vemos que o princípio do acoplamento mínimo na

geometria riemanniana leva a troca de ∂αγµ = 0 por ∇αγµ = 0.
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γλ,α + γµΓλαµ + Γαγ
λ − γλΓα = −1

2
Nλ

Bαγ
B. (7.48)

Temos que γλ,α + γµΓλαµ = e λ
A ,αγ

A + Γλαµe
µ

A γA = e λ
A ;αγ

A, onde e λ
A ;α ≡ e λ

A ,α +

Γλαµe
µ

A . Podemos, então, reescrever (7.48) na seguinte forma:

e λ
A ;αγ

A + [Γα, γ
λ] = −1

2
Nλ

Bαγ
B ⇒

⇒ [Γα, γ
λ] = −1

2

(
Nλ

Aα + 2e λ
A ;α

)
γA (7.49)

Como as matrizes Γ0, Γ1, . . . , Γn−1 são matrizes n×n e em um espaço-tempo de dimensão

n há 2n geradores da álgebra de Cli�ord linearmente independentes, podemos expandir

os Γµs em termos destes geradores no caso n ≥ 4 (para n ≥ 4, 2n ≥ n2 ). Na verdade, a

única dimensão na qual esta expansão não seria admissível seria n = 3, pois 23 = 8 < 9.

Para resolvermos a equação (7.49) de forma geral, basta usarmos o lema de Schur (veja o

apêndice D.3.8). Neste caso, tonar-se conveniente escrevermos

Γα = Bα + bαAB[γA, γB], (7.50)

onde Bα é tão geral quanto queiramos, e bαAB deve ser tal que o termo do lado direito de

(7.49) seja cancelado. O comutador [γA, γB] com A e B arbitrários representa o gerador

γAγB, que escrito dessa forma requer a restrição A < B. Abaixo segue o cálculo para

determinar bαAB. Para que bαAB cancele o termo do lado direito de (7.49), precisamos

que

bαAB[γAγB − γBγA, γλ] = −1

2

(
Nλ

Aα + 2e λ
A ;α

)
γA (7.51)

Contraindo com eC λ, a expressão acima �ca

bαAB
(
[γAγB, γC ]− [γBγA, γC ]

)
= −1

2

(
NC

Aα + 2eC λe
λ

A ;α

)
γA (7.52)

Fazendo uso de 7.30, podemos obter bαAB da seguinte forma.

bαAB
(
[γAγB, γC ]− [γBγA, γC ]

)
= 2bαAB[γAγB, γC ]

= 4bαAB
(
δBDδ

A
F − δADδBF

)
ηDCγF

= 4(bαFD − bαDF )ηDCγF

= 8bαFDη
DCγF

= 8b C
αF γF ,
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onde �zemos uso da anti-simetria dos índices A e B de bαAB da terceira para a quarta

linha. Comparando a igualdade acima com (7.52), segue

bαAC = − 1

16

(
NCAα + 2eCλe

λ
A ;α

)
(7.53)

Pode não parecer, mas o termo do lado direito na expressão acima é anti-simétrico. A

demonstração desse resultado encontra-se no apêndice D.3.12. Portanto, com bαAC dado

dessa forma, a equação (7.49) �ca

[Bα, γλ] = 0. (7.54)

Do lema de Schur, concluímos que Bα = AαI. Assim, (7.50) �ca

Γα = AαI−
1

16

(
NBAα + 2eBλe

λ
A ;α

)
[γA, γB]

= AαI−
1

8
eBλe

λ
A ;α[γA, γB]

= AαI +
1

8
eAλe

λ
B ;α[γA, γB]

= AαI +
1

8
ωAαB[γA, γB]

= AαI−
i

4
ωAαBσ

AB (7.55)

onde σAB ≡ i
2
[γA, γB], e ωAαB é a conexão a�m do espaço-tempo na base de tetradas, ou

seja, ωAαB = ηAC < eC ,∇αeB > (veja a sub-seção 7.4.4) . O termo Aα é geralmente asso-

ciado com o 4-potencial vetor do campo eletromagnético e, portanto, sua parte imaginária

pode ser omitida sempre que o problema tratado não contiver campos eletromagnéticos.

Na verdade, este termo é problemático, pois ele não distingue as diferentes cargas [159]

e, portanto, não permite uma descrição correta do electromagnetismo. Aqui, vale lem-

brar que ";" indica a parte da componente da derivada covariante que contém apenas

a derivada usual e a conexão a�m Γλαν , ou seja, e λ
A ;α = e λ

A ,α + Γλανe
ν

A ,α. No caso, a

componente da derivada covariante como um todo é representada pela barra "|".

7.4.9 Conexão espinorial dada em termos da contorção e do ten-

sor de não metricidade

Para escrever (7.55) em termos do tensor de contorção e de não-metricidade, basta lem-

brar que eBν;α = eBν,α−Γλ ανeBλ, onde a conexão a�m Γλ αν =
c

Γ
λ
αν +

n

Γ
λ
αν +Kλ

αν , sendo
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c

Γ
λ
αν o símbolo de Christo�el,

n

Γ
λ
αν a parte da conexão associada com a não-metricidade

e Kλ
αν a contorção. Assim, (7.55) pode ser reescrita como

Γα = AαI +
1

8

(
e λ
B ,α+

c

Γ
λ
αµ e

µ
B +

n

Γ
λ
αµ e

µ
B +Kλ

αµe
µ

B

)
[γλ, γ

B] (7.56)

O termo
n

Γ
λ
αµ [γλ, γ

µ] em (7.56) quando contraindo com γα pela esquerda é equivalente a

(veja a sub-seção D.3.13 do apêndice)

n

Γ
λ
αν γ

α[γλ, γ
ν ] = −2 (Nα

αν −N α
ν α) γν . (7.57)

Assim, é conveniente escrevermos

γαΓα = Aαγ
α +

1

8

(
e λ
B ,α+

c

Γ
λ
αµ e

µ
B

)
γα[γλ, γ

B]

+
1

8
Kλαµγ

α[γλ, γµ]− 1

4
(Nα

αν −N α
ν α) γν . (7.58)

Para o caso particular da geometria de Weyl, Nµνα = σαgµν , teremos

γαΓα = Aαγ
α +

1

8

(
e λ
B ,α+

c

Γ
λ
αµ e

µ
B

)
γα[γλ, γ

B]

+
1

8
Kλαµγ

α[γλ, γµ]− 1

4
(n− 1)σνγ

ν . (7.59)

A conexão espinorial expressa desta forma será importante para o que faremos nas seções

7.5, 7.6 e 7.7.

7.4.10 Obtendo a matriz S

Sabemos que uma rotação nas tetradas dada por Λ ∈ L↑+ leva a uma transformação nos

espinores S ∈ L↑+. Para obtermos a forma explícita de S, usamos o fato de que as trans-

formações �nitas de L↑+ podem ser obtidas por iteração de transformações in�nitesimais,

sub-seção D.3.3. Desta forma, começamos com a seguinte transformação in�nitesimal.

ΛA
B = δAB + εAB, (7.60)

(Λ−1)AB = δAB − εAB. (7.61)

Como e′Ae
′A = eAe

A, temos ΛA
BΛAC = ηBC . Este resultado junto com (7.60) leva a

εAB = −εBA. Associado as transformações (7.60) e (7.61), teremos

S = I− iεABεAB, (7.62)

S−1 = I + iεABε
AB, (7.63)
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onde εAB é obviamente uma matriz, isto é, (εAB)ab. Perceba que (7.62) e (7.63) são

expressões bem gerais para as transformações in�nitesimais e que, devido a anti-simetria

de εAB, εAB é tomado como anti-simétrico. Substituindo (7.62), (7.63) e (7.60) em (7.38),

segue (
I + iεABε

AB
)
γD
(
I− iεABεAB

)
=
(
δDA + εDA

)
γA ⇒

γD��− iγ
DεABε

AB + iεABγ
DεAB = γD��+ εDAγ

A ⇒

iεAB[εAB, γ
D] = εDAγ

A, (7.64)

onde estamos desprezando os termos não lineares em εAB. Sem perda de generalidade,

podemos escrever εABεAB na forma

εABεAB = B + aAB[γA, γB], (7.65)

onde B é uma matriz n × n. Podemos escolher aAB de tal forma que ele cancele o lado

direito de (7.64), como feito anteriormente. Neste caso, segue

iaAB[γAγB, γD] = εDAγ
A.

Usando (7.30),

2iaAB
(
δBEδ

A
F − δAEδBF

)
ηEDγF = εDAγ

A ⇒

4iaFEη
ED = εDF ⇒

4iaFD = εDF ⇒

aFD = − i
4
εDF ⇒

aFD =
i

4
εFD,

onde usamos a anti-simetria de aAB da primeira para a segunda linha, e a anti-simetria

de εFD na última linha. Usando o lema de Schur mais uma vez, vemos que εABεAB �cará

εABεAB = aI +
i

8
εAB[γA, γB].

Sem perda de generalidade, podemos de�nir a ≡ εABλAB, onde λAB = −λBA. Assim,

teremos

εABεAB = εABλABI +
i

8
εAB[γA, γB]⇒

εAB = λABI +
i

8
[γA, γB]. (7.66)
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Substituindo (7.66) em (7.62),

S = I− i
(
λABI +

i

8
[γA, γB]

)
εAB (7.67)

A matriz S deve ser tal que S(Λ1)S(Λ2) = S(Λ3). Assim, para obtermos uma transfor-

mação �nita, basta aplicarmos as transformações in�nitesimais in�nitas vezes. Supõe-se

que εAB = ε̄AB/N , onde ε̄AB é �nito, e então toma-se o limite

S = lim
N→∞

[
I− i

(
λABI +

i

8
[γA, γB]

)
ε̄AB

N

]N
= e−i(λABI+ i

8
[γA,γB ])ε̄AB

= e−iλAB ε̄
ABI e−

i
4
σAB ε̄

AB

(7.68)

fazendo o mesmo para a inversa,

S−1 = eiλAB ε̄
ABI e

i
4
σAB ε̄

AB

, (7.69)

onde usamos o fato da identidade comutar14 com σAB ≡ i
2
[γA, γB]. É interessante destacar

que na literatura, por alguma razão, o termo λAB é simplesmente tomado como nulo. Não

faremos essa hipótese aqui. De fato, mais adiante exigiremos que ele seja um número real.

As exponenciais em (7.68) e (7.69) são simbólicas, a�nal, o que seria 2, 718281828

elevado a uma matriz? O que estas exponenciais representam é uma expansão igual

àquela da exponencial, ou seja, se A é uma matriz, então

eA ≡
∞∑
n=0

An

n!
. (7.70)

De forma explícita, as expressões (7.68) e (7.69), �cam

S =
∞∑
l=0

(
−iλAB ε̄AB

)l
l!

∞∑
m=0

(
− i

4
σAB ε̄

AB
)m

m!
, (7.71)

S−1 =
∞∑
l=0

(
iλAB ε̄

AB
)l

l!

∞∑
m=0

(
i
4
σAB ε̄

AB
)m

m!
. (7.72)

Aplicando �†� na expressão (7.71) e usando o fato de (A+B)† = A† +B†, teremos

S† =
∞∑
l=0

(
iλAB ε̄

AB
)l

l!

∞∑
m=0

(
i
4
σ†AB ε̄

AB
)m

m!
, (7.73)

onde admitimos que λAB ∈ R. Usando a propriedade γ(0)γ†Aγ
(0) = γA, segue que (veja a

demonstração em D.3.14)

γ(0)σ†ABγ
(0) = σAB. (7.74)

14Se A comuta com B, então eA+B = eAeB (veja, por exemplo Ref. [160], p. 21).
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Multiplicando a expressão (7.73) por γ(0) pela esquerda e pela direta, usando (7.74) e

comparando com (7.72), chegamos a seguinte propriedade15

γ(0)S†γ(0) = S−1.

A notação matricial adotada até agora não apresentou qualquer di�culdade, mas para

podermos representar as componentes de ψ̃ e ψ̂ em uma forma consistente com o que

faremos mais adiante, é necessário entendermos os signi�cados de ψa e ψa.

7.4.11 Signi�cados de ψa e ψa

Para podermos adotar as abordagens mencionadas anteriormente, acoplamento mí-

nimo na lagrangiana de Dirac e na equação, é conveniente fazermos um paralelo entre

o que conhecemos sobre os espinores de Dirac em uma geometria de Minkowski com o

que estamos fazendo aqui. O primeiro passo é, sem duvida alguma, identi�car ψa com o

espinor de Dirac, pois ambos se transformam como ψ′a = Sabψ
b. Todavia a identi�cação

de ψa não é com o complexo conjugado transposto de ψ, pois este se transforma como

ψ′† = ψ†S†, enquanto que ψ′a = (Sab)
−1ψa. Esta última equivalência só seria verdadeira

para rotações espaciais, onde S† = S−1. A equivalência geral, válida tanto para rota-

ções espaciais quanto para transformações puras de Lorentz, é feita associando ψa com

ψ = ψ†γ(0), pois ambos tem a mesma lei de transformação. Estas relações motivam a

seguinte convenção matricial:

Os ψa são as componentes de ψ̃ na base ξa e, em termos matriciais, o representa-

mos por ψ =


ψ0

...

ψn

 . Já os ψa são as componentes de ψ̂ na base ξa e, em termos

matriciais, o representamos por ψ =
(
ψ∗0, · · · , ψ∗n

)
γ(0). As bases têm represen-

tações análogas, ou seja, ξa é representado por ξ =


ξ0

...

ξn

, e ξa é representado por

ξ = ξ†γ0 =
(
ξ∗0, · · · , ξ∗n

)
γ(0). Vale apena destacar que, sempre que for conveniente,

passaremos da notação matricial para notação por componentes e vice versa. Destas de-

15No somatório, usamos o recurso γ(0)(ε̄ABσ†AB)mγ(0) = ε̄AB . . . ε̄CDγ(0)σ†AB . . . σ
†
CDγ

(0) =

ε̄AB . . . ε̄CDγ(0)σ†ABγ
(0)γ(0) . . . γ(0)γ(0)σ†CDγ

(0) = (ε̄ABσAB)m
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�nições, segue que ψaψa = ψψ, ψa(γµ)abψ
b
|µ = ψγµψ|µ, ψa|µ(γµ)abψ

b = ψ|µγ
µψ etc. A

vantagem da notação matricial está clara. Sua poluição visual é bem menor.

Assim, fechamos a nossa representação matricial. Em resumo, temos

ψ′ = Sψ, ξ′ = Sξ,

ψ
′
= ψS−1, ξ

′
= ξS−1

ψ̃ = ξψ,

ψ̂ = ψξ,

ξ(ξ) = I.

(7.75)

Vale apena destacar que, em termos matriciais, o produto tensorial ⊗ é de�nido por

A⊗ B =

( A11B · · · A1mB
...

. . .
...

Am1B · · · AmmB

)
, (7.76)

onde A é uma matriz m×m.

Agora que já sabemos construir invariantes tanto frente transformações de coordenadas

quanto rotação nas tetradas e que identi�camos o signi�cado de cada um dos elementos

que de�nimos, estamos aptos a formular teorias espinoriais. Todavia, nos limitaremos a

duas abordagens, ambas baseadas no princípio do acoplamento mínimo.

7.5 Acoplamento mínimo

Na hora de construirmos uma teoria com espinores, precisamos lidar com grandezas

invariantes, ou seja, grandezas que não mudem frente a transformações de coordenadas

e nem de tetradas. De qualquer forma, um tratamento muito geral acaba sendo inviável

devido a enorme variedade de possibilidades. Devido a este fato, em geral reduz-se a dois

tipos de abordagem: princípio do acoplamento mínimo a plicado direto na lagrangiana de

Dirac e a utilização deste mesmo princípio aplicado diretamente na equação de Dirac. Na

geometria riemanniana, esta distinção é desnecessária. Como foi dito no início do capítulo,

em uma geometria com torção e não-metricidade, o princípio do acoplamento mínimo
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aplicado direto na equação de Dirac resulta em uma equação diferente da que obtemos

via um princípio variacional quando o acoplamento mínimo é utilizado na lagrangiana de

Dirac [41, 2]. Por esta razão, trataremos estes dois procedimentos de forma diferente.

Sempre que falarmos �acoplamento na equação�, estaremos nos referindo ao princípio do

acoplamento mínimo aplicado diretamente na equação de Dirac.

7.5.1 Acoplamento na lagrangiana

Aplicando o acoplamento mínimo na lagrangiana de Dirac em Minkowski, teremos que

a ação de Dirac �ca

SD =

∫
dnx
√
−gLD =

i

2

∫
dnx
√
−g
[
ψ|µγ

µψ − ψγµψ|µ − 2imψψ
]
, (7.77)

onde

ψ|µ = ψ,µ + Γµψ, (7.78)

e

ψ|µ = ψ,µ − ψΓµ. (7.79)

Perceba que neste último caso a ordem das matrizes Γ e ψ são diferentes (note que a ordem

das matrizes é determinada pela de�nição: soma do índice de coluna da primeira com o

índice de linha da segunda AabB
c
a → BA). Tomando a variação da ação SD em termos

de ψ com as variações δψ, δψ, δgµν , δeA, δωAαB sendo consideradas independentes16,

teremos (veja a seção D.3.15)

iγµ
[
∂µ + Γµ +

1

4

(
Nλ

λµ −Nλ
µλ

)
+

1

2
T λµλ

]
ψ −mψ = 0. (7.80)

A equação (7.80) é uma generalização da equação de Dirac em uma geometria com torção

e não-metricidade. Como já havíamos alertado, a equação de Dirac em uma geometria

não-riemanniana não necessariamente é obtida a partir do acoplamento mínimo aplicado

diretamente na equação de Dirac em Minkowski, como faremos na sub-seção 7.5.2 .

Neste momento é fundamental destacar que a equação (7.80) e a lagrangiana (7.77),

escritas como estão, são enganosas. Isso porque elas não dependem da não-metricidade,

16Para maiores detalhes sobre o princípio variacional que estamos usando aqui, veja a sub-seção 4.7.6

e as citações lá feitas.
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como observado em [43] para o caso de Weyl, página 82. Para veri�carmos que (7.80) não

depende da não-metricidade, basta usar (7.57) ou (7.58) em (7.80) que chegaremos a

i
[
γµ∂µ + Aαγ

α +
1

8

(
e λ
B ,αγ

α[γλ, γ
B]+

c

Γ
λ
αµ γ

α[γλ, γ
µ]
)

−1

4
KCABγ

[AγBγC]
]
ψ −mψ = 0. (7.81)

A demonstração de que (7.77) não depende da não-metricidade é feita na sub-seção D.3.16.

Nesta seção, também demonstramos que SD não depende dos símbolos de Christofell,

embora (7.81) dependa. Para maiores detalhes, veja a sub-seção D.3.16. Embora pareça

contraditório a ação não depender de
c

Γ , mas uma equação de campo sim, não há con-

tradição nisto, pois
c

Γ não é uma variável independente. Como já dito, as variáveis cujas

variações são independentes são g, ψ, ψ, eA e ωABC ou, equivalentemente, g, ψ, ψ, eA,

NABC e KABC .

Para o caso que a não-metricidade é nula, (7.80) �ca

iγµ
[
∂µ + Γµ +

1

2
T λµλ

]
ψ −mψ = 0, (7.82)

onde a conexão espinorial depende apenas da métrica e da torção. A equação (7.82) é a

equação de Dirac na geometria de Riemann-Cartan17. O leitor interessado na expressão

para a equação de Dirac obtida a parti do acoplamento mínimo na lagrangiana em um

formalismo diferente pode consultar [161].

7.5.2 Acoplamento na equação

De (7.55), o princípio do acoplamento aplicado na equação (7.6) leva a

iγµ
(
∂µ + AµI +

1

8
ωAµB[γA, γB]

)
ψ −mψ = 0 (7.83)

Em uma forma compacta,

iγµψ|µ −mψ = 0. (7.84)

Perceba que, agora, a equação de Dirac generalizada para geometria com não-metricidade

depende da não-metricidade. Além disso, esta equação é incompatível com (7.80). As

17Para maiores detalhes, veja a seção 1.6 de [41].
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equações (7.83) e (7.80) só serão compatíveis se T λµλ = 0, que é equivalente a dizer que

a torção é totalmente anti-simétrica [41], e se a não-metricidade for totalmente simétrica.

Uma ação que reproduziria a equação (7.83) seria

SD′ =
i

2

∫
dnx
√
−g
[
ψ|µγ

µψ − ψγµψ|µ − 2imψψ

+
(
Nλ

[λµ] + T λµλ
)
ψγµψ

]
= SD

+
i

2

∫
dnx
√
−g
(
Nλ

[λµ] + T λµλ
)
ψγµψ, (7.85)

todavia SD′ não é real (S∗D′ 6= SD′).

Alguns autores argumentam que o acoplamento mínimo direto na equação de Dirac é

errado para alguns casos [2, 41, 162]. Segundo [2], como o spin é totalmente anti-simétrico

e por isso não acopla totalmente com a parte não-riemanniana (veja o comentário no �nal

da página 262 de [2]), a expressão (7.83) não corresponde a equação de Dirac com torção.

7.6 Equações de Dirac no espaço-tempo de Minkowski

de dimensão n com conexão de Weyl e torção

Nesta seção expressaremos as duas versões generalizadas da equação de Dirac obti-

das na seção anterior no espaço-tempo de Minkowski com conexão de Weyl e torção.

Começaremos primeiro simpli�cando a conexão espinorial.

O elemento de linha do espaço-tempo de Minkowski de dimensão n tem a seguinte

forma:

ds2 =
(
dx0
)2 −

n−1∑
i=1

(
dxi
)2
. (7.86)

Para este caso, podemos escolher a tetrada trivial, eA = eAµdx
µ, onde eAµ = diag(1, 1, ..., 1).

É fácil veri�car a partir de e µ
A = gµνeBν que e

µ
A = diag(1, 1, ..., 1). De forma igualmente

trivial, veri�camos que eAµ = diag(1,−1, ...,−1). Por sua vez, estes resultados implicam

a equivalência entre os γµs e os γAs, γ0 = γ(0), γ1 = γ(1) etc; os parênteses estão indi-

cando as componentes dos γAs. Estes resultados também implicam eBν,α =
c

Γ
λ
αν= 0 (base

coordenada cartesiana). Assim, a expressão (7.59) �ca

γαΓα =

[
AB −

(n− 1)

4
σB

]
γB +

1

8
KABCγ

B[γA, γC ]. (7.87)
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Perceba a semelhança entre o campo de Weyl e Aα, que em geral é identi�cado com o

4-potencial do campo eletromagnético. Todavia, há uma diferença crucial entre AB e σB.

O campo de Weyl σ não pode, de forma alguma, ser complexo. Já AB pode ser complexo

e mais, deverá ser-lo para poder representar o 4-potencial do campo eletromagnético

(AB = ieĀB, onde ĀB é o 4-potencial do campo eletromagnético). Este foi o fato que

forçou Weyl a trocar o gauge da invariância conforme na métrica pelo gauge da invariância

de fase de ψ [12].

7.6.1 Equação de Dirac com acoplamento na equação emMinkowski-

Weyl-Cartan

Substituindo (7.87) em (7.84), obtemos

iγµ∂µψ + i

{[
AB −

(n− 1)

4
σB

]
γB +

1

8
KABCγ

B[γA, γC ]

}
ψ −mψ = 0. (7.88)

7.6.2 Equação de Dirac com acoplamento na lagrangiana emMinkowski-

Weyl-Cartan

Substituindo (7.87) em (7.80), obtemos

iγµ∂µψ + i

(
ABγ

B − 1

4
KCABγ

[AγBγC]

)
ψ −mψ = 0, (7.89)

onde foi utilizado 1
4
KBACγ

AγBγC = −1
4
KCABγ

[AγBγC] − TACAγ
C (veja a seção D.3.1,

equação D.13). Da expressão acima, vemos que a única parte da contorção que contribui

para qualquer efeito sobre a partícula é a parte anti-simétrica, fato este que se opõe à

equação autoparalela na abordagem clássica (4.19), pois, lá é justamente a parte simétrica

que exerce um papel fundamental na equação de movimento da partícula (caso admita-se

que a partícula segue uma autoparalela). Disto, podemos concluir que nunca será possível

deduzir a equação autoparalela (4.19) a partir da equação de Dirac. Entretanto, sabemos

que em uma geometria com torção a partícula com spin não segui uma geodésica, e nem

uma autoparalela. No caso de Einstein-Cartan, ela segue E.29.
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7.7 Variações da ação de Dirac em termos da contorção

e a da não-metricidade (acoplamento na lagrangi-

ana)

7.7.1 Variação com relação a contorção

Se tomarmos a varição de (7.77) em termos da contorção Kαβµ, obteremos

1√
−g

δ
√
−gLD

δKβσµ

=
i

4
ψγ[σγµγβ]ψ (7.90)

que, comparando com a densidade de spin, chegamos a

1√
−g

δ
√
−gLD

δKβσµ

= Sµσβ. (7.91)

A demonstração destes resultado encontra-se na seção D.3.17 do apêndice. Voltaremos a

analisar a relação entre torção e spin no capítulo E.

7.7.2 Variação com relação a não-metricidade

Na seção D.3.18 do apêndice demonstramos que a variação da ação de Dirac (7.80)

com respeito a não-metricidade é identicamente nula, ou seja,

δ
√
−gLD
δNµνα

δNµνα = 0. (7.92)

7.8 Considerações

Finalizamos este capítulo ressaltando que o formalismo espinorial adotado no começo

deste capítulo não é padrão na literatura e tão pouco está completo. Nós o criamos com o

intuito de trabalharmos apenas com o que precisávamos, da forma mais simples possível.

Entretanto, os resultados obtidos com ele estão de acordo com a literatura. A equação

(7.80) pode ser veri�cada em [163] (equação 43), a versão sem não-metricidade em [41]

(equação 78) ou em [164] [página 1338, equação (C)], já a versão sem torção pode ser

veri�cada18 em [165, 166], equação 3.5, página 46. A conexão (7.55) pode ser veri�cada

18Esteja atento as diferenças na notação. Os autores usam o formalismo de �brados. A derivada D

corresponde a derivada exterior covariante, não necessariamente coincide com a nossa. Além disso, para
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em qualquer texto sobre o assunto que exiba a conexão espinorial explicitamente. De

qualquer forma, o leitor interessado em espinores não pode deixar de ler textos clássicos

sobre o assunto [9, 152, 167].

comparar 3.5 com (7.80), é necessário lembrar que, para o campo de Dirac, o peso em 3.3 é ω(ψ) = −3/2

(n = 4), e o campo de Weyl é denotado por φ; sendo este menos duas vezes o nosso φ = −2σ, veja a

expressão antes de 2.10.



Capítulo 8

Con�namento de partículas

Nesta tese, a expressão �con�namento de partículas� signi�ca manter as partículas

retidas em uma certa região do espaço-tempo. Mais precisamente, estaremos interessa-

dos em reter as partículas em uma hipersuperfície do espaço-tempo. Por exemplo, se

o espaço-tempo tiver dimensão n, estaremos interessados em con�nar as partículas em

uma superfície de dimensão n − 1. De fato, o que será feito aqui também será válido

para superfícies de dimensão n − k, onde k < n. Utilizaremos o termo bulk para nos

referirmos ao espaço-tempo como um todo, e brana para a hipersuperfície. Para sermos

ainda mais precisos, não estamos interessados no con�namento de partículas a qualquer

custo. Temos um objetivo mais simples. Queremos apenas exempli�car a importância

que a geometria pode exercer no problema do con�namento de partículas, apresentando

neste capítulo con�namentos obtidos a partir do campo de Weyl e da torção, ambos com

o acoplamento mínimo aplicado direto na equação de Dirac. Por questão de completeza,

procuramos descartar a possibilidade da utilização do campo de Weyl e da torção para

alguns casos especí�cos. Os resultados apresentados neste capítulo também podem ser

encontrados em [168].

Organizamos este capítulo da seguinte forma. Na seção 8.1, apresentamos um modelo

de con�namento que nos serviu como fonte de inspiração, que chamaremos de modelo

de Rubakov [4, 5]. Dedicamos a seção 8.2 aos nossos resultados sobre a possibilidade de

con�namento com a torção e o campo de Weyl e, �nalmente, encerramos o capítulo com

algumas considerações �nais.

116
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v−v φ

V (φ)

Figura 8.1: O potencial escalar do modelo de Rubakov tem dois vácuos, ±v, como pode ser visto nesta �gura.

v

−v

l

φ(l)

Figura 8.2: Solução do tipo parede de domínio.

8.1 Modelo de Rubakov

O modelo de Rubakov é baseado em férmions localizados em uma parede de domínio

com o espaço-tempo tendo apenas uma dimensão extra [4]. Neste modelo, admite-se a

existência de um campo escalar cuja a ação é dada por

Sφ =

∫
d4xdl

[
1

2
(∂µφ)2 − V (φ)

]
, (8.1)

onde l é a coordenada da dimensão extra e V (φ) é dado como indicado na �gura 8.1.

Tomando uma variação da ação acima em termos de φ, teremos

dV (φ)

dφ
+ ∂µ∂

µφ = 0. (8.2)

Considerando que φ dependa apenas da dimensão extra, a equação acima �ca

dV (φ)

dφ
− d2φ

dl2
= 0. (8.3)
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Usando a regra da cadeia no termo que contém o potencial, podemos realizar a seguinte

simpli�cação

dl

dφ

dV (φ)

dl
− d2φ

dl2
= 0⇒

dV (φ)

dl
− dφ

dl

d2φ

dl2
= 0⇒

dV (φ)

dl
− φ′dφ

′

dl
= 0⇒

dV (φ)− φ′dφ′ = 0⇒

V (φ)− 1

2
φ
′2 = C,

onde a partir da terceira linha começamos a utilizar a notação φ′ ≡ dφ
dl
. O potencial dado

pela �gura 8.1 pode ser representado por V (φ) = λ(v2−φ2)2. Substituindo esta expressão

na equação acima e escolhendo C = 0, teremos

λ(v2 − φ2)2 − 1

2
φ
′2 = C = 0 (escolhido zero)⇒

φ′ = 2λ(v2 − φ2)⇒
∫

dφ

v2 − φ2
= 2λl⇒

1

v
tanh−1(

φ

v
) = 2λl⇒ φ(l) = v tanh(2λvl).

Vemos, portanto, que existe uma solução clássica φ(l) (conhecida como Kink) que depende

apenas da coordenada extra e é dada por φ(l) = v tan(2λvl). O grá�co desta solução está

esboçado em 8.2. Esta solução tem o seguinte comportamento assintótico:

φ(l→ ±∞) = ±v, (8.4)

onde v é uma constante positiva. Ela descreve uma parede de domínio que separa dois

vácuos clássicos do modelo. Ela quebra a invariância translacional ao longo da dimensão

extra, todavia deixa a invariância de Poincaré em quatro dimensões intacta.

Para introduzir férmions neste modelo, admite-se que os férmions em cinco dimensões

são descritos por funções de onda com quatro componentes (mesma representação que

em quatro dimensões), e que a matriz de Dirac associada a quinta dimensão é dada

por γ4 = −iΓ1
5, onde

1 Γ1
5 = iγ0γ1γ2γ3 é um dos geradores da álgebra de Cli�ord e

1A presença ou ausência do fator �i� em Γ1
5 = iγ0γ1γ2γ3 é pura conveniência. Todavia, para a

assinatura que estamos adotando γ4γ4 = −1.



CAPÍTULO 8. CONFINAMENTO DE PARTÍCULAS 119

γ0, γ1, γ2, γ3 são as matrizes de Dirac em quatro dimensões. Lembre-se que os geradores

Γd2 são linearmente independentes de Γ1
5 (veja a seção 7.4.6). Introduz-se a interação de

Yukawa de férmions com o campo escalar φ, e a ação de Dirac em cinco dimensões toma

a forma

SD =

∫
d4xdl

(
iΨγµ∂µΨ− hφΨΨ

)
. (8.5)

Em cada vácuo do campo φ, φ = ±v, os férmions em cinco dimensões adquirem uma

massa m5 = hv. A variação da ação acima em termos de Ψ leva a

iγµ∂µΨ− hφ(l)Ψ = 0, (8.6)

que tem como solução para o modo zero de energia2

Ψ0 = ψw(p)e−
∫ l
0 dl
′hφ(l′), (8.7)

onde ψw(p) é solução da equação de Weyl em quatro dimensões (iγµ̄∂µ̄ψw = 0, onde

µ̄ = 0, 1, 2, 3), e p é o 4-momento da partícula. O modo zero acima está claramente

con�nado à hypersuperfície (brana) de�nida por l = 0, pois a medida que l cresce, φ

tende a v e, conseqüentemente

Ψ0 = ψw(p)e−hv|l|. (8.8)

Perceba que o módulo é uma conseqüência do fato de φ(l)l > 0 (para l grande, φ(l)l '

±v(±|l|) = v|l|). Calculando a probabilidade de acharmos a partícula com modo zero

de energia dada por (8.8), vemos que a probabilidade de encontrarmos a partícula fora

da brana l = 0 cai exponencialmente. Disto, conclui-se que as partículas com modo zero

estão con�nadas. Este resultado é geral para o caso de partículas sem massa (neutrinos

que satisfazem a condição de Weyl iγµ̄∂µ̄ψw = 0). Estes neutrinos se propagam com a

velocidade da luz dentro da brana e em nenhum momento sai para fora dela. A seguir

analisamos a possibilidade de produzir o mesmo tipo de con�namento dado por (8.8) com

o uso apenas do campo de Weyl e da torção.

2A existência do modo zero para este caso é garantida pelo teorema do índice [5], veja também [169].

Para detalhes sobre o teorema do índice, veja, por exemplo, [39].
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8.2 Con�namento

Nesta seção, analisamos os possíveis con�namento de partículas em uma abordagem

semi-clássica por meio de dois elementos da geometria, o campo de Weyl e a torção.

Não nos preocuparemos em quantizar os campos, tomaremos apenas a solução da equa-

ção de Dirac e analisaremos seu comportamento fora da brana. Começaremos primeiro

analisando o caso do campo de Weyl, sub-seção 8.2.1, e depois o da torção, sub-seção

8.2.2.

8.2.1 Con�namento via Weyl

Por questão de simplicidade, começaremos em Minkowski-Weyl, ou seja, em um espaço

com métrica de Minkowski, com campo de Weyl e sem torção. Depois generalizamos a

abordagem removendo esta restrição na métrica.

Como a equação de Dirac generalizada para a geometria de Weyl através do acopla-

mento mínimo na lagrangiana não depende do campo de Weyl3, concluímos que, nessa

abordagem, o campo de Wey não serve para con�nar partículas. Porém, podemos analisar

o con�namento via Weyl usando acoplamento na equação, ou seja a equação obtida na

sub-seção 7.5.2.

Modelo inspirado no modelo de Rubakov

Considere uma variedade de Minkowski de dimensão 5 e uma subvariedade de dimensão

4. Admita que nesta variedade a contorção é nula, o campo de Weyl depende só da

dimensão extra, ou seja, σ0 = σ1 = σ2 = σ3 = 0 e σ4 = σ4(x4) = σ4(l) (usaremos l ao

invés de x4); além disso σ é integrável, isto é, σ = dφ. Admita, também, que possamos

de�nir uma quinta matriz de Dirac por4 −iγ(4), onde γ(4) = −iγ(0)γ(1)γ(2)γ(3) (lembre-se,

os parenteses representam as componentes na base de tetradas). Naturalmente, teremos

o equivalente na base de coordenadas, γ4 = −iγ4, onde γ4 = −iγ0γ1γ2γ3. Todavia,

como pretendemos trabalhar em Minkowski-Weyl, a tetrada será trivial, o que implica

que podemos usar base de tetradas e de coordenadas indiscriminadamente. Além disto,

no modelo de Rubakov não há campos eletromagnéticos, logo Aµ = 0. Usando estes fatos

em 7.88, �caremos com a seguinte equação

3Veja a sub-seção 7.5.1.
4É fácil veri�car que esta matriz satisfaz a álgebra de Cli�ord.
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iγµ∂µΨ− iσ4(l)γ4Ψ−mΨ = 0. (8.9)

Sem nenhuma perda de generalidade, podemos escrever Ψ como

Ψ = eφ(l)ψ. (8.10)

Substituindo (8.10) em (8.9), �caremos com

iγµ
[
σ4δ

4
µψe

φ + eφ∂µψ
]
− iσ4γ

4ψeφ −mψeφ ⇒

iσ4γ
4ψ + iγµ∂µψ − iσ4γ

4ψ −mψ = 0⇒

iγµ∂µψ −mψ = 0. (8.11)

Admitindo que as soluções de 8.11 são normalizáveis, onda plana por exemplo, podemos

escolher φ em 8.10 de forma conveniente para assegurar que ΨΨ vá a zero quando l se

desvia de zero. Isto porque ψψ, sendo normalizável, não diverge para o in�nito quando

l→ ±∞. Como exemplos, poderíamos tomar φ = −l2, φ = −l4 etc. Na verdade qualquer

função par tal que sua exponencial fosse para zero quando l se desvia de zero con�naria.

Modelo mais geral com Weyl

Com o objetivo de ser mais geral, procuramos agora analisar a possibilidade do con-

�namento sem a necessidade de impor nenhuma restrição a métrica. Para alcançar esse

objetivo, iremos admitir apenas que a equação

iγα
(
∂α+

c

Γα

)
ψ −mψ = 0, (8.12)

onde
c

Γα≡ 1
8

(
e λ
B ,α[γλ, γ

B]+
c

Γ
λ
αµ [γλ, γ

µ]
)
, tem soluções que não divergem com termos

do tipo e(xµ)2
. A equação acima é exatamente a equação de dirac em um espaço curvo

sem torção e não-metricidade. Portanto, esta imposição acaba sendo natural. Entretanto,

estamos interessado na análise do con�namento via Weyl e, conseqüentemente, temos que

lidar com a equação de Dirac na geometria de Weyl. Neste caso, a equação de Dirac com

campo de Weyl e sem torção obtida com o acoplamento na equação tem a seguinte forma

iγα
(
∂α+

c

Γα −
n− 1

4
σα

)
Ψ−mΨ = 0, (8.13)
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onde n é a dimensão do espaço. Repetindo o mesmo procedimento anterior, podemos

de�nir

Ψ = ψe(n−1)φ/4. (8.14)

Substituindo (8.14) em (8.13), obtemos (8.12). Como admitimos que ψ não diverge mais

rapidamente do que e(xµ)2
, podemos escolher um φ conveniente para induzir o con�na-

mento. O fato das soluções da equação (8.13) não divergirem para n = 4 [170, 171, 172,

173, 174, 175, 176, 177, 178, 179, 180, 181, 182] torna a hipótese da convergência de ψ

bem razoável, mesmo que n > 4. Como um exemplo particular, considere um bulk em 5

dimensões e

φ = −l2, (8.15)

onde l é a coordenada da quinta dimensão, como no caso abordado anteriormente. Com

esta escolha, teríamos ΨΨ = e−l
2
ψψ. Uma vez que lim

l→±∞
ψ < el

2

, a probabilidade de

encontrarmos a partícula fora da hipersuperfície de�nida por l = 0 é zero. Perceba que

este procedimento generaliza o adotado no início desta sub-seção.

8.2.2 Con�namento via torção

Analisaremos agora a possibilidade de con�namento usando a torção. Primeiro anali-

samos a possibilidade de con�namento com o acoplamento mínimo direto na equação de

Dirac, depois analisamos o caso do acoplamento na lagrangiana.

Acoplamento na equação

Diferentemente do exemplo de con�namento com Weyl, já iremos tratar do caso da

torção de forma mais geral, ou seja, adotaremos desde do início um espaço-tempo n-

dimensional com uma torção dada em uma forma particular, porém sem não-metricidade.

Por esta razão, torna-se desnecessário qualquer referência ao modelo de Rubakov.

Da equação (7.83) e da de�nição de conexão a�m, podemos escrever

iγµ
(
∂µ+

c

Γ µ

)
Ψ +

i

8
Kαµβγ

µ[γα, γβ]Ψ−mΨ = 0, (8.16)

onde �zemos Nαβλ e Aµ iguais a zero.

Se tomarmos a torção na forma

Tαβµ = fν
(
δαβ δ

ν
µ − δαµδνβ

)
, (8.17)
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onde fν = ∂f(x)/∂xν , a contorção �cará (veja (4.14))

Kαµβ = fν
(
gαµδ

ν
β − gµβδνα

)
. (8.18)

Podemos simpli�car o termo de (8.16) que contém a contorção da seguinte maneira

1

8
Kαµβγ

µ[γα, γβ] =
1

8
fν
(
gαµδ

ν
β − gµβδνα

)
γµ[γα, γβ]

=
1

8
fν
(
γα[γα, γν ]− γβ[γν , γβ]

)
=

1

4
fνγα[γα, γν ]

=
n− 1

2
fνγ

ν ,

onde usamos γαγνγα = (2 − n)γν da penúltima para a última linha. Substituindo esta

simpli�cação em 8.16, �caremos com

iγµ
(
∂µ+

c

Γ µ

)
Ψ + i

(n− 1)

2
fνγ

νΨ−mΨ = 0. (8.19)

Adotando um procedimento semelhante ao anterior, ou seja, de�nindo Ψ = ψ(x)e−(n−1)f(x)/2

e substituindo em 8.19, chegaremos a

iγµ
(
∂µ+

c

Γ µ

)
ψ −mψ = 0 (8.20)

e, portanto,

ΨΨ = e−(n−1)f(x)ψψ,

com lim
l→±∞

ψψ < el
2

; neste caso l = {x4, x5, . . . , xn−1}. Uma escolha conveniente para f(x)

permitirá o con�namento das partículas na brana l = 0.

Ao ver o método aqui utilizado, o leitor pode estar sentindo-se tentado a usar este

método para resolver a equação de Dirac com o campo eletromagnético, aqui represen-

tando por Aµ. Infelizmente este método não funciona para Aµ, pois este tensor não pode

ser integrável, uma vez que a condição de integrabilidade implicaria em ∂µAν − ∂νAµ =

tensor do campo eletromagnético = 0. A seguir, analisamos o caso da geometria de Lyra.

É possível obter um con�namento semelhante ao obtido acima através da geometria

de Lyra. No caso do acoplamento na equação, consideramos a equação (8.16). De (4.39),

teremos

K̃νµλγ̃
µγ̃ν γ̃λ = −K̃λµν γ̃

µγ̃ν γ̃λ = −
{1

2
(g̃µλβν − g̃µνβλ) + g̃λµ(α−1),ν − g̃µν(α−1),λ

}
γ̃µγ̃ν γ̃λ =
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−
{1

2
(βν γ̃λγ̃

ν γ̃λ − nβλγ̃λ) + (α−1),ν γ̃λγ̃
ν γ̃λ − (α−1),λnγ̃

λ
}

=

−
{1

2
[βν(2− n)γ̃ν − nβν γ̃ν ] + (2− n)(α−1),ν γ̃

ν − n(α−1),ν γ̃
ν
}

=

(n− 1)βν γ̃
ν + 2(n− 1)(α−1),ν γ̃

ν , (8.21)

onde usamos γ̃λγ̃ν γ̃λ = (2 − n)γ̃ν e K̃νµλ = −K̃λµν . Com a não-metricidade nula, a

equação de Dirac pode ser escrita na seguinte forma

iγµ(∂µ+
c

Γµ)Ψ +
i

4
K̃αµβγ̃

µγ̃µα̃βΨ−mΨ = 0. (8.22)

Usando (8.21) e γ̃µẽµ = γµ∂µ → γ̃µα−1∂µ = γµ∂µ, �caremos com

iγ̃µα−1∂µΨ + iγµ
c

Γµ Ψ +

[
(n− 1)i

4
βν γ̃

ν +
(n− 1)i

2

(
α−1
)
,ν
γ̃ν
]

Ψ−mΨ = 0. (8.23)

Se admitirmos que βν seja integrável, podemos derivá-lo a partir de um gradiente e, con-

seqüentemente, poderemos proceder como no exemplo anterior. Neste caso, se tomarmos

βν = α−1∂B/∂xν e �zermos a substituição

Ψ = ψe−
n−1

4
(B−2 lnα) (8.24)

reduziremos a equação (8.23) para

iγ̃µα−1∂µψ + iγµ
c

Γµ ψ −mψ = 0. (8.25)

Novamente uma escolha conveniente da torção permitirá o con�namento.

Acoplamento na lagrangiana

Neste caso, é impossível usarmos o método que usamos com o acoplamento na equação,

pois, contrariamente a γA[γB, γC ] (A,B e C quaisquer), as matrizes γ[AγBγC] são os

geradores Γd4 da álgebra de Cli�ord, logo são linearmente independentes dos Γd2 ∼ γA. Isto

signi�ca que não conseguiremos encontrar uma contorção KABC que reduza γ[AγB, γC]

a γA, como �zemos anteriormente. Por esta razão, nos limitaremos aqui a descartar

possibilidades de con�namento.

Campos escalares
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Usando o acoplamento na lagrangiana, podemos a�rmar que a torção e a não-metricidade

(Weyl é um caso particular de não-metricidade) não são capazes de con�nar partículas

escalares, pois elas não sentem nem a torção e nem a não-metricidade [23, 8, 91, 183].

Estas partículas se comportam como se estivessem na geometria riemanniana, mesmo que

o espaço-tempo não seja riemanniano. Como foi mencionado em [23], página 26, tópico

3, campos escalares não acoplam com a torção.

Campos não-escalares

Para o caso de campos espinoriais sem massa que satisfazem a condição de Weyl, 1
2
(1 +

γ5)ψ = ψ, (neutrinos tidos como sem massa, por exemplo) o termo na equação de Dirac

devido a torção é nulo [2], logo, não há possibilidade de con�namento via torção neste caso.

Além disto, não há a menor possibilidade de usarmos a não-metricidade para con�narmos

partículas, pois a equação de Dirac com o acoplamento na lagrangiana não depende deste

tensor (a lagrangiana também é independente da não-metricidade). Também podemos

veri�car que a 1-forma β da geometria de Lyra5 não altera a equação de Dirac e, con-

seqüentemente, não fornece a possibilidade de um con�namento. Para veri�carmos esta

última a�rmação, considere a contorção dada por (4.39). Neste caso, teremos

K̃λµνγ
[µγνγλ] =

{1

2
(g̃µλβν − g̃µνβλ) +

g̃λµ(α−1),ν − g̃µν(α−1),λ

}
γ[µγνγλ] = 0,

onde o zero é uma conseqüência imediata de que qualquer termo com contração dos índices

de γ[λγµγν] será nulo. Da equação (7.88), vemos que o termo acima computa todas as

contribuições da torção para a equação de Dirac com o acoplamento na lagrangiana.

8.3 Considerações �nais

Para �nalizar este capítulo, vamos fazer as seguintes perguntas sem a pretensão de

respondê-las. Qual das duas equações de Dirac, (7.80) ou (7.84), é a correta? É possível

construir um modelo com um campo de Weyl dado por (8.15), ou similar, e com a equação

generalizada de Dirac dada pelo acoplamento na equação? É possível construir um modelo

com uma contorção dada por (8.18), ou similar, e com a equação generalizada de Dirac

5Veja detalhes sobre essa geometria na seção 4.7.8.
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dada pelo acoplamento na equação? Em termos do acoplamento na lagrangiana, seria

possível encontrar uma densidade de spin que, através da relação (7.91), desse origem a

uma torção que con�nasse os férmions na brana?

Um problema que a primeira pergunta feita acima traz estar relacionado com o fato

do princípio variacional mais aceito na literatura, e de certa forma o mais convincente,

ser incapaz de reproduzir a equação (7.83), a não ser que tomemos uma lagrangiana não

auto-adjunta como (7.85). Este princípio parte de um fato óbvio, a conexão a�m ωAµB

não tem nada haver com a métrica gµν , que possua vez nada tem haver com ψ, com a

1-forma eA, nem com ψ etc. Portanto, as variações dessas variáveis são independentes.

Os modelos obtidos a partir deste princípio, como dito no capítulo 4, são denominados

MAG (Metric A�ne Gravity). Entretanto, há outras propostas na literatura, como por

exemplo6 a TEATG ( Transposed-Equi-A�ne Theory of Gravity) [40].

As outras perguntas feitas acima trazem tantos problemas atona que, só para discutir-

mos uma delas, seria necessário escrever outra tese sobre o assunto. Entretanto, podemos

ver todas essas di�culdades como problemas para ser abordados no futuro como uma

continuidade natural desta tese.

6Em [142], os autores provam que a TEATG é incompatível com os experimentos gravitacionais rea-

lizados no sistema solar.



Capítulo 9

Conclusões e Perspectivas

A riqueza que as geometrias não-riemannianas trazem para a física é indiscutivelmente

bené�ca. Mesmo que não haja nenhuma evidência experimental para consideramos geome-

trias com torção, não-metricidade etc, vimos nos capítulos 4 e 5 o quanto tais geometrias

despertam o interesse dos físicos. In�uenciados por esse interesse, abordamos o problema

do con�namento de partículas em hipersuperfícies de um espaço de dimensão maior do

que quatro através de mecanismos geométricos: métrica, campo de Wey, e torção. Di-

vidimos essa abordagem em duas: o con�namento clássico, através de autoparalelas, e o

con�namento quântico, através da equação de Dirac. Os con�namentos clássicos com a

métrica e o campo de Weyl já tinham sido realizados em [150] e [148], respectivamente.

Portanto, o que há de novo nesta tese é o con�namento clássico com torção, apresentado

no capítulo 6, e os quânticos, apresentados no capítulo 8. Além destes, o teorema sobre

imersão de uma variedade riemanniana em outra de Riemann-Cartan apresentado na se-

ção 6.1 também é um resultado novo. Abaixo descriminamos em detalhe os resultados

obtidos.

i Na seção 6.1 demonstramos que dada uma variedade de Riemann-Cartan M de dimen-

são m, é possível termos uma subvariedade M de dimensão m, onde m > m, tal

que a torção de M induzida em M seja nula. Também demonstramos que não é

possível o contrário, ou seja, uma variedade de Riemann-Cartan mergulhada em

uma riemanniana.

ii No capítulo 6, �zemos a análise sobre a possibilidade de con�narmos as curvas auto-
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paralelas utilizando apenas a contorção. Chegamos ao resultado de que, não só é

possível con�narmos essas curvas, mas com também concluímos que o tipo de con-

�namento é essencialmente o mesmo dos obtidos em [150] e [148] com a métrica e

Weyl, respectivamente. Para ser mais preciso, demos exemplos do con�namento de

autoparalelas tipo tempo e tipo luz via torção. A importância deste resultado para

o con�namento de partículas está relacionada a crença que alguns autores tem na

idéia de que as autoparalelas devam ser as equações de movimento de uma partícula

[14, 84, 38, 85].

iii Adotando o princípio do acoplamento mínimo direto na equação de Dirac em Min-

kowski, tomando um espaço-tempo de dimensão cinco, e adotando um modelo si-

milar ao de [5, 4] para contornar o problema da dimensão ímpar1, demonstramos

que o campo de Weyl pode ser usado para manter férmions con�nados em uma

brana de dimensão quatro. Chegamos a conclusão de que várias escolhas simples

para σ podem ser feitas com o intuito de realizar o con�namento. Podemos, por

exemplo, tomar σ = −l2. Pelo procedimento que adotamos, �cou claro que a gene-

ralização para outras dimensões é trivial, o que elimina a necessidade de usarmos a

idéia contida em [5, 4] para de�nir as matrizes de Dirca em espaços com dimensão

ímpar2.

iv Também usando o acoplamento mínimo direto na equação de Dirac, mostramos que

para uma torção dada por Tαβµ = fν
(
δαβ δ

ν
µ − δαµδνβ

)
, os férmions serão con�nados na

brana quadridimensional caso tomemos um f conveniente. Ficou claro, por sua vez,

que são várias as possibilidades de um f que con�na. Essa riqueza de opções é boa,

pois ela aumenta a possibilidade de encontrarmos um modelo físico que reproduza

tal escolha de maneira natural.

v Ainda com o acoplamento mínimo direto na equação de Dirac, demonstramos que o

campo de Lyra, quando integrável, permite o mesmo tipo de con�namento obtido

com a escolha que tínhamos tomado para a torção.

vi Embora não tenhamos conseguindo nenhum exemplo de con�namento com a equação

de Dirac obtida a partir do acoplamento na lagrangiana, assim como não conse-

1De�nir as matrizes de Dirac em um espaço-tempo de dimensão ímpar.
2Neste caso, poderíamos tomarmos um bulk de dimensão par.
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guimos nenhum exemplo de con�namento com a equação de movimento clássica na

teoria de Einstein-Cartan (E.29), fomos capazes de excluir a possibilidade de con�-

namento via certos campos. Nesta abordagem, campos escalares não acoplam nem

com a torção nem com o tensor de não-metricidade, logo, não é possível con�nar

partículas sem spin usando torção ou a não-metricidade. Também veri�camos a

impossibilidade de con�nar campos espinoriais sem massa que obedeçam a condi-

ção de Weyl 1
2

(1 + γ5)ψ = ψ, neutrinos por exemplo. Provamos que a equação de

Dirac em questão não depende da torção de Lyra, logo o campo de Lyra não pode

ser usado para con�nar férmions.

Durante o desenvolvimento desta tese, várias linhas de pesquisa puderam ser vislum-

bradas. Elas são tantas que faz-se necessário separá-las em pelo menos dois grupos: as

ligadas diretamente com esta tese e as ligadas indiretamente. Como perspectivas dire-

tamente relacionadas ao objetivo desta tese, podemos citar a possibilidade de analisar o

con�namento de partículas no contexto clássico usando a abordagem mais comum na lite-

ratura [2, 41, 23, 7, 1], ou seja, não postulando que partículas seguem autoparalelas. Neste

caso, poderíamos analisar a possibilidade de soluções para a equação (E.29) que manti-

vessem as partículas com spin con�nadas. Poderíamos também analisar a versão quântica

dessa abordagem, equação (7.80). Além disso, seria interessante procurar um modelo fí-

sico que fornecesse uma torção e um campo de Weyl com as características indicadas em

iii e iv. Com relação ao outro grupo, poderíamos analisar o problema da equação de mo-

vimento tanto na geometria riemanniana quanto em uma geometria mais geral, ver com

mais rigor a questão do princípio variacional em geometrias não-riemannianas, analisar a

correlação entre o acoplamento mínimo e o princípio da equivalência em geometrias como

a de Weyl e de Riemann-Cartan etc.



Apêndice A

Notação

A.1 Notação

Nesta tese são usadas as seguintes convenções:

i Os índices holonômicos (índices de coordenada) são indicados por letras gregas minús-

culas, µ, ν por exemplo. Estes índices variam de 0 até n − 1, sendo n a dimensão

da variedade, porém quando com barra, µ̄, variam de 0 até n− 2.

ii Os índices não-holonômicos (índices de tetrada) são indicados por letras romanas maiús-

culas, A, B por exemplo. Estes índices variam de (0) até (n−1), sendo n a dimensão

da variedade, porém quando com barra, Ā, variam de (0) até (n − 2). Perceba os

parentes, pois eles distinguem A0 (na base coordenada) de A(0) (escrito na base de

tetradas).

iii Os índices espinoriais são indicados por letras romanas minúsculas, a, b, c por exemplo.

iv As partes simétrica e anti-simétrica das componentes de um tensor são indicadas por

() e [], respectivamente. Exemplo: A[ab] = 1
2

(Aab − Aba).

v O símbolo de Levi-Civita é de�nido como ε0123 = ε0123 = 1. O tensor totalmente

anti-simétrico é de�nido por ε0123 = 1. Para maiores detalhes, veja a seção B.5.8.

vi A métrica em coordenadas é indicada por g, já na base de tetradas ela é indicada por

η.

vii As tetradas são representadas por eA = e µ
A ∂µ, já a base dual eA = eAµdx

µ.
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viii A convenção das componentes da conexão é ∇µ∂ν = Γλµν∂λ. Usamos o �:� para

indicar as componentes da derivada covariante riemanniana, que usa apenas
c

Γ , já

o � ;� é usado para indicar as componentes da derivada covariante que usa a conexão

a�m e que �atua apenas em índices gregos�, enquanto que �|� é usado para indicar

as componentes da derivada covariante total, que usa a conexão a�m e �atua em

todos os índices�.

ix A torção é denotada pela letra T e de�nida por T (V, U) ≡ ∇VU −∇UV − [V, U ]. Por

sua vez, as componentes são de�nidas como T λµν ≡< dxλ, T (∂µ, ∂ν) >= Γλµν−Γλνµ.

x O símbolo de Christo�el é denotado por
c

Γ . De maneira geral, grandezas que dependem

apenas dos símbolos de Christo�el são denotados com um �c� sobre a letra. Por

exemplo o tensor de Eintein em termos de
c

Γ é denotado por
c

G . No caso da

conexão que contenha tanto o símbolo de Chirsto�el quanto não-metricidade, os

elementos são indicados com a letra �N� em cima,
N

Γ ,
N

G etc. A parte que depende

apenas da não-metricidade é indicada com �n�,
n

Γ ,
n

G etc. No caso da conexão que

contenha o símbolo de Christo�el e a contorção, usamos �t�,
t

Γ ,
t

G etc. A conexão

total é indicada apenas por ∇.

xi O tensor de contorção é de�nido como Kλ
µν = −1

2

(
T λ
µν + T λ

νµ − T λµν
)
. Como

conseqüência, teremos
t

Γ
λ

µν=
c

Γ
λ
µν +Kλ

µν .

xii O tensor de Riemann é de�nido como R(V, U)W ≡ ∇V∇UW −∇U∇VW −∇[V,U ]W .

Na base de coordenadas, Rµ
ρασ = Γµσρ,α−Γµαρ,σ+ΓφσρΓ

µ
αφ−ΓφαρΓ

µ
σφ, ondeR

µ
ρασ =<

dxµ, R(∂α, ∂σ)∂ρ >.

xiii O tensor de não-metricidade é de�nido como N(U,W, V ) = ∇V g(U,W ) (Nµνλ =

gµν;λ).

xiv De maneira geral, as componentes da conexão têm a forma Γλµν =
c

Γ
λ
µν +

n

Γ
λ
µν

+Kλ
µν = 1

2
gλσ (gµσ,ν + gνσ,µ − gµν,σ)+1

2
gλσ (−Nσµν −Nνσµ +Nµνσ)−1

2
(T λ

µν +T λ
νµ −

T λµν), onde Γλµν ≡< dxλ,∇∂µ∂ν >.

xv O tensor de Einstein é de�nido como Gµν = Rµν − 1
2
gµνR.

xvi De�ne-se por conveniência a seguinte derivada
?

∇µ= ∇µ + T λµλ.
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xvii A conexão 1-forma é de�nida como ωAB ≡ ωACBe
C , onde ωAB satisfaz as equações

de estrutura de Cartan.

xviii O tensor de energia momento métrico T µν é de�nido por T µν = 1√
−gδ
√
−gLm/δgµν .

ixx O tensor do momento angular de spin (tensor de densidade de spin dinâmico) Sµβα

é de�nido por Sµβα ≡ − i
4
ψγ[σγµγβ]ψ e Uβθν ≡ χ

2
δ (Lm) /δKθβν .

A.2 Notação do artigo [1]

No artigo [1], os autores adotam a seguinte notação:

a1 Os índices holonômicos (índices de coordenada) são indicados por letras romanas

minúsculas, i, j, k, por exemplo. Estes índices variam de 0 até 3.

a2 Os índices não-holonômicos (índices de tetrada) são indicados por letras gregas mi-

núsculas, α, β, γ, por exemplo. Estes índices variam de 0 até 3.

a3 As partes simétrica e anti-simétrica das componentes de um tensor são indicadas por

() e [], respectivamente. Exemplo: A[ab] = 1
2

(Aab − Aba).

a4 O símbolo de Levi-Civita é de�nido como ε0123 = ε0123 = −1.

a5 Usa-se a letra g tanto para a métrica em coordenadas quanto para a métrica na

base de tetrada, ou seja, gij = gij(x) e gαβ = diag(−1, 1, 1, 1). Neste caso, ds2 =

−gij(x)dxidxj.

a6 As tetradas são representadas por eα = eiα∂i, já a base dual θα = e α
i dx

i.

a7 A convenção das componentes da conexão é Γkij ≡< dxk,∇∂i∂j >.

a8 A torção é denotada pela letra S e de�nida por S k
ij ≡ 1

2

(
Γkij − Γkji

)
= Γk[ij]. Também

é utilizado um tensor de torção modi�cado T k
ij ≡ Γkij + 2δk[iS

l
j]l .

a9 O símbolo de Christo�el é denotado por {kij}.

a10 O tensor de Contorção é de�nido como K k
ij ≡ −S k

ij +S k
j i−Skij. Como conseqüên-

cia, teremos Γkij = {kij} −K k
ij (sem considerar o tensor de não-metricidade).

a11 O tensor de Riemann é de�nido como R l
ijk ≡ 2∂[iΓ

l
j]k + 2Γl[i|mΓm|j]k.
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a12 O tensor de não-metricidade é de�nido como Qijk = −∇igjk.

a13 De maneira geral, as componentes da conexão têm a forma

Γkij = gkl∆abc
jil

(
1
2
∂agbc − gcdS d

ab + 1
2
Qabc

)
, onde ∆abc

jil ≡ δaj δ
b
i δ
c
l + δai δ

b
l δ
c
j − δal δbjδci .

a14 O tensor de Einstein é de�nido como Gij ≡ Rij − 1
2
gijR

k
k , onde Rij ≡ R k

kij .

a15 De�ne-se por conveniência a seguinte derivada
∗
∇k= ∇k + 2S l

kl .

a16 A conexão 1-forma é de�nida como ωγβ = Γγαβθ
α, onde deβ = −Γγiβdx

ieγ.

a17 O tensor de energia momento métrico σij é de�nido por eσij = 2δL/δgij, onde L é a

lagrangiana e e =
√
−g.

a18 De�ne-se a energia potencial de spin µ ij
k por eµ ij

k ≡ δL/δS k
ij .

a19 O tensor do momento angular de spin τ jik é de�nido por eτ ji
k ≡ δL/δK k

ij .

a20 O tensor de energia momento total Σij é de�nido por Σij ≡ σij−
∗
∇k µ

ijk. A razão

do porquê usar este tensor é dada na seção C página 399 de [1].

A.3 Notação de [2]

No livro [2], os autores adotam a seguinte notação:

b1 Os índices coordenados são indicado por letras gregas minúsculas, os de tetradas são

indicados por letras romanas minúsculas, e os índices espinoriais são omitidos. Os

índices coordenados e de tetrada variam de 1 até 4, sendo 4 a coordenada temporal.

b2 As partes simétrica e anti-simétrica das componentes de um tensor são indicadas por

() e [], respectivamente. Exemplo: A[ab] = 1
2

(Aab − Aba).

b3 O tensor totalmente anti-simétrico é denotado por εαβµν e de�nido com ε1234 = +1.

Observação: o tenso totalmente anti-simétrico não é o símbolo de Levi-Civita, ε 6= ε.

b4 A convenção das componentes da conexão é ∇∂µ∂ν = Γ λ
µν ∂λ.

b5 A torção é representada pela letra Q e é de�nida como Q µ
αβ ≡ Γ µ

[αβ] . Os autores

também fazem as de�nições Qµ ≡ Q ν
µν e Tαµν = Q α

µν + δαµQν − δανQµ, onde T α
µν é

conhecido como o tensor de torção modi�cado.
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b6 O tensor de densidade de spin para um campo de Dirac escrito na base de tetradas é

dado por Sabc = − i
4
ψγ[aγbγc]ψ.

b7 A ação de Einstein-Cartan é escrita na forma S =
∫
d4x
√
−g[Lm(ψ,∇ψ, g)− 1

2χ
R(g, ∂g,Q)],

onde Lm(ψ,∇ψ, g) é a lagrangiana da matéria.

b8 De�ne-se por conveniência a seguinte derivada
∗
∇α= ∇α + 2Qα.

b9 O símbolo de Christo�el é representado por {λµν}.

b10 O tensor de Contorção é de�nido como Kαβµ ≡ −Qαβµ − Qµαβ + Qβµα = Kα[βµ].

Como uma conseqüência, teremos Γλµν = {λµν} −K λ
µν (sem considerar o tensor de

não-metricidade).

b11 O tensor de Riemann é de�nido como R β
ανµ ≡ ∂αΓ β

νµ − ∂νΓ
β

αµ + Γ β
αρ Γ ρ

νµ −

Γ β
νρ Γ ρ

αµ .

b12 O tensor de não-metricidade é de�nido como Nµνα = gµν;α.

b13 De maneira geral, as componentes da conexão têm a forma Γ β
µν = {βµν} −K β

µν −

V β
µν , onde V β

µν = 1
2

(
N β
µν −Nβ

µν −N β
ν µ

)
e Γ β

µν ≡< dxβ,∇µ∂ν >.

b14 O tensor de Einstein é de�nido como Gµν ≡ Rµν − 1
2
gµνR, onde Rµν = R α

αµν .

b15 De�ne-se por conveniência a seguinte derivada
∗
∇α= ∇α + 2Qα, onde Qα ≡ Q ν

αν .

b16 A conexão 1-forma é de�nida como ωab = ω ab
µ dxµ, onde ω ab

µ é conexão não-holonômica

de Lorentz, ω ik
µ = e i

α eνkΓ α
µν − eνk∂µe i

ν .

b17 O tensor de energia momento métrico Tµν é de�nido por Tµν = 2√
−g

δ

(
√
−gLm

)
δgµν

.

b19 O tensor do momento angular de spin (tensor de densidade de spin dinâmico) Sµβα

é de�nido por

Sµβα ≡ 1√
−gδ

(√
−gLm

)
/δKαβµ, página 241.

b20 O tensor de energia momento total (canônico) θµν é de�nido por θµν ≡ T µν+
∗
∇α

(Sµνα − Sναµ + Sαµν), página 242 do livro.
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A.4 Algumas relações entre a notação da tese e a de [2]

Nesta seção apresentamos a relação entre a notação adotada nesta tese e a do livro

[2].

LA Notação de [2] Notação da tese

LA Γ λ
µν =< dxλ,∇∂µ∂ν > = Γλµν =< dxλ,∇∂µ∂ν >

LA R ν
αβµ ≡ Γ ν

βµ ,α . . . = Rν
µαβ ≡ Γνβµ,α . . .

LA Rβµ ≡ R α
αβµ = Rµβ ≡ Rα

µαβ

LA Gβµ = Rβµ − 1
2
gβµR = Gµβ = Rµβ − 1

2
gµβR

LA S =
∫
d4x
√
−g
{
Lm − 1

2χ
R
}

S =
∫
d4x
√
−g {R + χLm}

LA δ(
√
−gR)

δgβµ
=
√
−gGβµ = − δ(

√
−gR)

δgµβ
=
√
−gGµβ

LA Q λ
µν ≡ Γ λ

[µν] = 1
2
T λµν ≡ Γλ[µν]

LA Kαβµ = −Kµαβ

LA T µβα = Uαµβ

LA θµν = θνµ

LA Sσµβ = − i
4
ψγ[σγµγβ]ψ = Sσµβ



Apêndice B

Formas Diferenciáveis

Neste apêndice, nos limitaremos apenas as ferramentas matemáticas que são impor-

tantes para a compreensão desta tese. Seguindo esta linha e com o objetivo de não deixar

o texto denso, cheio de de�nições matemáticas, que o leitor provavelmente já viu ou pode

consultar em qualquer livro de matemática, usaremos apenas a terminologia essencial para

a compreensão do que está sendo feito e, sempre que possível, redirecionando o leitor à

literatura adequada para um maior aprofundamento.

B.1 Variedades

Variedades são generalizações da concepção intuitiva que temos sobre curvas e super-

fícies. Nesta generalização, o grau de liberdade torna-se arbitrário, ou seja, podemos ter

variedades de qualquer dimensão; uma variedade de dimensão 1 é uma linha, de dimensão

2 uma superfície no sentido usual (uma esfera, por exemplo), variedades de dimensão 3

já representam volumes (o espaço euclidiano, por exemplo), todavia dimensões maiores

já não permitem tais visualizações. Além disto, as variedades podem manifestar outras

propriedades estranhas à nossa intuição como, por exemplo, curvatura e torção. Por sua

vez, estes fatos não impedem o mundo no qual vivemos de ser descrito por uma variedade

de dimensão maior que 3 e com características desconhecidas da intuição que adquirimos

com os nossos sentidos. Para se convencer disto, basta ter em mente que só seríamos ca-

pazes de ter alguma intuição sobre o fato do tempo não ser absoluto se os nossos sentidos

fossem precisos o su�ciente para detectar as dilatações do tempo na escala de velocidade

que experimentamos ou, se vivêssemos em uma escala de velocidade próxima à da luz.
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Assim sendo, não podemos deixar que as limitações de nossos sentidos e, conseqüente-

mente nossa intuição, limite a nossa descrição matemática do mundo que vivemos. O

leitor interessado na de�nição formal de variedades pode consultar a seção 5.1.2 de [39].

Para entendermos bem como funciona todo o aparato matemático envolta de uma

variedade, precisamos ter em mente que, por mais astutos que sejamos, em geral não

seremos capazes de realizar cálculos sobre a variedade em si. De fato, o que fazemos é

identi�car a vizinhança de um ponto da variedade ao que chamamos de plano tangente,

que nada mais é do que um espaço vetorial1 de Rn (n sendo a dimensão do plano tangente,

menor ou igual à da variedade). Portanto, as contas são feitas sobre o plano tangente

à variedade em um dado ponto, não sobre a variedade. Está claro que, se a variedade

coincide com o plano tangente, então, podemos dizer que estamos fazendo as contas

sobre a variedade (exemplos disto são: plano tangente à uma superfície bi-dimensional

plana, plano tangente ao espaço euclidiano etc). Tendo isto em mente, é fácil entender o

signi�cado geométrico tanto da curvatura quanto da torção apresentados nos capítulos 2

e 4.

O plano tangente à uma variedade M no ponto p é o conjunto de vetores tangentes à

curvas contidas em M e que passam pelo ponto p. Este conjunto é denotado por TPM

(veja �gura B.1).

Na �gura B.2, esboçamos o fato de que estamos sempre associando as contas feitas

no plano tangente com a variedade por meio de uma função através de um processo

chamado imersão. Obviamente, para que esta associação seja considerada uma imersão,

é necessário que certas condições sejam satisfeitas2.

B.2 Vetores

Aqui, vamos de�nir o conceito de vetores independentes de base. Para tal, de�niremos

os vetores como sendo escalar, ou seja, eles não mudarão frente transformações de coor-

denadas. Além disso, os vetores serão de�nidos a partir do conceito de curva que, para

nós, já está entendido.

Considere uma curva α(t) contida em uma variedade M e uma função f : M → R,
1Espaço dotado de vetores que obedecem a 8 propriedades. O leitor interessado pode veri�car estas

propriedades em [15]
2Para maiores detalhes, veja página 11 de [16] e/ou seção 5.2.7 de [39].
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Figura B.1: Os vetores tangentes às curvas que passam pelo ponto p de�nem o que

chamamos de plano tangente, denotado por TpM .
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Figura B.2: Nesta �gura, um contorno in�nitesimal nas vizinhanças de um ponto p da variedade M é expresso no

espaço plano tangente a M em p. Note que a curva no espaço plano não necessariamente se fecha.
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onde t ∈ R. A medida da variação de f ao longo da curva α no ponto p é

df(α(t))

dt

∣∣∣
tp
, (B.1)

onde α(tp) = p. Com α escrita na forma paramétrica, α(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t)), onde

n é a dimensão de M , podemos usar a regra da cadeia e escrever a expressão acima na

forma

∂f

∂xµ
dxµ(α(t))

dt

∣∣∣
tp
. (B.2)

A partir da expressão acima, fazemos a de�nição de vetores independente de base por

X = Xα ∂

∂xα
, (B.3)

onde Xα = dxα(α(t))
dt

. Estamos omitindo o fato deste vetor ser avaliado no ponto p. To-

davia, como o ponto p é arbitrário, podemos generalizar a de�nição para qualquer ponto

da variedade M e, conseqüentemente, tratar X como um campo vetorial. Perceba que,

com a de�nição acima, podemos ver o vetor X como sendo um operador que atua sobre

o conjunto de funções diferenciáveis de M . Desta forma, adotaremos a seguinte notação

X[f ] = Xµ∂µf, (B.4)

onde em X[f ] lê-se X aplicado em f . É fácil veri�car que estes vetores são independentes

da base na qual são escritos. Para tal, basta notar que, frente uma transformação de

coordenadas xα −→ x′α, X ′ν = ∂x′ν

∂xµ
Xµ, enquanto que ∂′ν = ∂xµ

∂x′ν
∂µ. Fato este que, pela

regra da cadeia, leva a X ′ = X.

B.3 1-Formas

O fato de TpM ser um espaço vetorial garante que existe um conjunto de funcionais

lineares3 cujos elementos levam valores de TpM nos reais. Este conjunto é denominado

espaço cotangente, ele será denotado por TpM∗ e, sempre que possível, seus elementos

serão indicados por letras gregas, ω : TpM → R. Dar-se vários nomes aos elementos do

3Um funcional linear F é uma função que satisfaz as propriedades F (V + W ) = F (V ) + F (W ) e

F (λV ) = λF (V ), onde V,W são vetores e λ é um escalar.
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espaço cotangente: vetor dual, vetor cotangente e 1-forma. Aqui, nos referiremos a estes

elementos por 1-formas. Como exemplo de uma 1-forma, considere a diferencial de uma

função f , df . Como a ação de V sobre f é V [f ] = V µ ∂f
∂xµ

, é natural de�nir a ação de df

sobre V por

〈df, V 〉 = V µ ∂f

∂xµ
= V [f ]. (B.5)

Base dual

Um fato importante sobre as 1-formas é que, dado uma base {eA} de TpM , existe uma

base {eA} em TpM
∗ tal que

< eB, eA >= δBA. (B.6)

Neste caso, {eB} é dita ser a base dual de {eA}. Para o caso particular da diferencial dxµ

e da derivada parcial ∂/∂xν , teremos

< dxµ, ∂ν >= δµν . (B.7)

Disto, percebemos que dxµ é a base dual da base coordenada ∂µ. Uma outra observa-

ção importante é que o espaço dual, necessariamente, tem a mesma dimensão do plano

tangente. Além disto, dado uma das bases a outra �ca determinada univocamente via a

expressão acima.

Através da de�nição da aplicação de um vetor em uma 1-forma e de uma 1-forma em

um vetor, é fácil concluir que para obtermos as componentes de destes objetos em uma

dada base basta aplicar um objeto no seu dual. Exemplo: seja a 1-forma ω = ωµdx
µ.

Para obter a componente de ω na base coordenada dxµ, basta usarmos a base dual de

dxµ, ou seja, ∂ν . Neste caso, teremos < ω, ∂ν >=< ωµdx
µ, ∂ν >= ωµ < dxµ, ∂ν >= ων .

O contrário também é trivial. Se V = V ν∂ν é um vetor, então < dxµ, V >= V µ (veja

(B.5)).
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Produto exterior

De�nição B.3.1 Sejam duas 1-formas ω e σ de�nidas em TpM
∗. A aplicação ω ∧ σ :

TpM × TpM → R, onde × signi�ca produto direto4, de�nida por

ω ∧ σ(V,W ) = 〈ω, V 〉 〈σ,W 〉 − 〈σ, V 〉 〈ω,W 〉 , (B.8)

onde V,W são vetores quaisquer de TpM , é chamada de produto exterior.

B.4 Tensores

Nesta seção, de�nimos o objeto matemático conhecido como tensor. Este objeto tem

sido de grande importância para física, pois, permite que expressões matemáticas e equa-

ções físicas sejam escritas de forma a serem independentes do sistema de coordenadas que

é adotado. Em adição a isso, temos o fato dele ser de fácil manuseio e ser uma ferramenta

de aplicação em praticamente, se não totalmente, todas as áreas da física. Embora seja

muito comum na física o uso dos tensores de forma a eles dependerem da base na qual

estão escritos. Aqui, adotaremos o formalismo independente de base. Portanto, tensores

não terão índices, mas suas componentes em uma certa base sim.

De�nição B.4.1 Um tensor do tipo (q, r) é um objeto multilinear que leva q elementos

de TpM∗ e r elementos de TpM em um número real. O conjunto dos tensores do tipo

(q, r) será denotado por T
q

r, p (M), e seus elementos podem ser escritos em termos das

bases descritas anteriormente como

T = T b1...bqa1...ar

∂

∂xb1
⊗ . . .⊗ ∂

∂xbq
⊗ dxa1 ⊗ . . .⊗ dxar . (B.9)

O símbolo ⊗ representa o produto tensorial, veja de�nição em [15]. O leitor não deve �car

preocupado com o símbolo ⊗, pois ele serve apenas para organizar a atuação do tensor

nos elementos de TpM e TpM∗. Por exemplo, ao dizermos que um certo tensor é do tipo

A : TpM
∗ × TpM → R, estamos dizendo que ele atuará em uma 1-forma ω e um vetor V ,

onde V será escrito ao lado direito de ω. Em termos matemáticos, A é escrito em uma

base {eµ} e sua dual {eµ} como A = Aµνeµ⊗eν e sua atuação em V e ω é escrita na forma

4O leitor pode encontrar a de�nição de produto direto em qualquer enciclopédia de matemática, como

por exemplo [15].



APÊNDICE B. FORMAS DIFERENCIÁVEIS 142

A(ω, V ) = Aµνeµ ⊗ eν(ω, V ) = Aµν < ω, eµ >< eν , V >. Nesta última expressão, observe

a ordem entre os termos entre parêntese (ω, V ) e a ordem da base eµ ⊗ eν . O primeiro

de um atua no primeiro do outro etc. De maneira geral, se tivermos um tensor do tipo

T : TpM
∗ × . . .× TpM∗ × TpM × . . .× TpM → R, podemos escrevê-lo em uma base {eA}

e sua dual {eA} como

T = T
A1...Aq

B1...Br
eA1 ⊗ . . .⊗ eAq ⊗ eB1 ⊗ . . .⊗ eBr .

Organiza-se a atuação de T nos elementos de TpM∗ e TpM na forma

T (ω1, . . . , ωq, V1, . . . , Vr) = T
A1...Aq

B1...Br
< ω1, eA1 > . . .

< ωq, eAq >< eB1 , V1 > . . . < eBr , Vr >

Note que, após identi�carmos quais elementos da base atuam nos elementos que estão

entre parêntese, eliminamos o símbolo⊗, pois essa é a única função dele, ordenar a atuação

da base. Escrevendo os ωs e os V s em termos das bases {eA} e {eA}, respectivamente, a

expressão acima �ca

T (ω1 . . . ωq, V1 . . . Vr) = T
A1...Aq

B1...Br
ω1A1 . . . ωqAqV

B1
1 . . . V Br

r . (B.10)

B.5 Formas diferenciáveis

Nesta seção apresentamos o formalismo de formas diferenciáveis e assim generalizare-

mos o formalismo apresentado na seção B.3.

De�nição B.5.1 Denomina-se de forma diferenciável de ordem r todo tensor totalmente

anti-simétrico do tipo (0, r). É de costume nos referirmos a este tensor como uma r-forma

e usaremos Ωr
p(M) para representar o conjunto das r-formas de�nidas em um ponto p de

uma variedade M .

B.5.1 Produto exterior

Antes de de�nirmos o produto exterior, considere a seguinte de�nição: Dada a 1-forma

dxµ, de�nimos o wedge product (que representaremos por ∧) por

dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµr =
∑
P∈Sr

sgn(P )dxµP (1) ⊗ dxµP (2) ⊗ . . .⊗ dxµP (r) , (B.11)
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onde Sr é o grupo simétrico de ordem r e P um elemento de Sr; sgn(P ) = 1 para

permutações pares e sgn(P ) = −1 para permutações ímpares. Em termos práticos, a

expressão acima signi�ca que devemos somar todas as permutações possíveis, tendo como

ponto de partida dxµP (1) ⊗ dxµP (2) ⊗ . . . ⊗ dxµP (r) , colocando �+� sempre que a troca for

par e �−� quando a troca for ímpar. Exemplo:

dxµ ∧ dxν = dxµ ⊗ dxν − dxν ⊗ dxµ,

dxλ ∧ dxµ ∧ dxν = dxλ ⊗ dxµ ⊗ dxν + dxν ⊗ dxλ ⊗ dxµ

+dxµ ⊗ dxν ⊗ dxλ − dxλ ⊗ dxν ⊗ dxµ

−dxµ ⊗ dxλ ⊗ dxν − dxν ⊗ dxµ ⊗ dxλ.

Da de�nição acima, é fácil veri�car as seguintes propriedades:

dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµr = 0, se algum índice for repetido.

dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµr = sgn(P )dxµP (1) ∧ . . . ∧ dxµP (r) .

dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµr é linear em cada dxµ.

Denotaremos o espaço vetorial das r-formas em p pertencentes a uma variedade M

por Ωr
p(M). No caso, se ω ∈ Ωr

p(M), podemos expandi-la em termos de (B.11), ou seja,

ω =
1

r!
ωµ1µ2...µrdx

µ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµr , (B.12)

onde consideramos ωµ1µ2...µr como anti-simétrico por razões óbvias, e r! é o fator de nor-

malização, uma vez que ωµ1µ2...µrdx
µ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµr = r!ω12...rdx

1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxr.

De�nição B.5.2 Sejam ω e ξ uma q-forma e uma r-forma, respectivamente. De�ne-se

o produto exterior de ω com ξ por

(ω ∧ ξ)(V1, . . . , Vq+r) =

1

q!r!

∑
P∈Sq+r

sgn(P )ω(VP (1), . . . , VP (q))ξ(VP (q+1), . . . , VP (q+r))

Da de�nição acima, vemos que o produto exterior de uma q-forma com uma r-forma leva a

uma (q+r)-forma, ou seja, ∧ : Ωq
p(M)×Ωr

p(M)→ Ωq+r
p (M). Esta de�nição é basicamente

uma generalização de (B.11).
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B.5.2 Derivada exterior

De�nição B.5.3 De�ne-se a derivada exterior como sendo uma aplicação que leva uma

r-forma ω em uma (r+1)-forma dω da seguinte maneira:

dω =
1

r!

(
∂

∂xν
ωµ1...µr

)
dxν ∧ dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµr . (B.13)

Como exemplos de casos particulares, é relevante destacar:

1. Se f = f(x, y, z) é uma 0-forma, uma função, então

df =
∂f

∂xµ
dxµ Gradiente (1-forma)

2. Se ω = ωx(x, y, z)dx+ ωy(x, y, z)dy + ωz(x, y, z)dz (1-forma), então

dω =

(
∂ωy
∂x
− ∂ωx

∂y

)
dx ∧ dy

(
∂ωz
∂y
− ∂ωy

∂z

)
dy ∧ dz(

∂ωx
∂z
− ∂ωz

∂x

)
dz ∧ dx Rotacional (2-forma)

3. Se ω = ωxy(x, y, z)dx ∧ dy + ωyz(x, y, z)dy ∧ dz + ωzx(x, y, z)dz ∧ dx, então

dω =

(
∂ωyz
∂x

+
∂ωzx
∂y

+
∂ωxy
∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz Divergente (3-forma)

4. Se ω for uma 3-forma,

dω = 0. (B.14)

Perceba que nestes exemplos, consideramos uma variedade M de dimensão 3. Além

disso, note que o gradiente, o rotacional e o divergente assim de�nidos, são independente

de coordenadas e de base.

B.5.3 Produto Interior

De�nição B.5.4 Seja V um vetor de TM e ω ∈ Ωr(M). De�ne-se como produto

interior a aplicação iV : Ωr(M)→ Ωr−1(M), tal que

iV ω(V1, . . . , Vr−1) = ω(V, V1, . . . , Vr−1). (B.15)

Se tomarmos V = V µ∂µ e ω = 1
r!
ωµ1...µrdx

µ1 ∧ . . . ∧ dxµr , a de�nição acima implica

iV ω =
1

(r − 1)!
V νωνµ2...µrdx

µ2 ∧ . . . ∧ dxµr . (B.16)
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B.5.4 Derivada de Lie

No formalismo de formas diferenciáveis, a derivada de Lie é escrita em termo do

produto interior e da derivada exterior da seguinte maneira:

De�nição B.5.5 Sejam V um vetor de TM e ω ∈ Ωr(M). De�ne-se por derivada de

Lie

LV ω = (diV + iV d)ω (B.17)

B.5.5 A conexão 1-forma

De�nição B.5.6 Sejam eA uma 1-forma e ωABC a conexão linear de�nida sobre uma

variedade M . Denomina-se de conexão 1-forma ωAB, a conexão dada por

ωAB = ωACBe
C . (B.18)

Apenas para relembrar, a conexão linear é de�nida por ∇eAeB = ωCABeC , onde ω
C
AB são

os coe�cientes da expansão da conexão na base eC .

É possível demonstrar que a conexão 1-forma satisfaz as equações de estrutura de

Cartan, ou seja,

deA + ωAB ∧ eB = TA,

dωAB + ωAC ∧ ωCB = RA
B,

onde TA = 1
2
TAbce

B ∧ eC e RA
B = 1

2
RA

BCDe
C ∧ eD são a torção 2-forma e a curvatura

2-forma , respectivamente.

Também pode-se veri�car que as identidades de Bianchi podem ser escritas na forma

dTA + ωAB ∧ TB = RA
B ∧ eB

dRA
B + ωAC ∧RC

B −RA
C ∧ ωCB = 0.

B.5.6 Integração de Formas diferenciáveis

É possível de�nir a integração de formas diferenciáveis em uma variedade M quando

M é orientável. Abaixo segue a de�nição de variedade orientável:

De�nição B.5.7 Uma variedade M é orientável se, dado duas cartas Ui e Uj tais que

Ui ∩Uj 6= ∅, existe coordenadas locais {xµ} para Ui e {yν} para Uj tais que det(∂x
µ

∂yν
) > 0.
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Se uma variedade de dimensão m é orientável, então existe uma m-forma ω que não se

anula em nenhuma região. Esta m-forma é denominada de elemento de volume. Com

isto, podemos de�nir a integração de formas diferenciáveis da seguinte maneria:

De�nição B.5.8 Seja f : M → R uma função de�nida sobre uma variedade orientável

M , e uma vizinhança coordenada Ui com coordenada x. De�ne-se a integração de uma

m-forma fω = fhdx1 ∧ . . . ∧ dxm por∫
Ui

fω =

∫
φ(Ui)

f(φ−1(x))h(φ−1(x))dx1 . . . dxm, (B.19)

A integração acima é sobre φ(Ui), todavia ela pode ser facilmente generalizada para toda

a variedade5.

B.5.7 Elementos de volume invariantes

Para variedades dotadas de uma métrica g, existe um elemento de volume invariante

frente a transformações de coordenada. De�ne-se este elemento por

Ω =
√
|g|dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn, (B.20)

onde g é o determinante da métrica e n é a dimensão da variedade.

Podemos reescrever o elemento de volume em termos da base de tetradas eA = eAµdx
µ.

Neste caso, Ω toma a forma

Ω = |det(eAµ)|dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn = e1 ∧ e2 ∧ . . . ∧ en. (B.21)

Com o elemento de volume de�nido, podemos reescrever a de�nição de integração de uma

função f sobre uma variedade M por

∫
M

fΩM =

∫
M

f
√
|g|dx1 ∧ dx2 ∧ . . . ∧ dxn. (B.22)

B.5.8 O símbolo de Levi-Civita ε

Em nossa notação, usaremos a seguinte de�nição

εµ1µ2...µm ≡ εµ1µ2...µm ≡ εµ1µ2...µm

5Veja a subseção 5.5.2 de [39].
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≡
{ +1 para permutação par de índices a partir de 12 . . .m

−1 para permutação ímpar de índices a partir de 12 . . .m

0 para os outros casos.

Perceba a sutileza na de�nição acima. A densidade tensorial εµ1µ1...µm coincide com o

símbolo εµ1µ1...µm , todavia nada foi dito sobre εµ1µ1...µm . O leitor deve está atento para

o fato de que muitos autores adotam εµ1µ1...µm com sendo o levantamento dos índices de

εµ1µ1...µm [39], porém outros adotam εµ1µ1...µm como o inverso de εµ1µ1...µm [184]. Para

evitar ambigüidades, adotaremos a de�nição de que εµ1µ1...µm seja a densidade tensorial

obtida a partir do levantamento dos índices de εµ1µ1...µm , ou seja,

εν1...νm = gν1µ1 . . . gνmµmεµ1µ2...µm = g−1εµ1µ2...µm

= g−1εµ1µ2...µm = g−1εµ1µ2...µm .

Já o símbolo εµ1µ1...µm , conhecido como símbolo de Levi-Civita alternado, de�nimos como

sendo o inverso de εµ1µ1...µm . Pode-se demonstrar que os símbolos de Levi-Civita, assim

de�nidos, satisfazem a seguinte relação:

εµ1...µmε
ν1...νm =

δν1
µ1

. . . δνmµ1

... . . .
...

δν1
µm . . . δνmµm

, (B.23)

onde as barras | | indicam o determinante.

Outra maneira de evitar a ambigüidade acima destacada, é vendo εµ1...µm e εµ1...µm como

componentes de tensores, porém tendo em mente que εµ1...µm não é a versão contravariante

de εµ1...µm , ou seja, εµ1...µm 6= gµ1ν1 . . . gµmνmεν1...νm .

B.5.9 Transformações de Dualidade (Hodge Star)

Como Ωr(M) é isomór�co a Ωm−r(M), onde m é a dimensão de M , e sendo M dotada

de uma métrica g, podemos de�nir um isomor�smo entre Ωr(M) e Ωm−r(M). À este

isomor�smo, da-se o nome de operação de Hodge (Hodge operation) e usa-se o símbolo ?

para representar a operação.

De�nição B.5.9 A operação de dualidade ? : Ωr(M)→ Ωm−r(M) é de�nida como

? (dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ . . . ∧ dxµr) =√
|g|

(m− r)!
εµ1µ2...µr

νr+1...νm
dxµr+1 ∧ . . . ∧ dxµm .



APÊNDICE B. FORMAS DIFERENCIÁVEIS 148

A de�nição acima implica naturalmente

?ω =

√
|g|

(m− r)!
ωµ1...µrε

µ1...µr
νr+1...νm

dxµr+1 ∧ . . . ∧ dxµm . (B.24)

B.5.10 Produto interno de r-formas

De�nição B.5.10 Sejam ω e σ duas r-formas. De�ne-se o produto interno de ω com

σ por

(ω, σ) =

∫
ω ∧ ?σ. (B.25)

Pode-se demonstrar que

(ω, σ) =
1

r!

∫
M

ωµ1...µrω
µ1...µr

√
|g|dx1 . . . dxm. (B.26)

Temos que ω ∧ ?σ = σ ∧ ?ω e, portanto, (ω, σ) = (σ, ω).

B.5.11 Adjunto da derivada exterior

De�nição B.5.11 Seja d : Ωr−1(M) → Ωr(M) o operador derivada exterior, e m =

dimM . De�ne-se o operador adjunto de d para uma geometria riemanniana por

d† = (−1)mr+m+1 ? d?, (B.27)

já para uma geometria Lorentziana

d† = (−1)mr+m ? d ? . (B.28)

B.5.12 O Laplaciano

Na linguagem de formas diferenciais, o Laplaciano é de�nido da seguinte forma:

De�nição B.5.12 De�ne-se o Laplaciano como sendo aplicação 4 : Ωr(M) → Ωr(M)

dada por

4 = (d+ d†)2 = dd† + d†d. (B.29)

Para fazermos um paralelo com a notação tensorial de componentes, tomemos o Lapla-

ciano de uma função f . Como f é uma função, 0-forma, então ?f =

√
|g|f
m!

εµ1...µmdx
µ1 ∧

. . . ∧ dxµm =
√
|g|fdx1 ∧ . . . ∧ dxm. Perceba que na expressão anterior foi usado o fato
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trivial εµ1...µmdx
µ1 ∧ . . . ∧ dxµm = m!dx1 ∧ . . . ∧ dxm, que é conseqüência de εµ1...µm e

dxµ1 ∧ . . . ∧ dxµm serem totalmente anti-simétricos e ε12...m = +1. Voltando a expressão

para ?f , percebemos que d?f = (f
√
|g|),νdxν∧dx1∧. . .∧dxm = 0, onde o zero vem do fato

de que necessariamente teremos sempre um índice repetido, pois ν = 1, 2, 3 . . .m. Disto,

concluímos que d†f = 0. Portanto, a aplicação do Laplaciano na geometria riemanniana

(não-Lorentziana) em f resume-se a forma

4f = d†df = d†f,µdx
µ = (−1)m+1 ? d ? f,µdx

µ

= (−1)m+1 ? d

√
g

(m− 1)!
f,µg

µν1εν1ν2...µmdx
ν2 ∧ . . . ∧ dxνm

= ?
(−1)m+1

(m− 1)!
(
√
gf,µg

µν1),α εν1ν2...µmdx
α ∧ dxν2 ∧ . . . ∧ dxνm

= (−1)m+1

√
g

(m− 1)!
(
√
gf,µg

µν1),α εν1ν2...νmε
αν2...νm

= (−1)m+1

√
g

(m− 1)!
(
√
gf,µg

µν1),α εν1ν2...νmg
−1εαν2...νm

= (−1)m+1

√
g

(m− 1)!
(
√
gf,µg

µν1),α g
−1(m− 1)!δαν1

= (−1)m+1 1
√
g

(
√
gf,µg

µα),α ,

onde foi utilizado εν1...νm = εν1...νm , também εν1...νm = g−1εν1...νm e εν1ν2...νmε
αν2...νm =

(m− 1)!δαν1
(veja a seção B.5.8).

B.5.13 Algumas propriedades importantes

O uso do formalismo de formas diferenciais pode se tornar muito desgastante se toda

vez que iniciarmos uma conta precisarmos demonstrar certas propriedades que quase sem-

pre serão utilizadas. Por esta razão, apresentaremos algumas propriedades importantes

para quem estiver interessado no uso desse formalismo. Algumas das propriedades que

serão apresentadas aqui são redundantes, ou seja, podem ser obtidas a partir de outras;

todavia, apresentá-las facilita os cálculos neste formalismo. Uma observação importante

a ser feita é a de que o leitor deve sempre estar atento para diferenças na notação que usa

com a notação aqui estabelecida6.

6A notação que adotamos para formas diferenciais é basicamente a de [39].
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Produto exterior

Sejam ξ ∈ Ωq(M), η ∈ Ωr(M) e ω ∈ Ωs(M). As seguintes propriedades são válidas:

ξ ∧ ξ = 0 se q for ímpar (B.30)

ξ ∧ η = (−1)qrη ∧ ξ (B.31)

(ξ ∧ η) ∧ ω = ξ ∧ (η ∧ ω). (B.32)

Derivada exterior

Sejam ξ ∈ Ωq(M), ω ∈ Ωr e Vj vetores de TM . Pode-se veri�car que:

d(ξ ∧ ω) = dξ ∧ ω + (−1)qξ ∧ dω, (B.33)

dω(V1 . . . Vr+1) =
r∑
i=1

(−1)i+1Viω(V1, . . . , V̂i, . . . , Vr+1)

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Vj, Vi], V1, . . . , V̂i, . . . , V̂j, . . . , Vr+1)d2 = 0,

onde o circun�exo sobre os vetores indica a ausência do mesmo.

Produto interior e derivada de Lie

Sejam V e W vetores de TM e ω ∈ Ωr(M). As seguintes propriedades são válidas7:

i[V,W ]ω = V (iWω)−W (iV ω), (B.34)

iV (ω ∧ η) = iV ω ∧ η + (−1)rω ∧ iV η, (B.35)

i2V = 0, (B.36)

LV iV ω = iVLV ω. (B.37)

Hodge star

Para uma variedade M de dimensão m, temos:

?1 =

√
|g|
m!

εµ1...µmdx
µ1 ∧ . . . ∧ dxµm =

√
|g|dx1 ∧ . . . ∧ dxm. (B.38)

7O leitor pode con�rmar estas expressões em [39], equações (5.83-6).
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Considerando a base não-coordenada {eA} = {eAµdxµ} em uma variedade de dimensão

m, teremos8

?(eA1 ∧ . . . ∧ eAr) =
1

(m− r)!
εA1...Ar

Br+1...Bm
eBr+1 ∧ . . . ∧ eBm . (B.39)

Se a variedade M , de dimensão m, é riemanniana e ω ∈ Ωr(M), então:

? ? ω = (−1)r(m−r)ω, (B.40)

?−1 = (−1)r(m−r)? (B.41)

Porém, se M for lorentziana, teremos:

? ? ω = (−1)1+r(m−r)ω, (B.42)

?−1 = (−1)1+r(m−r) ? . (B.43)

Outras propriedades

Dadas duas r-formas ω e η, temos as seguintes propriedades:

ω ∧ ?η = η ∧ ?ω

=
1

r!
ωµ1...µrη

µ1...µr
√
|g|dx1 ∧ . . . ∧ dxm. (B.44)

Em termos da base de tetradas {eA}, temos:

ω ∧ ?η = η ∧ ?ω

=
1

r!
ωA1...Arη

A1...Are1 ∧ . . . ∧ em. (B.45)

Seja (M, g) uma variedade compacta, orientável, sem fronteira, e α ∈ Ωr(M), β ∈

Ωr−1(M), então:

(dβ, α) = (β, d†α), (B.46)

onde os parênteses indicam o produto interno (B.26). O leitor interessado em maiores

detalhes, pode consultar [39, 184]. O leitor também pode veri�car as expressões (B.30),

(B.31), (B.32), (B.33), (B.34), (B.34), (B.35), (B.36), (B.37), (B.38), (B.39), (B.40),

(B.41), (B.42), (B.43), (B.44), (B.45) e (B.46) em [39], expressões 5.67a-c, 5.69, 5.71-2,

8O leitor pode veri�car as propriedades aqui indicadas em [39], expressões 7.174, 7.176a, 7.176b, 7.177a

e 7.177b.
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5.83-86, 7.174, 7.176a-b, 7.177a-b, 7.178, 7.179, 7.180, 7.186 presentes nos capítulos 5 e 7.

Abaixo segue outras propriedades fáceis de serem veri�cadas.

εµ1...µjµj+1...µmdx
µj+1 ∧ . . . ∧ dxµm

= (m− j)!εµ1...µj µ̇j+1...µ̇mdx
µ̇j+1 ∧ . . . ∧ dxµ̇m ,

onde o ponto sobre os índices está sendo usado para representa índices que não estão

somados. Além disto, admite-se que os índices com estes pontos sejam todos diferentes

uns dos outros (não há repetições).



Apêndice C

Análise da estabilidade de sistemas não

lineares

Para analisar a estabilidade de sistemas não lineares, é necessário fazermos uma ana-

lise da estabilidade de sistemas lineares. Por esta razão, começaremos com a análise de

sistemas lineares.

C.1 Sistemas lineares

Os sistemas lineares são um conjunto de equações que apresentam apenas dependên-

cia linear de suas variáveis. Usa-se o termo �ordem� para distinguir estes sistemas pelo

número de variáveis independentes que eles possuem. Aqui, entretanto, estaremos interes-

sado apenas em sistemas de segunda ordem, ou seja, sistemas com apenas duas variáveis

independentes.

De maneira geral, sistemas lineares de segunda ordem podem ser escritos da seguinte

forma [149]

Ẋ = AX, (C.1)

onde

A =

 a b

c d

 (C.2)

e

153
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X =

 x

y

 , (C.3)

onde a, b, c e d são constantes.

As análises que faremos aqui terão como ponto de partida o espaço de fase, ou seja, o

plano formado por X e Ẋ.

C.1.1 Ponto de equilíbrio

Pontos de equilíbrio, também conhecido como pontos �xos, são os pontos onde todas

as derivadas se anulam, ou sejam, são os pontos críticos do sistema. Matematicamente,

em um dado ponto crítico X0 teremos

AX0 = 0. (C.4)

Para os casos nos quais o determinante da matriz A é diferente de zero, teremos apenas

um ponto de equilíbrio, enquanto que no caso do determinante de A ser nulo, teremos

uma quantidade in�nita de pontos de equilíbrio [149]. Para saber qualitativamente como

a solução do sistema (C.1) se comporta próximo ao ponto de equilíbrio, temos que analisar

os autovalores da matriz A. Neste caso, teremos que analisar a equação

a− λ b

c d− λ
=

 0

0

 . (C.5)

A solução desta equação pode fornecer tanto um λ real quanto imaginário e, além disto,

poderemos ter dois autovalores com sinais iguais ou diferentes. A análise do comporta-

mento da solução de (C.1) dependerá exatamente destas características, como indicado

abaixo.

C.1.2 Casos com λ real

1. Se os dois autovalores tiverem o mesmo sinal e forem positivos, então, o ponto de

equilíbrio é um nó repulsivo, que é instável.

2. Se os dois autovalores tiverem o mesmo sinal e forem negativos, então o ponto de

equilíbrio é um nó atrativo, que é estável.
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3. Se os dois autovalores tiverem sinais diferentes, as trajetórias no espaço de fase serão

hipérboles com centro na origem, que é instável.

O termo estável signi�ca que as trajetórias tendem a convergir para o ponto de equilíbrio.

C.1.3 Casos com λ imaginário

No caso de λ complexo, poderemos expressá-lo como λ± = α ± iβ, onde α e β são

reais. Neste caso, é possível demonstrar que a matriz A pode ser reescrita na forma [149]

 α β

β α

 . (C.6)

Da de�nição de α e β segue os seguintes resultados

1. Se α for negativo, as trajetórias serão expirais que se aproximam da origem (foco

atrativo).

2. Se α for positivo, então as trajetórias saem da origem (foco repulsivo).

3. Se α for nulo, equivalente a λ ser um imaginário puro, então, as trajetórias serão

elipses com centro na origem (centro).

C.2 Sistemas autônomos não lineares de segunda or-

dem

Os sistemas autônomos não lineares e de segunda ordem são caracterizados pelas

seguintes equações diferenciais

{
ẋ = F (x, y)

ẏ = G(x, y),
(C.7)

onde ponto acima das letras signi�ca d/dλ, e as funções F , G não dependem explicitamente

de λ.

Fazendo uma expansão de Taylor para F e G em torno dos pontos críticos e deslo-

cando a origem das coordenadas para esses pontos, percebemos que o sistema (C.7) pode
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ser tratado como um sistema linear nas proximidades dos pontos críticos [149]. Assim,

teremos 
u̇

v̇

 =


∂F
∂x

∂F
∂y

∂G
∂x

∂G
∂y


(x0,y0)


u

v

 , (C.8)

onde u ≡ x− x0 e v ≡ y − y0. Podemos, portanto, analisar o comportamento da solução

de (C.7) próximo ao ponto de equilíbrio analisando os autovalores da matriz jacobiana


∂F
∂x

∂F
∂y

∂G
∂x

∂G
∂y


(x0,y0)

, (C.9)

como �zemos no caso linear. A única diferença é que, devido a mudança na origem das

coordenadas, o termo �centro� usado nas análises feitas nas subseções C.1.2 e C.1.3 deve

ser substituído pelo ponto crítico, ou seja, por (x0, y0).

O método aqui apresentado é utilizado no capítulo 6 para analisar o con�namento de

autoparalelas.



Apêndice D

Expressões e Identidades

Exibiremos aqui expressões e identidades que são importantes para esta tese. Sempre

que conveniente, as demonstraremos. Em especial, dedicamos a seção D.3 a demonstração

de algumas das expressões e identidades apresentadas no capítulo 7.

D.1 Expressões tensoriais

D.1.1 Derivada ordinária da métrica em termos da conexão a�m

Embora a derivada covariante da métrica num espaço com não-metricidade mude, a

derivada ordinária do determinante da métrica continuará tendo a seguinte forma

∂µg = ggλνgλν,µ, (D.1)

pois, do jeito que ela está escrita acima, ela depende apenas da de�nição de métrica. Na

verdade, (D.1) é válido para qualquer matriz n × n, veja a demonstração na página 93

de [18]. A expressão (D.1) também mantém a forma quando expressa em termos dos

símbolos de Christo�el, porém mudam quando expressa em termos da conexão a�m. De

(5.3), temos que

∂µgλν − Γαµλgαν − Γαµνgλα = Nλνµ (D.2)

ou, equivalentemente,

∂µgλν = Nλνµ + Γαµλgαν + Γαµνgλα. (D.3)

157
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Substituindo (D.3) em (D.1), teremos

∂µg = ggλν
(
Nλνµ + Γαµλgαν + Γαµνgλα

)
= g

(
N ν

νµ + Γαµλδ
λ
α + Γαµνg

ν
α

)
= g

(
N ν

νµ + Γλµλ + Γνµν
)

= gNν
νµ + 2gΓνµν (D.4)

= 2g
c

Γ
ν
µν ,

onde da penúltima para última linha usamos
n

Γ
ν
µν= −1

2
N ν

νµ e Kν
µν = 0. Calculemos

∂µ
√
−g.

∂µ
√
−g =

1

2

−∂µg√
−g

. (D.5)

Usando (D.4) na expressão acima,

∂µ
√
−g =

1

2

−gNν
νµ − 2gΓνµν√
−g

=
1

2

−gNν
νµ√
−g

+
1

2

−2gΓνµν√
−g

=
1

2

√
−gNν

νµ +
√
−gΓνµν (D.6)

=
1

2

√
−gNν

νµ +
√
−g

N

Γ
ν

µν

=
√
−g

c

Γ
ν
µν , (D.7)

onde usamos Γλµν =
c

Γ
λ
µν +

n

Γ
λ
µν +Kλ

µν , o fato de
n

Γ
ν
µν= −1

2
Nν

νµ (veja (5.6)), e Kν
µν = 0

(veja 4.18). É visível que (D.7) não depende nem da torção e nem do tensor de não-

metricidade. Vale apena destacar que a identidade (D.7) é muito útil durante a aplicação

do cálculo variacional, porém a forma (D.6) tem a vantagem de já estar escrita em termos

da conexão a�m.

D.1.2 Tensor de Riemann em uma certa base

Para escrevermos o tensor de Riemann R(V, U)W em termos de uma base qualquer,

tomemos os vetores V = V µeµ, U = Uνeν eW = Wαeα. Desta forma, podemos simpli�car

(4.21) da seguinte maneira
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R(V, U)W = V µ∇eµ

(
Uν∇eνW

βeβ
)
− Uν∇eν

(
V µ∇eµW

βeβ
)
−∇[V,U ]W

= V µUν
,µ∇eνW

βeβ�
�
a
+ V µUν∇eµ

(
W β

,νeβ +W β∇eνeβ
)
− UνV µ

,ν∇eµW
βeβ�
�
a

−UνV µ∇eν

(
W β

,µeβ +W β∇eµeβ
)
−∇V µUν,µeν−UνV

µ
,νeµW�
�
a
= V µUν(W β

,νµeβ�
�
b

+W β
,ν∇eµeβ��

d
) + V µUνW β

,µ∇eνeβ�
�
c
+ V µUνW β∇eµ∇eνeβ − UνV µ(W β

,µνeβ�
�
b

+W β
,µ∇eνeβ��

c
)− UνV µW β

,ν∇eµeβ�
�
d
− UνV µW β∇eν∇eµeβ

= V µUνW β
(
∇eµ∇eνeβ −∇eν∇eµeβ

)
= V µUνW β

[
∇eµ

(
Γανβeα

)
−∇eν

(
Γαµβeα

)]
= V µUνW β((Γανβ,µeα + Γανβ∇eµeα)−

(
Γαµβ,νeα + Γαµβ∇eνeα

)
)

= V µUνW β((Γανβ,µeα + ΓανβΓλµαeλ)−
(
Γαµβ,νeα + ΓαµβΓλναeλ

)
)

= V µUνW β
(
Γλνβ,µ − Γλµβ,ν + ΓανβΓλµα − ΓαµβΓλνα

)
eλ, (D.8)

onde foram usadas as propriedades da derivada covariante; os termos indicados pelos

riscos com a mesma letra se cancelam. Tomando {eµ} como sendo uma base coordenada

e V µ = δµα, U
ν = δνσ, W

β = δβρ, a expressão (D.8) �ca

Rρασ =
(
Γλσρ,α − Γλαρ,σ + ΓφσρΓ

λ
αφ − ΓφαρΓ

λ
σφ

)
∂λ (D.9)

que, aplicando dxµ e de�nido Rµ
ρασ ≡< dxµ, R(∂α, ∂σ)∂ρ >, fornece

Rµ
ρασ = Γµσρ,α − Γµαρ,σ + ΓφσρΓ

µ
αφ − ΓφαρΓ

µ
σφ. (D.10)

D.1.3 Explicitando a contorção no tensor de Riemann

Podemos explicitar a contorção no tensor de Riemann usando (4.15) da seguinte forma.

Rµ
ρασ =

c

R
µ
ρασ +Kµ

σρ,α −Kµ
αρ,σ +Kφ

σρ

c

Γ
µ
αφ +

c

Γ
φ
σρ K

µ
αφ

+Kφ
σρK

µ
αφ −K

φ
αρ

c

Γ
µ
σφ −

c

Γ
φ
αρ K

µ
σφ −K

φ
αρK

µ
σφ =

c

R
µ
ρασ

+Kµ
σρ,α +Kφ

σρ

c

Γ
µ
αφ −

c

Γ
φ
αρ K

µ
σφ +

0︷ ︸︸ ︷
c

Γ
φ
ασ K

µ
φρ−

c

Γ
φ
ασ K

µ
φρ

−Kµ
αρ,σ+

c

Γ
φ
σρ K

µ
αφ −K

φ
αρ

c

Γ
µ
σφ +

0︷ ︸︸ ︷
c

Γ
φ
σα K

µ
φρ−

c

Γ
φ
σα K

µ
φρ

+Kφ
σρK

µ
αφ −K

φ
αρK

µ
σφ =

c

R
µ
ρασ +Kµ

σρ:α −Kµ
αρ:σ

+Kφ
σρK

µ
αφ −K

φ
αρK

µ
σφ.
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D.2 Demonstração da propriedade (5.17)

Usando (5.18) em (5.17), podemos realizar o seguinte cálculo.

N

R µναβ +
N

Rµβνα +
N

Rµαβν=
N

Γµβν,α�
��

a

−
N

Γµαν,β�
��

b

+
N

Γµαβ,ν�
��

c

−
N

Γµνβ,α�
��

a

+

N

Γµνα,β�
��

b

−
N

Γµβα,ν�
��

c

+
N

Γ
φ

βν

N

Γ µαφ�
��

d

−
N

Γ
φ

αν

N

Γ µβφ�
��

e

+
N

Γ
φ

αβ

N

Γ µνφ�
��

f

−
N

Γ
φ

νβ

N

Γ µαφ�
��

d

+
N

Γ
φ

να

N

Γ µβφ�
��

e

−
N

Γ
φ

βα

N

Γ µνφ�
��

f

= 0,

onde os índices indicados com a mesma letra se cancelam; usamos a simetria nos índices

de baixo da conexão para podermos cancelar os termos indicados com as letras �d�, �e� e

�f�.

D.3 Cálculos do capítulo 7

Nesta seção fazemos várias demonstrações, todas associadas com o capítulo 7.

D.3.1 Contraindo a contorção com γAγBγC

Considere a seguinte de�nição

γ[AγBγC] ≡ 1

6

(
γAγBγC + γCγAγB + γBγCγA − γAγCγB − γBγAγC − γCγBγA

)
,

(D.11)

onde os gamas são as matrizes de Dirac. Da de�nição acima, vemos que γ[AγBγC] é

totalmente anti-simétrico. Além disso, usando as propriedades das matrizes de Dirac, é

possível demonstrar1 que

γAγBγC = γ[AγBγC] + ηCBγA + ηBAγC − ηCAγB. (D.12)

Calculemos o termo 1
4
KBACγ

AγBγC em termos de γ[AγBγC]. Usando D.12,

1

4
KBACγ

AγBγC =
1

4

(
KBACγ

[AγBγC] +KC
ACγ

A

�
�
�

0

+KA
ACγ

C −K A
C Aγ

C

)
1Essa demonstração é muito simples e pode ser encontrada na página 259 de [2], equação 10.155.
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=
1

4

(
KBACγ

[AγBγC] +KA
ACγ

C −K A
C Aγ

C
)
,

onde usamos o fato de KABC = −KCBA. De (4.14), vemos que KA
ACγ

C − K A
C Aγ

C =

−2TACAγ
C . Substituindo na expressão acima,

1

4
KBACγ

AγBγC =
1

4

(
KBACγ

[AγBγC] − 2TACAγ
C
)
.

Para deixarmos a expressão anterior em uma forma mais conveniente, somemos e subtrai-

amos o lado direito da expressão acima por 1
4
KCABγ

[AγBγC]. Fazendo isto, segue

1

4
KBACγ

AγBγC =
1

4
KCABγ

[AγBγC] +
1

4

(
−KCABγ

[AγBγC]

+KBACγ
[AγBγC] − 2TACAγ

C

)
=

1

4
KCABγ

[AγBγC]

+
1

4

(
−2KCABγ

[AγBγC] − 2TACAγ
C

)
=

1

4
KCABγ

[AγBγC]

−1

2
KCABγ

[AγBγC] − 1

2
TACAγ

C = −1

4
KCABγ

[AγBγC] − 1

2
TACAγ

C .

Assim, chegamos a

1

4
KBACγ

AγBγC = −1

4
KCABγ

[AγBγC] − 1

2
TACAγ

C . (D.13)

Note que, devido a anti-simetria no primeiro e no último índice da contorção, temos a

igualdade 1
4
KBACγ

AγBγC = 1
8
KBACγ

A[γB, γC ].

D.3.2 Demonstração de (7.14)

Para demonstrar (7.14), basta seguir o raciocínio:

ξ′d (ξ′a) = δda ⇒

ξ′d
(
(S−1)caξc

)
= δda ⇒

(S−1)caξ
′d(ξc) = δda ⇒

(S−1)caA
d
bξ
b(ξc) = δda ⇒

(S−1)caA
d
bδ
b
c = δda ⇒

(S−1)caA
d
c = δda ⇒

Adb = Sdb,
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onde na terceira linha usamos a linearidade de ξa, na quarta supomos que ξ′d = Adbξ
b e

na penúltima linha multiplicamos toda a expressão por Sab.

D.3.3 Demonstração de S(Λ1)S(Λ2) = S(Λ3)

A demonstração da propriedade S(Λ1)S(Λ2) = S(Λ3) é feita da seguinte maneria.

Sabemos que

Λ B
1A Λ C

2B = Λ C
3A .

Contraindo com eC , podemos escrever

Λ B
1A e2B = e3A,

onde ejB = Λ C
jB eC . Aplicando ζ e usando ζ(Λ B

A eB) = (S−1)baζ(eB), teremos

(S−1)ba(Λ1)ζ(e2B) = ζ(e3A).

Por de�nição, para cada elemento eA há pelo menos um ξa associado via ζ e ζ(e2B) 6=

ζ(e3A). Portanto,

(S−1)ba(Λ1)ζ(e2B) = ζ(e3A)⇒

(S−1)ba(Λ1)ξ2b = ξ3a ⇒

(S−1)ba(Λ1)(S−1)cb(Λ2)ξc = (S−1)ca(Λ3)ξc.

Removendo ξc e observando os índices que estão sendo somados, chegamos a

S−1(Λ2)S−1(Λ1) = S−1(Λ3).

Para �nalizar a demonstração, basta multiplicarmos esta última expressão por S(Λ3) pela

direita, depois multiplicarmos S(Λ2) pela esquerda e por último multiplicarmos S(Λ1)

pela esquerda.

D.3.4 Demonstração de (7.19)

Da de�nição 7.4.3, temos que

∇
eA
ξb(ξa) = (∇

eA
ξb)ξa + ξb(∇

eA
ξa) = 0⇒

(∇
eA
ξb)ξa = −ξb(∇

eA
ξa).
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Usando a de�nição (7.18), �camos com (∇eA ξ
b)ξa = −ξb(ΓcAaξc) = −ΓcAaξ

b(ξc) = −ΓbAa,

ou equivalentemente

Zb
Adξ

d(ξa) = Zb
Aa = −ΓbAa,

onde Zb
Ad são os coe�cientes da conexão espinorial na base ξd, ∇eA ξ

b ≡ Zb
Adξ

d. Disto,

concluímos que ∇eA ξ
b = −ΓbAaξ

a.

D.3.5 Comutador dos geradores da Álgebra de Cli�ord

Por simplicidade, considere as seguintes de�nições: A ≡ γA1 . . . γAk com A1 < . . . <

Ak, e B ≡ γB1 . . . γBl com B1 < . . . < Bl. Devido as restrições nos índices, está claro que

os índices As são todos distintos; o mesmo vale para os Bs. Entretanto, vários índices As

podem coincidir com os Bs. É fácil veri�car que, caso um certo índice Bi coincida com

um2 dos As, o sinal do cálculo γA1 . . . γAkγBi = ±γBiγA1 . . . γAk independerá da posição

do índice A que coincide com Bi. Este resultado dependerá apenas de Bi coincidir ou não

com um dos As e, obviamente, de k.

Para obtermos uma expressão geral para [A,B], podemos admitir que haja m índices

Bs que coincidem com os As e ordená-los em seqüência. Neste caso, denotaremos esses

índices por Aj1 = Bi1 , . . . , Ajm = Bim . Segue então que

AB = γA1 . . . γAj1 . . . γAjm . . . γAkγB1 . . . γBi1 . . . γBim . . . γBl

= (−1)k(i1−1)γB1 . . . γBi1−1γA1 . . . γAj1 . . . γAjm . . . γAkγBi1 . . . γBim . . . γBl

= (−1)k(i1−1)+m(k−1)γB1 . . . γBimγA1 . . . γAkγBim+1 . . . γBl

= (−1)k(i1−1)+m(k−1)+k(l−im)BA

= (−1)lk−mBA,

onde da primeira para a segunda linha permutamos γB1 . . . γBi1−1 , da segunda para a

terceira permutamos γBi1 . . . γBim , da terceira para a quarta permutamos γBim+1 . . . γBl ;

também utilizamos o fato de im = (número de matrizes com o índice i) +

(número de matrizes γBs que precedem as com o índice i na de�nição de B) = m+ (i1−

1). Da igualdade acima, chegamos �nalmente a

[A,B] = AB
[
1− (−1)lk−m

]
. (D.14)

2Perceba que, como os As são todos distintos, não é possível ter um certo Bi coincidindo com mais de

um A.
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D.3.6 Prova de Tr(Γdm) = 0 para m 6= 1

Tomando o traço �Tr� da identidade (D.14) e usando as propriedades Tr([A,B]) = 0,

Tr(λA) = λTr(A), teremos

Tr(γA1 . . . γAkγB1 . . . γBl)
[
1− (−1)lk−m

]
= 0. (D.15)

Para demonstrarmos que o traço dos geradores (7.29) (menos a identidade) é nulo, basta

escolhermos lk−m sempre ímpar. Embora não pareça, para certos geradores, essa é uma

tarefa um pouco difícil, porém possível, como veremos. Para facilitar a compreensão da

demonstração geral, apresentaremos dois casos particulares antes.

Gerador Γd2

Tomando k = 1, l = 2 e A1 = B1 (m=1), a identidade (D.15) fornece Tr(γB2) = 0.

Como a escolha de A1 é arbitrária (A1 = (0) ou A1 = (1) etc), B2 acaba podendo assumir

qualquer valor. Exemplo: se tomarmos A1 = (0), então B2 = (1), . . . , (n − 1). Depois,

tomamos A1 = (1) e, então, B2 = (0), (2), . . . , (n− 1). Assim, vemos que o resultado tem

que ser válido para todos os γ(0), . . . , γ(n−1).

Gerador Γd3

Tomando k = 1, l = 1 e A1 6= B1 (m = 0), teremos Tr(γA1γB1) = 0.

Geradores Γd2p+3

Seja p um número inteiro. Podemos representar todos os geradores com quantida-

des pares de matrizes γAs fazendo k = 1 e l = 2p + 1 com p = 0, . . . , (n − 2)/2 e

considerando todo os índices como distintos (m = 0). Assim, a identidade (D.15) �ca

Tr( γA1︸︷︷︸
1

γB1 . . . γB2p+1︸ ︷︷ ︸
2p+1

) = 0. É trivial ver que todos os termos de ordem par nos gamas es-

tão compreendidos por esta expressão. Para nos convencermos que todos esses geradores

devem ter traços nulos, basta tomarmos valores particulares para os índices e demons-

trarmos um a um. Por exemplo, no caso de p = (n − 2)/2 (último gerador) só há uma

combinação possível para A1 = (0), que é Tr(γ(0)︸︷︷︸
1

γ(1) . . . γ(n−1)︸ ︷︷ ︸
n−1

) = 0.
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Geradores Γd2p+2

Podemos escolher k = p + 1, l = p + 2 e fazermos um certo Aj igual a um certo Bi

(m = 1). Neste caso, teremos Tr(γA1 . . . γAj . . . γAp+1︸ ︷︷ ︸
p+1

γB1 . . . γBi . . . γBp+2︸ ︷︷ ︸
p+2

) = 0. O leitor

pode em princípio achar trivial concluir desta última expressão que os geradores com

ordem ímpar no número de gamas têm traços nulos, mas essa expressão é mais complicada

do que parece. A razão disso está nas restrições A1 < . . . Ap+1 e B1 < . . . Bp+2. Todavia,

é possível nos convencermos que de fato esses traços são nulos. Para isso, basta termos

em mente que podemos trocar a ordem das matrizes sem nos preocuparmos com o fato

de elas comutarem ou anti-comutarem (γ(0) comuta com γ(0) e anti-comuta com γ(1), por

exemplo). Mudando a ordem das matrizes de tal forma que possamos usar γAjγBi = ±I,

teremos Tr(γA1 . . . γAj−1γAj+1 . . . γAp+1︸ ︷︷ ︸
p

γB1 . . . γBi−1γBi+1 . . . γBp+2︸ ︷︷ ︸
p+1

) = 0. Como as posições

de Aj e de Bj são arbitrárias, podemos sair escolhendo os valores de i, j, Aj e Bi de

forma a veri�car que a expressão anterior compreende todos os geradores de ordem ímpar

em γC . Como exemplo, tememos A1 = B1 = (0) e A2 < . . . Ap+1 < B2 < . . . Bp+2 com

p = (n − 2)/2 (um dos Γdn). Neste caso, só há a possibilidade Tr(γ(1) . . . γ(n−1)︸ ︷︷ ︸
n−1

) = 0.

Outro exemplo seria tomarmos A2 = B1 = (1) e A1 < . . . Ap+1 < B2 < . . . Bp+2 com

p = (n−2)/2, o que levaria a Tr(γ(0)γ(2) . . . γ(n−1)︸ ︷︷ ︸
n−1

) = 0. Assim concluímos a demonstração

que todos os geradores da álgebra de Cli�ord, exceto a identidade, têm traço nulo. Este

resultado torna trivial a demonstração de que os geradores da álgebra de Cli�ord são

linearmente independentes, como mostraremos na seção D.3.7.

D.3.7 Demonstração de que os 2n geradores Γdr são linearmente

independente

Sejam aj ∈ C, onde j = 1...2n, e o somatório

2n∑
j=1

ajΓ
d(j)
m(j) = 0. (D.16)

Tomando o traço e usando o fato de Tr[Γdm] = 0 param 6= 1, teremos a1Tr[I] = 0→ a1 = 0

(lembre-se que Tr[A+B] = Tr[A] +Tr[B]). Multiplicando o somatório por Γ1
2, tomando

novamente o traço, usando o fato de Tr[Γ1
2Γdm] = 0 (Γ1

2Γdm = αΓrs 6= I para d e/ou m

diferente de 1 e 2, respectivamente) para m 6= 1, e usando o resultado Γ1
2Γ1

2 = ±I, teremos
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±a2Tr[I] = 0. Continuando com este procedimento maçante, chegaremos inevitavelmente

a aj = 0. Na próxima sub-seção, demostramos um lema que será útil para esta tese.

D.3.8 Demonstração do lema de Schur

O lema de Schur pode ser demonstrado para qualquer grupo de dimensão arbitrária

(veja, por exemplo, Ref. [152], p. 151), entretanto, aqui, demonstramos esse lema para o

caso dos geradores da álgebra de Cli�ord usando uma abordagem menos abstrata do que

aquela feita em [152]. A grosso modo, o lema da Schur pode ser enunciado da seguinte

maneria

Teorema D.3.1 Seja AC um conjunto de matrizes pertencentes a álgebra de Cli�ord

em um espaço-tempo n-dimensional. Se [AC , γ
A] = 0 para A = (0), . . . , (n − 1), então

AC = ACI, onde AC é um potencial vetor.

Demonstração: como AC pertence a álgebra de Cli�ord, podemos expandi-la em ter-

mos dos seus geradores, isto é,

AC = ACI +
n∑
l=1

aCB1...Blγ
B1 . . . γBl , (B1 < B2 < ... < Bl) (D.17)

onde aCB1...Blγ
B1 são os coe�cientes da expansão. Calculemos o comutador de AC com

γA.

[
AC , γ

A
]

=

[
n∑
l=1

aCB1...Blγ
B1 . . . γBl , γA

]
=

n∑
l=1

aCB1...Blγ
AγB1 . . . γBl

[
1− (−1)l−m(A,Bi)

]
= 0,

onde usamos (D.14), e m(A,Bi) =
{ 0 se A diferente de todos os Bi

1 se A for igual a um certo Bi

. Note que, como

os Bis são todos distintos, então A só pode ser igual a um Bi em cada termo da soma.

Para veri�carmos que os coe�cientes aCB1...Bl devem ser nulos para que a igualdada acima

seja satisfeita, é conveniente separarmos os termos com quantidade ímpar de matrizes

gamas dos com quantidade par. Neste caso, teremos:

n/2∑
l=1

{aCB1...B2l−1
γAγB1 . . . γB2l−1

[
1 + (−1)m(A,Bi)

]
+aCB1...B2l

γAγB1 . . . γB2l
[
1− (−1)m(A,Bi)

]
} = 0. (D.18)
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Como o primeiro termo do somatório acima só é diferente de zero para m = 0, ou seja, se

A 6= B1, B2, ..., B2l−1, então este termo é uma combinação linearmente independente (L.I)

dos geradores Γd2l+1 ∼ γA︸︷︷︸
1

γB1 . . . γB2l−1︸ ︷︷ ︸
2l−1

. Por outro lado, o segundo termo do somatório

só e diferente de zero quando m = 1, isto é, quando A = Bi. Isto reduzirá a �ordem� dos

geradores para um número ímpar., i.e., γAγB1 . . . γB2l ∼ ± γB1 . . . γBi−1γBi+1 . . . γB2l︸ ︷︷ ︸
2l−1

∼

Γd2l. O segundo termo é, portanto, uma combinação L.I dos geradores Γd2l. Em resumo,

os coe�cientes dos dois termos acima mencionados não podem se cancelarem (não podem

ser comparados nessa soma). Como conseqüência, podemos quebrar (D.18) nas seguintes

equações:

n/2∑
l=1

aCB1...B2l−1
γAγB1 . . . γB2l−1

[
1 + (−1)m(A,Bi)

]
= 0, (D.19)

n/2∑
l=1

aCB1...B2l
γAγB1 . . . γB2l

[
1− (−1)m(A,Bi)

]
= 0. (D.20)

Da equação (D.19) segue que, como o maior número de γAs que podemos ter é n − 1,

haverá sempre um A tal que m = 0 (A 6= B1, ..., B2l−1) para cada termo da soma. Por

exemplo, se tomarmos a A = (0), teremos

n/2∑
l=1

aCB1...B2l−1
γAγB1 . . . γB2l−1 = 0 ⇒ aCB1...B2l−1

= 0

para todas as combinações possíveis de B1, ..., B2l−1 que excluem o (0). Para levarmos

em consideração aquelas combinações que consideram (0), basta tomarmos A = (1), e

então A = (2) etc até A = (n − 1). Deste jeito, nós generalizamos e concluímos que

aCB1...B2l−1
= 0 deve ser satisfeita para todas as combinações possíveis com a restrição

B1 < .. < Bl (restrição natural da base).

A equação (D.20) só não será identicamente satisfeita se m = 1, isto é, A igual a um

certo Bi. A igual a um certo Bi faz o somatório em (D.20) ser uma combinação L.I dos

geradores γB1 . . . γBi−1γBi+1 . . . γB2l com os coe�cientes aCB1...B2l
, onde é bom sempre lem-

brar que B1 < ... < Bi−1 < A < Bi+1 < ... < B2l. Portanto, (D.20) será satisfeita apenas

se aCB1...Bi−1ABi+1...B2l
= 0. Como A é qualquer, a restrição anterior zera os coe�cientes

do geradores com quantidade par de matrizes gamas. O resultado deste parágrafo e o do

anterior nos permite concluir que AC = ACI.
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D.3.9 Demonstração de 7.30

Para demonstramos (7.30), considere o seguinte raciocínio.

[γAγB, γC ] = γA[γB, γC ] + [γA, γC ]γB = γA
(
{γB, γC} − 2γCγB

)
+
(
{γA, γC} − 2γCγA

)
γB = γA

(
2ηBC − 2γCγB

)
+
(
2ηAC − 2γCγA

)
γB = 2ηBCγA + 2ηACγB

−2γAγCγB − 2γCγAγB = 2ηBCγA + 2ηACγB

−2γAγCγB − 2(2ηCA − γAγC)γB

= 2ηBCγA − 2ηACγB

= 2(δBDδ
A
F − δADδBF )ηDCγF ,

onde foi utilizado {A,B} = [A,B]−2BA na primeira linha e {γA, γB} = 2ηAB na segunda

e na anti-penúltima linha.

D.3.10 Dedução das relações (7.45) e (7.46)

Para obtermos a derivada de χ̃ em uma certa base, derivemos o termo (γµ)ac(γ
ν)cb∂µ⊗

∂ν⊗ξa⊗ξb. Para facilitar os cálculos considere a seguinte de�nição η b
µνa ≡ ∂µ⊗∂ν⊗ξa⊗ξb.

Neste caso, segue (
∇
λ
(γµ)ac(γ

ν)cb∂µ ⊗ ∂ν ⊗ ξa ⊗ ξb
)

= [(γµ)ac(γ
ν)cb],λ η

b
µνa

+(γµ)ac(γ
ν)cb

(
Γαλµη

b
ανa + Γαλνη

b
µαa + Γcλaη

b
µνc − Γbλdη

d
µνa

)
= (γµ)ac,λ(γ

ν)cbη
b

µνa

�
�
�

a

+ (γµ)ac(γ
ν)cb,λη

b
µνa

�
�
�

b

+ Γαλµ(γµ)ac(γ
ν)cbη

b
ανa

�
�
�

a

+Γαλν(γ
µ)ac(γ

ν)cbη
b

µαa

�
�
�

b

+ Γcλa(γ
µ)ac(γ

ν)cbη
b

µνc

�
�
�

a

−Γbλd(γ
µ)ac(γ

ν)cbη
d

µνa

�
�
�

b

.

Comparando os termos indicados com a mesma letra, teremos(
∇
λ
(γµ)ac(γ

ν)cb∂µ ⊗ ∂ν ⊗ ξa ⊗ ξb
)

=
[
(γµ)ac,λ + Γµλα(γα)ac

+Γaλd(γ
µ)dc

]
(γν)cbη

b
µνa + (γµ)ac

[
(γν)cb,λ + Γνλα(γα)cb

−Γdλb(γ
ν)cd

]
η b
µνa .



APÊNDICE D. EXPRESSÕES E IDENTIDADES 169

Acrescentando o termo −Γdλc(γ
µ)ad(γ

ν)cbη
b

µνa + Γcλd(γ
ν)db(γ

µ)acη
b

µνa = 0, �caremos com(
∇
λ
(γµ)ac(γ

ν)cb∂µ ⊗ ∂ν ⊗ ξa ⊗ ξb
)

=
[
(γµ)ac,λ + Γµλα(γα)ac

+Γaλd(γ
µ)dc − Γdλc(γ

µ)ad

]
(γν)cbη

b
µνa + (γµ)ac

[
(γν)cb,λ + Γνλα(γα)cb

−Γdλb(γ
ν)cd + Γcλd(γ

ν)db

]
η b
µνa = [(γµ)ac|λ(γ

ν)cb + (γµ)ac(γ
ν)cb|λ

]
η b
µνa ,

(D.21)

onde | indica a componente da derivada covariante,∇λ γ̃ = (γµ)ac|λη
c

µa . Assim, a derivada

de χ̃ �ca

∇
λ
χ̃ =

[
(γµ)ac|λ(γ

ν)cb + (γµ)ac(γ
ν)cb|λ

+(γν)ac|λ(γ
µ)cb + (γν)ac(γ

µ)cb|λ

]
η b
µνa (D.22)

Por outro lado, se derivarmos (7.44) e usarmos (D.22), teremos

∇
λ
χ̃ = 2∇

λ
g̃ ⇒ (γµ)ac|λ(γ

ν)cb + (γµ)ac(γ
ν)cb|λ

+(γν)ac|λ(γ
µ)cb + (γν)ac(γ

µ)cb|λ = 2gµν |λδ
a
b,

que, matricialmente, podemos expressar na forma

{γµ|λ, γ
ν}+ {γµ, γν|λ} = 2gµν |λ. (D.23)

D.3.11 Dedução de (7.47)

Escrevamos gµν |λ em termos do tensor de não-metricidade. Na base coordenada, (7.43)

�ca

gµν|λ = Nµνλ, (D.24)

onde Nµνλ é o tensor de não-metricidade nesta base. Contraindo (D.24) com gανgβµ,

teremos

gανgβµ
(
gµν,λ − Γσλµgσν − Γσλνgµσ

)
= Nαβ

λ ⇒

gανgβµgµν,λ − Γαλµg
βµ − Γβλνg

ανgβµ = Nαβ
λ ⇒

−gανgβµ,λgµν − Γαλµg
βµ − Γβλνg

ανgβµ = Nαβ
λ ⇒

−gβα,λ − Γαλµg
βµ − Γβλνg

ανgβµ = Nαβ
λ ⇒

gαβ |λ = −Nαβ
λ, (D.25)
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onde da segunda para a terceira linha usamos gβµgµν,λ = −gβµ,λgµν , e g
αβ
|λ = gβα,λ +

Γαλµg
βµ+Γβλνg

ανgβµ é a componente de (∇λ g
µν∂µ ⊗ ∂ν). Substituindo (D.25) em (7.46),

chegamos a

{γµ|λ, γ
ν}+ {γµ, γν|λ} = −2Nµν

λ. (D.26)

D.3.12 Prova da anti-simetria de (7.53)

Para provar que o lado direito de (7.53) é anti-simétrico, basta seguir o raciocínio:

NACα + 2eAλe
λ

C ;α = NACα + 2eAλ(e
λ

C ,α + Γλανe
ν

C )

= NACα + 2(e µ
A gµλe

λ
C ,α + eAλΓ

λ
ανe

ν
C )

= NACα + 2[−(e µ
A gµλ),αe

λ
C + eAλΓ

λ
ανe

ν
C ]

= NACα + 2[−e µ
A ,αeCµ − e

µ
A e λ

C gµλ,α + eAλΓ
λ
ανe

ν
C ]

= NACα + 2
[
−e µ

A ,αeCµ − e
µ

A e λ
C

(
Nµλα

+Γναµgνλ + Γναλgµν

)
+ eAλΓ

λ
ανe

ν
C

]
= NACα + 2[−e µ

A ,αeCµ −NACλα

−e µ
A eCνΓ

ν
αµ − eAνe λ

C Γναλ
�
�
� + eAλΓ

λ
ανe

ν
C

�
�
� ]

= −NCAα + 2[−e µ
A ,αeCµ − e

µ
A eCνΓ

ν
αµ]

= −NCAα − 2eCλ[e
λ

A ,α − e
µ

A Γλαµ]

= −NCAα − 2eCλe
λ

A ;α,

onde usamos (eAλe
λ

C ),α = 0 da segunda para a terceira linha e gµλ;α = Nµλα na quinta

linha.

D.3.13 Simpli�cando o termo
n

Γ
λ

αν γ
α[γλ, γ

ν]

Para simpli�carmos o termo
n

Γ
λ

αν γα[γλ, γ
ν ], considere primeiro a simpli�cação do

seguinte termo

n

Γ
λ
αν γ

αγλγ
ν = −1

2

(
Nλ

αν +N λ
ν α −N λ

αν

)
γαγλγ

ν

= −1

2

(
Nλανγ

αγλγν +Nνλαγ
αγλγν −Nανλγ

αγλγν
)

= −1

2

[1

2
Nλαν{γα, γλ}γν +

1

2
Nνλαγ

α{γλ, γν}

−Nανλγ
α
(
2gλν − γνγλ

)]
= −1

2

[
Nα

ανγ
ν +Nλ

λαγ
α
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−2N λ
α λγ

α +Nανλγ
αγνγλ

]
= −1

2

[
2Nα

ανγ
ν − 2N λ

α λγ
α

+
1

2
Nανλ{γα, γν}γλ

]
= −1

2

[
2Nα

ανγ
ν − 2N λ

α λγ
α +N ν

νλγ
λ
]

= −1

2
(3Nα

αν − 2N α
ν α) γν , (D.27)

onde usamos o fato de Nµνλ = Nνµλ e {γµ, γν} = 2gµν . Substituindo γλγν = 2δνλ − γνγλ
em (D.27), teremos

n

Γ
λ
αν γ

α(2δνλ − γνγλ) = 2
n

Γ
ν
αν γ

α−
n

Γ
λ
αν γ

αγνγλ = −1

2
(3Nα

αν − 2N α
ν α) γν ,

mas
n

Γ
ν
αν= −1

2

(
N ν

αν

�
�
�+N ν

ν α −N ν
αν

�
�
�

)
= −1

2
N ν
ν α. Substituindo na expressão anterior,

−
n

Γ
λ
αν γ

αγνγλ = −1

2
(Nα

αν − 2N α
ν α) γν (D.28)

Comparando (D.27) e (D.28), vemos que

n

Γ
λ
αν γ

α[γλ, γ
ν ] = −1

2
(3Nα

αν − 2N α
ν α) γν − 1

2
(Nα

αν − 2N α
ν α) γν

= −2 (Nα
αν −N α

ν α) γν .

Para o caso no qual Nµνλ = σλgµν , a expressão acima �ca

n

Γ
λ
αν γ

α[γλ, γ
ν ] = −2 (n− 1)σνγ

ν . (D.29)

D.3.14 Demonstração de γ(0)σ†ABγ
(0) = σAB

Fazendo uso das propriedades γ(0)γ†Aγ
(0) = γA e γ(0)γ(0) = I, seguimos o raciocínio

γ(0)σ†ABγ
(0) = − i

2
γ(0)[γA, γB]†γ(0)

= − i
2

(
γ(0)γ†Bγ

†
Aγ

(0) − γ(0)γ†Aγ
†
Bγ

(0)
)

= − i
2

(
γ(0)γ†Bγ

(0)γ(0)γ†Aγ
(0) − γ(0)γ†Aγ

(0)γ(0)γ†Bγ
(0)
)

= − i
2

(γBγA − γAγB) =
i

2
[γA, γB] = σAB.

D.3.15 Variação da ação de dirac em função de ψ

Substituindo (7.78) e (7.79) em (7.77), obtemos
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LD =
i

2

[(
ψ,µ − ψΓµ

)
γµψ − ψγµ (ψ,µ + Γµψ)− 2imψψ

]
=
i

2

[
ψ,µγ

µψ − ψγµψ,µ − ψΓµγ
µψ − ψγµΓµψ − 2imψψ

]
=
i

2

[
ψ,µγ

µψ − ψγµψ,µ − ψ (Γµγ
µ + γµΓµ)ψ − 2imψψ

]
=
i

2

[
ψ,µγ

µψ − ψγµψ,µ − ψ {Γµ, γµ}ψ − 2imψψ
]
. (D.30)

Na MAG, a equação de Dirac em um espaço com torção e não-metricidade é obtida a partir

de variações da ação (D.30) em relação a ψ tratando ψ, ψ, gµν , Γµ como independentes,

ou seja, se a dependência funcional de ψ da lagrangiana da matéria se resumir a (D.30),

teremos

δ (
√
−gLD)

δψ
=
∂ (
√
−gLD)

∂ψ
− ∂µ

(
∂
√
−gLD
∂∂µψ

)
= 0. (D.31)

Calculando o primeiro termo da direita na expressão acima, teremos

∂ (
√
−gLD)

∂ψ
=
√
−g i

2
(−γµψ,µ − {Γµ, γµ}ψ − 2imψ) . (D.32)

Já o outro termo da variação dá um pouco mais de trabalho.

∂µ

(
∂
√
−gLD
∂∂µψ

)
=
i

2
∂µ
(√
−gγµψ

)
=
i

2

[(
∂µ
√
−g
)
γµψ

+
√
−g∂µ (γµψ)

]
=
i

2

[(√
−g
2

Nλ
λµ +

√
−gΓλµλ

)
γµψ

+
√
−gγµ,µψ +

√
−gγµψ,µ

]
, (D.33)

onde usamos (D.6). Substituindo (D.32) e (D.33) em (D.31), teremos

√
−g i

2
(−γµψ,µ − {Γµ, γµ}ψ − 2imψ)

− i
2

[(√
−g
2

Nλ
λµ +

√
−gΓλµλ

)
γµψ +

√
−gγµ,µψ +

√
−gγµψ,µ

]
= 0.

Eliminando
√
−g i

2
e usando {Γµ, γµ} = 2γµΓµ + [Γµ, γ

µ],

γµψ,µ + 2γµΓµψ + [Γµ, γ
µ]ψ + 2imψ +

(
1

2
Nλ

λµ + Γλµλ

)
γµψ

+γµ,µψ + γµψ,µ = 0.
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Somando o primeiro com o último termo, teremos

2γµψ,µ + 2γµΓµψ + 2imψ + [Γµ, γ
µ]ψ +

(
1

2
Nλ

λµ + Γλµλ

)
γµψ

+γµ,µψ = 0.

De (7.48), vemos que [Γµ, γ
µ] = −1

2
Nλ

Bλγ
B − γλ,λ − γµΓλλµ. Substituindo o comutado

na expressão acima, �caremos com

2γµψ,µ + 2γµΓµψ + 2imψ − 1

2
Nλ

µλγ
µψ − γλ,λψ − γµΓλλµψ

+
1

2
Nλ

λµγ
µψ + Γλµλγ

µψ + γµ,µψ = 0.

Simpli�cando o quinto termo com o último e rearranjando os outros termos,

2γµψ,µ + 2γµΓµψ + 2imψ +

(
−1

2
Nλ

µλ +
1

2
Nλ

λµ

)
γµψ

+
(
−Γλλµ + Γλµλ

)
γµψ = 0,

onde usamos o fato de γµ comutar com Γλλµ (lembre-se que Γλλµ = ΓλλµI). Como a única

parte não simétrica de Γλµλ é a contorção, Γλµλ−Γλλµ = Kλ
µλ−Kλ

λµ = T λµλ, onde usamos

a propriedade (4.17). Substituindo este último resultado na expressão acima, teremos

2γµψ,µ + 2γµΓµψ + 2imψ +

(
−1

2
Nλ

µλ +
1

2
Nλ

λµ

)
γµψ

+T λµλγ
µψ = 0.

Dividindo toda a expressão acima por dois e rearranjando os termos,

γµ
[
∂µ + Γµ +

1

4

(
Nλ

λµ −Nλ
µλ

)
+

1

2
T λµλ

]
ψ + imψ = 0.

Multiplicando a expressão acima por i, chegamos a

iγµ
[
∂µ + Γµ +

1

4

(
Nλ

λµ −Nλ
µλ

)
+

1

2
T λµλ

]
ψ −mψ = 0.
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D.3.16 Demonstração da independência de SD com relação a não-

metricidade e aos símbolos de Christo�el

De (D.30), �ca claro que para demonstrarmos que a lagrangiana de Dirac obtida a

parti do acoplamento mínimo em uma geometria com não-metricidade não contém termos

dependentes da não-metricidade, basta calcularmos o termo {Γα, γα}. Mais do que isso,

só precisamos considerar

{Γα, γα} ∼
1

8

(n
Γ
λ
αµ γ

α[γλ, γ
µ]+

n

Γ
λ
αµ [γλ, γ

µ]γα
)
.

Como
n

Γ
λ
αµ é simétrico nos índices de baixo,

{Γα, γα} ∼
1

8

(n
Γ
λ
αµ γ

α[γλ, γ
µ]+

n

Γ
λ
αµ [γλ, γ

α]γµ
)

=
1

8

n

Γ
λ
αµ [γλ, γ

αγµ] =
1

16

n

Γ
λ
αµ [γλ, γ

αγµ + γµγα]

=
1

16

n

Γ
λ
αµ [γλ, 2g

αµ] = 0. (D.34)

Na verdade, como está claro na expressão acima, a ação de Dirac (D.30) não depende se

quer dos símbolos de Christo�el, pois, da dedução acima �ca claro que apenas a parte

anti-simétrica da conexão acopla. Para se convencer disso, veja 7.59 e compare com os

cálculos acima. Feito isto, percebe-se que basta trocar a conexão
n

Γ por
c

Γ nos cálculos

acima que obteremos o mesmo resultado. Entretanto há uma sutileza crucial. Antes de

dizermos que as equações de campo não dependem destes objetos, temos que estar atentos

ao seguinte fato. Como a conexão ωAµB é um dos potenciais dos quais consideramos sua

variação δωAµB independente de δgµν , δψ, δψ e eA, não podemos fazer a simpli�cação

(D.34) antes de tomarmos as variações primeiro. No caso da variação em função de ψ, a

equação (7.81) deixa bem claro que há sim dependência dos símbolos de Christofell, pois o

termo
c

Γ
λ
αµ γ

α[γλ, γ
µ] não necessariamente se anula. Entretanto, a equação (7.81) mostra

que esta mesma variação fornece uma equação que independe da não-metricidade. Como

será demonstrado na seção D.3.18, a variação de SD com relação a não-metricidade será

identicamente nula.

D.3.17 Variação da ação de Dirac com respeito a contorção

Veri�caremos agora que a variação da lagrangiana de Dirac (D.30) com relação à

contorção fornece exatamente a densidade de spin Sµνλ, também conhecida como potencial
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de energia do spin3. Para tal, permita-nos reescrever (D.30) da seguinte forma

LD = − i
8
ψ Kλαν

(
γαγλγν + γλγνγα

)
ψ + termos que não dependem

da contorção,

onde estamos explicitando apenas o termo que depende da contorção. Para tal, usamos

(7.59). Como queremos calcular a variação da ação SD =
∫
dnx
√
−gLD, teremos que

calcular apenas δLD
δKβσµ

, já que não há dependência das derivadas da contorção e a variação

da contorção é independente da variação da métrica (
√
−g sai da variação). Por sua vez,

é fácil notar que

δKλαν =
∂Kλαν

∂Kβσµ

δKβσµ = δβλδ
σ
αδ

µ
ν δKβσµ =

1

2

(
δβλδ

σ
αδ

µ
ν − δ

µ
λδ

σ
αδ

β
ν

)
δKβσµ. (D.35)

Logo

δLD
δKβσµ

= − i

16
ψ
(
δβλδ

σ
αδ

µ
ν − δ

µ
λδ

σ
αδ

β
ν

) (
γαγλγν + γλγνγα

)
ψ. (D.36)

Usando (D.12) na expressão acima, �caremos com

δLD
δKβσµ

= − i

16
ψ
(
δβλδ

σ
αδ

µ
ν − δ

µ
λδ

σ
αδ

β
ν

) (
γ[αγλγν] + γ[λγνγα] + 2gλνγα

)
ψ

= − i

16
ψ
(
δβλδ

σ
αδ

µ
ν − δ

µ
λδ

σ
αδ

β
ν

)
2γ[αγλγν]ψ

= − i
8
ψ
(
γ[σγβγµ] − γ[σγµγβ]

)
ψ

=
i

4
ψγ[σγµγβ]ψ,

onde da primeira para segunda linha utilizamos o fato de que o termo com os deltas é

anti-simétrico em λ e ν. Como a densidade de spin é dada por Sσµβ = − i
4
ψγ[σγµγβ]ψ [2],

δLD
δKβσµ

= −Sσµβ = Sµσβ. (D.37)

3Para maiores detalhes sobre a densidade de spin, veja o apêndice B de [2], página 61.
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D.3.18 Variação de SD com respeito a não-metricidade

Tomando a variação de (D.30) em função de Nβθψ a partir das equações de Euler-

Lagrange,
δ
√
−gLD
δNβθψ

δNβθψ =
∂
√
−gLD

∂Nβθψ

δNβθψ.

Perceba que D.30 não depende das derivadas da não-metricidade. Além disso, a única

parte relevante de
√
−gLD será − i

√
−g
2
ψ {Γµ, γµ}ψ. Assim, segue

δ
√
−gLD = −i

√
−g
2

∂ψ {Γµ, γµ}ψ
∂Nβθψ

δNβθψ (D.38)

A parte da conexão espinorial que nos interessa é

Γα ∼
1

8

n

Γ
λ
αµ [γλ, γ

µ] =
1

16
gλσ (−Nσαµ −Nµσα +Nαµσ) [γλ, γ

µ]

=
1

16
(−Nσαµ −Nµσα +Nαµσ) [γσ, γµ]

=
1

16
(−Nσαµ +Nαµσ) [γσ, γµ]

=
1

8

(
Nα[µσ]

)
[γσ, γµ],

onde da segunda para a terceira linha usamos a simetria dos dois primeiros índices da

não-metricidade. Derivando com respeito a Nβθψ, teremos

∂Γα
∂Nβθψ

δNβθψ =
1

16

(
δβαδ

θ
µδ

ψ
σ − δβαδθσδψµ

)
[γσ, γµ]δNβθψ

Como Nβθψ é simétrico nos dois primeiros índices,

∂Γα
∂Nβθψ

δNβθψ =
1

32

(
δβαδ

θ
µδ

ψ
σ − δβαδθσδψµ

+δθαδ
β
µδ

ψ
σ − δθαδβσδψµ

)
[γσ, γµ]δNβθψ

=
1

32

(
δβα[γψ, γθ]− δβα[γθ, γψ]

+δθα[γψ, γβ]− δθα[γβ, γψ]
)
δNβθψ

=
1

16

(
δβα[γψ, γθ] + δθα[γψ, γβ]

)
δNβθψ

=
1

16

(
[γψ, γθ]δNαθψ + [γψ, γβ]δNβαψ

)
=

1

8
[γψ, γβ]δNαβψ.

Assim, segue que(
∂Γα
∂Nαβψ

γα + γα
∂Γα
∂Nαβψ

)
δNαβψ =

1

8

(
[γψ, γβ]γαδNαβψ
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+γα[γψ, γβ]δNαβψ

)
=

1

8

(
[γψ, γα]γβδNβαψ + γα[γψ, γβ]δNαβψ

)
=

1

8

(
[γψ, γα]γβ + γα[γψ, γβ]

)
δNαβψ =

1

8
[γψ, γαγβ]δNαβψ

=
1

16
[γψ, γαγβ + γβγα]δNαβψ

=
1

8
[γψ, gαβI]δNαβψ = 0,

onde usamos por várias vezes a simetria dos dois primeiros índices da não-metricidade.

Comparando este resultado com (D.38), chegamos a

δ
√
−gLD
δNβθψ

δNβθψ = 0.



Apêndice E

Einstein-Cartan

Neste apêndice, veremos alguns aspectos sobre a teoria de Einstein-Cartan. Na seção

E.1, obtemos algumas das equações de campo (a equação de campo para ψ será obtida

no capítulo 7). Já na seção E.2, obteremos a equação de movimento para uma partícula

puntiforme com spin. Como veremos, a partícula segue uma equação que é a soma da

geodésica mais um termo de força. Na seção E.4, comentaremos um pouco sobre campos

escalares em Einstein-Cartan e, na última seção, apresentaremos a equação de Dirac

em Einstein-Cartan. Faremos isto para apresentá-la com a cara particular da teoria de

Einstein-Cartan.

E.1 Equações de campo

Considere a seguinte lagrangiana

S =

∫ √
−gd4x [R + χLm] (gµν , gµν,λ, Kλµν , Kλµν,λ, ψm, ψm,λ) , (E.1)

onde ψm é um campo de matéria qualquer, Lm é a lagrangiana da matéria. De iní-

cio, evitaremos pensar em ψm como estando associado com o spin. Perceba que, em

Einstein-Cartan o acoplamento massa-curvatura é o mesmo da fonte de spin-curvatura

(spin-curvatura), pois χ é o mesmo para todo o conteúdo de matéria. Segundo [2], alguns

autores tratam o caso mais geral χLmatéria usual + ξLfonte de spin.

Usando o princípio variacional com as variações δgµν , δKλµν e δψ tomadas como

independentes, teremos as seguintes equações:

178
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δ
√
−gR
δgµν

+ χ
δ
√
−gLm
δgµν

= 0, (E.2)

1√
−g

δ
√
−gR

δKθβν

=
χ√
−g

δ
√
−gLm
δKθβν

, (E.3)

δLm
δψ

= 0.

É possível demonstrar que, tomando Gµν ≡ Rµν − 1
2
gµνR , usando a de�nição Rµ

ρασ ≡

Γµαρ,σ + ... (esteja atento ao sinal e a ordem dos índices nesta de�nição) e de�nindo o

tensor de momento energia métrico por T µν = 2√
−g

δ(
√
−gLm)
δgµν

, a equação (E.2) �ca

Gµν−
?

∇α

(
Uα

νµ − U α
νµ + U α

µ ν

)
=
χ

2
Tµν , (E.4)

onde

Uαµβ ≡ 1

2

(
Tαµβ + gαµT λβλ − g

αβT λµλ

)
, (E.5)

?

∇µ≡ ∇µ + T λµλ. (E.6)

Note que neste capítulo estamos tratando derivadas covariantes como operadores que

atuam em índices.

Para demonstrar (E.4), é aconselhável usar coordenadas geodésicas para cancelar os

símbolos de Christo�el. Neste caso, a conexão dependerá apenas da contorção.

Da de�nição (E.5), vemos que

Uαµν = −Uανµ. (E.7)

Agora, vamos calcular a variação da ação em termos da contorção. De (E.1), vemos

que

1√
−g

δ
√
−gR

δKθβν

=
χ√
−g

δ
√
−gLm
δKθβν

. (E.8)

Na hora de calcular a variação de um tensor com vários índices é preciso tomar cuidado

com o uso das propriedades de simetria. De maneira geral, não devemos usar as simetrias

dos índices enquanto calculamos as derivadas, usamos apenas na hora de remover as

variações. Como exemplo, considere a variação da contorção em termos dela mesma

δKµνλ =
∂Kµνλ

∂Kαβσ

δKαβσ = δαµδ
β
ν δ

σ
λ δKαβσ =

1

2

(
δαµδ

β
ν δ

σ
λ − δσµδβν δαλ

)
δKαβσ. (E.9)
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Perceba que no cálculo acima só consideramos a anti-simetria do primeiro com o último

índice da contorção após derivarmos. Se tivéssemos usado a simetria durante o cálculo da

deriva, teríamos obtido ∂Kµνλ
∂Kαβσ

= δαµδ
β
νδ
σ
λ − δσµδβνδαλ 6= 1

2

(
δαµδ

β
νδ
σ
λ − δσµδβνδαλ

)
(∂K123

∂K123
=

1 6= 1
2
, por exemplo), o que levaria a um erro de um fator de 2. Todavia, este erro seria

irrelevante no cálculo total da variação da ação, pois todos os termos conteriam este fator

de 2 e, como a variação total é nula, poderíamos nos livrar dele. No que vem a seguir,

será usado a equação de Euler-Lagrange, que já considera o fato de δS ser nula e de δK,

δψ e δg serem independentes. Por esta razão, adotaremos, simbolicamente e sem risco de

erro, a �igualdade�:
∂Kµνλ

∂Kαβσ

.
=

1

2

(
δαµδ

β
νδ
σ
λ − δσµδβνδαλ

)
. (E.10)

Para calcular a variação do termo da esquerda na expressão (E.8), é conveniente

reescrever a expressão (4.23) da seguinte forma

Rµρασ =
c

Rµασρ +gχµ
(
gψχKψσρ

)
,α
− gχµ

(
gψχKψαρ

)
,σ

+Kφ
σρ

c

Γ µαφ

+
c

Γ
φ
σρ Kµαφ +Kφ

σρKµαφ −Kφ
αρ

c

Γ µσφ −
c

Γ
φ
αρ Kµσφ −Kφ

αρKµσφ,

ou, equivalentemente,

Rµρασ =
c

Rµασρ +Kµσρ,α −Kµαρ,σ + gχµg
ψχ

,αKψσρ − gχµgψχ,σKψαρ

+Kφ
σρ

c

Γ µαφ +
c

Γ
φ
σρ Kµαφ +Kφ

σρKµαφ −Kφ
αρ

c

Γ µσφ −
c

Γ
φ
αρ Kµσφ −Kφ

αρKµσφ. (E.11)

A expressão acima depende tanto da contorção quanto de sua derivada, logo teremos

1√
−g

δ
√
−gR

δKθβν

=
1√
−g

δ
√
−ggρσgµαRµρασ

δKθβν

= gρσgµα
∂Rµρασ

∂Kθβν

− 1√
−g

∂λ

(√
−ggρσgµα ∂Rµρασ

∂Kθβν,λ

)
.

Calculemos primeiramente gρσgµα ∂Rµρασ
∂Kθβν

. Usando (E.11), teremos

gρσgµα
∂Rµρασ

∂Kθβν

= gρσgµα
[
gχµg

ψχ
,α

∂Kψσρ

∂Kθβν

− gχµgψχ,σ
∂Kψαρ

∂Kθβν

+
∂Kφσρ

∂Kθβν

c

Γ
φ

µα +
c

Γ
φ
σρ

∂Kµαφ

∂Kθβν

+
∂Kφσρ

∂Kθβν

K φ
µα +Kφ

σρ

∂Kµαφ

∂Kθβν

−∂Kφαρ

∂Kθβν

c

Γ
φ

µσ −
c

Γ
φ
αρ

∂Kµσφ

∂Kθβν

− ∂Kφαρ

∂Kθβν

K φ
µσ −Kφ

αρ

∂Kµσφ

∂Kθβν

]
.



APÊNDICE E. EINSTEIN-CARTAN 181

Usando (E.10), teremos

gρσgµα
∂Rµρασ

∂Kθβν

=
1

2
gρσgµα

[
gχµg

ψχ
,α

(
δθψδ

β
σδ

ν
ρ − δνψδβσδθρ

)
−gχµgψχ,σ

(
δθψδ

β
αδ

ν
ρ − δνψδβαδθρ

)
+
(
δθφδ

β
σδ

ν
ρ − δνφδβσδθρ

) c

Γ
φ

µα

+
c

Γ
φ
σρ

(
δθµδ

β
αδ

ν
φ − δνµδβαδθφ

)
+
(
δθφδ

β
σδ

ν
ρ − δνφδβσδθρ

)
K φ
µα

+Kφ
σρ

(
δθµδ

β
αδ

ν
φ − δνµδβαδθφ

)
−
(
δθφδ

β
αδ

ν
ρ − δνφδβαδθρ

) c

Γ
φ

µσ

−
c

Γ
φ
αρ

(
δθµδ

β
σδ

ν
φ − δνµδβσδθφ

)
−
(
δθφδ

β
αδ

ν
ρ − δνφδβαδθρ

)
K φ
µσ

−Kφ
αρ

(
δθµδ

β
σδ

ν
φ − δνµδβσδθφ

)]
.

Entrando com gρσgµα dentro dos colchetes, segue que

gρσgµα
∂Rµρασ

∂Kθβν

=
1

2

[
gρσgψχ,χ

(
δθψδ

β
σδ

ν
ρ − δνψδβσδθρ

)
−gρσgψχ,σ

(
δθψδ

β
χδ

ν
ρ − δνψδβχδθρ

)
+
(
δθφδ

β
σδ

ν
ρ − δνφδβσδθρ

)
gρσ

c

Γ
λ φ
λ

+gµα
c

Γ
φλ
λ

(
δθµδ

β
αδ

ν
φ − δνµδβαδθφ

)
+
(
δθφδ

β
σδ

ν
ρ − δνφδβσδθρ

)
gρσKλ φ

λ

+gµαKφλ
λ

(
δθµδ

β
αδ

ν
φ − δνµδβαδθφ

)
−
(
δθφδ

β
αδ

ν
ρ − δνφδβαδθρ

) c

Γ
αρφ

−
c

Γ
φµσ (

δθµδ
β
σδ

ν
φ − δνµδβσδθφ

)
−
(
δθφδ

β
αδ

ν
ρ − δνφδβαδθρ

)
Kαρφ

−Kφµσ
(
δθµδ

β
σδ

ν
φ − δνµδβσδθφ

)]
.

Continuando com os cálculos, teremos

gρσgµα
∂Rµρασ

∂Kθβν

=
1

2

[
gνβgθλ ,λ − gθβgνλ ,λ

−gνσgθβ ,σ + gθσgνβ ,σ + gνβ
c

Γ
λ θ
λ −gθβ

c

Γ
λ ν
λ

+gθβ
c

Γ
νλ
λ −gνβ

c

Γ
θλ
λ +gνβKλ θ

λ�
��

c

− gθβKλ ν
λ�
��

b

+gθβKνλ
λ�
��

b

− gνβKθλ
λ�
��

c

−
c

Γ
βνθ
��+

c

Γ
βθν
��

−
c

Γ
νθβ

+
c

Γ
θνβ −Kβνθ���

a

+Kβθν���
a

−Kνθβ���
a

+Kθνβ���
a ]
,

onde os termos indicados com a letra �a� simpli�cam-se da seguinte forma −Kβνθ +

Kβθν − Kνθβ + Kθνβ = 2Kβ[θν] + Kβθν − Kβνθ = 4Kβ[θν] (lembre-se de (4.18)); já os

termos indicados por �b� e �c� satisfazem gθβKνλ
λ − gθβKλ ν

λ = 2gθβKνλ
λ e gνβKλ θ

λ −
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gνβKθλ
λ = 2gνβKλ θ

λ , respectivamente. Reescrevendo a expressão acima em termos destas

simpli�cações, �caremos com

gρσgµα
∂Rµρασ

∂Kθβν

=

[
gνβgθλ ,λ − gθβgνλ ,λ − gνσgθβ ,σ + gθσgνβ ,σ

+gνβ
c

Γ
λ θ
λ −gθβ

c

Γ
λ ν
λ +gθβ

c

Γ
νλ
λ −gνβ

c

Γ
θλ
λ −

c

Γ
νθβ

+
c

Γ
θνβ

+2gνβKλ θ
λ + 2gθβKνλ

λ + 4Kβ[θν]

]
. (E.12)

Como gµν,λ = −Γµ ν
λ − Γν µ

λ , a expressão acima �ca

gρσgµα
∂Rµρασ

∂Kθβν

=
1

2

[
gνβ
(
−Γθ λλ�

��
c

− Γλ θ
λ�
��

a )
− gθβ

(
−Γν λ

λ�
��

d

− Γλ ν
λ�
��

b
)

−gνσ
(
−Γθ βσ − Γβ θ

σ

)
+ gθσ

(
−Γν β

σ − Γβ ν
σ

)
+ gνβ

c

Γ
λ θ
λ�
��

a

− gθβ
c

Γ
λ ν
λ�
��

b

+gθβ
c

Γ
νλ
λ�
��

d

− gνβ
c

Γ
θλ
λ�
��

c

−
c

Γ
νθβ

+
c

Γ
θνβ

+2gνβKλ θ
λ + 2gθβKνλ

λ

+4Kβ[θν]

]
=

1

2

[
−2gνβ

c

Γ
θ λ
λ +2gθβ

c

Γ
ν λ
λ +Γθνβ + Γβνθ − Γνθβ − Γβθν

−
c

Γ
νθβ

+
c

Γ
θνβ

+2gνβKλ θ
λ + 2gθβKνλ

λ + 4Kβ[θν]

]
=

1

2

[
−2gνβ

c

Γ
θ λ
λ

+2gθβ
c

Γ
ν λ
λ +

c

Γ
θνβ

+
c

Γ
βνθ −

c

Γ
νθβ −

c

Γ
βθν −

c

Γ
νθβ

+
c

Γ
θνβ

+2gνβKλ θ
λ

+2gθβKνλ
λ + 4Kβ[θν]

]
=

1

2

[
−2gνβ

c

Γ
θ λ
λ +2gθβ

c

Γ
ν λ
λ +2

c

Γ
θνβ −2

c

Γ
νθβ

+2gνβKλ θ
λ + 2gθβKνλ

λ + 4Kβ[θν]

]
, (E.13)

onde a soma dos termos indicados pelas letras �a,b,c,d� foram simpli�cados da seguinte

forma :

termo a = −gνβ Γλ θ
λ +gνβ

c

Γ
λ θ
λ = −gνβKλ θ

λ = gνβKθ λ
λ ,

termo b = gθβ Γλ ν
λ −g

θβ
c

Γ
λ ν
λ = gθβKλ ν

λ = −gθβKν λ
λ ,

termo c = −gνβ Γθ λλ −g
νβ

c

Γ
θ λ
λ = −2gνβ

c

Γ
θ λ
λ −gνβKθ λ

λ ,

termo d = gθβ Γν λ
λ +gθβ

c

Γ
ν λ
λ = 2gθβ

c

Γ
ν λ
λ +gθβKν λ

λ .

Somando estes termos, teremos

termo a+b+c+d = gνβKθ λ
λ − gθβKν λ

λ − 2gνβ
c

Γ
θ λ
λ −gνβKθ λ

λ + 2gθβ
c

Γ
ν λ
λ +gθβKν λ

λ

= −2gνβ
c

Γ
θ λ
λ +2gθβ

c

Γ
ν λ
λ .
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Além disto, usamos em (E.13) o fato de Γθνβ + Γβνθ − Γνθβ − Γβθν =
c

Γ
θνβ

+
c

Γ
βνθ

+

0︷ ︸︸ ︷
Kθνβ +Kβνθ−

c

Γ
νθβ −

c

Γ
βθν −

0︷ ︸︸ ︷
Kνθβ −Kβθν =

c

Γ
θνβ

+
c

Γ
βνθ −

c

Γ
νθβ −

c

Γ
βθν .

Agora, calculemos 1√
−g∂λ

(√
−ggρσgµα ∂Rµρασ

∂Kθβν,λ

)
. De (E.11), segue que

1√
−g

∂λ

(√
−ggρσgµα ∂Rµρασ

∂Kθβν,λ

)
=

1√
−g

∂λ
√
−ggρσgµα

(
∂Kµσρ,α

∂Kθβν,λ

− ∂Kµαρ,σ

∂Kθβν,λ

)
. (E.14)

Pelas mesmas razões mencionadas anteriormente, tomaremos

∂Kµσρ,α

∂Kθβν,λ

.
=

1

2

(
δθµδ

β
σδ

ν
ρδ
λ
α − δνµδβσδθρδλα

)
. (E.15)

Substituindo (E.15) em (E.14), teremos

1√
−g

∂λ

(√
−ggρσgµα ∂Rµρασ

∂Kθβν,λ

)
=

1

2
√
−g

∂λ
√
−ggρσgµα

(
δθµδ

β
σδ

ν
ρδ
λ
α

−δνµδβσδθρδλα − δθµδβαδνρδλσ + δνµδ
β
αδ

θ
ρδ
λ
σ

)
=

1

2
√
−g

∂λ
√
−g
(

2gνβgθλ

−2gθβgνλ
)

=
1√
−g

[(
∂λ
√
−g
) (
gνβgθλ − gθβgνλ

)
+
√
−g∂λ

(
gνβgθλ − gθβgνλ

)]
=

1√
−g

[√
−g

c

Γ
α
λα

(
gνβgθλ − gθβgνλ

)
+
√
−g
(
gνβ,λg

θλ + gνβgθλ,λ − g
θβ
,λg

νλ − gθβgνλ,λ
)]

=

c

Γ
αθ
α g

νβ−
c

Γ
αν
α g

θβ +
(
gνβ,λg

θλ + gνβgθλ,λ − g
θβ
,λg

νλ − gθβgνλ,λ
)

onde usamos (D.6) com N = 0 da terceira para a quarta linha. Usando o fato da derivada

covariante da métrica ser zero, gµν,λ = −Γµλσg
σν − Γνλσg

µσ, a expressão acima �ca

1√
−g

∂λ

(√
−ggρσgµα ∂Rµρασ

∂Kθβν,λ

)
=
c

Γ
αθ
α g

νβ−
c

Γ
αν
α g

θβ

+
[(
−Γνλσg

σβ − Γβλσg
νσ
)
gθλ + gνβ

(
−Γθλσg

σλ − Γλλσg
θσ
)

−
(
−Γθλσg

σβ − Γβλσg
θσ
)
gνλ − gθβ

(
−Γνλσg

σλ − Γλλσg
νσ
)]

=
c

Γ
αθ
α g

νβ−
c

Γ
αν
α g

θβ +
[
−Γνθβ − Γβθν − gνβΓθλλ − Γλ θ

λ g
νβ

+Γθνβ + Γβνθ + gθβΓνλλ + gθβΓλ ν
λ

]
=
c

Γ
αθ
α g

νβ−
c

Γ
αν
α g

θβ

+
[
Γθνβ − Γνθβ + 2Kβ[νθ] − gνβΓθλλ − Γλ θ

λ g
νβ + gθβΓνλλ + gθβΓλ ν

λ

]
,
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onde Γβνθ − Γβθν = 2Kβνθ. Usando o fato de que Γθνβ − Γνθβ =
c

Γ
θνβ −

c

Γ
νθβ

+Kθνβ −

Kνθβ =
c

Γ
θνβ −

c

Γ
νθβ

+2Kβ[θν], e o fato de que −gνβΓθλλ − Γλ θ
λ g

νβ = −gνβ(
c

Γ
θλ
λ +

c

Γ
λ θ
λ

+

0︷ ︸︸ ︷
Kθλ

λ +Kλ θ
λ ) = −gνβ

( c
Γ
θλ
λ +

c

Γ
λ θ
λ

)
na expressão acima, teremos

1√
−g

∂λ

(√
−ggρσgµα ∂Rµρασ

∂Kθβν,λ

)
=
c

Γ
αθ
α g

νβ���
a

−
c

Γ
αν
α g

θβ���
b

+
[ c
Γ
θνβ

−
c

Γ
νθβ

+2Kβ[θν]��+ 2Kβ[νθ]��− gνβ
(
c

Γ
θλ
λ +

c

Γ
λ θ
λ�
��

a )
+gθβ

(
c

Γ
νλ
λ +

c

Γ
λ ν
λ�
��

b
)]

=
[ c
Γ
θνβ −

c

Γ
νθβ −gνβ

c

Γ
θλ
λ +gθβ

c

Γ
νλ
λ

]
. (E.16)

De (E.16) e (E.13), chegamos a

1√
−g

δ
√
−gR

δKθβν

= gρσgµα
∂Rµρασ

∂Kθβν

− 1√
−g

∂λ

(√
−ggρσgµα ∂Rµρασ

∂Kθβν,λ

)
=

[
−gνβ

c

Γ
θ λ
λ�
��

a

+ gθβ
c

Γ
ν λ
λ�
��

b

+
c

Γ
θνβ
���

c

−
c

Γ
νθβ
���

d

+ gνβKλ θ
λ + gθβKνλ

λ

+2Kβ[θν]

]
−
[ c
Γ
θνβ
���

c

−
c

Γ
νθβ
���

d

− gνβ
c

Γ
θλ
λ�
��

a

+ gθβ
c

Γ
νλ
λ�
��

b ]
= gνβKλ θ

λ + gθβKνλ
λ + 2Kβ[θν]

Usando (4.16), (4.17) e (4.18), chegamos �nalmente a

1√
−g

δ
√
−gR

δKθβν

= −gνβT λθλ + gθβT λνλ + T βθν

= −2
1

2

(
gνβT λθλ − gθβT λνλ − T βθν

)
= −2

1

2

(
gνβT λθλ − gθβT λνλ + T βνθ

)
.

Comparando com a de�nição de U , teremos

1√
−g

δ
√
−gR

δKθβν

= −2Uβνθ. (E.17)

Substituindo a expressão acima em (E.8), chegamos a

−2Uβνθ =
χ√
−g

δ
√
−gLm
δKθβν

. (E.18)
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Se admitirmos que a lagrangiana da matéria é dada pela lagrangiana de Dirac, então,

de (D.37), teremos

Uβνθ =
χ

2
Sβνθ. (E.19)

Agora está claro porque estamos usando Uαβγ. A expressão acima mostra que Uαβγ está

relacionado com o conteúdo de matéria, todavia, Uαβγ é uma entidade que depende apenas

da geometria (ele é função da torção), o que signi�ca que a expressão (E.18) indica como

o conteúdo de matéria acopla com a parte da geometria associada com a torção. A priori,

não precisaríamos associar o potencial vetor Sαµβ ao spin1, porém, vemos de (D.37) e

(E.18) que se a lagrangiana da matéria é a lagrangiana de Dirac, então o spin acopla com

a torção via (E.18). Para escrevermos o tensor de energia e momento canônico2, devemos

levar o segundo termo da esquerda de (E.4) para a direita e de�nir um novo tensor de

energia momento θµν . Fazendo isto, teremos

Gαβ =
χ

2
θαβ, (E.20)

onde

θβα = Tαβ+
?

∇ν

(
Sαβν − Sβνα + Sναβ

)
. (E.21)

Note que para obter o resultado acima, usamos Uαµν = χ
2
Sαµν em (E.4). Perceba que o

novo tensor energia momento não é simétrico, já que o tensor de Einstein, em Riemann-

Cartan, não possui esta simetria. É trivial veri�car que

θ[µν] =
2

χ

?

∇αU
ανµ, (E.22)

onde utilizamos (E.7). Comparando (E.21) com o tensor energia momento canônico3 em

Minkowski4, θβα = θ̄αβ = Tαβ + ∂ν
(
Sαβν − Sβνα + Sναβ

)
, vemos que ∂ν é substituída por

?

∇ν= ∇ν+T λνλ. Disto, vemos mais uma vez que o acoplamento mínimo aplicado direto nas

1O ψ não precisaria ser o spinor de Dirac, mas sim um campo qualquer associado ao potencial vetor

Sαµν .
2Veja página 242 de [2] e a página 399 de [1], seção C.
3Veja a página 66, equação (B.32), de [2]
4Na notação desta tese Gµν = Ḡνµ, onde Ḡνµ é o tensor de Einstein como de�nido em [2]. Como

Ḡµν = θ̄µν , θµν = θ̄νµ.
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equações de campo só fornecerá as mesmas equações de campo que as obtidas através do

acoplamento mínimo na ação se a torção for totalmente anti-simétrica, ou seja, T λνλ = 0.

E.2 Equação de movimento

Embora, de início, Einstein tenha postulado que partículas seguem uma geodésica e

este postulado tenha sido bem sucedido, em relatividade geral, não se deve postular as

equações de movimento separadamente das equações de campo [41, 22, 23]. De fato,

elas devem vir de alguma lei de conservação associada ao tensor momento-energia da

partícula. É natural, então, que uma versão generalizada da relatividade geral, caso

de Einstein-Cartan, também siga esta mesma linha5 [41, 186]. Para obter tal equação,

usaremos o mesmo procedimento adotado em [2]. Este procedimento será válido para

qualquer teoria onde (E.20) represente as equações de campo, mesmo que S α
µ ν não seja

o potencial de energia do spin, ou seja, o resultado aqui obtido é independente do spin

ser ou não a fonte de torção. Por sua vez, o resultado aqui obtido dependerá apenas das

seguintes hipóteses:

1. Geometria de Riemann-Cartan.

2. As equações de campo (E.20) são válidas.

3. A lagrangiana é uma função das variáveis independentes gµν(ou e
µ
A ), Kµνλ (ou Tµνλ)

e de suas derivadas.

4. O princípio variacional �tradicional� é válido6.

Em um espaço com torção, a derivada do tensor de Einstein não é mais nula, mas

sim7,

∇νG
νµ + TαναG

νµ + T ν µ
α Gα

ν − UναβRβαµν = 0. (E.23)

5Entretanto, em uma versão generalizada de Brans-Dicke [185], os autores postulam que a equação

auto-paralela governa o movimento do planeta Mercúrio.
6Como já mencionado em outras partes desta tese, há autores que questionam a validade do princípio

variacional usado para variedades riemannianas quando aplicado em variedades não-riemannianas [38,

84, 85].
7Veja página 238, equação 10.36 de [2]. Para comparar a expressão exibida aqui com a de [2] é

necessário levar em conta as diferenças que há na notação. Se necessário, consulte a seção A.3.
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Usando (E.20) em (E.23), teremos

∇νθ
νµ + Tαναθ

νµ + T ν µ
α θαν −

Uναβ
χ

Rβαµν = 0. (E.24)

Agora, usaremos (E.24) para obter uma expressão que seja a equação da geodésica

mais um termo extra devido ao spin da partícula. Por esta razão, torna-se conveniente

escrever o tensor energia-momento modi�cado em termos das suas partes simétricas e

anti-simétricas, pois, assim, poderemos utilizar o resultado obtido no capítulo sobre rela-

tividade geral. Considere a substituição de θµν = θ(µν) + θ[µν] em (E.24) e uma respectiva

multiplicação por
√
−g. Usando o fato de ∇µ

√
−g = 0, teremos

∇ν

√
−g
(
θ(νµ) + θ[νµ]

)
+
√
−gTανα

(
θ(νµ) + θ[νµ]

)
+
√
−gT µ

να

(
θ(αν) + θ[αν]

)
−
√
−gUναβ

χ
Rβαµν = 0. (E.25)

Trabalhemos agora esta expressão termo a termo. Primeiramente, calculemos o termo

∇ν

√
−gθ(νµ).

∇ν

√
−gθ(νµ) =

(√
−gθ(νµ)

)
,ν

+
√
−gΓννλθ

(λµ) +
√
−gΓµνλθ

(νλ)

−
√
−gΓλνλθ

(νµ) =
(√
−gθ(νµ)

)
,ν

+
√
−g

c

Γ
ν
νλ θ

(λµ)���
a

+
√
−gKν

νλθ
(λµ)

+
√
−g

c

Γ
µ
νλ θ

(νλ) +
√
−gKµ

νλθ
(νλ) −

√
−g

c

Γ
λ
νλ θ

(νµ)���
a

−
√
−gKλ

νλθ
(νµ)

=
(√
−gθ(νµ)

)
,ν

+
√
−g

c

Γ
µ
νλ θ

(νλ) +
√
−gKµ

νλθ
(νλ)

+
√
−g
(
Kν

νβ −Kλ
βλ

)
θ(βµ),

onde os termos indicados pela letra �a� se cancelam (lembre-se da simetria da conexão

riemanniana). De (4.14), vemos que Kλ
µν − Kλ

νµ = T λµν . Portanto, a expressão acima

�ca

∇ν

√
−gθ(νµ) =

(√
−gθ(νµ)

)
,ν

+
√
−g

c

Γ
µ
νλ θ

(νλ) +
√
−gKµ

νλθ
(νλ)

+
√
−gT ννλθ(λµ). (E.26)

Considere, agora, o seguinte termo.
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∇ν

√
−gθ[νµ] =

(√
−gθ[νµ]

)
,ν

+
√
−g

c

Γ
ν
νλ θ

[λµ]���
a

+
√
−gKν

νλθ
[λµ]

+
√
−g

c

Γ
µ
νλ θ

[νλ]���
0

+
√
−gKµ

νλθ
[νλ] −

√
−g

c

Γ
λ
νλ θ

[νµ]���
a

−
√
−gKλ

νλθ
[νµ]

=
(√
−gθ[νµ]

)
,ν

+
√
−gKµ

νλθ
[νλ] +

√
−g
(
Kν

νβ −Kλ
βλ

)
θ[βµ]

=
(√
−gθ[νµ]

)
,ν

+
√
−gKµ

νλθ
[νλ] +

√
−gT ννβθ[βµ], (E.27)

onde, pelas mesmas razões anteriores, os termos indicados com a letra �a� se cancelam e

o termo indicado com o �0� se anula por temos índices simétricos sendo contraído com

anti-simétricos. Somando (E.26) com (E.27), teremos

∇ν

√
−gθ(νµ) +∇ν

√
−gθ[νµ] =

(√
−gθ(νµ)

)
,ν

+
√
−g

c

Γ
µ
νλ θ

(νλ)

+
√
−gKµ

νλθ
(νλ)���
a

+
√
−gT ννλθ(λµ)���

b

+
(√
−gθ[νµ]

)
,ν

+
√
−gKµ

νλθ
[νλ]���
a

+
√
−gT ννβθ[βµ]���

b

=
(√
−gθ(νµ)

)
,ν

+
√
−g

c

Γ
µ
νλ θ

(νλ) +
(√
−gθ[νµ]

)
,ν

+
√
−gKµ

νλθ
νλ +

√
−gT ννλθλµ,

onde os termos indicados pelas mesmas letras puderam ser escritos em termos de θµν .

Os dois primeiros termos após a igualdade da penúltima linha da expressão acima já

estão do jeito que queremos, eles representam exatamente o que tínhamos no caso da

relatividade geral, abordado no capítulo 3. Precisamos trabalhar os outros termos. Para

tal, substituamos a expressão acima em (E.25).

(√
−gθ(νµ)

)
,ν

+
√
−g

c

Γ
µ
νλ θ

(νλ) +
(√
−gθ[νµ]

)
,ν

+
√
−gKµ

νλθ
νλ +

√
−gT ννλθλµ���

a

+
√
−gTαναθνµ���

a

+
√
−gT µ

να θαν − Uναβ
χ

Rβαµν

=
(√
−gθ(νµ)

)
,ν

+
√
−g

c

Γ
µ
νλ θ

(νλ) +
(√
−gθ[νµ]

)
,ν

+
√
−gKµ

νλθ
νλ +

√
−gT µ

να θαν − Uναβ
χ

Rβαµν = 0, (E.28)

onde os termos indicados com a letra �a� se cancelam (lembre-se que T λµν = −T λνµ). Os

dois primeiros termos da última linha ainda podem ser simpli�cados, como indicado a

seguir.
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Kµνλθνλ + T ναµθαν = Kµνλθνλ

1

+ T ναµθαν

2

+Kαµνθ[να]

3

−Kαµνθ[να]

4

= −Kαµνθ[να]

4

+ T ναµθαν

2

− 1

2

1︷ ︸︸ ︷(
T νλµ + T λνµ − T µνλ

) [
θ(νλ) + θ[νλ]

]
−1

2

3︷ ︸︸ ︷
(T µνα + T νµα − Tαµν) θ[να] = −Kαµνθ[να] + T ναµθαν

−1

2
{
(
T νλµ + T λνµ

)
θ(νλ) − T µνλθ[νλ] + T µναθ[να] + T νµαθ[να] − Tαµνθ[να]}

= −Kαµνθ[να] + T ναµθαν −
1

2
{T νλµθ(νλ)���

c

+ T λνµθ(νλ)���
b

− T µνλθ[νλ]���
a

+T µναθ[να]���
a

− T ναµθ[να]���
b

+ Tανµθ[να]���
c

} = −Kαµνθ[να] + T ναµθαν

−1

2

(
T νλµθλν + T λνµθνλ

)
= −Kαµνθ[να] + T ναµθαν

−2T νλµθλν
2

= −Kαµνθ[να],

onde os números acima dos termos no início estão rotulando estes termos para facilitar a

identi�cação deles na igualdade, enquanto que as lestras ao �nal indicam os termos que

estão sendo comparados; os termos indicados pela letra �a� se cancelam, enquanto que os

indicados pelas outras letras foram escritos em termos de θµν . Substituindo o resultado

acima em (E.28),

(√
−gθ(νµ)

)
,ν

+
√
−g

c

Γ
µ
νλ θ

(νλ) +
(√
−gθ[νµ]

)
,ν

−
√
−gKαµνθ[να] −

√
−gUναβ

χ
Rβαµν = 0.

De�nindo Uµν =
√
−gθµν , a expressão acima �ca

U
(νµ)

,ν+
c

Γ
µ
νλ U

(νλ) + U[νµ]
,ν −Kαµν

U[να] −
√
−gUναβ

χ
Rβαµν = 0.

Como demonstramos no capítulo 3, integrando a expressão acima na região onde a partí-

cula se encontra e tratando-a como puntiforme (sem estrutura), os dois primeiros termos

fornecerão a equação da geodésica, veja a seção 3.2 para maiores detalhes. Portanto, a

expressão acima integrada na região do espaço onde a partícula se encontra a um dado t

fornece

dP λ

ds2
+

c

Γ
λ
µν u

µP ν + F λ = 0, (E.29)
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onde expressamos a geodésica em termos do 4-momento da partícula P ν =
∫
dx3U

(0ν) ,

pois, m0 não é uma constante de movimento neste caso; além disto, de�nimos

F µ ≡
∫
dx3

(
U

[νµ]
,ν −Kαµν

U[να] −
√
−gUναβ

χ
Rβαµν

)
Usando (E.22) e relembrando que Uµν =

√
−gθµν , a expressão acima pode ser escrita na

forma �nal8 por

F µ =
1

χ

∫
dx3
√
−g
[

1√
−g

(√
−g

?

∇αU
αµν
)
,ν
−Kαµν

?

∇λU
λ
αν − UναβRβαµν

]
. (E.30)

Da expressão (E.30), concluímos que se Uλµν for nulo, então a partícula segue uma geo-

désica métrica. Tomando a lagrangiana da matéria como a lagrangiana de Dirac, o spin

acoplará com a torção via (E.19) e, disto, chegamos a conclusão de que uma partícula com

spin na geometria de Riemann-Cartan não necessariamente segue uma geodésica. Para

maiores detalhes sobre a equação de movimento em uma geometria não-riemanniana, veja

[8]. Para o caso da fonte de Uµνλ ser Sµνλ, a expressão (E.30) �ca

F µ =
1

2

∫
dx3
√
−g
[

1√
−g

(√
−g

?

∇αS
αµν
)
,ν
−Kαµν

?

∇λS
λ
αν − SναβRβαµν

]
. (E.31)

E.3 Campos escalares

Na geometria de Riemann-Cartan, campos escalares não acoplam com a torção [23, 8,

91, 183], portanto, eles se comportam do mesmo jeito que em uma geometria puramente

riemanniana. É fácil ver isto da expressão (E.29) e (E.30), pois, se Sµνλ for nulo, F µ tam-

bém será e, conseqüentemente, as partículas se moverão segundo a equação da geodésica

métrica

dP λ

ds2
+

c

Γ
λ
µν u

µP ν = 0. (E.32)

Do ponto de vista da mecânica quântica, teríamos

c

� φ(x) +m2φ(x) = 0, (E.33)

8Entendemos esta como a forma �nal porque ela contém Uµνλ explícito em todos os termos possíveis

de explicitá-lo. No caso, Uµνλ está associado com o conteúdo de matéria.
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onde
c

� é o d'Alambertiano em termos dos símbolos de Christo�el.

E.4 Equação de Dirac em termos da fonte de torção

(spin)

Usando a relação 1
4
KBACγ

AγBγC = −1
4
KCABγ

[AγBγC]−TACAγC (veja D.13), podemos

reescrever (7.80) para o caso Nµλν = Aµ = 0 da seguinte forma

iγµ
c

∇µψ +
1

4
KABCγ

[AγBγC]ψ −mψ = 0, (E.34)

onde
c

∇µ é a derivada covariante em termos apenas do símbolo de Christo�el. Consi-

dere agora o seguinte. Somando e subtraindo o lado direito da expressão (4.14) com
1
2
(−2gλµT ν + gλνT µ − gλνT µ + 2gµνT λ), onde T µ = T λµλ, e expressando-a em termos de

Uµνλ, teremos

Kλµν = Uλµν − Uµνλ − Uνµλ − gλµT ν + gµνT λ. (E.35)

Usando (E.19) na expressão acima e lembrando que Sµνλ é totalmente anti-simétrico,

�caremos com

Kλµν =
χ

2
Sλµν − gλµT ν + gµνT λ. (E.36)

Desta expressão, temos que Kλµνγ
[λγµγν] = KABCγ

[AγBγC] = χ
2
SABCγ

[AγBγC]. Usando

a de�nição de densidade de spin9, SABC = − i
4
ψγ[AγBγC]ψ, teremos KABCγ

[AγBγC] =

− iχ
8
ψγ[AγBγC]ψγ

[AγBγC]. Substituindo esta última expressão em (E.34), �caremos com

iγµ
c

∇µψ −
i

32
χψγAγBγCψ γ[AγBγC]ψ −mψ = 0, (E.37)

onde por conveniência usamos (D.12). É possível demonstrar que a expressão acima ainda

pode ser escrita na forma10 [2]

iγµ
c

∇µψ −
3

16
χJ

(5)
A γ

(5)γAψ −mψ = 0, (E.38)

9Veja a página 66 de [2]
10Perceba que em [2] o autor usa uma constante de acoplamento diferente, χnossa = 2χGasperini.



APÊNDICE E. EINSTEIN-CARTAN 192

onde J (5)
A = ψγ(5)γAψ é a corrente espinorial do vetor axial. Se fôssemos expressar a

lagrangiana (E.1) em termos da fonte da torção, chegaríamos a [2]

S =

∫ √
−gd4x

(
R + χ

c

LD +
1

4
χSABCS

ABC

)
, (E.39)

onde
c

LD é a lagrangiana de Dirac em termos do símbolo de Christo�el. Da expressão

acima, vemos que a única diferença de sua versão para a um espaço curvo sem torção é o

termo de contato spin-spin.

Para �nalizar este capítulo, vale apena fazer o seguinte comentário. Embora o capítulo

tenha o nome de Einstein-Cartan, muitas das a�rmações aqui feitas, como mencionado

explicitamente, transcendem a teoria de Einstein-Cartan no sentido de que elas são válidas

para teorias mais gerais.
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