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Resumo

Levando em consideragao o interesse visivel que muitos modelos da fisica tém em man-
ter a matéria usual confinada em uma certa regiao do espago-tempo, como por exemplo
o modelo de Rubakov e o de Randall-Sundrum, exibimos a possibilidade da utilizacao de
campos com origem geométrica para realizar este confinamento. Antes, porém, prepa-
ramos o leitor com todo o aparato geométrico necessario para a compreensao do que é
feito nos ultimos capitulos desta tese. Tornou-se impossivel fugir de questoes polémicas
envolvendo geometrias mais gerais que a riemanniana, como por exemplo a polémica so-
bre a equacao de movimento da particula, o uso do acoplamento minimo e a aplicacao
do principio variacional. Entretanto, tentamos adotar uma postura imparcial e fizemos a
analise do confinamento seguindo duas vertentes distintas. Uma das vertentes, defendidas
por Kleinert, consiste em postular que particulas seguem autoparalelas. A outra vertente,
a mais comum na literatura, segue a linha de Hehl, Gasperini e outros. Nesta vertente,
a equacao de movimento de uma particula nao pode ser postulada, mas sim obtida a
partir da lei de conservacao associada ao tensor de energia-momento da particula, pois
este contém informacao sobre o movimento da particula. H& mais diferencas entre essas
duas linhas do que citamos aqui, como sera indicado no decorrer da tese. Para ser mais
preciso, fomos capazes de exibir o confinamento apenas para a primeira vertente. No caso
da segunda, dificuldades técnicas nos limitaram a somente descartar certos campos de

origem geométrica como campos confinadores.

Palavras Chaves: geometria; curvatura; torcao; nao-metricidade; campo de Weyl;
equacao de movimento; geodésicas; autoparalelas; acoplamento minimo; spin; equacao de

Dirac; bulk; brana; confinamento.



Abstract

Since many models in physics depend on the confinement of particles in certain regions
of the space-time, like Rubakov and Randall-Sundrum models, we analyze the possibility
of using geometrical fields to confine particles. In doing so, we exhibit some examples of
the confinement of particles by using only geometrical fields such as torsion and Weyl 1-
form. In order to prepare the reader to these examples, we give a brief introduction to the
Riemannian and the non-Riemannian geometries. It turned out to be impossible to avoid
controversial issues such as the equation of motion of a particle, the use of the minimal
coupling procedure, and the application of the variational principle for non-Riemannian
geometries. However, we avoided choosing what approach was right and decided to take
two completely different approaches into account, namely, Kleinert’s and Hehl’s ones.
Kleinert claims that particles must follow autoparallel, while Hehl and others state that
the equation of motion of a particle must be derived from a conservation law related to the
energy-momentum tensor of the particle. As a matter of fact, there are more differences
between those approaches than we have mentioned here, but we expect this thesis to clarify
those differences. To be more precise, we managed to exhibit examples of confinement
only for Kleinert’s approach. We had difficulty finding a example of confinement to hehl’s
approach, however we were able to eliminate the possibility of confinement for many cases,

like scale fields for example.

Key words: geometry; curvature; torsion; non-metricity; Weyl field; equation of
motion; geodesics; autoparallels; minimal coupling; spin; Dirac equation; bulk; brane;

confinement.
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Capitulo 1

Introducao

Durante séculos a fisica esteve limitada ao uso da geometria euclidiana para poder
descrever matematicamente suas leis. Estas leis, baseadas em experimentos e intuicao,
eram capazes de descrever grande parte dos fendomenos do mundo que nos cerca. Todavia,
a medida que os experimentos foram se tornando mais precisos e indo bem além de nossa
intuicao, surgiu a necessidade de generalizarmos a geometria euclidiana. Como é bem
conhecido dos fisicos, as duas teorias mais bem sucedidas da fisica sao formuladas em
geometrias nao-euclidianas. A mecanica quantica relativistica é formulada na geometria
de Minkowski, geometria pseudo-riemanniana e plana, enquanto que a relatividade geral
¢ formulada em um geometria pseudo-riemanniana com curvatura. Essas duas teorias
estao de acordo com todos os experimentos que as teorias anteriores explicavam, além de
estar de acordo com um conjunto significativo de outros experimentos que nao tinham
explicacao. Entretanto, como essas duas teorias tém um regime de validade limitado,
elas nao explicam tudo. Ainda nao h& uma teoria quantica da gravitacao, além de haver
varias questoes em aberto, como energia escura, matéria escura etc. Nao sabemos, por
exemplo, como fica o spin na gravitacao. Muitas dessas questoes levam os fisicos a buscar
uma generalizacao da geometria que é usada na quantica e na relatividade. Dai surge
necessidades como escrever a equacao de Dirac, que é o alicerce da mecanica quantica
relativistica, em um espaco curvo. Escrever as equagoes de campo da gravitagao em ter-
mos do spin ¢ outra necessidade. Neste ultimo caso, uma generalizacao da geometria
riemanniana que permite uma insercao natural do spin na gravitagao é a geometria de
Riemann-Cartan, como exemplo mais simples dessa insercao temos a teoria de Einstein-

Cartan. Outro exemplo de generalizacao da geometria que despertou muito interesse dos
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fisicos, foi a tentativa de Weyl de unificar gravitacao e electromagnetismo em uma teoria
puramente geométrica. Ele criou a geometria hoje conhecida como geometria de Weyl. Se
continuarmos mencionando exemplos, chegaremos a geometrias de métricas assimétricas,
geometria de Finsler, geometrias com dimensoes extras etc. Sao tantas as possibilida-
des, que nao temos a pretensao de abordar todas elas nesta tese. Entretanto, seguindo
essa tendéncia de buscar novas geometrias para responder perguntas sem respostas, bus-
caremos nessa tese exemplificar o papel que a geometria pode exercer na realizacao do
confinamento de particulas em hipersuperficies do espaco-tempo. Para isto, nos limita-
remos basicamente a duas generalizacoes da geometria riemanniana, a saber, geometrias
com tor¢ao e nao-metricidade.

Em um universo matematico cheio de possibilidades, uma idéia em especial tem des-
pertado o interesse dos fisicos desde, pelo menos, 1983. Esta idéia consiste em admitir que
0 espago-tempo tem um certo nimero de dimensoes, porém a matéria comum esté confi-
nada a uma superficie de dimensao inferior |3, 4, 5|. Esta superficie é denominada brana,
enquanto que o espago-tempo como um todo é conhecido por bulk. Em [4], o autor criou
um modelo no qual a matéria comum s6 sairia da brana em processos de altas energias, o
que explicaria o porqué nao seriamos capazes de detectar efeitos de uma dimensao extra
nao-compacta. Todavia, uma vez que os aceleradores de particulas permitissem colisoes
a energias muito altas, os efeitos das dimensoes extras tornariam-se significativos, pois
as particulas poderiam escapar para outras dimensoes. Neste caso, veriamos processos
do tipo ete~ — nada. Conseguir um modelo com dimensoes extras que explique porque
nao vemos essas dimensoes, sem duvida alguma é de interesse dos fisicos, pois, muitas
teorias importantes para a fisica, como a teoria de cordas, requerem dimensoes extras.
O confinamento também exerce um papel fundamental no modelo apresentado em [6].
Neste modelo, conhecido por modelo de Randall-Sundrum, os autores usam a idéia do
confinamento para explicar o porqué a interagao gravitacional é mais fraca que as outras
interacoes da natureza. A idéia consiste basicamente em admitir que a gravitacao é a
tnica interacao que escapa da brana e, por essa razao, seus efeitos no mundo em que
vivemos (brana) é fraco.

Em muitos modelos que adotam o confinamento como um elemento importante, estao
presentes entidades cuja origem nao é explicada a partir de principios fundamentais, como

por exemplo o campo escalar que é responsavel pelo confinamento das particulas leves em
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[4]. O nosso objetivo nessa tese é o de exemplificar o papel que a geometria pode ter
no confinamento, ou seja, tentaremos, a partir de campos de origem geométrica, realizar
o confinamento de particulas. Nos limitaremos basicamente a dois campos, o campo de
Weyl e a torcao.

Com o objetivo de preparar o leitor, apresentamos alguns aspectos da geometria rie-
manniana que achamos relevantes para esta tese no capitulo 2. Partimos do pressuposto
de que o leitor ja esteja familiarizado com geometria diferencial. Caso nao esteja, ele pode
consultar o apéndice B para maiores detalhes. No capitulo 3, abordamos a teoria da rela-
tividade geral basicamente para apresentarmos o problema da equacao de movimento. Na
se¢ao 3.2, verificamos que, de fato, particulas puntiformes (sem estrutura) na presenca de
corpos massivos seguem geodésicas determinadas pelo corpo massivo. No capitulo 4, faze-
mos uma introducao detalhada sobre a geometria de Riemann-Cartan. Discutimos varias
questoes que surgem quando adotamos uma geometria com tor¢ao e tentamos fornecer
ao leitor uma visao bem ampla sobre essa geometria e, sempre que possivel, fornecendo
varias citacoes importantes que o leitor interessado no assunto nao pode deixar de ler.
Entre essas citagoes estao artigos classicos como [1, 7, 8]. Como um complemento do
capitulo 4, apresentamos no capitulo E do apéndice a teoria de Einstein-Cartan, dando
énfase a obtenc¢ao da equacdo de movimento de uma particula puntiforme (sem estru-
tura) com spin. Veremos que esta equagdo corresponde a equagio da geodésica devido ao
corpo massivo mais um termo de forca devido ao acoplamento do spin com a torcao. No
capitulo 5, apresentamos o espaco de Finstein- Weyl, que é caracterizado por um tensor
conhecido como tensor de nao-metricidade. Também apresentamos o caso particular do
espaco de Einstein-Weyl conhecido como geometria de Weyl. Comecamos a apresentar os
resultados de nossas pesquisas a partir do capitulo 6. Neste capitulo, exibimos o confina-
mento de curvas autoparalelas na brana por meio da tor¢ao. No capitulo 7, introduzimos
a abordagem que criamos para obter a equagao de Dirac de uma forma bem simples. Esta
abordagem nao substitui o formalismo espinorial desenvolvido em textos classicos sobre
o assunto, como por exemplo [9]. Entretanto, para o que queremos, ele acaba sendo mais
conveniente. Exceto pela abordagem, nao h4 nada de novo neste capitulo. Retornamos
aos nossos resultados no capitulo 8 quando, finalmente, analisamos a possibilidade de
confinarmos particulas no contexto quantico por meio da torcao e do campo de Weyl.

Finalizamos este trabalho apresentando um resumo dos resultados obtidos e das perspec-
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tivas no capitulo 9. Acrescentamos ao apéndice alguns capitulos que achamos relevantes
para o corpo da tese. Dedicamos o capitulo A a notagao da tese, o capitulo C a analise
da estabilidade de sistemas nao lineares®, o capitulo D a alumas expressoes e identidade

importantes, além dos ja mencionados.

Tmportante para o capitulo 6.



Capitulo 2

(Geometria riemanniana

Neste capitulo apresentamos a geometria pseudo-riemanniana e alguns conceitos de
geometria que sao fundamentais para a compreensao desta tese. Por questao de simpli-
cidade, cometeremos o mesmo abuso de linguagem que é comum na literatura, usaremos
a expressao geometria riemanniana para nos referirmos tanto a geometria riemanniana
propriamente dita como para a pseudo-riemanniana. Estas duas geometrias diferem uma
da outra pela definicao de um objeto matematico chamado métrica. Todavia, para o que
faremos nesta tese, este abuso nao trard nenhum problema.

Durante o capitulo, serao utilizados termos como variedades, vetores, 1-formas etc.
Também utilizaremos um formalismo independente de base. O leitor que nao esteja

muito familiarizado com o assunto pode consultar o apéndice B.

2.1 Meétrica

O objeto que chamaremos de métrica esté relacionado com a generalizacao do nosso
conceito intuitivo de distancia. A distancia como um conceito intuitivo é algo invariante
para nés. Por exemplo, se alguém diz que uma barra de ferro mede um metro, ninguém
questionara que qualquer pessoa capaz de medir o comprimento desta barra nas mesmas
condicoes térmicas medird exatamente um metro, salvo margens de erros introduzidas
pelas limitagoes técnicas (o aparato utilizado para fazer a medida, para garantir a esta-
bilidade térmica do experimento etc). Em outras palavras, em nossa visao intuitiva, o
tamanho da barra nao dependera de fatores cinéticos, como por exemplo a velocidade do

individuo que faz a medida com relacao a barra. Entretanto, a realidade fisica mostrou-se
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muito mais complicada, pois de fato o comprimento da barra dependerd de fatores ci-
néticos. Como nossa mente, talvez por razoes fisioldgicas ou puramente filosoficas, esta
sempre a procura de “verdades absolutas”, seja na religiao, no senso comum ou na ciéncia,
é natural pensar que estejamos sempre a procura de “objetos” invariantes frente a mu-
danca de referenciais, observadores etc. Assim, nada mais natural do que procurarmos por
“objetos” matematicos que sejam invariantes frente a mudanca de observadores. Como
uma, conseqiiéncia dessa busca, o mateméatico Hermann Minkowski descobriu que o inter-
valo entre dois eventos fisicos era um invariante por mudangas de referencial. Dai surgiu
o conceito de espaco-tempo. Entretanto a distancia entre pontos desse espago nao é um
comprimento no sentido usual, mas sim uma generalizacao da nossa concepc¢ao intuitiva
de comprimento. Na linguagem matematica, faz-se a generalizacao de vérios conceitos
que adquirimos inicialmente com a nossa intuicao, o conceito de superficie, curvatura
e distancia sao s6 alguns exemplos desses. Para entendermos um pouco esse processo
de generalizacao, vejamos o caso da barra citado anteriormente. Se a barra é descrita
em um referencial qualquer com o sistema de coordenadas cartesianas, o elemento de

comprimento da barra pode ser descrito infinitesimalmente pelo teorema de Pitagoras

ds® = dr* + dy* + dz*. (2.1)

Assim, para obter o comprimento da barra, basta integrar ds de uma extremidade da barra
a outra. Todavia, a expressao acima ainda nao estd numa forma satisfatéria, pois, estamos
limitados a transcrever a barra por coordenadas cartesianas. Disto surge a necessidade
de generalizar a expressio de ds para qualquer sistema de coordenadas. E facil ver que,
como diante da transformacdo de coordenada z# — 7", dz* se transforma na forma

A .
da? = gx%dx“, ds passa a ter a seguinte forma

Oor Ox - oy dy . . 0z 0z
2 _ 1% 4 . 2 14 _
oz o™ T o o ™ T o or
([ Oz Ox Oy Oy 0z 0z\ ., .,
B (aw N af”) s (22)
= 9w (Ea)dfﬂdfyv (23)

ds

dztdz”.

onde g, ¢ conhecido como métrica. A expressao acima nos dé ds expresso em um sistema
de coordenadas mais geral, pois, a tnica hipotese feita sobre T* foi a de ser possivel

escrever x,y, z em termos de @ Esta hipotese, a priori, nao impoe nenhuma restricao
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para a nossa nocao intuitiva de distancia, uma vez que, nela, sempre é possivel encontrar
uma transformagao que leve (2.1) em (2.3) e vice-versa. Este fato é uma conseqiiéncia da
aparéncia plana do espaco, ja que isto permite o uso do teorema de Pitagoras sempre que
conveniente. O problema surgiu a partir do momento que descobrimos que ds definido
como (2.1) nao ¢ um invariante! e que o espago niao é plano. Cada um destes dois
fatos exigem, por si s6, uma versao generalizada do conceito de distancia. A primeira
idéia que vem a mente quando falamos em generalizar o conceito de distancia é abstrair
este conceito, ou seja, esquecer, mesmo que temporariamente, o fato deste conceito estar
interligado com algo real, e simplesmente desenvolver um formalismo matematico que
permita a associacao deste novo conceito de forma conveniente a qualquer idéia na qual
o uso do termo distancia parega razoavel. A palavra razoavel, aqui, significa nao ferir
muito nossa nocao intuitiva de distancia fisica. De fato, a visao mais geral sobre métrica
que se tem hoje pode perfeitamente ir contra nossa intuicao. Todavia estas métricas
estao fadadas a serem apenas objetos matematico sem qualquer conexao com algo real,
exceto casos onde as caracteristicas “exoticas” estejam associadas a propriedades fisicas
de dificil deteccdo. Como exemplo de tais métricas exoticas, temos as assimétricas [10].
De qualquer forma, faz-se necessario definirmos a métrica de forma mais geral. Antes,
porém, permita-nos dé uma visao mais clara do significado de g,

Considere as coordenadas polares como indicado na figura 2.1a. Existem duas ma-
neiras de obtermos os valores de g,, no sistema de coordenadas polares x = pcos¢ e
xr = psin¢. Uma delas é usar (2.2), ja a outra é analisar como os versores ,5,@ associados
com as coordenadas p,  variam infinitesimalmente. Como este tltimo método nos fornece
uma visao do significado geométrico de g, faremos uso deste para obter ds.

Para medir o comprimento de uma curva neste sistema de coordenadas, temos que
saber como o comprimento varia segundo as variacoes de p e ¢. Como estes versores
sao ortogonais, ja sabemos de antemao que os termos cruzados da métrica sao nulos.
Da ortogonalidade, sabemos, também, que podemos calcular a variacao do comprimento
devido a variavel ¢ mantendo p constante e vice-versa, como indicado nas figuras 2.1b e
2.1c. Da figura 2.1b, vemos que a variagao infinitesimal no comprimento quando variamos
¢ & pd¢. Fazendo o mesmo para p, chegamos a dp. Do teorema de Pitagoras, teremos que

a varia¢ao infinitesimal no comprimento sera ds* = dp?+ (pd¢)?. Comparando esta tltima,

IExperimentos provam que a distancia entre dois pontos do espaco fisico ndo é um invariante.
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b)

Figura 2.1: Para obter as componentes da métrica em coordenadas polares, basta variar ¢ com p constante (figura b),

perceber que ds = pd¢, e variar p com ¢ constante (figura c), percebendo, todavia, que neste caso ds = dp.

expressao com ds® = g,,dp* + gssdd?, vemos que g,, = 1 e gy = p*. Este procedimento é
mais simples do que usar (2.2), pelo menos quando os versores associados com as variaveis
adotadas sao ortogonais. Desse exemplo, vemos que a métrica fornece a informacao de
como os comprimentos variam em cada direcao associada com as varidveis na qual a
métrica estd escrita. Se fizéssemos o mesmo para coordenadas esféricas, obterfamos a
variacao de comprimento 1 para dr, r para df e rsin f para d¢, sendo ¢ o angulo azimutal.

Devido ao que faremos a seguir, vale a pena relembrar que, caso o leitor nao esteja
acostumado com o formalismo independente de coordenadas, um resumo de alguns ele-
mentos importante para a compreensao deste capitulo pode ser encontrado no apéndice

B. Abaixo segue a definicao de métrica riemanniana, que generaliza? (2.1).

Definicao 2.1.1 Sejam uma variedade diferenciavel M e os vetores VW, onde V,W &
T,M. Chamamos de métrica riemanniana g o objeto matemdtico que satisfaz as sequintes

propriedades® :
a) g(V.W) =g(W,V).
b) ¢g(V,V) >0, onde a igualdade vale apenas quando V = 0.

A propriedade “a” é claramente compativel com a nossa intuicao, afinal de contas, por que
razao fisica aparente irfamos distinguir o produto interno de um vetor V com outro W
do produto interno do vetor W com V7 Nao diferentemente, a propriedade “b” também

é intuitiva, uma vez que, se o médulo do vetor é nulo, entao, o vetor também o é. Surge,

2Esta defini¢do generaliza (2.1) porque a métrica riemanniana nao necessariamente pode ser obtida

ou transformada em (2.1) por uma transformacao de coordenadas.
3Estas propriedade sdo avaliadas em um ponto genérico p. Estamos omitido este ponto apenas por

conveniéncia.
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entao, a pergunta: em que sentido a definicao acima é mais geral? A resposta é simples.
Na definicao acima nao foi feita qualquer restrigao a dimensao do espaco e, além disso, nao
hé& qualquer referéncia, implicita ou explicita, a possibilidade da existéncia de uma trans-
formacao de coordenadas que permita g,, ser escrito na forma g,, = diag(1,1,1,...,1).
Todavia, para o que faremos aqui, a definicio acima ainda nao é geral o suficiente. A
definicao mais geral que é de nosso interesse consiste do relaxamento da condicao “b”.
Neste caso, adotamos a condicdo g(W, V) = 0 para qualquer V se W = 0. A este tipo de
métrica, da-se o nome de métrica pseudo-riemanniana. Mas o que acontece com os casos
g(u V) =0, g(V, V) >0e g<V7 V) <07

O primeiro fato que temos que perceber a partir da pergunta acima é que a métrica,
definida desta forma, nao é mais positiva definida como na definicao 2.1.1. Disto, conclui-
mos que, na soma V*V, alguns termos poderao ser negativos. Agora, escolheremos uma
métrica pseudo-riemanniana particular por razoes fisicas. O interesse fisico, pelo menos
nesta tese, é associar a métrica a distancia entre eventos fisicos, pois, em muitas teorias
fisicas, as que serdo trabalhadas aqui, este é um invariante*. Os eventos fisicos, por sua
vez, sao caracterizados por dois tipos de coordenadas: coordenadas espaciais e temporal.
Em resumo, precisamos dizer onde o evento ocorre e quando ele ocorre. A coordenada

0 Admitimos que a

associada com o tempo serd indicada sempre pelo nimero zero, x
diferenca de sinal entre os termos da métrica que produz as possibilidades g(V, V) = 0,
g(V;V) > 0e g(V,V) < 0 estd presente apenas na relacdo entre as coordenadas espaci-
ais e a temporal, ou seja, +(a’)? F [(a')? + ... + (a")?], onde a® = /]goo[V® (estamos
admitindo, por simplicidade, uma métrica diagonal®). Esta escolha esta relacionada com
o fato de que na relatividade especial o invariante frente as transformacoes de Lorentz é
ds? = +c2dt* F (da® + dy* + dz?). Quebraremos a arbitrariedade dos sinais na expressao
anterior fazendo a escolha, (a°)? — [(a')? + ... + (a")?]. A quebra desta arbitrariedade

é chamada de escolha da assinatura da métrica. Tendo escolhido a assinatura anterior,

fazemos as seguintes definicoes:

Definicao 2.1.2 Chamamos os vetores que satisfazem as propriedades

4 A primeira teoria que associou a distancia entre eventos fisicos e o conceito de métrica foi a relatividade

especial. O matematico Hermann Minkowski percebeu que se descrevéssemos dois eventos distintos pelas

/ 2 /

coordenadas (ct,z,y, z) e (ct',x’,y,2'), onde ¢ é a velocidade da luz, entdo, c?(t' —t) — (' — x)? — (v —

y)? — (2/ — 2)? seria invariante frente as transformagoes de Lorentz.
5Isto ndo impde nenhuma limitacio a esta analise, pois, a métrica sempre pode ser diagonalizada.
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a) g(V,V) =0,

b) ¢g(V.V) >0,

c) g(V,V) <0,

de tipo luz, tipo tempo e tipo espaco, respectivamente.

A denominacao dada a um vetor que satisfaz “a” na definicao 2.1.2 independe da assi-
natura escolhida, todavia, as duas ultimas definicoes sao invertidas quando escolhida a
assinatura contréria. Isto acontece porque dizemos que um vetor é tipo espaco quando a
parte espacial das componentes do vetor supera a parte temporal e, temporal quando o
contrario ocorre. Assim sendo, a escolha da assinatura fixa a definicao acima.
Poderiamos continuar falando sobre métricas mais gerais, porém para o que queremos
a métrica que definimos sera geral o suficiente para abordar as geometrias que trataremos

aqui. O leitor interessado em estudar métricas nao-simétricas é direcionado a [11, 10].

2.2 Transporte paralelo

Um fato muito importante durante a generalizacao do espago euclidiano para o rie-
manniano é nao admitir a priori que dois vetores definidos em pontos diferentes possam
ser comparados. Uma idéia fundamental durante o processo de generalizacao de uma
geometria é o de definir todas as propriedades localmente®. Para resolver esse problema,
criou-se o conceito de transporte paralelo. Imagine, por exemplo, que noés temos um
campo vetorial A definido no plano (z,y), dois pontos p e ¢, onde p = ¢ + €, e queremos
comparar dois vetores deste campo, como indicado na figura 2.2. Para comparar A}’ com
Af;, transportamos Ag até o ponto p. Como num espaco plano e em coordenadas carte-
sianas impor que os vetores nao mudem implica impor que as componentes nao mudem,
entao, Ag‘ transportado paralelamente até p, que denotaremos por Zq(q + €)*, & o proprio

All, ou seja, Zq(q + e = Al Disto, podemos ver que a definigao da derivada

= lm
oxv e*—0

oar (A“(q +ev) — Al (g + e“))

EV

6Veja a opiniao de Weyl sobre o assunto na segao 2.1, pagina 577 de [12].



CAPITULO 2. GEOMETRIA RIEMANNIANA 11

T X
Figura 2.2: Analisando o transporte paralelo em Figlll"a 2.3: Analisando o transporte paralelo em
coordenadas cartesianas. coordenadas polares.
2
B Aq(q +0")
¢ A
P 4(q)
¢ a
Pp 9
5 Pq p
P ¢q
xr

Figura 2.4: Fazendo um trasporte paralelo de (¢q: pq) Para (¢p, pp), vemos que as componentes de A4(g) transportadas

para p na base {8,,0,} mudam, pois A = \/g(A(q), A(q))coso e Aﬁ = g(A(q),A(q))Si;‘q"; enquanto que Zg(p) =
9(A(q), A(q)) cosax e Zf(p) = +/9(A(qg), A(q))%. Da figura, esta claro que a # o.

é equivalente a

(2.5)

= 111m
axu ex—( EI/

oAr _ . <A“(q+ €) — A“(Q))

onde, na notacio que usamos, A4 = Ah(d) = A*(d); todavia A)(d +m) seriam as com-
ponentes do campo vetorial A avaliadas no ponto d e depois transportadas paralelamente
até d+m. A expressao (2.5) deixa bem claro que, em um espaco plano e em coordenadas
cartesianas, podemos comparar os vetores em pontos diferentes. Entretanto, o conceito
de transporte paralelo nao é tao obvio assim. Para exemplificar isto, considere o caso
acima sendo que em coordenadas polares, figura 2.3. Da figura 2.4, vemos que o vetor
transportado paralelamente de ¢ para p muda os valores de suas componentes na base
{0,,0,}. Por esta razdo, precisamos de uma versdo generalizada do transporte paralelo.
Por conveniéncia, definiremos o transporte paralelo a partir do conceito de derivada co-

variante. Isto, contudo, nao representa nenhuma restricao, pois, o conceito de transporte

paralelo pode sempre ser obtido a partir do de derivada covariante e vise-versa [13].
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2.3 Derivada covariante

Dada uma variedade M, uma curva «a(t), o plano tangente T;, ;)M e o campo vetorial
av

V tangente & curva a(t), o vetor definido por %- nao necessariamente estd contido no
plano T,,;) M. Como fazemos as contas no plano tangente a variedade, precisamos definir
um outro tipo de derivada que garanta que, uma vez aplicada em V', o vetor resultante
esteja contido em T, M. Esta derivada serd representada pelo simbolo V.

Vamos definir a derivada covariante de forma a ser independente da base que escolhe-
mos. Para alcancar este objetivo, vamos derivar vetores e nao componentes. Além disso,
a derivada também sera feita com respeito a vetores (na direcdo de vetores) e nao suas
componentes. Sendo assim, é natural representarmos esta derivada na forma Vy, V', onde
V, W sao campos vetoriais. Nesta definicao, o V representa o vetor derivado, enquanto W
indica a direcao na qual estd sendo feita a derivagao. Obviamente, esta definicao ainda
¢ puramente simbolica, uma vez que ainda nao sabemos o que significa a derivada de
um vetor com relacao a outro. Mais adiante, veremos que este conceito é similar ao de
derivada direcional.

Para motivar a definicao de ViV, vamos adotar uma anélise passa a passo das gene-

ralizagoes que temos que fazer. Primeiro considere a derivada usual do vetor V = V#0,,.

Usando a regra de Leibniz para a derivada usual, teremos

ovro, ovH 00

= O, +VH_—L. 2.6
oxY ozv " + oxV (26)
Embora o termo gi‘j pareca estranho, ele nao é. Na verdade, ele estd bem definido.

Podemos dar como exemplo a derivada do vetor , em coordenadas polares com relagao a

¢. Sabemos que 0, = cos ¢0, + sin ¢0,. Portanto, % = —sin ¢0, + cos p0, = pd,. Este
calculo sugere algo simples: podemos expressar gi‘; em termos dos vetores d,. De fato,
como 0, constitui uma base, podemos realmente expandir giﬁ em termos desta base, ou
seja,

% =T"%,,0,, (2.7)
onde os coeficientes da expansao, FAW, sao conhecidos como conexao afim. Com isto, a
expressao (2.6) fica

ovro, oV

[
O, + VT2, 0. (2.8)

v

ox” ox”
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A expressao (2.8) ainda nao ¢ invariante frente a transformacoes de coordenadas.
Analisemos o primeiro termo da direita de (2.8) contraido com as componentes W* de

um vetor qualquer W diante de uma transformacao de coordenadas,

Vg g0 07 0 (00t 0T

oxv " 978 Oav 0T oz° ) ogr
—« 5’ —aal'“ 8?’\—

=W o (V afg) un

—a@VU 8:1:“ 05)‘— —a=—0 82.%” OEA—

== S U =y =l
Y 7 20k T _

_edV 9y + e o %aA.

ax” 0“0z Oz

Temos que 2 (

T

—\ 5)\
g%g%) = %Eg = 0, o que leva naturalmente a (

0T 0T° Prid

&2ah _ ozt 9%z
0z 0T%0xH "

Substituindo este termo na expressao acima, obtemos
—X\
oVH OV =~ a0zt 0%
T O = 0, WV
IV

— —— \-
T 0z? 0T*0xH

Analisemos, agora, o segundo termo da direita de (2.8) contraido com W diante uma

Wl/

(2.9)

transformacao de coordenadas.

00, —p01’ —o0x" 0T O [ O0T
VI/ETA — WryrZE

WV, o0 =WV S =W 5V 55 0w o (8x“ 0‘)

—)\—aax‘u (9 85“-
=WV o (@xua“)
—)\—Uax“ 8250‘ —= —)\—a'ax'u afa 05a
=WV o TV 5 o o

—/\—aax'u aQT" — — A—a
=WV O + WV %85 (2.10)

Contraindo (2.8) com W" e posteriormente substituindo (2.9) e (2.10), chegamos a

)
VD,  —adV' = —aa g -
= ‘/'/ _— [/[/ F =

- OV,

(2.11)

Chegamos, portanto, a seguinte conclusao: a derivada contraida com as componentes de
outro vetor do jeito que definimos é independente do sistema de coordenadas.
Neste momento surge algo importante sobre a notacao que pretendemos usar nesta

. ~ . < 00,
tese. A partir de agora nao usaremos mais a notagao -, em seu lugar, usaremos V.
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Por esta razao, convencionamos que V o ¢ o operador que atua sobre d, na forma de
oz
derivada. Desta forma, a maneira mais formal de escrever (2.8) é
ovVH

Vo, (V'0u) = 5 20u+ V"Vo,0,, (2.12)

onde, obviamente, V5, 0, = F’\W&\. Contraindo a expressao acima com WY, teremos
o
LoV

W¥V, (V#au) =W Wﬁu + VEW?"N o, 0. (2.13)

Para deixar a expressao acima em uma forma mais compacta, usaremos a definicao
VwV =W'Vs V.

A partir de (2.13), verifiquemos quais propriedades Vy, V satisfaz. Sejam U e A dois
vetores, f e g duas funcoes. Se fizermos W = fU + gA, entao de (2.13),

oV

ViusgaV = (fU" + gA") 520+ VI (FU” + gA”) Vi, 0
H H

= fu” g‘; O+ [VIU"V,01 + gA” %ZV 0+ gV A"V o, 0.

— VGV + gVAV (2.14)

Por outro lado, se fizermos V = U + A em (2.13), teremos

0 (U* + AW)

Vi (U +4) =W =—2

0y + (U" + AMY W'V, 0
= VU + Vi A. (2.15)

A 1dltima propriedade de ViV que analisaremos é o seu comportamento quando tro-

camos V por fU. Fazendo isto em (2.13), teremos

m
Vo fU = W angy 0, + fUMWV o, 0
_ v af n VaU# LAV
= WYLk, W0, + [UWY 0
—WIAU + fV U, (2.16)
v Of

onde usamos w|f] = w Agora, temos um conceito de derivada que mantém o vetor

ozV*
no plano tangente a variedade. A derivada VU tem a seguinte interpretacao: Vg U

pode ser visto como um tipo de gradiente de U (lembre-se que, na nossa notagao, vetores
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sdo como escalares, eles ndo mudam frente a transformacoes de coordenadas). Quando
contraimos Vy U com V", estamos avaliando a projecao deste gradiente na direcao de
V. As propriedades (2.14), (2.15) e (2.16) que V satisfaz servem de motivagao para a
definicao de conexdo afim que sera feita na secao 2.3.1.

Podemos agora definir transporte paralelo através da definicao de derivada covariante

da seguinte maneira.

Definicao 2.3.1 Dizemos que um campo vetorial V ao longo de uma curva de tangente

U € paralelo quando sua derivada com relacao a U € nula, ou seja,
VyV =0. (2.17)

Para o caso particular no qual um vetor é transportado paralelamente a si mesmo, V V' =
0, obtemos o que denominamos de equagoes de geodésicas afim (ou autoparalelas). Em

coordenadas, elas assume a forma

i+ T @i = 0. (2.18)

Um fato importante sobre o transporte paralelo ¢ que dois vetores transportados pa-
ralelamente preservam o angulo entre si, como indicado na figura 2.5. Este fato implica
naturalmente que, como o vetor tangente a uma geodésica é transportado paralelamente
ao longo da geodésica, um vetor transportado paralelamente ao longo de uma geodé-
sica mantém o angulo que tem com a tangente a geodésica constante. Um campo que é
transportado paralelamente a ele mesmo é num certo sentido o campo que menos varia
de orientacao durante esse transporte, ou seja, as curvas que ele define podem ser vistas
como as curvas mais retas da geometria, veja a se¢do 5 de [14]|. Perceba que, em principio,
este fato nada tem a haver com a minimizacao da distancia entre dois pontos. Entretanto,
na geometria riemanniana um fato presente em nossa intuicdo acontece quase como um
milagre. Se tomarmos a distancia entre dois pontos, dada por s = qu ds, e a minimizarmos
com o intuito de obtermos a menor’ distancia entre p e ¢, obteremos exatamente (2.18)
e, portanto, a curva mais reta também serd a menor distancia entre dois pontos. FEsta
coincidéncia nao ocorre em geometrias mais gerais que a riemanniana, como por exemplos

as que discutiremos nos capitulos 4 e 5.

"Na verdade, estamos extremizando, ou seja, calculando 0 minimo ou méximo.
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Geodésica
<

Flgura 2.5 o angulo entre os vetores transportados paralelamente ndo muda, mesmo que a curva nao seja uma
geodésica. No caso da curva ser uma geodésica, estes vetores manterdo o angulo que fazem com a tangente da geodésica

constante, como sugere a figura.
2.3.1 Conexao afim
O que foi feito no inicio dessa secao motiva a seguinte definicao.

Definicao 2.3.2 Seja M wma variedade diferencidvel e os campos vetoriais V,U, W.

Chamamos de conexao afim a aplicacao V : TM X TM — TM que satisfaz as sequintes

propriedades:
va+gUW = vaW + ngVV, (2.19)
Vv (U +W)=VyU+ VyW, (2.20)
Vv(fU) =V[AIU + fVvU, (2.21)

ondeV, U, W € T,M e f, g sao fungoes diferencidveis.

Perceba que esta definicao independe da variedade ser ou nao riemanniana, ou seja, esta
definicao serd valida para todas as geometrias aqui abordadas.
Como uma conseqiiéncia natural da defini¢ao 2.3.2, podemos expressar a conexao afim

em termos dos vetores da base coordenada do plano tangente & variedade. Definindo os

coeficientes da expansao como Fl’)y, isto é,
_ — A
Y@V = X&, =1"7,0x (2.22)
A definigao acima implica naturalmente Vg, dz” = —F”H/\dﬁ. Para chegar a este resul-

tado, basta derivar a relagao de dualidade entre 9, e dz”, que é dada por < dx”, 9, >= 4.

A derivada desta expressao resulta em
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<vVvds’,0,>=—<dz",VI, >. (2.23)
O O

Expandindo Vg, dz” em termos da base coordenada de 1-formas {dz"}, Vs, dz¥ = 2%, dz*,

e substituindo esta expansao mais (2.22) na expressao acima, teremos

< 2% dz%, 0, >= — < dz”, T ,0a > . (2.24)

Usando a linearidade de <> e a condigao de dz* e 0, serem bases duais, chegamos a

z",, = —I",,. Portanto, devemos ter

avdx” = —I" \dz. (2.25)

Para vermos explicitamente a atuacao de V num vetor, apliquemos Vy em V = V#0,,.

Da defini¢ao 2.3.2, segue

VwV*9, = W[V*0, + VIVw0d, = W",[V*]9, + V* v Oy
wvao,
= WY (ay[w]au + V“avy ay> =W (V*,+VHT,,) 0,

= W*VA,0,

onde na primeira linha usamos (2.21), da primeira linha para a segunda usamos (2.19),
na segunda linha utilizamos a definicdo (2.22), e na tltima linha fizemos a defini¢do
V’\;y = VA,V + V“FAW. Come era de se esperar, a expressao acima ¢ exatamente igual a
(2.12), pois (2.12) foi a motivagdo para a defini¢do 2.3.2. Do que foi feito acima, é natural

fazer a seguinte definigao:

Definicao 2.3.3 Seja V' um vetor pertencente a T,M. As componentes da derivada co-

variante de V' na base coordenada serao denotadas por:
VA, =V, VT, (2.26)
Suponha agora que tenhamos uma 1-forma w. Um calculo similar nos leva a

Vw=W"(wy, —wJI" ) dz (2.27)
W

Resultado este que nos leva a seguinte definicao:
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Definicao 2.3.4 Seja w uma 1-forma definida sobre T,M*. As componentes da derivada

covariante de w na base coordenada serao denotadas por:
_ 1
Way = Wiy —w ). (2.28)

Como tensores mais gerais sao dados pelo produto direto de tensores® de primeira
ordem, é facil generalizar a atuacao da derivada covariante sobre um tensor do tipo F' =

FalmanbL..bmaal ®X...x0 aan & dl'bl ®...® dxbm'

Definig¢ao 2.3.5 Sejam {0, } uma base de T,M, {dx"} uma base de T,M* e as aplicagoes

pertn, .t R— R, onde n e m sdo inteiros positivos. Chamamos de tensores do tipo

1.--Om

(n,m), a aplicagio F: TM* x ... x TM* xTM x ... x TM — R definida por
F=F"" @ 0 ®...00, ®d" ®...&dz""

Aqui, faz-se necesséario uma observacao sobre a notacdo. A atuacao de uma 1-forma w so-
bre um vetor V esta sendo denotada por < w,V >. Todavia, por questao de simplicidade,
sempre que tivermos o produto tensorial de vérias 1-formas atuando sobre vetores, nao

usaremos < dz” @ ... @ dxb", 0, ®...® 0,

am

>, mas sim dz” @ ... ® dz"(0,,,...,0,,,)-
Nesta ultima expressao, o leitor pode ver o simbolo ® como sendo um mero artificio para
organizar em nossa mente a atuagao das 1-formas sobre os vetores. Explicitamente, o que
temos é a seguinte ordem da" ® ... ® dabm(0,,,...,0,,) =< da®,0,, >< dz*?,0,, >

y Vam

.. < dxb 9, >.

Definicao 2.3.6 Sejam F um tensor do tipo (n,m) e ey € T,M. Chamamos de derivada

covariante de F

VF=esF" " 0 1 (00 ®...©0 0, @da” @...®dz")
eA

FEO0 (0 @ © 8,y @ da @ @ dabm),
€A

onde a atuagao de V., na base de TM x ... X T'M x TM* x ... x TM* obedece a regra
de Leibniz’.

8 A defini¢do de produto direto de tensores (Tensor direct product) pode ser encontrada em [15].
?Como exemplo, V.,0, ® dz¥ = (V.,0,) ® dz* + 8, ® (V.,dz").
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2.4 Tensor de Riemann, Ricci e escalar de curvatura

Nesta secao, vamos definir alguns objetos que sao fundamentais para a caracterizagao
de uma variedade. Destes, se destaca o tensor de Riemann, pois, ele mede a curvatura
do espaco. Por esta razao ele também é conhecido como tensor de curvatura. O conceito
de curvatura ¢ sem duvida alguma um dos mais importantes tanto para a matematica
quanto para a fisica. Por essa razao, comecaremos apresentado uma visao intuitiva do
que seja curvatura para, entao, definirmos o tensor de Riemann. Os outros objetos que

definiremos aqui serao apenas uma conseqiiéncia natural do tensor de Riemann.

2.4.1 Curvatura

Antes de introduzirmos o tensor de Riemann, permita-nos apresentar uma visao in-
tuitiva do que seja curvatura. Todos sabemos ou temos alguma idéia do que seja uma
superficie curva, todavia, nunca nos perguntamos o que realmente caracteriza estas su-
perficies de maneira formal. A resposta para esta pergunta talvez nao seja tao simples
quanto possa parecer. O conceito de curvatura para curvas ¢ simples. Qualquer pessoa,
leiga ou nao, é capaz de distinguir uma curva de curvatura nula de outra cuja curvatura
nao se anula ou, até mesmo, saber se uma curva é mais curva que outra. Entretanto, no
caso de superficies, a idéia de curvatura ja nao é tao simples assim. Por exemplo, um leigo
nio seria capaz, em principio, de dizer se um cilindro tem ou nao curvatura. E obvio que
neste caso teriamos que especificar de que tipo de curvatura estamos falando, uma vez
que uma superficie é composta por varias curvas e, portanto, podemos definir mais de um
tipo de curvatura por meio das curvaturas das curvas'’. Ingenuamente, poderiamos dizer
que o cilindro tem curvatura, pois, ha varias direcoes nas quais a curvatura das curvas
geodésicas ndo sao nulas, em especial, o circulo da se¢ao transversal do cilindro (geodé-
sica com maior curvatura no cilindro). Porém, as geodésicas ao longo do comprimento do
cilindro tem curvatura nula. Um conceito eficaz de curvatura de uma superficie (capaz de
distinguir propriedades fundamentais das superficies) foi desenvolvido por Gauss e, pos-
teriormente, generalizado para um variedade de dimensao qualquer por Riemann. (dai
0 nome geometria riemanniana). Abaixo segue uma descricao qualitativa da curvatura

gaussiana.

10N30 faria o menor sentido caracterizarmos a curvatura de uma superficie olhando apenas a curvatura

de uma curva contida nela.
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minima

ikmaxima

Figura 2.6: Na abordagem de Gauss, a superficie é caracterizada pelas curvaturas kmsxima € Eminima- Nesta abordagem,

Koo +k .
usa-se 0 produto EmmimaKmaxima € @ SoOma —minima - -maxima 5 méxima

A curvatura de gauss é obtida a partir do produto das curvaturas méaximas e minimas,
também conhecida por curvaturas principais. Mas o que significa curvaturas maxima e
minimas? O conceito é simples: dado um ponto p em uma variedade M, existem véarias
geodésicas que passam por este ponto e que tem tangentes com direcoes diferentes, como
indicado na figura 2.6. De todas estas curvas, exite uma que possui a maior curvatura
naquele ponto e outra que possui a menor. As tangentes destas curvas, da-se o nome
de diregoes principais ( dai o nome curvaturas principais). O que Gauss fez foi perceber
que o produto e a soma das curvaturas destas duas curvas permitia a caracterizacao das
superficies de forma a distingui-las por propriedades fundamentais!!.

Uma propriedade muito importante sobre bi-superficies com curvatura gaussiana nao
nula, é fato do transporte paralelo de um vetor ao longo de um caminho geodésico fechado
nao levar o vetor nele mesmo, mas sim o rotacionar (veja a figura 2.7). A partir desta
propriedade, generaliza-se o conceito de curvatura de uma bi-superficie para uma varie-
dade de dimensao qualquer. Em outras palavras, a curvatura serd a medida de quanto
um vetor transportado paralelamente rotaciona. Para exemplificar melhor, considere a
esfera da figura 2.7. Nesta figura o vetor é transportado paralelamente!? ao longo das
geodésicas o, as e 3. Perceba que, como estamos usado trés geodésicas distintas, o
angulo do vetor transportado com relagao a tangente das curvas aq, as e ag é diferente

para cada uma destas trés geodésicas. Da figura, vemos que o vetor muda sua direcao

"Para maiores detalhes sobre a abordagem de Gauss, o leitor pode consultar [16].
12Lembre-se de que um vetor é transportado paralelamente a uma geodésica quando ele mantém seu

angulo constante com relacao ao vetor tangente & geodésica.
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quando transportado paralelamente. Esta propriedade distingui a esfera de varias outras
superficie tais como plano, cilindro etc. Obteremos, agora, o tensor de curvatura a par-
tir da variacao das componentes de um vetor V' transportado paralelamente. Note que,
quando nos referimos a variacio, queremos dizer a diferenca entre V* e V" (transportado
paralelamente).

Podemos construir um campo vetorial ao longo de uma curva a partir de um vetor
definido em um certo ponto da curva transportando-o paralelamente deste ponto aos
outros. Chamaremos esse campo de campo paralelo. Imagine, agora, que tenhamos um
campo vetorial V' e que o valor de suas componentes no ponto A é denotado por V. Se
denotarmos as componentes do vetor V} transportado paralelamente até um certo ponto
B por V;{”, entao VXH ¢ igual ao valor das componentes do campo paralelo construido
a partir do transporte paralelo de V} avaliado em B, ou seja, VXH = V”(B), onde V"~
sdo as componentes do campo paralelo. Em outras palavras, V' no ponto C' coincide
com V} transportado paralelamente a C, V" no ponto D coincide com V) transportado
paralelamente até D etc. Esclarecido este fato, considere agora o ponto A como sendo
identificado pelas coordenadas z“ e o ponto B por %+ dx®, onde dz® é um deslocamento
infinitesimal. Desta forma, V¥ pode ser denotado por V¥ (z*) ou, equivalentemente V" (%)
(o campo paralelo no ponto A coincide com o vetor que o originou). Por sua vez, as
componentes do vetor Vy, transportadas paralelamente até B ficam VXH = VV(B) =

V" (z* 4 dz®). Da definicdo de campo paralelo 2.3.1, temos que V' (z) satisfaz

U (20, V" (@) + T, (2*)V" (z*)U" () = 0. (2.29)
Como U é arbitrario, podemos escolher suas componentes como sendo infinitesimais U” =

dx¥. Neste caso, a expressao acima fica

da" 0,V (%) + T, (2°) V" (z*)da” = 0. (2.30)

Como dx” é um infinitésimo, podemos expandir as componentes do campo paralelo
13 T % -
em torno de z, ou seja'®, V' (z* + dz®) ~ V*(z®) + dz®d,V" ou, equivalentemente,

Az V" ~ Vk(x"‘ + dz®) — V*(x®). Portanto, a expressao (2.30) fica

I3Lembre-se que o campo vetorial V é construido a partir do campo V avaliado no ponto z®, logo

V(@) = Vi(a®).
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V(@ 4 da®) = V(@) = =T, («*) V" (z%)da”,

VA =—T*, (a*)V" (a%)da",
onde 6V* é a diferenca infinitesimal entre o vetor transportado paralelamente e o proprio
vetor. Para obtermos a diferenca entre o vetor transportado paralelamente dentro de um

circuito fechado a; U ag U g (como exemplo de circuito fechado, veja a figura 2.8), que

denotaremos por AV?, integramos a expressao acima sobre este circuito

AV = —}{FAW(JJQ)VM(.%O‘)CM’”. (2.31)

Usando o teorema de Stokes, a integral acima pode ser convertida em uma integral

sobre a area interna ao circuito AA®?. Desta forma, temos

oL g () O
AVE=—3 Jd4 9P B2 : (2.32)

onde foi usada a anti-simetria de dA%”. Considerando o circuito oy U as U a3 como infini-
tesimal, a area de integracao torna-se um infinitésimo, logo, podemos omitir a integracao

e ter

A — Lo (amu(ma)V“(ma} - arkﬁu(xa)V“(xa))
2

oxb oY
1 _,orr - _ o ov" ov"
— _gAP (e B ey T8 A 28 )
2 (V oxP v oY o ox? B v

Usando o fato de que &,V/\ = —F’\WV“, veja (2.29), teremos

A A
I s,

1 — —
A — ﬁy . A w g by (o}
AV = —~dA (v o e R R ) .

. . L ~ . N
Evidenciando V' na expressao acima, podemos reescrevé-la na forma

AV = —%dAﬁ”vaA (2.33)

upvs

onde usamos a fato 6bvio de V" (2%) = V#(2*), e definimos

or* or?
A _ Vi Bu A o A a
R By = 90? — B - T VaF B +T aI‘ " (2.34)
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Figura 2.7: O vetor tangente a a1 na parte supe- .
_ Figura 2.8: Circuito infinitesimal a3 U as U ag.
rior da esfera é transportado paralelamente ao longo do

circuito a1 U ag U 3. Ao voltar para o ponto inicial,
sua orientacdo nao é mais a mesma. Esta rotacido esta

diretamente relacionada com a curvatura da esfera.

Em (2.33), dAP” ¢ a drea de um circuito escolhido arbitrariamente e V* sio as componentes
de um vetor, também arbitririo. O tinico termo que depende da geometria, ndo de nossa
escolha, é R’\uﬁu. Disto, concluimos que AV? ser ou ndo zero estd intimamente ligado a
propriedade da geometria do espago representada por R’\Hﬁy. A este tensor, damos o nome
de tensor de Riemann (também conhecido como tensor de curvatura). Somos capazes,
agora, de dizer se uma variedade tem ou nao curvatura. No caso discutido no inicio desta
secao, o do cilindro, podemos afirmar que o cilindro nao tem curvatura, pois, como o
tensor de Riemann para o cilindro é nulo, AV* = 0, independentemente do circuito e do
vetor transportado paralelamente que tomamos.

O tensor de Riemann pode ser escrito em uma notacao independente de base da

seguinte forma:

R(V,U)W = Vy VW — VyVyW — ViyW, (2.35)

onde [V, U] = (V“U”’# — U“Vlle) 0,. Se escrevermos V, U e W em uma base qualquer
{e,}, nao necessariamente coordenada, isto é, V = V¥te, U = Ute, e W = Whe,,

teremos (veja a demonstra¢ao no apéndice D.1.2)

R(V,U)W = VFU'W? (T3, =T 5, + T, =T T4, ) ex

I up,v

Se e, for a base coordenada e U" = ¢¥, VI = ¢ e WH = ¢!, recuperamos (2.34)
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Rt =T* NG LA RS R L (2.36)

pac op,a T ap,o

2.4.2 Tensor de Ricci

Defini-se o tensor de Ricci pela contragao do primeiro com o segundo indice, R, =
RAMU. No caso da geometria riemanniana, também pode-se definir o tensor de Ricci a
partir da contracao do segundo com o tltimo indice, pois, neste caso, ambas as defini¢oes
sao equivalentes. A razao do porqué o tensor de Ricci é definido pela contracao destes
indices ficara clara mais adiante, quando falarmos das propriedades do tensor de Riemann
na geometria riemanniana. Por sua vez, o escalar de curvatura ¢ definido como R = R¥,.
O leitor deve estar atento ao fato de que na literatura ha uma variacao de sinal na definicao
tanto do tensor de Riemann quanto no de Ricci.

O que foi feito tanto nesta sub-secao quanto na anterior independe de estarmos na

geometria de Riemann. Iremos abordar o tensor de Riemann nesta geometria na secao

2.6, antes, porém, vejamos a conexao riemanniana.

2.5 Conexao riemanniana

Na secao 2.3.1, definimos a conexao afim, porém, nao mencionamos se a geometria era
riemanniana ou nao, pois, nao era necessario tal hipotese. Agora, faremos esta hipotese.
H4 duas hipoteses que distinguem a geometria riemanniana das outras geometrias que

serao tratadas nesta tese. Abaixo seguem as duas hipoteses na forma de definicao.

C
Definicao 2.5.1 Chama-se de conexrdo afim riemanniana V a conexdo que Satisfaz as

sequintes propriedades:

a)
Vv W =V V + [V, W].

b)
Vg(U,W)] = v U,W) + g(U 7y W)

onde V,U, W sao campos vetoriais.
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A hipotese “a” implica na simetria dos indices da conexao quando escrita em uma base
C
cujos vetores comutam, por exemplo, a base coordenada. Neste tiltimo caso, teremos Vg,
C
0, =V, 0,. As hipoteses “a” e “0” permitem que escrevamos a conexao em termos apenas
. . . . . ¢ ~
da métrica e de suas derivadas. Para provarmos isto, temos que isolar Vyy V' na expressao
“b”. Este termo pode ser isolado se fizermos a soma V' [g(U, W)|+W [g(V,U)]-U[g(W, V)],

como indicado abaixo

Vig(U,W)] +W(g(V,U)] = Ulg(W, V)] =
g(%VU_%va W) +g(%WV+%VWZ U)
+g(%w U_%UW V).

Usando a propriedade “a” e a identidade g(%w V4V W,U) = Qg(%w V,U)+g([V,W],U),

ficaremos com

VIg(U W)+ Wlg(V,U)] = Ulg(W, V)] =

g([V, UL, W) + 298w V,U) + g([V,W],U)
+9((W, U], V).

C
Isolando o termo que contém Vy V' na expressao acima, teremos

o V. U) = 5V Ig(U, W)] + Wg(V, V)] = Ulg(W, V)] - g((, U], W)
—g((V, W, U) = g([W, UL, V).

Em termos da base coordenada W — 0, V. — 0, e U — 04,

c 1
Q(Vau a/n a/\) = 5 [aug(a)\a 81/) + aug(am 8)\) - aAQ(&/a au)]

1
= 5 [gAV,u + Jury — gV,u)\} )

onde usamos [0y, 0,] = 0. Denotando os coeficientes da expansao da conexao riemanniana

A

(& &
. A ~
Lo Ou seja, Vo, 0, =I",,, O, chegamos a expressao

(&
na base coordenada por I

Ao
C)\ g
= o (Guow + Gvop — Guvo) - (2.37)
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Ao simbolo IC“)‘

s damos o nome de Simbolo de Christoffel. Para que nao haja confusao

entre os nomes simbolo de Christoffel e conexdo riemmaniana, vale salientar que “simbolo

de Christoffel’” € o nome que se d& a conexao riemanniana escrita na base coordenada.

2.6 Tensor de Riemann na geometria riemanniana

O tensor de Riemann na geometria riemanniana nada mais ¢ do que o tensor (2.34)
escrito em termos da conexao riemanniana, definida em 2.5.1. Em coordenas cartesianas,
o tensor de Riemann fica

C (& (& C C C (&
B Ak I [URT ¢ AL
R an_F op,a I ap,o +T apr ap r apr op - (238)

A

C
Naturalmente, o tensor de Ricci na geometria riemanniana sera dado por R,

enquanto
. CA g . .
o escalar de curvatura serd dado por R",. E possivel demonstrar que o tensor de Riemann

satisfaz as seguintes propriedades:

R}\'LLO'V: - Ry,)\oln (239)
R/\uaz/: - R)\,uua’ (240)
R/\,ual/:Rov/)\u . (241)

As propriedades (2.39) e (2.40) implicam naturalmente'* }C%A/\UV: R, =0. Jaa proprie-

oAV

dade (2.41) implica na simetria do tensor de Ricci; basta contrair A com o para verificar
este fato. Outro fato importante a cerca das propriedades acima é que elas reduzem
o nimero de componentes independentes, uma vez que estas simetrias vinculam varias
componentes diferentes do tensor. No caso, o nimero de componentes independentes é

20, fato este que apresentamos sem demonstragao®®. A verificagao da propriedade (2.40)

¢ trivial, todavia, (2.39) e (2.41) ja4 ndo sao tao triviais assim'®. Pode-se demonstrar

A

C
A .
o O tensor R satisfaz a

C
também que, devido a simetria nos indices inferiores de I" Lo

seguinte propriedade

M4 Esta é a razdo do porqué define-se o tensor de Ricci como sendo a soma do primeiro com o terceiro

indice ou do segundo com o quarto.
150 leitor pode verificar este resultado na pagina 142, se¢ao 7 de [17].
16Para maiores detalhes, o leitor ¢ direcionado a [18].
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R, + Rs, + Rs=0. (2.42)

A identidade (2.42) é conhecida como primeira identidade de Bianchi. Desta identidade,
pode-se obter uma outra conhecida como sequnda identidade de Bianchi, que é de grande

interesse para a fisica. Esta segunda identidade tem a seguinte forma:

R/Buyk;a + RB;LOWQ\ + Rﬁu/\aw: 0. (243)

Na verdade, a forma da segunda identidade de Bianchi que mais desperta o interesse
dos fisicos ¢ um caso mais simples da expressao acima. Tal forma é obtida a partir da
contracao de indices necessaria para deixar a expressao em termos do tensor de Ricci e
do escalar de curvatura. Para tal, é necessario fazer a contracao de dois pares de indices.

Facamos a contragao de § com A e o com p em (2.43):

< B CBu < Bu
R Vﬁ;u+R W;ﬂ+R Bu;v

= R#BVB;M - Rﬂuvu;ﬁ + R,
=2 Ruﬁﬂﬁ;u TR,
=2 R“V;u + R,

= (-2R",+0, R) =0,

s H

A identidade acima pode ser expressa em uma forma mais compacta por

o .,=0, (2.44)
onde

C v C v 1 c
" =Rr" 59" R . (2.45)

O tensor G é conhecido como tensor de Finstein e é de fundamental importancia na

teoria da relatividade geral. Discutiremos um pouco sobre esta teoria no capitulo 3.



Capitulo 3

Relatividade Geral

A relatividade geral é uma teoria da gravitacdo formulada em uma geometria rie-
mannianal. Por ter sido formulada em uma geometria mais geral que a euclidiana, ela
revolucionou a nossa maneira de ver a geometria do espaco e do tempo. Ela foi a primeira
teoria a introduzir o conceito de um espaco fisico com curvatura que, nao so6 explicava
muito dos dados observacionais ja conhecidos, mas como também previu varios efeitos
que acabaram sendo verificados experimentalmente. Como veremos mais adiante, algu-
mas hipoteses foram feitas durante a construcao dessa teoria. Entretanto, ao contrario do
que acontece em muitas outras teorias, todas essas hipoteses sao razoaveis. Assim sendo,
a relatividade geral é um caso particular da geometria riemanniana. Neste capitulo nao
iremos tratar de todos os aspectos da relatividade geral, pois, ndo é nossa intencao fazer
uma introducgao a esta teoria. Trataremos apenas dos aspectos que sao fundamentais para
compreensao desta tese além, claro, daqueles que nao podem ser deixados de lado. Tam-
bém nao nos preocuparemos em apresentar a teoria seguindo a seqiiéncia historica. Na
secao 3.1, apresentamos a teoria, enquanto que na secao 3.2 exibimos a equacao de mo-
vimento para uma particula puntiforme na presenca de um corpo massivo. Neste tltimo
caso, apresentamos o método de Papapetrou para a obtencao da equacao do movimento.
Comentamos também um pouco sobre as dificuldades na obtencao desta equacao em

certas situagoes fisica.

INa verdade, pseudo-riemanniana.

28
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3.1 Hipoteses da relatividade geral

Para construir uma teoria fazendo uso do principio da acao minima, precisamos co-
nhecer os invariantes da geometria. Além disso, ¢ necesséario saber qual é a geometria que
queremos e se ha alguma hipdtese adicional a ser feita. No caso da relatividade geral,
sao varias as hipoteses que estao presentes, estejam elas implicitas ou explicitas. Uma
destas, ¢ a idéia de que a matéria curva o espaco. Em principio, este fato nao implicaria
na restricao a uma variedade riemanniana quadridimensional. Poderiamos ter geometrias
mais gerais do que a riemanniana, como por exemplo, as geometrias que serao discutidas
nos capitulos? 4 e 5. Portanto, a relatividade geral também tem a hipotese de que a
geometria do espaco-tempo é riemanniana e quadridimensional. Em adicao as hipdteses
ja mencionadas, supoe-se que as equacoes de campo da teoria, equacoes que descrevem
como a geometria reage a presenca da matéria, sejam de segunda ordem nas derivadas
da métrica e que a parte da geometria que acopla com o tensor de energia e momento
tenha 4-divergéncia nula. A juncdo dessas hipdteses determina as equacoes de campo de
forma univoca [19, 20]. Essa afirmacdo é conhecida com teorema de Lovelock, que pode

ser enunciado da seguinte maneira.

Teorema 3.1.1 Sejam A" = A" (G, Guv,a» Guvap) aS componentes de um tensor si-
métrico, ou seja, AM = AYF. Admita também um espaco-tempo quadridimensional e

riemanniano. Se A*. =0, entdao

I

AM = aGM + bgh”.

Analisando este teorema em termos da acao, teremos o seguinte. De maneira bem geral,
podemos escrever a acao de uma teoria da gravitagao em um espago-tempo riemanniano

de dimensao 4 na forma

S = /d% (ZL"+xZu), (3.1)

i p ~ . . . , . .
onde /e <y sdo as densidades lagrangianas da geometria e da matéria, respectiva-
mente; x é a constante de acoplamento da matéria com a geometria. Admitindo que essas

lagrangianas sejam funcao da métrica e de suas derivadas, o principio variacional levaré

2Estas duas geometrias abarcam perfeitamente bem a idéia de que a matéria curva o espaco, pois, elas

sao generalizacoes da geometria riemanniana.
3A demonstragio de 3.1.1 pode ser encontrada em [19].
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as equagoes de campo

6. 5.
= —y—2 (3.2)
6g;w 6g;w
Dividindo toda a expressao acima por y/—g, teremos a equacao tensorial
1 6§
= —xT" (3.3)

7 ==X 5
V') 6g;w

9
1 .Sy
V=9 dguv

da expressao anterior ¢ visivelmente simétrico em p e v. Devido as leis de conservagao,

onde TH =

é denominado tensor de energia-momento. O termo do lado direito

é natural impor que a 4-divergéncia de T seja nula. Admitindo que as equacoes de

campo dependam no méaximo da derivada segunda da métrica, ¢ inevitavel deixar de

L T

fazer a identificacdo de A*”, apresentado no teorema 3.1.1, com o termo T e ©
=5 d9mr

conseqiientemente, obtermos?

G +Agh = ETH (3.4)

C
onde G ¢ o tensor de Einstein [veja (2.45)]. Essas equagoes sao conhecidas por equagdes
de FEinstein com termo cosmoldgico. Surge, entdao, a seguinte pergunta: Qual é a acao

mais simples que fornece (3.4)7 A resposta a essa pergunta é

S, = /dx4\/—_g (R+24). (3.5)
onde A é a constante cosmologica. Qualquer outra lagrangiana ira4 fornecer as mesmas
equagbes de campo (3.4) ou violar pelo menos uma das hipoteses da relatividade geral
citadas acima. Vale ressaltar que este resultado nao é valido para dimensoes maiores do
que quatro e nem para outras geometrias, como por exemplo, geometrias com tor¢ao’.
Assim sendo, sem perda de generalidade, a acao da relatividade geral pode ser escrita na

forma

S, = /dx4\/—g (fe +2A + X£M> : (3.6)
Fazendo variacoes com rela¢ao a métrica em (3.6) e tomando A = 0, reobtemos as equagoes

de campo da relatividade geral sem a constante cosmologica

C

G = XLy (3.7)

4Redefinimos as constantes na forma A = b/a e £ = —x/a.
®Neste caso, surge a possibilidade de termos quadraticos na torgao [21].
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3.2 Equacao de movimento

Embora Einstein tenha postulado que as particulas seguem geodésicas e este postulado
tenha se mostrado eficaz, pelo menos quando corpos testes podem ser considerados como
pontos, verificou-se mais tarde dois fatos importantes: a visao inicial de Einstein de termos
as equacoes de campo e separadamente as equacoes da geodésica era limitada para casos
onde o corpo teste podia ser considerado como um ponto, nao valendo, portanto, para
casos onde o corpo teste produzia alteracoes significativas na geometria do background®
[22]. O outro fato importante e que de certa forma remove a limitagdo mencionada anteri-
ormente é que as equacoes de movimento na relatividade geral nao podem ser postuladas
separadamente as equagoes de campo, na verdade, elas sao uma conseqiiéncia natural da
segunda identidade de Bianchi ou, equivalentemente, uma conseqiiéncia do fato de (2.44)
implicar na conservagao do tensor momento-energia [22, 23|. Perceba que, embora seja a
conservacao do tensor momento-energia que permita a deducao da equacao de movimento
da particula, é fundamental que isto seja uma conseqiiéncia natural da geometria, pois,
como veremos no capitulo sobre tor¢ao, o tensor energia-momento nao tem 4-divergéncia
nula. Um fato curioso sobre tudo isso é que a relatividade geral ¢ muito mais poderosa do
que o proprio Einstein pensou que fosse quando formulou o postulado de que as particulas
seguem geodésicas. De fato, a equagdo (3.7) ja contém essa informagao. A informagao
sobre o movimento da particula esta contida no tensor energia-momento da particula teste
que, em principio, também deve ser lavado em consideracao. Diante de tudo isso, a per-
gunta mais natural é: qual a equacao de movimento para a relatividade geral? A resposta,
infelizmente, nao é simples, pois, devido a nao linearidade das equacoes de Einstein, a

equacao da conservacao do tensor de energia-momento

T =0 (3.8)

também nao é linear e, conseqiientemente, a obtencao de uma tinica equagao do movimento
para qualquer situacao fisica torna-se uma missao quase, se nao, impossivel. Todavia,
podemos abordar casos particulares e, como veremos adiante, é possivel obter a equacao
de movimento para uma particula puntiforme na presenca de um corpo massivo. Deste

ultimo fato resulta que esta equacao é exatamente a equacao da geodésica, como foi dito

SGeometria determinada pelo corpo de maior massa. Em alguns casos, tal geometria de background

nao pode se quer ser definida, como por exemplo o caso de estrelas binarias.
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anteriormente.

O problema da equacao de movimento para a relatividade geral tem sido abordado de
varias formas diferentes [22, 24, 25]. Muitas destas abordagem distinguem-se umas das
outros pelo foco de interesse. Por exemplo, em astronomia, existe o interesse no estudo
do movimento de estrelas em sistemas binarios que, em hipotese alguma, pode ser tratado
como uma particula de massa desprezivel na presenca de um corpo massivo, pois, os dois
corpos possuem massas equiparaveis. Para este caso, Einstein e colaboradores desenvolve-
ram um método para solugoes fora dos corpos, conhecido como Finstein-Infeld-Hoffman
[26, 27, 28]. Nesta abordagem, os corpos sao aproximados por particulas puntiformes
(singularidades do campo), porém nenhuma restri¢ao é feita as massas. Outro foco de
interesse diz respeito aos casos em que podemos considerar pequenos os efeitos gravitaci-
onais de um certo corpo na presenca de outro mais massivo. Neste caso, faz sentido falar
em uma geometria efetiva (background). Exibiremos a seguir o método desenvolvido por
Fock e posteriormente usado por Papapetrou 22, 29| para deduzir a equacao da geodésica.
Embora este nao seja o procedimento mais simples para deduzir a equacao de movimento
da particula puntiforme’, ele tem a vantagem de permitir a generalizacao para casos mais

realisticos.

3.2.1 Equacao de movimento de uma particula puntiforme

Considere uma particula teste na presenca de um corpo massivo e que se encontra fora
deste corpo, como indicado na figura 3.1. Representando o tensor energia-momento da

particula por 67", é natural que o tensor momento-energia total possa ser visto como

total corpo massivo

Tw="TW 45T,

ou seja, a particula introduz uma pequena variagao no tensor momento-energia total.
Este fato é uma conseqiiéncia natural da hipotese de Einstein de que a matéria curva o
espaco. Se 0 corpo massivo curva o espago, por que a particula também nao curvaria?
Obviamente, estamos admitindo que a particula nao possui energia suficiente para que sua
perturbagao seja significativa e, conseqiientemente, faz sentido falar em uma geometria de

background. No caso, a geometria de background é determinada pela solucao das equacoes

"0 método mais pratico de chegarmos as equacoes da geodésicas é supor que o tensor momento-energia

da particula é uma delta de Dirac.
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de Einstein, (3.7), na auséncia da particula, isto é,

o

G/u/: X Ty (3'9)

corpo massivo

o
onde T" =T,,. A partir da equagdo (3.9), determinamos a métrica de background
5,“,. Para o caso onde a particula estd presente, temos que considerar o tensor de energia-

momento total. Desta forma, (3.7) fica

C

Gu=X Ty +XOT™ (3.10)

que, fora do corpo massivo e dentro da particula, assume a forma

G = XOT™. (3.11)

Perceba que, inicialmente, estamos admitindo que a particula tenha uma certa estrutura.

Da segunda identidade de Bianchi (2.44), teremos

SN

\\
corpo massivo /

/
NI

o Dbarticula

Figura 3.1: a geometria do espago-tempo depende de como o corpo massivo e a particula deformam o espago.

g7, = 0. (3.12)

Usando a defini¢do de conexao riemanniana 2.5.1, podemos reescrever (3.12) da seguinte

forma

g =0, (3.13)

onde® " = /—gdT" é uma densidade tensorial de peso 1. Usando a definicao de

8Fizemos isso apenas por conveniéncia.
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derivada covariante de uma densidade tensorial® de peso 1, a expressdo (3.13) fica

4T, 8 =0, (3.14)

Como a particula perturba pouco a geometria do background, podemos ver f‘“ ap COMO
sendo a conexao obtida com EW mais uma pequena perturbacao 01", ou seja, 12“&/3:12/\#”
+5F’\W. Todavia, a densidade tensorial $*¥ ja é uma pequena perturbacdo. Desta forma,
podemos fazer a aproximagao f“aﬁ K :12)‘#” 9. Portanto, a expressio (3.14) pode ser

aproximada por

T, 80 = 0. (3.15)

Uma caracteristica da relatividade geral é que, a medida que nos distanciamos do
corpo que deforma a geometria, as variacoes da métrica vao diminuindo pouco a pouco
até que a métrica assuma a forma da métrica de Minkowski. Este fato nos permite fazer a
seguinte consideracao: se as dimensoes lineares da particula (para entender melhor o que
seja dimensoes lineares da particula, veja a figura 3.2) forem pequenas em comparagao
com a distancia da particula até o corpo massivo, entao, f]W e suas derivadas variam pouco
na regiao onde a particula esta contida. Disto, concluimos que f‘“aﬁ também varia pouco.
Podemos, portanto, expandir 10““ op (%) em torno de um ponto X dentro da particula

™5 (@) =, (X4 T, (27— X7) ... (3.16)

uv,o

Como a particula é puntiforme z¢ — X ~ 0, logo

/d;ﬁ (2 — X¥) 30 — /de (27 — X7) (2 — XM 2P = =0 (3.17)

Esta é a condigdo que chamamos de monopolo. Como o nosso objetivo é integrar (3.15),

a expressao (3.17) mostra que o termo da derivada na expansao (3.16) ¢é irrelevante e,
o

conseqiientemente, consideraremos apenas o primeiro termo da expansao, ou seja, I B

(x%) :f‘“aﬁ (X®). Assim sendo, a expressao (3.15) toma a forma

I 4T (X3 =0, (3.18)

90 leitor pode consultar a expressdo da derivada covariante de uma densidade tensorial em qualquer

livro de relatividade geral como, por exemplo, capitulo 7 de [18].
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d
dy
ds
corpo da particula

Figura 3.2: Admitimos que as dimensobes lineares da particula d; sado muito menores do que a distancia da particula
até o corpo massivo, que se encontra na origem do nosso referencial, ou seja, X (¢t) >> d;. Este fato garante que a métrica

do background guv varia pouco dentro da particula.

Para usar a informacgao de que o termo de dipolo é nulo, iremos expressar a segunda

igualdade em (3.17) na forma

/dx%ai’“’ = X*(t) /dxgii‘“’. (3.19)
Por sua vez, para podermos utilizar o resultado acima, iremos expressar (3.18) na seguinte

forma

T = (27 2 TV (X3P, (3.20)

Perceba que (3.20) é totalmente equivalente a (3.18). Vamos agora integrar a expressao
acima no volume na qual a particula estd contida em um dado instante ¢ (3-volume).

Neste caso, teremos

/deS’““’ = /d:v3 (:c"@‘“’)’l,—i- f‘“aﬁ (Xa)/d:cgﬂc"ga"8
= /de (x”@“())0 +/dx3 (33‘73‘“')71.—1— f‘“aﬁ (X%) /dx?’x”iaﬁ

0
:% dz273" + / dSa3riy P (X) / dz32°3

= % / dab a7 304 T 4 (X°) / da®z73°7,

onde usamos (3.20) na primeira linha, abrimos o somatério em uma parte temporal e outra
espacial na segunda linha, da segunda para a terceira linha transformamos a integral do 3-
volume (hipersuperficie) em uma superficial (bi-superficie),e no segundo termo da terceira

linha usamos o fato de que $/ é diferente de zero apenas na regido limitada pela superficie
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S, nao na superficie (condi¢ao de contorno). Usando na expressao anterior a condicdo de

que o termo de dipolo é nulo, condi¢ao (3.19), ficamos com

d 0
/ da®3H = - (X" / dm33“0> + M (X)X / dz33P

_dX
o dt

/ da33H0 +X“% / dz* 30+ f“aﬂ (X9 X° / da33°P. (3.21)

Integrando a expressao (3.18) e usando o fato do tensor momento-energia ser nulo na

superficie que limita o volume da particula, teremos

% ( / dx3S“0> + f“aﬂ (X% / dz33°% = 0. (3.22)

Substituindo (3.22) em (3.21), teremos

. dX° .
/dxdfsua = W/dfl?ssuo, (323)
que implica naturalmente
dX°
/dl’gsoa = T/dﬁgsoo. (324)

Usando a simetria do tensor energia-momento e substituindo (3.24) em (3.23), teremos

dXe dx+
/ dr®3He = pr— / dz*3" (3.25)

Substituindo (3.24) e (3.25) em (3.22), chegamos a

d (dX" 0 dXP dxe
o ( yr / deS()O) + TV (X)) / dz33% = 0. (3.26)

Usando o fato de que P¥ = [dz®3", e conseqiientemente u’mg = [ dz*T", onde

ut = % é a 4-velocidade da particula, a expressao (3.26) fica
EX o xeyPXAX (3.27)
ds? op ds ds '
onde foi utilizado a regra da cadeia % = %% e o fato de que % = (0. Para uma

demonstracao deste ultimo resultado, o leitor é direcionado para a pagina 156 de [22].



CAPITULO 3. RELATIVIDADE GERAL 37

Provamos, portanto, que uma particula puntiforme na presenca de um corpo massivo
segue a geodésica da geometria gerada por esse corpo. Todavia, se quiséssemos fazer
uma abordagem mais realistica teriamos que considerar que a particula tem estrutura
(dipolo, por exemplo) e poderia rotacionar. Seguindo o método aqui apresentado (mé-
todo de Papapetrou), é possivel obter a equagdo de movimento para uma particula com
estrutura de dipolo. O procedimento ¢ totalmente anélogo ao que ja fizemos, a tnica
diferenca esta no fato de que, agora, teriamos que usar a condi¢ao de que o tripolo é nulo
[da? (2> — X*) (27 — X7) 3" = 0 e, ao invés de multiplicar (3.18) por z* para obter
(3.20), teriamos que multiplica-la por x%z°. As contas para este caso e discussdes sobre
as dificuldade associadas com a equacao de movimento de uma particula com estrutura
podem ser encontradas em [29, 30, 31, 32, 33, 34, 35]. Para o leitor que estiver interes-
sado em um aprofundamento maior sobre o problema da equagao de movimento tanto na
relatividade geral quanto em teorias mais gerais, [36] contém uma tabela historica muito
interessante com referéncias fundamentais para quem deseja ter mais conhecimento sobre
este assunto. Em [31] e citacoes dentro deste, o leitor pode encontrar um resultado muito
importante para o movimento de corpos com estrutura na relatividade geral, a existéncia
e unicidade do centro de massa para campos gravitacionais fracos. Em [37], os autores
deduzem a equagao de movimento classica para uma particula puntiforme com spin h/2,
a partir da equacao de Dirac num espacgo curvo riemanniano. O resultado é uma equacao
formalmente equivalente a de Papapetrou para um corpo com estrutura de dipolo que

rotaciona.



Capitulo 4

Geometria de Riemann-Cartan U,

Neste capitulo apresentamos a geometria de Riemann-Cartan com o intuito de preparar
o leitor para o que faremos nos capitulos 6, 7 e 8. Nao entraremos em todos os detalhas
desta geometria, até mesmo porque isto seria impossivel devido a riqueza presente nela.
Comecaremos, primeiro, com os aspectos geométricos. Definiremos um objeto matemético
chamado torcao, e veremos que este objeto ¢ responsavel pela distincao entre a geometria
de Riemann-Cartan e a riemanniana. Depois apresentaremos as motivacoes para o uso
da torgao na fisica, os modelos que mais despertam o interesse dos fisicos, comentarios
sobre algumas solucoes exatas de certos modelos com varias referéncias para quem estiver
interessado em analisar esta questao e, para finalizar, as perspectivas experimentais dos

modelos com torgao.

4.1 Torcao

A torcao esta associada ao fato de que uma curva fechada em uma dada variedade com
tor¢ao nao é representada por uma curva fechada no plano tangente a variedade. Para ser
mais preciso, a tor¢ao é proporcional ao nao-fechamento de paralelogramos infinitesimais

1 ! ja, ela ¢ dida d ao-fech i 3 -
no plano tangente*, ou seja, ela é uma medida desse nao-fechamento e por 1sso esta asso
ciada a translacao de vetores. Geometrias com torcao sao, portanto, uma generalizacao
natural da geometria riemanniana. Por esta razao, o estudo da tor¢cao é importante tanto
para a fisica quanto para a matematica.

Para entendermos melhor a tor¢ao, considere o seguinte. Sejam dois campos vetoriais

1Vale salientar que as contas sdo sempre feitas no plano tangente, nunca na propria variedade.

38
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V =¢e'0, e U = "0, definidos em T4 M, onde {0,} é a base coordenada, e as funcoes e*

e 0" sao infinitesimais. Tomemos trés pontos de M tais que B=A+V e (C = A+ U.

Transportando U de A até B e V de A até C, teremos a situacao indicada na figura

4.1. Matematicamente, podemos representar as componentes dos vetores transportado
\ A

paralelamente por § = — F)‘We“é” ee = — FAWEV(S“. Da figura 4.1 estéa claro que o

deslocamento AD" ¢ dado por

E)\ _ 6)\ + 5\\)\ _ 6)\ + 5)\ _ F)\Weuéy‘ (41)
Ja o deslocamento AE é
EA _ 5 LD L F)‘WEV(S“- (4.2)

Na geometria riemanniana, teriamos AD = AFE. Entretanto, podemos generalizar a

geometria removendo esta restrigdo. Tomando a diferenca entre (4.1) e (4.2), teremos
A = y
AD" —AE" = (I, —T?,,) 6", (4.3)

Perceba que em termos da conexao em uma base coordenada, o fechamento do parale-
logramo da figura 4.1 depende da simetria dos indices da conexao. Com o intuito de
escrevermos (4.3) em uma forma independente da base que escolhemos, fagamos a con-

tracdo de (4.3) com 0, definido em A. Neste caso, segue
[, 058" — T, 0re'd” = eﬂyﬁu — (5”¥0,,, (4.4)

onde usamos o fato de que, como € e §” estao definidos no ponto A, V = €9, e U = §"0,,.

Podemos continuar a simplificar (4.4) da seguinte forma
0, — 6"V, = VyV — Ule"d, — Vy U + V[5"]0,
U v
=VyV -VyU - [U,V]. (4.5)

Do jeito que a expressao acima esta escrita, ela é independente de coordenadas e da base

que usamos. A expressao (4.5) motiva a seguinte definigdo.

Definicao 4.1.1 Sejam uma variedade U, de dimensao n dotada de uma métrica g e

U,V dois vetores de TpU. Aplicacao T : T,U x T, U — T,U, definida por
TV, U)=VyU - VyV —[V,U], (4.6)
€ denominada torcao.

O papel de cada um dos elementos de (4.6) esta exemplificado na figura 4.2.
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A (A

A PR C

Figura 4.1: Em uma geometria mais geral que a
riemanniana, o transporte paralelo de §* ao longo de
e combinado com o de ¢ ao longo de 8 néao necessa-

riamente produz um paralelogramo.

Va

Ua C

Figura 4.2: Nesta figura, temos os campos vetori-
ais V e U avaliados em trés pontos distintos, A, B e C.
Os vetores U!‘ e VJ s@o os campos U eV avaliados no
ponto A e transportados paralelamente para B e C, res-
pectivamente. Embora nao tenhamos explicitado, os ou-
tros elementos estio avaliados em A, [U, V] = [U,V]a

por exemplo.

4.2 Determinando a conexao em termos da métrica e
da torcao

Como U, é dotada de uma métrica, podemos impor a seguinte condi¢ao de compati-

bilidade

VIg(UW)] = g(VyU W)+ g(U, VyW). (4.7)

Para obtermos a conexao em termos da métrica e da tor¢ao, é conveniente reescrever-

mos (4.7) nas seguintes equivalentes formas

Wig(V.U)] = g(VwV,U) + g(V,VwU), (4.8)

UlgW, V)] = g(VuW,V) + g(W,V,V). (4.9)

Somando (4.7) com (4.8) e subtraindo por (4.9), segue o calculo

Vig(U W)+ Wlg(V.U)] = Ulg(W, V)] =
g(VyU = VgV, W)+ g(VwV + VyW,U)
+g(VWU - VUVVa V) = g<T(V U) + [Va U]v W)

+g(T(W,U) + [W, UL V) +g(VwV + Vy W, U),
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onde foi usado (4.6). Substituindo a identidade g(Vy'V + VW, U) = 2¢9(Vw V,U) +
g(T(V, W)+ [V,W],U) na expressao acima, chegaremos a

oV, 0) = S {VIg0, )]+ Wlg(v, 0)] ~ Ulg(W, V)
—g([V, U]? W) - g([VV, UL V) - g([v, WL U) - 9(7-<V> U)v W)
—g(T(W,U),V) = g(T(V,W),U) }. (4.10)

Em uma base coordenada, V — 0, W — 0, e U — 0,, segue o calculo

1
g(vaya/n aa) = _{gow,,u + Guawy — Grpa — g (Tﬂuaaﬁ> al/)

2
9 (15,05 0,) = 9 (T%,0,0) }. (4.11)

onde fizemos as definigoes T, =< dz®, T (9, 9,) >, e gy = g(9y,0,). Dando continui-

t
dade ao calculo de (4.11) com o auxilio da definigao FBWE< dzP, V5,0, >,
L6 1 Lo 8 8
90 95, 00) = 5 {9awn + G = Gonat = 5 {T a8 + T hagn + T 950} -
Contraindo com ¢**, chegamos a
EA G 1 A A A
I =T = (T, +T,*+T" ), (4.12)

onde f‘/\vu é o simbolo de Christoffel, dado por (2.37). Da defini¢do de tor¢ao, vemos que

T4, = —T%,. Usando este fato em (4.12), podemos reescrever I'), como
t ) c 1
=T, —5 (T AT, AT, (4.13)
O tensor dado por
1
P A A A
K*,, = —3 (Tuv +7,, =T W) (4.14)

é chamado de contor¢ao. Em termos do tensor de contorcao, a expressao acima fica

2P

r W:fﬁw +K* . (4.15)

O leitor deve estar atento para o fato que também é comum definir o tensor de contorcao
com o sinal contrario ao que definimos aqui.

De (4.14), vemos que a contor¢ao tem as seguintes propriedades
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1

KX = —o (T + T (4.16)
1

KA = S, (4.17)

KM = 7, (4.18)

4.3 Geodésicas e Autoparalelas

Existem dois tipos de geodésicas?, geodésicas afim (ou auto-paralelas) e geodésicas
métricas. A primeira pode ser vista como a curva mas reta da geometria, enquanto que
a segunda pode ser vista como a menor distancia entre dois pontos [38]. Na geometria
riemanniana é irrelevante fazer distincao entre estas duas geodésicas, ou seja, ambas sao
a menor® distancia entre dois pontos e a curva mais reta, porém este nao é o caso de
geometrias mais gerais como a de Riemann-Cartan. Assim sendo, é importante esclarecer
qual a diferenca entre as duas.

A equagao de geodésica que obtemos no capitulo 2 é a de uma geodésica afim. Isto
porque a geodésica afim (autoparalela) é aquela que deriva do conceito de transporte pa-
ralelo ou, equivalentemente, da derivada covariante. No entanto, existe um outro conceito
de geodésica conhecido como geodésica métrica. Este, por sua vez, deriva do principio
de minima acdao. Dada uma métrica g, definimos o elemento de linha ds, e dizemos que
a geodésica métrica é a curva que extremiza a distancia entre dois pontos ff ds. Disto,
é razoavel concluir que nenhuma geometria que generalize a geometria riemanniana sem
mudar o conceito de métrica® ou do principio variacional® mudara a equacdo da geodésica
métrica. O nome geodésica métrica possivelmente vem do fato dela depender apenas do

conceito de métrica.

Usando o conceito de transporte paralelo, teremos a geodésica afim
NS U
P+ T, i =0, (4.19)

enquanto que a minimizacao da distancia entre pontos leva a geodésica métrica

2Quando usarmos o termo geodésica sem distinguir o tipo, estaremos nos referindo a geodésica métrica.
3Na verdade, a geodésica métrica fornece extremos (maximo ou minimo).

4Possivelmente, a geometria de Finsler seja capaz de tal feito, pois ela generaliza o conceito de métrica.
SEm [38], o autor altera o principio variacional com o intuito de induzir a geodésica métrica a coincidir

com a afim, em Rieman-Cartan.
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P T, = 0. (4.20)

A diferenca entre estas duas equagoes na geometria de Riemann-Cartan corresponde a um
problema conceitual, pois, na obtencao da relatividade geral, Einstein propos, inspirado
na mecanica newtoniana, que a trajetéria de uma particula deveria ser a mais reta e
a mais curta possivel, veja os comentérios da sub-secao 7.4.3 de [39]. Uma discussao
interessante sobre as geodésicas, o principio variacional e as equacoes de movimento podem

ser encontradas em [40].

4.4 Invariantes

Em uma geometria com torcao, os invariantes sao definidos da mesma maneira que
na geometria riemanniana. No6s definimos um tensor de curvatura, tensor de Riemann, e
junto com o tensor de tor¢ao, construimos os invariantes a partir de contragoes. Todavia,
ao contrario das geometrias sem torcao, noés estamos com um verdadeiro “arsenal” de

nv v

c t
invariantes, pois, agora, podemos definir dois tensores de curvatura, R (P ) e R (F ) ,

onde f :IC‘ +K (os indices estdo omitidos). Einstein contornou este problema para o caso
particular de sua teoria unificada admitindo o principio Hermitiano® [41]. Todavia, para
casos mais gerais o problema persiste. De fato, isto representa um problema, pois, deste
jeito, o nimero de lagrangianas possiveis torna-se muito alto. De qualquer forma, uma
versao generalizada do teorema de Lovelock para Uy é dada em [21], o que ajuda a reduzir
bastante o nimero de invariantes na hora de construirmos um modelo em Riemann-

Cartan. Para maiores detalhes sobre o teorema de Lovelock, veja [19].

4.4.1 Os tensores de Riemann e de Ricci

Pelo que fizemos na secao 2.4.1, sabemos que, dada uma conexao afim V, o tensor de

curvatura em termos dessa conexao é

R(V,U)W = Vy VW — VyVy W — Vi W, (4.21)

c t
6Este principio afirma que um campo tensorial V é Hermitiano se a condigao V(T ,g) = V(' ,§) é
o t
satisfeita perante a transformagdo g — g(U, W) = g(W,U) e VWU(f‘ ,9) = VwU( ,§), onde g é a

métrica do espago; U e W sao campos vetoriais.
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onde U, V, W sdo campos vetoriais e V é conexao total (Christoffel mais contor¢ao). Em

termos de uma base coordenada, teremos

Rt =T* INTUEESS RN RS A L (4.22)

pac op,a T ap,o

onde fizemos a definicao R*,,, =< da*, R(Ja, 05)0, >. Veja a demonstracao de (4.22) no
apéndice D.1.2.

Substituindo (4.15) na expressao acima, teremos

RHPQU :FMUP,OZ +K#UP704_ Fuap,a _K#ap,o + (F¢op +K¢ol’) (FM‘J@ +Kua¢)

Fazendo um rearranjo dos termos da expressao acima para deixa-la em termos do tensor

de Riemann com o simbolo de Christoffel ]c% , chegamos a (veja o apéndice D.1.3)

R = fgﬂpw +K" — K"+ KO K"~ K9 K" (4.23)

p op:a ap:o

[

onde indica a componente da derivada covariante riemanniana, que usa apenas o
simbolo de Christoffel.
Pode-se verificar que o tensor de Riemann definido com a conexao total é anti-simétrico

nos dois primeiros e nos dois segundos indices |2, 42]. Desta forma, teremos

R’ =R, , =0

Buv v

Todavia, Rgaw # Ruvpa-

Para sabermos o ntimero de componentes independentes no tensor de Riemann, basta
seguirmos um raciocinio simples: Como as propriedades de anti-simetria aparecem em pa-
res, podemos analisar o nimero de componentes independentes como sendo o produto do
nimero de componentes independentes de cada par analisado separadamente. Exemplo, se
um tensor em um espaco de dimensao n tem m (m sendo um ntimero par) indices e ambos

7

apresentando anti-simetria aos pares’, entao o nimero de componentes independentes sera

igual ao nimero de componentes independentes em uma matriz quadrada anti-simétrica

7 Anti-simetria aparecendo entre pares, aqui, esta significando que todos os indices tem um, e s6 um,

indice correlacionado. Um exemplo do contrario seria o tensor de Levi Civita (€4pc = —€cba = —€pac)-
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elevado & metade do nimero de indices. Sabemos que os elementos da diagonal principal
de uma matriz anti-simétrica sao nulos e que os elementos “acima” desta diagonal sao
iguais aos da parte de “baixo” multiplicados por menos um. Desta forma, o nimero de
componentes independentes numa matriz quadréatica anti-simétrica é igual ao nimero de
elementos que h4 acima ou, equivalentemente abaixo, da diagonal. E facil concluir que

este nimero é (nimero total de elementos — nimero de elementos na diagonal)/2. Assim,

TLQ—’R

5 elementos independentes neste tipo de matriz. Para o caso do tensor com

teremos

m indices nos quais a anti-simetria aparecem aos pares e nao ha nenhuma outra sime-

2 _ 2% :

tria entres os indices, o nimero de componentes independentes é [
Para o caso, m = 4 (quatro indices), n = 4 (dimensao do espago-tempo), teremos 36
componentes independentes.

A partir do tensor de Riemann (4.22), definimos o tensor de Ricci por R, = R%,,,.
Como, agora, temos a desigualdade Rgau # Ruupa, 0 tensor de Ricei nao é mais simétrico.
Este fato, naturalmente, faz com que o tensor de Einstein também nao seja simétrico.
Outra propriedade que também muda é a segunda identidade de Bianchi. Para uma

espaco com torcao, esta identidade tem a seguinte formad:

1
GV.U;V + TCZY/aGWL + Tya HGQV B § (TVaﬁ + gl/aT)\ﬁ)\ - giBTiM) RBCWV = 07 (424)

onde G,, = R, — %Rg,w. Este ultimo fato muda a equacao de movimento de uma
particula em uma geometria com tor¢ao, como pode ser verificado no apéndice E. Para
uma discussio sobre a equagdo de movimento veja [23, 40|, em especial os topicos 3 (

pagina 26) e 5 (pagina 27) de [23], e as citagOes feitas neles, como por exemplo [§].

4.5 Equacoes de Estrutura de Cartan

Antes de apresentarmos as equacoes de estrutura de Cartan, definamos a seguinte
conexao:

A

Definigdo 4.5.1 Sejam e uma 1-forma e e4 um elemento de T,M tal que < e, ep >=

84. Denomina-se conexdo 1-forma o objeto

wA g = w? o 5e, (4.25)

80 leitor pode consultar tanto a segunda identidade de Bianch sem tor¢io quanto a com tor¢io em

[2]. Todavia, o leitor deve estar atento as diferencas de notacao.
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onde w g =< e, V. ec > € a conexdo afim na base {e4}.

A

Pode-se demonstrar que w” 5 satisfaz o seguinte conjunto de equacoes

de +wiy NeP = T4, (4.26)

do? g +wic AwCs = Ry, (4.27)
onde T4 é a torcao 2-formas, dada por
Aa_loa B¢
T4 = §T g€ Ne (4.28)
e R é a curvatura 2-formas, dada por
A L oA C A D

As equacgbes (4.26) e (4.27) sdo conhecidas como equagoes de estrutura de Cartan.

As equagoes de estrutura de Cartan também podem ser escritas da seguinte forma:

T = de, (4.30)

RABGA == d_QSB, (431)

onde e = e ® ey, d é a derivada exterior estendida (veja pagina 388 de [43] ou a secdo
10.4.3 de [39]), e T = T4 ® ea. A derivada estendida d ¢ basicamente uma extensao
da diferencial d. Para um elemento ¢ = ¢ ® e4, onde ¢* é uma 1-forma e e4 um
vetor, a aplicacdo d : QO x TpM — Q}H X TpM atua como d na l-forma e como V
no vetor, onde V = eV, , € Q}) ® T,M. Para ser mais preciso, esta derivada atua da
seguinte forma. Dado e = e ® e, teremos de = d(e? @ e4) = de” @ ey — e @ (Vey) =
de*®@es—et N (€ @V pea) = det@es— et NeCwP,®ep = de*@eq— et AP  ®ep =
(det —eP nw?p) ®es = (de? +wiy NeP) ®es =T @eq. A demonstragao de (4.31)
¢ igualmente trivial. Para maiores detalhes, veja o apéndice B de [43].

Aplicando a derivada exterior d em (4.26) e (4.27), obteremos a primeira e a segunda

identidade de Bianchi

dT* + Wy ANTE = R N €5,
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4.6 Motivacoes para o uso da torcao

Seguindo a idéia de Einstein de que a massa dos corpos curvam o espaco, ¢ natural
pensar que o spin’, entidade fisica ausente na relatividade geral, esteja associado & torcao.
Desta forma, uma teoria da gravitacdo com spin seria realizada em uma geometria de
Riemann-Cartan. Embora esta visao nao seja definitiva, hoje a idéia mais aceita é a de
que, de fato, a tor¢ao tem como fonte o spin [41]. Uma vez que a maneira mais natural
de se introduzir o spin na gravitagao é via a torcao, esta acaba sendo uma das grandes
motivacoes para o estudo de teorias com torcao. No apéndice E ficaréd claro o porqué esta
¢ a maneira mais natural de se introduzir o spin na gravitacao.

Em teorias de unificacao, a tor¢cao pode exercer um papel fundamental. Como exemplo,
temos a teoria de unificacao da gravitacao com o electromagnetismo proposta por Einstein,
teleparelelismo, que tem como objeto matematico fundamental a torcao.

Em termos de simetria, a torcao tem como motivacao o fato de que a exigéncia da
invariancia da teoria da relatividade especial da matéria sobre rotacoes e translacoes locais
no espago-tempo levam inevitavelmente' a torgao e a curvatura [1]. Além disso, neste
contexto (teoria de gauge do grupo de Poincaré), verifica-se que a fonte da tor¢ao é o spin
[42], como mencionado anteriormente.

Embora Einstein tivesse uma profunda admiracao pelo principio de Mach, verificou-se
que a relatividade geral nao obedece esse principio [44, 45, 46]. Todavia, o objetivo de ter
uma teoria que obedeca ao principio de Mach pode ser alcancado com a introducao da
tor¢do. Um exemplo do caso, é a teoria desenvolvida em [47, 48] que, segundo o autor,
satisfaz todos os quesitos do Principio Generalizado de Mach.

Embora questionavel, a torcao pode ser usada como um campo compensador no lugar
da ndo-metricidade [41, 49]. O objetivo é basicamente tornar as equagoes de Eintein
invariantes frente transformacoes conformes. Isto eliminaria a necessidade do uso da
geometria de Weyl, que apresenta varios problemas (veja o capitulo 5). Todavia, como ja
dito, este procedimento é questionavel [41].

Outra motivagao para o uso da torcao reside na impossibilidade de se encontrar regras

de comutagao para a gravitacao tradicional (sem torcao) correspondendo as rela¢oes de

9Nesta tese, o termo spin se refere apenas ao fenémeno quantico, nada tem haver com rotacoes de

corpos com estrutura, como alguns autores adotam [37].
10Esta afirmagao refere-se as teorias de gauge.
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desigualdade de Rosenfeld [50, 51, 52|

hG
guLi >

- 63?

hG

r ﬁng > R
onde G é constante da gravitacao universal, ¢ a velocidade da luz, Ly denota a dimensao da
regiao do espaco sobre a qual os valores médios de g, e Fﬁy sao tomados. Esta limitacao,
todavia, pode nao aparecer em uma teoria com tor¢ao [50]. Em [50], o autor propoe que a
incerteza no momento esta associada com a curvatura do espaco, enquanto a incerteza na
posicao estaria associada com a torcao. Disto, ele obtém uma relacao de comutacao entre
curvatura e torcao. O significado fisico destas associagoes é que os efeitos quanticos, e
portanto, o principio da incerteza, estariam relacionados a deformagoes no espago-tempo.
Teorias com torcao podem evitar singularidades. Embora muitas das teorias que
evitam singularidades, se nao todas, o fazem em situagoes fisicamente questionaveis
[1], é possivel que surjam!!' teorias que consigam este feito dentro de situagoes fisi-
camente razoaveis. Para o leitor interessado em investigar os casos, vale apena ver
[53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 36]. A primeira citacdo da lista
anterior mostra na verdade o favorecimento da formacao de singularidades. Os demais
evitam a singularidade. Em |1] é possivel encontrar uma boa orienta¢ao de como proceder
na analise de singularidades em Uy, enquanto que em [67] o leitor encontra uma generali-
zacao do teorema de singularidade para a teoria de Einstein-cartan. J& em [36], o leitor
encontrara uma excelente revisao histérica do status da cosmologia nao-riemanniana.
Embora os efeitos praticos da maioria dos modelos com tor¢ao sejam de dificil veri-
ficacao experimental, alguns mostram que a tor¢ao pode exercer um papel fundamental
na presenca de um campo gravitacional forte, isto é, dentro de uma matéria colapsada e

durante estagios iniciais do universo [50].

4.7 Modelos com torcao e seus efeitos

Sao varios os modelos que usam torcao e, por isso, falaremos apenas sobre os principais.
Dentro destes, os que mais despertaram o interesse dos fisicos foram o Teleparalalelismo,

teoria de Finstein-Cartan, modelos quadraticos e modelos cosmologicos baseados em uma

HTsso se ja nao existir.
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generalizacao do fluido perfeito para a matéria com spin além, claro, da versao mais gene-
ralizada destes conhecida como MAG (Metric Affine Gravity). Porém antes de falarmos

nestes modelos, permita-nos abordar primeiro como fica o electromagnetismo com torcao.

4.7.1 Electromagnetismo com Torcao

O uso do acoplamento minimo, substituicao de derivadas usuais por derivadas covari-
antes, no campo electromagnético quebra a simetria de gauge e resulta na nao conservacao
da carga [68]. Devido a este problema, varios autores acreditam'? que a torgdao nao inte-
rage com o campo electromagnético |1, 71, 72|. Portanto, para garantir a invariancia de
gauge, admite-se que fétons nao produzem e nem sentem tor¢ao. Este fato faz com que
a estrutura causal continue sendo determinada pela estrutura métrica do espago-tempo
(depende s6 da métrica na forma conforme). Por sua vez, este fato permite a generaliza-
¢ao dos teoremas de singularidades [1]. Matematicamente, isto significa que as equagoes
de Maxwell em Riemann-Cartan sdo iguais as do acoplamento minimo sendo que com a
tor¢ao nula (entra apenas o simbolo de Christoffel). Todavia esta é a analise classica, pois,
aplicando a segunda quantizacao!3, espera-se que o foton interaja com a torcao. Neste
ultimo caso, os fotons s6 nao sentirao a tor¢ao em uma aproximacao de primeira ordem na
expansao perturbativa, pois, considerando ordens maiores esta interacao aparecera. Para

maiores detalhes, veja a secao 3 de [50].

4.7.2 Teleparalelismo

Uma teoria é dita teleparalela quando a mudanca de um certo objeto que é trans-
portado paralelamente de um ponto a outro nao depende da curva pela qual o objeto
é transportado. Neste formalismo o campo de forca gravitacional é descrito pela tor¢cao
e, por isso, a torcao exerce um papel fundamental no teleparalelismo. Este formalismo
foi usado por Einstein na tentativa de unificar a gravitacdo com o electromagnetismo
[73]. Uma visdo mais moderna do teleparalelismo pode ser encontrada em [74]|. Algu-
mas equivaléncias do teleparalelismo com outras teorias foram analisadas na literatura.

Por exemplo, em [75], verificou-se que o teleparalelismo é equivalente a um modelo com

12De fato, existe propostas que preservam a invariancia de gauge, sendo que impondo restri¢oes a tor¢ao

[69] ou modificando a defini¢do da transformagio de gauge [70].
13Neste caso o capo electromagnético ndo serd mais classico e sim quantizado.
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lagrangiana espinorial quadratica. Outras equivaléncias sdo analisadas em |76, 77|. Em
[78| é apresentada a versdo teleparalela da teoria de Kaluza-Klein. A formula¢ao hamil-
toniana do teleparalelismo pode ser encontrada em [79]. Como nenhuma teoria esta livre
de problemas, mesmo que aparentes, o leito ¢ incentivado a ver alguns pontos fracos do

teleparalelimos em [80].

4.7.3 FEinstein-Cartan

A teoria de Einstein-Cartan, também conhecida como ECSK (Einstein-Cartan-Sciama-
Kibble), é um caso particular da geometria de Riemann-Cartan. Nesta teoria, o espago-
tempo é quadridimensional (muito embora possamos pensa-lo em dimensdes maiores) e a
fonte de torgao é o spin da particula. A teoria de Einstein-Cartan é de grande interesse
da fisica por ser a extensao mais simples da relatividade geral que permite de forma na-
tural a inclusao do spin. Assim como a energia da matéria curva o espaco, na teoria de
Einstein-Cartan, a energia do spin torce o espaco. Esta é uma das razdes do porqué pode-
se dizer que o spin entra de forma natural nesta teoria. De qualquer forma, a associacao
do spin com a torcao nao é uma caracteristica exclusiva da teoria de Einstein-Cartan,
varias outras teorias também fazem esta associacao e, de fato, had uma tendéncia a se

acreditar que a torcdo realmente esteja associado com o spin'‘.

Devido a importancia
desta teoria, falaremos de forma mais detalhada sobre ela no capitulo E. Por enquanto,
falaremos apenas de suas principias caracteristicas.

A acao da teoria de Einstein-Cartan é definida da seguinte forma

S:/d4x£:/d4x\/—_g[R+xﬁD],

onde y é a constante de acoplamento e a densidade lagrangiana £ é uma funcao das
variaveis g, OvGuw, Ko, Ky, ¥, ), o e 8,@ ou, equivalentemente, g,., 0,9,
Papws Oy 0, 1, o e 8ME. Por sua vez, as variacoes independentes sao 69,,, 0K,
(ou 6T»,), 01 e §b. A variagio de /—gLp com respeito a métrica fornecerd o tensor
métrico, nao o tensor canoénico,

w_ 2 0(V=9Lp)
T =7 Som (4.32)

14Para maiores detalhes, veja [41].
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A parte restante do tensor canonico vird da variacao do termo /—gR com relacao a
métrica mais a equagao obtida a partir da variacao da acao com relacao a contorcao,

veremos isto no capitulo E. Neste dltimo caso, teremos

]. 5\/_g£D _ SNUB’
V') 5K50u

onde SHo8 = ﬁ@fy["’y’“‘yﬁ]w ¢ a densidade de spin. Finalmente, a variacio com respeito a ¢

(4.33)

fornecera a equacgao de Dirac, para o caso Einstein-Cartan. Uma observacao importante é
que esta equacao nao serd equivalente a aquela que se obteria usando o principio do aco-
plamento minimo aplicado diretamente na equagao de Dirac. Discutiremos em detalhe
esta questao no capitulo 7. Além disso, a equacao de movimento da particula, classi-
camente, nao serd uma geodésica, tao pouco uma auto-paralela (geodésica afim). Este
ultimo caso serd abordado em detalhe no capitulo E.

A introducao da torcao na fisica pode, em principio, alterar varias propriedades fun-
damentais. Podemos, por exemplo, ter oscilacao de neutrinos sem que isso signifique que
eles tenham massa [50]. Assim sendo, é fundamental apresentar alguns efeitos bem conhe-
cidos desta teoria. Como caracteristicas e efeitos da teoria de Einstein-Cartan, podemos

citar os seguintes [50, 1|:

1. A torcdo ndo se propaga, ela existe apenas dentro da matéria com spin. Portanto,
fora da matéria com spin, os efeitos da tor¢ao (spin) s6 podem ser detectados via a

influéncia que o spin tem sobre a métrica.

2. Observadores distantes que mecam apenas os efeitos da métrica nao sao capazes
de distinguir entre um corpo que gira em uma geometria sem torcao de um corpo
com spin em Einstein-Cartan se em ambos os casos o momento angular total for o

mesmo.
3. A pequenas distancias, os efeitos do spin sao significativos.
4. Conexao entre tor¢ao e magnetismo.

5. Rotacao do plano de polarizacao e dispersao de ondas eletromagnéticas devido a

interagao foton-tor¢ao (segunda quantizagio).
6. Oscilacao de neutrinos sem massa.

7. Mudanca na fase de feixes de néutrons em experimentos de interferometria.



CAPITULO 4. GEOMETRIA DE RIEMANN-CARTAN Uy 52

8. Na presenca da torcao, o spin se comporta como um dipolo na presenca de um

campo magnético.

A primeira propriedade acima, embora sugira uma certa limitagdo devido a nao pro-
pagacao da torcao, nao descarta o papel da torcao, pois o efeito do spin sobre a métrica é
de ordem mais alta do que o da massa [1|. As diferencas entre a relatividade geral e a teo-
ria de Einstein-Cartan tornam-se significativos préoximo da singularidade final do colapso
gravitacional, proximo do big bang, em modelos cosmologicos e no estudo de processos

quanticos gravitacionais [1].

4.7.4 Modelos Quadraticos com spin

Como ja dissemos, na construcao da relatividade geral temos argumentos satisfatorios

para considerarmos apenas'®

o escalar de curvatura na construcao da parte geométrica
da acdo, veja o teorema de Lovelock [19, 20]. Entretanto, para geometrias com torgao
nada nos impede de incluir termos quadréticos na tor¢ao'® e, ainda assim, obter equacao
de campo de segunda ordem nas derivadas da métrica, veja por exemplo [82, 83|. Assim,
nada nos impede de incluir termos quadraticos dos escalares construidos a partir do tensor

de Riemann. Aos modelos que partem desta agdo generalizada, da-se o nome de Modelos

quadrdticos. A lagrangiana destes modelos é dada por [42]

1
Ly = —E[R — 2A + by Rasp R¥M 4 bg Ry R* P 4 b3 R Ry
+b4Rap R + bs Rog R°™ + bg R? + by Rag D*? + by Rog D + by RD

+a1 T4, T, + axTop T + asT, T + ase"*" TS, Taoy + asTHT ],

ur o

onde D, = %5“57,1}%67% =T, ¢T, = T/\M (Ta#/\ ¢ torcao sem traco); M ¢
o tensor unitario totalmente anti-simétrico. A lagrangiana acima é simplificada quando
se admite que a lagrangiana deva ter simetria de paridade. Neste caso, devemos ter
by = bg = by = ay = a5 = 0 [42].

Uma observacao importante sobre os modelos quadraticos é que, contrariamente a

teoria de Finstein-Cartan, a tor¢ao pode se propagar.

v - - - . _ " . .
15Na, verdade isto ndo ¢ bem assim, pois, acredita-se que termos quadraticos estejam presentes em teoria
de gauge da gravitacao [41]. Além disto, teorias da gravitagdo com termos quadraticos sdo renormalizaveis

[81].
16 A versao do teorema de Lovelock generalizada para Riemann-Cartan pode ser encontrada em [21].



CAPITULO 4. GEOMETRIA DE RIEMANN-CARTAN Uy 53

4.7.5 Modelos cosmolégicos

Os principais modelos cosmologicos sao basicamente os modelos citados anteriormente,
Einstein-Cartan e Modelos Quadraticos, sendo que com uma hipotese adicional que per-
mite a generalizagdo do conceito de fluido perfeito para particulas com spin. A hipotese

adicional consiste em postular o fluido [1]

0, =P+ P(u,u” + 5””)

o «
S = Suwu,

onde S, também é denominada densidade espinorial (S, = Spu)), u* é a 4-velocidade,
P" o 4-momento, e P é a pressao hidrostatica.

Os modelos cosmologicos com tor¢ao despertaram muito interesse dos fisicos devido
ao fato de muitos destes modelos evitarem as singularidades [54, 63|. Todavia ha alguns
questionamentos sobre quao fisicamente aceitaveis sao as condicoes necessarias para o de-
saparecimento destas singularidades. Além disto, em [53| foi demonstrado um aumento no
ntmero de singularidades para alguns casos. O leitor interessado em um aprofundamento
maior é direcionado a [1, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 36|. A ul-
tima citacao da lista anterior contém um resumo histérico bem didatico sobre cosmologia

nao-riemanniana.

4.7.6 MAG (Metric Affine Gravity )

A MAG é uma teoria de gauge da gravitacao formulada em uma geometria com mé-
trica lorentziana e uma conexao afim sem restrigdes (contém tanto tor¢ao quanto nao-
metricidade) que se utiliza do principio variacional tradicional'”. Por esta generalidade,
ela tem os modelos citados anteriormente como casos particulares. Enquanto o teleparale-
lismo é baseado no grupo das translagoes e Finstein-Cartan no grupo de Poincaré, a MAG
¢ baseada no grupo geral afim local'®. Nesta teoria os potenciais gravitacionais de gauge

sd0 a métrica, o dual dos vetores do plano tangente e a conexdo, ou seja, nap, €4, w’g.

17 Alguns autores questionam veementemente a validade do principio variacional tradicional para geo-

metrias com ndo-metricidade e contor¢do [84, 38, 85].
18Este grupo ¢ formado pelo produto semidireto das translacdes sobre o GL(4,R) (grupo geral linear).

O leitor pode encontrar a defini¢do de produto semidireto em [15].
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Ja os campos de forca sao a nao-metricidade, a torcao e a curvatura, respectivamente
(veja a tabela!® 4.1). Na MAG, as fontes dos potenciais sao determinadas pelas deri-
vadas variacionais da lagrangiana da matéria Ly(gap, dgas, e, de?, w? 5, dw? 5,1, dy)
com respeito a estes campos de gauge [86], onde 1) representa o campo de matéria (nao
necessariamente o campo de Dirac). Neste caso, define-se

SAB — 25£M 5, = 0Ly AP 5L

= = —— = 4.34
(59,437 A (56‘4 ) A (SwABv ( )

onde 048, ¥4 ¢ A4, sdo denominados tensor de energia-momento, energia-momento

canonico e hipermomento candnico, respectivamente.

Corrente | Potencial campo de forca identidade de Bianchi
oP 9AB Nap = Dnagp DNup = —2Rp)
YA et T4 = De DTA = RA5 NeP
A4 g wip RAp =dwlp +wio AwCp DRAp =0

Tabela 4.1: A MAG & caracterizada por trés potenciais, gan, e, wAB, e os respectivos campos de forca Nag, T4,
RAB. Cada um destes potenciais tem como fontes as correntes c4B, T4 e AAB, respectivamente. Aqui, D é a derivada

exterior covariante definida em [7], pagina 27.

E 6bvio que obter resultados com um modelo tao geral é muito dificil e, por esta razao,
exibimos varias versoes simplificadas deste. Entretanto, ha varios trabalhos nesta linha
de generalidade [87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 101]. Os diagramas
4.3 e 4.4 mostram a conexao entre as geometrias e a conexao entre alguns dos modelos

aqui citados, respectivamente.

4.7.7 Outros efeitos de modelos com torcao

Além dos efeitos da teoria de Einstein-Cartan que foram mencionados na subsecao
4.7.3, a literatura esta repleta da analise de outros efeitos tais como: anomalias do modelo
padrao em espagos curvos com tor¢ao [103|, a anomalia da quiralidade na presencga da
tor¢ao [104] dentre outros efeitos quanticos [105, 106]. Um outro efeito que esté presente
nos modelos com tor¢ao consiste no fato de particulas, ainda que tratadas como pontos
(sem estrutura), ndo necessariamente seguirem geodésicas [8, 107, 2, 41]. Este tltimo fato

serd demonstrado no capitulo E do apéndice, onde veremos que a torcao acopla com o spin.

19Esta tabela foi baseada na tabela da pagina 15 de [7], com as respectivas adaptagoes na notagao.
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Meétrica-afim

Weyl-Cartan

=0
Y
Riemann-Cartan Weitzenbock-Weyl Einstein-Weyl
TAIW =0 NAW, =0 c
A
=0 R pra—
Weitzenbock

A
7, =0

Minkowski

Figura 4.3: Este diagrama exibe a relagao que ha entre certas geometrias ndo-riemannianas. No uso da nomenclatura
g g
geometria de "Weitzenbock-Weyl" (Weitzenbock =~ teleparalelismo) e "Minkowski-Weyl", estamos adotando a convengdo de

[102]; os outros nomes sédo padrdes da fisica.

Por outro lado, a torgao niao acopla com o momento angular?’ [8]. Este resultado nao seré
demonstrado, porém o leitor pode ver sua demonstracao na citagao anterior. Com relagao
ao nao acoplamento do spin com a rotacao de corpos, vale salientar que alguns autores
[102] alegam que teorias alternativas poderiam e, mais do que isso, deveriam fornecer tal
acoplamento. Com relacao a esse ponto de vista, veja o comentario feito no tépico 5 da
pagina 27 de [23].

Para finalizar esta sub-secao, vale apena fazer a seguinte observagao. Devido ao fato
da torcao nao se propagar na teoria de Einstein-Cartan, criou-se a falsa impressao de que
essa era uma caracteristica da geometria de Riemann-Cartan, ou seja, uma propriedade
da torcao. Todavia, isto estd longe de ser verdade, pois, na maioria dos modelos com

torcdo, a torcao se propaga’l.

20Neste caso, a particula tem estrutura e rotaciona. Em [8], o autor também discute o problema da

indeterminacao das equagoes de movimento para uma particula com estrutura.
21Para mais detalhes, veja [41].
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MAG

C

torcao=spin R a= 0 e torcao=gravitacao

Modelos Quadraticos com spin Teleparalelismo

S = [d*z/—g (R+ xLp)
Einstein-Cartan

Figura 4.4: Este diagrama exibe a relacao entre alguns dos modelos aqui comentados. £p é a lagrangiana de Dirac.

4.7.8 Geometria de Lyra

Deixamos para apresentar esta geometria por tltimo por se tratar de um caso bem
peculiar de uma geometria com torcao. Isto porque ela nao é s6 uma teoria com torcao,
ela tem como principio uma invariancia conforme da métrica. Abaixo segue a definicao
desta geometria.

A variedade de Lyra é caracterizada por uma 1-forma [ que induz uma tor¢ao dada
por

T(V,U):%<<B,U>V—<B,V>U>. (4.35)

Nessa geometria, a condicao de metricidade Vg = 0 é preservada. A peculiaridade desta
geometria consiste no fato de um sistema de referéncia local sobre uma variedade M ser
definido por um tripleto (U;, 1, fi), onde U; & uma vizinhanca coordenada de M, i; é a
aplicagao coordenada associada ({(U;, ¢;)} forma um atlas sobre M), e f; : U; — R — {0}
uma aplicacdo ndo nula e de classe O™ no aberto U;. Neste caso, a; = f;01); " é a funcio
de gauge, pois ela seréd responséavel pela invariancia conforme. Como conseqiiéncia dessas
definicoes, a conexao afim da geometria de Lyra em termos da base é* = adz” e de sua

dual ¢, = @~ !9, tem a forma? [108]

L 1 ¢y 1
L= o I +§ (5261/ - 535#) ; (4.36)
onde
Bu=<B,6,> 2V, =B, —2(a7h),. (4.37)

Da definicao de torcao, teremos

T2, =< & T(Ey,é)) >=< &, V;,6, > — <&\, V6, > — <& [6,,6)] >

22Esteja atento a diferenga na defini¢io da ordem dos indices inferiores da conexao em [108].
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1, — 1, +82 (a71), =3} (o)

Hy ) W

— % (6251, — 51),‘5» + 52 (oz_l)w - 6;\ (oz_l) L (4.38)

)

De (4.14), vemos que a contor¢ao fica

1

R—)\uu = 5 (gu)\ﬁu - g,uz/ﬂ)\) + g)\,u(Oéil),u

- g;u/(o‘71>,)\- (439)

E importante destacar que, nesta geometria, a transformacao das componentes dos
3 )
vetores nao se dar da maneira “natural”. Dado um vetor V' = V*¢,, teremos
/ v
f/ly _ g@x V;L
a Ozt
Por outro lado, segue
yn
¥4 g Ot - i

Yo O
De (4.37), vemos que o campo de Lyra /3, se transforma como
a v /
Bl = a v {ﬁy+a_1 {ln(ﬁ)ﬂ } (4.40)

o Ox'H o

O leitor interessado em maiores detalhes sobre a geometria de Lyra pode consultar [108].

4.8 Solucoes

Embora os modelos com torcao sejam complicados por terem mais graus de liberdade
do que a relatividade geral, a literatura voltada para solucoes destes modelos ¢ muito
rica {109, 97, 99, 98, 100, 101, 110, 111, 112, 42, 113, 114]. Na secao 2.4 de [42], o
autor exibe, na forma de um review, varias correspondéncias entre teorias com torcao e
a relatividade geral. Em [114] o autor obtém a solucdo para o caso de uma fonte estética
na forma de uma bola e com densidade de spin constante?®. Em [97] os autores fazem um
review das solugdes da MAG (Metric Affine Gravity). Ja em [99], os autores encontram
uma solucao estaciondria exata com simetria axial no vacuo da MAG, enquanto que em
[98], eles obtém uma solugao estatica exata com simetria esférica no vacuo, também para
MAG. Alguns métodos para encontrar solugoes exatas para modelos com tor¢ao podem
ser encontrados em [100, 101, 110]. Uma solugao que inclui corre¢oes devido a torgao
para o caso de Schwarzschild pode ser encontrada em [111]. Uma classe de espagos-

tempos tipo Godel em Riemann-Cartan sao examinados do ponto de vista do problema

230 leitor também pode encontrar comentérios sobre esta solugao na segao 3.1 de [42].
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de equivaléncia®* em [115, 116]. Em [117], os autores defendem a idéia de que todas as
solucoes de Einstein-Maxwell ou Einstein-Proca podem ser usadas para construir uma
vasta classe de solucoes de teorias nao riemannianas que incluam tanto tor¢ao quanto
o campo de Weyl. Uma andlise de ondas planas de torcao para modelos quadraticos
acompanhada de solugdes pode ser encontrada em [118]. A aproximagao pos-newtoniana,
para a teoria de gauge da gravitacao sobre o grupo de Poincaré com lagrangiana quadratica
pode ser encontrada em [119]. Esta altima solugdo é de fundamental importancia para
impor limitagbes experimentais sobre as teorias de torcao. Outra referéncia na mesma
linha é [120]. Nela, os autores mostram que os dados experimentais ndao sao capazes de

descartar a tor¢ao.

4.9 Perspectivas experimentais

Ao contrario da relatividade geral, as teorias com tor¢ao nao gozam de nenhuma
verificacdo empirica até o momento. Ainda nao ha qualquer razao experimental especifica
para se acreditar na necessidade de uma gravitacao com torcao. De fato, as razoes por
tras do estudo da torcao sao essencialmente de carater teérico, como vista na secao 4.6.
Todavia, os experimentos sao incapazes de excluir a possibilidade de uma teoria com
torcao devido, basicamente, a duas razoes. A primeira razao é a enorme quantidade de
modelos teodricos que incluem torcao, ja que o excesso de modelos torna os resultados
experimentais menos conclusivos. A segunda razao consiste no fato do efeito da torcao
ser muito pequeno e de dificil deteccao. Para lidar com tantos modelos e verificar os
limites empiricos, alguns autores separam os experimentos por categorias. Por exemplo,
em [41], o autor separa os efeitos em trés tipos®: efeitos quanticos, efeitos mensuréveis
em laboratorio e efeitos em larga escala (sistema solar, por exemplo). Outros autores ja
seguem uma separacao mais especifica, como por exemplo [121]. Neste tltimo caso, o
autor separa os experimentos nos seguintes trés tipos: os que usam péndulo de torcao

para medir as interacoes de corpos macroscopicos com spin polarizado?®, os que aplicam

24Este problema consiste em verificar se duas métricas se diferenciam uma da outra apenas por uma

transformacao de coordenada.
25 ¢bvio que estes efeitos se misturam, porém a separacio ajuda a entender melhor como tornar um

dado modelo testavel.
26Veja, por exemplo, a pagina 637 de [41].
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magnetometria de precisao®’ de materiais ferromagnéticos, e os que examinam a interacao
de spin nucleares dentro do campo da terra. De qualquer forma, alguns modelos sao tao
gerais que abrangem véarios outros modelos como caso particular e acabam tornando-se
vidveis para uma analise experimental. A exemplo deste, temos a teoria de gauge do grupo
de Poincaré com lagrangiana quadrética (Este modelo generaliza, por exemplo, Einstein-
Cartan). Em [120], os autores mostram que para este modelo os dados experimentais®
nao sao capazes de eliminar a torgao. Na secao VII deste artigo, é feita uma analise bem
direta de como devem ser os experimentos para detectar a tor¢ao. Seguindo uma linha bem
diferente (ndo-ortodoxa), em [102] os autores sugerem que teorias nao-padroes poderiam
ser testadas com os dados do sistema solar ja obtidos. Essas teorias se distinguiriam das
padroes pela propriedade da torcao acoplar com a rotacao dos planetas, o que levaria a
efeitos mensuraveis. Entretanto, vale apena ver as criticas a essa idéia feita no topico 5
da pagina 27 de [23].

Para maiores detalhes sobre as possibilidades experimentais da torcao, além das cita-

¢oes dadas no paragrafo anterior, o leitor é direcionado a [122, 50, 123, 42, 124, 125].

2TMagnetometria de precisdo é a medida da freqiiéncia da precessdo do spin de um material ferromag-

nético quando submetido a um campo magnético constante.
280 leitor deve esta atento ao fato de que os dados em questdo estavam atualizados até 1994.



Capitulo 5
Espaco de Einstein-Weyl

Na tentativa de unificar gravitacao e electromagnetismo, o matematico Hermann Weyl
promoveu uma verdadeira revolucao na fisica. Primeiro por ter introduzido o principio
de gauge, que se tornou a base de muitas teorias modernas, e segundo por ter construido
uma geometria mais geral que a riemanniana. Embora haja muitas ressalvas acerca da
utilidade desta generalizacao, foi gracas a ela que Weyl introduziu o principio de gauge.

Em principio, o interesse de Weyl era puramente matematico [12]. Ele achava que a
possibilidade de comparamos o comprimento de dois vetores obtidos em pontos diferentes
da variedade representava uma heranca limitadora da geometria euclideana e, por esta
razao, era necessario construir uma geometria que nao tivesse esta hipotese a priore. En-
tretanto, seria necessario dizer como transportar o comprimento de um vetor de um ponto
a outro. Weyl procurou um principio de transferéncia do comprimento de um vetor em um
certo ponto para um outro ponto infinitesimalmente proximo para, entao, generaliza-lo
para um ponto arbitrario. Como resultado, Weyl introduziu a idéia da invaridncia con-
forme da métrica, ou seja, a invaridncia da unidade de comprimento. Para garantir esta
invariancia, Weyl teve que introduzir um novo campo, um campo compensador. Posteri-
ormente, ele percebeu que poderia associar este novo campo ao campo electromagnético e,
conseqiientemente, geometrizar o electromagnetismo. Nesta nova concepcao, o principio
da relatividade ¢ generalizado, pois, a fisica independe nao s6 da escolha dos referenciais,

mas como também dos comprimentos locais. Em resumo, Weyl fez as seguintes suposicgoes:

i) S6 podemos comparar comprimentos no mesmo ponto da variedade.

ii) Existe uma conexao afim (linear) sem tor¢ao que define uma derivada covariante V e

60
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que preserva a invariancia conforme.

Estas hipoteses significam que a derivada covariante da métrica deve ser proporcional a
métrica, ou seja, dada uma métrica g que pertenca ao conjunto das métricas conformal-
mente equivalentes, teremos

Vg=0®y, (5.1)

onde a 1-forma o é o campo compensador. Para que o seja de fato um campo compensa-
dor, & necessario impor que (5.1) nao mude frente a transformagiao g — g = e*g. Desta

imposigao, teremos

Vi=Veg=(de)@g+e’Vg=ec'd\®@g+eo®yg

g=d\+o, (5.2)

onde usamos (5.1) na primeira e na terceira linha. A expressao (5.2) ficou conhecida
como transformacao de gauge, uma vez que ela é necessaria para a preservagao do gauge
mvaridncia conforme. A partir dai varios outros gauge surgiram, como os citados na secao
4.7.6.

Nas proximas secoes trataremos nao s6 de detalhar melhor a geometria de Weyl, mas
como também apresentar a versao mais geral de uma geometria que quebre a integrabi-
lidade dos comprimentos, uma geometria com um tensor de nao-metricidade qualquer.
Um espaco-tempo dotado de um tensor de nao-metricidade diferente de zero e sem torgao

¢ conhecido por espago de Finstein- Weyl [102].

5.1 Conexao com nao-metricidade

A nao-metricidade generaliza a variedade riemanniana para uma outra onde a condi¢ao
“b” da definicao 2.5.1 nao é mais valida. Neste caso, representamos a derivada covariante

da métrica pelo tensor de nao-metricidade Ny, ou seja,

Juvx = N/JJ!)\) (53)



CAPITULO 5. ESPACO DE EINSTEIN-WEYL 62

“W.n

onde “;” é a componente da derivada covariante com relacao a conexao “total”, Weyl mais

Christoffe]l. Em uma representacao independente de coordenadas, a expressao anterior

fica

VIg(U, W)] = gy U, W) + g(Ury W) + N (U, W, V), (5.4)

Adotando o mesmo procedimento que usamos na secao 2.5 para obter a conexao rieman-

niana, segue

VIg(U,W)] + Wg(V.U)] = Ulg(W. V)] = 9@y U, W) + (U7 W)
AN UW, V) + g@w V,U) + g(Vivw U) + N(V,U,W) — o W, V)
YW V) — NV 0) = o U— Y V.IW)

H Uy W Vi V) + g (Vi U=V W)

HN(U, W, V) + N (V,UW) — N(W,V,U).

N
Usando a propriedade! “a” da defini¢do 2.5.1 e a identidade VV W+ VW V =[V,W|+2Vw

V' na expressao anterior, chegaremos a

o(U S V) = 5 {VIg(U W)] + Wg(V,0)] ~ Ulg(W, V)
S N(UWV) = NVUW) + N(W,V,0)}

Em uma base coordenada {0, }, a expressao acima fica

N) c n
F MV:F)\/LV + F)\,u,y7 (55)
onde
ny g o
F “]/: 7 (_NO'NV - NVO’M + Nuyo') . (56)

N ~ ~ . na
Chamamos I, de conexdo de nao-metricidade, enquanto que ", é a parte que depende

apenas do tensor de nao-metricidade. De (5.3) e (5.6), vemos que a conexao com nao-

NX N

metricidade é simétrica nos dois indices covariantes, ou seja, I' ,,=I",, (observe que

"/\ LD

=T

72

L Ao contrario da propriedade “b”, ela é valida também para a conexdao com nio-metricidade, porém

sem torcao.
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5.2 (Geodésicas e autoparalelas

Pelo que foi dito no capitulo 4, as equacoes da geodésica afim nao necessariamente
coincide com as da geodésicas métricas em uma geometria nao-riemanniana. Assim como
a generalizacao de Riemann para Riemann-Cartan mexe com a estrutura afim, a generali-
zagao de Riemann para um geometria com nao-metricidade também mexe com a estrutura
afim. Disto, é natural que a geodésica afim com nao-metricidade seja diferente da geodé-
sica métrica. De fato, ela é diferente. Usando o conceito de transporte paralelo (derivada,
covariante nula), teremos

N
P T, #i =0, (5.7)

. e b
enquanto que extremizando a distancia entre pontos fa ds, teremos

P T, #E =0 (5.8)

A diferenca entre essas duas equacoes nos leva a seguinte pergunta. Qual das duas cur-
vas a particula segue? Responder esta pergunta requer um pouco de histéria. Quando
Einstein formulou a teoria da relatividade, ele postulou que particulas deveriam seguir
geodésicas. E muito provavel que ele tinha em mente a idéia de que particulas livres
deveriam seguir o caminho mais reto e mais curto entre dois pontos. O problema que
surge com uma geometria de Riemann-Cartan ou com nao-metricidade é que estes dois
conceitos, curva mais reta e curva mais curta entre dois pontos, nao sao equivalentes.
Como (5.8) vem da extremizagido da distancia entre dois pontos, ela deve representar a
menor/maior distancia entre dois pontos. Ja (5.7) vem do transporte paralelo, que fornece
a menor variagao da orientagdo do vetor sobre o caminho do transporte (o angulo entre o
vetor transportado e o tangente ao caminho permanece constante), veja a secao 5 de [14].
Por isso, faz sentido falar que (5.7) é a curva mais reta. De qualquer forma, as equagoes
de movimento nao devem ser postuladas. Elas devem ser compativeis com as equacoes
de campo. Por exemplo, na relatividade geral o movimento da particula teste ja esté
presente nas equacoes de campo, pois, como a matéria curva o espaco e a particula teste
é matéria, nao s6 o tensor de momento e energia do corpo mais massivo deve entrar nas
equagoes, mas como também o da particula (veja o capitulo 3). Lembre-se que o tensor

momento energia necessariamente contém a informagao sobre o movimento da particula,
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ele é construido a partir dos momentos da particula. Por sua vez, este tensor de energia
e momento terd associado a ele uma lei de conservacao que fornecerd o movimento da
particula. Portanto, postular uma equacdao de movimento é correr o risco de construir

uma estrutura incoerente?.

5.3 Geometria de Weyl

A geometria de Weyl é uma caso particular de uma geometria cujo tensor de nao-

metricidade assume a seguinte forma

NV, UW) = a(W)g(V,U). (5.9)

O efeito de uma nao-metricidade dada desta forma é o de aumentar ou diminuir o com-
primento de um vetor quando transportado paralelamente ao londo de uma curva; a
estrutura do cone de luz é preservada. Todavia, uma nao-metricidade geral deforma o
cone de luz [127]. As figuras 5.1 e 5.2 exemplificam® o que o tensor de nio-metricidade
faz com vetores transportados paralelamente.

As razbes pelas quais Weyl introduziu (5.9) foram dadas no comego desse capitulo,
porém ainda nao falamos dos prés e contras dessa abordagem. Deixaremos para discutir

as motivagoes e os problemas de (5.9) na se¢ao 5.6.

curva fechada

—_— =

Figura 5.2: Dois vetores que definem um trian-

curva fechada

— =

Figura 5.1: Dois vetores que definem um tridngulo
sdo transportados paralelamente ao longo de uma curva
fechada na geometria de Weyl. Esta figura exemplifica
o efeito do campo de Weyl, dilatagdo (ou contracdo).

(veja comentario na nota de rodapé 3)

gulo sao transportados paralelamente ao longo de uma
curva fechada em uma geometria com ndo-metricidade
qualquer. Esta figura exemplifica o efeito da nao-
metricidade, dilatacdo e cisalhamento (shear). (veja co-

mentario na nota de rodapé 3)

2Um exemplo classico de uma teoria que tem essa inconsisténcia é a teoria de Fierz e Pauli de 1939

(veja, por exemplo, Ref. [126], p. 1066 ).

3Como a ndo-metricidade também tem um efeito na curvatura, em principio, os vetores transportados

paralelamente nas figuras 5.1 e 5.2 também deveriam estar rotacionados. Porém, estamos desprezando

este efeito da curvatura.
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5.3.1 Conexao de Weyl
Usando (5.9) em (5.6), obtemos

Ao
= 5 (—0vgou — Ouvo + o) - (5.10)

Esta é a parte da conexao devido ao campo de Weyl. Todavia, denominamos de conexao
de Weyl na base coordenada a soma de (5.10) com o simbolo de Christoffel, pois é esta,
e nao (5.10), que representa as propriedades (5.3) e (5.9), ou seja, a conexao de Weyl na
base coordenada toma a forma

Wx c w
r ,uu:F)\/u/ + F)\/w : (511)

Note a distin¢ao que estamos fazendo entre a conexao de Weyl (termo com “W” maidsculo)
e o termo que depende apenas do campo de Weyl (indicado pelo “w” mintsculo).
Com a conexao acima em maos e usando (5.7), vemos que a geodésica afim (autopa-

ralela) na geometria de Weyl é

w
P T, #4E = 0, (5.12)

5.4 Invariantes

O mesmo problema do excesso de invariantes na geometria de Riemann-Cartan esta
presente em uma geometria com nao-metricidade. Nao diferentemente do que foi feito em

Riemann-Cartan, quando consideramos que o tensor de nao-metricidade NV, nao é nulo,

A

wa (definido em termos do simbolo de

C

obtemos dois tensores de Riemann, a saber, R
N

Christoffel) e R, (definido em termos da conexao total, veja (5.5)). Seguindo o mesmo

procedimento adotado na secao 4.4, chegaremos a

N c n c n
Ko A 7 H H
R poza_r op,a +T op,o r ap,oc r ap,o +

0, + 1%, ) (P + )

(f, ) (e 1)

C
A
Escrevendo em termos de R°,,,, teremos
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[ SRS TR S T (R L (R L
— T Ty = DO Ty = DO =R s + Ry + T+ 10 g
T Ty — T, (513)
onde ?{“ pao © 0 tensor de Riemann escrito somente em termos de 12 . Para o caso particular

de Weyl integravel, podemos usar (5.13) para escrever (veja Ref. [128], p. 74)

N c n — 2 1 c n — 2
R,=R,, +——5—0wy + 59w Uo + (Uuav - guVUAU/\) ) (5.14)

2 2
c c —1(n—2
R=R +(n—1)00c — (n )4(” >a’\aA, (5.15)

(&
onde [ é o d’Alambertiano em termos dos simbolos de Christoffel e 0, = 0 ,. Por

definicao, o simbolo “:” indica a componente da derivada covariante riemanniana, que usa

apenas o simbolo de Christoffel.

5.4.1 Propriedades do tensor de Riemann com nao-metricidade

N c
O tensor de Riemann R .5 nao satisfaz as mesmas propriedades de R 5. Para ser

N
mais preciso, o tensor R 5 satistaz

N N

R,u,uaB: - R,u,z/ﬁa (516)
N N N
Rul/a,@ + R,uﬂua + R,uoz,BV: 0. (517)

N N

Neste caso, temos que? R wap? — Ryuap- Por sua vez, a partir dessa desigualdade e
N N

de (5.16) é possivel demonstrar que R .37 R op,,- Para demonstrarmos (5.16), basta

analisarmos o tensor de Riemann

N N N No N Ny N
RHV‘IB:F#&’,& o FHOWHB +T ,BVFHO@ - T aur,u5¢ : (518)

e verificar de maneira trivial a validade da propriedade (5.16). Todavia, provar a outra
propriedade ja nao é tao trivial assim. A demonstracao de (5.17) encontra-se no apéndice
D.2. Como a tnica simetria do tensor de Riemann em Einstein-Weyl é (5.16), concluimos
que o nimero de componentes independentes desse tensor ¢ n*(n?> — n)/2, onde n é a

dimensao do espaco-tempo.

1Veja a pagina 90 de [43].
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5.5 A versao mais simples da acao na geometria de
Weyl

Como acontece na relatividade geral, consideremos a seguinte agao para a parte geo-

métrica

S, = / dz" /=GR, (5.19)

No caso de Weyl integravel, podemos usar (5.15) para escrever S, na seguinte forma

c ‘ n—1)(n—2
S, = /d:c”\/—g <R +(n—1) Do — ( )4< )O')\O'/\) . (5.20)
No principio variacional, sempre admitimos que as variacoes dos campos em uma hiper-
superficie que envolve a regiao de integracao é nula. Este fato faz com que termos de de-
rivadas totais na lagrangiana sejam irrelevantes, portanto, o termo com o d’Alambertiano

na expressao acima pode ser excluido®. Fazendo isto, teremos

S, = /dm"\/—_g (fe _n= 1)4<n - 2)0/\0)\) . (5.21)

Variando esta acao com relacao a métrica e o campo de Weyl, tratados como independen-

tes, teremos

>

c -1 -2 1
G op _{n )4(n ) (aaag ~ 5908070 ) =0, (5.22)
o

= 0. (5.23)

A equagao (5.22) é formalmente idéntica a da relatividade geral com um campo escalar sem
massa. SolugOes exatas para esse caso sao bem conhecidas na literatura [129, 130]. Além
disso, é interessante destacar que este campo sem massa nao interfere nos experimentos do
sistema solar [131], o que sugere que o campo de Weyl também nao interfira; pelo menos
na abordagem padrao®. Das equagoes (5.22) e (5.23) é facil ver que particulas seguem

, . . . . €A\ Cy e . . . c
geodésica riemannianas, i)+ T e THE, pois a derivada covariante em termos de T' do

STemos que y/—g Ho = 9, (v/—go*o).

SE provavel que na abordagem de Kleinert, particulas seguindo autoparalelas, o campo de Weyl

interfira em tais experimentos. Todavia, neste caso, as equacoes de campo teriam que ser outras.
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lado esquerdo de (5.22) é identicamente nula, o que significa que quando acoplamos com

a matéria temos 7" = 0.

5.6 Motivacoes para o uso da nao-metricidade

Existem basicamente duas motivagoes para a adocao desta geometria que ainda so-
brevivem. A primeira, que foi o “principio de tudo”, consiste em remover da geometria
a hipotese de que os comprimentos podem ser comparados em pontos arbitrarios. Neste
caso, o comprimento de um vetor teria sempre que ser referido junto com o ponto no
qual foi avaliado seu valo, pois, uma vez transportado paralelamente, este comprimento
mudaria. Surge dai o conceito de nao-integrabilidade do comprimento. A segunda moti-
vacao reside no fato de geometrias com nao-metricidade propiciarem um ambiente natural
para a invariancia conforme [41], invariancia esta que acredita-se ter sido importante no
comego do Universo ou que ainda seja em pequenas escalas [41]. Resultados experimen-
tais de espalhamentos com altas energias fortemente inelasticos de eléctron com niicleons’
mostraram que as amplitudes de espalhamento comportavam-se como se todas as massas
fossem negligenciaveis, o que levou os fisicos tedricos a idéia da invariancia da mudanca
de escala [43]. Isto se deve ao fato de que as constantes fisicas dimensionais se tornam
praticamente negligencidveis nestes processos® [43].

Embora as motivacoes acima sejam bastante satisfatoria para motivar os fisicos a
trabalharem com uma geometria sem metricidade, pelo menos um problema grave da nao-
integrabilidade dos comprimentos foi indicada por Einstein [12]. Este problema consiste
essencialmente no fato de que se vale a teoria de Weyl, ou qualquer outra com nao-
metricidade, entdo, pelo menos do ponto de vista classico da geometria (vendo o tempo
como classico, ndo quantico), o comportamento dos relogios dependeria de suas historias,
fato este que traria problemas de natureza fisica. Por exemplo, isto implicaria que dois
atomos do mesmo elemento teriam espectros diferentes, contradizendo o fato empirico de
que atomos do mesmo elemento tém o mesmo espectro. Para maiores detalhes sobre este

problema, o leitor pode consultar a referéncia [12] e as referéncias dentro desta as cartas

"Um nticleon é formado por um préton e um néutron que sio considerados como tendo a mesma

massa. Para maiores detalhes sobre este espalhamento, veja Bjorken Scaling em [132].
80 mundo fisico ndo ¢ invariante frente a mudancas na escala de comprimento por causa das constantes

fisicas que nao sdo adimensionais, veja a introdugdo do capitulo 2 de [43].
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trocadas por Einstein e Weyl.

Em adicao, vale salientar que alguns autores encontraram relagoes interessantes entre
a mecanica quantica e a geometria de Weyl [133, 134]. Por exemplo, em [134] o autor
adota uma abordagem na qual a equacao de Schrodinger é obtida a partir da mecanica
classica em um espaco curvo com geometria de Weyl. Nesta abordagem, o autor prova
que as forca da mecanica quantica estao associadas com a lei de transporte dos vetores.
Entretanto, em [135] o autor usa argumentos associados com o limite classico da mecénica

quantica para concluir que a geometria do espaco-tempo nao pode ser weyliana.

5.7 Modelos com nao-metricidade

O modelo com nao-metricidade mais comum na literatura é a MAG, que generaliza a
geometria tanto para tor¢ao quanto para nao-metricidade, como ja mencionado no capitulo

sobre tor¢ao. Vale apena enfatizar as seguintes propriedades da MAG [23, 91, 87, 90|

1. Campos escalares nao sentem a presenca da torcao nem da nao-metricidade.

2. A equagao de movimento das particulas ndo correspondem a autoparalelas (geodé-

sicas afins).

3. As correntes de dilatacdo e o cisalhamento? sdo a fonte de ndo-metricidade.

A grosso modo, pode-se dizer que as afirmacoes acima sao validas para qualquer te-
oria formulada a partir de uma geometria com tor¢ao e nao-metricidade (Métrica afim).
Todavia, alguns autores questionam a validade do principio variacional tradicional (como
aplicado para geometrias riemannianas) para o caso de geometrias com torgao e nao-
metricidade |38, 84, 85]. Uma outra proposta alternativa a MAG é Transposed-Equi-Affine
Theory [137, 138, 139, 140, 141], porém em [142], os autores demonstram que esta teoria

é inconsistente com os dados observacionais do sistema solar.

9 Assim como o spin, correntes de dilatacdo e cisalhamento sdo as componentes do hipermomento e
tem sua origem na matéria. Matematicamente falando, o hipermomento deriva da variacdo da densidade
de lagrangiana da matéria com respeito a conexao afim, sendo que a corrente de spin vem da parte
anti-simétrica, a corrente de dilatagdo (campo de Weyl) vem do trago e o cisalhamento vem da parte sem

traco, veja [136] para maiores detalhes.
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5.7.1 Modelo de Weyl

O modelo de Weyl foi criado com o intuito de unificar gravitacao e electromagne-
tismo. Neste contexto, o campo o foi inicialmente interpretado como sendo o potencial

electromagnético e a agao do modelo dada por

S = / d*zy/=g (= R? +BF, F™), (5.24)

onde F,, = 0,0, — 0,0,. O uso de R? é para garantir a invariancia conforme.

Esta modelo mostrou-se problematico quando o gauge considerado era o da invariancia
local de escala, pois, neste caso o campo o interage com particulas e antiparticulas da
mesma forma [43] (a antiparticula tem carga de sinal contrario ao da particula). Por essa
razao, substituiu-se este gauge pela invariancia local de mudancas na fase dos campos de
matéria [143]. Esta versdo do principio de gauge tornou-se a base das teorias de gauge
de interagoes fundamentais [43]. Para compreender melhor, veja a tradugao feita por N.
Straumann em [12] da introdugado do artigo [144]. Matematicamente, a mudanca se deu da
seguinte maneira. Seja 1 um campo de peso'® w (w € R), ou seja, dada a transformacao
glw = e%(”“)gw,, temos ¢’ = e* ). Se 1) é o campo de dirac, entdo a derivada covariante
tem que ter a forma

Vi = (d+ wo)p (5.25)

para preservar a invariancia conforme de 1/37“%M 1, onde estamos tomando o espaco
plano por simplicidade™, e v, sdo as matrizes de Dirac. Pois bem, se quisermos que
g:W = eQA(JC)gW faca sentido, entdao A e o tém que ser reais. Todavia, esta exigéncia faz
com que particula e antiparticula tenham a mesma carga caso identifiquemos ¢ com o
potencial do campo elétrico. Por esta razao, Weyl teve que abandonar a invariancia de
escala e adotar w = ie, que o levou a idéia da invaridncia na mudanca de fase, uma vez
que ¥ = e“ ) com w sendo um imaginario puro é uma simples mudanca de fase.
Embora a idéia de invariancia de escala de Weyl tenha sido abandonada na eletrodi-
namica, ela aparece naturalmente na gravitagao. Em certos processos a altas energias,

verificou-se que as massas das particulas podem praticamente ser negligenciadas, o que

ressuscitou o interesse por teorias invariantes de escala'?.

'“Diante de uma transformagao g;,, = 2*(z)g,, na métrica, o espinor de Dirac se transforma como

P =Q"
1A expressdo para um espaco curvo serd desenvolvida no capitulo 7.
12Veja a introdugao de [43].

n

e ¥ [145], onde n é a dimensdo do espago-tempo.
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5.8 Solucoes

Solugoes para teorias com nao-metricidade podem ser encontradas em todas as citacoes

que fizemos para as solucoes da MAG na secao 4.8.



Capitulo 6

Confinamento de autoparalelas

Embora na abordagem padrao [2, 7, 23| particulas nao sigam autoparalelas, mas sim
geodésicas métricas mais um termo de forca que depende da fonte de torcao a analise
do confinamento de autoparalelas nao deixa de ter sua relevancia, pois, alguns autores
acreditam que essas equagoes devam ser as equagoes de movimento para uma particula
[14]. Tendo em mente a possibilidade de que de fato o procedimento padrao possa estar
errado, analisaremos o confinamento de autoparalelas de um espago de dimensao® 5 (bulk)
em uma hypersuperficie de dimensao 4 (brana) em uma geometria de métrica afim, dando
énfase a Riemann-Cartan. Nesta abordagem, evitaremos o uso do termo particula para
nao passar a falsa idéia de que as idéias defendidas por Kleinert e outros em [14, 84, 38, 85,
146] estao bem estabelecidas. De fato ha muitas controvérsias sobre o principio variacional
em uma geometria nao-riemanniana, como discutimos no capitulo 4 e rediscutiremos em
7.

Detalhes adicionais aos que serao apresentados aqui podem ser encontrados em [147].

6.1 Mergulho de uma variedade riemanniana em uma
de Riemann-Cartan e vice-versa

Sejam M uma variedade de dimensao n e M uma subvariedade de dimensao m, onde

n > m. Em M, a torcdo é definida por

T(V,T) = VT - ¥,V — [V, T, (6.1)

LA generalizacdo para um espago-tempo de dimensdo n é trivial.

72
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onde V e U pertencem ao plano tangente de M, que serd denotado por Tpﬁ. Sendo
M uma subvariedade de M, podemos fazer a decomposicio TPW =T,M & T,M*, onde
T,M* & o complemento ortogonal de T,M. Isto significa que, para cada vetor Ve TPM,
com p € M, podemos decompor V na forma V =V +V+ onde V € T,M e V*+ € T,M*.

A torgao induzida na subvariedade M ¢ dado por [14§]

T(V7 U) = ?(Vv U)T = (vVU)T - (_UV)T - [V> U]’ (62)

onde usamos o fato de que [V, U]T = [V, _] = [V, U].

Podemos decompor ViU em duas partes como segue [148]

ViU = (Vi0) + (Ve 0) ", (6.3)
onde (vVU)T pertence ao plano tangente de M, enquanto que (WVU)L é ortogonal a

este plano. Além disto, faremos a seguinte identificacao

(Vo 0)' =vyU (6.4)

e, portanto, (6.3) fica

Vol = VU + (Vy0) " (6.5)

Substituindo (6.5) em (6.1), teremos

TV, 0) = (VyU)" = (VgV) + VU =V, V — [V, U]. (6.6)

Os trés altimos termos na expressao acima representam exatamente a torcao induzida na

subvariedade, veja (6.2) e a identificagao (6.4). Portanto, (6.6) pode ser escrita na forma

TV, 0) = (VoO) = (VgV) + T(V,U). (6.7)

De (6.7), vemos que para a subvariedade M nao ter tor¢do, mesmo que M tenha, basta

que T(V,U) = (?VU)L — (ng)L. Além disto, podemos afirmar que se T (V,U) for

nulo, 7(V,U) também serd, pois, neste caso teremos

T(V.U) = (VgV) = (Vy0), (6.8)
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mas como T (V,U) pertence ao plano tangente de M e (VﬁV)L — (VVU)L ¢ ortogonal a

este,

T(V,U) =0. (6.9)

Em resumo, os resultados que temos nessa secao sao: podemos ter uma subvarie-
dade riemanniana mergulhada em uma de Riemann-Cartan, mas nao podemos ter uma

variedade de Riemann-Cartan mergulhada em uma riemanniana.

6.2 Confinamento de autoparalelas numa brana

Seja M uma variedade de dimensao 4 imersa num bulk de dimensao 5. O elemento de
linha do bulk é
ds* = g, datdx”, (6.10)

onde u,v = 0...4. As autoparalelas deste espaco sao dadas por
P T, #EY =0, (6.11)

onde I, é a conexao afim do bulk. Para o que vamos fazer, ¢ conveniente separar o caso

A = 4 dos demais. Fazendo isto, teremos

it =T, ($4)2 — (0%, + T)@te” — T ira, (6.12)

i = =T (%) = (P + D)t — T,

onde it = 0,1,2,3 (a barra acima dos indices indica que eles assumem valores entre 0 e
3). Nosso interesse é apenas na equagao (6.12), pois, sera esta que permitira a analise do

confinamento.

6.2.1 Analisando o confinamento
Pontos criticos

Facamos, agora, uma consideragio a respeito da equacao (6.12). Para podermos uti-
lizar o método que analisa a estabilidade de sistemas nao lineares, veja o capitulo C do

apéndice, é necessario nos livrarmos do termo de (6.12) que contém o produto z*z”. Isto
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significa que o nosso resultado se limitara aos casos nos quais (I'Y,, + ' ,)z%z” = 0.

Considerando apenas esses casos, a equagao (6.12) fica

2

it =T, (&%) =T, a"a". (6.13)

nv

Para facilitar a comparacao com o que é feito no apéndice C, fagamos as seguintes mo-
dificacoes na notacdo ¢ = ©* e y = z*. Perceba que, com essas definicoes, ¢ = 7. Assim

sendo, a equacao acima toma a forma

Y =q (6.14)

G=—T ¢ — T, i, (6.15)

Note que (6.15) e (6.14) podem ser visto como um sistema do tipo

) = F(y,q),
{ y ®9) (6.16)
G=Gy,q),
onde F(y,q) = qe G(y,q) = — Ty, ¢ — ', &#i” se admitirmos que o termo I',, ##&”

dependem no maximo de y e g. Vamos usar a analise feita no apéndice C com o intuito de
saber quais as condigoes sobre a conexao necessarias para confinar as geodésicas afim na
brana. Para comecar, admita que existe um ponto yo tal que §(yo) = ¢(yo) = 0 (perceba
que, de (6.14) 9(yo) = 0 — q(yo) = 0). Neste caso, a equacao (6.15) fica

G=0=—T% (¥,0) x 0* — F4ﬁl7(y0, 0) &"2” (6.17)

olu, simplesmente

I (yo,0) 3" = 0. (6.18)

%
Perceba que estamos admitindo que T, (yo,0) nao diverge quando ¢ — 0, pelo menos
nao mais rapidamente que ¢2, o que é bem razoavel.

A igualdade (6.18) representa a condi¢do necessaria para que haja um ponto de equi-
librio em y = yy. Condicao essa que também é necessaria, porém nao suficiente, para que
haja confinamento. Para analisarmos o confinamento, precisamos avaliar a estabilidade

do ponto de equilibrio .
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Estabilidade de

Para um sistema do tipo

v=F(y,q9),qd=G(y,q),

a estabilidade dos pontos de equilibrio podem ser analisados via a seguinte matriz

or or
dy  9q
oG 9G
dy  Oq

Y=%0,9=0

Como pode ser visto no apéndice? C.

Calculando esta matriz para o sistema formado pelas equacoes (6.14) e (6.15), teremos

0 1
?
8(F4ﬂﬂzﬁxr’) 8(F4ﬁl7¢ﬁz"7)
Oy 0,0 %4 0,0
143 orty, 2 _ oty 2 _ 4 —
onde admitimos que —=514[, ~x0% = 4| 0 x07 = 0 e Iy (5,0) x 0 = 0. Por

simplicidade, poderfamos simplesmente admitir que a conexao afim é uma funcao suave
e diferenciavel em (y = yo,q = 0).
Como a conexdo nao depende de ¢ = ¥ e, além disso, admitimos que T'!;, ##&” é

funcao apenas de y e ¢, o termo I'*;;, ##2” tem no méaximo uma dependéncia de ¢ do tipo

O(T4 ;5 &P i
¢*. Desta forma, —% = 0. Assim, teremos
Y0,0
0 1
(6.19)
o(r,, i)
— “ay . 0
o, (%0,0)
Calculando os autovalores da matriz acima, chegamos a
O (M, aFa”)
Ay =/ ——E—21 . 6.20
, \/ = (6.20)

Facamos agora a analise da estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema. Todavia, é

importante fazermos a seguinte ressalva. Os resultados qualitativos apresentado na segao

2Para maiores destalhes, o leitor pode consultar [149].
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C.1 do apéndice sao validos de forma exata para sistemas lineares. Entretanto, no caso de
sistemas nao-lineares, eles apontam o comportamento qualitativo de forma aproximada,
como veremos mais adiante. Por exemplo, se o resultado da anéilise qualitativa for uma
elipse para um sistema linear, nao necessariamente serd uma elipse para um sistema
nao-linear. Porém, as curvas tenderao a uma elipse. Na proxima secao, faremos uma
comparacao entre a analise qualitativa e a solugao exata para um caso particular.

De (6.20) e da se¢ao C.1, podemos concluir o seguinte. Para os casos em que o termo

_ o, &ha”)

5 for negativo, A serd um imaginario puro, logo, teremos um ponto esté-
Y

Y0,0

vel caracterizado pelo fato das trajetorias no espago de fase (y,q) serem? ©

elipses” com
centro no ponto critico (yo,0), veja a figura 6.1 e o apéndice C.1.3. Para A nulo, teremos
uma quantidade infinita de pontos de equilibrio ¥y, 0 que significa que as autoparalelas

4 “confinadas” na brana caracterizada por y = vy. J4 nos casos em que este termo

estao
for positivo, teremos um ponto de equilibrio altamente instavel (Ponto de Sela), pois, os
autovalores serao reais e com sinais diferentes. Perceba que, na anilise que estamos fa-
zendo, o confinamento depende tnica e exclusivamente da conexao afim, ou seja, os efeitos
do campo de Weyl, da contorcao ou do proprio simbolo de Christoffel no confinamento
sao equivalentes. De (6.19), vemos que a parte anti-simétrica nos indices inferiores da
contor¢ao nao contribuem para o confinamento das autoparalelas. No capitulo 8, vere-
mos que considerar que particulas seguem autoparalelas é incompativel com a equacao
de Dirac em Riemann-Cartan obtida a partir do uso do acoplamento minimo direto na
lagrangiana, pois, neste caso, apenas a parti anti-simétrica da contorcao contribuiré para
qualquer efeito.

Na obtencao de (6.19), foi necessario fazermos algumas consideragbes. Abaixo apre-

sentamos uma lista com essas imposigoes.

I 7 =0, (6.21)
F4[u7 i = [y, q), (6.22)
| =0, 6.23
" (40,0) (6.23)
: 8F444 2
1112% y (o) <1 = 0, (624)

3 As aspas sdo devido ao fato de que, para sistemas nao-lineares, o comportamento das curvas é similar

ao de uma elipse.
4Novamente, se o sistema for nio-linear, ele tendera a isto.
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ory, 2

(111_)116 a—q (qu)x - 0, (625)
. 4 o
L 1% (yo, q) xq=0, (6.26)

onde f é uma funcao qualquer de y e ¢, a terceira condicao é para garantir a existéncia
de um ponto de equilibrio, e as trés altimas condicoes sao pouco restritivas, uma vez que
elas correspondem apenas a condicoes de suavidade da conexao e de suas derivadas. Na

proxima se¢ao, abordaremos alguns casos particulares.

6.3 Casos particulares

Considere uma variedade M de dimensao cinco com uma certa conexao afim, podendo
ter ou nao torcao e campo de Weyl. Admita que o elemento de linha desta variedade seja
dado por

ds® = W g, zdx"da’® — dy?, (6.27)

e a contorgao por
K my = () 9o, (6.28)
onde gpy = egf(y)gﬁl; (g, 530 as componentes da métrica na base coordenada).

Calculando os simbolos de Christoffel, é facil demonstrar que os termos nao nulos sao
€4
r A f/g[u?a (629)

onde "= 0f/0y. De (5.10), é possivel demonstrar que a parte da conexao que dependa
apenas do campo de Weyl fica

I = — 504G (6.30)

onde o4 é a componente da 1-forma de Weyl na quinta dimensao. De maneira geral, a

autoparalela satisfaz

G =€, (6.31)
onde € pode assumir os valores 0, —1 ou 1, dependendo da curva ser tipo luz, espaco ou
tipo tempo, respectivamente. Usando (6.27), a equagao acima fica

grri'i’ = e+ ¢, (6.32)

onde usamos ¢ = i*. Agora, somos capazes de calcular os autovalores (6.20) explicita-

mente. De (6.28), (6.29), (6.30) e (6.31), teremos
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4 gD
2= _%jw) = _a% N (f“w + T, +K 4W> PP i?
= —a% . (f’ - %04 + ¢) (e +d?)
— |0 - 30 + S| 63

onde deve estar claro para o leitor que os valores acima sao avaliados no ponto critico yy,
logo q(yo) = 0. Antes de continuarmos, precisamos analisar a condi¢ao de existéncia do

ponto de equilibrio o, dada por (6.18). De (6.18), segue

rgli?

A

. <f’(yo) L) + ¢(yo)) 0 (6.34)

(40,0) 2

cujo calculo é muito semelhante ao anterior. Se essa condigao for satisfeita, entdo podemos
analisar a estabilidade do sistema a partir dos autovalores A+. Admitindo que isto seja
verdade e relembrando a analise feita no final da secao anterior, concluimos que para
haver um ponto de equilibrio estavel, o lado direito de (6.33) deve ser negativo ou zero.
Por sua vez, este lado ser ou ndo negativo dependeré da natureza da curva (tipo tempo,
luz ou espago) e das fungoes f, ¢ e g4. No caso do lado direito de (6.33) ser negativo,
o equilibrio pode ser visto como um tipo de confinamento da curva, pois, neste caso, a
mesma fica entrando e saindo da brana, como sugerido na tltima figura em 6.2. Ja no
caso deste termo ser nulo, y serd nulo para infinitos valores de y, ou seja, havera infinitas
branas y = 1,2,3,..., tais que as curvas “nunca’ serao encontradas em mais de uma
brana. Uma vez em y = 2, a curva permanecera nela. As aspas na palavra “nunca’ é para
lembrar o leitor de que isso s6 serda absolutamente verdade no caso de sistemas lineares,
0s nao lineares irao tender a este comportamento. Abaixo, exibimos um caso particular
que enfatizara este fato.

Como um exemplo bem particular do tipo de confinamento indicado acima, tomemos®
f=0=0e¢=—1/y+y. Neste caso, a condi¢ao (6.34) leva a yo = £1, ou seja, ha dois
pontos criticos. Por sua vez, os autovalores sao \2 = —¢ (% + 1). Portanto, as curvas

tipo tempo, € = 1, experimentam um confinamento similar ao indicado na figura 6.2.

0 caso f = ¢ = 0 pode ser encontrado em [148], enquanto que o caso ¢ = ¢ = 0 pode ser encontrado

em [150].
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Para ¢ = 0, havera varios pontos criticos e as curvas tenderao a ficar totalmente dentro
de alguma brana caracterizada por um certo y. Na verdade, para esse caso particular, é
possivel obter as curvas do espaco de fase (y, §) de forma exata. Para isto, basta usarmos

=K%, = 0(y)guw = (—=1/y + y)gus em (6.12). Neste caso, teremos

j=—0y) (e+7°). (6.35)

Usando a regra da cadeia § = yj—g e integrando a equacao acima, chegaremos a

g2 = Ae~2fowdy _ ¢ (6.36)
Para o caso particular que estamos adotando, ¢(y) = —1/y + y, ficaremos com
2= AyPe ™ —e. (6.37)

Substituindo (6.37) em (6.35), teremos
j=(1—1y>)Aye?. (6.38)

Os pontos de equilibrio do sistema sdo os yp tais que ¥(yo) = %(yo) = 0. Das equacoes
(6.37) e (6.38), & facil verificar que existe infinitos pontos criticos para € = 0, pois,
neste caso, os ponto criticos sdo dados por A = 0 (y qualquer). Isto significa que ha
infinitas autoparalelas que estao contidas em hiperplanos caracterizados por um certo vy,
ou seja, uma vez dentro de um certo hiperplano, nele a curva permanece. Este resultado é
coerente com o que tinhamos obtido. Entretanto, nem todas as solucoes apresentam esse
comportamento de forma exata. Os casos A # 0 apenas tendem a esse comportamento,
veja a figura 6.4. Pela figura, vemos que as curvas proximas das branas 1 tendem a ter
variagoes (¢ # 0) e conseqiientemente tendem a ndo ficar confinadas em nenhuma brana,
porém as curvas distantes de y = &1 permanecerao totalmente dentro de alguma brana.
Quanto ao caso € = 1, é facil ver que ha dois pontos criticos para o sistema formado por
(6.37) e (6.38) dados por A = €', a saber, yy = +1. Mesmo resultado que ja tinhamos
obtido. Tomando varios valores de A para analisarmos o comportamento das curvas no
espaco de fase, confirmamos que de fato teremos curvas fechada em torno dos pontos de
equilibrio yo = +1, veja a figura 6.3. Ou seja, para as curvas que A = e (equivalentemente
y(£1) = 0) o confinamento ¢ absoluto, mas as curvas com A > e (ndo ha solucdo real

para A < e) ficam entrando e saindo das branas y = %1, como indicado na figura 6.2.
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-

Figura 6.1: Quando os autovalores (6.20) sdo
imaginarios puros distintos, as curvas no espaco

de fase (y,y) sdo fechadas com centro em (yg,0).

Arana
S NS

Figura 6.2: As curvas da figura 6.1 indi-
cam que as autoparalelas descritas em termos de

0 21,22, 23,y entram e sai da hypersuperficie

x
(brana) definida por y = yo, como indicado nesta

figura.

Em [148], o leitor encontrara um exemplo de confinamento® com f e ¢ nao-nulos.

6.4 O papel da contorcao e dos demais campos no con-

finamento

E interessante perceber que, diante das restrigdes (6.21), (6.22), (6.23), (6.24), (6.25)

e (6.26), as possibilidades de usar a métrica, a tor¢do e o campo de Weyl para confinar

as autoparalelas na brana sao as mesmas, além do tipo de confinamento também ser o

mesmao.

5Esteja atento as diferencas na notacdo, tanto na definicdo da contorcio, quanto das funcdes equiva-

lentes a f e ¢.
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Figura 6.3: Nesta figura, temos as curvas exa-
tas no espago de fase (y,y) para o caso € = 1,
c=f=0e¢= —%—i—y. Note a semelhanga desta
figura com a da andlise qualitativa feita na figura
6.1. As unicas diferencas estdo no fato de que,
aqui, as curvas nao sao exatamente elipses, além
de 14 nao termos desenhado o comportamento das

curvas ao redor de todos os pontos de equilibrio.

Figura 6.4: Nesta figura, exibimos seis cur-
vas para o caso exato de e = 0, dado por y =
++/Ay2e—v?. Consideramos os valores A = 102,
A =103 e A = 10%. Perceba que a curva sb se
desvia do resultado obtido na andlise qualitativa,
y = 0 para qualquer y, nas regides onde ¢ é sin-
gular, y = £1. Quanto maior o valor de A, mais
abrupto é o desvio. Entretanto, a regiao onde
ocorre o desvio é sempre pequena. No caso de

A=10% y~3.



Capitulo 7

Equacao de Dirac

7.1 Introducao

A mecanica quantica relativista no espaco-tempo de Minkowski tem como alicerce a
equacao de Dirac, que descreve particulas de spin 1/2. Por sua vez, esta equagao foi
originalmente formulada para ser valida em um referencial inercial e, neste contexto, tem
sido inqiiestionavelmente bem sucedida. Entretanto a passagem para um referencial nao-
inercial ou, de maneira mais geral, um espaco com gravitagao, nao é tao trivial quanto
parece. No caso da equacao de Klein-Gordon, que em Minkowski pode ser obtida a par-
tir da equacao de Dirac, pode-se verificar alguns resultados estranhos a nossa intuicao
fisica, como por exemplo a nao unicidade do estado de vacuo [151]. O procedimento pa-
drao para fazer essa passagem consiste em utilizar o principio do acoplamento minimo
na equagao de Dirac em Minkowski (substitui-se derivadas usuais por derivadas covari-
antes). Em termos experimentais, ha indicios da validade destes procedimento [87]. O
problema se torna muito mais complexo e intrigante quando tentamos fazer a passagem
de uma geometria riemanniana, cenario da relatividade geral, para uma geometria mais
geral. Podemos generalizar o conceito de produto interno, podemos tomar geometrias
com métricas nao simétricas, geometrias com nao-metricidade, com torcao etc. Devido a
variedade de opgoes, nos limitaremos a tratar o caso das geometrias com nao-metricidade
e torcao em um espacgo-tempo de dimensao n. Alguns problemas e dificuldades sobre
esta generalizacao serao apresentados aqui, incluindo a presenca de uma dificuldade na
aplicagao do principio da equivaléncia que nao esta presente na geometria riemanniana.

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira. Sem entrar em detalhes, na secao

83
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7.2, apresentamos a equacao de Dirac no espaco-tempo de Minkowski, suas matrizes, e a
motivagao do uso da algebra de Clifford na mecinica quantica relativistica. Na secao 7.3,
fazemos uma breve introducao ao formalismo das tetradas com o objetivo de preparar o
leitor para as secoes seguintes. Iniciamos o nosso objetivo de generalizar a equacgao de
Dirac para geometrias com tor¢ao e nao-metricidade na segao 7.4. Esta secao é subdividida
em varias partes, todas fundamentais para a compreensao deste capitulo. Nao podemos
deixar de observar que, nesta secao, serd apresentado um formalismo espinorial diferente
do encontrado na literatura. Desenvolvemos o nosso proprio formalismo espinorial com
o intuito de apresentarmos a equacao de Dirac em uma forma simples e didatica. O
leitor interessado no formalismo espinorial padrao, pode consultar [9, 152, 153]. O nosso

formalismo serd suficiente para o que faremos aqui.

7.2 Equacao de Dirac em Minkowski

No inicio do século XX surgiram duas teorias que revolucionaram a nossa maneira
de ver o mundo, a relatividade especial e a mecanica quantica. Elas foram muito bem
sucedidas na explicagao de varios fendmenos fisicos: o espectro de energia dos atomos, a
dilatacao do tempo etc. Entretanto, estas duas teorias foram inicialmente fundamentadas
em perspectivas totalmente distintas. Enquanto a relatividade especial foi construida em
um perspectiva geométrica que partia do postulado de que a velocidade da luz é a mesma
em todos os referenciais inerciais e que todos os observadores inercias sao equivalentes,
a mecanica quantica foi construida a partir do postulado de que a energia e o momento
deveriam ser substituidos por operadores com o intuito de obter uma equacao de onda
para descrever o movimento de uma particula. Surgiu, entdo, a necessidade de unir estas
duas teorias em uma s6. Nada mais natural, entao, do que usarmos estes postulados
juntos. Nesta secao exibiremos exatamente essa juncao.

A energia relativistica ¢ diferente da energia da mecanica newtoniana. Enquanto a
energia de uma particula livre na mecanica newtoniana tem a forma E = p*/2m, onde p
e m sao o moédulo do momento da particula e sua massa, respectivamente, na mecanica

2. Neste tultimo caso, m ¢ a massa de repouso da particula

relativistica E?/c* — p* = m®c
e ¢ a velocidade da luz. Como a mecanica quantica parte das identificagoes E — iho; e

p — —ihﬁ, onde V = 19, + jﬁy + /2:82, a diferenca entre a energia da relatividade e a
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newtoniana leva naturalmente a teorias quanticas completamente diferentes. Inicialmente,

usou-se a e energia newtoniana e obteve-se

L 0o VZp
th— = — ,
ot 2m

onde ¢ foi interpretado como sendo uma funcgdo associada com a probabilidade de en-
contramos a particula. Pois bem, para obtermos uma versao relativistica, usamos o
mesmo procedimento, sendo que desta vez consideramos a energia E?/c* — p* = m?c%
Procedendo-se desta forma, chega-se a equacao de Klein-Gordon

0 m2c?
(gm ") 6 =00= "o

onde ¢, em principio, estaria associada a probabilidade de encontrarmos a particula.
Posteriormente, descobriu-se que a associacao de ¢ com a probabilidade de encontrarmos
a particula era problemética, pois permitia probabilidades negativas!. Durante a resolucao
deste problema, Dirac percebeu a necessidade de se tirar a raiz quadrada da energia, ou
seja, de expressa-la na forma E = (/m?2c* + ¢?p?. Todavia, a substituicdo direta de
E — ih0, e p — —ihV nesta expressao torna-se totalmente inviavel, pois o que seria
ihos¢p = (\/ m2ct — thVQ) ¢? Poderiamos até pensar em expandir a raiz, mas obteriamos
uma séria infinita. Este problema foi resolvido adotando-se o procedimento inverso. Ao
invés de tirar a raiz e depois aplicar a substituicao indicada acima, podemos escrever a
energia na seguinte forma bem genérica E = ca - p + mc?(3, onde a natureza de a e [
sao, em principio, desconhecidas; p é o momento tridimensional da particula. Sabemos
apenas que a tem pelo menos um cardter vetorial, embora possa ser mais do que isso.

Quadrando esta energia, teremos
E? = (ca'p; + mc*B) x (cap; + mc*B) = c*a' x alpip; + o’ * (pia? )p;
+mcda’ * Bp; + mcda’ * (piB) + mcgﬁajpj +m2ct B2,

onde a natureza do produto “x” é desconhecida, a priori. Comparando esta expressao com

E? = m2c* + ?p?, vemos de imediato que

3? = B x 8 =1 = identidade, (7.1)
mc*(a? % B+ B x ol )p; + 2o’ x (pia?)p; + mcPa x (p;8) = 0, (7.2)
o' x odpip; = p* = 3 (o xod + o xa') =69 (69 = diag(1,1,1)) (7.3)

LA probabilidade deve ser sempre positiva.
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Admiti-se que, em um referencial inercial e em coordenadas cartesianas, § e o s20 cons-

tantes, logo p;3 = 0 e p;a? = 0. Desta forma, a condigao (7.2) se simplifica para
o« B4+ Bxal =0. (7.4)

Se tomarmos “x”’ como uma simples multiplicacdao, as condi¢oes acima levardao a @ = 0.
Isto sugere que § e @ sejam matrizes e que o produto em questao seja um produto entre
matrizes. Perceba que @ tem uma natureza matricial e vetorial ao mesmo tempo, ou seja,
&= ali 4 %] + &3k, onde {o/} é um conjunto de matrizes.

Agora que ja sabemos qual é a natureza de @ e 3, facamos a identificacao E — ihd, e
p— —ihV na energia F = cd - p'+ mc?B (note que E = F T). Estas identificagoes levam
a expressao da energia ao seguinte operador ihi(39.; + 3a‘0;) — me. Denotando as fungoes

sobre as quais este operador atua por v, teremos
ih(B0y + Ba'd;)h — mep = 0.

Perceba que, em principio, ¥ é uma matriz. Com o intuito de expressar esta equacao em
uma forma mais compacta, faz-se as seguintes definigoes 7* = 3 e v = Ba’ (i = 1,2, 3),
onde as matrizes 7* sao conhecidas como matrizes de Dirac. Desta forma, escrevemos
ihy"0,1) — mey = 0, que é conhecida como equagao de Dirac. Em termos das matrizes

de Dirac, as condigoes (7.1), (7.3) e (7.4) sdo expressa na forma

{97} =29, (7.5)

onde as chaves indicam anticomutacao e n é a métrica de Minkowski. A algebra das
matrizes que satisfazem (7.5) é conhecida como algebra de Clifford. Dedicamos a sub-
secao 7.4.6 aos geradores desta algebra.

A partir de agora, adotaremos a seguinte convencao h = ¢ = 1. Nesta convencao,

escrevemos
iv"0, ) —mayp = 0. (7.6)

A equagao de Dirac (7.6) é bem sucedida para explicar fenémenos que estejam no contexto
da mecanica quantica e da relatividade especial, ou seja, ela esta limitada a referenciais
inerciais no espaco-tempo de Minkowski. Além desta limitacao, da maneira que foi de-
duzida, ela também esta limitada a um sistema de coordenadas cartesiano. Se tomarmos

um sistema de coordenadas curvilineo ou um referencial nao inercial, as matrizes vs nao
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serao mais constantes. Este fato pode, de inicio, sugerir que em coordenadas curvilineas
ou em um referencial ndo inercial a condi¢do (7.2) ndo se simplifique para (7.4). Entre-
tanto, adotando o procedimento usual de substituir derivadas parciais por covariantes e
a métrica de Minkowski pela riemanniana, a condigao (7.4) continua sendo valida. Neste
caso, terfamos a substitui¢ao de 0, = 9,6 = 0 por V,a = V8 = 0. Esta substituicao é
equivalente a 9,7 = 0 — V7" = 0. Na sub-se¢ao 7.4.8, veremos que esta substituicao

nao pode ser feita quando consideramos uma geometria com nao-metricidade.

7.3 Tetradas

Aqui, apresentamos as tetradas de forma superficial, porém suficiente para o que vamos
fazer mais adiante. Embora o termo tetrada? faga referéncia ao conjunto de quatro objetos
e esse termo tenha sido inicialmente dado para um certo tipo de base vetorial com quatro
vetores linearmente independentes, nesta tese, usaremos este termo para nos referirmos a
qualquer base vetorial que satisfaca as propriedades que serao exibidas a seguir sem nos

preocuparmos com o nimero de vetores da base. Comecemos primeiro pela notacao.

7.3.1 Notacao

Os vetores da base de tetradas serao representados, numa notagao independente de
coordenadas, por ey, onde o indice A é explicitado na forma e, en) etc. De maneira
geral, todos os indices representados por letras romanas maitsculas serao indicados entre
parénteses quando substituidos por nimeros, como mostrado no exemplo anterior. Por
sua vez, as componentes dos vetores serao representadas por indices gregos mintsculos e,
quando enumeradas, nenhum paréntese serd utilizado. Exemplo: e, ", cujas componentes

0

sao lidas na forma e,°, e, ! etc. As componentes da tetrada na base coordenada serdo

indicadas por e, ", ou seja, eq = €,"0,, onde {0,} ¢ a base coordenada. A base dual aos
vetores e4 ¢ uma base de 1-formas, que sera denotada® por e?. Estas 1-formas podem ser

escritas em termos da base dual de {0,}, ou seja, em termos de dz#. Suas componentes
A

serao indicadas por e”

isto &, et = eAMda:“. Da definicao de base dual, teremos a

2Gramaticalmente falando, o termo correto seria "tétrada". De qualquer forma, na fisica, é mais

comum usar tetrada.
3 Alguns autores preferem adotar outra letra, como por exemplo §4, para enfatizar que 04 nio é ey4

com o indice levantado. Todavia, nao nos preocuparemos em enfatizar esta diferenca.
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seguinte propriedade:
<etep >= eAMeB” < daz",0, >= eAueB“ = 05, (7.7)

Por definig¢ao, levantamos e abaixamos os indices romanos maitsculos com a métrica de

Minkowski nap = diag(1, —1,..,—1). Esta defini¢do mais (7.7) implicam

B B
€Au€ M= 5A7
o
€Au€p = 1AB,

onde e, = nace, e P =1

BC
u e

o". Vincula-se a tetrada com a métrica da seguinte
forma. Se desejarmos que n4p seja a expressao da métrica na base de tetrada, entao

teremos a seguinte restricao na escolha da tetrada

Ao B Ao B
nape” ®e’ =eq e e ®e
= equep’e’ e 5 da® @ da’
A B
— ngL6AV6Bu€ ae B dl‘a ® de

= guulea”e? )ey"eP ) da® @ da,

onde g, = ¢(0,,0,). Da tdltima linha acima, vemos que para n4p ser a expressao de g na

base de tetrada, as componentes de e? e e, devem satisfazer a relacio

et e, =0 (7.8)
Desta forma, teremos
g ="NAB eA ® eB = Guv dz" ® dx”, (79)

Como subimos e descemos os indices de coordenada (os indices gregos) com g,,,,, a definicao

(7.8) é equivalente a eAHeAV = ¢, Considere agora a seguinte definicdo:

Definigdo 7.3.1 Sejam L1 = {A : det[A] = 1, A(O)(O) > 1} o grupo de Lorentz prdprio e

uma tetrada {e}, ambos definidos em um ponto q de uma variedade M. Chama-se de

B

transformacdao de Lorentz local, a rotagdo nas tetradas definida por et = A% geP, onde

{e""} ¢ uma outra tetrada também definida em q.

Aplicando uma transformagao de Lorentz local nas tetradas, e = A4 zeP, a expressdo

nag €* ® e permanece inalterada. Isto significa que ha uma arbitrariedade na escolha,
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das tetradas, ou seja, quando formos resolver algum problema concreto, poderemos sem-
pre mudarmos a tetrada escolhida inicialmente por outra via uma transformacao local de
Lorentz sem alterar a fisica do problema. Para entendermos esta arbitrariedade, basta
termos em mente que em um dado ponto do espaco-tempo havera sempre um ntmero infi-
nito de referenciais que podemos escolher para escrever as grandezas fisicas e, por sua vez,
estes referenciais estao relacionados por uma transformacao de Lorentz local. A visualiza-
cao deste fato torna-se trivial no plano Euclidiano. Neste caso, se e; e e; sao dois vetores
de uma base definidos no ponto (z,y), podemos passar, via uma rotagdo pertencente ao
grupo SO(2) para outra {e},e,} sem alterarmos a fisica do problema (a fisica nao pode

depender da escolha das tetradas), veja a figura 7.1. Neste momento torna-se fundamental

Yy
eh(z,y) ea(z,y) v ea(x,y) 4 ea(r,0)
el (z,y)
€1z, y
(z,y) (=9)
x
Flgura 7.1: As bases {e1,e2} e {e], 5} estdo Figura 7.2: A base {e1, e2} esta definida no
definidas no mesmo ponto do plano, (z,y), e se ponto (z,y) de R2. Fazemos uma transformagio
relacionam um com a outra via uma rotagdo R € de coordenadas sem que os vetores mudem, ape-
. 2

S0(2), ou seja, e; = ijl Rije;j. nas suas componentes mudam.

fazer a distingao entre dois tipos de transformacoes, rotacao nas tetradas e transformacao
de coordenadas. E fundamental termos em mente que rotacdes nas tetradas e transfor-
macoes de coordenadas sao duas coisas diferentes, embora as componentes dos vetores
da tetrada mudem diante de uma transformacao de coordenada. Em resumo, mudanca
na tetrada nao altera o sistema de coordenadas, e mudancas no sistema de coordenada
nao alteram o vetor (s6 as componentes). Para exemplificar esta diferenca, considere as
figuras 7.1 e 7.2. Na figura 7.1, fizemos uma rotacdo nas tetradas, porém o sistema de
coordenadas continua sendo o mesmo, coordenadas cartesianas. J& na figura 7.2, fizemos
o contrario. Preservamos a base, mas trocamos o sistema de coordenadas (cartesiano pelo
polar). O mesmo acontecera em uma variedade qualquer, rota¢oes na tetrada nao indu-
zirao mudancas de coordenadas e, conseqiientemente, nao induzirao mudancas na base

coordenada. Em termos matematicos, diante de ¢4 = A4 ,eP, teremos d, = Oy
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7.4 Espinor de Dirac em espacos curvos com nao-metricidade
e torcao

O principio da equivaléncia afirma que, localmente, o espaco-tempo curvo nao pode
ser distinguido do espago-tempo de Minkowski. Um exemplo disto é a relatividade geral,
onde, localmente, ndo é possivel fazer distingao entre um referencial em queda livre (com
gravitacao) e um referencial em repouso sem gravitagdo. Seguindo este pensamento,
nada mais natural do que admitirmos que a equacdo de Dirac mantém sua forma usual

°. Esta ideia é fortalecida pelo fato de experimentos de

em cada ponto do espaco curvo
interferometria de néutrons serem compativeis com a equacao de Dirac em referenciais
acelerados [87]. Em principio, isto significa que para cada ponto do espago curvo, as
propriedades dos elementos que compoe a equacao de Dirac se preservam. Com este

argumento, poderiamos, entdo, escrever a equacao de Dirac na seguinte forma

i7(2)V b () — () = 0, (7.10)
onde® os objetos 74, V4 (derivada covariante) e 1 tém significados similares aos da
equacao usual de Dirac. Ao procedimento adotado acima, da-se o nome de acoplamento
minimo. Na geometria riemanniana, este procedimento é bem definido. FEntretanto,
em geometrias com tor¢ao e nao-metricidade surge uma ambigiiidade. Ao aplicarmos
o acoplamento minimo na lagrangiana de Dirac, a equacao que se obtém a partir do
principio variacional nao é a equagao (7.10). Por esta razao, obteremos duas equagoes
que generalizardo a equacdo de Dirac. Uma delas serd exatamente (7.10) e a outra vira

de um principio variacional.

7.4.1 Espinor de Dirac

O espinor de Dirac em um espaco-tempo curvo com tor¢cao e nao-metricidade sera
definido de forma a apresentar as mesmas propriedades daquele em Minkowski, a sa-
ber: as componentes sao invariantes frente transformacao de coordenadas e mudam frente

transformacoes de Lorentz por uma matriz S que seja uma representacao do grupo de

4A forma bem conhecida da mecanica quantica no espaco-tempo de Minkowski.
5Obviamente, isto s6 é véalido numa abordagem onde a geometria é indiferente aos efeitos quanticos,

a chamada "Gravitagao semiclassica".
6Estamos adotando a convencao ¢ = i = 1.
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Lorentz proprio em um espaco que chamaremos de espaco espinorial. Seguindo um linha
um pouco diferente da adotada na literatura, trabalharemos com um formalismo indepen-
dente da base espinorial, isto é, o espinor também sera invariante frente a transformacoes

de Lorentz. Isto motiva as seguintes definicoes:

Definicao 7.4.1 Sejam p um ponto em uma variedade M de dimensao n, &, : M — C"
um conjunto de aplicacoes definidas em p, e S a representacdo do grupo de Lorentz proprio
Ll no espaco vetorial S gerado pelas fungoes &,. Denominamos S de espago espinorial,

onde &, é uma base deste espaco. Além disto, dada duas bases de S, {&.} e {&.}, teremos

&= (87 & (7.11)

Definicao 7.4.2 Sejam &, uma base de S e ¥* : M — C" um conjunto de funcoes,
ambos definidos em p € M. Chamamos de espinor a aplica¢ao @Z) : M — C, definida por
U =, onde, diante da mudanca de base g = (S71et.,

g = o (7.12)

Da definicao 7.4.2, esta claro que 1@ ¢ um objeto intrinseco, ou seja, nao depende da base

na qual esta escrito.

Definicao 7.4.3 Sejam p € M e £* : M — C" uma aplicagao linear definida em p. A
aplicacao £* € tal que

(&) =0 (7.13)

Chamamos o espaco gerado por £ de co-espinorial e o denotamos por S*.

Uma conseqiiéncia imediata da defini¢ao acima é que £ se transforma como
g =59¢". (7.14)

A demonstracdo de (7.14) pode ser encontrada no apéndice D.3.2.

A defini¢ao 7.4.3 nos leva naturalmente a seguinte definig¢ao:

Definicao 7.4.4 Sejam p € M, £&* € S* ey, : M — C". A aplicagao 1/3 : M — C,
definida por zZAJ = ,£%, € denominada co-espinor.

A~

Das defini¢oes 7.4.4 e 7.4.3, resulta () = 1,£4(V°&,) = 0% (&) = Y hP0¢ = b

A conexao entre os elementos de S e T'M, onde T'M é o plano tangente, é feita através

da seguinte definicao:
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Definicao 7.4.5 Sejamp e M, {, € S, e ey € T,M. A aplicagao ¢ : T,M — S, € uma

aplicacao linear e injetiva.

Como ( ¢ injetiva, ela leva dois elementos distintos de 7, M em dois elementos distintos
de S,, ou seja, se eq # €4, entdo, ((ea) = & # ((¢y) = &,. Se dois elementos €/, e
ep, pertencentes a T,M, estao relacionados por €/, = A, Pep, onde A é a representagao
do grupo LI, em T,M, entdo, ¢(e}) = & = (S7)%,& = (S)0uC(en) — C(A,Pep) =
(S71)® ((ep), onde S é a representagido do grupo Ll no espaco dos espinores. O que
a expressao anterior diz é que, a rotacao nas tetradas A induz uma mudanca na base
espinorial dada por um certo S. A razao da definicdo 7.4.5 é exatamente a de criar este
vinculo, pois, estamos interessados em reproduzir os espinores de Dirac, que satisfazem
esta condicao. O significado de S, 1 e £ ainda estao obscuros, porém seré esclarecido mais
adiante.

Apenas recapitulando, temos que frente a uma transformacao de Lorentz local A €
Ll, as componentes de 1/; se transformam através de uma matriz S(A) € Ll, ou seja,
S(A) é uma representagdo do grupo de Lorentz proprio. Para cada A, deve existir um
S(A) satisfazendo as seguinte propriedades: dadas trés transformacgoes de Lorentz em
um dado ponto da variedade, A, Ay e Ag, devemos ter S(A1)S(Ay) = S(A3) (Veja a
demonstracao no apéndice D.3.3.). Além disso, a transformagao identidade deve ser levada
na matriz identidade no espaco dos espinores. Todas essas propriedades sao asseguradas
pela existéncia de (. Por sua vez, a existéncia de ¢ é assegurada pelo fato da dimensao
de S nao ser menor que a de T'M.

Continuando com as defini¢oes, podemos generalizar a definicao de espinor e co-espinor

para um objeto construido a partir do produto direto dos dois espacos da seguinte forma:

Definigao 7.4.6 Sejam &, € S, £&* € S* e a aplicagio X", , + M — C"™, onde
[ e m sao numeros inteiros positivos; a; = b, = 0...(n — 1), onde n € a dimensao da

vartedade M. A aplicacao X : S x S* — C ¢ denominada espinor e é definida por
X=Xy 3 e ®... 06 ®... 0 (7.15)

Esta definicao generaliza o conceito de espinor de um indice para um espinor de indice
qualquer. Note que estamos cometendo um abuso de linguagem, pois estamos nos refe-

rindo a (7.15) por espinor, quando na verdade ele também contém elementos do espago
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co-espinorial. Usando as defini¢oes 7.4.1, 7.4.3 e o resultado (7.14), é possivel demonstrar

que as componentes de espinores de ordem mais alta se transformam como

X g =S S X (5’1)621 e (Sfl)b:m : (7.16)

Ainda podemos generalizar a defini¢cao acima para um objeto que tenha tanto um carater
espinorial quanto tensorial. Fazemos isto considerando um produto tensorial entre as

bases de Tp M, TpM*, S e S*.

Defini¢ao 7.4.7 Sejam 0, € TpM, dx* € TpM*, & € S, £ € S* e a aplicagao
(Crvetr ) M= Cr™ Conde 1,m,r e s sdo nimeros inteiros po-

sitivos; ap = by, = pp = vs = 0...(n — 1) (n é a dimensio de M). A aplicagio

Y :TpM x TpM* xS x S* — C ¢ definida por

T = (x50 @ ®0, @dr" ® ... ®dz"”

Vi...Us

Ry ® ... Q& RE®... QL& (7.17)

O objeto definido acima é visivelmente intrinseco, ou seja, invariante tanto por transfor-

macoes de coordenadas quanto por rotacao nas tetradas.

7.4.2 Conexao espinorial

O que fizemos até agora deixa claro que, para um dado ponto p da variedade M, temos
uma estrutura espinorial definida, ou seja, além de T,M e T,M*, temos também S, e S;.
Mas se sairmos de um ponto p € M para ¢ € M através de uma curva, como os elementos
de S, e S, variam? Do capitulo 2, j& sabemos como os elementos de T,M e T}, M* variam.
Para sabermos como os elementos de S, e S, variam, seguiremos um procedimento similar

ao adotado no capitulo 2. Considere a seguinte definicao:

Definicdo 7.4.8 Sejam dois espinores X e ¥ , duas funcées f e g € C™, e dois vetores
V.U € T,M. Chamamos de conexao espinorial a aplicagio V : TM xS — S cujas

propriedades sao:

Vvl = Vv + gV,
V(i + %) = Vi + Vi x,
Vv(fi) = VIfld + fVv.
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A expansdio desta conexdo na base espinorial serd indicada’ por
V& =T"4,6. (7.18)
ea

A definigao (7.18) implica
Ve =T8N (7.19)
€A
A demonstracdo de (7.19) é muito simples e pode ser encontrada no apéndice D.3.4.
Estamos, agora, em posicao de definir a derivada covariante do objeto definido em

7.4.7. Definiremos a acao de V na base J,, ® ... ® 0, ®dz" ® ... ®@dz" ® &, @®...®
£, ®EM @ ... ® &P como um tipo de regra de Leibniz.

Definicdo 7.4.9 Sejam V € TM e Y :TM x ... x TM x TM*x ... x TM* xS x ...x

SXS*x...xS* = C. A derivada covariante de T tem a forma

v'f -V [(T#l..#r )a1...alb1mbm} (aﬂl ®...00, ®

Vy...Us
\4

" @ R 06, ©.. ® OB .. BEn)

V1...Vg

+(TMI-HMT )almalby..bmy(a”l ®...8 aﬂT ® dz™

® . B ®E, . DO B,

onde Vi(Oy, @ ... ® 0, @dz" ®@...0dx" @&, ®@...0&, Q" ®@...® &) seque a
regra de Letbniz. Além disto, a conexao V € dita ser a conexdo total e satisfaz todas as

propriedades de uma conexdo afim®.

7.4.3 Leis de transformacao da conexao espinorial

Vejamos como a conexao espinorial se transforma frente uma rotacao nas tetradas.

Sabemos que, frente a transformagao €4 = A4 geB, €% se transforma como £ = S0, ja
1 —1\b / x

€a se transforma como &, = §,(S7)°, e 9, = 0,. Por sua vez, as componentes da conexao

sao dadas por

=" <sz/;> = 5°¢° (ng(51>db)
p B

T Alguns autores definem com o sinal negativo [154]. A diferenca na defini¢io implicara em um diferenca

de sinal nas conexoes, no caso, uma serd igual a menos a outra.
8Veja a definicio 7.4.8.
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= 5 ((57) b+ (57T i)
= Sac(sil)cb,p + Sac(Sil)decud

= Sac(S_l)cb,;L + Sacrcud(s_l)db'
Em termos matriciais, teremos
I, =Sr,S"' =85 5", (7.20)
onde usamos o fato de SS‘}M =-5,57.

. ~ v
Se agora realizarmos uma transformagao de coordenadas, teremos ), = %&,. Por-

tanto,

ox” ox”
la __ ¢ca _ a _ a
wb =& (y&) = ot (be) = o (7.21)
Perceba que a conexao espinorial se transforma como um vetor frente a transformacgoes

de coordenadas. De fato, qualquer conexao afim se transforma como um vetor no indice

de derivada. Este fato motiva a seguinte definigao:

Definicao 7.4.10 Chamaremos de conexao espinorial 1-forma, a conexao definida por

[ = T pdat, onde T, = €4(V u&).-

Essa terminologia, “conexao 1-forma”, nao se restringe a conexao espinorial.

7.4.4 Conexao na base de tetrada

Neste momento, é importante destacar uma sutileza sobre a conexao afim em M.
Como a conexao nao ¢ um tensor, as componentes da conexao na base de tetradas nao

sao simplesmente e” e ," ec'T?,,. Vejamos como fica estas componentes. Partindo da

definicao de conexao, teremos
Vep = (VeBMGH) =ep" A0, +ep" VO, =
eA €A €A
A A
= (eB LA + GBMF A#) 8)\

=ep™ 400 (7.22)

onde fizemos a definigao ez* , =< da*, V., e5"d, >. Na verdade, adotaremos a conven-

¢ao de que o ponto-e-virgula representa a componente da derivada que atua apenas na base
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coordenada, {J,}. Outra defini¢do que também faremos e que é muito usado na litera-

C

tura, é denotar a componente da conexao na base de tetradas por w® , 5 =< e V., ep >.

Portanto, w® 45 = €, < dz*, V., ep > que, com o uso de (7.22), tem a forma

Um fato? interessante sobre as tetradas consiste no resultado de que, definindo o objeto

intrinseco e = eA”eA ® Oy, teremos

Ve = (e," e ® 0y + e," [~whee” ® 9, + e @T5,01])
€B
== <60A7B + F/\BVGCV — UJABCeA)\) 60 ® a)\

—0, (7.24)

onde usamos (7.23) da peniltima para a altima linha. Vejamos qual é a cara das compo-

nentes da derivada covariante do vetor V' na base de tetrada {e,}.

(VVBeB> =V? e+ w5V ec
€A
= (VC:A + (.UCABVB) (He]

— 1/C
= V IA@C.

[1%2

Estamos adotando a seguinte notagao. O ponto-e-virgula “;” indica a componente da deri-
vada covariante apenas com relacdo a d,,, enquanto que a barra “|” indica a componente da
derivada covariante com relagao a todos os tipos de base. No formalismo de componentes,
isto seria equivalente a dizer que o ponto-e-virgula atua apenas nos indices coordenados,

enquanto que a barra atua em todos os indices.

7.4.5 Matrizes de Dirac em espacos curvos

Na mecéanica quantica relativistica formulada no espago tempo de Minkowski e em
coordenadas cartesianas, ¢ fundamental que as matrizes de Dirac, que a partir de agora
serdao denotadas por v, satisfacam (7.5). Por esta razdo, admitiremos que existe um

conjunto de matrizes v*(z) s que satisfazem a condigao

9Embora alguns autores erroneamente apresentem (7.24) como uma condi¢do extra [155], (7.24) é

apenas uma identidade, como destacado em [7], pagina 27.



CAPITULO 7. EQUACAO DE DIRAC 97

V()7 () + 4" (2" () = 291, (7.25)

onde de agora em diante omitiremos a identidade I que aparece no lado direito de (7.25).

Sabemos que as matrizes de Dirac ¥4 também satisfazem uma relacdo similar, no caso,

YAYB 4 4By = 2nAB, (7.26)

Das equacoes (7.26) e (7.25), vemos que uma maneira muito natural de definirmos as

matrizes de Dirac em espagos curvos é

N (7.27)

pois, esta defini¢ao satisfaz tanto (7.25) quanto (7.26), além de estarmos interessados
em uma definigdo para 7" (z) que assegure a invariancia de certos termos por mudangas
de base. Exemplo: 49, = 104 — 0, = v'e,”0,, o que implica naturalmente
na defini¢do (7.27). De maneira geral, podemos expressar esta idéia da seguinte forma:
estamos interessados em construir invariantes a partir da contragao do indice p de v* com
a componente de tensores, F, por exemplo. Como a componente do tensor F), na base
e, & Fa, um termo do tipo v*F), s6 serd invariante por transformacdo de coordenadas
se y4 = e ! for 4# nesta base.

Como as matrizes de Dirac v* sdo invariantes frentes a transformacdes de coordenadas,
elas sao constantes, entao, ¢ facil ver que frente a transformacoes de coordenadas, os v*s se
transformam como vetores. Siga o raciocinio: como e4 nao muda, entdo €/, "9, = e ,"9,.
Isto leva a €/, " 220, = ¢ ,"9, ou, equivalentemente, e/, * 22 =¢,” — ¢/, ' = Z2e 7.
De (7.27), vemos que é inevitavel concluir que os 7#s se transformam como vetores frente

a transformacoes de coordenada, ou seja,

B ox'*
Oz

O leitor interessado em uma abordagem vetorial das matrizes v*s pode consultar [156]

In

7. (7.28)

e referéncias dentro deste, em especial as de Hestenes.
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7.4.6 Geradores da Algebra de Clifford

A é&lgebra de Clifford para uma variedade quadridimensional tem cinco geradores, a

1_A

saber, {I,v4, £[v*, 7v?], =3¢ sep Y2V, —HeaBepr* Y PEP Y os dois dltimos tam-

3)

bém sio frequentemente indicados por Y44 e 4®) = {50~ (2)~43) " regpectivamente.

A generalizacao para um espaco de dimensdo par n é trivial. Neste caso, teremos'®

? = {1, 44, yM1y%2 (A < Ay), ...,
FU Lt (A< < AR,

~O 4D (7.29)

onde os indices A; vao de 0 até n — 1, m indica os elementos separados por virgulas
e d os diferentes elementos entre cada virgula; 'S = 4@ TI'l = 4O~5®M por exemplo
gula; I'y = %, Iy = v p plo.
Por conveniéncia, iremos adotar mais adiante %[’yA, vP] para representar I'¢. Além disto,
estamos omitindo alguns fatores i nos coeficientes dos elementos em (7.29). Todavia, para
o que queremos este fator nio é relevante uma vez que isto s6 mudara o sinal de ['2 "¢ .
Nosso interesse é basicamente o de sermos capazes de expandir certas matrizes em termos
d
dos I',.

Pode-se demonstrar que as matrizes I'? satisfazem as seguintes propriedades:
dpd _
1. Tere =41

2. Para m # 1, o trago dos geradores é nulo, isto é, Tr[['2] = 0 (veja a demonstragao

no apéndice D.3.6).

3. A algebra desses geradores é fechada, ou seja, I'T'Y, = al's, onde o é um miltiplo

de £i ou de £1.
4. Os geradores I') sao linearmente independentes.

Para sabermos quantos elementos linearmente independentes temos em (7.29), basta con-
tarmos a quantidade de elementos em I'). Embora nao pareca, fazer isto é facil. Esta
claro em (7.29) que s6 hd um elemento em I'f, n em I'j. De maneira geral, estamos

distribuindo n ntimeros em k indices, sem distinguir a ordem!! dos indices, logo o termo

0Para maiores detalhes, veja [39], se¢io 12.6.1; as notas de aula [157] ou [158].
HTsto porque, como os elementos com os mesmos indices sdo linearmente dependentes, Y0v173 e 704341

por exemplo, impomos, para evitar redundancia, a ordem A; < A, ... .
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n!

Ho—R)! ). Portanto, o nimero total

D¢, tem Bl elementos independentes (d = 1, ...

n!
kl(n—

n/2yon/2
22T pode

de T4 & S0 0 F(n— k) = 2". Deste fato segue que qualquer matriz A € C
ser expandida em termos dos I'Y.. Perceba que para n > 4, vale a desigualdade 2" > n?.
Isto tem um significado muito forte, pois quando formos trabalhar com os espinores em
um espago-tempo de dimensao maior ou igual a quatro, poderemos expandir qualquer
matriz n X n nessa base sem preocupacdo. A demonstracio de que I'Y sdo linearmente

independentes encontra-se no apéndice D.3.7. Abaixo segue um produto entre as matrizes

Iy e I'; que serd de muita importancia mais adiante.

[9%,7€) = 206557 — S40F I A" (7.30)

Para maiores detalhes sobre a algebra de Clifford, o leitor é direcionado a [157, 156,

159, 158].

7.4.7 Condicao de covariancia sobre os V*s

Por razoes 6bvias, as condi¢oes de covariancia que serao impostas aos y*s serao vali-
das para qualquer teoria que envolva estas matrizes, ou seja, serao validas para as duas
abordagens que faremos ao final deste capitulo. Em termos praticos, seja para garantir a
invariancia de (7.10) ou da lagrangiana de Dirac, so falta garantir a invariancia do termo
(77,8

Como a conexao foi definida de forma intrinseca, sua componente (Vw/;)b se trans-

forma como
(Vy)* = S (Vyih)©. (7.31)

Além disto, sabemos como &, se transforma (veja a defini¢ao 7.4.1) e que, frente a transfor-

8” S-vY. Usando estas transformacoes, fica facil determinar

macoes de coordenadas, '+
como Y* deve se transformar. Primeiramente, ja esta claro que frente a transformacoes
de coordenadas, o termo [(7*)% (V,¥)°]¢, é covariante. Basta, entdo, verificarmos as con-
di¢oes de invariancia frente a rotacdo nas tetradas. Neste caso, diante de ¢4 = A4 zeP

queremos que'? [(vH)%, (V)1 = [(v*)% (W ,110)?)€,. Impondo esta condigdo, teremos

12Perceba que frente uma rotacdo nas tetradas, a base coordenada ndo muda, ou seja, 8; = 0, (veja

os comentarios ao final da segéo 7.3)
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0| €= [t (57

= |5ty

Portanto, descobrimos que frente rotacao nas tetradas, as matrizes v"* devem satisfazer

(7% = (S7H%(")%S".. (7.32)
Em termos matriciais,
A= SIS, (7.33)
Invertendo, teremos
At = SyrSTL (7.34)

/ . . ~ .
Temos que Y = e, "y e 4/* = e!'vP. Substituindo estes elementos na expressio acima,

teremos

ety = SefyP S (7.35)

Sabemos que €3 = AgPec — €' = Az ". Como A4 ;A ¢ = 68 (isto advém de

e\t = eqe), teremos ey’ = AP el Substituindo na expressio acima,
ey = A el SyP S (7.36)
Contraindo com e’DM, obtemos
P = AP pSyPS (7.37)
Multiplicando a expressao acima por S~! pela esquerda e S pela direita, chegamos a

STINPS = AP 4B (7.38)

Contraindo esta expressao com e, segue também que

S7le P S = et AP 47 = SRS = AF 4.

As transformagoes (7.28) e (7.34) motivam a seguinte defini¢ao:
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Definigao 7.4.11 Sejam as bases {0,} € TM, {&,} € S, {£*} € S* e as fungoes (7*)%,
M — C". A aplicacio 7 : TM x S x S* — C ¢ definida por

F=0")%0 08 ®¢" (7.39)

Das definicoes 7.4.11, 7.4.9 e 7.4.8, teremos

Vi ZEVA[(V“)% 0, @62 =) 4 0.0
(" V(O ©&Lee) ="' 4 oG
+(7")"% [(@VA@M) ®E®E +0,® (evAﬁa) ®¢
+0,® &, ®6VA§”] .
Em termos da base coordenada, a conexao afim da variedade M (espago-tempo) é expressa,

na forma F/\W =< da* V4,0, >. Assim, teremos
V7= [(7,\)62 4 F0OMY FAAM + (7)\)85) re, — (VA)GC FCAbi| Oy ® €, @ L. (7.40)
ea )

Em termos das componentes, teremos

(fy)\)ab |A = (7/\)ab JA + (Vu)ab IO\A,u, + (’Y/\)cb I‘aAc - (VA)aC FcAb (741)

que, matricialmente, toma a forma
Ya=7"a £ T, +Ta7 =9 Ta. (7.42)

7.4.8 Conexao espinorial em um espaco com torcao e nao-metricidade

As condicbes que foram impostas até agora a conexao espinorial ndo sao suficientes
para defini-la. Nesta secao, porém, daremos as condigoes finais para determina-la uni-
vocamente. Infelizmente, precisaremos fazer algumas consideragoes para alcancar esse
objetivo.

Para um espaco de dimensao n, com torcao e cuja conexao nao é compativel com a

métrica, teremos
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onde N ¢é o tensor de ndo-metricidade. Podemos reescrever (7.25) na forma

(V)% ()% + () %(1") ) 0, ® 0, ® & ® &
=260, ® 0, ® & R E =

X = 2g9, (7.44)

onde g = gu'/5ab(‘)“ ®0, ®&® 56 ex = [(VM)ac(fYV)cb + (Vy)ac(Vu)cb] au ®0, Q& ® fb~ A

derivada de x pode ser expressa como (veja a demonstracao no apéndice D.3.10)

Yfé = (") %0 ()% + ()% (V)
HO) ()% + (7”)%(7“)%] M (7.45)

onde estamos usando a notacao nwab =0,00,0 &, e (7“)‘16')\ sa0 as componentes
da derivada covariante de ¥ na base coordenada.

Derivando (7.44) e usando (7.45) (veja D.3.10), chegamos a

(Vi M A =20 (7.46)

Seguindo os calculos em D.3.11, a expressao (7.46) pode ser escrita em termos da néo-

metricidade na seguinte forma

(Vi Y ) = 2N (7.47)

Com o intuito de obtermos uma expressao para 7“‘ ,» poderiamos pensar em expandir 7“‘ N
em termos dos geradores da &lgebra de Clifford e entao obtermos uma expressao geral
que satisfaca (7.47). Entretanto, pode-se verificar que esta expansdo seria tao geral que
teria muitos termos arbitrarios. Tomando, por exemplo, 7"‘/\ = [V, "] — %N‘L/\y”, onde
V\ é uma matriz n X n qualquer, veriamos que (7.47) é satisfeita. Por simplicidade'?,
“w

JA = —lN“w\’y”, que é uma condicao suficiente, porém nao necessaria,

escolheremos y 5

para que a expressao (7.47) seja valida. Vamos fazer esta escolha e seguir em busca de
uma férmula que determine a conexao espinorial de forma univoca, ou seja, a forma geral

—LN* \~”. Vale apena enfatizar que a equagio (7.47) ndo

de 'y para a escolha ’y“y‘/\ = —3

—iN" |4 fixa. De (7.42), vemos que

~ . . . no_
fixa a conexao espinorial, porém a escolha JA = T2

esta escolha implica

13Relembrando os comentarios ao final da se¢do 7.2, vemos que o principio do acoplamento minimo na

geometria riemanniana leva a troca de 9,7* = 0 por Vo4* = 0.
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1
fy)\,a + ,}/MFADW + Fafy/\ - ’V)\Fa = _§N)\ Ba’}/B~ (748)

HAA o A LA Ao— A
W4 YT = ety onde eyt = eyt +

Qo

A
«

Temos que 7’\7(} + W“FAW = €A/\,a7A + T

FAaMeA“. Podemos, entdo, reescrever (7.48) na seguinte forma:

1
eA)\;onA + [Faaﬁy)\} = _EN)\Ba’VB =
1
= [Fom 7/\] = _5 (N)\Aa + 2614/\;&) ’YA (749)
Como as matrizes I'g, I'y, ..., I',_1 sdo matrizes n X n e em um espaco-tempo de dimensao

n ha 2™ geradores da algebra de Clifford linearmente independentes, podemos expandir
os I',s em termos destes geradores no caso n > 4 (para n > 4, 2" > n? ). Na verdade, a
tinica dimensdo na qual esta expansdo nao seria admissivel seria n = 3, pois 22 = 8 < 9.
Para resolvermos a equacao (7.49) de forma geral, basta usarmos o lema de Schur (veja o

apéndice D.3.8). Neste caso, tonar-se conveniente escrevermos
Ty = Ba + baasy*, 77, (7.50)

onde B, é tao geral quanto queiramos, e b,ap deve ser tal que o termo do lado direito de
(7.49) seja cancelado. O comutador [y, 7] com A e B arbitrarios representa o gerador
vA9B, que escrito dessa forma requer a restricio A < B. Abaixo segue o célculo para
determinar b,ap. Para que byap cancele o termo do lado direito de (7.49), precisamos

que

1
baAB[’YA’YB - ’YB’YAa ’Y)\] = D) (N)\Aa + 26A)\;a) 'YA (7.51)
Contraindo com €%, a expressao acima fica
1
baan (V777 = VP4 AC)) = =5 (Naa +2¢% 5647 0) 7 (7.52)

2
Fazendo uso de 7.30, podemos obter b,4p5 da seguinte forma.
baas ([V*77, 71 = VP9 7C]) = 2baasly*+",7¢]
— Abanp (3507 — 5p0E) P
= 4(barp — bapr)n” "

= 8baFD77DC’7F

- 8baF C’VF7
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onde fizemos uso da anti-simetria dos indices A e B de b,4p da terceira para a quarta

linha. Comparando a igualdade acima com (7.52), segue

1

baac = 16 (Neaa +2ecres o) (7.53)

Pode nao parecer, mas o termo do lado direito na expressao acima é anti-simétrico. A
demonstracao desse resultado encontra-se no apéndice D.3.12. Portanto, com b, dado

dessa forma, a equacdo (7.49) fica
[Ba, 7] = 0. (7.54)
Do lema de Schur, concluimos que B, = A,l. Assim, (7.50) fica

1
I, =A0-— T (NBAa + QeBAeA)‘;a) (v, 75
1

= Aol — geBAeA/\;ah/Av ’VB]

1
= Aa]I + geA)\eBA o {7A7 ’YB]

1
= Aoz]I + gwAaB [7147 ’}/B]

= A — iwAaBaAB (7.55)

B

onde 04 = %[WA, vP], e waap € a conexdo afim do espago-tempo na base de tetradas, ou

seja, Waap = Nac < €%, Vaep > (veja a sub-secao 7.4.4) . O termo A, é geralmente asso-
ciado com o 4-potencial vetor do campo eletromagnético e, portanto, sua parte imaginaria
pode ser omitida sempre que o problema tratado nao contiver campos eletromagnéticos.
Na verdade, este termo é problematico, pois ele nao distingue as diferentes cargas [159|
e, portanto, ndo permite uma descricao correta do electromagnetismo. Aqui, vale lem-

brar que ";" indica a parte da componente da derivada covariante que contém apenas

14

a derivada usual e a conexdo afim T o

- A oA A
oy OU SEJA, €47, = €47, + 17, ey No caso, a

componente da derivada covariante como um todo é representada pela barra "|".

7.4.9 Conexao espinorial dada em termos da contorcao e do ten-

sor de nao metricidade

Para escrever (7.55) em termos do tensor de contor¢ao e de ndo-metricidade, basta lem-

~ DY U
brar que €p,.o = €py.0 — I €82, onde a conexdo afim '* ,, =1, + 1", +K*,,, sendo

av?
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CA : . A ~ . ~ ..
I'",, o simbolo de Christoffel, I",, a parte da conexao associada com a nao-metricidade

e K*_, a contorgio. Assim, (7.55) pode ser reescrita como

1 c n
FOé = AOCH + g <€B/\,a+ F)\au GBH+ F)\ozp, eBM + KA aueBM> [7)\7 ’YB] (756)

O termo 173’\0[“ [7a, 7] em (7.56) quando contraindo com ~“ pela esquerda é equivalente a
(veja a sub-se¢ao D.3.13 do apéndice)

nA (e v (03 (6% v

Fow'y [’yA?fy]:_z(NaV_Nua)fy : (757)
Assim, é conveniente escrevermos

« a 1 DY a
Vo = Aof)/ + g (eB)\,a"i_ r o eBM) Y b/kvf)/B]
1

1
+§ Aau’ya h/)\v ’Yu] - Z_l (Naal/ - Nuaa) /YV' (758)

Para o caso particular da geometria de Weyl, N,,, = 049, teremos

(03 (03 1 C)‘ ’ (e}
YTy =A™ + 3 (eBA,awL I, es' ) Yy, v

1 (07 1 12
g fany "] — (=D (7.59)

A conexao espinorial expressa desta forma serd importante para o que faremos nas secoes

75, 7.6 e 7.7,

7.4.10 Obtendo a matriz S

Sabemos que uma rotacao nas tetradas dada por A € Ll leva a uma transformacao nos
espinores S € Ll. Para obtermos a forma explicita de .S, usamos o fato de que as trans-
formagoes finitas de L1 podem ser obtidas por iteracao de transformacoes infinitesimais,

sub-secao D.3.3. Desta forma, comecamos com a seguinte transformacao infinitesimal.

Como ¢ = ese?, temos A ;A = npe. Este resultado junto com (7.60) leva a
eap = —€pa. Associado as transformagoes (7.60) e (7.61), teremos

S =1 —icppetB, (7.62)

S7' =T+ icspe?, (7.63)
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onde €45 é obviamente uma matriz, isto é, (c45)%. Perceba que (7.62) e (7.63) sdo
expressoes bem gerais para as transformacoes infinitesimais e que, devido a anti-simetria
de e4p, eap € tomado como anti-simétrico. Substituindo (7.62), (7.63) e (7.60) em (7.38),
segue
(]I + @'EABEAB) yD (I[ — ieABeAB) = (52 + eDA) VA =
y? — mDeABeAB + isABVDeAB = ;y?—k eDAVA =
ieBleap, vP] = P 404, (7.64)

onde estamos desprezando os termos nio lineares em €4?. Sem perda de generalidade,

A

podemos escrever €8¢ 45 na forma

EABEAB =B+ CLAB[’YA, ’)/B], (765)

onde B é uma matriz n X n. Podemos escolher a,p de tal forma que ele cancele o lado

direito de (7.64), como feito anteriormente. Neste caso, segue

iaaplyy?, /P =€ v
Usando (7.30),
2iasp (65(5}4 — 635?) nFPAE = P 44 =
4iaFE77ED = EDF =

4iaFD = €pFp =
1

app = ——€pp =
FD 1 EPF
7
arpp = ZEFD7
onde usamos a anti-simetria de a,p da primeira para a segunda linha, e a anti-simetria
de epp na tltima linha. Usando o lema de Schur mais uma vez, vemos que e8¢ 5 ficara
1
eABeap = al + gEABHA,WB]-
Sem perda de generalidade, podemos definir @ = €8\ 5, onde Ayp = —Apa. Assim,
teremos
i
EABSAB = EABAAB]I + gEAB[’)/A,’}/B] =
1
EAB :)\AB]I—F—[’VA,’}/B]. (766)

8
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Substituindo (7.66) em (7.62),

S=1—1 (AAB]I + %[VAWB]) 4B (7.67)

A matriz S deve ser tal que S(A1)S(A2) = S(A3). Assim, para obtermos uma transfor-
macao finita, basta aplicarmos as transformacoes infinitesimais infinitas vezes. Supoe-se

que €8 = B /N onde €'P & finito, e entdo toma-se o limite

: : ‘ et " _i(AAB]H'i['VA 73])5’43
S:]\}l_rgo I—4 )\AB]I+§[’YA,’YB] ~ | =¢ sl74
o L (7.68)
fazendo o mesmo para a inversa,
Sfl — ei/\ABEABH ei.O'ABEAB’ (769)

onde usamos o fato da identidade comutar'* com o5 = %[7A, vB]- E interessante destacar
que na literatura, por alguma razao, o termo A 45 é simplesmente tomado como nulo. Nao
faremos essa hipotese aqui. De fato, mais adiante exigiremos que ele seja um nimero real.

As exponenciais em (7.68) e (7.69) sao simbolicas, afinal, o que seria 2, 718281828
elevado a uma matriz? O que estas exponenciais representam é uma expansao igual

aquela da exponencial, ou seja, se A é uma matriz, entao

[e.e]

ATL
A __ 2
e = —~ g (770)

De forma explicita, as expressoes (7.68) e (7.69), ficam

% (_Z'/\ABEAB)Z X (—io,peEtt)"

S = i P — : (7.71)
=0 m=0

_ = (i)\ABEAB)l = (boapetB)"

ST=Y i d —— (7.72)
=0 m=0
Aplicando “1” na expressdo (7.71) e usando o fato de (A + B)" = AT + BT, teremos
= (iAapetB) & (10" :

=0 m=0
onde admitimos que A5 € R. Usando a propriedade v~/ 70 = ~, segue que (veja a

demonstracdo em D.3.14)

0) 5 ~(0)

YWaligy" = oap. (7.74)

14Se A comuta com B, entdo e+B = e4eP (veja, por exemplo Ref. [160], p. 21).
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Multiplicando a expressdo (7.73) por 7% pela esquerda e pela direta, usando (7.74) e

comparando com (7.72), chegamos a seguinte propriedade'®
A0 gt~ 0) — g—1,

A notacao matricial adotada até agora nao apresentou qualquer dificuldade, mas para
podermos representar as componentes de 1 e 1 em uma forma consistente com o que

faremos mais adiante, é necesséario entendermos os significados de ¥ e 1.

7.4.11 Significados de * e 1),

Para podermos adotar as abordagens mencionadas anteriormente, acoplamento mi-
nimo na lagrangiana de Dirac e na equagao, é conveniente fazermos um paralelo entre
o que conhecemos sobre os espinores de Dirac em uma geometria de Minkowski com o
que estamos fazendo aqui. O primeiro passo é, sem duvida alguma, identificar ¢ com o
espinor de Dirac, pois ambos se transformam como 9" = S%¢*. Todavia a identificagao
de 7, nao é com o complexo conjugado transposto de 1, pois este se transforma como
YT = TSt enquanto que ¢, = (S%) " 11,. Esta dltima equivaléncia s seria verdadeira
para rotacoes espaciais, onde ST = S~'. A equivaléncia geral, valida tanto para rota-
coes espaciais quanto para transformacoes puras de Lorentz, ¢ feita associando v, com
1 = Ty pois ambos tem a mesma lei de transformacdo. Estas relacdoes motivam a
seguinte convencao matricial:

Os 9® sao as componentes de 1/; na base &, e, em termos matriciais, o representa-

1/)0
mos por v = : . Ja os 1), sao as componentes de zﬁ na base &% e, em termos
wn

matriciais, o representamos por 1) = ( *0, T )7(0). As bases tém represen-

50

tacoes andlogas, ou seja, £* é representado por £ = : , e &, é representado por
é‘ﬂ

E=¢t0 = ( g0 .. e > 7v©. Vale apena destacar que, sempre que for conveniente,

passaremos da notacao matricial para notacao por componentes e vice versa. Destas de-

15No somatério, usamos o recurso (O (eABgl )0 = @AB | gODy0)g1 ol A0 —
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finigoes, segue que ¥,00" = Y, V(1) %0’ = VY Vs Vau() 0" = 0" ete. A
vantagem da notacao matricial esta clara. Sua poluicao visual é bem menor.

Assim, fechamos a nossa representacao matricial. Em resumo, temos

Y =8, & = 8¢,

' =9SE =E57"
b =&,

) =g,

£€) =T

(7.75)

Vale apena destacar que, em termos matriciais, o produto tensorial ® é definido por

AIIB A AlmB
A@B:( SV ) (7.76)
AuB o ApnB

onde A é uma matriz m x m.

Agora que ja sabemos construir invariantes tanto frente transformacoes de coordenadas
quanto rotacao nas tetradas e que identificamos o significado de cada um dos elementos
que definimos, estamos aptos a formular teorias espinoriais. Todavia, nos limitaremos a

duas abordagens, ambas baseadas no principio do acoplamento minimo.

7.5 Acoplamento minimo

Na hora de construirmos uma teoria com espinores, precisamos lidar com grandezas
invariantes, ou seja, grandezas que nao mudem frente a transformacoes de coordenadas
e nem de tetradas. De qualquer forma, um tratamento muito geral acaba sendo inviadvel
devido a enorme variedade de possibilidades. Devido a este fato, em geral reduz-se a dois
tipos de abordagem: principio do acoplamento minimo a plicado direto na lagrangiana de
Dirac e a utilizacao deste mesmo principio aplicado diretamente na equacao de Dirac. Na
geometria riemanniana, esta distingao é desnecessaria. Como foi dito no inicio do capitulo,

em uma geometria com torcao e nao-metricidade, o principio do acoplamento minimo
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aplicado direto na equacao de Dirac resulta em uma equacgao diferente da que obtemos
via um principio variacional quando o acoplamento minimo ¢é utilizado na lagrangiana de
Dirac [41, 2|. Por esta razao, trataremos estes dois procedimentos de forma diferente.
Sempre que falarmos “acoplamento na equacao”, estaremos nos referindo ao principio do

acoplamento minimo aplicado diretamente na equagao de Dirac.

7.5.1 Acoplamento na lagrangiana

Aplicando o acoplamento minimo na lagrangiana de Dirac em Minkowski, teremos que

a acao de Dirac fica

Sp = / d'/ gL = | / A5/ = [By — Ty — 2imig] (7.77)
onde
wlu = ¢,u + Fu¢a (778)
e
% =1, — YL, (7.79)

Perceba que neste 1iltimo caso a ordem das matrizes I' e ¥ sdo diferentes (note que a ordem
das matrizes é determinada pela definicao: soma do indice de coluna da primeira com o
indice de linha da segunda A% B¢, — BA). Tomando a variagdo da acdo Sp em termos
de ¢ com as variacoes 01, 1), 8Gu, 0e?, dw? 5 sendo consideradas independentes'®,

teremos (veja a se¢ao D.3.15)

1 1
i O+ T+ g (N, = N o) + §T§M Y —map = 0. (7.80)

A equagdo (7.80) é uma generalizagao da equagdo de Dirac em uma geometria com torgao
e nao-metricidade. Como ja haviamos alertado, a equacao de Dirac em uma geometria
nao-riemanniana nao necessariamente é obtida a partir do acoplamento minimo aplicado
diretamente na equacao de Dirac em Minkowski, como faremos na sub-secao 7.5.2 .
Neste momento é fundamental destacar que a equacao (7.80) e a lagrangiana (7.77),

escritas como estao, sao enganosas. Isso porque elas nao dependem da nao-metricidade,

16Para maiores detalhes sobre o principio variacional que estamos usando aqui, veja a sub-secido 4.7.6

e as citagoes 14 feitas.
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como observado em [43] para o caso de Weyl, pagina 82. Para verificarmos que (7.80) nao

depende da ndo-metricidade, basta usar (7.57) ou (7.58) em (7.80) que chegaremos a

N (07 1 (07 C>\ (0%
Z[v“@ + Ay + 3 (63%7 Yo Y21+ T [%v"])

1

3 Koany*yPy 9y —my = 0. (7.81)

A demonstracao de que (7.77) nao depende da ndo-metricidade é feita na sub-se¢ao D.3.16.
Nesta secao, também demonstramos que Sp nao depende dos simbolos de Christofell,
embora (7.81) dependa. Para maiores detalhes, veja a sub-se¢ao D.3.16. Embora parega
contraditoério a agao nao depender de f‘ , mas uma equacao de campo sim, nao ha con-
tradicao nisto, pois Ic‘ nao é uma variavel independente. Como ja dito, as variaveis cujas

A

variagoes sdo independentes sao g, 1, 1, e e w? 5, ou, equivalentemente, g, ¥, ¥, e,

Napc e Kapc.

Para o caso que a ndo-metricidade é nula, (7.80) fica

1
iyH {aﬂ +T,+ §TAM} Y —my =0, (7.82)

onde a conexao espinorial depende apenas da métrica e da tor¢do. A equagdo (7.82) é a
equacdo de Dirac na geometria de Riemann-Cartan!”. O leitor interessado na expressio
para a equacao de Dirac obtida a parti do acoplamento minimo na lagrangiana em um

formalismo diferente pode consultar [161].

7.5.2 Acoplamento na equacgao

De (7.55), o principio do acoplamento aplicado na equacao (7.6) leva a

. 1
2% (84 AT+ Gl o) v = v =0 (7.83)
Em uma forma compacta,
i), —mip = 0. (7.84)

Perceba que, agora, a equacao de Dirac generalizada para geometria com nao-metricidade

depende da nao-metricidade. Além disso, esta equacao é incompativel com (7.80). As

1"Para maiores detalhes, veja a se¢io 1.6 de [41].
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equagbes (7.83) e (7.80) s6 serdo compativeis se T)‘M = 0, que é equivalente a dizer que
a tor¢ao é totalmente anti-simétrica [41], e se a ndo-metricidade for totalmente simétrica.

Uma agao que reproduziria a equacao (7.83) seria
i _ _ o
Sp = [ ov=g[,0% P10, — 2imiz
(Vg + Tha) B70| = 8
7 o —
+3 /d av/=g (N* g + T0) 07", (7.85)

todavia Sp nao é real (S5, # Spr).

Alguns autores argumentam que o acoplamento minimo direto na equacao de Dirac é
errado para alguns casos |2, 41, 162|. Segundo |2, como o spin ¢ totalmente anti-simétrico
e por isso ndo acopla totalmente com a parte nao-riemanniana (veja o comentério no final

da pagina 262 de [2]), a expressao (7.83) nao corresponde a equagdo de Dirac com torgao.

7.6 Equacoes de Dirac no espaco-tempo de Minkowski
de dimensao n com conexao de Weyl e torcao

Nesta secao expressaremos as duas versoes generalizadas da equacao de Dirac obti-
das na secao anterior no espaco-tempo de Minkowski com conexao de Weyl e torcao.
Comecaremos primeiro simplificando a conexao espinorial.

O elemento de linha do espaco-tempo de Minkowski de dimensao n tem a seguinte

forma:

ds® = (d:co)2 — Z (d:vi)2 : (7.86)

Para este caso, podemos escolher a tetrada trivial, e? = eAudx“, onde eAu = diag(1,1,...,1).

E facil verificar a partir de e ,* = g™e?  que e ,* = diag(1,1,...,1). De forma igualmente

trivial, verificamos que e4, = diag(1, —1, ..., —1). Por sua vez, estes resultados implicam

a equivaléncia entre os v*s e os v1s, 70 = 4O, 41 = 4D etc; os parénteses estao indi-
c

cando as componentes dos 7s. Estes resultados também implicam ep, 4 :I"\w: 0 (base

coordenada cartesiana). Assim, a expressao (7.59) fica

1
05| Y2 + = Kapcev?[v4,7°]. (7.87)

Ty = [AB—(TL;D } 5
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Perceba a semelhanca entre o campo de Weyl e A,, que em geral é identificado com o
4-potencial do campo eletromagnético. Todavia, h4 uma diferenca crucial entre Ag e op.
O campo de Weyl ¢ nao pode, de forma alguma, ser complexo. Ja Ap pode ser complexo
e mais, deverd ser-lo para poder representar o 4-potencial do campo eletromagnético
(Ap = ieAp, onde Ap é o 4-potencial do campo eletromagnético). Este foi o fato que
forcou Weyl a trocar o gauge da invariancia conforme na métrica pelo gauge da invariancia

de fase de v [12].

7.6.1 Equacao de Dirac com acoplamento na equagao em Minkowski-

Weyl-Cartan

Substituindo (7.87) em (7.84), obtemos

iy o + i { lAB — (n; 1)03] P+ %KAgcthA,’yC]} Y —map = 0. (7.88)

7.6.2 Equacgao de Dirac com acoplamento na lagrangiana em Minkowski-

Weyl-Cartan

Substituindo (7.87) em (7.80), obtemos

. . 1
O + i (ABVB — ZKCABV[AV%CQ Y —my =0, (7.89)

onde foi utilizado 1Kpacy*vP1¢ = —1KcoapyyPy9 — T4 17 (veja a se¢io D.3.1,
equagao D.13). Da expressdo acima, vemos que a tnica parte da contor¢do que contribui
para qualquer efeito sobre a particula é a parte anti-simétrica, fato este que se opoe a
equagao autoparalela na abordagem cléssica (4.19), pois, 14 é justamente a parte simétrica
que exerce um papel fundamental na equagido de movimento da particula (caso admita-se
que a particula segue uma autoparalela). Disto, podemos concluir que nunca sera possivel
deduzir a equagao autoparalela (4.19) a partir da equagao de Dirac. Entretanto, sabemos
que em uma geometria com torcao a particula com spin nao segui uma geodésica, e nem

uma autoparalela. No caso de Einstein-Cartan, ela segue E.29.
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7.7 Variacoes da acao de Dirac em termos da contorcao
e a da nao-metricidade (acoplamento na lagrangi-

ana)

7.7.1 Variacao com relacao a contorcao

Se tomarmos a varicao de (7.77) em termos da contor¢ao K,g,, obteremos

1 6\/—Q£D
v —g 6K,Bau

que, comparando com a densidade de spin, chegamos a

i
= 197y (7.90)

1 5\/_g£D _ S;Ufo'ﬁ.
vV —4g 5K50M

A demonstracao destes resultado encontra-se na secao D.3.17 do apéndice. Voltaremos a

(7.91)

analisar a relagao entre tor¢ao e spin no capitulo E.

7.7.2 Variagao com relacao a nao-metricidade

Na se¢ao D.3.18 do apéndice demonstramos que a variacao da agao de Dirac (7.80)
com respeito a nao-metricidade é identicamente nula, ou seja,

(5\/—gﬁp .
mél\fwa = 0. (792)

7.8 Consideracoes

Finalizamos este capitulo ressaltando que o formalismo espinorial adotado no comeco
deste capitulo nao é padrao na literatura e tao pouco esta completo. No6s o criamos com o
intuito de trabalharmos apenas com o que precisavamos, da forma mais simples possivel.
Entretanto, os resultados obtidos com ele estao de acordo com a literatura. A equacao
(7.80) pode ser verificada em [163] (equagdo 43), a versdo sem nao-metricidade em [41]
(equagao 78) ou em [164] [pagina 1338, equagdo (C)], ja a versao sem tor¢ao pode ser

verificada'® em [165, 166|, equagao 3.5, pagina 46. A conexao (7.55) pode ser verificada

18Esteja atento as diferencas na notacdo. Os autores usam o formalismo de fibrados. A derivada D

corresponde a derivada exterior covariante, ndo necessariamente coincide com a nossa. Além disso, para
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em qualquer texto sobre o assunto que exiba a conexao espinorial explicitamente. De
qualquer forma, o leitor interessado em espinores nao pode deixar de ler textos classicos

sobre o assunto [9, 152, 167].

comparar 3.5 com (7.80), é necessario lembrar que, para o campo de Dirac, o peso em 3.3 é w(y)) = —3/2
(n = 4), e o campo de Weyl é denotado por ¢; sendo este menos duas vezes o nosso ¢ = —20, veja a

expressao antes de 2.10.



Capitulo 8

Confinamento de particulas

Nesta tese, a expressao “confinamento de particulas’ significa manter as particulas
retidas em uma certa regiao do espaco-tempo. Mais precisamente, estaremos interessa-
dos em reter as particulas em uma hipersuperficie do espago-tempo. Por exemplo, se
o espago-tempo tiver dimensao n, estaremos interessados em confinar as particulas em
uma, superficie de dimensao n — 1. De fato, o que serd feito aqui também sera valido
para superficies de dimensao n — k, onde k < n. Utilizaremos o termo bulk para nos
referirmos ao espaco-tempo como um todo, e brana para a hipersuperficie. Para sermos
ainda mais precisos, nao estamos interessados no confinamento de particulas a qualquer
custo. Temos um objetivo mais simples. Queremos apenas exemplificar a importancia
que a geometria pode exercer no problema do confinamento de particulas, apresentando
neste capitulo confinamentos obtidos a partir do campo de Weyl e da tor¢ao, ambos com
o acoplamento minimo aplicado direto na equacao de Dirac. Por questao de completeza,
procuramos descartar a possibilidade da utilizacao do campo de Weyl e da torcao para
alguns casos especificos. Os resultados apresentados neste capitulo também podem ser
encontrados em [168].

Organizamos este capitulo da seguinte forma. Na secao 8.1, apresentamos um modelo
de confinamento que nos serviu como fonte de inspiracao, que chamaremos de modelo
de Rubakov |4, 5]. Dedicamos a segao 8.2 aos nossos resultados sobre a possibilidade de
confinamento com a torcao e o campo de Weyl e, finalmente, encerramos o capitulo com

algumas consideragoes finais.

116
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V(9)

v v ¢

Figura 81: o potencial escalar do modelo de Rubakov tem dois vacuos, +v, como pode ser visto nesta figura.

()

(1)

—v

Figura 8.2: Solugao do tipo parede de dominio.

8.1 Modelo de Rubakov

O modelo de Rubakov é baseado em férmions localizados em uma parede de dominio
com o espago-tempo tendo apenas uma dimensao extra [4]. Neste modelo, admite-se a

existéncia de um campo escalar cuja a acao é dada por

1
5, = [ dtaat [ 50,07 - v(0)]. 5.1)
onde [ é a coordenada da dimensao extra e V(¢) ¢ dado como indicado na figura 8.1.
Tomando uma variacao da acao acima em termos de ¢, teremos

Vi) | 8,06 = 0. (8.2)

d¢
Considerando que ¢ dependa apenas da dimensao extra, a equagao acima fica
dvi¢) d*¢ _
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Usando a regra da cadeia no termo que contém o potencial, podemos realizar a seguinte

simplificacao

dldv(e) d°¢

a e
v 820
AV (¢) — ¢'d¢' =0 =
V(o) - 567 =C,

onde a partir da terceira linha comecamos a utilizar a notacao ¢’ = %. O potencial dado
pela figura 8.1 pode ser representado por V(¢) = A(v? —¢?)%. Substituindo esta expressao

na equacao acima e escolhendo C' = 0, teremos

1,
)\(1)2 - ¢2)2 — §¢ 2=C=0 (escolhido zero) =

d
R O
s

1
- tanh’l(;) = 2X\l = ¢(1) = vtanh(2\vl).

=2\ =

Vemos, portanto, que existe uma solugao classica ¢(1) (conhecida como Kink) que depende
apenas da coordenada extra e é dada por ¢(1) = vtan(2vl). O grafico desta solucdo esté

esbocado em 8.2. Esta solucao tem o seguinte comportamento assintético:

(1 — £o0) = +v, (8.4)

onde v é uma constante positiva. Ela descreve uma parede de dominio que separa dois
vacuos classicos do modelo. Ela quebra a invaridncia translacional ao longo da dimensao
extra, todavia deixa a invariancia de Poincaré em quatro dimensoes intacta.

Para introduzir férmions neste modelo, admite-se que os férmions em cinco dimensoes
sao descritos por fungoes de onda com quatro componentes (mesma representacao que
em quatro dimensoes), e que a matriz de Dirac associada a quinta dimensdo é dada

por ¥4 = —il't onde' Tt = i7%y14?43 & um dos geradores da algebra de Clifford e

[19e2i

LA presenga ou auséncia do fator “i” em I'} = iyVyly2y3

vy y*y® & pura conveniéncia. Todavia, para a

assinatura que estamos adotando y*y* = —1.
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v0, 4t 42, 43 sdo as matrizes de Dirac em quatro dimensoes. Lembre-se que os geradores

'Y sdo linearmente independentes de I'} (veja a se¢do 7.4.6). Introduz-se a interagao de
ukaw érmions com m r a irac em cin imenso m

Yukawa de férmions com o campo escalar ¢, e a acao de Dirac em cinco dimensoes toma

a forma

Sp = / d*zdl (iWy*0,¥ — hoUT) . (8.5)

Em cada vacuo do campo ¢, ¢ = +wv, os férmions em cinco dimensoes adquirem uma

massa ms = hv. A variacao da acao acima em termos de ¥ leva a

iy"0,W — h(1)U =0, (8.6)

que tem como solucao para o modo zero de energia?

Wy = by (p)e™ Jo hol) (8.7)

onde 1,(p) é solucdo da equagdo de Weyl em quatro dimensoes (iy*9;1, = 0, onde
g = 0,1,2,3), e p é o 4-momento da particula. O modo zero acima esta claramente
confinado & hypersuperficie (brana) definida por [ = 0, pois a medida que [ cresce, ¢

tende a v e, conseqiientemente

Wy =t (p)e ™. (8.8)

Perceba que o modulo é uma conseqiiéncia do fato de ¢(I){ > 0 (para [ grande, ¢(I)l ~
+v(£|l]) = v|l]). Calculando a probabilidade de acharmos a particula com modo zero
de energia dada por (8.8), vemos que a probabilidade de encontrarmos a particula fora
da brana [ = 0 cai exponencialmente. Disto, conclui-se que as particulas com modo zero
estao confinadas. Este resultado é geral para o caso de particulas sem massa (neutrinos
que satisfazem a condicdo de Weyl iv*0;1),, = 0). Estes neutrinos se propagam com a
velocidade da luz dentro da brana e em nenhum momento sai para fora dela. A seguir
analisamos a possibilidade de produzir o mesmo tipo de confinamento dado por (8.8) com

o uso apenas do campo de Weyl e da torcao.

2A existéncia do modo zero para este caso ¢ garantida pelo teorema do indice [5], veja também [169].

Para detalhes sobre o teorema do indice, veja, por exemplo, [39].



CAPITULO 8. CONFINAMENTO DE PARTICULAS 120

8.2 Confinamento

Nesta secao, analisamos os possiveis confinamento de particulas em uma abordagem
semi-classica por meio de dois elementos da geometria, o campo de Weyl e a torcao.
Nao nos preocuparemos em quantizar os campos, tomaremos apenas a solucao da equa-
cao de Dirac e analisaremos seu comportamento fora da brana. Comecaremos primeiro
analisando o caso do campo de Weyl, sub-secao 8.2.1, e depois o da tor¢ao, sub-secao

8.2.2.

8.2.1 Confinamento via Weyl

Por questao de simplicidade, comecaremos em Minkowski-Weyl, ou seja, em um espaco
com métrica de Minkowski, com campo de Weyl e sem torcao. Depois generalizamos a
abordagem removendo esta restricao na meétrica.

Como a equacao de Dirac generalizada para a geometria de Weyl através do acopla-
mento minimo na lagrangiana nao depende do campo de Weyl?, concluimos que, nessa
abordagem, o campo de Wey nao serve para confinar particulas. Porém, podemos analisar
o confinamento via Weyl usando acoplamento na equacao, ou seja a equacao obtida na

sub-se¢ao 7.5.2.

Modelo inspirado no modelo de Rubakov

Considere uma variedade de Minkowski de dimensao 5 e uma subvariedade de dimensao
4. Admita que nesta variedade a contorcao é nula, o campo de Weyl depende s6 da
dimensao extra, ou seja, 0g = 01 = 09 = 03 = 0 e 04 = o4(z*) = 04(]) (usaremos [ ao
invés de x1); além disso o é integravel, isto ¢, 0 = d¢. Admita, também, que possamos
definir uma quinta matriz de Dirac por? —5®, onde ¥ = —iy©~1~(2)4G) (lembre-se,
os parenteses representam as componentes na base de tetradas). Naturalmente, teremos
o equivalente na base de coordenadas, v* = —i7*, onde 7* = —iy%y19243. Todavia,
como pretendemos trabalhar em Minkowski-Weyl, a tetrada sera trivial, o que implica
que podemos usar base de tetradas e de coordenadas indiscriminadamente. Além disto,

no modelo de Rubakov nao h4 campos eletromagnéticos, logo A, = 0. Usando estes fatos

em 7.88, ficaremos com a seguinte equacao

3Veja a sub-secdo 7.5.1.
4E facil verificar que esta matriz satisfaz a algebra de Clifford.
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V"0,V —ioy(1)y' W — m¥ = 0. (8.9)

Sem nenhuma perda de generalidade, podemos escrever ¥ como

T = ?Wy, (8.10)

Substituindo (8.10) em (8.9), ficaremos com

yH [0454H¢e¢ + e‘ﬁauw] — iy e’ — mipe? =
oy + iy Ob — oy —myp =0 =

iy 0, —map = 0. (8.11)

Admitindo que as solucoes de 8.11 sao normalizaveis, onda plana por exemplo, podemos
escolher ¢ em 8.10 de forma conveniente para assegurar que VW va a zero quando [ se
desvia de zero. Isto porque 11, sendo normalizavel, ndo diverge para o infinito quando
[ — +00. Como exemplos, poderiamos tomar ¢ = —I?, » = —I* etc. Na verdade qualquer

funcao par tal que sua exponencial fosse para zero quando [ se desvia de zero confinaria.

Modelo mais geral com Weyl

Com o objetivo de ser mais geral, procuramos agora analisar a possibilidade do con-
finamento sem a necessidade de impor nenhuma restricao a métrica. Para alcancar esse

objetivo, iremos admitir apenas que a equacao
i (aa+ fa) W —map =0, (8.12)

onde faz % (63/\,(1 [vx, YB]+ fﬁAw [%77#]), tem solucoes que nao divergem com termos

@)% A a0 acima ¢ a0 de di
. equagao aclma € exatamente a equagao de dirac em um espago curvo

do tipo e
sem torcao e nao-metricidade. Portanto, esta imposicao acaba sendo natural. Entretanto,
estamos interessado na anéalise do confinamento via Weyl e, conseqiientemente, temos que
lidar com a equacao de Dirac na geometria de Weyl. Neste caso, a equacao de Dirac com

campo de Weyl e sem torcao obtida com o acoplamento na equacao tem a seguinte forma

¢ n—1
i (aa+ r, —— y aa> U —ml =0, (8.13)
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onde n é a dimensao do espaco. Repetindo o mesmo procedimento anterior, podemos

definir

T = el Do/, (8.14)

Substituindo (8.14) em (8.13), obtemos (8.12). Como admitimos que 1 nao diverge mais

2 . . .
@)” podemos escolher um ¢ conveniente para induzir o confina-

rapidamente do que e
mento. O fato das soluges da equagao (8.13) nao divergirem para n = 4 [170, 171, 172,
173, 174, 175, 176, 177, 178, 179, 180, 181, 182] torna a hipotese da convergéncia de 1
bem razoavel, mesmo que n > 4. Como um exemplo particular, considere um bulk em 5

dimensoes e

¢ = —1% (8.15)
onde [ é a coordenada da quinta dimensao, como no caso abordado anteriormente. Com
esta escolha, terfamos WU = e‘lQEzZJ. Uma vez que lginoow < 612, a probabilidade de
encontrarmos a particula fora da hipersuperficie definida por [ = 0 é zero. Perceba que

este procedimento generaliza o adotado no inicio desta sub-secao.

8.2.2 Confinamento via torcao

Analisaremos agora a possibilidade de confinamento usando a torcao. Primeiro anali-
samos a possibilidade de confinamento com o acoplamento minimo direto na equacao de

Dirac, depois analisamos o caso do acoplamento na lagrangiana.

Acoplamento na equagao

Diferentemente do exemplo de confinamento com Weyl, ja iremos tratar do caso da
torcao de forma mais geral, ou seja, adotaremos desde do inicio um espaco-tempo n-
dimensional com uma tor¢cao dada em uma forma particular, porém sem nao-metricidade.
Por esta razao, torna-se desnecesséario qualquer referéncia ao modelo de Rubakov.

Da equagao (7.83) e da definigao de conexao afim, podemos escrever

it (aﬁ fu) s émeﬂ[fya, VU — mw =0, (8.16)

onde fizemos Nysy e A, iguais a zero.

Se tomarmos a tor¢ao na forma

B = o (050 — 9305 (8.17)
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onde f, = df(x)/0z", a contor¢ao ficard (veja (4.14))

Kops = fv (9andf — 9usdy) - (8.18)

Podemos simplificar o termo de (8.16) que contém a contor¢ao da seguinte maneira

1 (07 1 v 1% (03
s Kaws?" [y 7] = ofv (9au% — guadi) Y1 7]

= %fu (val¥*, 71 = 7817", 7))

1 (03 12
= Zfﬂah ol

n—1,
- 2 fV’Y7

onde usamos 7,7'7* = (2 — n)y” da pentltima para a ultima linha. Substituindo esta

simplificacao em 8.16, ficaremos com

(n ; Vv —mw =0, (8.19)

i (O T,) W +i

Adotando um procedimento semelhante ao anterior, ou seja, definindo ¥ = @D(x)e_(”_l)f(xm

e substituindo em 8.19, chegaremos a

iy (aﬁ f“) b —mab =0 (8.20)
e, portanto,
TU = - DI@y,
com lliin D) < € neste caso | = {z*,2°, ..., z"1}. Uma escolha conveniente para f(z)
—>00

permitira o confinamento das particulas na brana [ = 0.

Ao ver o método aqui utilizado, o leitor pode estar sentindo-se tentado a usar este
método para resolver a equacao de Dirac com o campo eletromagnético, aqui represen-
tando por A,. Infelizmente este método nao funciona para A,, pois este tensor nao pode
ser integrével, uma vez que a condicao de integrabilidade implicaria em 0,4, — 0,4, =
tensor do campo eletromagnético = 0. A seguir, analisamos o caso da geometria de Lyra.

E possivel obter um confinamento semelhante ao obtido acima através da geometria
de Lyra. No caso do acoplamento na equagao, consideramos a equagao (8.16). De (4.39),

teremos

% ~USV % SV 1 ~ ~ - ~ - NI 2N
Ku,u)\f)/lu’y 7)\ = _K)\,uuf)/ufy 7/\ = _{é(g,u)\ﬁu - guuﬁ)\) + g)\,u<a 1),1/ - g/u/(a 1),)\}7#7 ’VA =
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_{%(@’%:YV:Y’\ — A7) + (@) AT A — (a‘l),AnfyA} —
_{%[61/(2 - n)ﬁ/l’ - nﬁu’?y] + (2 - n) (a_l),u'?y - n(Oé_1>,l/’~yV} —

(n—1)BA4" +2(n—1)(a"),7, (821)

onde usamos 77 = (2 — n)y” e f(l,u,\ = —[N(AW. Com a nao-metricidade nula, a

equacao de Dirac pode ser escrita na seguinte forma
iV (D4 T,) W + ikauﬁaﬂaﬂdﬁw — U = 0. (8.22)

Usando (8.21) e 3#¢, = 40, — a1, = v*9,, ficaremos com

(n—1)i

1 (n—1)i (@) | U —m¥=0. (823)

a0, + iyt fﬂu U+ 5

8" +

Se admitirmos que (3, seja integravel, podemos deriva-lo a partir de um gradiente e, con-
seqiientemente, poderemos proceder como no exemplo anterior. Neste caso, se tomarmos

B, = a~t0B/dz" e fizermos a substituigao
_ —2=1(B—2Ina)
U = e (8.24)
reduziremos a equagao (8.23) para
i3 9 + iy T\ b — map = 0. (8.25)

Novamente uma escolha conveniente da tor¢ao permitird o confinamento.

Acoplamento na lagrangiana

Neste caso, é impossivel usarmos o método que usamos com o acoplamento na equacgao,
pois, contrariamente a y4[yZ, 7] (4, B e C quaisquer), as matrizes y4y5~Cl sio os
geradores I'{ da algebra de Clifford, logo sao linearmente independentes dos I'¢ ~ v%. Tsto
significa que ndo conseguiremos encontrar uma contorcio Kapc que reduza yA~5, ~C]
a v, como fizemos anteriormente. Por esta razdo, nos limitaremos aqui a descartar

possibilidades de confinamento.

Campos escalares
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Usando o acoplamento na lagrangiana, podemos afirmar que a tor¢ao e a nao-metricidade
(Weyl é um caso particular de nao-metricidade) ndo sdo capazes de confinar particulas
escalares, pois elas nao sentem nem a tor¢ao e nem a nao-metricidade |23, 8, 91, 183].
Estas particulas se comportam como se estivessem na geometria riemanniana, mesmo que
0 espaco-tempo nao seja riemanniano. Como foi mencionado em [23], pagina 26, topico

3, campos escalares nao acoplam com a tor¢ao.
Campos nao-escalares

Para o caso de campos espinoriais sem massa que satisfazem a condicao de Weyl, %(1 +
3)h = 1, (neutrinos tidos como sem massa, por exemplo) o termo na equagao de Dirac
devido a tor¢ao é nulo [2], logo, ndo ha possibilidade de confinamento via tor¢ao neste caso.
Além disto, ndao ha a menor possibilidade de usarmos a nao-metricidade para confinarmos
particulas, pois a equacao de Dirac com o acoplamento na lagrangiana nao depende deste
tensor (a lagrangiana também é independente da nao-metricidade). Também podemos
verificar que a 1-forma 3 da geometria de Lyra® nao altera a equacdo de Dirac e, con-
seqiientemente, nao fornece a possibilidade de um confinamento. Para verificarmos esta
altima afirmagcao, considere a contor¢ao dada por (4.39). Neste caso, teremos

. 1 R

K,\W”Y[“”VVV/\] = {§ (GurBy — GuwBr) +

e, — §W<a*1),x}v[“v”7” =0,

onde o zero é uma conseqiiéncia imediata de que qualquer termo com contracao dos indices
de v ~#4¥ sera nulo. Da equacdo (7.88), vemos que o termo acima computa todas as

contribuigoes da tor¢ao para a equacao de Dirac com o acoplamento na lagrangiana.

8.3 Consideracoes finais

Para finalizar este capitulo, vamos fazer as seguintes perguntas sem a pretensao de
respondé-las. Qual das duas equacoes de Dirac, (7.80) ou (7.84), é a correta? E possivel
construir um modelo com um campo de Weyl dado por (8.15), ou similar, e com a equagao
generalizada de Dirac dada pelo acoplamento na equacao? E possivel construir um modelo

com uma contor¢ao dada por (8.18), ou similar, e com a equacao generalizada de Dirac

5Veja detalhes sobre essa geometria na secao 4.7.8.
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dada pelo acoplamento na equacao? Em termos do acoplamento na lagrangiana, seria
possivel encontrar uma densidade de spin que, através da relagao (7.91), desse origem a
uma torcao que confinasse os férmions na brana?

Um problema que a primeira pergunta feita acima traz estar relacionado com o fato
do principio variacional mais aceito na literatura, e de certa forma o mais convincente,
ser incapaz de reproduzir a equacao (7.83), a nao ser que tomemos uma lagrangiana nao
auto-adjunta como (7.85). Este principio parte de um fato 6bvio, a conexao afim wa,p
nao tem nada haver com a métrica g,,, que possua vez nada tem haver com 1, com a

4. nem com 1 etc. Portanto, as variacoes dessas variaveis sio independentes.

1-forma e
Os modelos obtidos a partir deste principio, como dito no capitulo 4, sao denominados
MAG (Metric Affine Gravity). Entretanto, ha outras propostas na literatura, como por
exemplo® a TEATG ( Transposed-Equi-Affine Theory of Gravity) [40].

As outras perguntas feitas acima trazem tantos problemas atona que, s6 para discutir-
mos uma delas, seria necessario escrever outra tese sobre o assunto. Entretanto, podemos

ver todas essas dificuldades como problemas para ser abordados no futuro como uma

continuidade natural desta tese.

SEm [142], os autores provam que a TEATG ¢ incompativel com os experimentos gravitacionais rea-

lizados no sistema solar.



Capitulo 9

Conclusoes e Perspectivas

A riqueza que as geometrias nao-riemannianas trazem para a fisica é indiscutivelmente
benéfica. Mesmo que nao haja nenhuma evidéncia experimental para consideramos geome-
trias com torgao, nao-metricidade etc, vimos nos capitulos 4 e 5 o quanto tais geometrias
despertam o interesse dos fisicos. Influenciados por esse interesse, abordamos o problema
do confinamento de particulas em hipersuperficies de um espaco de dimensao maior do
que quatro através de mecanismos geométricos: métrica, campo de Wey, e tor¢ao. Di-
vidimos essa abordagem em duas: o confinamento classico, através de autoparalelas, e o
confinamento quantico, através da equagao de Dirac. Os confinamentos cléssicos com a
métrica e o campo de Weyl ja tinham sido realizados em [150] e [148], respectivamente.
Portanto, o que ha de novo nesta tese é o confinamento classico com torcao, apresentado
no capitulo 6, e os quanticos, apresentados no capitulo 8. Além destes, o teorema sobre
imersao de uma variedade riemanniana em outra de Riemann-Cartan apresentado na se-
¢ao 6.1 também é um resultado novo. Abaixo descriminamos em detalhe os resultados

obtidos.

i Na secdo 6.1 demonstramos que dada uma variedade de Riemann-Cartan M de dimen-
sao m, ¢ possivel termos uma subvariedade M de dimensao m, onde m > m, tal
que a torcao de M induzida em M seja nula. Também demonstramos que nio é
possivel o contrario, ou seja, uma variedade de Riemann-Cartan mergulhada em

uma riemanniana.

ii No capitulo 6, fizemos a analise sobre a possibilidade de confinarmos as curvas auto-
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paralelas utilizando apenas a contor¢cao. Chegamos ao resultado de que, nao s6 é
possivel confinarmos essas curvas, mas com também concluimos que o tipo de con-
finamento ¢ essencialmente o mesmo dos obtidos em [150] e [148] com a métrica e
Weyl, respectivamente. Para ser mais preciso, demos exemplos do confinamento de
autoparalelas tipo tempo e tipo luz via tor¢ao. A importancia deste resultado para
o confinamento de particulas esta relacionada a crenca que alguns autores tem na
idéia de que as autoparalelas devam ser as equacoes de movimento de uma particula

[14, 84, 38, 85].

iii Adotando o principio do acoplamento minimo direto na equacao de Dirac em Min-
kowski, tomando um espago-tempo de dimensao cinco, e adotando um modelo si-
milar ao de [5, 4] para contornar o problema da dimensdo impar', demonstramos
que o campo de Weyl pode ser usado para manter férmions confinados em uma
brana de dimensao quatro. Chegamos a conclusao de que varias escolhas simples
para o podem ser feitas com o intuito de realizar o confinamento. Podemos, por
exemplo, tomar o = —[2. Pelo procedimento que adotamos, ficou claro que a gene-
ralizacao para outras dimensoes é trivial, o que elimina a necessidade de usarmos a
idéia contida em [5, 4] para definir as matrizes de Dirca em espagos com dimensao

impar?.

iv Também usando o acoplamento minimo direto na equacao de Dirac, mostramos que
Y 6] R a NV o SV A 1 Y

para uma tor¢ao dada por 7%, = f, (55 I 5;/56)’ os férmions serao confinados na

brana quadridimensional caso tomemos um f conveniente. Ficou claro, por sua vez,

que sao varias as possibilidades de um f que confina. Essa riqueza de opcoes é boa,

pois ela aumenta a possibilidade de encontrarmos um modelo fisico que reproduza

tal escolha de maneira natural.

v Ainda com o acoplamento minimo direto na equacao de Dirac, demonstramos que o
campo de Lyra, quando integrivel, permite o mesmo tipo de confinamento obtido

com a escolha que tinhamos tomado para a torcao.

vi Embora nao tenhamos conseguindo nenhum exemplo de confinamento com a equacao

de Dirac obtida a partir do acoplamento na lagrangiana, assim como nao conse-

!Definir as matrizes de Dirac em um espaco-tempo de dimensdo impar.
2Neste caso, poderiamos tomarmos um bulk de dimensao par.
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guimos nenhum exemplo de confinamento com a equac¢ao de movimento classica na
teoria de Einstein-Cartan (E.29), fomos capazes de excluir a possibilidade de confi-
namento via certos campos. Nesta abordagem, campos escalares nao acoplam nem
com a tor¢ao nem com o tensor de nao-metricidade, logo, nao é possivel confinar
particulas sem spin usando tor¢cao ou a nao-metricidade. Também verificamos a
impossibilidade de confinar campos espinoriais sem massa que obedecam a condi-
cao de Weyl % (1 + %)% = 1, neutrinos por exemplo. Provamos que a equagao de
Dirac em questao nao depende da tor¢ao de Lyra, logo o campo de Lyra nao pode

ser usado para confinar férmions.

Durante o desenvolvimento desta tese, varias linhas de pesquisa puderam ser vislum-
bradas. Elas sao tantas que faz-se necessario separa-las em pelo menos dois grupos: as
ligadas diretamente com esta tese e as ligadas indiretamente. Como perspectivas dire-
tamente relacionadas ao objetivo desta tese, podemos citar a possibilidade de analisar o
confinamento de particulas no contexto classico usando a abordagem mais comum na lite-
ratura |2, 41, 23, 7, 1], ou seja, ndo postulando que particulas seguem autoparalelas. Neste
caso, poderiamos analisar a possibilidade de solugoes para a equacdo (E.29) que manti-
vessem as particulas com spin confinadas. Poderiamos também analisar a versao quantica
dessa abordagem, equacao (7.80). Além disso, seria interessante procurar um modelo fi-
sico que fornecesse uma torcao e um campo de Weyl com as caracteristicas indicadas em
iii e iv. Com relagao ao outro grupo, poderiamos analisar o problema da equacao de mo-
vimento tanto na geometria riemanniana quanto em uma geometria mais geral, ver com
mais rigor a questao do principio variacional em geometrias nao-riemannianas, analisar a
correlagao entre o acoplamento minimo e o principio da equivaléncia em geometrias como

a de Weyl e de Riemann-Cartan etc.



Apéndice A

Notacao

A.1 Notacao

Nesta tese sao usadas as seguintes convengoes:

i Os indices holonomicos (indices de coordenada) sao indicados por letras gregas mints-
culas, pu, v por exemplo. Estes indices variam de 0 até n — 1, sendo n a dimensao

da variedade, porém quando com barra, p, variam de 0 até n — 2.

ii Os indices ndo-holonémicos (indices de tetrada) sdo indicados por letras romanas maits-
culas, A, B por exemplo. Estes indices variam de (0) até (n—1), sendo n a dimensao
da variedade, porém quando com barra, A, variam de (0) até (n — 2). Perceba os
parentes, pois eles distinguem A° (na base coordenada) de A (escrito na base de

tetradas).
iii Os indices espinoriais sao indicados por letras romanas minusculas, a, b, ¢ por exemplo.

iv As partes simétrica e anti-simétrica das componentes de um tensor sao indicadas por

() e [], respectivamente. Exemplo: Ay = 5 (A — Apa)-

— 60123 = 1.

v O simbolo de Levi-Civita é definido como €g123 O tensor totalmente

anti-simétrico é definido por €123 = 1. Para maiores detalhes, veja a secao B.5.8.

vi A métrica em coordenadas é indicada por g, ja na base de tetradas ela é indicada por

n.

vii As tetradas sdo representadas por e4 = €,"0,, ja a base dual et = eAde“.
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(193]

viii A convenc¢ao das componentes da conexao é V,0, = F’\Wé?,\. Usamos o para

C
indicar as componentes da derivada covariante riemanniana, que usa apenas [" , ja

0 “;” é usado para indicar as componentes da derivada covariante que usa a conexao
afim e que “atua apenas em indices gregos”, enquanto que “|” é usado para indicar
as componentes da derivada covariante total, que usa a conexao afim e “atua em

todos os indices”.

ix A torgao é denotada pela letra T' e definida por T(V,U) = VU — ViV — [V, U]. Por

A

sua vez, as componentes sao definidas como 7%, =< dz*,T(9,,0,) >=T1%,, -1, ..

x O simbolo de Christoffel é denotado por f . De maneira geral, grandezas que dependem
apenas dos simbolos de Christoffel sao denotados com um “c” sobre a letra. Por
exemplo o tensor de Eintein em termos de lc“ ¢ denotado por (c} . No caso da
conexao que contenha tanto o simbolo de Chirstoffel quanto nao-metricidade, os
elementos sao indicados com a letra “N” em cima, ]I‘V , év;’ etc. A parte que depende

apenas da nao-metricidade é indicada com “n”, 1z , & etc. No caso da conexao que

t t
contenha o simbolo de Christoffel e a contor¢ao, usamos “t”, I' , G etc. A conexao

total é indicada apenas por V.

(r,*+1,*=1",). Como

xi O tensor de contorgao é definido como K* ww = -3

oA L) CA A
conseqiiéncia, teremos I' |, =I",, +K7,,.

%
xii O tensor de Riemann ¢é definido como R(V,U)W =V, VyW — VyVyW — Vi W.
Na base de coordenadas, R*,,, =T*  —I'* 419 T* —T% T%  onde R*, =<

ap,o
dz*, R(Da,0,)0, >.

xiii O tensor de nao-metricidade é definido como N(U,W,V) = Vyg(U, W) (N, =
gul/;A)-

CA

n
. . < A
xiv De maneira geral, as componentes da conexao tém a forma FAW =I",, + I,

+K)\W = %ng (g;w,u + Gvopu — guu,a)“‘%g)\g (_Naw/ - Nvau + NWU>_%(TW )\—I_Tyu A

T*,,), onde T* =< da*, V0, >.
xv O tensor de Einstein ¢ definido como G, = R, — %gwR.

*
xvi Define-se por conveniéncia a seguinte derivadaV,= V, + T)\u/\'
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A

xvii A conexdo 1-forma é definida como w5 = w - ze”, onde w? ; satisfaz as equagdes

de estrutura de Cartan.
xviii O tensor de energia momento métrico T*” é definido por T*" = ﬁ5\/—g£nz/5gﬂy.

ixx O tensor do momento angular de spin (tensor de densidade de spin dinamico) S+«

é definido por S*P = —Lipnloyrafly e U = X5 (L) /6 Ko,

A.2 Notagao do artigo [1]

No artigo [1], os autores adotam a seguinte notagao:

al Os indices holonémicos (indices de coordenada) sdo indicados por letras romanas

mintusculas, i, 7, k, por exemplo. Estes indices variam de 0 até 3.

a2 Os indices nao-holonémicos (indices de tetrada) sao indicados por letras gregas mi-

nusculas, «, 3, v, por exemplo. Estes indices variam de 0 até 3.

a3 As partes simétrica e anti-simétrica das componentes de um tensor sao indicadas por

() e [J, respectivamente. Exemplo: Apy = 5 (Aap — Aba)-

a4 O simbolo de Levi-Civita é definido como €jj93 = €123 = —1.

ab Usa-se a letra ¢ tanto para a métrica em coordenadas quanto para a métrica na
base de tetrada, ou seja, gi;; = ¢i;(z) € gog = diag(—1,1,1,1). Neste caso, ds* =
—gij(z)dz'da?.

a6 As tetradas sdo representadas por e, = ¢',0;, ja a base dual §° = e,*dz".

a7 A convencao das componentes da conexao é Fk’ij =< da*, V5,0, >.

a8 A torcao ¢ denotada pela letra S e definida por S;;* = § (T*;; — I';;) = ', ;;. Também
é utilizado um tensor de tor¢ao modificado T;; ¥ =T, + 25k[i5j]ll'

a9 O simbolo de Christoffel é denotado por {};}.

a10 O tensor de Contorcio é definido como K;¥ = —S;;¥+ 5% — S¥ .. Como conseqiién-

cia, teremos I'*;; = {};} — K;* (sem considerar o tensor de nao-metricidade).

all O tensor de Riemann é definido como Rijk b= 28[1»1#].},9 + ZFIMm "|‘j]k,.



APENDICE A. NOTACAO 133
al2 O tensor de nao-metricidade é definido como Q;jr = —V,gji.

al3 De maneira geral, as componentes da conexao tém a forma
TF5 = " A (50agbc — GeaSay * + 5 Qabe), onde A = 696767 + 670705 — 670%0¢.

al4 O tensor de Einstein é definido como G;; = R;; — %ginkk, onde R;; = Ry, k.

al5 Define-se por conveniéncia a seguinte derivada %k: Vi 425, "

al6 A conexdo 1-forma é definida como w’y = I ;0% onde deg = —I",;da’e,.

al7 O tensor de energia momento métrico o é definido por ec” = 2§¢/dg;;, onde ¢ é a
lagrangiana e e = /—g.

al8 Define-se a energia potencial de spin ,ukij por eukij = 0¢/0S,; k.

a19 O tensor do momento angular de spin 77 ¢ definido por er,” = 0L/0K,; *.

a20 O tensor de energia momento total X% é definido por X% = 0% — v, u*. A razio

do porqué usar este tensor é dada na secao C pagina 399 de [1].

A.3 Notacao de [2]

No livro [2], os autores adotam a seguinte notagao:

b1l Os indices coordenados sao indicado por letras gregas mindsculas, os de tetradas sao
indicados por letras romanas mintsculas, e os indices espinoriais sao omitidos. Os

indices coordenados e de tetrada variam de 1 até 4, sendo 4 a coordenada temporal.

b2 As partes simétrica e anti-simétrica das componentes de um tensor sao indicadas por

() e [], respectivamente. Exemplo: Ap) = 35 (Aap — Ava)-

b3 O tensor totalmente anti-simétrico é denotado por e*?* e definido com ¢'** = +1.

Observagao: o tenso totalmente anti-simétrico nao é o simbolo de Levi-Civita, € # e.

Ay

b4 A convengao das componentes da conexao é Vs, 0, =1,

b5 A torcao é representada pela letra () e é definida como Qaﬁ“ = F[aﬁ]“. Os autores
também fazem as definigoes Q, =Q,," e Ty, = Q,,,“+0,0Q, — 0;Q,, onde T, * &

conhecido como o tensor de torcao modificado.
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b6 O tensor de densidade de spin para um campo de Dirac escrito na base de tetradas é

dado por §%¢ = —iyylaybydy,

b7 A agao de Einstein-Cartan é escrita na forma S = [ d*x —g[%(iﬂ, Vi, g)—iR(g, Jg, Q)]
onde a%(i/}, Vi, g) é a lagrangiana da matéria.

b8 Define-se por conveniéncia a seguinte derivada %a: Va+20Q,.
b9 O simbolo de Christoffel é representado por {},}.

b10 O tensor de Contor¢ao ¢ definido como Ku5, = —Qapu — Quas + @sua = Kafy-
Como uma conseqiiéncia, teremos F’\W = {QV} - K WA (sem considerar o tensor de

ndo-metricidade).

b1l O tensor de Riemann é definido como Rawﬁ = 0,0

L, BFQMP.

B _ B B —
v aVFap _'_Fap Fuup

b12 O tensor de nao-metricidade é definido como Nva = guv;a-

b13 De maneira geral, as componentes da conexao tém a forma F,Wﬁ = {ﬁ,,} - K, A

V, 2 ondeV, #=2(N," =N, —~NJS)el,l=<di? V,0,>.

b14 O tensor de Einstein é definido como G, = R,,, — %gwR, onde R, = R, °.

apy

v
av

b15 Define-se por conveniéncia a seguinte derivada %a: Va+2Q,, onde Q, = Q

b b

b16 A conexao l-forma é definida como w® = w#“bdx”, onde w,"” & conexao nao-holonoémica

ik __ i, vk a vk i
de Lorentz, w ™ = e, "¢, * —e"0ye,".

, (=%)
V-9 dghv

b17 O tensor de energia momento métrico 7}, ¢ definido por 7}, =

b19 O tensor do momento angular de spin (tensor de densidade de spin dinamico) S+«
é definido por
SHbe = \/%5 (w/—gc‘%> J0K o5, pagina 241.

b20 O tensor de energia momento total (candnico) 6 & definido por O = TH+ v,

(SHve — Sver Sy pagina 242 do livro.
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A.4 Algumas relagoes entre a notacao da tese e a de [2]

Notagao de [2]

Notagao da tese

F,uz/)\ =< dJIA,VaMaV >

=, =< di*, V0, >

RaﬁﬂyErﬁuV’a... :RUILLaﬁEFVﬁ,LL,O{"'
Rﬁ# = Raﬁ,ua = RN/B = Rauaﬁ

Gou = Rpu — 598, R

= Gup = Ryup — %guBR

s = [ d'oy=g{ % - LR}

S = [d'oy=g{R+ XL}

0(v/—gR
G = v/ =9Gu

6(v/—gR
= 2 = V=gGu

A — A _1px A
Qu” =T = 3w =
Kaﬁu — T Bpap
THBo = Jonb
O,uu = 01/[1,
SonB — _%Efy[ofyufyﬂw — goub

Nesta secao apresentamos a relagao entre a notagao adotada nesta tese e a do livro

2].



Apéndice B
Formas Diferenciaveis

Neste apéndice, nos limitaremos apenas as ferramentas matematicas que sao impor-
tantes para a compreensao desta tese. Seguindo esta linha e com o objetivo de nao deixar
o texto denso, cheio de definicbes matemaéticas, que o leitor provavelmente ja viu ou pode
consultar em qualquer livro de matematica, usaremos apenas a terminologia essencial para
a compreensao do que esta sendo feito e, sempre que possivel, redirecionando o leitor a

literatura adequada para um maior aprofundamento.

B.1 Variedades

Variedades sao generalizacoes da concepcao intuitiva que temos sobre curvas e super-
ficies. Nesta generalizagao, o grau de liberdade torna-se arbitrario, ou seja, podemos ter
variedades de qualquer dimensao; uma variedade de dimensao 1 é uma linha, de dimensao
2 uma superficie no sentido usual (uma esfera, por exemplo), variedades de dimensao 3
ja representam volumes (o espaco euclidiano, por exemplo), todavia dimensoes maiores
j4 nao permitem tais visualizacoes. Além disto, as variedades podem manifestar outras
propriedades estranhas a nossa intuicao como, por exemplo, curvatura e torcao. Por sua
vez, estes fatos nao impedem o mundo no qual vivemos de ser descrito por uma variedade
de dimensao maior que 3 e com caracteristicas desconhecidas da intuicao que adquirimos
com os nossos sentidos. Para se convencer disto, basta ter em mente que sé seriamos ca-
pazes de ter alguma intuicao sobre o fato do tempo nao ser absoluto se os nossos sentidos
fossem precisos o suficiente para detectar as dilatagoes do tempo na escala de velocidade

que experimentamos ou, se vivéssemos em uma escala de velocidade proxima a da luz.
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Assim sendo, nao podemos deixar que as limitacoes de nossos sentidos e, conseqiiente-
mente nossa intuicao, limite a nossa descricao matematica do mundo que vivemos. O
leitor interessado na definigao formal de variedades pode consultar a se¢do 5.1.2 de [39].

Para entendermos bem como funciona todo o aparato matematico envolta de uma
variedade, precisamos ter em mente que, por mais astutos que sejamos, em geral nao
seremos capazes de realizar calculos sobre a variedade em si. De fato, o que fazemos é
identificar a vizinhanca de um ponto da variedade ao que chamamos de plano tangente,
que nada mais é do que um espago vetorial' de R" (n sendo a dimenséio do plano tangente,
menor ou igual a da variedade). Portanto, as contas sao feitas sobre o plano tangente
a variedade em um dado ponto, nao sobre a variedade. Esta claro que, se a variedade
coincide com o plano tangente, entao, podemos dizer que estamos fazendo as contas
sobre a variedade (exemplos disto sdo: plano tangente a uma superficie bi-dimensional
plana, plano tangente ao espago euclidiano etc). Tendo isto em mente, é facil entender o
significado geométrico tanto da curvatura quanto da torcao apresentados nos capitulos 2
e 4.

O plano tangente & uma variedade M no ponto p é o conjunto de vetores tangentes a
curvas contidas em M e que passam pelo ponto p. Este conjunto é denotado por TprM
(veja figura B.1).

Na figura B.2, esbocamos o fato de que estamos sempre associando as contas feitas
no plano tangente com a variedade por meio de uma funcao através de um processo
chamado tmersao. Obviamente, para que esta associacao seja considerada uma imersao,

é necessario que certas condicoes sejam satisfeitas?.

B.2 Vetores

Aqui, vamos definir o conceito de vetores independentes de base. Para tal, definiremos
os vetores como sendo escalar, ou seja, eles nao mudarao frente transformacoes de coor-
denadas. Além disso, os vetores serao definidos a partir do conceito de curva que, para
nos, ja esta entendido.

Considere uma curva «(t) contida em uma variedade M e uma fungdo f : M — R,

!Espaco dotado de vetores que obedecem a 8 propriedades. O leitor interessado pode verificar estas

propriedades em [15]
2Para maiores detalhes, veja pagina 11 de [16] e/ou secdo 5.2.7 de [39)].
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Figura B.1: Os vetores tangentes as curvas que passam pelo ponto p definem o que

chamamos de plano tangente, denotado por T, M.

) espago plang

/

7

_/ o

Figura B.2: Nesta figura, um contorno infinitesimal nas vizinhancas de um ponto p da variedade M é expresso no

espaco plano tangente a M em p. Note que a curva no espac¢o plano nao necessariamente se fecha.
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onde t € R. A medida da variagdo de f ao longo da curva a no ponto p é

df (a(?))
dt tp

onde a(t,) = p. Com « escrita na forma paramétrica, «(t) = (z'(¢t), 2*(¢), ..., z™(t)), onde

(B.1)

n é a dimensao de M, podemos usar a regra da cadeia e escrever a expressao acima na

forma

Of da(a(t))

— B.2
oz dt tp (B.2)

A partir da expressao acima, fazemos a definicao de vetores independente de base por

X =X (B.3)

0
O’
onde X¢ = %. Estamos omitindo o fato deste vetor ser avaliado no ponto p. To-
davia, como o ponto p é arbitrario, podemos generalizar a definicao para qualquer ponto
da variedade M e, conseqiientemente, tratar X como um campo vetorial. Perceba que,

com a definicdo acima, podemos ver o vetor X como sendo um operador que atua sobre

o conjunto de fungoes diferencidveis de M. Desta forma, adotaremos a seguinte notagao

X[f] = X"0.f, (B.4)

onde em X[f] lé-se X aplicado em f. E facil verificar que estes vetores sdo independentes

da base na qual sao escritos. Para tal, basta notar que, frente uma transformacao de

6:L,/V
Ozt

ozt

coordenadas =& — 2/%, X" = Oz’

X* enquanto que 0/, = 0,. Fato este que, pela

regra da cadeia, leva a X' = X.

B.3 1-Formas

O fato de T, M ser um espaco vetorial garante que existe um conjunto de funcionais
lineares® cujos elementos levam valores de T,M nos reais. Este conjunto é denominado
espago cotangente, ele serd denotado por T,M™ e, sempre que possivel, seus elementos

serao indicados por letras gregas, w : T,M — R. Dar-se varios nomes aos elementos do

3Um funcional linear F é uma fungdo que satisfaz as propriedades F(V + W) = F(V) + F(W) e
F(A\V) = AF(V), onde V,W sao vetores e A é um escalar.
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espaco cotangente: vetor dual, vetor cotangente e 1-forma. Aqui, nos referiremos a estes
elementos por 1-formas. Como exemplo de uma 1-forma, considere a diferencial de uma
fungao f, df. Como a agao de V sobre f é V[f] = V“%, é natural definir a acao de df

sobre V' por

(af,Vy =VH of _ VIf]- (B.5)

Oxr
Base dual

Um fato importante sobre as 1-formas é que, dado uma base {es} de T,M, existe uma

base {e*} em T,M* tal que

<ef ey >= 0", (B.6)

Neste caso, {e?} ¢ dita ser a base dual de {e4}. Para o caso particular da diferencial dx*

e da derivada parcial 0/0z", teremos

< dz*,0, >= 6. (B.7)

Disto, percebemos que dz* é a base dual da base coordenada J,. Uma outra observa-
cao importante é que o espaco dual, necessariamente, tem a mesma dimensao do plano
tangente. Além disto, dado uma das bases a outra fica determinada univocamente via a
expressao acima.

Através da definicao da aplicacao de um vetor em uma 1-forma e de uma 1-forma em
um vetor, ¢ facil concluir que para obtermos as componentes de destes objetos em uma
dada base basta aplicar um objeto no seu dual. Exemplo: seja a 1-forma w = w,dz".
Para obter a componente de w na base coordenada dx*, basta usarmos a base dual de
dxz*, ou seja, 0,. Neste caso, teremos < w, 0, >=< w,da",0, >= w, < dz",0, >= w,.
O contrario também é trivial. Se V = V0, é um vetor, entao < dxz*,V >= V* (veja

(B.5)).
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Produto exterior

Definicao B.3.1 Sejam duas 1-formas w e o definidas em T,M*. A aplicagao w A o :
T,M x T,M — R, onde x significa produto direto*, definida por

WAV, W) = (w, V) (0, W) — (0, V) {w, W), (B.8)

onde V,W sao vetores quaisquer de T,M, é chamada de produto exterior.

B.4 Tensores

Nesta secao, definimos o objeto matematico conhecido como tensor. Este objeto tem
sido de grande importancia para fisica, pois, permite que expressoes matematicas e equa-
coes fisicas sejam escritas de forma a serem independentes do sistema de coordenadas que
é adotado. Em adicao a isso, temos o fato dele ser de facil manuseio e ser uma ferramenta
de aplicacao em praticamente, se ndo totalmente, todas as areas da fisica. Embora seja
muito comum na fisica o uso dos tensores de forma a eles dependerem da base na qual
estao escritos. Aqui, adotaremos o formalismo independente de base. Portanto, tensores

nao terao indices, mas suas componentes em uma certa base sim.

Definigao B.4.1 Um tensor do tipo (q,7) € um objeto multilinear que leva q elementos
de T,M* e r elementos de T,M em um nimero real. O conjunto dos tensores do tipo

) k. 4
(q,7) serd denotado por <7rp (M), e seus elementos podem ser escritos em termos das

bases descritas anteriormente como

0

__ rby...bg
T - T ai...ar 8xb1

® . ®dr" @ ... dx". (B.9)

O simbolo ® representa o produto tensorial, veja definicao em [15]. O leitor nao deve ficar
preocupado com o simbolo ®, pois ele serve apenas para organizar a atuagao do tensor
nos elementos de T),M e T,M*. Por exemplo, ao dizermos que um certo tensor é do tipo
A T,M* x T,M — R, estamos dizendo que ele atuard em uma 1-forma w e um vetor V,
onde V sera escrito ao lado direito de w. Em termos matematicos, A é escrito em uma

base {e,} e sua dual {e#} como A = A e, ®e" e sua atuacdo em V e w é escrita na forma

40 leitor pode encontrar a definicio de produto direto em qualquer enciclopédia de matematica, como

por exemplo [15].
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Aw,V)=Ate, ®@e"(w, V) = A", <w,e, >< e”,V >. Nesta tltima expressdo, observe
a ordem entre os termos entre paréntese (w,V) e a ordem da base e, ® e”. O primeiro
de um atua no primeiro do outro etc. De maneira geral, se tivermos um tensor do tipo
T:T,M*x...xT,M*xT,M x...xT,M — R, podemos escrevé-lo em uma base {e4}

e sua dual {e?} como
T = TAl"'A""Bl“_BreA1 ®...Q0e4,® = =
Organiza-se a atuagao de 7' nos elementos de T, M* e T),M na forma

T(wy,...,we, V1,..., Vo) = Tt BB, < Wi €4, > ...

<wgea, ><eP V> <PV >
Note que, apoés identificarmos quais elementos da base atuam nos elementos que estao
entre paréntese, eliminamos o simbolo ®, pois essa € a Ginica fun¢ao dele, ordenar a atuagao

da base. Escrevendo os ws e 0s Vs em termos das bases {e} e {e4}, respectivamente, a

expressao acima fica

T(wioowg Vi Vo) =T 0wy wgn, VP VP (B.10)

B.5 Formas diferenciaveis

Nesta secao apresentamos o formalismo de formas diferenciéveis e assim generalizare-

mos o formalismo apresentado na secao B.3.

Definicao B.5.1 Denomina-se de forma diferencidvel de ordem r todo tensor totalmente
anti-simétrico do tipo (0,71). E de costume nos referirmos a este tensor como uma r-forma
€ usaremos Q;(M) para representar o conjunto das r-formas definidas em um ponto p de

uma variedade M.

B.5.1 Produto exterior

Antes de definirmos o produto exterior, considere a seguinte definicdo: Dada a 1-forma

dx*, definimos o wedge product (que representaremos por A) por

dx" Ndz"? AN dat = Z sgn(P)dz"*® & dzHP® @ ... Q@ dxHP™), (B.11)
Pes,
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onde S, é o grupo simétrico de ordem r e P um elemento de S,; sgn(P) = 1 para
permutagoes pares e sgn(P) = —1 para permutacoes impares. Em termos praticos, a
expressao acima significa que devemos somar todas as permutacgoes possiveis, tendo como
ponto de partida dz"*® ® dz#P® ® ... ® dx"P®, colocando “+” sempre que a troca for

par e “—” quando a troca for impar. Exemplo:

dz" A\ dz” = dat @ dx¥ — dx¥ ® da*,
da* A dz* A dz¥ = dz @ dat @ da® + da’ @ da? @ dx”
+do* @ dx¥ @ dx? — dz @ dz¥ @ dat

—dr" @ da* @ dx¥ — dz¥ @ dz* @ da.

Da defini¢ao acima, é facil verificar as seguintes propriedades:

dz" N ... ANdxtm =0, se algum indice for repetido.
dztt Ao AN dat = sgn(P)dzHPO A LA datPe,

dz"t A ... Adx" é linear em cada dz*.

Denotaremos o espaco vetorial das r-formas em p pertencentes a uma variedade M
por 7 (M). No caso, se w € (27 (M), podemos expandi-la em termos de (B.11), ou seja,

1
w = —|wuw2.__urda:“1 ANdxP? AN datr, (B.12)
id

onde consideramos wy, ,...,, como anti-simétrico por razoes 6bvias, e r! ¢ o fator de nor-

malizagdo, uma vez que wy, i, ., dT" A dzt2 Ao A datt = rlws pdat Ada® AN dat

Definicao B.5.2 Sejam w e & uma g-forma e uma r-forma, respectivamente. Define-se

o produto exterior de w com & por

(W /\5)(‘/17 s 7‘/(14-7‘) =
5 > sgn(P)o(Vewy, -, Vo)V, - Vegn)

Ir!
q. PES(I+T

Da defini¢ao acima, vemos que o produto exterior de uma ¢-forma com uma r-forma leva a
uma (q+r)-forma, ou seja, A : QI(M) x Q7 (M) — Q&7 (M). Esta defini¢do ¢ basicamente

uma generalizagao de (B.11).
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B.5.2 Derivada exterior

Definicao B.5.3 Define-se a derivada exterior como sendo uma aplicacao que leva uma

r-forma w em uma (r+1)-forma dw da sequinte maneira:

1
dw = — (%“ul...w) dz’ Ndx™ A LAzt (B.13)

rl

Como exemplos de casos particulares, é relevante destacar:

1. Se f = f(x,y,2) é uma 0-forma, uma fungao, entao

of . . :
df:%dx Gradiente (l-forma)

2. Se w = wy(x,y, 2)dr + wy(x,y, 2)dy + w,(x,y, 2)dz (1-forma), entao
Ow ow o) Ow
dw= =2 - —\|deAd = )dyAd
N (31’ 3y) o y<3y 32>yAZ
(&ux _ Ow,

5 o ) dz ANdx Rotacional (2-forma)

3. Se w = wyy(z,y, 2)de AN dy + wy.(x,y, 2)dy N dz + w.a (2, y, 2)dz A dx, entdo

[ Owy.  Ow.e  Owyy
dw_(@x * dy N 0z

) dr ANdy N dz Divergente (3-forma)

4. Se w for uma 3-forma,

dw = 0. (B.14)

Perceba que nestes exemplos, consideramos uma variedade M de dimensao 3. Além
disso, note que o gradiente, o rotacional e o divergente assim definidos, sao independente

de coordenadas e de base.

B.5.3 Produto Interior

Definicao B.5.4 Seja V' um vetor de TM e w € Q' (M). Define-se como produto
interior a aplicacdo iy : Q" (M) — QYM), tal que

ivw(‘/i,...,‘/;«_l) :W(‘/, ‘/1,...,‘/;_1). (B15)

Se tomarmos V = V*#9, e w = %wmmmdx“l A ... ANdxt, a definicao acima implica

iyw = | Y i el APINANY (B.16)

(r—1)!
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B.5.4 Derivada de Lie

No formalismo de formas diferencidveis, a derivada de Lie é escrita em termo do

produto interior e da derivada exterior da seguinte maneira:

Definicao B.5.5 Sejam V um vetor de TM e w € Q"(M). Define-se por derivada de
Lie
va = (dlv + ivd>w (Bl?)

B.5.5 A conexao 1-forma

Definicdo B.5.6 Sejam e uma 1-forma e w? 5o a conexdo linear definida sobre uma

variedade M. Denomina-se de conexio 1-forma w? 5, a conexdo dada por
A _ A C
w® g =w’ oge”. (B.18)

Apenas para relembrar, a conexao linear ¢ definida por V. ,ep = w® ,zec, onde w® 5 sdo
os coeficientes da expansao da conexao na base ec.
E possivel demonstrar que a conexao 1-forma satisfaz as equacoes de estrutura de

Cartan, ou seja,
deA—f—wAB/\eB :TA,
dCUAB+wAC/\wCB — RAB,

A _ 1pA B A C A _ 1pA C A oD o5 -
onde T = 5T, e Ne” e R% g = SR gope” Ae” sao a tor¢ao 2-forma e a curvatura
2-forma , respectivamente.

Também pode-se verificar que as identidades de Bianchi podem ser escritas na forma
AT 4+ WA g AT = R N eP

B.5.6 Integracao de Formas diferenciaveis

E possivel definir a integracao de formas diferencidveis em uma variedade M quando

M é orientavel. Abaixo segue a definicao de variedade orientavel:

Definicao B.5.7 Uma variedade M ¢€ orientdvel se, dado duas cartas U; e U; tais que

U;NU; # 0, existe coordenadas locais {x*} para U; e {y"} para U; tais que det(g‘zf) > 0.
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Se uma variedade de dimensao m é orientavel, entao existe uma m-forma w que nao se
anula em nenhuma regiao. Esta m-forma é denominada de elemento de volume. Com

isto, podemos definir a integracao de formas diferencidveis da seguinte maneria:

Definicao B.5.8 Seja f: M — R uma funcao definida sobre uma variedade orientdvel
M, e uma vizinhanca coordenada U; com coordenada x. Define-se a integracdo de uma

m-forma fw = fhdx' A ... Adz™ por
/ fuo = / Fo L @)h(o~ (x))dz . .. dz™, (B.19)
Ui #(Ui)

A integragao acima é sobre ¢(U;), todavia ela pode ser facilmente generalizada para toda

a variedade®.

B.5.7 Elementos de volume invariantes

Para variedades dotadas de uma métrica g, existe um elemento de volume invariante

frente a transformagoes de coordenada. Define-se este elemento por

Q= /|gldz' Ndz* A ... A da", (B.20)

onde g é o determinante da métrica e n é a dimensao da variedade.
Podemos reescrever o elemento de volume em termos da base de tetradas e = e? Ndx“.

Neste caso, {2 toma a forma

Q= \det(eAM)\dxl ANdz®> A ANde" =e' NN Nem. (B.21)

Com o elemento de volume definido, podemos reescrever a defini¢ao de integracao de uma

funcao f sobre uma variedade M por

/fQM—/f\/\g\dxl/\dxz/\.../\dx”. (B.22)
M M

B.5.8 O simbolo de Levi-Civita ¢
Em nossa notagao, usaremos a seguinte definicao

= — H1p2.fim
Cpapz.pim = Cpapa..pim = €

Veja a subsecio 5.5.2 de [39)].
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+1  para permutacao par de indices a partir de 12...m
=4 —1 para permutacao impar de indices a partir de 12...m

0 para os outros casos.
Perceba a sutileza na definicao acima. A densidade tensorial €,,,, ., coincide com o
simbolo €, .., todavia nada foi dito sobre gtt#i#m () leitor deve estd atento para
o fato de que muitos autores adotam e#t#1-#m com sendo o levantamento dos indices de
Emprpm |39, POrém outros adotam e#t#1-#m como o inverso de €,,,,. ., [184]. Para

evitar ambigiiidades, adotaremos a definicao de que e*1#1#m geja a densidade tensorial

obtida a partir do levantamento dos indices de €,,,,..,., OU seja,

Vi...Um __ V11 Vmn -1
€ =4 -9 Eprpizepim — 9 Eprpo..pim

1 M1tz Hm

_ - _ -1
=9 Cups.pm =9

J& o simbolo e*1#1#m conhecido como simbolo de Leuvi-Civita alternado, definimos como
sendo o inverso de €,,,,. .- Pode-se demonstrar que os simbolos de Levi-Civita, assim

definidos, satisfazem a seguinte relacao:

144 1%
) Lo ) "
Vi...Um __ . .
€pppm€ =0 L (B.23)
V1 1%
) AN 1) 1

onde as barras | | indicam o determinante.
Outra maneira de evitar a ambigiiidade acima destacada, ¢ vendo €, ., e €1#™ como
componentes de tensores, porém tendo em mente que €*!"#™ nao é a versao contravariante

de eﬂlmﬂm? ou Seja7 eH1-Hm # gﬂlVl L. g.u'm’/mEV

1---Um*

B.5.9 Transformagoes de Dualidade (Hodge Star)

Como Q" (M) é isomorfico a Q™7 (M), onde m é a dimensao de M, e sendo M dotada
de uma métrica g, podemos definir um isomorfismo entre Q"(M) e Q™ 7(M). A este
isomorfismo, da-se o nome de operagao de Hodge (Hodge operation) e usa-se o simbolo x

para representar a operagao.
Defini¢ao B.5.9 A operacio de dualidade  : Q" (M) — Q™" (M) € definida como

* (dx"™ Ndxt? N N dat) =

v 7 91 ghik2.-pir dxt AL A dxtm.

(m—r)! Vrttm
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A definicao acima implica naturalmente

’g’ lwul---mwg“lmm l/'r+1~..1/md$'ur+1 Ao ANdxtm. (B24)

= (m—r7)!

B.5.10 Produto interno de r-formas

Definicao B.5.10 Sejam w e o duas r-formas. Define-se o produto interno de w com
o por

(w,0) = /w A 0. (B.25)

Pode-se demonstrar que

1
(w,0) = — / Wy WP gldt L da™ (B.26)
M

Y

Temos que w A xo = o A xw e, portanto, (w,0) = (o, w).

B.5.11 Adjunto da derivada exterior

Defini¢do B.5.11 Seja d : Q"' (M) — Q"(M) o operador derivada exterior, e m =

dim M. Define-se o operador adjunto de d para uma geometria riemanniana por
d = (—1)™ T s dx, (B.27)
ja para uma geometria Lorentziana

dh = (—=1)"™" " xd*. (B.28)

B.5.12 O Laplaciano

Na linguagem de formas diferenciais, o Laplaciano é definido da seguinte forma:

Definicao B.5.12 Define-se o Laplaciano como sendo aplica¢ao A : Q"(M) — Q" (M)
dada por
A= (d+d)*=dd +dd (B.29)

Para fazermos um paralelo com a notacao tensorial de componentes, tomemos o Lapla-

Vglf

ciano de uma fungao f. Como [ é uma fungao, O-forma, entao xf = =

w1
Epro i ATHE N

.o Adxtm = \/|g|fdxzt A ... A dx™. Perceba que na expressao anterior foi usado o fato
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trivial €, dz"* A ..o A dabm = mldx! A ... A da™, que é conseqiiéncia de Eptoopim ©
dxM A ... A dxPm serem totalmente anti-simétricos e €15, = +1. Voltando a expressao
para xf, percebemos que dx f = (f\/H)J,de/\dxl/\. ..Adz™ = 0, onde o zero vem do fato
de que necessariamente teremos sempre um indice repetido, pois v = 1,2,3...m. Disto,
concluimos que d'f = 0. Portanto, a aplicacdo do Laplaciano na geometria riemanniana,

(ndo-Lorentziana) em f resume-se a forma

Af =ddf =d f,dz" = (—=1)"" xd % f,dz"

= (—1)"™" di)j:Ng]’“’l8,,11,2._#7ndx”2 APRAN

(m—1)!
(_1)m+1 nz @ Vo v
= ‘km (\/E]L:ug )704 5,,1V2,_,Mmdx A dﬂf VANRA dx m
m \/g v avy...Um
= (=1 Hm (VIS 19"") o EvivaewmE™”
m g 1% —1 _avy..um
= (_1) +1(77”L—\£_1)' (\/Ef,ugu 1>,o¢ €viva..vmd 16 2

~ () (Vi >,a g~ (m —1)15°,
= (VL")

= ()

=l

—1 1/1 Vm av..Vm __

onde foi utilizado ¢,, ,,, = €, .,,, também """ = g

(m —1)!6%, (veja a segao B.5.8).

€ €V1V2---V'm€

B.5.13 Algumas propriedades importantes

O uso do formalismo de formas diferenciais pode se tornar muito desgastante se toda
vez que iniciarmos uma conta precisarmos demonstrar certas propriedades que quase sem-
pre serao utilizadas. Por esta razao, apresentaremos algumas propriedades importantes
para quem estiver interessado no uso desse formalismo. Algumas das propriedades que
serao apresentadas aqui sao redundantes, ou seja, podem ser obtidas a partir de outras;
todavia, apresenta-las facilita os calculos neste formalismo. Uma observacao importante
a ser feita é a de que o leitor deve sempre estar atento para diferencas na notacao que usa

com a notacao aqui estabelecida’.

A notagao que adotamos para formas diferenciais ¢ basicamente a de [39].
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Produto exterior

150

Sejam & € QI(M), n € Q" (M) e w € Q°(M). As seguintes propriedades sao validas:

ENE=0 se q for impar
EAn=(~1)TAE

EAMAw=EA(nAw).

Derivada exterior

Sejam & € QI(M), w € Q" e V; vetores de T'M. Pode-se verificar que:

dENw)=dENw+ (1) A dw,

T

do(Vi .. Vier) =Y (-1 Wiw(Vi, .. Vi Vi)

=1
3 (D) M(V VI VA Vi Vi V) dE = 0,

1<j

onde o circunflexo sobre os vetores indica a auséncia do mesmo.

Produto interior e derivada de Lie

(B.30)
(B.31)
(B.32)

(B.33)

Sejam V' e W vetores de TM e w € Q"(M). As seguintes propriedades sao vélidas’:

iyww = V(iww) — W(ivw),
ivwAn) =iywAn+(—=1)"wAiyn,
i, = 0,

ﬁvivw = ivﬁvw.

Hodge star

Para uma variedade M de dimensao m, temos:

] =Y |g|5u1 AT AN dat =/ |gldat AL A da™

m)!

0 leitor pode confirmar estas expressoes em [39], equagdes (5.83-6).

(B.38)
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Considerando a base nao-coordenada {e?} = {e? dz"} em uma variedade de dimensdo

m, teremos®

L A, \ .
*<€A1 VAN €AT> = m& . BT_H...BmeB TLALLLA €B . (B39)

Se a variedade M, de dimensao m, é riemanniana e w € Q" (M), entao:

*xw = (=1)"m"y, (B.40)

* L= (=1)rmTy (B.41)
Porém, se M for lorentziana, teremos:

*oxw = (—1)HFrm=rly, (B.42)

* L= (=1)Hrime) o (B.43)

Outras propriedades

Dadas duas r-formas w e 1, temos as seguintes propriedades:

WA*N =10 N\ *w

1
- memmn‘“”"‘ﬂ/ \gldz' A ... A da™. (B.44)

Em termos da base de tetradas {e}, temos:

WAXN =N N\ *w

1
= F(,UAL”ATUAL”ATGI A Ne™. (B45)

Seja (M, g) uma variedade compacta, orientavel, sem fronteira, e o € Q"(M), €
Qr=1(M), entao:
(dB,a) = (8. da), (B.46)

onde os parénteses indicam o produto interno (B.26). O leitor interessado em maiores
detalhes, pode consultar [39, 184]. O leitor também pode verificar as expressoes (B.30),
(B.31), (B.32), (B.33), (B.34), (B.34), (B.35), (B.36), (B.37), (B.38), (B.39), (B.40),
(B.41), (B.42), (B.43), (B.44), (B.45) e (B.46) em [39], expressoes 5.67a-c, 5.69, 5.71-2,

80 leitor pode verificar as propriedades aqui indicadas em [39], expressoes 7.174, 7.176a, 7.176b, 7.177a
e 7.177b.
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5.83-86, 7.174, 7.176a-b, 7.177a-b, 7.178, 7.179, 7.180, 7.186 presentes nos capitulos 5 e 7.

Abaixo segue outras propriedades faceis de serem verificadas.

Hit+1 Hm
5”1---Mjlt_j+1---ﬂvrzd$ ARTRWA dx

- (m - j)!gﬂl...ﬂjﬂj+1.‘.ﬂmdxuj+1 VANPIIAN dm“"ﬂ

onde o ponto sobre os indices estd sendo usado para representa indices que nao estao
somados. Além disto, admite-se que os indices com estes pontos sejam todos diferentes

uns dos outros (ndo ha repeticoes).



Apéndice C

Analise da estabilidade de sistemas nao

lineares

Para analisar a estabilidade de sistemas nao lineares, é necessario fazermos uma ana-
lise da estabilidade de sistemas lineares. Por esta razao, comecaremos com a andlise de

sistemas lineares.

C.1 Sistemas lineares

Os sistemas lineares sao um conjunto de equacoes que apresentam apenas dependén-
cia linear de suas variaveis. Usa-se o termo “ordem” para distinguir estes sistemas pelo
numero de variaveis independentes que eles possuem. Aqui, entretanto, estaremos interes-
sado apenas em sistemas de segunda ordem, ou seja, sistemas com apenas duas variaveis
independentes.

De maneira geral, sistemas lineares de segunda ordem podem ser escritos da seguinte

forma [149]
X =AX, (C.1)
onde
a b
A= (C.2)
c d
e

153
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>
I

(C.3)

onde a, b, c e d sao constantes.
As anélises que faremos aqui terao como ponto de partida o espaco de fase, ou seja, o

plano formado por X e X.

C.1.1 Ponto de equilibrio

Pontos de equilibrio, também conhecido como pontos fixos, sao os pontos onde todas
as derivadas se anulam, ou sejam, sao os pontos criticos do sistema. Matematicamente,

em um dado ponto critico X, teremos

AXy = 0. (C.4)

Para os casos nos quais o determinante da matriz A é diferente de zero, teremos apenas
um ponto de equilibrio, enquanto que no caso do determinante de A ser nulo, teremos
uma quantidade infinita de pontos de equilibrio [149]. Para saber qualitativamente como
a solucao do sistema (C.1) se comporta proximo ao ponto de equilibrio, temos que analisar

os autovalores da matriz A. Neste caso, teremos que analisar a equacao

a— A\ b 0
= : (C.5)

c d— A 0
A solucao desta equacao pode fornecer tanto um \ real quanto imaginario e, além disto,
poderemos ter dois autovalores com sinais iguais ou diferentes. A anéalise do comporta-

mento da solugdo de (C.1) dependera exatamente destas caracteristicas, como indicado

abaixo.

C.1.2 Casos com ) real

1. Se os dois autovalores tiverem o mesmo sinal e forem positivos, entdao, o ponto de

equilibrio é um no repulsivo, que é instavel.

2. Se os dois autovalores tiverem o mesmo sinal e forem negativos, entao o ponto de

equilibrio é um nd atrativo, que é estavel.
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3. Se os dois autovalores tiverem sinais diferentes, as trajetorias no espaco de fase serao

hipérboles com centro na origem, que ¢é instavel.

O termo estavel significa que as trajetorias tendem a convergir para o ponto de equilibrio.

C.1.3 Casos com )\ imaginario

No caso de A complexo, poderemos expressia-lo como Ay = «a + i3, onde a e 3 sao

reais. Neste caso, é possivel demonstrar que a matriz A pode ser reescrita na forma [149|

a p
b «

Da definicao de « e B segue os seguintes resultados

(C.6)

1. Se « for negativo, as trajetorias serdo expirais que se aproximam da origem (foco

atrativo).
2. Se « for positivo, entdo as trajetorias saem da origem (foco repulsivo).

3. Se « for nulo, equivalente a A ser um imaginario puro, entao, as trajetorias serao

elipses com centro na origem (centro).

C.2 Sistemas autonomos nao lineares de segunda or-
dem

Os sistemas autonomos nao lineares e de segunda ordem sao caracterizados pelas

seguintes equagoes diferenciais

{ &= Fley) (C.7)

y=G(z,y),
onde ponto acima das letras significa d/d\, e as fun¢des F', G nao dependem explicitamente
de .
Fazendo uma expansao de Taylor para F' e G em torno dos pontos criticos e deslo-

cando a origem das coordenadas para esses pontos, percebemos que o sistema (C.7) pode
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ser tratado como um sistema linear nas proximidades dos pontos criticos [149]. Assim,

teremos
. OF OF
u ox dy u
= , (C.8)
. G  8G
v ox oy v

(x0,y0)

onde u=x —xg e v=y—yy. Podemos, portanto, analisar o comportamento da solucao

de (C.7) proximo ao ponto de equilibrio analisando os autovalores da matriz jacobiana

oF  oF
ox oy
7 (C.9)
oG oG
Oz 0y / (20,y0)

como fizemos no caso linear. A unica diferenca é que, devido a mudanca na origem das
coordenadas, o termo “centro” usado nas anélises feitas nas subsegoes C.1.2 e C.1.3 deve
ser substituido pelo ponto critico, ou seja, por (zg, Yo)-

O método aqui apresentado ¢ utilizado no capitulo 6 para analisar o confinamento de

autoparalelas.



Apéndice D
Expressoes e Identidades

Exibiremos aqui expressoes e identidades que sao importantes para esta tese. Sempre
que conveniente, as demonstraremos. Em especial, dedicamos a secao D.3 a demonstracao

de algumas das expressoes e identidades apresentadas no capitulo 7.

D.1 Expressoes tensoriais

D.1.1 Derivada ordinaria da métrica em termos da conexao afim

Embora a derivada covariante da métrica num espago com nao-metricidade mude, a

derivada ordinéria do determinante da métrica continuara tendo a seguinte forma

0,9 = 99 G (D.1)

pois, do jeito que ela estd escrita acima, ela depende apenas da definicao de métrica. Na
verdade, (D.1) é valido para qualquer matriz n X n, veja a demonstracdo na péagina 93
de [18]. A expressdo (D.1) também mantém a forma quando expressa em termos dos
simbolos de Christoffel, porém mudam quando expressa em termos da conexao afim. De

(5.3), temos que

aug)\u - Faﬂ)\gau - ]-—‘O;wg)\a - N)\V,u (D2)

ou, equivalentemente,

aug)\l/ = N)xl/,u + Fap)\gau + Fauyg)\a~ (DB)

157
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Substituindo (D.3) em (D.1), teremos

Oug = ggAV (NAWL + Faﬂ,\gau + FauygAa)
=49 (NVI/,U, + Fau)\dg + Faul/g(l)/z)

=g (NVV[L + F)\;M + FVMV)

=gN",, +291, (D.4)
=291 .,
onde da pentltima para ultima linha usamos 12’/“1,: —%N Y e K%, = 0. Calculemos
Ou/—9-

(D.5)

1
au\/__g:§

]

Usando (D.4) na expressao acima,

- _ = pv
NS R N e
1 v v
= 5\/ —gN v + —gF v (D6)
1 ) Ny
:§V_gNz/,u+ V_gr,uu
= \/—g FVMV’ (D?)

1 _gNVVu - QQFV’UJJ _ 1 _gNUl/u 1—29PU

/=g =

d M, =T, + T, +K%,, o fato de T, = —AN"_ (veja (5.6)), e K%, =0
onde usamos I, =", + 1", w0 fato de TV, = —5N",  (veja (5.6)), e K", =
(veja 4.18). E visivel que (D.7) ndo depende nem da tor¢io e nem do tensor de nio-
metricidade. Vale apena destacar que a identidade (D.7) é muito util durante a aplicagao
do célculo variacional, porém a forma (D.6) tem a vantagem de ja estar escrita em termos

da conexao afim.

D.1.2 Tensor de Riemann em uma certa base

Para escrevermos o tensor de Riemann R(V,U)W em termos de uma base qualquer,
tomemos os vetores V = Vte,, U = U"¢, e W = W*,. Desta forma, podemos simplificar

(4.21) da seguinte maneira
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RV, )W =ViV,, (U'V., WPes) — UV, (V*V.W’es) — Viyuy W
a a

— VIUY N, WG + VU, (WP ey + WPV, e5) — U'VA Y, W,
a b

~U"VIV,, (WP, e5+ WPV, e5) — VWUV’H%_UVV@%W — VI (WP, £
c b

+W€VV£) +VIUWE Vo + VEUP WY, V65 — UVEWE, 65

C

WPV feg) — U”V“Wéyveﬁd — UMVEWOY,, Y, e

=V*U'W? (V,,V.,e5 — V., Ve,e5)

= VWP Ve, (T%5¢a) = Ve, (T560)]

= VFU'WP((T%5 €0 + T%5Ve,e0) — (05,0 + T%5 Ve, €0))
= VIU"WP((T% 5 160 + T 50 0en) — (T 5,60 + T4 0e0))
= VEU'WP (T 5, = T, + 1% =TT, ex, (D.8)

onde foram usadas as propriedades da derivada covariante; os termos indicados pelos
riscos com a mesma letra se cancelam. Tomando {e,} como sendo uma base coordenada

eVE=¢6r U =6, WP= (Wp, a expressao (D.8) fica

Rpo = (Myp0 = Thpo + 19,000 = T9, TA,,) Or (D.9)

op,x ap,o
que, aplicando dx* e definido R¥,, =< da", R(0a, 05)0, >, fornece

Rfy=T" =TV +T% " —T% T . (D.10)

paoc o ap,o

D.1.3 Explicitando a contor¢ao no tensor de Riemann
Podemos explicitar a contor¢ao no tensor de Riemann usando (4.15) da seguinte forma.

Ry =R 0y K", o — K"+ K% T, + 1% K",

poo pao op,a ap,o

c, < c,
+K¢0pKua¢ - K¢ap I op I ap KMm;S - K(z)apKMaqS =R pao
0

A

~
C

c é ey ¢
+ K, Ty — T, Ky + 1%, Ky = 1%, Ky,
0

+K*,

op,o

"~

_ K (o gn o e B0 gm £ g
+F0p ag aprmﬁ—'—rm op oo ép

ap,o

_|_K¢>UpKﬂa¢ _ K¢apKug¢ :]%M g — K#

paoc op: ap:o

[ H @ H
+K UPK ad —KapK e
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D.2 Demonstragao da propriedade (5.17)

Usando (5.18) em (5.17), podemos realizar o seguinte calculo.

R;waﬁ + RNBVOJ + Ruaﬁv_ 41 MOé/Vﬂ + F% %N
/ / V Ncb V 11\77/
Diva,g — Dfiay + F ﬁz/ pad phe T F a,B
No N V Jlg/
=T ¥ Lo +FW 1B F@a =0,

onde os indices indicados com a mesma letra se cancelam; usamos a simetria nos indices

de baixo da conexao para podermos cancelar os termos indicados com as letras “d”, “e” e

Céf??

D.3 Calculos do capitulo 7

Nesta secao fazemos varias demonstracoes, todas associadas com o capitulo 7.

D.3.1 Contraindo a contor¢ao com y*4~y5~¢

Considere a seguinte defini¢ao

[ABC]

_ A B _C C_A_B B _C_A
7Py = = (

YAYBYC + Ay 4 4B CqA — g Aq OB — By AgC _ CyByA) |
(D.11)

| =

onde os gamas sdo as matrizes de Dirac. Da definicio acima, vemos que y4y54¢ ¢
totalmente anti-simétrico. Além disso, usando as propriedades das matrizes de Dirac, é

possivel demonstrar! que

fVAfYBfV — ’Y[A”YB'YC] +7703'YA +7]BA’YC nCA,yB. (D12)

Calculemos o termo +Kpacy?7y57¢ em termos de v4~yPy%). Usando D.12,

1 1
ZKBAch’VBVC 1 (KBAC”Y[A”YB’VC] + K//+ K% — Kd'ay >

!Essa demonstragao é muito simples e pode ser encontrada na pagina 259 de [2], equagao 10.155.
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(KBAC’Y[A’YB’YC] + KAAC’YC - KCAA’YC) )

1
4
onde usamos o fato de Kapc = —Kcpa. De (4.14), vemos que K4,4¢ — K40 =

—2T4,,7¢. Substituindo na expressdo acima,

1
—Kpacy*vPy° =

0 (Kpacyy"y = 2T 0) -

A

Para deixarmos a expressao anterior em uma forma mais conveniente, somemos e subtrai-

amos o lado direito da expressao acima por Z—lch A7 YB~C). Fazendo isto, segue

1 1 1
1 KBacy " = S Koap "y + 5 (“KCAB'Y[A’YB’VC]

1
+KBACV[AVBWC] - QTACAVC) = ZKCAB'Y[A’YB’YC]

1 1
+Z (—QKCAB’Y[A’YB’YC] - QT%A’YC) = ZKOAB’Y[A’YB’YC]

1 1 1 1
—5Keapy Py = ST6u0" = =S KeapMy Py = SToan”.
Assim, chegamos a
1 1 1
ZKBAc’YA’YBVC = —ZKOAB’Y[A’YB’YC] - §T%A’Yc- (D.13)

Note que, devido a anti-simetria no primeiro e no ultimo indice da contorcao, temos a

A BAC _

igualdade §Kpacy?vPvY = s Kpacy* 77, 7°].

D.3.2 Demonstragao de (7.14)

Para demonstrar (7.14), basta seguir o raciocinio:

L

(&)

& ((S7)%te)
(S71)%a8" (&)
(571 A%E" (&) = 04 =

5d
5d
5d

(571 A%Ye =04 =
(571 A% =0 =
Adb - Sdb?
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onde na terceira linha usamos a linearidade de £%, na quarta supomos que £ = A4¢P e

na peniltima linha multiplicamos toda a expressao por S¢.

D.3.3 Demonstragao de S(A1)S(As) = S(A3)

A demonstracao da propriedade S(A1)S(A2) = S(As) ¢ feita da seguinte maneria.
Sabemos que

By, C _ c
Mg Nop™ = Agy.
Contraindo com ec, podemos escrever
B
Ay 47 eap = €34,

onde ej5 = A, p%ec. Aplicando ¢ e usando ((A,"ep) = (S7')°,((ep), teremos

(S_l)ba(/\l)f(ew) = ((e34).

Por defini¢ao, para cada elemento e4 ha pelo menos um &, associado via ¢ e ((esp) #

((esa). Portanto,

(S™H (A1) (e25) = C(e34) =
(S™0 (A& = &sa =
(S (A)(STH (A€ = (STH°(As)ée.

Removendo &. e observando os indices que estao sendo somados, chegamos a
STHAL)STH (A1) = STH(A3).

Para finalizar a demonstragao, basta multiplicarmos esta tltima expressdo por S(A3) pela
direita, depois multiplicarmos S(Az) pela esquerda e por ultimo multiplicarmos S(A;)

pela esquerda.

D.3.4 Demonstracao de (7.19)

Da definicao 7.4.3, temos que

z&”(&) = <Z5b)§a + fb(yAéa) =0=
(X gb)ga - _gb(z 5@)‘
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Usando a defini¢ao (7.18), ficamos com (V,, £)&, = —€°(T° &) = —1°,,6%(&) = T4,

ou equivalentemente
boedie\ _ b _ b
Z Ad€ (ga) =7 Aa — —I Aa>
onde Z°,, sdo os coeficientes da conexao espinorial na base ¢4, V., £ = 2%, ,£%. Disto,

concluimos que V., £ = —I'", &%

D.3.5 Comutador dos geradores da Algebra de Clifford

Por simplicidade, considere as seguintes definicoes: A = y41 ... 44 com A; < ... <
A, e B=~81 .. 4P com B) < ... < B;. Devido as restri¢des nos indices, esta claro que
os indices As sao todos distintos; o mesmo vale para os Bs. Entretanto, varios indices As

podem coincidir com os Bs. E facil verificar que, caso um certo indice B; coincida com

B; A, A1

um? dos As, o sinal do calculo ¥4 ... yAkaBi = fABinAr - 44k

independera da posicao
do indice A que coincide com B;. Este resultado dependera apenas de B; coincidir ou nao
com um dos As e, obviamente, de k.

Para obtermos uma expressao geral para [A,B], podemos admitir que haja m indices
Bs que coincidem com os As e ordené-los em seqiiéncia. Neste caso, denotaremos esses

indices por A;, = B;,,..., Aj,, = B,,. Segue entao que

A )

AB =%yt ytim ey BL B

B

1oy "m...vBl

B

= (=D DABL | ABaoinAr Ay yAknBa A B 4B

. (_1)k(i171)+m(k71)731 B

.. .’yBim’yAl .. .’yA’“yBimH Sy
= (_1)k(i1—1)+m(k—1)+k(l—im)BA
= (-1)""BA,

onde da primeira para a segunda linha permutamos 5! ...~P1-1 da segunda para a

B,.

terceira permutamos Y1 ... yBim_ da terceira para a quarta permutamos yPim+1 | 4Bl

também utilizamos o fato de i,, = (ndmero de matrizes com o indice 1) +
(niimero de matrizes yPs que precedem as com o indice i na definicio de B) = m + (i —

1). Da igualdade acima, chegamos finalmente a

[A,B] = AB [1— (—1)"*™]. (D.14)

2Perceba que, como os As sao todos distintos, nao é possivel ter um certo B; coincidindo com mais de

um A.



APENDICE D. EXPRESSOES E IDENTIDADES 164

D.3.6 Prova de Tr(I'Y) =0 para m # 1

Tomando o trago “Tr” da identidade (D.14) e usando as propriedades Tr([A,B]) = 0,
Tr(AA) = XTr(A), teremos

Tr(y™ . oytyBr 4Py 1= (=1)% ] = 0. (D.15)

Para demonstrarmos que o traco dos geradores (7.29) (menos a identidade) é nulo, basta
escolhermos [k —m sempre impar. Embora nao pareca, para certos geradores, essa ¢ uma
tarefa um pouco dificil, porém possivel, como veremos. Para facilitar a compreensao da

demonstracao geral, apresentaremos dois casos particulares antes.

Gerador I'§

Tomando k = 1, l = 2 e A; = By (m=1), a identidade (D.15) fornece Tr(y52) = 0.

Como a escolha de A; é arbitraria (A; = (0) ou A; = (1) etc), By acaba podendo assumir

qualquer valor. Exemplo: se tomarmos A; = (0), entdao By = (1),...,(n — 1). Depois,
tomamos A; = (1) e, entdo, By = (0),(2),...,(n —1). Assim, vemos que o resultado tem
que ser valido para todos os 7, ... ~"=1),

Gerador I'§

Tomando k= 1,1 =1e A # B; (m = 0), teremos Tr(y*1~451) = 0.

d
Geradores ', 5

Seja p um numero inteiro. Podemos representar todos os geradores com quantida-
des pares de matrizes y's fazendo k = 1 el = 2p+ 1 com p = 0,...,(n —2)/2 e
considerando todo os indices como distintos (m = 0). Assim, a identidade (D.15) fica

Tr(y 4B 4Pw+1) = 0. E trivial ver que todos os termos de ordem par nos gamas es-
~ —— —

1 2p+1
tao compreendidos por esta expressao. Para nos convencermos que todos esses geradores

devem ter tracos nulos, basta tomarmos valores particulares para os indices e demons-
trarmos um a um. Por exemplo, no caso de p = (n — 2)/2 (altimo gerador) s6 ha uma

combinacdo possivel para A; = (0), que & Tr(® 41 =1y =,

1 n—1
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d
Geradores [, ,

Podemos escolher k = p+ 1, | = p + 2 e fazermos um certo A; igual a um certo B;

(m = 1). Neste caso, teremos Tr (vt ... y% .y 4B 4B B2y — . O leitor

AN

Vv Vv
p+1 p+2
pode em principio achar trivial concluir desta dltima expressao que os geradores com

ordem impar no nimero de gamas tém tracos nulos, mas essa expressao ¢ mais complicada
do que parece. A razao disso estd nas restricoes A; < ...Ay1; e By <...B,s. Todavia,
é possivel nos convencermos que de fato esses tracos sao nulos. Para isso, basta termos

em mente que podemos trocar a ordem das matrizes sem nos preocuparmos com o fato

0)

de elas comutarem ou anti-comutarem (7( comuta com 7(0) e anti-comuta com 7(1), por

exemplo). Mudando a ordem das matrizes de tal forma que possamos usar y4y5 = 4,

teremos Tr(fyA1 CooyAimiyAr e B Bici B .yPr2) = 0. Como as posicoes

p p+1
de A; e de B; sao arbitrarias, podemos sair escolhendo os valores de 7, j, A; e B; de

forma a verificar que a expressao anterior compreende todos os geradores de ordem impar
em 7%, Como exemplo, tememos A; = By = (0) e Ay < ... A1 < By < ...B,2 com

p = (n—2)/2 (um dos T'%). Neste caso, s6 ha a possibilidade Tr(y1 ... 4®"=D) = 0.
———

n—1
Outro exemplo seria tomarmos Ay = By = (1) e A < ... A1 < By < ...B,:2 com

p = (n—2)/2, o que levaria a Tr(y9~® A=) = 0. Assim concluimos a demonstracio

~
n—1

que todos os geradores da algebra de Clifford, exceto a identidade, tém trago nulo. Este
resultado torna trivial a demonstracao de que os geradores da &lgebra de Clifford sao

linearmente independentes, como mostraremos na secao D.3.7.

D.3.7 Demonstracao de que os 2" geradores I'? sdo linearmente

independente

Sejam a/ € C, onde j = 1...2", e o somatorio

on

_
> Tl =0, (D.16)

j=1
Tomando o trago e usando o fato de Tr[['% ] = 0 param # 1, teremos a'Tr[[] =0 — a' =0
(lembre-se que Tr[A+ B| = Tr[A] + Tr[B]). Multiplicando o somatorio por 'y, tomando
novamente o trago, usando o fato de Tr[[il'%] = 0 ([l = al" # I para d e/ou m

diferente de 1 e 2, respectivamente) para m # 1, e usando o resultado I'sT') = +1, teremos



APENDICE D. EXPRESSOES E IDENTIDADES 166

+a?T'r[I] = 0. Continuando com este procedimento magante, chegaremos inevitavelmente

a @’ = 0. Na proxima sub-secdo, demostramos um lema que sera 1til para esta tese.

D.3.8 Demonstracao do lema de Schur

O lema de Schur pode ser demonstrado para qualquer grupo de dimensao arbitraria
(veja, por exemplo, Ref. [152], p. 151), entretanto, aqui, demonstramos esse lema para o
caso dos geradores da algebra de Clifford usando uma abordagem menos abstrata do que
aquela feita em [152]. A grosso modo, o lema da Schur pode ser enunciado da seguinte

maneria

Teorema D.3.1 Seja A um conjunto de matrizes pertencentes a dlgebra de Clifford
em um espaco-tempo n-dimensional. Se [Ac,7?] = 0 para A = (0),... ,(n — 1), entdo

Ao = Adll, onde Ac € um potencial vetor.

Demonstracao: como A¢ pertence a algebra de Clifford, podemos expandi-la em ter-

mos dos seus geradores, isto é,

Ac=Acl+> acp..57” ... 4", (Bi<By<..<B) (D.17)
=1

onde acp, ... BlyBl sao os coeficientes da expansao. Calculemos o comutador de Ag com

A

[Ac,v'] = Z acp,..5Y"" - -’YBZ,’YA] = Z acp,..py Y AP L= (=) B =0,
=1 =1

0 se A diferente de todos os B;
onde usamos (D.14), e m(A, B;) = { . Note que, como

1 se A for igual a um certo B;
os B;s sao todos distintos, entdao A s6 pode ser igual a um B; em cada termo da soma.

Para verificarmos que os coeficientes acp, . p, devem ser nulos para que a igunaldada acima
seja satisfeita, é conveniente separarmos os termos com quantidade impar de matrizes
gamas dos com quantidade par. Neste caso, teremos:

n/2

Z{QCBl...BQl,l’YA’yBl .. .fyB?l*l [1 + (_1)m(A,Bi)]
=1

—l—aoBl...BQL’YA’YBl .yBE [1 - (—1)m(A’B””')]} = 0. (D.18)
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Como o primeiro termo do somatério acima so é diferente de zero para m = 0, ou seja, se

A # By, B, ..., By_1, entdo este termo é uma combinagao linearmente independente (L.T)

dos geradores Fng ~ A 4B 4Ba-1 Por outro lado, o segundo termo do somatorio
~—~
1 21

sO e diferente de zero quando m = 1, isto é, quando A = B;. Isto reduzird a “ordem” dos

AL B

geradores para um ntimero impar., i.e., y3yB . B2 ~ inl BTy Bl B

/

~

~
20-1
I'4,. O segundo termo ¢é, portanto, uma combinagio L.I dos geradores '}, Em resumo,

Sy

os coeficientes dos dois termos acima mencionados nao podem se cancelarem (nao podem

ser comparados nessa soma). Como conseqiiéncia, podemos quebrar (D.18) nas seguintes

equagoes:
n/2
> acs,. py v AP L4 (1)) =0, (D.19)
=1
n/2
> acs,p, v AP 1= (1)) =0, (D.20)
1=1

Da equagao (D.19) segue que, como o maior ntimero de v4s que podemos ter é n — 1,
havera sempre um A tal que m = 0 (A # By, ..., By_1) para cada termo da soma. Por

exemplo, se tomarmos a A = (0), teremos

n/2

A_B By
§ acBy..By V. Y ...yt =0 =  acB,.By , =0
=1

para todas as combinagbes possiveis de By, ..., By_1 que excluem o (0). Para levarmos
em consideracao aquelas combinagoes que consideram (0), basta tomarmos A = (1), e
entao A = (2) etc até A = (n — 1). Deste jeito, nos generalizamos e concluimos que
acn,..B,_, = 0 deve ser satisfeita para todas as combinagoes possiveis com a restricao
By < .. < By (restricao natural da base).

A equagao (D.20) s6 nao seré identicamente satisfeita se m = 1, isto é, A igual a um
certo B;. A igual a um certo B; faz o somatorio em (D.20) ser uma combinacao L.I dos

geradores 4Bt . yBiminBirt B

com os coeficientes acp, .. p,,, onde ¢ bom sempre lem-
brar que By < ... < Bi_1 < A < Bi41 < ... < By. Portanto, (D.20) sera satisfeita apenas
Se ACB,..B; 1ABiy1...By = 0. Como A & qualquer, a restricao anterior zera os coeficientes
do geradores com quantidade par de matrizes gamas. O resultado deste paragrafo e o do

anterior nos permite concluir que Ag = Aol
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D.3.9 Demonstracao de 7.30

Para demonstramos (7.30), considere o seguinte raciocinio.

A%, 7 = v %A% + AP = (1P = 2999P)
+ ({747 = 29991 A% =94 (2059 = 2799P)

+ (217AC o 2,YC,VA) ’VB — QHBC’YA + 2,’7AC,YB

0 ANCAB _ 9 ChANB _ 9pBC A | 9, AC B

—29%7%9" —2(20°4 —449)y P

BC A AC B

=27y =207y

— 2655 — S0P,

onde foi utilizado {A, B} = [A, B]—2BA na primeira linha e {y4, 75} = 2% na segunda

e na anti-pentultima linha.

D.3.10 Dedugao das relagoes (7.45) e (7.46)

Para obtermos a derivada de x¥ em uma certa base, derivemos o termo (v#)%.(7")%,0,®
0, ®E,®E". Para facilitar os célculos considere a seguinte defini¢ao 7,,,,," = 9,00, ®E,®E".

Neste caso, segue

(050090, 0 609 ) = (010" e

_'_(fy'u)ac(r)/j)cb (Fa/\unauab + Fa)\unuaab + FC)\anuuc b Fb)\dn;uxa d>

a b a

= (% (7y>cbn;wab + (W/M c(/yy>cb,>\nm/ab + Fa)\um//lu%c(/yy)cbnauab
b a

+Fa)\1/%(ﬁyy)cbnuaab + FCAa%(VV)CbnMVC ’

b

_Fbxd(V/#Y{c (VV)CWWQ “.

Comparando os termos indicados com a mesma letra, teremos

(F04°.0 0 90, 0.6 98 ) = (09700 + T

A
AT () e + ()| (57 + T0a(1)5

- Fd)\b (Pyy)cd nw/a ’ :
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Acrescentando o termo —T'% ()% (%) Mua’ + Ta(V) % (V") e’ = 0, ficaremos com

(Y0100, 90,86 0.€) = (04120 + T 0,
+I% ()% — FdAC(VM)ad] (VV)Cbmuab + (v)“, [(’YV)Cb,,\ + I ()%
N G PR WG L PR (G PN PR o SR BN S

(D.21)

onde | indica a componente da derivada covariante, V5 = (’Y”)ac\,\%a €. Assim, a derivada

de x fica
Yf( = ()% (V)% + ()% (7)) b
() n ()% + ()% ) r | v (D.22)
Por outro lado, se derivarmos (7.44) e usarmos (D.22), teremos
Yf( = ZYEI = (") ()% + () (V)
() ()% + ()% () Yn = 29" ,6%,
que, matricialmente, podemos expressar na forma

{'VM|,\’ S ’YV|,\} = QQW\)\- (D.23)

D.3.11 Dedugao de (7.47)

Escrevamos g"” |\ €I termos do tensor de nao-metricidade. Na base coordenada, (7.43)

fica
Guvx = N,ul/)\a (D24)

onde N, é o tensor de nao-metricidade nesta base. Contraindo (D.24) com g™ g°*,

teremos

9* 9 (Guvr — T u9ov — L0 Gue) = N, =
gaugﬁugw’)\ _ Fa)\#gﬁu _ Fﬁ/\ygaugﬁu — Naﬁ/\ =
_gavgﬁu’)\gw _ Fa/\ugﬁu _ F’B/\Vg“”gﬁ“ — NOtﬁ)\ =
_gﬁa’)\ _ Fa)\“gﬁu _ Fﬂ)\ygaugﬁu _ Naﬁ)\ N

g™ =N, (D.25)
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onde da segunda para a terceira linha usamos gﬁ“gw,)\ = —gﬁ“’/\g,“,, e go‘ﬁIA = gﬁoﬂ/\ +
F“/\Mgﬂ"%—f‘ﬁ/\ygo‘”gﬁ“ é a componente de (V) ¢"’0,, ® 0,). Substituindo (D.25) em (7.46),

chegamos a

e M = 2N (D.26)

D.3.12 Prova da anti-simetria de (7.53)

Para provar que o lado direito de (7.53) é anti-simétrico, basta seguir o raciocinio:

NACa + 26,4)\60 o NACa + 2614)\(60 e + FA V)

= Naca +2(e" gnecs + eIy ec”)

= Naca + 2[—(6,4 ugu,\),aec’\ + eAAFAayecy]

= Naca +2[—e,"ecn — el ec guna + el ec”]
= NACa + 2 |:_6Alfaecu — eA'ueC)\ <N#)\a
+FyaugV)\ + Iwa/\glw> + eA)\F)\cweC Vi|

= Naca +2[—e," ecn — Nacaa

—e Mecy /eA,,eC /eA,\F e

= _NCAa + 2 —€» a€C[L €a 601/ ﬂ]

_ HpA
= —Ncaa — 2ecrles” W ea T,

A
= —Ncoaa — 2ecr€ 4",

onde usamos (eA,\eC’\)ya = 0 da segunda para a terceira linha e g,\., = N,z na quinta

linha.

A
D.3.13 Simplificando o termo 172 o V0 Y

nA
Para simplificarmos o termo T' ,, 7*[7x,7"], considere primeiro a simplificacdo do

seguinte termo

LD o v 1 o v

Faz/’y Y _5 (NAaV—i_Nu)\a_NaV)\)’Y INY
1 ey v o v e v

= =5 (M7 + Noaa77™" = Naway*7*7")

1rl v 1 ey v
= _§|:§N)\ow{/ya7’7>\}’y + §Nl/>\o/y {VAW }

1
—Nan7* (297 — ’YVVA)] =3 [N %Y+ N3
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—2N " + Namo‘v”ﬂ = —% [2N = 2N N0
%wa{v“? v”}v*] = —% [2N %W = 2NN+ N ”VWA]
=~ (BN, —2N,%) 7", (D.27)

onde usamos o fato de N, = N, e {7#,7"} = 2¢". Substituindo y,\7y” = 26§ — 7"
em (D.27), teremos

LD o v v Ly a
Fal/’y (25>\_7 7A>:2Fow’y -

n

1
FAau ’7(17”7)\ - _5 (3Naa1/ - 2Nuaa) ,yyv

nl/ . . ~ .
mas [, = —% (% +NJ, — Ny ”) = —%Ny”a. Substituindo na expressao anterior,

n

1
=T av ,.ya,.yl/,.y/\ = _5 (Naoa/ - 2Nuaa) PYV (D28)

Comparando (D.27) e (D.28), vemos que

n

A o v 1 ey o v 1 ey ey
Fau7 [7A77]:_§<3Nau_2Nua)7 _§<Now_2N

v

Vo)
= —2 (Naow - Nl/aa) ’YV‘

Para o caso no qual N\ = 0,9, & expressao acima fica

n

A a v v
o Yy = —2(n = 1) 0,7". (D.29)

D.3.14 Demonstraciao de v9g', ~©)

AB = 0AB

Fazendo uso das propriedades v(@~1~© = 4, e 40~ — I seguimos o raciocinio

i
o ULBV(O) = —57(0) (4, 78]"7©

i
=—3 (7(0)72727(0) - ”Y(O)’YL’YJE’Y(O)>
;
-1 <7<o>ﬂ__} 04O 2(0) _ (00140011 7(0))
i i

— 5 (4 = va8) = 5F1a.78] = o

D.3.15 Variacao da acao de dirac em funcao de v

Substituindo (7.78) e (7.79) em (7.77), obtemos
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Lo = L [0, = U0, 70 = 9% (0 + Ty) — 2im]
= 5 [0, = 07", = BTy = By T, — 2imapy)]
(O, — oy — O (Ty™ + 4T ) ¥ — 2imyn) ]

]

o
2

=3 [0 7" — oy — AT, A"} p — 2imy)] (D.30)

Na MAG, a equacao de Dirac em um espaco com torcao e nao-metricidade é obtida a partir

de variacoes da agao (D.30) em relacdo a 1 tratando 1, 1, 9w, L'y como independentes,

ou seja, se a dependéncia funcional de ¢ da lagrangiana da matéria se resumir a (D.30),

teremos
0(v=9Lp) _ 9(V=9Lp) _ 0, <a—v_g_£D) ~ 0. (D.31)
o oY 00,1
Calculando o primeiro termo da direita na expressao acima, teremos
d(v/—gL 1 .
(TQD) = V=95 (=" = Ty} = 2im). (D.32)

J& o outro termo da variacao d4 um pouco mais de trabalho.

0, (P2 = 20, (Vi) = 5| 0=3) 10

00,0
+v/=99, (v“@b)} = %K@N Nt \/—_gFA,M> e
ST VT (0.33)

onde usamos (D.6). Substituindo (D.32) e (D.33) em (D.31), teremos

V=5 (1 = AT} = 2ime)
5 | (52N VT ) 6+ V] o

Eliminando /=g% e usando {I',, 7"} = 29T, + [T, 7*],

1
Y+ 29T 1p + D, ] + 2ima) + (iN)\)\/L + FA/M) Y

0+, =0.
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Somando o primeiro com o Ultimo termo, teremos

) 1
29"+ 29T + 2imap + L), ] + <§NAA;L + F)\M/\> Y
+75,.9 = 0.

A

De (7.48), vemos que [[,,7*] = —3N* g\v% — 2%, —+#T?, . Substituindo o comutado

na expressao acima, ficaremos com

. 1
2900+ 29" Tth o+ 2imap — SNA 7 =\t = ATy,

1
+§N/\A;ﬁ#¢ + F)\M,\Vu¢ + 7%1# =0.

Simplificando o quinto termo com o 1iltimo e rearranjando os outros termos,

: 1 1
2'7#770,;1 + 2’}/MFM¢ + 22m¢ + (_iNAH)‘ + iN/\/\’u> ’Y“Qﬁ

+ (=T, +Th0) Y =0,

onde usamos o fato de 7 comutar com I'Yy , (lembre-se que Iy , = I'", | T). Como a tnica

5 At P 50 A PN PO A A
parte nao simétrica de I'", , é a contor¢ao, I, —TI'", = K7, — K", =T" ,, onde usamos

a propriedade (4.17). Substituindo este ltimo resultado na expressdo acima, teremos

. 1 1
290, + 29T ) + 2imap + (——NAM + §NAM> ~Hah

2
+T* ' = 0.
Dividindo toda a expressao acima por dois e rearranjando os termos,

’ 1 1 ,
o [8“ +T, + 1 (N, — N o) + 5%4 U+ imyp = 0.

Multiplicando a expressao acima por 7, chegamos a

1 1
o [aﬂ + T, + 1 (NAM — NAM) + §TAM1 v —my = 0.
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D.3.16 Demonstracao da independéncia de Sp com relacao a nao-

metricidade e aos simbolos de Christoffel

De (D.30), fica claro que para demonstrarmos que a lagrangiana de Dirac obtida a
parti do acoplamento minimo em uma geometria com nao-metricidade nao contém termos
dependentes da nao-metricidade, basta calcularmos o termo {I',,v*}. Mais do que isso,

sO precisamos considerar
ay  Lman 4 g1, A i
{FOM,)/ } ~ é (F ap Y [7)\77 ]+ I ap ['7)\,7 }’Y ) :
Como 12)‘&“ é simétrico nos indices de baixo,

o Lma LBy o
P 3 (F o Y0 YT+ T 0y [ras Y h")

L ny o L ny a a
:gra”[%ﬁ ’7”]:1_61—‘04# [7)\77 7”‘1‘7“7]
1 SN
= — 29" = 0. D.34
16 I ap [’}/)\7 g ] ( )

Na verdade, como esta claro na expressao acima, a a¢ao de Dirac (D.30) nao depende se
quer dos simbolos de Christoffel, pois, da deducao acima fica claro que apenas a parte
anti-simétrica da conexao acopla. Para se convencer disso, veja 7.59 e compare com 0s
calculos acima. Feito isto, percebe-se que basta trocar a conexao 12 por 16“ nos calculos
acima que obteremos o mesmo resultado. Entretanto h& uma sutileza crucial. Antes de
dizermos que as equagoes de campo nao dependem destes objetos, temos que estar atentos
ao seguinte fato. Como a conexao wa,p ¢ um dos potenciais dos quais consideramos sua
variacao dwa,p independente de d0g,,, 81, 01 e e?, nio podemos fazer a simplificacdo
(D.34) antes de tomarmos as variacdes primeiro. No caso da variacdo em funcdo de 1, a
equagao (7.81) deixa bem claro que ha sim dependéncia dos simbolos de Christofell, pois o
termo f‘/\au 7*[va, 7] nao necessariamente se anula. Entretanto, a equagao (7.81) mostra
que esta mesma variacao fornece uma equacao que independe da nao-metricidade. Como
serd, demonstrado na secao D.3.18, a variacao de Sp com relacao a nao-metricidade seré

identicamente nula.

D.3.17 Variacao da acao de Dirac com respeito a contorgao

Verificaremos agora que a variacio da lagrangiana de Dirac (D.30) com relacdo a

contorcao fornece exatamente a densidade de spin S***, também conhecida como potencial
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de energia do spin®. Para tal, permita-nos reescrever (D.30) da seguinte forma

AV«

71—
Lp= —gw Koo (fya’y)")/y + Yy ) 1) + termos que nio dependem

da contorcdo,

onde estamos explicitando apenas o termo que depende da contorgao. Para tal, usamos
(7.59). Como queremos calcular a variagao da agdo Sp = [ d"z\/—gLp, teremos que
calcular apenas (gfﬁ, j4 que nao ha dependéncia das derivadas da contorcao e a variacao
da contor¢do é independente da variagdo da métrica (1/—g sai da variagdo). Por sua vez,

é facil notar que

oK av 1
5K>‘0”/ = aK; 5KBU,U - 5552555](60“ = 5 (5/8/\600/5“” - 6MA(SU&6BV> 5K50M' (D35)
op
Logo
5£D i_ﬁoy u so of A AV AV A0
op

Usando (D.12) na expressao acima, ficaremos com

0Lp
0K gop

= —%E (80070, = 0%, ) (1279 + P79 4 26257) o
()
— _éa (7[0757;4 _ ,y[ﬂfyufyﬁ}) 0

= i%["v“vﬁ]w,

onde da primeira para segunda linha utilizamos o fato de que o termo com os deltas é

anti-simétrico em A e v. Como a densidade de spin é dada por S7*% = —Lipy[7yrPly (2],
oL
2 =GB = Gnb, (D.37)
Koy

3Para maiores detalhes sobre a densidade de spin, veja o apéndice B de [2], pagina 61.
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D.3.18 Variagao de Sp com respeito a nao-metricidade

Tomando a variacao de (D.30) em funcao de Nggy a partir das equagoes de Euler-

Lagrange,

5\/—g£D 8\/—9/31)
—~ 2 2 INggy = ———=0N3py.
ONggy 7 ONgg, "

Perceba que D.30 nao depende das derivadas da nao-metricidade. Além disso, a tnica

parte relevante de \/—gLp sera —i‘/;qE {T,¥*} 9. Assim, segue

in/—g O {T,,, "
5\/ —g,CD = — 9 g ¢{8J\75;p }wéNﬁgq/, (D38)

A parte da conexao espinorial que nos interessa é
1
1—69AU <_Nao¢u - N,uaa + Naua) [%\7 ,YM]

1 o}
= 75 (" Nows = Nusec+ Nayir) (1",

DY
Fa ~ r ap [’Y)UIVM] =

co| —

1 o
- 1_6 (_Naocu + NLWU) [fy 7,}#]
1

= 3 (Naguo)) 79",

onde da segunda para a terceira linha usamos a simetria dos dois primeiros indices da

nao-metricidade. Derivando com respeito a Nggy, teremos

a“o’u

1
ONsoy = 15 (056068 — 656268 [v7,7*10 Nsgy

Como Nggy ¢ simétrico nos dois primeiros indices,

or 1
® SNgoy = — (0°6%5% — 6°6%5Y
8N59¢ BoY 32( a“p“o a“oc”pu
ORI — 000208 ) 1o Ny

1
_ BiA¥ ~01 _ §B[~0 ~¥
32 <5a [fy ? r}/ ] (SOA [fy ? ,}/ ]

+080v¥,7°) = 020", 7] )Ny
1
=16 <5§W7 Y1+ daly”, 75]>5Nﬁew
1
= (17716 Naow + 17,710 N30 )

1
= g hﬂb? Pyﬁ](sNaﬁw-

Assim, segue que

or or 1
oy b ") 6Nagy = = ([ 1 ON,
<3Na6w7 + aNa&) By 8([7 , Y170 Nagy
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1
+7* [, ’yﬁ]fWaw) =3 (W", Y 1vP6 Ngow + [, vﬂ]fSNaﬁw)

1 1 .
= g([v’ﬁﬁ"‘hﬁ + va[vw,vﬁDWaw = gWﬁ VP16 Nagy
1 (0% (0%
= 1—6[vw,7 v + 4416 Nagy

1
= §[7¢agaﬁﬂ]5Naﬁ¢ =0,

onde usamos por virias vezes a simetria dos dois primeiros indices da nao-metricidade.
Comparando este resultado com (D.38), chegamos a

(5\/ —gED
—————0Nggy, = 0.



Apéndice E
Einstein-Cartan

Neste apéndice, veremos alguns aspectos sobre a teoria de Einstein-Cartan. Na secao
E.1, obtemos algumas das equagdes de campo (a equagdo de campo para v sera obtida
no capitulo 7). Ja na secdo E.2, obteremos a equagdo de movimento para uma particula
puntiforme com spin. Como veremos, a particula segue uma equacao que é a soma da
geodésica mais um termo de forca. Na secao E.4, comentaremos um pouco sobre campos
escalares em Einstein-Cartan e, na ultima secao, apresentaremos a equacao de Dirac
em Einstein-Cartan. Faremos isto para apresenta-la com a cara particular da teoria de

Einstein-Cartan.

E.1 Equacoes de campo

Considere a seguinte lagrangiana

S = /\/ _gd4Jf [R“‘Xﬁm} (gmlu g/ll/,)\y K/\,uu; K/\;w,)n 'l/}m, wm,)\); (El)

onde 1, € um campo de matéria qualquer, £,, é a lagrangiana da matéria. De ini-
cio, evitaremos pensar em 1, como estando associado com o spin. Perceba que, em
Einstein-Cartan o acoplamento massa-curvatura ¢ o mesmo da fonte de spin-curvatura
(spin-curvatura), pois x é o mesmo para todo o contetido de matéria. Segundo [2], alguns
autores tratam o caso mais geral X Lmateria usual T & Lfonte de spin-

Usando o principio variacional com as variagoes 0g,,, 0K, e 09 tomadas como

independentes, teremos as seguintes equagoes:

178
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0v/—gR 0/—gL,,
= E.2
59“” +X 59”” 07 ( )
L 0y/—gR X 0v—9Ln (E.3)
v —4g 5K95V v —4g 5K95V ’ ’
0L 0

FR

E possivel demonstrar que, tomando G =R, — %gu,,R , usando a definigdo R",, =

e .+ ... (esteja atento ao sinal e a ordem dos indices nesta defini¢do) e definindo o

ap,o
tensor de momento energia métrico por TH = ﬁ%ﬁf’”), a equacao (E.2) fica
* « « (e} X
Guw—Va (U, U, *+US",) = 5 T (E.4)
onde
1
U = 2 (T 4 T, = g T, ), (E.5)

Note que neste capitulo estamos tratando derivadas covariantes como operadores que
atuam em indices.

Para demonstrar (E.4), é aconselhavel usar coordenadas geodésicas para cancelar os
simbolos de Christoffel. Neste caso, a conexao dependerd apenas da contorcao.

Da defini¢ao (E.5), vemos que
UsHr = —yg«r, (E.7)

Agora, vamos calcular a variagdo da agdo em termos da contor¢do. De (E.1), vemos

que

1 0y/—gR  x 0v—9gLn (F.8)
vV —4g (SKggy vV —4g 6K96V . ’

Na hora de calcular a variacao de um tensor com varios indices é preciso tomar cuidado
com o uso das propriedades de simetria. De maneira geral, nao devemos usar as simetrias
dos indices enquanto calculamos as derivadas, usamos apenas na hora de remover as
variagoes. Como exemplo, considere a variacao da contorcao em termos dela mesma

0K,
a afo

1
6Ky = §Kapo = 00005 6 Kogy = 3 (056505 — 67056%) 0 Koo (E.9)
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Perceba que no calculo acima sé consideramos a anti-simetria do primeiro com o Gltimo
indice da contor¢ao apds derivarmos. Se tivéssemos usado a simetria durante o calculo da
deriva, teriamos obtido ggi”i = 6%,65,6%, — 67,6°%,6% # & (62,070 — 67,65,6%) (gg—i;g =
1+#1 3» por exemplo), o que levaria a um erro de um fator de 2. Todavia, este erro seria
irrelevante no célculo total da variagao da acao, pois todos os termos conteriam este fator
de 2 e, como a variagao total é nula, poderiamos nos livrar dele. No que vem a seguir,
serd usado a equagao de FEuler-Lagrange, que ja considera o fato de 65 ser nula e de 6K,

01 e dg serem independentes. Por esta razao, adotaremos, simbolicamente e sem risco de

erro, a “igualdade™

aK vA 1 a o o (e}
aK:ﬁU = 5 (09,6°,8% — 67,6%,6%). (E.10)

Para calcular a variagdo do termo da esquerda na expressao (E.8), é conveniente

reescrever a expressao (4.23) da seguinte forma

Rypac =Rpuacp +9xu (gwawﬂ),a — Gxp (ngKwaﬂ),g + K¢ap I oo

C
@
- F Kpo-d) - KQSQPK:U‘U(;S’

ap

+ 1% Kyag + K% Kpas — K%, T

Hod

ou, equivalentemente,

Rypas =Rpacp +Kpuopa = Kpuapo + gxugw,aKdﬂop gxug Ktl)ap
1%, Koo — K K,ps. (E.11)

ap

+K¢Up F pogp + F¢0'p Kuoaz) + K¢o‘pKMOé¢ — K¢o¢p F

Hoo

A expressao acima depende tanto da contorcao quanto de sua derivada, logo teremos

L 0y/—gR 1 0v=99"9""Rpac
\/—_5K95u V=9 0Kogy

R OR
_ po ppao /_ po _por ~ M Pppao
=979 0Kyp, \/_ ( 99" 9" OKopux )

Calculemos primeiramente g°?gh® =22 63””“” Usando (E.11), teremos

0 0K 0K,
po ueZZMPAT _po o pa Px Yop Px Yap
9 K =9 {gwg TP T o
OKpop © o K jag 5K¢ap Ko b+ K 0K oy
0Kpp, " P 0Kgp, O0Kygp, P 0Koyp,

aK(ﬁaﬂ f ¢ L aKuoqb 8K¢OcpK o _ [0 8K;w¢>
aK@ﬂV " o aK@ﬂu aKE‘By ap 8}(95,,
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Usando (E.10), teremos

o aaR o 1 o ile 0 B sv v <8 6
9" g" aKL:gV = 59"¢" 9ug™x o (8°,6°,67, — 67,6°,0°
—guug" , (8°,0°,67, — 67,0%.8° ) + (69,0°,6%, — 67,0 8° ) T ¢
C¢ 14 14 14 v
+ 1'%, (69#63015 5~ ) u56a59¢) + (5%(5@6 b — ) ¢55069p) K”a‘i)
0 v v 0 0 v v 0 ¢ ¢
+K¢Up (5 uéﬁa(s ¢ 0 u(sﬁafs ¢) - (5 ¢5ﬂa5 P 0 ¢5ﬁa6 p) I o

B F¢aﬂ (59u55051/¢ B 5Vu56050¢) - (59¢5ﬁadyp o 5V¢5ﬁa59p) Klw i

—K°, (8°,6%07, — .8 8%) .

uo o’ ¢
Entrando com ¢*?¢g"* dentro dos colchetes, segue que

o aaR o 1 o 0 v v 6
| (TN LA R
_gpag¢x,a (60¢5Bxayp - 5y¢6ﬂx(59p) + (50¢>5ﬁ05yp - 5V¢>5ﬁo§9p) 9" F/\/\(b

19" T (8°,0%,07, — 6,6°,8%,) + (6,6°,8", — 67,6°,8° ) g7 K\

_i_g,wéKzt))\)\ (59u55a(51j¢ _ 51/“(5%50(?) . (69¢55015Vp _ 5V¢5ﬁa59p) f,aptﬁ
. f(j);w' (56’”55061/(1) _ (SVM(56059¢) o (6%)660(5”;) — 5V¢(5ﬁa69p) KOZP(b
— KO (50,65 67, — 8",8° 6%,) .

Continuando com os célculos, teremos

ORyupee 1

po - VB o _ 9,8 vA
gg@Kgﬁl, 299,)\99,>\

vo o v vB EX 6 C\ v
979" ,+ 9797 ,+ g7 T =" T,

g £, g8 £, g X0 - KX b
R IR P
e fos g et
gt gt

onde os termos indicados com a letra “a” simplificam-se da seguinte forma

_K5V9 +
KO — gv08 4 KB — 9PVl o [gB0v KA — 4PVl (lembre-se de (4.18)); ja os

termos indicados por “b” e “c” satisfazem ¢’ K", — g% KA\" = 2¢" K", e ¢"° K\’ —
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gP K, =2g"P KA\, respectivamente. Reescrevendo a expressao acima em termos destas

simplificagoes, ficaremos com
Lo 6R d v v vo oV
97 —Mg’) = 979" N =979 =979 .+ 9797,
+g TN =g T +¢%° T =g T, = T + 17

+29"P KA? + 2699 K" | + 4KP10V) ] : (E.12)

Como ¢"", = —T"\" —T", a expressao acima fica

lelg”ﬁ(—f‘% ! > (F/’ F){"b>

9 oKy 2
—g" (=T f — T8 0) 4 g (_Fugﬁ _ F,Bau) +gf IC“Af a_ ¢ f)\/
g% fv};'d_ pz ff)};’i 121/95 4 1201/5 29PN + 29 K
+4 KPIV] } _ % [_QQV/g 129/\)\ +2ge/3 fw}\)\ 408 4 BvE _ vOB _ By
[P L TP L 9gvB KA 4 ogfB KA 1 4 KAV } - %{—2&” 1%
42078 TV 4 70 PO 0P P 0P P o gvB KA O

|: ngﬁ F +299ﬁ FV}\)\ 42 Fauﬁ ) PV@B

l\.’)l»—l

+2905KV)\>\ + 4Kﬁ[9V} :|
+29" KA + 297 KA | + 4K ] ,  (BE.13)

onde a soma dos termos indicados pelas letras “a,b,c,d” foram simplificados da seguinte

forma :

termo a = —g”ﬁ P’\,\e —i—g”ﬁ fAAGZ —QV’BKAA ‘= QV’BKGA /\7
termo b = ¢%° M\ —g" 12,\)\11: 9" KN = =" K",
termo ¢ = —g”ﬂ FQAA —g”ﬁ 129,\/\2 —QQVB IQGAA —QVBKQA)\
termo d = ¢%° I +4%° IC“VAAZ 2¢%° Ig'/{\ +99’BKV,\/\-
Somando estes termos, teremos

— oyt 0 2 £
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Além disto, usamos em (E.13) o fato de %% 4 I'#v¢ — 08 — Ao "’

0 0

+

/_/% C C /_/% C C (&
+ KO8 4 PO _ Fueﬂ _ Fﬁ(h/ _ VOB _ pBov :F + F,Bl/@ Fu%’ _ 1’"89”.

Agora, calculemos —3,\ <\/ gp"g“agR:;“”> De (E.11), segue que

1 OR 1 0K 0K
/— qqP% o Hpao ) __ OI/—aqa’ gte uop,o Hop,o (E.14
\Vam ( 999 OKopy, A) V=9 99°9 ( OKppn  0Kppy ) ( )

Pelas mesmas razoes mencionadas anteriormente, tomaremos

0K opa . 1,
Zpapa - 2 (50 58 s A §v 5859 52 ) . E.l
0Kopu» 2( 1l ¥ p? n’ o p a> (E.15)

Substituindo (E.15) em (E.14), teremos

1

=0
—87,0%,80,0%, — 0°,8%,8°,5%, + 87,00.8°,0%, ) =

pn o” pY « pn o p¥ oo n o p¥ oo

R oo 1 loggN17e7 v
(v is) - g (s

vB O\
\/_8,\\/ <2g

2905 l/)\) _ \/—[(3A\/_) ( uﬁ 0A geﬁgu,\)

=90y (9" g™ geﬁgm)} _ \/_[\/_F . < B 0> g9,6’gu)\>

v v 0 v
+vV=g (9 59+ 979" — a7 — g% g )] =

Cal . Cav v v 0 v
r, ¢"°-r 9’3+<gﬂg +g%¢" — ¢" g geﬁgk)

onde usamos (D.6) com N = 0 da terceira para a quarta linha. Usando o fato da derivada

covariante da métrica ser zero, ¢, = —I', ¢7¥ — T, ¢"’, a expressdo acima fica

L (et

+ [(‘F Y30’ = FBAUQW) 97+ 97 (-1 = T, 9")
_ (_FG/\agcrﬁ _ Fﬁmgea) g™ — ¢ (_Fumga,\ _ F)\)\Ugua)]
:fa9a P Iiaua P |:_1—w65 _ s _ gVBFB)\)\ _ FA/\ngB
R 7 2 +906FVA>\ _’_QOBFAAV} :l‘iaea gy,@_ Iiaua g@ﬁ

. [FGVB _ VB 4 9 fBIvel g”BFw‘A _ F)\)\Gguﬁ I geﬁru,\/\ X g%FAA”} 7
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onde I’ — 9% — 2 KA Usando o fato de que ['%F — T8 —T%f _ V98 LB _

KvoB :f‘e’jﬁ — f‘”% +2K°%] ¢ o fato de que —g"’T% — T\0g"% = —g¥ (F y + IC‘/\)\G
0

e cy
+ K 4+ KA = —¢g*° (I‘ \ T+ F ) na expressao acima, teremos

Lo, (e g ) o, A o, 1" 0

g 0K,
N +2K5W+2K/3W—g”5( v )
03 / . 01/,8 CuIB g COA 08 LA
+g F v+ T —-I g T +g T T - (E.16)

De (E.16) e (E.13), chegamos a

1 6\/ _gR — gpaguoz GRMPOW (\/_ng po aRMPOCU)

a g 0Koypy»

0Kps,
a b c d
= [—g”ﬁ PSP g PVV + g7 K\ + " K
c ¢ c d c a c b
+2K5W] L SR L
= ¢BKAS + ¢+ o jcBlov]

Usando (4.16), (4.17) e (4.18), chegamos finalmente a

_ _gVBT/\GA + QGBT)\V)\ + TBGV

1 1% v v
_ _25 (g A gOBTI sl )

1 1% v 14
= —25 (g *BT)‘HA — ¢ )\—I—Tﬁ 9).

1 0y/—gR
A L1 § (E.17)
V=9 0Kgg,
Substituindo a expressdo acima em (E.8), chegamos a
5\/ gLy,
oyt = X (E.18)

V=9 0Kgs
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Se admitirmos que a lagrangiana da matéria é dada pela lagrangiana de Dirac, entao,

de (D.37), teremos

U = %Sﬁ”e. (E.19)

Agora esta claro porque estamos usando U,g,. A expressao acima mostra que U,p, esta
relacionado com o contetido de matéria, todavia, U,s, ¢ uma entidade que depende apenas
da geometria (ele é fun¢ao da tor¢ao), o que significa que a expressao (E.18) indica como
o contetido de matéria acopla com a parte da geometria associada com a torcao. A priori,
nao precisariamos associar o potencial vetor S**¥ ao spin', porém, vemos de (D.37) e
(E.18) que se a lagrangiana da matéria é a lagrangiana de Dirac, entao o spin acopla com
a tor¢ao via (E.18). Para escrevermos o tensor de energia e momento canonico?, devemos
levar o segundo termo da esquerda de (E.4) para a direita e definir um novo tensor de

energia momento 0*”. Fazendo isto, teremos

Gaop = geaﬁv (E.20)

onde

Ose = Tas+ Vs (5% — g 4 §veP) (E-21)

Note que para obter o resultado acima, usamos U = $5*" em (E.4). Perceba que o
novo tensor energia momento nao é simétrico, ja que o tensor de Einstein, em Riemann-

Cartan, ndo possui esta simetria. E trivial verificar que
2 %
gl — 25 e (E.22)
X

onde utilizamos (E.7). Comparando (E.21) com o tensor energia momento canénico® em
Minkowski*, Og, = Ou5 = Tap + 0, (So‘ﬁ” — Shva 4 S”aﬁ), vemos que J, é substituida por

*
V.= V,+T?,. Disto, vemos mais uma vez que o acoplamento minimo aplicado direto nas

10O 1) ndo precisaria ser o spinor de Dirac, mas sim um campo qualquer associado ao potencial vetor
SHHY,

2Veja pagina 242 de [2] e a pagina 399 de [1], segao C.

3Veja a pagina 66, equagio (B.32), de [2]

4Na notacido desta tese Gu = (_}',,H, onde Gvu é o tensor de Einstein como definido em [2]. Como

G;UJ = é;un euu = éuu~
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equacoes de campo s6 fornecerd as mesmas equacoes de campo que as obtidas através do

acoplamento minimo na agdo se a torgao for totalmente anti-simétrica, ou seja, 7%, = 0.

E.2 Equacao de movimento

Embora, de inicio, Einstein tenha postulado que particulas seguem uma geodésica e
este postulado tenha sido bem sucedido, em relatividade geral, nao se deve postular as
equagbes de movimento separadamente das equagoes de campo [41, 22, 23]|. De fato,
elas devem vir de alguma lei de conservacao associada ao tensor momento-energia da
particula. E natural, entdo, que uma versdo generalizada da relatividade geral, caso
de Einstein-Cartan, também siga esta mesma linha® [41, 186]. Para obter tal equagao,
usaremos o mesmo procedimento adotado em [2]. Este procedimento sera valido para
qualquer teoria onde (E.20) represente as equagoes de campo, mesmo que S,%, nao seja
o potencial de energia do spin, ou seja, o resultado aqui obtido é independente do spin
ser ou nao a fonte de torcao. Por sua vez, o resultado aqui obtido dependera apenas das

seguintes hipoteses:
1. Geometria de Riemann-Cartan.
2. As equagoes de campo (E.20) sdo validas.

3. A lagrangiana ¢ uma funcdo das variaveis independentes g, (ou e4'), K, x (ou T),0)

e de suas derivadas.
4. O principio variacional “tradicional” é valido®.

Em um espaco com torcao, a derivada do tensor de Einstein nao é mais nula, mas

sim’,

VG4 TS, G + TG, = Uyog RP = 0. (5:23)

SEntretanto, em uma versao generalizada de Brans-Dicke [185], os autores postulam que a equagdo

auto-paralela governa o movimento do planeta Mercurio.
6Como ja mencionado em outras partes desta tese, hi autores que questionam a validade do principio

variacional usado para variedades riemannianas quando aplicado em variedades nio-riemannianas [38,

84, 85].
"Veja pagina 238, equacdo 10.36 de [2]. Para comparar a expressdo exibida aqui com a de [2] é

necessario levar em conta as diferencas que ha na notagdo. Se necessario, consulte a secao A.3.
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Usando (E.20) em (E.23), teremos

vyeuu + Tolzjagl/u + TVOZHQOCV _ MRBC‘”V =0. (E24)
X

Agora, usaremos (E.24) para obter uma expressao que seja a equacao da geodésica
mais um termo extra devido ao spin da particula. Por esta razao, torna-se conveniente
escrever o tensor energia-momento modificado em termos das suas partes simétricas e
anti-simétricas, pois, assim, poderemos utilizar o resultado obtido no capitulo sobre rela-
tividade geral. Considere a substituicio de 0¥ = §") 4 gl em (E.24) e uma respectiva

multiplicacao por y/—g. Usando o fato de V,/—g = 0, teremos

Vov/—g (Q(Vu) + g[vu]) + /=T, (Q(Vu) + g[wd)

U
T (0 4 00) — gL e o, (E.25)

Trabalhemos agora esta expressao termo a termo. Primeiramente, calculemos o termo

v, /—_gg(vu),

Vo/—gf = (\/__gg(vu)) ,+ \/__QFVVAH(/\M) + \/__gpﬂy)\g( A)
—\/—_gr)‘,,ﬁ("“) — (\/__gg(vu))ﬂj +v=gT", 9(%7 + \/__gKVV)\(g(Au)
+\/__g l—‘MV/\ H(V/\) + \/__gKuy/\e(V/\) - \/__g F)\I/)\ Q(M - \/__gK/\V)\e(VM)
= (\/__QH(W)>,V +v—=gT", ey \/__QKMVAH( A)
+v/—g (Kyzxﬁ — K/\B/\) 6B
onde os termos indicados pela letra “a” se cancelam (lembre-se da simetria da conexao

riemanniana). De (4.14), vemos que K, — K’ = T”,,. Portanto, a expressio acima

fica

Vo /— g = (\/__gg(w))yy +v—g f‘“l,)\ ey 4 \/__gKHVAg( A)
/= gT" 0, (E.26)

Considere, agora, o seguinte termo.
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V=gt = (V=) /=g T, 60 =g, 0

0 a
/=g T 0 4 =g K" 0 — =g T, 0T — =g K, gl
— (\/—_99[1/“])71, + \/__gKuM(g[w\] +v—g (Kyuﬁ — KABA) e
= (V=gtM) |+ V=g KR\ =gT, 0, (E.27)

114 77

onde, pelas mesmas razoes anteriores, os termos indicados com a letra se cancelam e

o termo indicado com o “0” se anula por temos indices simétricos sendo contraido com

anti-simétricos. Somando (E.26) com (E.27), teremos

Vo /— g + Y, /=g = (\/—_QQ(V”))’V +v=gT", W)
a b a
VT gE" BN 1 —gT 0 (V=g 4 =gK" oz

b
+/—gT" 69[5#] - (\/__gg(w))w ++/—=gT", 8" + (\/__gg[w])
VR0 =g T 0

onde os termos indicados pelas mesmas letras puderam ser escritos em termos de 6H”.
Os dois primeiros termos apos a igualdade da pentltima linha da expressao acima ja
estao do jeito que queremos, eles representam exatamente o que tinhamos no caso da
relatividade geral, abordado no capitulo 3. Precisamos trabalhar os outros termos. Para

tal, substituamos a expressao acima em (E.25).

(V=g0") , + V=g 1 00+ (V=gb)
FVGEN 0 + =G0 =T
+v=gT,, "™ — MR/B@/W

— (\/__gg(w ) + \/_F gy 4 (\/__gg[vu])’y

Uva
VR0 4 VgL 10— = 2 Ren = (E.28)

113 77

onde os termos indicados com a letra se cancelam (lembre-se que T);W = —T’\W). Os
dois primeiros termos da ultima linha ainda podem ser simplificados, como indicado a

seguir.
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1 2 3 4
K05+ TG, = K205+ TG, + K00 — K
: S ! R}
~ KOG+ T Gy — o (TN T = T (B + O]

3

187 vo ja v oy vo

=S TP T T Gy = — KO + T,

1 v v v e Vi auy

_5{(T A + T)\ M) 0(1/)\ - )\9[1/)\ + 1" e[ya] + 1 91/0( - e[l/a]}
— KOG+ T”““Ha,, - —{TVW' o+ Ty — T,

+TMV?‘/94[VOC] -1 [Va] +T° /Va } _Kozuue[ua] + Tyaueau
1
_5 (TVAMQ)\I/ TAV'LLQVA) Ka,ulxe[ya] + Tuaueal/

2TV,
- = _Kalwe[zza}a
2
onde os nimeros acima dos termos no inicio estao rotulando estes termos para facilitar a
identificacao deles na igualdade, enquanto que as lestras ao final indicam os termos que

“a” se cancelam, enquanto que os

estao sendo comparados; os termos indicados pela letra “a
indicados pelas outras letras foram escritos em termos de ¢,,. Substituindo o resultado

acima em (E.28),

(V=90"") , + V=g 17 0 + (V=30 ,

UVOC
—\/—_gKO‘“”Q[m} — V=g B pBamw _
X

Definindo U,, = \/—g0,., a expressao acima fica

C UI/Oé
ues ot uen bl ey /=gt e — g

Como demonstramos no capitulo 3, integrando a expressao acima na regiao onde a parti-
cula se encontra e tratando-a como puntiforme (sem estrutura), os dois primeiros termos
fornecerao a equacao da geodésica, veja a secao 3.2 para maiores detalhes. Portanto, a
expressao acima integrada na regiao do espago onde a particula se encontra a um dado ¢
fornece

dP* ¢
F—i_ F)\w/ utPY + Fr = 0, (E'29)
S
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onde expressamos a geodésica em termos do 4-momento da particula P¥ = [ dz3u)

pois, mg nao é uma constante de movimento neste caso; além disto, definimos

UI/OL
P = / da® (uWW — KW — /—g—22 Rﬂa“”)

X

Usando (E.22) e relembrando que U, = \/—g0,,, a expressdo acima pode ser escrita na

forma final® por

s / dz®\/—g { (M_ Ve UW) Ky U UngB‘”“’} . (E.30)

=

Da expressao (E.30), concluimos que se UM for nulo, entdo a particula segue uma geo-
désica métrica. Tomando a lagrangiana da matéria como a lagrangiana de Dirac, o spin
acoplara com a torcdo via (E.19) e, disto, chegamos a conclusao de que uma particula com
spin na geometria de Riemann-Cartan nao necessariamente segue uma geodésica. Para
maiores detalhes sobre a equacao de movimento em uma geometria nao-riemanniana, veja

[8]. Para o caso da fonte de U*** ser S, a expressio (E.30) fica

g / dx?x/—{ (\/—VQSW) — KoMy, S — S,asRPM| L (E.31)

=

E.3 Campos escalares

Na geometria de Riemann-Cartan, campos escalares nao acoplam com a tor¢ao [23, 8,
91, 183|, portanto, eles se comportam do mesmo jeito que em uma geometria puramente
riemanniana. E facil ver isto da expressdo (E.29) e (E.30), pois, se S*** for nulo, F* tam-
bém sera e, conseqiientemente, as particulas se moverao segundo a equacao da geodésica
métrica

dP)\ C A\ v

Do ponto de vista da mecanica quantica, teriamos

0 ¢(x) + m2é(z) = 0, (E.33)

8Entendemos esta como a forma final porque ela contém U explicito em todos os termos possiveis

de explicita-lo. No caso, U*** esta associado com o contetido de matéria.
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onde ﬁ ¢ o d’Alambertiano em termos dos simbolos de Christoffel.

E.4 Equacao de Dirac em termos da fonte de torcao

(spin)
BAC]

Usando a relagao § K pacy*v5~¢ —lKCABy[A’y YN =T4, 7 (veja D.13), podemos

reescrever (7.80) para o caso N*V = A* = () da seguinte forma

L 1
iV + ZKABC’y[A ~B C]w map = 0, (E.34)

C
onde V,, é a derivada covariante em termos apenas do simbolo de Christoffel. Consi-
dere agora o seguinte. Somando e subtraindo o lado direito da expressao (4.14) com
2(=2gMTY + g™ TH — gMTH 4 2g"T*), onde TH = T, e expressando-a em termos de

UM teremos

K)\;w — U)\/Ll/ _ U/LVA _ UV/M _ gAHTV + g“VTA. (E35)

Usando (E.19) na expressao acima e lembrando que S** ¢ totalmente anti-simétrico,

ficaremos com

K)\;w — %SAMV _ g)\MTV + gMVT/\' (E36)

Desta expressao, temos que K,\u,/y[’\fy“fy”} = KABcfy[A’y ”y = %SABC’y A”yB’yC Usando

9 GABC _

a definicao de densidade de spin”, ’w’yA BAClyp, teremos KapcyAyPy¢ =

—%1&7[147370}@/17[‘47 7¢l. Substituindo esta tltima expressio em (E.34), ficaremos com

. c -
'Vt = goxrarsrey 14PN = myp =0, (E.37)
onde por conveniéncia usamos (D.12). E possivel demonstrar que a expressdo acima ainda

pode ser escrita na forma'? [2]

VN b — —XJ Dy ®aAy —my =0, (E.38)

%Veja a péagina 66 de [2]
10Perceba que em [2] o autor usa uma constante de acoplamento diferente, Xnossa = 2XGasperini-
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onde J(Z) = py®)y 1) & a corrente espinorial do vetor axial. Se fossemos expressar a

lagrangiana (E.1) em termos da fonte da tor¢ao, chegariamos a [2]

c 1
S = /\/ —gd4x (R +x Lbp +ZXSA305ABC) , (E.39)

C

onde Lp é a lagrangiana de Dirac em termos do simbolo de Christoffel. Da expressao
acima, vemos que a unica diferenca de sua versao para a um espaco curvo sem tor¢ao € o
termo de contato spin-spin.

Para finalizar este capitulo, vale apena fazer o seguinte comentario. Embora o capitulo
tenha o nome de Einstein-Cartan, muitas das afirmacoes aqui feitas, como mencionado
explicitamente, transcendem a teoria de Einstein-Cartan no sentido de que elas sao validas

para teorias mais gerais.
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