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Resumo

No limite de baixas energias, o grafeno pode ser descrito por uma
teoria de férmions livres sem massa. Neste trabalho, escrevemos uma métrica
nao-Euclidiana que representa o grafeno e introduzimos um campo de gauge
nao-Abeliano devido a presenca de defeitos topologicos (desclinagoes). Neste
pano de fundo, estudamos o espalhamento elastico de férmions por esses
defeitos. Depois, obtemos o angulo de mudanca de fase e a amplitude de
espalhamento. Discutimos também a influéncia destes resultados em pro-
priedades de transporte. Nesta abordagem, aplicamos um campo magnético
uniforme e perpendicular a folha de grafeno. Assim, o sistema também passa
a ser descrito por um campo de gauge Abeliano e observamos que ocorre a
quebra da degenerescéncia dos niveis de Landau com possiveis implicagoes
fisicas para o estudo do efeito Hall quantico no grafeno. Além disso, estu-
damos a dinamica dos spinores de Dirac na presenca de um potencial con-
finante, como o Oscilador de Dirac, e o confinamento espacial dos elétrons
em uma estrutura de grafeno no formato de um anel com defeito topolédgico.
Finalmente, encontramos que a dinamica dos spinores ¢é afetada por esta geo-
metria e pelas desclinagoes.

Palavras-chave: Grafeno, defeitos topologicos, angulo de mudanca de fase,

amplitude de espalhamento, niveis de Landau, oscilador de Dirac.



Abstract

In the limit of low energy, graphene can be described by a theory
of free massless Fermions. In this work, we write a non-Euclidean metric that
represents graphene and introduce a non-Abelian gauge field due to the pre-
sence of topological defects (disclinations). Furthermore, in this background,
we study the elastic scattering of Fermions by these defects. Afterwards, we
obtain the phase shift angle and the scattering amplitude. We also discuss
the influence of these results to transport properties. In this approach, we ap-
ply a uniform magnetic field perpendicular to the graphene sheet. Thus, the
system also becomes described by an Abelian gauge field and we observe that
occurs the break of the degeneracy of Landau levels with possible physical
implications for the study of the quantum Hall effect in graphene. In addi-
tion, we study the dynamics of Dirac spinors in the presence of a confining
potential, as the Dirac oscillator, and the spatial confinement of electrons in
a graphene structure in the shape of a ring with topological defects. Finally,
we find that the dynamics of spinors is affected by this geometry and the
disclination.
keywords: Graphene, topological defects, Landau levels, phase shift, scat-

tering amplitude, Dirac oscillator.
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Introducao

Nesta ultima década, uma nova classe de materiais foram iden-
tificados e analisados, sd@o os materiais cristalinos bidimensionais (2D). O
grafeno, uma mono-camada de atomos de carbono, é o primeiro material
identificado nesta nova classe. A observagao experimental deste material
somente foi possivel, em 2004, gragas aos cientistas Andre K. Geim e Kons-
tantin S. Novoselov [1] que tiveram sucesso em: produzir, usando a técnica
de clivagem micromecéanica, simples e eficaz, para extrair finas camadas do
cristal grafite; identificar e caracterizar o grafeno, através do Microscopio de
Forga Atomica (AFM - Atomic Force Microscopy). Devido a este éxito, eles
foram agraciados com o Prémio Nobel de Fisica no ano de 2010.

Acreditava-se que a existéncia de cristais bidimensionais nao seria
possivel, uma vez que, as flutuacoes térmicas na estrutura desses cristais
ultrafinos provocariam um deslocamento dos atomos comparéveis com as
distancias interatomicas, deixando-os instéaveis, este argumento fundamental
foi demostrado por Landau [2] em 1937. Além deste fato, em 1966 e 1968,
Mermin e Wagner |3, 4| provaram que nao poderia existir ordem magnética
em uma ou duas dimensoes e estenderam este resultado, generalizando para
sistemas bidimensionais (com simetria continua), ao estabelecer que nao ha

ordem cristalina em duas dimensoes.



Mas a natureza encontra seu caminho, como no caso do grafeno,
onde o cristal bidimensional torna-se intrinsecamente estavel, deformando-se
suavemente na terceira dimensao (3D). Essas Ondulagoes em 3D (observadas
até uma escala lateral de 10nm) leva a um ganho de energia eléastica, provavel-
mente devido a interacao entre os fénons com grande comprimento de onda,
estabilizando as membranas atomicamente finas através de sua deformacao
na terceira dimensao. De fato, como observado por Meyer e colaboradores [5],
os cristais de grafeno suspenso podem existir livremente, sem um substrato,
e exibem deformacoes elasticas aleatorias que envolvem as trés dimensoes.

Esta descoberta, experimental, permitiu a possibilidade de uma
nova area para testes das extraordinarias propriedades do grafeno previstas
teoricamente. A analise tedrica do grafeno ja estava sendo realizada desde
1947, quando Wallace [6], usando um plano do grafite como um exem-
plo didatico para os célculos de fisica do estado so6lido, previu a estrutura
eletronica e observou a rela¢ao de dispersao linear. Em 1956, McClure [7]
propos a funcao de onda para a excitagao préoxima do ponto de Fermi. Em
1984, a similaridade com a equagao de Dirac foi discutida por Semenoff [§].
No mesmo ano, DiVincenzo e Mele 9], concluiram que em compostos inter-
calados com metal alcalino e grafite a carga transferida é distribuida quase
que homogeneamente no plano do carbono.

Desde 2005, o desenvolvimento nesta area de investigacao tem
atraido, com grande empolgacao, a atencao dos pesquisadores de diversas
areas, como da fisica, da quimica, da computagao, da biologia, entre outras.
O grafeno tem se destacado entre os materiais bidimensionais por apresentar
propriedades peculiares: é um material 100 vezes mais forte que o ago [10],
devido a liga¢ao carbono-carbono; quase transparente [11]; um excelente con-

dutor elétrico [12] e térmico [13], conduzindo o calor 10 vezes melhor do que o



cobre. Além disso, o grafeno é um material extremamente flexivel, resistente,
com altissima mobilidade eletronica e boa condutividade térmica.

Podemos compreender a empolgagao perante ao grafeno, suas
propriedades isoladas ou combinadas ja tém sinalizado uma ampla aplicacao
tecnologica [14], como, por exemplo: a combinagao da alta condutividade e
da pouca absorc¢ao de luz para revestimento transparente e condutor, demons-
trado com a construcdo de cristal liquido com base de grafeno [15] e célu-
las solares [16]; a alta mobilidade do grafeno para aplicacao de dispositivos
eletronicos de alta frequéncia [17].

Os elétrons, presentes no grafeno, que participam do transporte
eletronico, no limite continuo em baixas energias, podem ser descritos a partir
da equacao de Dirac. Esta semelhanca formal entre as excitagoes no grafeno
e os férmions de Dirac possibilitou novos testes para alguns fenémenos como:
o efeito Hall quantico [18], efeito Hall quantico fracionério [19] e a auséncia
de localizacao [21]. Em 2006, Katsnelson, Geim e Novoselov [22] sugeriram
que poderia ser observado no grafeno um fenémeno relativistico que nao é
observado na fisica de altas energias: o paradoxo de Klein [23] - fendmeno em
que elétrons relativisticos penetram em barreiras de potenciais, independente
da altura ou largura delas - que foi verificado por Young e Kim em 2009 [24].

Apesar de toda a riqueza cientifica conquistada, em tao pouco
tempo, ainda existe muito a ser compreendido, principalmente, em relagao
as propriedades eletronicas do grafeno. A compreensao dos fenémenos de
transporte é essencial para a fabricacao de dispositivos eletronicos. Entre
outras aplicagdes como a perspectiva da compreensao do efeito Hall quan-
tico acrescentara qualidade & metrologia de resisténcia quantica [25] porque
aumentara consideravelmente a precisao nas medig¢oes. Nossa contribuicao

é proporcionar uma investigacao teodrica que ajude na compreensao do feno-



meno de transporte proximo ao nivel de Fermi, elucidando a real importancia
dos defeitos topologicos na estrutura do grafeno.

No capitulo um, apresentamos a estrutura cristalina do grafeno e
assim fazemos uma revisao do célculo do espectro de energia para os orbitais
7 a partir do método "tight-binding" (Método das ligagoes fortes), onde veri-
ficamos a relagao de dispersao linear proxima aos pontos de Fermi. Com esta
observagao apresentamos a semelhanca formal entre as excitagoes presente
no grafeno e os Férmions de Dirac, assim o sistema é descrito através da
equagao de Dirac sem massa em espacgo-tempo com 2+1 dimensoes.

No capitulo dois, apresentamos uma revisao sobre defeitos topolo-
gicos denominados por desclinagoes e descrevemos as ondulagoes presente nas
folhas de grafeno produzidas por esses defeitos, introduzimos esta informacgao
no meio elastico continuo do grafeno através da teoria geométrica de defeitos
em solidos. Verificamos a influéncia topoldgica que modifica a estrutura
eletronica em baixa energia, e modelamos o sistema através da equagao de
Dirac em espago-tempo curvo com a inclusao da conexao spinorial, devido a
curvatura, e também a inclus@o um campo de gauge nao-Abeliano, devido a
presenca do defeito.

No capitulo trés, para a compreensao do fenémeno de transporte
no grafeno construimos um modelo para o espalhamento elastico quantico a
partir da resolucao da equacao de Dirac, descrita no capitulo dois. Observa-
mos o comportamento assintotico para os spinores de Dirac e encontramos
o angulo de mudanga de fase, a amplitude de espalhamento e a dependéncia
do ponto de Fermi, além da interagao com o defeito.

No capitulo quatro, encontramos os niveis de Landau quando re-
solvemos a equacao de Dirac, descrita no capitulo dois. Aqui acrescentamos

de um termo de gauge Abeliano, devido ao campo magnético aplicado per-



pendicular a folha de grafeno e obtemos a energia do sistema. Verificamos
novamente a influéncia do defeito topologico e do ponto de Fermi junto aos
estados excitados do grafeno.

No capitulo cinco investigamos a dinamica dos spinores de Dirac,
na mesma configuracao do capitulo anterior, acrescido de um potencial con-
finante (o acoplamento do Oscilador de Dirac). Estudamos também o confi-
namento espacial dos elétrons em uma nanoestrutura de grafeno em formato
de anel, encontramos que a dindmica dos spinores de Dirac é afetada pela
geometria do anel e pela superficie com defeito.

Finalmente, concluimos apresentando os resultados observados e

futuras perspectivas.



Capitulo 1

Grafeno: Cristal Bidimensional

1.1 Nova classe de materiais

Os conhecimentos acumulados, desde a década de sessenta do
século passado, possibilitaram integrar grandes quantidades de circuitos so-
bre um mesmo substrato de semicondutor. A relagao entre quantidade
de circuitos integrados sobre o substrato de semicondutor e sua funcionali-
dade e beneficio estao diretamente relacionados. Atualmente um dispositivo
eletronico comum consiste de um substrato de Silicio, Si - tipo-n, coberto
por uma camada de éxido de Silicio, SiOs - que serve como isolante (porta
dielétrica), entre a superficie de Si, tipo-p, e um eletrodo metélico, porta
metalica (gate). Com o passar dos tempos cientistas e engenheiros obser-
varam que a reducao nas dimensoes dos dispositivos aumenta o seu desem-
penho e diminui o consumo de energia, desta forma, o custo-beneficio explica
a grande evolugdo eletronica no tltimo século [26].

Contudo, a medida que os dispositivos foram reduzindo, as portas



dielétricas precisaram ser mais finas, comecando a ter limitacoes devido as
correntes de tunelamento através do 6xido. Este problema chamou a atencao
dos pesquisadores, que intensificaram o estudo de novos materiais, desde
o inicio deste século, com o objetivo de encontrar um novo material para
dar continuidade ao processo de miniaturizacao, por mais algum tempo, dos

dispositivos eletronicos [27].
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Figura 1.1: Comparagao da regiao de dominio da nanotecnologia desde as
macroestruturas até dimensoes subatdmicas em escala logaritmica (Figura

retirada da referéncia [28]).

Mas a reducao da dimensao implica na observacao predominante
de fendmenos regidos pela mecanica quantica. Por isso, esses novos materiais,

em escala nanométrica, 1nm = 10~%m, exibem propriedades e fendmenos fisi-



cos, quimicos e/ou biolégicos novos ou modificados que nao se podem obser-
var nos mesmos materiais em uma escala macroscopica. Portanto, uma nova
abordagem cientifica para a compreensao do comportamento desses materiais
se fez necessaria, a esta abordagem chamamos de nanociéncia e a aplicagao
desse conhecimento cientifico de forma prética, técnica e economicamente
viavel, chamamos de nanotecnologia [28]. Na figura 1.1 temos, em escala
logaritmica, a comparagao da regiao de dominio da nanotecnologia desde as
macroestruturas até as dimensoes subatémicas, e na figura 1.2 temos a re-

presentacao das dimensoes de algumas espécimes em suas respectivas escalas.

fio de cabelo

hemacias
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de carbono
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moléculas
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Figura 1.2: Dimensoes representativas de algumas espécimes (Figura retirada

da referéncia [29]).



1.2 Propriedades do Grafeno

Desta busca incessante por novos materiais culminou a caracte-
rizagdo de uma nova classe de materiais, os cristalinos bidimensionais (2D)

que pertencem a uma escala métrica de 0,1 a 100 nm.

Figura 1.3: Amostra de grafeno suspenso (Figura retirada da referéncia [20]).

Na figura 1.3, temos uma amostra do grafeno suspenso, 150 nm,
em destaque na falsa cor vermelho, artificio tipico da microscopia eletronica
por escaneamento. Este material tem se destacado entre os cristais bidimen-

sionais por apresentar propriedades peculiares, como:

e resisténcia a ruptura de 42N/m, se comparado com uma folha do ago
mais forte em 2D, cuja forga de ruptura é de 0,40N/m, o grafeno ¢ 100

vezes mais forte [10];

e independente do comprimento de onda 6ptico, o grafeno é quase trans-
parente, pois absorve apenas 2, 3% da intensidade de luz, o interessante
é que este niimero é determinado unicamente pela constante de estru-

tura fina [11];

e a condutividade elétrica que é 0.96 x 10°Q~'em ™!, em uma camada de
grafeno, um pouco maior do que a condutividade do cobre que é de

0.60 x 10°Q~'em ™!, portanto um excelente condutor [12];



e a condutividade térmica do grafeno, a temperatura ambiente, é domi-
nada por fonons, sendo aproximadamente 5000W/mK, enquanto que
o cobre apresenta uma condutividade térmica de 401W/mK, com isso,

o grafeno conduz o calor 10 vezes melhor do que o cobre [13].

1.3 Estrutura Eletrénica do Grafeno

O carbono ¢ um dos elementos quimicos mais abundantes no uni-
verso, estd presente em organismos vivos, nos minerais, isto gragas a sua
configuracao eletronica: 1522s%2p?, a qual permite que as ligacoes quimicas
entre dtomos de carbono sofram hibridagao (ou hibridizac¢do), ou seja, os
orbitais dos subniveis atomicos s e p se misturam, dando origem a orbitais
hibridos sp, sp? e sp®, possibilitando a formacao de diversas substancias.
Para os casos em que os compostos sao formados somente por atomos de car-

bono e que diferem no arranjo dos mesmos, temos a propriedade denominada

alotropia.
s a0 80 9%
'..0. .P’ ® H‘
e g.'s
2 *,®

Figura 1.4: Representacao dos orbitais atomicos do carbono.

Uma das formas alotrépicas do dtomo de carbono é o grafeno,
o processo de hibridacao deste é do tipo sp?, como representado na figura

1.4. Nessa hibridagao o orbital 2s mescla com dois orbitais 2p para gerar trés
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ligagoes o, dispostos na forma trigonal plana ao longo de trés dire¢oes no
plano zy, em 120°. A ligacao o confere a estabilidade estrutural da molécula
e o orbital 2p restante, forma uma ligacao 7 perpendicular as outras ligacoes
o, e por estar fracamente ligado o elétron desta ligacao m é responsavel pelas

propriedades eletronicas [30].

Figura 1.5: Da esquerda para direita: as estruturas do fulereno, do nano-
tubo de carbono e do grafite, todos construidos a partir da mesma matriz

bidimensional — o grafeno. (Figura retirada da referéncia [21]).

O grafeno pode ser descrito como uma folha de mono-camada
de atomos de carbono, formando uma rede cristalina hexagonal plana, cons-
tituindo um cristal bidimensional [21]. Sendo também a base de outras es-
truturas (veja a representagao na figura 1.5) como o caso do fulereno [31],

que pode ser descrito como a dobra de uma folha de grafeno em uma es-

11



trutura zero-dimensional' semelhante a uma bola de futebol, e o nanotubo
de carbono [32] que consiste em uma camada de grafeno dobrada em um
tubo unidimensional?. Tanto o fulereno quanto o nanotubo de carbono sao
materiais sintéticos.

Folhas de grafeno sao encontradas na natureza somente empi-
lhadas na forma do mineral grafite. Estas folhas sao interligadas por meio de
forcas de Van der Walls, as quais sao ligagoes fracas que favorecem o desliza-
mento de um plano sobre o outro mediante a aplicagdo de uma forca ex-
terna. Estudos tedricos sobre este material existem a algumas décadas (6,33,
mas sem muito interesse da comunidade cientifica, até que em 2004 foi
possivel sintetizar folhas de grafeno por meio da técnica de clivagem mi-
cromecénica [1]. Fato este que permitiu a observagao de fendémenos fisicos
interessantes |18, 34, 35|, revelando que a folhas de grafeno sao semicondu-
tores de "gap” nulo com alta mobilidade e relativa facilidade de controlar os
portadores de carga mesmo a temperatura ambiente. Possibilitando também
a realizacao de novos estudos sobre o tunelamento quantico, pontos quan-
ticos [36], estudo de membranas livres [37], além da idealizagao de disposi-
tivos eletronicos com aplicagoes tecnologicas como sensores ultra-sensiveis de
gas [38], eletrodos transparentes para tela de cristal liquido [15] e transistores

de grafeno [39,40].

Ipor convencdo, a dimensdo adotada para o fulereno é devido a sua estrutura fechada

ser semelhante a um ponto.
2por convencdo, a dimensdo adotada para o nanotubo de carbono é devido a sua estru-

tura ser semelhante a um fio com o interior oco.
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1.4 Espectro de energia para os orbitais m

O célculo do espectro de energia para os orbitais das ligagoes m
[8,41] permite compreender as propriedades eletronicas presentes no grafeno,
como vimos anteriormente, o elétron desta ligacao é delocalizado, sendo o
responsavel pelo fendmeno de transporte. Entre varios métodos aplicados
para calcular o espectro eletrénico em potenciais periddicos, usamos o método
de "tight-binding", que é definido como uma combinagcao linear dos orbitais

atdmicos e supondo a existéncia de sobreposicao das fungoes de onda.

Figura 1.6: representagao das Sub-redes A (4tomos de carbono de cor cinza)
e B (4tomos de carbono de cor verde), os vetores da base da rede cristalina:
¢1 e ¢3; os vetores dos primeiros vizinhos: ;-1 23 € Uj=1 23 € a célula unitaria

(losango em linhas tracejadas).

Em fisica da matéria condensada, o potencial peridédico corre-
sponde a distribuicao dos a&tomos em intervalos regulares formando o cristal.
Para o grafeno, a estrutura cristalina hexagonal pode ser entendida como
a interconexao e sobreposi¢ao de duas sub-redes triangulares, sub-rede A e

sub-rede B, respectivamente representadas pelos atomos de cor cinza e verde
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na figura 1.6. Usando os elementos de simetria da rede cristalina, pode-se
por translacao dos vetores da base: ¢; e ¢; obter as duas redes de Bravais
triangular, a sub-rede A, gerada pelo vetor r; = n;c; + m;Cs e a sub-rede B,
gerada pelo vetor 7; = n;c; +mi52+cf, com n; e m; € Z, e aorigem do sistema
na célula unitéria, d = d (—1,0). Cada sitio de uma sub-rede interage com
outros trés sitios vizinhos da outra sub-rede através dos vetores dos primeiros
vizinhos: ;-1 23 € Uj=123 pertencentes a sub-rede A e B, respectivamente.
Porém, a célula unitaria do espaco real contém 2 dtomos de carbono perten-
centes a sub-redes distintas, separados a uma distancia d ~ 1,42 ;1

Em uma folha de grafeno perfeita e infinita, define-se os vetores

. <3 \/5)
a = df 2, X2
2° 2
5 d(g_ﬁ)
2 2

cuja origem do sistema estéa na célula unitaria, d = d (—1,0), assim os vetores

de base como:

de primeiros vizinhos sao:

. . 1 V3 1 V3
i =d(-1,0), “2:d<§a7>’ u3:d<§,—7>7

, , 1 V3\ 1 V3
1:d<170)7 UQId(_§7_7>7U3:d<_§77>'

No Método de tight-binding, o Hamiltoniano que descreve os or-
bitais © do carbono é dado por:
et S+ T) - S a4 7). (L)
i=A j=1 i=B j=1
Sendo que o termo ¢ chama-se "hopping", ou transferéncia, que é

a probabilidade de transicao mediante o tunelamento. Os indices 7 e j sao os

14



sitios da rede onde estao ocorrendo a transferéncia. O operador de criagao,
a(7;), cria um elétron na sub-rede A, e o operador de aniquilagao, a(7;),
aniquila um elétron na sub-rede A, da mesma forma que quando o operador
bi(73), cria um elétron na sub-rede B, o operador b(7;) aniquila um elétron

na sub-rede B, obedecendo as relacoes de anticomutagao:

Devido a periodicidade da rede pode-se usar a transformada de

Fourier:
~ 7 dz? ik o
i) = [ e )
- de?
b(k) = [ ——=e*7 b(r;

assim, é possivel sair da representagao da célula unitaria do espaco real para

3

a primeira zona de Brillouin, I', na representagao do espaco reciproco, cujo
os vetores sao obtidos pela equagao b; - @; = 27);; e assim temos uma nova

expressao para o Hamiltoniano de Tight-Binding, dado por:

dk? ;. 0 —tY3 ek
1= [ (a0 v ) (1 L
v (2m R o

!

(
(

Diagonalizando a matriz 2x2 que esta no interior da integral na

)

Qr

(1.2)

S
!
~—

equagao (1.2), considerando o problema de autovalores:

0 _t 3_ eiﬁ'ﬂj A A
\ Z}{—l Mg ™). (1.3)
—t3 e 0 XB XB
XA ~
em que sao as componentes do autovetor. Os autovalores emergem
XB

do célculo do determinante:
0—F - tzgf:l etk

det o
iy R -

=0 (1.4)
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Assim, os autovalores de energia sao encontrados:

3 3
E?2 — 42 Z iR Z ik (1.5)

realizando o calculo dos somatoérios temos:

E = =+£t,|1+ 4cos? (?l@d) + 4 cos (g%d) cos (?kyd) (1.6)

O espectro de energia para uma particula (equagao 1.6) consiste de

duas superficies (E > 0 e E < 0) as quais se tocam quando E = 0 em
seis pontos que estao localizados nos vértices da primeira zona de Brillouin
formando um hexégono (veja figura 1.7). Os estados de energia negativa

b E (V)
' ‘ l

b_—d

k.“n

Figura 1.7: Em a, temos o gréfico de superficie do espectro de energia, des-
crito pela equagao(1.6), fazendo t = 2.8 eV [42]. Em b, primeira zona de

Brillouin, delimitada pela linha tracejada, da mesma equacao.

(bandas de valéncia) estdao preenchidos e os estados de energia positiva (ban-
das de condugao) estao vazios, desta forma, a estrutura de banda de energia

¢ semi-preenchida e o nivel de Fermi corresponde aos seis pontos isolados
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(E = 0). Por periodicidade o ntimero de pontos de Fermi se reduz a dois

~ . . o 4m
pontos nao equivalentes: K, = (0, :|:3\/§d>.

1.5 Teoria de férmions livres sem massa

Excitagoes em baixa energia sao estudadas tomando o limite con-
tinuo (d — 0). Para compreender melhor o comportamento do grafeno proxi-
mo aos pontos de Fermi, escolhendo os pontos de Fermi nao equivalentes, sub-
stituindo o termo k = K. + | 5] e fazendo uma expansao no Hamiltoniano na
representacao do espaco reciproco, matriz 2x2 que esta no interior da integral
na equagao (1.2), considerando apenas os termos para |p| pequeno, obtém-se

a seguinte equacgao:

3t 0 e T
He =24 et (1.7)

2 Pz Fipy 0
o termo H. significa em torno de qual ponto de Fermi, K, ou K_, foi
feito a expansao do Hamiltoniano; o parametro %d tem o valor aproximado
de vp ~ 10%n/s que recebe o nome de velocidade de Fermi. Reescrevendo a
equagao (1.7), temos:
Hy 0 _ c-p O | (18)
0 H_ 0 (o-p)

e para simplificar fizemos vr = 1, onde o = (01, 02) sdo matrizes de Pauli®,

que sao o conjunto de trés matrizes 2 X 2, com a seguinte forma:

3880 matrizes que foram introduzidas na mecanica quantica nio-relativistica pelo fisico

suico Wolfgang Ernst Pauli para descrever uma particula de spin 1/2.
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ol = 0% = 0% = : (1.9)

que satisfazem: a relagiao de anticomutagao: {o’,07} = 20;;l5; a relagdo
oiol = iok e (6')° = I, cujo os indices 7, j, k sdo 1,2, 3 respectivamente, e I
¢ a matriz 2 x 2 unitaria.

Podemos substituir a expressao (1.8) na equagao (1.3), obtemos

a seguinte equacao:

i 1/)(;) = E@D(F), (1.10>
0 (o-p)
onde Y = xa
XB
De forma mais compacta, sendo p = —ihV, fazendo h = 1,

podemos reescrever a equagao (1.10) em termos das matrizes de Dirac, 7,

obtemos:

=7 iVYe) = Edg). (1.11)

A equagao (1.11) permite compreender que no grafeno os estados
eletronicos de baixa energia para o orbital m sao descritos por um modelo
com base na equacao de Dirac sem massa em espago-tempo com 2-+1 di-
mensoes. Os auto-estados do operador de Dirac sao vetores bidimensionais,
chamados spinores, (|K.A), |[K.B))", e suas componentes sio funcoes de
onda, (¢A VB i)T, correspondendo as duas sub-redes e aos dois pontos de
Fermi, comportando como pseudospin, mas o papel da velocidade da luz, c,

é desempenhado pela velocidade de Fermi, vrp = ¢/300.
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Podemos concluir que no grafeno a presenca dos pontos de Fermi
sao responsaveis pelo comportamento semi-metélico, ou seja, comportando
como metal devido ao ponto de fuga entre as bandas de valéncia e de con-
ducao, permitindo a observagao de propriedades com elevada mobilidade, por
isso, os elétrons que se encontram nestes orbitais sao considerados elétrons
livres. Refor¢ando na observacao de que o espectro da energia para mo-
mentos pequenos proximos aos pontos de Fermi apresentam uma relagao de

dispersao linear, caracterizando a dinamica da equacao de Dirac.
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Capitulo 2

Defeitos Topolbogicos no Grafeno

2.1 Ondulacoes na Folha de Grafeno

Em um sistema fisico real, a rede cristalina de um soélido pode
apresentar alguns defeitos. Desta forma, podemos compreender tais defeitos
como estruturas que aparecem devido a uma ocorréncia local em torno de
um sitio na rede, onde pode ser de origem quimica, elétrica ou estrutural.
Estudos de defeitos em so6lidos sao importantes para entender o comporta-
mento em muitos materiais como a difusao, transicao de fase, transporte
eletronico e reatividade dos compostos solidos [43]. Além de despertar um
grande interesse da comunidade cientifica, devido as possibilidades de apli-
cagao tecnologica, na medicina [44] e no desenvolvimento de novos materi-
ais [45]. Experimentos com microscopio eletronico de transmissao (TEM -
Transmission Electron Microscope) [5] mostram que folhas de grafeno suspen-
sas exibem uma aparente curvatura aleatoria e espontanea em que podem ser

visualizadas como ondulagoes de varios tamanhos. Semelhantes ondulagoes

20



também foram relatados em experimentos com microscépio de tunelamento
(STM - Scanning Tunneling Microscope) [46]. Cargas ndo homogéneas no
grafeno foram calculadas e associadas a estados de impureza [47] ou defor-
magao elastica [48], de uma natureza muito semelhante ao obtido anterior-

mente com defeitos topologicos [49-51].

2.2 Defeitos Topolbgicos

A teoria da Relatividade Geral prevé que o surgimento da gravi-
tagao se deve a curvatura no espaco-tempo, esta curvatura que é caracte-
rizada pelo tensor de Riemann [52]. Defeitos topologicos, na gravitacao,
aparecem devido a quebra espontanea de simetria, como exemplo, o sur-
gimento das cordas cosmicas [53]. Neste campo gravitacional, uma particula
em repouso em torno de uma corda césmica estatica, infinita e reta nao seréa
atraida, porque nao existe a gravidade local e o espaco-tempo ao redor da
mesma é localmente plano, mas nao globalmente. O campo gravitacional ex-
terno devido a uma corda césmica pode ser descrito por uma métrica conica.
Efeitos interessantes como: o efeito gravitacional Aharonov-Bohm [54, 55],
lentes gravitacionais [57] e a auto-forga por uma carga elétrica em repouso [58|
podem ser explicados através desta topologia.

Em matéria condensada, defeitos topologicos também surgem
da quebra espontanea de simetria. A partir desta correlacdo Katanaev e
Volovick desenvolveram uma abordagem geométrica fundamentada na geo-
metria de Riemann-Cartan, mostrando a equivaléncia entre a teoria gravi-
tacional tridimensional com torcao e a teoria de defeitos em solidos, as-
sim, cristais com defeitos topologicos em um limite continuo podem ser des-

critos pela teoria geométrica de defeitos [59,60]. Permitindo utilizar: cristais
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liquidos, supercondutores, super-fluidos e outros materiais como laboratério
para Gravitagao e Cosmologia [61], além de descrever fenomenos interes-
santes nesta area, como fases geométricas em superficies conicas [62], efeito
Aharonov-Bohm [63] e a possibilidade de futura aplica¢do tecnolégica como

computagao quantica holondmica [64].

2.3 Defeitos Topologicos no Grafeno

Defeitos topoldgicos denominados por desclinagoes podem ser ob-
servados na rede cristalina hexagonal do grafeno. Estes defeitos sao classifica-
dos em relagao a simetria de rotagao da rede cristalina, podem ser descritos

1 d n 1 " h d 1 "
pelo processo de "cortar e colar", conhecido na literatura como "processo
Volterra" [65], ou seja, cortando a estrutura ao longo de uma linha e adi-
cionando (ou removendo) um setor angular, A\, do mesmo material entre as
duas bordas do corte, como podemos observar na figura 2.1, onde em (a)
temos uma folha de grafeno plana com a érea em destaque, de cor amarelo,
F o W S S S Y
LU L e S S
P D
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Figura 2.1: Representacdo do Processo Volterra, em: (a) folha de grafeno
plana, com o setor angular, \ igual a %, em destaque de cor amarelo , (b)
desclinagao positiva, (c¢) desclina¢ao negativa.

representando o setor angular, a ser adicionado (ou removido); em (b) temos
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a folha de grafeno com desclinacao positiva, devido a remocao do setor angu-
lar; em (c) agora temos a folha de grafeno com desclina¢ao negativa devido
a inser¢ao do setor angular.

Nas estruturas conicas das folhas de grafeno com desclinacoes os
defeitos agem como a fonte de um campo de distor¢cao geométrica, modi-
ficando a estrutura eletronica em baixas energias como consequéncia para as
propriedades de transporte nao-locais [62]. Estas informagoes introduzidas
pelo defeito no meio elastico continuo do grafeno podem ser descrita usando
a teoria geométrica de defeitos em solidos, na abordagem de Katanaev e

Volovick, pela métrica bidimensional no espago-tempo:
ds® = dt* — dp* — o*p*d¢?, (2.1)

onde o ¢ um parametro que identifica a presenca do defeito e esta relacionado
com o setor angular, A\, que é retirado (ou inserido) para formar o defeito pela
expressao o = 1—1—%. O caso de a = 1, corresponde a auséncia de desclinacao.
No grafeno, devido a sua simetria hexagonal, podemos relacionar A = +NZ,
onde N é um nimero inteiro no intervalo de [0, 6] indicando com o nimero
de setor removido (ou inserido), e obter uma nova expressao para «, na qual
o sinal negativo representa a remocao de setor:

N
=1—-— 2.2
a=1-7 (22)

Esta geometria possui uma singularidade conica representada

pelo seguinte tensor de curvatura:

l—«
Ry =——0(p), (2.3)

onde dy (p) é a fungao delta em duas dimensdes, este comportamento do
tensor de curvatura é denominado singularidade conica, ou seja, a origem

da curvatura é no centro do defeito e em outros lugares a curvatura é nula.
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Valores de « no intervalo de 0 < a < 1, significa espagos com curvatura
positiva, devido a remoc¢ao de um setor ou mais setores do material para
formar o defeito, e para a > 1, significa espacos com curvatura negativa,
devido a inser¢ao de um setor ou mais setores do material para formar o
defeito.

Com a introdugao de curvatura na folha de grafeno devido a
adigdo (ou remocao) de um setor angular, ocorre uma distor¢ao geométrica
na rede hexagonal, que pode ser mensurada pela circulacao de um vetor
tangencial, ao redor do épice da estrutura que agora é conica, por um caminho
fechado em torno do defeito. Observou-se que através do transporte pa-
ralelo de um spinor, o mesmo adquire uma fase nao-trivial, esta mudanca
de fase chamamos de holonomia. O fator de fase adquirido é analogo ao
efeito conhecido como efeito Aharonov-Bohm [66], ou seja, a fun¢ao de onda
do elétron adquire um fator de fase,¢ 45, quando percorre uma trajetoria ao
redor de um fluxo magnético gerado por um solenoide muito longo ou por

um arranjo linear de dipolos magnéticos que é dado por:
oan = § A-d7 = g0, (24)

sendo E(ﬁ o potencial vetor; ¢ é a carga do elétron e . é o fluxo de campo
magnético contido no solenoide. Baseado neste efeito é possivel considerar
que a descontinuidade gerada no grafeno, devido ao efeito de curvatura, pode
dar origem a um campo de gauge efetivo, desta forma, Uiy = e'$ "Y‘d’r, onde
Uic) ¢ a holonomia encontrada a partir da expressao: Uy = P e$ Tudah
onde P representa o produto ordenado, I', & a conexao spinorial, bem co-
nhecida na teoria de campos em espagos curvos. Esta observacao realizada

por Furtado, Moraes e Carvalho [62]|, que obtiveram a seguinte expressao

24



para a holonomia nos cones de grafeno:
—3 27
Uy = el =707, (2.5)

permitindo descrever a geometria conica do grafeno no limite continuo com a
métrica que é dada pela equagio (2.1), onde ¢® é uma das matrizes de Pauli.

A curvatura introduzida devido a retirada (ou adi¢ao) do setor
angular, nao é a tnica consequéncia observada. Em uma rede hexagonal
plana, a circulagao dos spinores através de um caminho fechado em torno do
defeito, observa-se que os mesmos pulam da sub-rede A para a sub-rede B, e
vice-versa, mas quando inserimos uma desclinagao conectamos dois dtomos
da mesma sub-rede, obrigando os spinores a saltarem a sitios que sao da
mesma sub-rede (ver figura 2.2). Esta descontinuidade tem um efeito sobre

cada spinor misturando-os nas sub-redes, sendo analoga ao efeito Aharonov-

Figura 2.2: Descontinuidade nas sub-redes do grafeno devido a introducao

da curvatura.

Bohm, devemos acrescentar um termo similar a um campo de gauge nao-
abeliano [67] que compensa o salto do spinor para a mesma sub-rede. Este

termo para a remocao de um tnico setor temos:

/ A-dl = g# (2.6)
(©)

onde 72 ¢ uma das matrizes de Pauli, que mistura as componentes spinoriais

referente aos pontos de fermi, K, e K_.
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A circulacao do potencial vetor, ff, ao redor de um caminho
fechado, c, a partir do apice da estrutura conica foi observada por Crespi
e Lammert [68], que encontraram a seguinte holonomia para a fungao de

onda dos spinores quanto aos nimero de setores removidos (ou inseridos):

U(/C) _ 6[7i37r(a71)7'2]’ (27)

Encontraremos o termo de gauge nao-abeliano, %, a ser acrescen-

tado no nosso modelo através da expressao:

‘/ E-ﬂli/ 9~dL (2.8)
(e) (e) P

a partir da equagao (2.8) e a expressao de holonomia de Crespi e Lammert
(a equagao 2.7), obtemos o termo a ser considerado para compensar descon-
tinuidade ficticia da funcao de onda:

Q:ig@—l) (2.9)

onde o sinal + refere-se aos spinores correspondentes a cada ponto de Fermi
(K4 e K_). Neste momento destacamos que no grafeno com defeito topologi-
co tipo desclinagao, a descontinuidade ficticia da funcao de onda para os
spinores somente existe quando o ntmero de setor removido (ou inserido)
for N = 1,3 ou 5, para N = 2 ou 4, esta descontinuidade nao ocorre, lem-
brando que o valor méximo ¢ N = 5, para a existéncia do grafeno com
defeito.

Portanto, para que a teoria seja consistente, as consequéncias do
efeito da curvatura nas folhas de grafeno devem ser investigados através da
Equacao de Dirac em espaco-tempo curvo devido a presenca de desclinagoes,

com a inclusao da conexao spinorial, devido a curvatura, e também a inclusao

26



um campo de gauge nao-abeliano, para compensar a descontinuidade ficticia
da funcao de onda dos spinores. Desta forma, podemos reescrever a equacao

(1.11):

, Q
o <Nu — 7") Uitpp) = 0. (2.10)

A derivada covariante, V,, ¢ definida como 9, + I',, sendo, 0, ¢é

a derivada ordinéria, em relagao as coordenadas do espago-tempo curvo,

I', é a conexao spinorial, obtida por Furtado, Moraes e Carvalho 62|, que
L ) Q. . ~ :

demostraremos no préximo capitulo, e —¢ € 0 campo de gauge nao-abeliano,

determinado anteriormente.
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Capitulo 3

Espalhamento Elastico em

Grafeno com Defeitos

3.1 Transporte eletronico em Duas Dimensoes

Como vimos, no grafeno existe uma influéncia topoldgica que
modifica a estrutura eletronica em baixa energia. Uma tnica folha de grafeno
apresenta propriedades eletronicas interessantes, compreender o papel dos de-
feitos nas propriedades de transporte de grafeno é central para a realizacao de
dispositivos eletronicos no futuro com base em carbono. Em experimentos
com microscopio de tunelamento (STM - Scanning Tunneling Microscope)
utilizado para medir os padroes de interferéncia das quasi-particulas pre-
sentes no grafeno, os estados de energia na densidade local revelam modu-
lagoes em duas diferentes escalas de comprimento, mas quando sua fonte sao
defeitos, as fungoes de onda de diferentes simetrias podem se misturar [69].

Também foram relatados que certos tipos de ondulacoes presentes no grafeno
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podem criar um potencial de espalhamento de longo alcance que resulta na
alta mobilidade da carga, praticamente independente da concentragao de
portadores [70]. Magnetorresisténcia de baixo campo é sempre presente em
sistema de baixa dimensao, no grafeno a magnetorresisténcia é fraca e em
alguns casos, completamente ausente, essa observacao inesperada ¢ atribuida
as ondulagoes que podem causar um efeito de defasagem semelhante ao de

um campo magnético aleatorio |71].

3.2 Espalhamento Elastico de Férmions sem
massa por Defeitos em Grafeno

No capitulo 1, vimos que o método de tight-binding descreve muito
bem a banda de conducao e a banda de valéncia para os orbitais 7 do grafeno
no limite continuo em baixa energia, assim podendo descrever as excitacoes
proxima aos pontos de Fermi, localizados na zona de Brillouin, através da
equagao de Dirac sem massa em espaco-tempo com 2-+1 dimensoes. E no
capitulo 2, observamos que, a presenca de desclinagoes modifica a estru-
tura eletronica do grafeno como consequéncia da curvatura introduzida pelo
defeito. Agora, com essas informacoes vamos analisar aprofundando nosso
conhecimento em relagao a influéncia das desclinagoes nas propriedades de

transporte estudando o espalhamento elastico dos férmions por defeitos.

3.2.1 Equagao de Dirac sem massa no espago-tempo

curvo

No nosso modelo utilizamos a equacao de Dirac sem massa em

espago-tempo com 2-+1 dimensoes, na abordagem geométrica de defeitos de-
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vido a presenga das desclinagoes dado pela métrica na equacao (2.1) a seguir:
ds® = dt* — dp* — o*p*d¢?, (3.1)

e acrescido de um campo de gauge nao-abeliano. N6s adotamos a assinatura
(+,—, —) para métrica e a convenc¢ao i =c=1. A dinamica do spinor de

Dirac neste pano de fundo é governada pela equagao de Dirac:

_ Q
’y“ <ZV‘LL - 7“) w(t%@ = 0. (3.2)

Na expressao acima, v* sao as matrizes de Dirac; V,, é a derivada
covariante; e €2, é o termo de gauge nao-Abeliano, que surge para compensar
a descontinuidade das sub-redes na presenca do defeito topologico, como
definimos no capitulo anterior (veja a equagao 2.9).

As matrizes de Dirac 4* satisfazem a relagao de comutacao
{v*,7"} = 2¢". O tensor métrico que é definido por (2.1) e pode ser escrito
em termos dos campos de tetradas locais g" = E*EYn®, onde os indices lati-
nos a, b, c,..., pertencente ao espaco-tempo de Minkowski e correspondendo
a 0, 1, 2,..., enquanto que os indices gregos pu, I, ... pertencente ao espago-
tempo curvo e correspondendo a t, p, ¢..., as matrizes de Dirac sao definidas

COomao:

70 — ﬁ — ’fyi = ) , (33)

Escrevemos os spinores de Dirac em duas componentes, desta
forma, introduzimos a seguinte representacao em termos das matrizes de

Pauli:

Byt =a', By =0? B =0 (3.4)
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onde 70 = (¢3)? = I.

A derivada covariante é definida como:
Viu=0,+T,, (3.5)

sendo J,, a derivada ordinaria, em relacao as coordenadas do espago-tempo
curvo, e ', a conexao spinorial, que seré definida em breve, desta maneira

a equacao (3.2) ficara reescrita na forma:

, : Q
~H (z@u + ’LFM - 7“) ¢(t,p,¢)) = 0. (36)

Definido o pano de fundo para o grafeno, vamos encontrar os
referenciais locais dos observadores. Estes referenciais sao construidos através
das componentes da base nao-coordenada 6" = ej;dz" para cada elemento de

linha da métrica (2.1):

P = dt,
' = cos(¢)dp — apsin(¢)de,
0 = sin(¢)dp + apcos(¢)do,

desta forma, podemos escrever os campos de tetradas QZ(I), como sua inversa,

et (z), na forma matricial:

1 0 0 1 0 0
ei@)=| 0 cosgp —apsing |, @) =] 0 cos¢ sing |. (37)
0 sing apcos¢ 0 _%ﬁ %

Para calcular a conexao de spin e obter a conexao spinorial, pre-

cisamos calcular a conexao um-forma, wy = wy pda”, que sao obtidas das

equagoes de estrutura de Maurer-Cartan 6" +wp A o = 0, observando a
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simetria do defeito (2.1) existe duas componentes nao-nulas para a conexao
um-forma:
wi = —wy = (a —1)d¢. (3.8)
Através da expressao: I' ,(z) = wy ,dz#, obtemos a matriz conexao

de spin que esta relacionada com a conexao um-forma:

0 0 0
ws(@) =10 0 —(a—=1) |- (3.9)
0 (a—1) 0

Finalmente, a conexao spinorial que é descrita em termos da conexao
de spin pela expressao: I', = —éFu ab [’y“, fyb} , com somente uma tnica com-
ponente nao nula:

i

Ly = —5(a—1)o". (3.10)

Usando a conexao spinorial (3.10), o campo de gauge nao-Abeliano,

a equacao de Dirac (1.11) com este procedimento torna-se:

1 1 10, Q
- b _ 9% _ 925 =0 (3.11
{w O + iy (8p+2 p z&p) vl }%m (3.11)

As matrizes de Dirac devem ser definidas em termos dos referenciais
locais pela expressao v = efv?, sendo v satisfazem a relacao de comutagao
{7“,7”} = 2™ no espaco-tempo de Minkowski, obedecendo a seguinte re-

lacao:

70 = elyt = ,}/0 — 'Yt; (3.12&)
o= ety =~ cos g + P sing = 17; (3.12b)
1 v*

5 e = o (eosd—alsing) = (3.12c)
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Realizamos a separacao de variaveis na equagao (3.11). Assim,
escolhemos o ansatz a seguir como solucao da equagao de Dirac, consideramos
a independéncia temporal e a simetria rotacional do pano de fundo. Esta
escolha pode ser considerada como a solu¢ao de uma particula livre num

referencial em repouso [72,73]:

b= e—z’Et—l—i(l—o—%—"g)(b xa(p)

2 , (3.13)
xB(p)

onde E e [ sao constantes de separagao que podem ser interpretada como
energia e momento angular, respectivamente. O spinor x4(p) refere-se a
sub-rede A e xp(p) refere-se a sub-rede B.

Usando o mesmo procedimento adotado por Villalba [72,73], onde
utilizou a transformacao de similaridade S(¢), em que as matrizes v e ¢
sao reduzidas para matrizes v e 72, respectivamente, e esta transformacao

assumira a seguinte forma:

7. (3.14)
Satisfazendo a seguinte propriedade:

SHe)"S(9) = 7', (3.152)
S7Ho)’S(0) = 2 (3.15b)
O ansatz (3.13), a transformacao de similaridade (3.15a e 3.15b)

e a representacao em termos das matrizes de Pauli (3.4) permitem escrever

o seguinte conjunto de equagoes diferenciais para a parte radial:

: 1 (l+EQ

Exap = —t <8p + 2_/)) XB(p) — ( &p2 + Ti) XB(p)s (3.16a)
. 1 (l+E: Q

EXB(P) = -1 <ap + %) XA(p) T2 ( ap2 + f) X A(p)> (3.16b)
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onde o sinal +, corresponde a cada ponto de Fermi, ou seja, o sinal + para
o ponto de Fermi K, e o sinal — para o ponto de Fermi K_.

Encontramos as equagoes de movimento que satisfaz a cada spinor:

1 1 /1+1 1\’

1, 1 [l+1 1\’
824-;8,,—?( Oz2+Qi_§> + E? Xap = 0. (3.17b)

Escrevendo as equagoes (3.17a) e (3.17b) de forma mais com-

pacta, temos:

(p28§ + pd, — 1V + E2p2) Xap) = 0, (3.184a)

(0?02 + p0, — (v+1)° + E*p*) xp(y = O, (3.18b)

onde v = <% + Q4 — %) ev+l = (% + Q4+ %) Os parametros v, v+1e
) dependem da natureza do defeito em questao, ou seja, dependem do angulo
de desclinagao quanto ao nimero de setores adicionado (ou removido).

As equagoes radiais de Dirac (3.18a) e (3.18b) sdo equagoes dife-

renciais de Bessel com a seguinte solugao geral:

xv(Ep) = A,J,(Ep)+ B,N, (Ep), (3.19a)

Xv+1 (Ep) = Al/—i-lJlH-l (E:O) + BZ/—HNZ/—H (E,O) : (3'19b>

De forma que os spinores de Dirac sao X, () = XA(p) € Xv+1(p) =
XB(p); COM 08 termos Ay, By, A, 11, B,11 que sao constantes de normalizagao.
As fungoes de Bessel do primeiro tipo, J, (Ep) e J,41 (Ep), s@o
funcgoes finitas na origem, enquanto que as fungoes de Bessel do segundo tipo,

N, (Ep) e N,41 (Ep), sdo divergentes na origem. Necessitamos que a solug¢ao
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seja bem comportadas na origem, desta forma, escolhemos as contantes B, =

B, 11 =0, e temos como solugao para as equagoes de Bessel (3.18a) e (3.18b):

Xv (P) = AI/JI/ (EP) 5 (320&)
Xv+1 (P) = Avndin (Ep) . (3'20b)

Temos como forma assintotica da funcao de Bessel |74] para os

spinores de Dirac das equagoes (3.20a) e (3.20b):

2
xwlp) PR [ cos (Ep -2, (3.21a)
TE 2 4
2
Yor1 (p) p—= X Iy Cos Ep Ty 4) (3.21b)

3.3 Teoria do Espalhamento Elastico Quantico
para o grafeno

Vamos analisar o problema de espalhamento nao associado a um
tipo de potencial tradicional, utilizando o mesmo procedimento de Deser e
Jackiw |76], implementado com éxito para analisar o espalhamento relativis-
tico em relagao ao movimento quantico da particula sobre um cone. Desta
forma, precisamos encontrar a solucao da Equacao de Dirac para analisar
o espalhamento relativo ao movimento quéantico relativistico dos elétrons de
Dirac sobre o defeito, lembrando que nao existe a interacao com um potencial,
estd informagao esta inserida na métrica.

Considerando o problema de espalhamento, isto é, o movimento
de elétrons livres, ¢p, ¢) = eik'ﬁ, com origem em t = —oo para t = 0o que

serao espalhados pelo defeito presente na folha de grafeno, onde a solucao
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pode ser construida como uma superposigao de ondas parciais, para os spinores
de Dirac, da fungao de onda plana incidente, teremos:
Y ?

o0

A
Vipg) = Z ilid XBl (p) elld (3.22)
l=—o0 Xi+1(P)

sendo it = e
iEpcosgp __ oo -] il
efpeosd — Zz:_ool JZ(P)G ¢,

E se assumimos que a regiao de interacao é especialmente restrita,

jus . ~ ~
> e usando a seguinte expansao para a fungao de onda plana:

podemos considerar o comportamento assintético com a seguinte solugao para

a parte radial:

2 Im 7
X(p) p—= o ”7r_E’pCOS(E'0_?_Z+5lA)’ (3.23a)

2 lr =«
XZB+1 (p) p— 5% \/ 7r_Ep cos (E,O ) + 1 + 5{11) ) (3.23b)

onde 0 ¢ o angulo de mudanca de fase sub-rede A e 6f, € o angulo de

mudanca de fase sub-rede B.

3.3.1 Angulo de mudanca de fase, d;:

O angulo de mudanga de fase, ¢;, tem como origem a interagao
com o defeito, o mesmo descreve a mudanga com relacao a solucao para
a onda livre. Vamos obter o angulo de mudanga de fase: 9; igualando os
argumentos da fungio cosseno das equagoes (3.21a) e (3.23a); e obtemos &} !
igualando os argumentos da func¢ao cosseno das equagoes (3.21b) e (3.23b)
e substituindo os termos v = <% +Qy — %) ev+1= (% + Q4+ %)

Assim determinamos que angulo de mudanca de fase serd o mesmo para

ambos spinores de Dirac: x,(p) e xv+1(p):

INw =«
o =0 =0, =~ (<l+§) §+§Qi>, (3.24)
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sendo w = (o™t — 1) 7.

Podemos concluir que o dngulo de mudancga de fase, d;, nao de-
pende s6 da influéncia da geometria do defeito que esta contido em w, como
foi observado por Fonseca, Moura-Melo e Pereira [77], mas o mesmo também
depende de 1 que esta relacionado com a presenca do campo de gauge nao-
Abeliano. Logo, temos duas contribui¢oes: uma referente ao efeito Aharonov-
Bohm devido a geometria, e a segunda contribuicao devido ao campo de
gauge nao-Abeliano. Em termos dos nimeros de setores removidos (ou in-

seridos) podemos reescrever o angulo de mudanga de fase como:

1 N Nm

Lembrando que para a rede hexagonal do grafeno com descli-

na¢ao, sendo N um ntimero inteiro no intervalo [0, 5] representando o nimero

de setor removido (ou inserido), gerando o defeito. Na expressao acima para

N

01, 0 termo £

é devido a descontinuidade adquirida na fungao de onda
dos spinores, portanto, somente sera considerado para N igual a 1,3 ou 5,

quando observamos a descontinuidade das sub-redes no grafeno.

3.3.2 Amplitude de espalhamento, f(¢):

Na secao 3.3, escrevemos a solucao da funcao de onda espalhada
como uma superposi¢ao de ondas parciais (veja a equagao 3.22), com o

seguinte comportamento assintotico, quando p — oo:

oo 2 _lr_ =
by g 30 ptomn [ Vs BT E R0
= 2 cos (Bp— 5 +5 )
(3.26)
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Reescrevendo a equacao anterior explicitando as fungoes de onda

espalhada de cada spinor, desta forma:

=, . 2 I m ,
A i(8;+1mw/2) i _ il
VA(p,d) p— X E e 1/—7T pcos (Ep 5 4—1—51)6 :

l=—00
(3.27a)
VB(p,¢) p—= 0 Z e!ortin/2), | 2 cos | Ep — I + D45 et
’ = mEp 2 4
(3.27h)

Devido a superposicao também podemos decompor a equacao
(3.26) em duas partes: uma parte a fun¢ao de onda incidente, ¥;,.(p, @), mas

a outra parte como a funcdo de onda espalhada, ¥s.(p, @):

V(p, §) = Yinc(p, @) + sc(p, D), (3.28)

Analisando o comportamento assintotico, isto é, quando p — oo

temos:

= i(p) 6, J(0)
V(p: @) = a N el L etEr(3.29)
g g lzzoo Xﬁl(ﬁ) VP

a funcao f(¢) é a magnitude da fungdo de onda da parte espalhada, esta
funcao é chamada de amplitude de espalhamento. Noés assumimos que a
amplitude de espalhamento, f(¢), desaparece quando o potencial de interagao
& zero.

Temos como comportamento assintotico para @Z)A(p, ¢):

o) TR Y i) e L o
l=—0c0
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o) 7% S e (Bp- T ) ¢ o 2A9)

l=—00
(3.30)
Temos como comportamento assintotico para ¥g(p, ¢):
B W - | B ildp fB(¢) iEp
VPp, ) = D i xfa(p) €'+ = e
l=—o0 \/ﬁ
(3.31)

(3.32)
Comparando as equagoes (3.30) e (3.27a), obtemos que a fungao

amplitude de espalhamento, f4(¢), sera dada por:

1 o¢]

fal#) = mé‘; (c%0 — 1) ellle=3), (3.33)

Comparando as equagoes (3.32) e (3.27b), obtemos que a fun¢ao
de amplitude de espalhamento, fg(¢), sera dada por:

o

1 26, i(lp+
fB(¢):\/ﬁl_Z (€20 — 1) ¢ito+5), (3.34)

Substituindo a expressao para 0; dada pela equagdo (3.25) na
func@o amplitude de espalhamento para a sub-rede A, equagao (3.33), e para

a sub-rede B, equagao (3.34), encontramos:
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_ 1 ¢ o 2(1H )ighym N Y i(ie-or)
f2(0) \/27r_El2< 1) L (339)

=—00
com o = *1, sendo +1 corresponde a sub-rede A e —1 corresponde a sub-rede
B, na representacgao para o grafeno.

Precisamos resolver a soma na equagao (3.35), vamos reescrever

esta equagao na forma:

1 (£ NE—r g Nor) S i(¢p—258gm) _ —ioE S ilp
o = [ 4 4 ' 6-N e 6—N — e 4 e ,
J=A2) V2rE ( z;x, I:Zoo
(3.36)
Temos duas somas:
Sl = Z GZl(d) QWLNF)
l=—00

s =Y (eil(ﬂ*%%ﬂ) + e—“(¢—%%w)) _ 1 (3.37)

Sy o= Y (e"te™?)—1. (3.38)

1=0

Vamos resolver as somas nas expressoes (3.37) e (3.38) fazendo
uma regularizacao, efetuando a insercao de um fator exponencial convergente,
e’, conforme o mesmo método utilizado por Jackiw e Deser [76], o resultado
desta regularizacao substituimos na equagao (3.36), e apresentamos a solugao

final para a amplitude de espalhamento:
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fo(0) = ! (ei(iT_TﬂsNN“)ZW(S (925 -2 N 7T> - 6i7275(¢)) ;

VorE 6-N
(3.39)
Observando que w = (™! — 1) 7 = %ﬂ', e comparando com o

resultado para o espalhamento quantico em um cone, encontrado por Jackiw
[76], percebemos que nosso resultado apresenta alguns termos, referentes aos
pontos de Fermi e as sub-redes, que sao agregados devido ao defeito estar
inserido no grafeno. Portanto, nos pontos de Fermi os spinores de Dirac

sofrem influéncia da geometria inserida pelo defeito.
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Capitulo 4

Niveils de Landau na presenca de

defeitos

4.1 Efeito Hall Quantico

Quando os elétrons estao presos em um sistema bidimensional sob
a acao de um campo magnético perpendicular ao plano de movimento dos
mesmos, a energia do elétron é quantizada, ou seja, a energia do sistema se
desdobra em niveis discretos conhecidos como niveis de Landau [78|. Este
fenomeno é de grande interesse para a fabricacao de dispositivos eletronicos.

A verificacao experimental do efeito Hall quantico é indicado por
platés nas medidas da condutancia Hall, p,,, e das oscilagdes no valor da
resisténcia longitudinal, o,,, (Oscilagoes Shubnikov-de Haas) em fungao do
campo magnético aplicado perpendicular, B, (ou em fungao da tensao de
gate aplicada, V) & amostra. A figura 4.1 mostra o efeito Hall quantico em

uma amostra de grafeno epitaxial, esta observacao experimental mostra que
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Figura 4.1: A condutividade Hall (em vermelho) e a resisténcia longitudinal

(em verde) (Figura retirada da referéncia [34]).

o efeito Hall quéantico é de forma nao convencional, devido ao espacamento
entre os platés do grafeno ser de 4e?/h, enquanto que no efeito Hall usual
ocorrem com passos pela metade e em multiplos inteiros desse valor.

Mesmo a temperatura ambiente podemos observar o efeito Hall
quéantico no grafeno 79|, ao contrario dos sistemas convencionais nos quais
nao sao observados o mesmo efeito em temperaturas acima de 30K. Recente-
mente, Xu Du e colaboradores [19] observaram em amostra de grafeno sus-
penso o efeito Hall quantico fracionério, veja a figura 4.2, e concluiram que os
elétrons de Dirac exibem um comportamento coletivo muito forte, além disso
encontraram uma transi¢ao de campo-induzido para isolante. Eles acreditam
que para portadores de carga relativisticos novos estados de correlagao devam
surgir.

A influéncia de defeitos topoldgicos tipo desclinagao sobre o es-
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Figura 4.2: Efeitos Hall quantico fracionario (Figura retirada da referéncia

[19]), como fungdo da densidade de carga

pectro de um elétron na presenca de uma campo magnético foi investigado
por Furtado e colaboradores [80], no qual observaram que a presenca de des-
clinagoes quebram a degenerescéncia infinita dos niveis de Landau, devido
ao acoplamento da curvatura do defeito conico com o momento angular.
Mostraremos que a presenca do defeito topoldgico modifica a es-
trutura dos niveis de Landau com possiveis implicacoes fisicas para o estudo

de efeito Hall no grafeno.

4.2 Aplicacao de um Campo Magnético per-
pendicular & Folha Plana de Grafeno

Primeiramente analisamos o comportamento dos elétrons em uma
superficie plana de grafeno na presenca de um campo magnético aplicado
perpendicular ao movimentos dos mesmos, em coordenadas polares (¢, p, ¢).

Nessa configuragao nossa métrica sera:
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ds® = dt* — dp?® — p*d¢?, (4.1)

neste capitulo também adotamos a assinatura (4, —,—) para métrica e a
convencao h =c=1.
A dinamica do spinor neste pano de fundo é governada pela

seguinte equagao de Dirac em espago-tempo com (2-+1) dimensdes:

’)/‘u (Zaﬂ — eAu) ¢(t,p,¢) = O (42)

Na expressao acima, v* sao as matrizes de Dirac que satisfazem
a relagdo de comutagao {7*,7"} = 2¢*”. O tensor métrico que é definido
por (4.1) e pode ser escrito em termos dos campos de tetradas locais
g" = EFEYn®, onde os indices latinos a, b, c,..., pertencente ao espago-
tempo de Minkowski e correspondem a 0, 1, 2...., enquanto que os indices
gregos [, v, ... pertencente ao espago-tempo curvo e correspondem a t, p, ¢...;
0, ¢ a derivada ordinaria em relagao as coordenadas do espago-tempo curvo;
e A, é o termo de gauge Abeliano, devido a presenca do campo magnético.

Escrevemos os spinores de Dirac em duas componentes, desta
forma, introduzimos a seguinte representacao em termos das matrizes de

Pauli:

Byt =o', By =% B=07 (4.3)

2
onde B7° = (03)" = I.

Definimos os referenciais locais dos observadores, construidos atra-
vés das componentes da base nao-coordenada 6* = e}, dz" para cada elemento

de linha da métrica (4.1):
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P = dt,
' = cos(¢)dp — psin(¢)ds,
6 = sin(¢)dp + pcos(¢)do,

desta forma, podemos escrever os campos de tetradas GZ(I), como sua inversa,

et (z), na forma matricial:

L0 0 1 0 0
eu(@) =1 0 cos¢p —psing |, eg(x)=1] 0 cos¢ sing [. (44)
0 sing pcoso 0 _¥ %ﬁwﬁ

Vamos definir as matrizes de Dirac em termos dos referenciais
locais, obedecendo o principio da equivaléncia na relatividade geral, pela
expressao y* = eky?, sendo que 7* satisfazem a relacao de comutacao
{7“,7”} = 2™ no espaco-tempo de Minkowski, obedecendo a seguinte re-

lacao:

P = et =10 =1 (4.5a)
o= ey =7l cos g+ sing = 47 (4.5b)
1 ¢
¥ = ey == (7"cos¢ —y'sing) = 7T, (4.5¢)
p p

-

O potencial vetor, A, associado ao campo magnético uniforme é:

- B

-

podemos escrever em coordenadas polares o campo magnético, B, perpen-

dicular ao plano como:

B= Be, (4.7)



Reescrevemos a dindmica do spinor (veja a equagao (4.2)) gover-

nada pela equagao de Dirac sem massa em espago-tempo com 241 dimensoes:

s€Bp

¢
(wat +i7°0, + ﬂ?@qg +7 T) Vitpt) = 0, (4.8)

onde B é o campo magnético uniforme.

Seguindo o mesmo procedimento da se¢ao 3.2. usando o ansatz
(3.13), a transformagao de similaridade (3.15a e 3.15b e a representacao em
termos das matrizes de Pauli (4.3), permitem escrever o seguinte conjunto

de equagoes diferenciais para a parte radial:

. 1 (l+L eBp

EXxap) = —2<@r%§>XB@r+Z( p2-——§—)XB@» (4.92)
. 1 (l+L eBp

Expp = —i (3p + §> XA(p) — 1 ( P £ - T) XA, (4.9b)

Encontramos as equagoes de movimento que satisfaz a cada spinor:

1 1 ~, =~ eBp\’
33 _|_ ;ap — ]\4-0.2 + Ko’ - ( p) Xa(p) = 0 (410)

02 2

onde MJ, Ng e EU sao, respectivamente dados por:

M, = O+1—3> (4.11a)

2 2

N, = O+1+g) (4.11b)
2 "2

K, = eBN,+ E® (4.11c¢)

com o = *+1, sendo +1 corresponde a sub-rede A e —1 corresponde a sub-rede

B, na representacao para o grafeno. A equacgao (4.10), fazendo a seguinte mu-

eBp?
2

danca de variavel £ = , podemos reescrevé-la de forma mais conveniente:
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10 Mngf(U 1 0
O | £0; 4€ ' 2eBE 4| © T

Verificamos os limites quando & — 0 e £ — oo, analisamos assim

o comportamento de x, ), podemos assumir a seguinte solugao:

£ _IM

_ & ol
Xoe) =€ 2§ 2 Fg (4.12)

Substituindo o ansatz (4.12) na equagao (4.10) encontramos:

~ M,| 1 K,
6352F(5)+(lMa|+1—€>9sF(s>—( 5 T3 5pg ) Fo=0 (413)

A equacao (4.13) é uma equagao diferencial hipergeométrica con-

fluente, com a seguinte solugao:

M, 1 K,
Fopo=F -
(&) ( 5 T2 2B

| M, | +1;§> . (4.14)

4.2.1 Comportamento Assintotico da fungao hiperge-

ométrica confluente

A funcao hipergeométrica confluente ou série hipergeométrica con-

fluente [74] é definida como:

ar ala+1)az? (@) ™
F r)=14+—-——=4+—-—.... = — 4.15
(a.¢;2) TR c(c+1) 2! (€)m m!’ (4.15)
comc # 0,—1,—-2..... No limite assintotico, a funcao hipergeométrica con-

fluente ¢ dada por:
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e’ T'(c)
ze=eT (a

F(a,c;x — o0) & (4.16)

~—

onde I' (a) = (a — 1)! é a fungdo gamma.

Analisando a equacgao (4.16) temos que a func¢ao hipergeométrica
confluente torna-se nula no limite assint6tico somente quando I' (a) — oo, por
definigao a funcdo I' (—n) = +00. Assim podemos concluir que o parametro

a desta funcao deve ser zero ou um numero inteiro negativo:

a=0,-1,-2-3...= —n., (4.17)

com isso a funcao hipergeométrica confluente torna-se um polinémio.

4.2.2 Niveis de Landau

Para que a solugao encontrada referente aos spinores de Dirac
(4.12) seja normalizada, a mesma tera que tender para zero quando p — oo
ou £ — oo. Portanto, pela condi¢ao polinomial da funcao hipergeométrica
confluente (a equagao (4.17)), e observando a solugao (4.14), podemos escr-

ever:

M, 1 K,
2 2 2¢B’

(4.18)

—_n =

substituindo na equagao (4.18) as expressoes para M, (4.11a), K, (4.11c) e
N, (4.11b), encontramos:

lt+3-3l \ 5+ 5 E?
_ = 419
"= ) 2 2B (4.19)
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Desta forma obtemos os niveis de energia para os spinores de

Dirac:
[ 1 [ 1
E? =2¢B —+-(l=-0)|—=+-(1-
e (n+'2—|—4( o) 2+4( 0)),
com o nimero quanticon =0,1,2,3,..., e [ =0,4+1,+2 +£3,...., lembrando

que 0 = +1 sendo +1 corresponde a sub-rede A e —1 corresponde a sub-
rede B, este termo conecta a quiralidade, confirmando a peculiaridade dos
niveis de Landau para férmions sem massa representados no grafeno, ou seja,
apresenta uma degenerescéncia duas vezes menor que outro nivel de energia,
e também a existéncia de estados de energia para o niimero quantico n = 0,

observando anomalia em relagao aos semicondutores usuais [75]. ,

4.3 Aplicacao de um Campo Magnético per-
pendicular & Folha de Grafeno com defeito
topolégico

Estamos interessados nos efeitos da presenca de um campo mag-
nético uniforme aplicado perpendicular & folha de grafeno, com a mesma
estrutura do defeito topologico que estamos trabalhando, dado pela métrica

na equagao (2.1), a seguir:
ds* = dt* — dp* — o*p*d¢?, (4.20)
O potencial vetor, /_f, associado ao campo magnético uniforme é:
B

A= o (4.21)
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deste modo, podemos escrever em coordenadas polares o campo magnético,

E’, perpendicular ao plano como:
B = Be, (4.22)

Desta Forma, o sistema passa a ser descrito por dois campos de
gauge (um campo de gauge Abeliano, A,,, devido ao campo externo uniforme;
e o outro campo de gauge nao-Abeliano, %, devido a presenca do defeito
topologico) acoplados a equagao de Dirac sem massa em espago-tempo com
2+1 dimensdes. A dinamica do spinor de Dirac neste pano de fundo é go-

vernada pela equacao:

, Q
”y“ <ZV“ — eA“ — 7”) w(t,p,@ = O, (423)

na expressao acima, v* ¢ matriz de Dirac (veja a equacdo (3.3)); V, é a
derivada covariante (veja a equagao (3.5)); % ¢ o termo de gauge nao-
Abeliano, (veja a equagao (2.9)); e é a carga da particula; A, é o campo de
gauge Abeliano (veja a equagao (4.21)). Com este procedimento a equagao

de Dirac (4.23) torna-se:

(wtat + 07”0, + z’Zé—Zad, + z‘mT_pl)fyf’ + w‘f’% - 7‘1’%) Uit pp) = 0,(4.24)
onde B é o campo magnético uniforme.

Seguindo o mesmo procedimento da se¢ao 3.2. usando o ansatz

(3.13), a transformagao de similaridade (3.15a e 3.15b e a representagdo em

termos das matrizes de Pauli (4.3), permitem escrever o seguinte conjunto
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de equacoes diferenciais para a parte radial:

. 1 (l+L1 eBp Q

EXA(P) = -1 (ap + 5) XB(p) — ( Oép2 — T + Ti) XB(p)(4.25a)
: 1 (l+1 eBp Qi

EXpp) = —i (f% + 5) Xa(p) +1 < ap2 -+ 7) X A(p){4-25b)

onde o sinal +, corresponde a cada ponto de Fermi, ou seja, o sinal + para
o ponto de Fermi K, e o sinal — para o ponto de Fermi K_.
Assim encontramos as equacgoes de movimento que satisfaz a cada

spinor:

7ito, - Lae oy, - (B0 =0 (4.26)
P P P pQ o a 9 XG(P) - .

onde M,, N, e k, sao, respectivamente, dados por:
M T3 7 g (4.27a)
. = - = 27a

o 2 *

I+3
N, = ( 24 74 Qi) (4.27h)
« 2

K, = eBN, + E*? (4.27¢)

com ¢ = *+1, sendo +1 corresponde a sub-rede A e —1 corresponde a sub-rede

B, na representagao para o grafeno. Na equagao (4.26), fazendo a seguinte

eBp?

mudanga de variavel: § = =,

podemos reescrevé-la de forma mais conve-

niente:

? 10 MK, 1 0
O | €0 A€ ' 2eBE 4] O

Verificamos os limites quando & — 0 e £ — oo, analisamos assim

o comportamento de x, (), podemos assumir a seguinte solugao:
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Xo(¢) = eigfu\éﬂ F(g) (428)

Substituindo o ansatz (4.28) na equagao (4.26) encontramos:

1 K,
$0¢Fie) + (1Mo +1 =€) OeFie) — 5 (IMol +1- 6—3) Fig =0 (4.29)

A equagao (4.29) é uma equagao diferencial hipergeométrica con-

fluente, com a seguinte solucao:

1 K
Foo=F (= (1M +1=22) 10, |+1:¢). 4.30
o= (3 (1i+1-Tg) anl+ ve) (430

4.3.1 Niveis de Landau

Para que a solugao encontrada referente aos spinores de Dirac
(4.28) seja normalizada, a mesma tera que tender para o zero quando p — oo
ou & — oo. Portanto, pela condi¢ao polinomial da funcao hipergeométrica
confluente (a equagao (4.17)), e observando a solugao para a fungao hipergeo-

métrica confluente (4.30), podemos escrever:

1 K,
—n==(|M,|+1-=2]), 4.31
" 2(' | GB) (4.31)

substituindo na equagao (4.31) as expressoes para M, (4.27a), K, (4.27c) e
N, (4.27b), temos:




Desta forma encontramos os niveis de energia para os spinores de

Dirac na presenga de defeitos topologicos (desclinagoes):

1 l‘|‘l o Qi l‘i‘l g Qi
E* = 2¢eB = 2 —+—=)| - 2 4+ = 4.
e (n+2+‘(2a 4+2)' <2a +4+2>)(33)

comn=0,1,23,...el =0,+1,£2,+3, ...., a equagao (4.33) para os niveis

de energia torna-se mais explicita quanto aos ntimeros de setores, N, inserido

(ou retirado) substituindo a expressdo para « e €., obtemos:

sendo p = F, o sinal — corresponde aos pontos de Fermi K, e o sinal
+ corresponde ao ponto de Fermi K_; lembrando que ¢ = +1, sendo +1
corresponde a sub-rede A e —1 corresponde a sub-rede B, na representacao
para o grafeno, lembrando também que N é um nimero inteiro no intervalo
(0,5) representando o ntmero de setor removido (ou inserido), gerando o
defeito, onde o termo p% somente serd considerado para N igual 1,3 ou 5,
esta contribuicao é devido a descontinuidade das sub-redes no grafeno.
Apos a normalizacao da fungao hipergeométrica confluente, temos

a seguinte expressao para a autofuncao:

B 2
F (—n,]Mg| n 1;%).

(4.35)
onde C representa a constante de normaliza¢ao do spinor.
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Na expressao para os autovalores (4.34), o termo o que conecta a
quiralidade, ainda se faz presente, confirmando a peculiaridade dos niveis de
Landau para férmions sem massa representados no grafeno, com a existéncia
de estados de energia para o nimero quantico n = 0, mas agora observamos
que a degenerescéncia (o nimero de estados eletrénicos com a mesma ener-
gia) dos niveis de Landau é quebrada devido ao acoplamento da curvatura
do defeito conico com os pontos de Fermi e o momento angular orbital, pro-
movendo uma mudanca nos niveis de Landau. Esta investigacao mostra que
os efeitos provocados pelos defeitos topoldgicos no grafeno estabelecem novos

estados de correlagao eletronica.
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Capitulo 5

Nanoestruturas em grafeno

5.1 Nanoestruturas

A compreensao dos fenébmenos na interface dos semicondutores
cristalinos teve grande influéncia no desenvolvimento e fabricacao de disposi-
tivos eletronicos [81]. Este fato permitiu otimizar o desempenho de circuitos
integrados desde os anos 60 por cientistas e engenheiros [82]. Mudangas sig-
nificativas na observagao de materiais com baixa dimensionalidade surgiram
nos anos 80 com a construgao de instrumentos que permitiram a manipulagao
em escala nanométrica, 1nm = 10~%m, como, por exemplo, os microscopios:
de varredura por sonda, de varredura por forga atomica, de varredura por
tunelamento [83].

As nanoestruturas sao compreendidas na escala entre 1 a 100
nm, estas caracteristicas proporcionam novas propriedades que nao se podem
observar nos mesmos materiais em uma escala macroscopica, pois os efeitos

predominantes na escala nanométrica sao regidos pela mecanica quantica.
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As nanoestruturas sao classificadas devido ao confinamento dos elétrons, ou
seja, quando o movimento dos elétrons é restrito: em uma das dimensoes,
temos as nano-fitas; em duas das dimensoes, temos os nanofios; ou nas trés
dimensoes, temos os pontos quanticos, também chamados de transistor de
um s6 elétron ou bit quantico.

A tendéncia da reduc@o continua do tamanho dos dispositivos
eletronicos visa o aumento de seu desempenho e a reducao de custos. A
combinacao do aumento da area superficial com o transporte elétrico eficiente
permite a utilizacao das nanoestruturas como sensores quimicos, bioldgicos,
em dispositivos de conversao, ou armazenamento de energia. Desta forma,
o grafeno é um forte candidato para o material a ser usado na construcao
desses dispositivos [14,17].

A estrutura eletronica em pontos quanticos de grafeno e em
nanofitas de grafeno foi investigada por Ritter e Lyding [84], onde obser-
varam que a geometria das bordas deste material tem influéncia significativa
em suas propriedades eletronicas. Ezawa [85] também encontrou uma de-
pendéncia peculiar da propriedade eletronica das nanofitas de grafeno com a
geometria das mesmas.

Portanto, uma vez que a estrutura em escala nanométrica de ma-
teriais bidimensionais influencia significativamente a sua estrutura eletronica,
nosso objetivo, com a mesma abordagem geométrica dos capitulos anterio-
res, é investigar a influéncia dos defeitos topologicos no comportamento dos

elétrons confinados nas nanoestruturas.
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5.2 Oscilador de Dirac

Em 1989, o termo oscilador de Dirac foi introduzido na literatura
cientifica por Moshinsky e Szczepaniak [86], apos verificarem que no limite
relativistico o potencial investigado por Itd e colaboradores [87], em 1967, re-
produzia o Hamiltoniano do oscilador harménico com um forte acoplamento
spin-o6rbita, partindo da equacao de Dirac que possui o momento linear. It
e colaboradores estudaram o problema das particulas com spin 1/2 e encon-

traram o seguinte momento p com acoplamento:

7 — 7 — iMwp7, (5.1)

onde M e w sao, respectivamente a massa e a frequéncia do oscilador, e B
é a matriz definida pela mecénica quantica relativistica na representacao de
Dirac, e & é a posicao da particula.

A partir desta descoberta este formalismo vem sendo muito uti-
lizado para descrever propriedades fisicas: em termodinamica [88], em 6tica
quéantica [89]. Também descrevendo com boa aproximagdo o espectro do
elétron confinado em sistemas com baixa dimensionalidade [90], tornando-
se um excelente método de pesquisa devido ao grande interesse nos ultimos
tempos na compreensao do comportamento das nanoestruturas. Em sistemas
de anéis quanticos, em semicondutores sao utilizados potenciais confinantes
fenomenologicos para descrever pontos e anéis quanticos. No grafeno, devido
a sua descricao "relativistica", nao podemos simplesmente introduzir um po-
tencial harmonico na equacao de Dirac como potencial externo. A solugao
é introduzir, fenomenologicamente, o oscilador de Dirac como uma forma de
analisar o confinamento nestas estruturas. Com esta motiva¢ao, vamos es-

tudar a dindmica dos spinores na mesma configuracao que investigamos nos
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capitulos anteriores acrescido do termo referente ao oscilador de Dirac para

estudar o confinamento no ponto quéntico.

5.3 Oscilador de Dirac na Presenca de Defeitos
no Grafeno

Com a mesma estrutura do defeito topolégico que estamos tra-
balhando, ou seja, com a presenca das desclinagoes, introduzida através da

métrica da equagao (2.1), a seguir:
ds* = dt* — dp? — o*p*dy?, (5.2)

neste capitulo também adotamos a assinatura (4, —, —) para métrica e a
convencao h = ¢ = 1. Escrevemos os spinores de Dirac em duas componentes,
desta forma, é conveniente introduzir a seguinte representacao em termos das

matrizes de Pauli:

671 = 017 672 = 027 ﬁ = 037 (53>

onde 70 = (¢3)? = I.

Para resolver o oscilador de Dirac na presenca de desclinagoes,
precisamos acrescentar o termo do oscilador de Dirac, iwfp, onde w é uma
constante, na equagao (3.11) mudando a componente do momento i0, —

10, + 1wwPBp, assim temos a equagao:

—1 dy Q
{wt& +17” ((’% +wfp+ el )) +7° <¢—¢ - i)} Yiepe) =0,
2ap ap p

(5.4)
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Seguindo o mesmo procedimento da se¢ao 3.2. usando o ansatz
(3.13), a transformagao de similaridade (3.15a e 3.15b e a representacao em
termos das matrizes de Pauli (5.3), permitem escrever o seguinte conjunto

de equacoes diferenciais para a parte radial:

, 1 AR YN

EXA(p) = —1 (@, + 2_,0) XB(p) — < ap2 + 7 + wp) XB(p)s (5.5a)
, 1 i+ O

EXB(p) = —1 (@, + 2_,0) XA(p) T 1 ( ap2 + 7 -+ wp) XA(p)s (5.5b)

onde o sinal =+, corresponde a cada ponto de Fermi, ou seja, o sinal + para
o ponto de Fermi K, e o sinal — para o ponto de Fermi K _.

Encontramos as equagoes de movimento que satisfaz a cada spinor:

1 1
|:a§ + ;ap - ?Mg + )\0' - (wp)2:| Xo(p) = 0 (56)

onde M, e A, sao respectivamente:

I+3
M, — (QQ—%+QQ (5.7a)
l+% o 9
Vo = 2w (2ot +E (5.7Db)

com o = *£1, sendo +1 corresponde a sub-rede A e —1 corresponde a sub-
rede B, na representagao para o grafeno. A equagao (5.6), fazendo a seguinte
mudanca de variavel: £ = wp?, podemos reescrevé-la de forma mais conve-

niente:

2 10 M2 A 1

6_52 + O 4¢2 + H T Xo6) =0 (5'8)
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Verificamos os limites quando & — 0 e £ — oo, analisamos assim

o comportamento de x, (), podemos assumir a seguinte solugao:

ey

Mg |

Xog) =€ 28 2 Fg

(5.9)

Substituindo o ansatz (5.9) na equagao (5.8) encontramos:

M, 1 A,
T_'_i_E F(g) =0 (5.10)

A equagao (5.10) é uma equagao diferencial hipergeométrica con-
fluente, com a seguinte solugao:

EFF o)+ (|Mo| +1— &) 0:Fle) — <

M, 1 A,
Foey=F - ——, M, 1;¢ ). 11
o(§) ( 9 +2 4w7| J|+ ag (5 )

A solugao encontrada referente aos spinores de Dirac (5.9) tem
que ser normalizada, devendo tender a zero quando p — oo ou & — 0.

Portanto, pela condi¢do polinomial da fungao hipergeométrica confluente (a

equagao (4.17)), e observando a solugao (5.11), podemos escrever:

| M, | n 1 Ao
—_n = -
2 2 4w

(5.12)
substituindo na equacdo (5.12) as expressoes para M, (5.7a) e A, (5.7b),
temos:

I+35 o Qi
—”—’za T1T T

1 l‘f“% g Qi E2
= — -+ — — 5.13
2 ( 200 +4+ 2 +4w (5.13)

Desta forma encontramos os niveis de energia para os spinores

do Oscilador de Dirac na presenga de defeitos topologicos (desclinagoes):
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2x 4 2

1 l+% o Qi
2

[+ 1 Q
E2:4w<n+—+ —< 2a2+%+7i>> (5.14)

comn=20,1,2,3,..., e [ =0,+1,£2, £3,.... Vamos substituir na equacao

(5.14) o termo « (2.2) e Q4 (2.9), onde observamos a relacao dos niveis de
energia quanto aos numeros de setores, N, inserido (ou retirado) que gera o

defeito, desta forma temos:

3(1+3)

1 ) 1 [(pN 3(1+3) 1/pN
E? =14 2/ 2 X - 2] Z X
w(”+2+ 6— N +4( 2 U)' 6— N 4( 2 +U) ’

sendo p = F, o sinal — corresponde aos pontos de Fermi K, e o sinal
+ corresponde ao ponto de Fermi K_; lembrando que ¢ = 41, sendo +1
corresponde a sub-rede A e —1 corresponde a sub-rede B, na representacao
para o grafeno, lembrando também que N é um ntmero inteiro no intervalo
(0,5) representando o ntimero de setor removido (ou inserido), gerando o
defeito, onde o termo p% somente serd considerado para N igual 1,3 ou 5,
esta contribui¢ao é devido a descontinuidade das sub-redes no grafeno.
Apobs a normalizacao da funcao hipergeométrica confluente, pode-

mos escrever a expressao para a autofuncao do spinor do Oscilador de Dirac:

. . 1 3 M, 2
eszt+z<l+§f%>¢ Mo| _=p~ |pf,| %

U(t,p,p) = ez p

C w
M, 1 A, o,
F ( ( 5 T3t My + 1;p” ) .

(5.16)

onde C representa a constante de normalizacao do spinor.
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Com este resultado observamos que a frequéncia do oscilador de
Dirac apresenta a mesma influéncia do campo magnético na rede hexagonal

do grafeno, confirmando a caracteristica de um potencial confinante.

5.4 Oscilador de Dirac na Presenca de Defeitos
no Grafeno em um Campo Magnético Cons-
tante

Nesta secao estudaremos a influéncia de um campo magnético ex-
terno perpendicular a folha de grafeno com desclinagoes introduzida através
da métrica da equagdo (2.1). Para resolver o oscilador de Dirac neste pano de
fundo temos que introduzir o termo do oscilador de Dirac, 1w fp, na equagao
(4.24) mudando a componente momento 9, — 0, + iwfp temos a seguinte

equacao:

. . (—1) 0y eBp Qy
[wt@t + Z’}/p (8p + wﬁp + 20ép + ’}/d) Za—p + T - 7 w(t,p,zﬁ) = O,
(5.17)

Realizando o mesmo procedimento da secao 3.2. usando o ansatz
(3.13), a transformagao de similaridade (3.15a e 3.15b e a representacao em

termos das matrizes de Pauli (5.3), permitem escrever o seguinte conjunto
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de equacoes diferenciais para a parte radial:

, 1 (l+% Q. eBp
Exap = —i <3p + 2—p> XB(p) — 1 ( ap2 A wp) XB(p):
(5.18a)
. 1 (l+: Q eBp
Expp = —i <3p + 2—p> XA(p) +1 ( apQ + f i wp) XA(p)
(5.18b)

onde o sinal +, corresponde a cada ponto de Fermi, ou seja, o sinal + para
o ponto de Fermi K, e o sinal — para o ponto de Fermi K _.

Encontramos as equagoes de movimento que satisfaz a cada spinor:

1 1
92+ ;a,, — FM§ + X — (99)*| X, (p) = O (5.19)

A constante ¥ = % + w é a soma da influéncia do campo magnético com
a frequéncia do oscilador de Dirac, podemos dizer que este termo representa
a frequéncia de oscilacao do sistema, e M, e )\, sao, respectivamente dados

por:

I+3
M, — ( az_%+gzi) (5.20a)
~ l—i—% o 9
A= 20 (2T +E (5.20b)

com o = +1, sendo +1 corresponde a sub-rede A e —1 corresponde a sub-
rede B, na representacao para o grafeno. A equagao (5.6), fazendo a seguinte
mudanca de variavel: & = ¥p?, podemos reescrevé-la de forma mais conve-

niente:

2 10 M2 X\ 1
8_52+58_5_4_£2+Ef_1 X(,(g)—o (5'21)
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Verificamos os limites quando & — 0 e £ — oo, analisamos assim

o comportamento de x, (), podemos assumir a seguinte solugao:

£ Mo

Xoe) = € 2§ 2 Flg (5.22)

Substituindo o ansatz (5.22) na equagao (5.8) encontramos:

IM,| 1 A,
§8§F(5)+(|MU|+1—§)8§F(5)—( 5 t5 55 Flo=0 (5.23)

A equagao (5.23) é uma equagao diferencial hipergeométrica con-

fluente, com a seguinte solucao;

M, 1 X
Foow=F| =2y -2 a1 +1:¢]). 24
o(§) ( 9 +2+4’L97| O'|+ ag (5 )

A solugao encontrada referente aos spinores de Dirac (5.22) tem
que ser normalizada, devendo tender a zero quando p — oo ou & — 0.
Portanto, pela condi¢do polinomial da fungao hipergeométrica confluente (a

equagao (4.17)), e observando a soluc¢do para a funcao hipergeométrica con-

fluente (5.24), podemos escrever:

Ao
5 (5.25)

substituindo na equago (5.25) as expressoes para M, (5.20a) e A, (5.20b),
temos:

l+3 o Qi
‘”—‘za it

1 l‘i‘% g Q:t E2
+§_<20z +Z+7 _E (5.26)
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Desta forma encontramos os niveis de energia para os spinores
do Oscilador de Dirac na presenga de defeitos topologicos (desclinagoes) sob

a influéncia de um campo magnético externo:

l+3 o QO
— =224+ += 2
(52+5+%)) 6

comn =0,1,2,3,... el = 0,£1,+£2,43, ..... Vamos substituir na equacao

1 l‘f“% g Qi
200 4 2

E2:419(n+§+

(5.27) o termo « (2.2) e 24(2.9), onde observamos a relagdo dos niveis de
energia quaanto aos nimeros de setores, N, inserido (ou retirado) o qual gera

o defeito, assim temos:

(5.28)

com p = F, o sinal — corresponde aos pontos de Fermi K, e o sinal +
corresponde ao ponto de Fermi K_; lembrando que o = +1, sendo +1 corre-
sponde a sub-rede A e —1 corresponde a sub-rede B, na representacao para
o grafeno, lembrando também que N é um ntmero inteiro no intervalo (0,5)
representando o nimero de setor removido (ou inserido), gerando o defeito,
onde o termo p% somente serd considerado para N igual 1,3 ou 5, esta con-
tribuicao é devido a descontinuidade das sub-redes no grafeno. Observamos
que o oscilador de Dirac na presenca de um campo magnético perpendicular
continua a contribuir para o confinamento dos elétrons, porém a presenca de
defeitos topologicos quebra a degenerescéncia dos niveis de Landau devido

ao acoplamento do defeito com o momento angular e o ponto de Fermi.
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Apo6s a normalizacao da fungao hipergeométrica confluente, pode-
mos escrever a expressao para a autofuncao do spinor do Oscilador de Dirac

na presenc¢a de um campo magnético constante:

. . &3 | Mo | . -
(L, p,¢) = CemiEri(ia-5)o (? +w) e~ (THF)0? Mol
IM,| 1 o eB )
F |- I A BT VAR P (g .
( ( > tatapram ) Ml )
(5.29)

onde C representa a constante de normalizagao do spinor.

5.5 Confinamento espacial de elétrons em um
anel de Grafeno com desclinacoes

Com o intuito de estudar anéis quanticos em grafeno com defeitos
topologicos, propomos um novo modelo usando o confinamento em geometria

anular com potencial infinito da seguinte forma:

00 0<p<a
Vip) = 0 a<p<b; (5.30)

00 p > b;

sendo o raio interno da estrutura, p = a, e o raio externo, p = b, ou seja,

a < p < b, com b > a, que ird confinar o spinor de Dirac, desta forma,

analisaremos qual a influéncia deste confinamento na energia do sistema.
No capitulo 3, encontramos a solugao geral para as equagoes dife-

renciais de Bessel como resolucao da parte radial dos spinores de Dirac sem
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massa em espago tempo curvo:

xv (Ep) = A,J,(Ep)+ B,N,(Ep), (5.31a)

Xot+1 (Ep) = Avpidosr (Ep) + BupaNosa (Ep). (5.31b)

A fim de facilitar nossa resolu¢ao vamos definir que n = v ou
n = v+ 1. Uma vez que v corresponde ao spinor X,(g,) ha representagao
para a sub-rede A, e v + 1 corresponde ao spinor x,4i(gp) ha representacao
para a sub-rede B, portanto: n = (% + Q4 — %), lembrando que: o = +1,
sendo +1 corresponde a sub-rede A, e —1 corresponde a sub-rede B, assim

as equagoes (5.31a) e (5.31b) podem ser compactadas da seguinte forma:

Xy (Ep) = AyJy(Ep)+ B,N, (Ep), (5.32)

Para realizar o confinamento temos como condi¢ao de contorno
que quando p = a e p = b a fun¢ao de onda tem que ser igual a zero, ou seja,
Y(p = a) = Y(p = b) = 0, visto que o potencial é infinito, encontramos a

seguinte equacao matricial:

= . (5.33)

Para que a expressao na equagao (5.33) seja verdadeira a matriz
2 x 2, onde os elementos sao as funcgoes de Bessel, deve ter o determinante

nulo, com isso temos a seguinte expressao:
J, (Ea) N, (Eb) — N, (Ea) J, (Eb) = 0, (5.34)
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e encontramos as seguintes relagoes para as contantes das fun¢oes de Bessel:

B,  Jy(Ea)
A,  N,(Ea) (5.35)
B,  J,(Eb)
A, N, (Eb) (5.35b)

Com a finalidade de encontrar a energia do sistema vamos conside-
rar os limites Fa >> 0 e FEb>> 0, verificamos a expansao assintética na
equagao (5.34) para as fungoes de Bessel, com base na expansao assintotica

de Hankel [74], para 7 fixo, temos:

Jip (Ea) = —5a |08 <Ea -

2 dn? —1
Ny (Ea) =~ i sin (Ea— nr E) + 7 coS <Ea— o _ ﬂ)
TLEQ

da mesma forma para Jy, (Eb) e N, (Eb), substituindo as expressoes ante-

riores na equagao (5.34), obtemos:

1 2
I n 2 4<HTQ+Qi_%> —1 o7
- (E) + 4ab (5.37)

onde o namero quantico n = 0,1,2,3....; lembrando que: ¢ = +1, sendo +1
corresponde a sub-rede A (v), e —1 corresponde a sub-rede B (v + 1) na
representacao para a rede hexagonal do grafeno.

Na equagao (5.37) temos os niveis de energia para os elétrons
confinados no anel quantico, sendo o primeiro termo referente ao confina-

mento da particula na geometria do anel e o segundo termo refere-se a sua
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dindmica na superficie do anel sob influéncia do defeito e dos pontos de Fermi

na energia do sistema.
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Conclusao

Nesta tese estudamos as propriedades eletronicas do grafeno no
limite continuo em baixas energias para o orbital 7w, onde os elétrons sao
considerados livres e podem ser modelados como um sistema fermionico pela
equacao de Dirac sem massa em espaco-tempo com 2-+1 dimensoes. A partir
deste contexto, no nosso modelo introduzimos defeitos topologicos (descli-
nagoes positivas ou negativas) na folha de grafeno para analisar o compor-
tamento dos elétrons, uma vez que este material apresenta ondulacgoes in-
trinsecas a sua estrutura. Esta informacao foi introduzida no meio elastico
continuo do grafeno através da métrica na abordagem geométrica de de-
feitos (processo Volterra). Com esta informagao acrescentamos na equagao
de Dirac sem massa a conexao spinorial, termo referente a curvatura inserida
pelos defeitos topologicos, além de incluir um campo de gauge nao-Abeliano,
para compensar a descontinuidade ficticia da funcao de onda dos spinores.
Com a resolucao da equacao de Dirac, nesta abordagem, nossa contribuicao
permite compreender a influéncia dos defeitos topolégicos na dindmica dos
spinores de Dirac.

Primeiramente, utilizando o mesmo procedimento de Deser e
Jackiw, resolvemos a equacao de Dirac neste pano de fundo e estudamos

o problema de espalhamento elastico quantico presente no grafeno. Encon-
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tramos a amplitude de espalhamento e a mudanca de fase dos spinores de
Dirac. Comparamos com o resultado para o espalhamento quantico em um
cone, encontrado por Jackiw, percebemos que nosso resultado apresenta mais
alguns termos, referente aos pontos de Fermi e as sub-redes, que sao agrega-
dos devido a introducao do defeito no grafeno.

Posteriormente estudamos o comportamento dos spinores de Dirac
na presenca de um campo magnético uniforme e perpendicular a folha de
grafeno, onde construimos os conjuntos de autovalores e de autofuncoes.
Como no caso para o grafeno sem defeitos, a partir do nosso modelo, en-
contramos na expressao de autovalor a existéncia de estados de energia para
o numero quantico, n = 0. Além da quiralidade, diminuindo pela metade
a degenerescéncia dos niveis de Landau. Sendo, nossa contribui¢ao, a ob-
servacao de que a introducao de defeitos topolégicos quebram ainda mais a
degenerescéncia dos niveis de Landau, em razao do acoplamento da curvatura
do defeito conico, com os pontos de Fermi e o momento angular orbital. Esta
investigacao mostra que os efeitos provocados pelos defeitos topologicos no
grafeno estabelecem efeitos que podem ser utilizado na investigagao do efeito
Hall quantico anomalo, observados em amostras de grafeno epitaxial e no
efeito Hall quantico fracionario observado em amostra de grafeno suspenso.
Devido a este resultado, sugerimos que seja considerado agregar defeitos
topologicos de forma controlada na construcao de dispositivos eletronicos
feitos de grafeno, como, por exemplo, a construcao de dispositivos de porta
quantica numa futura computacao quantica.

Continuamos nossos estudos analisando a influéncia dos defeitos
topologicos no comportamento de elétrons confinados em estrutura de es-
cala nanométrica, como o grafeno. Analisamos a dindmica dos spinores na

mesma configuragao que investigamos, nos capitulos anteriores, acrescido
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de um termo referente ao acoplamento do oscilador de Dirac no operador
momento, sendo este um excelente método de pesquisa na compreensao do
comportamento das nanoestruturas, pois no limite relativistico o potencial
investigado (o oscilador de Dirac) reproduz o Hamiltoniano do oscilador har-
monico com um forte acoplamento spin-érbita. Deste modo, construimos
os conjuntos de autovalores de autofuncoes e encontramos que o oscilador
de Dirac apresenta o mesmo comportamento confinante do campo magnético
aplicado perpendicular a folha de grafeno. Continuando neste pano de fundo,
investigamos também a influéncia de um campo magnético uniforme perpen-
dicular ao plano da folha de grafeno, resolvemos a equagao de Dirac, con-
struimos os conjuntos de autovalores de autofuncoes e encontramos que o
oscilador de Dirac na presenca de um campo magnético perpendicular con-
tinua a contribuir para o confinamento dos elétrons. A presenca de defeitos
topologicos quebra a degenerescéncia dos niveis de Landau devido ao acopla-
mento do defeito com o momento angular e o ponto de Fermi. Além disso,
o confinamento espacial dos elétrons presentes em uma estrutura de grafeno
como um anel quantico e observamos na expressao para os autovalores ocorre
o confinamento dos elétrons devido a geometria, bem como a influéncia do
defeito e dos pontos de Fermi na dindmica dos spinores da superficie do anel.
Nessa investigacao, concluimos que as nanoestruturados feitas de grafeno com
defeitos topologicos influenciam significativamente na estrutura eletronica.
O grafeno apresenta propriedades eletronicas interessantes, a in-
fluéncia topologica modifica a estrutura eletréonica em baixa energia. Por-
tanto, nossa contribuicao mostra que defeitos topoldgicos sao necessarios,
pois proporcionam suas caracteristicas peculiares em relagao as propriedades
eletronicas. Compreender o papel da geometria inserida pelos defeitos nas

propriedades de transporte de grafeno é central para a realizacao de dispos-
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itivos eletronicos no futuro.

Como perspectiva de novos trabalhos podemos propor a cons-
trugao de modelos com dois planos de grafeno e investigar a dinamica dos
spinores de Dirac na presenca de outros defeitos topologicos, como deslo-
cagao, ou dispiracao, verificando se existe a possibilidade de controlar o "gap”
entre a banda de conducao e banda valéncia, necessario para a fabricacao de
dispositivos eletronicos. Entender a geometria necessaria para criar portas
logicas especificas para uma futura computacao quantica, através de defeitos
topologicos presente em nanoestruturas de grafeno. Também podemos estu-

dar o efeito Hall quantico nesta geometria.
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