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Resumo

No limite de baixas energias, o grafeno pode ser descrito por uma

teoria de férmions livres sem massa. Neste trabalho, escrevemos uma métrica

não-Euclidiana que representa o grafeno e introduzimos um campo de gauge

não-Abeliano devido a presença de defeitos topológicos (desclinações). Neste

pano de fundo, estudamos o espalhamento elástico de férmions por esses

defeitos. Depois, obtemos o ângulo de mudança de fase e a amplitude de

espalhamento. Discutimos também a influência destes resultados em pro-

priedades de transporte. Nesta abordagem, aplicamos um campo magnético

uniforme e perpendicular a folha de grafeno. Assim, o sistema também passa

a ser descrito por um campo de gauge Abeliano e observamos que ocorre a

quebra da degenerescência dos níveis de Landau com possíveis implicações

físicas para o estudo do efeito Hall quântico no grafeno. Além disso, estu-

damos a dinâmica dos spinores de Dirac na presença de um potencial con-

finante, como o Oscilador de Dirac, e o confinamento espacial dos elétrons

em uma estrutura de grafeno no formato de um anel com defeito topológico.

Finalmente, encontramos que a dinâmica dos spinores é afetada por esta geo-

metria e pelas desclinações.

Palavras-chave: Grafeno, defeitos topológicos, ângulo de mudança de fase,

amplitude de espalhamento, níveis de Landau, oscilador de Dirac.
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Abstract

In the limit of low energy, graphene can be described by a theory

of free massless Fermions. In this work, we write a non-Euclidean metric that

represents graphene and introduce a non-Abelian gauge field due to the pre-

sence of topological defects (disclinations). Furthermore, in this background,

we study the elastic scattering of Fermions by these defects. Afterwards, we

obtain the phase shift angle and the scattering amplitude. We also discuss

the influence of these results to transport properties. In this approach, we ap-

ply a uniform magnetic field perpendicular to the graphene sheet. Thus, the

system also becomes described by an Abelian gauge field and we observe that

occurs the break of the degeneracy of Landau levels with possible physical

implications for the study of the quantum Hall effect in graphene. In addi-

tion, we study the dynamics of Dirac spinors in the presence of a confining

potential, as the Dirac oscillator, and the spatial confinement of electrons in

a graphene structure in the shape of a ring with topological defects. Finally,

we find that the dynamics of spinors is affected by this geometry and the

disclination.

keywords: Graphene, topological defects, Landau levels, phase shift, scat-

tering amplitude, Dirac oscillator.
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Introdução

Nesta última década, uma nova classe de materiais foram iden-

tificados e analisados, são os materiais cristalinos bidimensionais (2D). O

grafeno, uma mono-camada de átomos de carbono, é o primeiro material

identificado nesta nova classe. A observação experimental deste material

somente foi possível, em 2004, graças aos cientistas Andre K. Geim e Kons-

tantin S. Novoselov [1] que tiveram sucesso em: produzir, usando a técnica

de clivagem micromecânica, simples e eficaz, para extrair finas camadas do

cristal grafite; identificar e caracterizar o grafeno, através do Microscópio de

Força Atômica (AFM - Atomic Force Microscopy). Devido a este êxito, eles

foram agraciados com o Prêmio Nobel de Física no ano de 2010.

Acreditava-se que a existência de cristais bidimensionais não seria

possível, uma vez que, as flutuações térmicas na estrutura desses cristais

ultrafinos provocariam um deslocamento dos átomos comparáveis com as

distâncias interatômicas, deixando-os instáveis, este argumento fundamental

foi demostrado por Landau [2] em 1937. Além deste fato, em 1966 e 1968,

Mermin e Wagner [3, 4] provaram que não poderia existir ordem magnética

em uma ou duas dimensões e estenderam este resultado, generalizando para

sistemas bidimensionais (com simetria contínua), ao estabelecer que não há

ordem cristalina em duas dimensões.
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Mas a natureza encontra seu caminho, como no caso do grafeno,

onde o cristal bidimensional torna-se intrinsecamente estável, deformando-se

suavemente na terceira dimensão (3D). Essas Ondulações em 3D (observadas

até uma escala lateral de 10nm) leva a um ganho de energia elástica, provavel-

mente devido a interação entre os fônons com grande comprimento de onda,

estabilizando as membranas atomicamente finas através de sua deformação

na terceira dimensão. De fato, como observado por Meyer e colaboradores [5],

os cristais de grafeno suspenso podem existir livremente, sem um substrato,

e exibem deformações elásticas aleatórias que envolvem as três dimensões.

Esta descoberta, experimental, permitiu a possibilidade de uma

nova área para testes das extraordinárias propriedades do grafeno previstas

teoricamente. A análise teórica do grafeno já estava sendo realizada desde

1947, quando Wallace [6], usando um plano do grafite como um exem-

plo didático para os cálculos de física do estado sólido, previu a estrutura

eletrônica e observou a relação de dispersão linear. Em 1956, McClure [7]

propôs a função de onda para a excitação próxima do ponto de Fermi. Em

1984, a similaridade com a equação de Dirac foi discutida por Semenoff [8].

No mesmo ano, DiVincenzo e Mele [9], concluíram que em compostos inter-

calados com metal alcalino e grafite a carga transferida é distribuída quase

que homogeneamente no plano do carbono.

Desde 2005, o desenvolvimento nesta área de investigação tem

atraído, com grande empolgação, a atenção dos pesquisadores de diversas

áreas, como da física, da química, da computação, da biologia, entre outras.

O grafeno tem se destacado entre os materiais bidimensionais por apresentar

propriedades peculiares: é um material 100 vezes mais forte que o aço [10],

devido a ligação carbono-carbono; quase transparente [11]; um excelente con-

dutor elétrico [12] e térmico [13], conduzindo o calor 10 vezes melhor do que o
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cobre. Além disso, o grafeno é um material extremamente flexível, resistente,

com altíssima mobilidade eletrônica e boa condutividade térmica.

Podemos compreender a empolgação perante ao grafeno, suas

propriedades isoladas ou combinadas já têm sinalizado uma ampla aplicação

tecnológica [14], como, por exemplo: a combinação da alta condutividade e

da pouca absorção de luz para revestimento transparente e condutor, demons-

trado com a construção de cristal líquido com base de grafeno [15] e célu-

las solares [16]; a alta mobilidade do grafeno para aplicação de dispositivos

eletrônicos de alta frequência [17].

Os elétrons, presentes no grafeno, que participam do transporte

eletrônico, no limite contínuo em baixas energias, podem ser descritos a partir

da equação de Dirac. Esta semelhança formal entre as excitações no grafeno

e os férmions de Dirac possibilitou novos testes para alguns fenômenos como:

o efeito Hall quântico [18], efeito Hall quântico fracionário [19] e a ausência

de localização [21]. Em 2006, Katsnelson, Geim e Novoselov [22] sugeriram

que poderia ser observado no grafeno um fenômeno relativístico que não é

observado na física de altas energias: o paradoxo de Klein [23] - fenômeno em

que elétrons relativísticos penetram em barreiras de potenciais, independente

da altura ou largura delas - que foi verificado por Young e Kim em 2009 [24].

Apesar de toda a riqueza científica conquistada, em tão pouco

tempo, ainda existe muito a ser compreendido, principalmente, em relação

as propriedades eletrônicas do grafeno. A compreensão dos fenômenos de

transporte é essencial para a fabricação de dispositivos eletrônicos. Entre

outras aplicações como a perspectiva da compreensão do efeito Hall quân-

tico acrescentará qualidade à metrologia de resistência quântica [25] porque

aumentará consideravelmente a precisão nas medições. Nossa contribuição

é proporcionar uma investigação teórica que ajude na compreensão do fenô-
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meno de transporte próximo ao nível de Fermi, elucidando a real importância

dos defeitos topológicos na estrutura do grafeno.

No capítulo um, apresentamos a estrutura cristalina do grafeno e

assim fazemos uma revisão do cálculo do espectro de energia para os orbitais

π a partir do método "tight-binding" (Método das ligações fortes), onde veri-

ficamos a relação de dispersão linear próxima aos pontos de Fermi. Com esta

observação apresentamos a semelhança formal entre as excitações presente

no grafeno e os Férmions de Dirac, assim o sistema é descrito através da

equação de Dirac sem massa em espaço-tempo com 2+1 dimensões.

No capítulo dois, apresentamos uma revisão sobre defeitos topoló-

gicos denominados por desclinações e descrevemos as ondulações presente nas

folhas de grafeno produzidas por esses defeitos, introduzimos esta informação

no meio elástico contínuo do grafeno através da teoria geométrica de defeitos

em sólidos. Verificamos a influência topológica que modifica a estrutura

eletrônica em baixa energia, e modelamos o sistema através da equação de

Dirac em espaço-tempo curvo com a inclusão da conexão spinorial, devido a

curvatura, e também a inclusão um campo de gauge não-Abeliano, devido a

presença do defeito.

No capítulo três, para a compreensão do fenômeno de transporte

no grafeno construímos um modelo para o espalhamento elástico quântico a

partir da resolução da equação de Dirac, descrita no capítulo dois. Observa-

mos o comportamento assintótico para os spinores de Dirac e encontramos

o ângulo de mudança de fase, a amplitude de espalhamento e a dependência

do ponto de Fermi, além da interação com o defeito.

No capítulo quatro, encontramos os níveis de Landau quando re-

solvemos a equação de Dirac, descrita no capítulo dois. Aqui acrescentamos

de um termo de gauge Abeliano, devido ao campo magnético aplicado per-
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pendicular a folha de grafeno e obtemos a energia do sistema. Verificamos

novamente a influência do defeito topológico e do ponto de Fermi junto aos

estados excitados do grafeno.

No capítulo cinco investigamos a dinâmica dos spinores de Dirac,

na mesma configuração do capítulo anterior, acrescido de um potencial con-

finante (o acoplamento do Oscilador de Dirac). Estudamos também o confi-

namento espacial dos elétrons em uma nanoestrutura de grafeno em formato

de anel, encontramos que a dinâmica dos spinores de Dirac é afetada pela

geometria do anel e pela superfície com defeito.

Finalmente, concluímos apresentando os resultados observados e

futuras perspectivas.
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Capítulo 1

Grafeno: Cristal Bidimensional

1.1 Nova classe de materiais

Os conhecimentos acumulados, desde a década de sessenta do

século passado, possibilitaram integrar grandes quantidades de circuitos so-

bre um mesmo substrato de semicondutor. A relação entre quantidade

de circuitos integrados sobre o substrato de semicondutor e sua funcionali-

dade e benefício estão diretamente relacionados. Atualmente um dispositivo

eletrônico comum consiste de um substrato de Silício, Si - tipo-n, coberto

por uma camada de óxido de Silício, SiO2 - que serve como isolante (porta

dielétrica), entre a superfície de Si, tipo-p, e um eletrodo metálico, porta

metálica (gate). Com o passar dos tempos cientistas e engenheiros obser-

varam que a redução nas dimensões dos dispositivos aumenta o seu desem-

penho e diminui o consumo de energia, desta forma, o custo-benefício explica

a grande evolução eletrônica no último século [26].

Contudo, a medida que os dispositivos foram reduzindo, as portas
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dielétricas precisaram ser mais finas, começando a ter limitações devido as

correntes de tunelamento através do óxido. Este problema chamou a atenção

dos pesquisadores, que intensificaram o estudo de novos materiais, desde

o início deste século, com o objetivo de encontrar um novo material para

dar continuidade ao processo de miniaturização, por mais algum tempo, dos

dispositivos eletrônicos [27].

Figura 1.1: Comparação da região de domínio da nanotecnologia desde as

macroestruturas até dimensões subatômicas em escala logarítmica (Figura

retirada da referência [28]).

Mas a redução da dimensão implica na observação predominante

de fenômenos regidos pela mecânica quântica. Por isso, esses novos materiais,

em escala nanométrica, 1nm = 10−9m, exibem propriedades e fenômenos físi-
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cos, químicos e/ou biológicos novos ou modificados que não se podem obser-

var nos mesmos materiais em uma escala macroscópica. Portanto, uma nova

abordagem científica para a compreensão do comportamento desses materiais

se fez necessária, a esta abordagem chamamos de nanociência e a aplicação

desse conhecimento científico de forma prática, técnica e economicamente

viável, chamamos de nanotecnologia [28]. Na figura 1.1 temos, em escala

logarítmica, a comparação da região de domínio da nanotecnologia desde as

macroestruturas até as dimensões subatômicas, e na figura 1.2 temos a re-

presentação das dimensões de algumas espécimes em suas respectivas escalas.

Figura 1.2: Dimensões representativas de algumas espécimes (Figura retirada

da referência [29]).
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1.2 Propriedades do Grafeno

Desta busca incessante por novos materiais culminou a caracte-

rização de uma nova classe de materiais, os cristalinos bidimensionais (2D)

que pertencem a uma escala métrica de 0, 1 a 100 nm.

Figura 1.3: Amostra de grafeno suspenso (Figura retirada da referência [20]).

Na figura 1.3, temos uma amostra do grafeno suspenso, 150 nm,

em destaque na falsa cor vermelho, artifício típico da microscopia eletrônica

por escaneamento. Este material tem se destacado entre os cristais bidimen-

sionais por apresentar propriedades peculiares, como:

• resistência à ruptura de 42N/m, se comparado com uma folha do aço

mais forte em 2D, cuja força de ruptura é de 0, 40N/m, o grafeno é 100

vezes mais forte [10];

• independente do comprimento de onda óptico, o grafeno é quase trans-

parente, pois absorve apenas 2, 3% da intensidade de luz, o interessante

é que este número é determinado unicamente pela constante de estru-

tura fina [11];

• a condutividade elétrica que é 0.96× 106Ω−1cm−1, em uma camada de

grafeno, um pouco maior do que a condutividade do cobre que é de

0.60× 106Ω−1cm−1, portanto um excelente condutor [12];
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• a condutividade térmica do grafeno, à temperatura ambiente, é domi-

nada por fônons, sendo aproximadamente 5000W/mK, enquanto que

o cobre apresenta uma condutividade térmica de 401W/mK, com isso,

o grafeno conduz o calor 10 vezes melhor do que o cobre [13].

1.3 Estrutura Eletrônica do Grafeno

O carbono é um dos elementos químicos mais abundantes no uni-

verso, está presente em organismos vivos, nos minerais, isto graças a sua

configuração eletrônica: 1s22s22p2, a qual permite que as ligações químicas

entre átomos de carbono sofram hibridação (ou hibridização), ou seja, os

orbitais dos subníveis atômicos s e p se misturam, dando origem a orbitais

híbridos sp, sp2 e sp3, possibilitando a formação de diversas substâncias.

Para os casos em que os compostos são formados somente por átomos de car-

bono e que diferem no arranjo dos mesmos, temos a propriedade denominada

alotropia.

Figura 1.4: Representação dos orbitais atômicos do carbono.

Uma das formas alotrópicas do átomo de carbono é o grafeno,

o processo de hibridação deste é do tipo sp2, como representado na figura

1.4. Nessa hibridação o orbital 2s mescla com dois orbitais 2p para gerar três
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ligações σ, dispostos na forma trigonal plana ao longo de três direções no

plano xy, em 120o. A ligação σ confere a estabilidade estrutural da molécula

e o orbital 2p restante, forma uma ligação π perpendicular as outras ligações

σ, e por estar fracamente ligado o elétron desta ligação π é responsável pelas

propriedades eletrônicas [30].

Figura 1.5: Da esquerda para direita: as estruturas do fulereno, do nano-

tubo de carbono e do grafite, todos construídos a partir da mesma matriz

bidimensional − o grafeno. (Figura retirada da referência [21]).

O grafeno pode ser descrito como uma folha de mono-camada

de átomos de carbono, formando uma rede cristalina hexagonal plana, cons-

tituindo um cristal bidimensional [21]. Sendo também a base de outras es-

truturas (veja a representação na figura 1.5) como o caso do fulereno [31],

que pode ser descrito como a dobra de uma folha de grafeno em uma es-
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trutura zero-dimensional1 semelhante a uma bola de futebol, e o nanotubo

de carbono [32] que consiste em uma camada de grafeno dobrada em um

tubo unidimensional2. Tanto o fulereno quanto o nanotubo de carbono são

materiais sintéticos.

Folhas de grafeno são encontradas na natureza somente empi-

lhadas na forma do mineral grafite. Estas folhas são interligadas por meio de

forças de Van der Walls, as quais são ligações fracas que favorecem o desliza-

mento de um plano sobre o outro mediante a aplicação de uma força ex-

terna. Estudos teóricos sobre este material existem a algumas décadas [6,33],

mas sem muito interesse da comunidade científica, até que em 2004 foi

possível sintetizar folhas de grafeno por meio da técnica de clivagem mi-

cromecânica [1]. Fato este que permitiu a observação de fenômenos físicos

interessantes [18, 34, 35], revelando que a folhas de grafeno são semicondu-

tores de "gap" nulo com alta mobilidade e relativa facilidade de controlar os

portadores de carga mesmo à temperatura ambiente. Possibilitando também

a realização de novos estudos sobre o tunelamento quântico, pontos quân-

ticos [36], estudo de membranas livres [37], além da idealização de disposi-

tivos eletrônicos com aplicações tecnológicas como sensores ultra-sensíveis de

gás [38], eletrodos transparentes para tela de cristal líquido [15] e transistores

de grafeno [39,40].
1por convenção, a dimensão adotada para o fulereno é devido a sua estrutura fechada

ser semelhante a um ponto.
2por convenção, a dimensão adotada para o nanotubo de carbono é devido a sua estru-

tura ser semelhante a um fio com o interior oco.
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1.4 Espectro de energia para os orbitais π

O cálculo do espectro de energia para os orbitais das ligações π

[8,41] permite compreender as propriedades eletrônicas presentes no grafeno,

como vimos anteriormente, o elétron desta ligação é delocalizado, sendo o

responsável pelo fenômeno de transporte. Entre vários métodos aplicados

para calcular o espectro eletrônico em potenciais periódicos, usamos o método

de "tight-binding", que é definido como uma combinação linear dos orbitais

atômicos e supondo a existência de sobreposição das funções de onda.

Figura 1.6: representação das Sub-redes A (átomos de carbono de cor cinza)

e B (átomos de carbono de cor verde), os vetores da base da rede cristalina:

~c1 e ~c2; os vetores dos primeiros vizinhos: ~uj=1,2,3 e ~vj=1,2,3 e a célula unitária

(losango em linhas tracejadas).

Em física da matéria condensada, o potencial periódico corre-

sponde a distribuição dos átomos em intervalos regulares formando o cristal.

Para o grafeno, a estrutura cristalina hexagonal pode ser entendida como

a interconexão e sobreposição de duas sub-redes triangulares, sub-rede A e

sub-rede B, respectivamente representadas pelos átomos de cor cinza e verde
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na figura 1.6. Usando os elementos de simetria da rede cristalina, pode-se

por translação dos vetores da base: ~c1 e ~c2 obter as duas redes de Bravais

triangular, a sub-rede A, gerada pelo vetor ~ri = ni~c1 + mi~c2 e a sub-rede B,

gerada pelo vetor ~ri = ni~c1+mi~c2+ ~d, com ni emi ∈ Z, e a origem do sistema

na célula unitária, ~d = d (−1, 0). Cada sítio de uma sub-rede interage com

outros três sítios vizinhos da outra sub-rede através dos vetores dos primeiros

vizinhos: ~uj=1,2,3 e ~vj=1,2,3 pertencentes a sub-rede A e B, respectivamente.

Porém, a célula unitária do espaço real contém 2 átomos de carbono perten-

centes a sub-redes distintas, separados a uma distância d ≈ 1, 42
◦
A.

Em uma folha de grafeno perfeita e infinita, define-se os vetores

de base como:

~c1 = d

(
3

2
,

√
3

2

)

~c2 = d

(
3

2
,−
√

3

2

)

cuja origem do sistema está na célula unitária, ~d = d (−1, 0), assim os vetores

de primeiros vizinhos são:

~u1 = d (−1, 0) , ~u2 = d

(
1

2
,

√
3

2

)
, ~u3 = d

(
1

2
,−
√

3

2

)
,

~v1 = d (1, 0) , ~v2 = d

(
−1

2
,−
√

3

2

)
, ~v3 = d

(
−1

2
,

√
3

2

)
.

No Método de tight-binding, o Hamiltoniano que descreve os or-

bitais π do carbono é dado por:

H = −t
∑
i=A

3∑
j=1

a†(~ri)b(~ri + ~uj)− t
∑
i=B

3∑
j=1

b†(~ri)a(~ri + ~vj). (1.1)

Sendo que o termo t chama-se "hopping", ou transferência, que é

a probabilidade de transição mediante o tunelamento. Os índices i e j são os
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sítios da rede onde estão ocorrendo a transferência. O operador de criação,

a†(~ri), cria um elétron na sub-rede A, e o operador de aniquilação, a(~ri),

aniquila um elétron na sub-rede A, da mesma forma que quando o operador

b†(~ri), cria um elétron na sub-rede B, o operador b(~ri) aniquila um elétron

na sub-rede B, obedecendo as relações de anticomutação:{
a(~ri), a

†( ~ri′)
}

=
{
b(~ri), b

†( ~ri′)
}

= δii′ .

Devido a periodicidade da rede pode-se usar a transformada de

Fourier:

ã(~k) =

∫
Γ

dx2

(2π)2
ei
~k·~ri a(~ri)

b̃(~k) =

∫
Γ

dx2

(2π)2
ei
~k·~ri b(~ri),

assim, é possível sair da representação da célula unitária do espaço real para

a primeira zona de Brillouin, Γ, na representação do espaço recíproco, cujo

os vetores são obtidos pela equação ~bi · ~aj = 2πδij e assim temos uma nova

expressão para o Hamiltoniano de Tight-Binding, dado por:

H =

∫
Γ

dk2

(2π)2

(
ã†(~k) b̃†(~k)

) 0 − t
∑3

j=1 e
i~k·~uj

−t
∑3

j=1 e
i~k·~vj 0

 ã(~k)

b̃(~k)

 (1.2)

Diagonalizando a matriz 2x2 que está no interior da integral na

equação (1.2), considerando o problema de autovalores: 0 − t
∑3

j=1 e
i~k·~uj

−t
∑3

j=1 e
i~k·~vj 0

 χA

χB

 = E

 χA

χB

 , (1.3)

em que

 χA

χB

 são as componentes do autovetor. Os autovalores emergem

do cálculo do determinante:

det

∣∣∣∣∣∣ 0− E − t
∑3

j=1 e
i~k·~uj

−t
∑3

j=1 e
i~k·~vj 0− E

∣∣∣∣∣∣ = 0 (1.4)
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Assim, os autovalores de energia são encontrados:

E2 = t2
3∑
j=1

ei
~k·~uj

3∑
j′=1

ei
~k·~vj′ (1.5)

realizando o cálculo dos somatórios temos:

E = ±t

√√√√1 + 4 cos2

(√
3

2
kyd

)
+ 4 cos

(
3

2
kxd

)
cos

(√
3

2
kyd

)
. (1.6)

O espectro de energia para uma partícula (equação 1.6) consiste de

duas superfícies (E > 0 e E < 0) as quais se tocam quando E = 0 em

seis pontos que estão localizados nos vértices da primeira zona de Brillouin

formando um hexágono (veja figura 1.7). Os estados de energia negativa

Figura 1.7: Em a, temos o gráfico de superfície do espectro de energia, des-

crito pela equação(1.6), fazendo t = 2.8 eV [42]. Em b, primeira zona de

Brillouin, delimitada pela linha tracejada, da mesma equação.

(bandas de valência) estão preenchidos e os estados de energia positiva (ban-

das de condução) estão vazios, desta forma, a estrutura de banda de energia

é semi-preenchida e o nível de Fermi corresponde aos seis pontos isolados

16



(E = 0). Por periodicidade o número de pontos de Fermi se reduz a dois

pontos não equivalentes: K± =
(

0,± 4π
3
√

3d

)
.

1.5 Teoria de férmions livres sem massa

Excitações em baixa energia são estudadas tomando o limite con-

tínuo (d→ 0). Para compreender melhor o comportamento do grafeno próxi-

mo aos pontos de Fermi, escolhendo os pontos de Fermi não equivalentes, sub-

stituindo o termo ~k = ~K±+ ~|p| e fazendo uma expansão no Hamiltoniano na

representação do espaço recíproco, matriz 2x2 que está no interior da integral

na equação (1.2), considerando apenas os termos para |p| pequeno, obtêm-se

a seguinte equação:

H± =
3t

2
d

 0 px ± ipy
px ∓ ipy 0

 , (1.7)

o termo H± significa em torno de qual ponto de Fermi, K+ ou K−, foi

feito a expansão do Hamiltoniano; o parâmetro 3t
2
d tem o valor aproximado

de vF ≈ 106m/s que recebe o nome de velocidade de Fermi. Reescrevendo a

equação (1.7), temos: H+ 0

0 H−

 =

 σ · p 0

0 (σ · p)∗

 , (1.8)

e para simplificar fizemos vF = 1, onde σ = (σ1, σ2) são matrizes de Pauli3,

que são o conjunto de três matrizes 2× 2, com a seguinte forma:
3São matrizes que foram introduzidas na mecânica quântica não-relativística pelo físico

suíço Wolfgang Ernst Pauli para descrever uma partícula de spin 1/2.
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σ1 =

 0 1

1 0

 , σ2 =

 0 −i

i 0

 , σ3 =

 1 0

0 −1

 , (1.9)

que satisfazem: a relação de anticomutação: {σi, σj} = 2δijI2; a relação

σiσj = iσk e (σi)
2

= I2, cujo os índices i, j, k são 1, 2, 3 respectivamente, e I2

é a matriz 2× 2 unitária.

Podemos substituir a expressão (1.8) na equação (1.3), obtemos

a seguinte equação:

 σ · p 0

0 (σ · p)∗

ψ(~r) = Eψ(~r), (1.10)

onde ψ(~r) =

 χA

χB

.

De forma mais compacta, sendo p = −i~∇, fazendo ~ = 1,

podemos reescrever a equação (1.10) em termos das matrizes de Dirac, γ,

obtemos:

− γ · i∇ψ(r̃) = Eψ(r̃). (1.11)

A equação (1.11) permite compreender que no grafeno os estados

eletrônicos de baixa energia para o orbital π são descritos por um modelo

com base na equação de Dirac sem massa em espaço-tempo com 2+1 di-

mensões. Os auto-estados do operador de Dirac são vetores bidimensionais,

chamados spinores, (|K±A〉, |K±B〉)T , e suas componentes são funções de

onda,
(
ψA± , ψB±

)T , correspondendo as duas sub-redes e aos dois pontos de

Fermi, comportando como pseudospin, mas o papel da velocidade da luz, c,

é desempenhado pela velocidade de Fermi, vF = c/300.
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Podemos concluir que no grafeno a presença dos pontos de Fermi

são responsáveis pelo comportamento semi-metálico, ou seja, comportando

como metal devido ao ponto de fuga entre as bandas de valência e de con-

dução, permitindo a observação de propriedades com elevada mobilidade, por

isso, os elétrons que se encontram nestes orbitais são considerados elétrons

livres. Reforçando na observação de que o espectro da energia para mo-

mentos pequenos próximos aos pontos de Fermi apresentam uma relação de

dispersão linear, caracterizando a dinâmica da equação de Dirac.

19



Capítulo 2

Defeitos Topológicos no Grafeno

2.1 Ondulações na Folha de Grafeno

Em um sistema físico real, a rede cristalina de um sólido pode

apresentar alguns defeitos. Desta forma, podemos compreender tais defeitos

como estruturas que aparecem devido a uma ocorrência local em torno de

um sítio na rede, onde pode ser de origem química, elétrica ou estrutural.

Estudos de defeitos em sólidos são importantes para entender o comporta-

mento em muitos materiais como a difusão, transição de fase, transporte

eletrônico e reatividade dos compostos sólidos [43]. Além de despertar um

grande interesse da comunidade científica, devido às possibilidades de apli-

cação tecnológica, na medicina [44] e no desenvolvimento de novos materi-

ais [45]. Experimentos com microscópio eletrônico de transmissão (TEM -

Transmission Electron Microscope) [5] mostram que folhas de grafeno suspen-

sas exibem uma aparente curvatura aleatória e espontânea em que podem ser

visualizadas como ondulações de vários tamanhos. Semelhantes ondulações
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também foram relatados em experimentos com microscópio de tunelamento

(STM - Scanning Tunneling Microscope) [46]. Cargas não homogêneas no

grafeno foram calculadas e associadas a estados de impureza [47] ou defor-

mação elástica [48], de uma natureza muito semelhante ao obtido anterior-

mente com defeitos topológicos [49–51].

2.2 Defeitos Topológicos

A teoria da Relatividade Geral prevê que o surgimento da gravi-

tação se deve a curvatura no espaço-tempo, esta curvatura que é caracte-

rizada pelo tensor de Riemann [52]. Defeitos topológicos, na gravitação,

aparecem devido a quebra espontânea de simetria, como exemplo, o sur-

gimento das cordas cósmicas [53]. Neste campo gravitacional, uma partícula

em repouso em torno de uma corda cósmica estática, infinita e reta não será

atraída, porque não existe a gravidade local e o espaço-tempo ao redor da

mesma é localmente plano, mas não globalmente. O campo gravitacional ex-

terno devido a uma corda cósmica pode ser descrito por uma métrica cônica.

Efeitos interessantes como: o efeito gravitacional Aharonov-Bohm [54, 55],

lentes gravitacionais [57] e a auto-força por uma carga elétrica em repouso [58]

podem ser explicados através desta topologia.

Em matéria condensada, defeitos topológicos também surgem

da quebra espontânea de simetria. A partir desta correlação Katanaev e

Volovick desenvolveram uma abordagem geométrica fundamentada na geo-

metria de Riemann-Cartan, mostrando a equivalência entre a teoria gravi-

tacional tridimensional com torção e a teoria de defeitos em sólidos, as-

sim, cristais com defeitos topológicos em um limite contínuo podem ser des-

critos pela teoria geométrica de defeitos [59,60]. Permitindo utilizar: cristais
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líquidos, supercondutores, super-fluídos e outros materiais como laboratório

para Gravitação e Cosmologia [61], além de descrever fenômenos interes-

santes nesta área, como fases geométricas em superfícies cônicas [62], efeito

Aharonov-Bohm [63] e a possibilidade de futura aplicação tecnológica como

computação quântica holonômica [64].

2.3 Defeitos Topológicos no Grafeno

Defeitos topológicos denominados por desclinações podem ser ob-

servados na rede cristalina hexagonal do grafeno. Estes defeitos são classifica-

dos em relação à simetria de rotação da rede cristalina, podem ser descritos

pelo processo de "cortar e colar", conhecido na literatura como "processo

Volterra" [65], ou seja, cortando a estrutura ao longo de uma linha e adi-

cionando (ou removendo) um setor angular, λ, do mesmo material entre as

duas bordas do corte, como podemos observar na figura 2.1, onde em (a)

temos uma folha de grafeno plana com a área em destaque, de cor amarelo,

Figura 2.1: Representação do Processo Volterra, em: (a) folha de grafeno

plana, com o setor angular, λ igual a π
3
, em destaque de cor amarelo , (b)

desclinação positiva, (c) desclinação negativa.

representando o setor angular, a ser adicionado (ou removido); em (b) temos
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a folha de grafeno com desclinação positiva, devido a remoção do setor angu-

lar; em (c) agora temos a folha de grafeno com desclinação negativa devido

a inserção do setor angular.

Nas estruturas cônicas das folhas de grafeno com desclinações os

defeitos agem como a fonte de um campo de distorção geométrica, modi-

ficando a estrutura eletrônica em baixas energias como consequência para as

propriedades de transporte não-locais [62]. Estas informações introduzidas

pelo defeito no meio elástico contínuo do grafeno podem ser descrita usando

a teoria geométrica de defeitos em sólidos, na abordagem de Katanaev e

Volovick, pela métrica bidimensional no espaço-tempo:

ds2 = dt2 − dρ2 − α2ρ2dφ2, (2.1)

onde α é um parâmetro que identifica a presença do defeito e está relacionado

com o setor angular, λ, que é retirado (ou inserido) para formar o defeito pela

expressão α = 1+ λ
2π
. O caso de α = 1, corresponde a ausência de desclinação.

No grafeno, devido a sua simetria hexagonal, podemos relacionar λ = ±N π
3
,

onde N é um número inteiro no intervalo de [0, 6] indicando com o número

de setor removido (ou inserido), e obter uma nova expressão para α, na qual

o sinal negativo representa a remoção de setor:

α = 1− N

6
(2.2)

Esta geometria possui uma singularidade cônica representada

pelo seguinte tensor de curvatura:

Rρ,φ
ρ,φ =

1− α
4α

δ2 (~ρ) , (2.3)

onde δ2 (~ρ) é a função delta em duas dimensões, este comportamento do

tensor de curvatura é denominado singularidade cônica, ou seja, a origem

da curvatura é no centro do defeito e em outros lugares a curvatura é nula.
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Valores de α no intervalo de 0 < α < 1, significa espaços com curvatura

positiva, devido a remoção de um setor ou mais setores do material para

formar o defeito, e para α > 1, significa espaços com curvatura negativa,

devido a inserção de um setor ou mais setores do material para formar o

defeito.

Com a introdução de curvatura na folha de grafeno devido a

adição (ou remoção) de um setor angular, ocorre uma distorção geométrica

na rede hexagonal, que pode ser mensurada pela circulação de um vetor

tangencial, ao redor do ápice da estrutura que agora é cônica, por um caminho

fechado em torno do defeito. Observou-se que através do transporte pa-

ralelo de um spinor, o mesmo adquire uma fase não-trivial, esta mudança

de fase chamamos de holonomia. O fator de fase adquirido é análogo ao

efeito conhecido como efeito Aharonov-Bohm [66], ou seja, a função de onda

do elétron adquire um fator de fase,φAB, quando percorre uma trajetória ao

redor de um fluxo magnético gerado por um solenoide muito longo ou por

um arranjo linear de dipolos magnéticos que é dado por:

φAB =

∮
~A · d~r = qΦc (2.4)

sendo ~A(~r) o potencial vetor; q é a carga do elétron e Φc é o fluxo de campo

magnético contido no solenoide. Baseado neste efeito é possível considerar

que a descontinuidade gerada no grafeno, devido ao efeito de curvatura, pode

dar origem a um campo de gauge efetivo, desta forma, U(C) = ei
∮
~A·d~r, onde

U(C) é a holonomia encontrada a partir da expressão: U(C) = P e
∮

Γµdxµ ,

onde P representa o produto ordenado, Γµ é a conexão spinorial, bem co-

nhecida na teoria de campos em espaços curvos. Esta observação realizada

por Furtado, Moraes e Carvalho [62], que obtiveram a seguinte expressão

24



para a holonomia nos cones de grafeno:

U(C) = e[
−i
2

(α−1)σ3φ]
2π

0 , (2.5)

permitindo descrever a geometria cônica do grafeno no limite contínuo com a

métrica que é dada pela equação (2.1), onde σ3 é uma das matrizes de Pauli.

A curvatura introduzida devido a retirada (ou adição) do setor

angular, não é a única consequência observada. Em uma rede hexagonal

plana, a circulação dos spinores através de um caminho fechado em torno do

defeito, observa-se que os mesmos pulam da sub-rede A para a sub-rede B, e

vice-versa, mas quando inserimos uma desclinação conectamos dois átomos

da mesma sub-rede, obrigando os spinores a saltarem a sítios que são da

mesma sub-rede (ver figura 2.2). Esta descontinuidade tem um efeito sobre

cada spinor misturando-os nas sub-redes, sendo análoga ao efeito Aharonov-

Figura 2.2: Descontinuidade nas sub-redes do grafeno devido a introdução

da curvatura.

Bohm, devemos acrescentar um termo similar a um campo de gauge não-

abeliano [67] que compensa o salto do spinor para a mesma sub-rede. Este

termo para a remoção de um único setor temos:∫
(c)

~A · d~l =
π

2
τ 2 (2.6)

onde τ 2 é uma das matrizes de Pauli, que mistura as componentes spinoriais

referente aos pontos de fermi, K+ e K−.
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A circulação do potencial vetor, ~A, ao redor de um caminho

fechado, c, a partir do ápice da estrutura cônica foi observada por Crespi

e Lammert [68], que encontraram a seguinte holonomia para a função de

onda dos spinores quanto aos número de setores removidos (ou inseridos):

U ′(C) = e[−i3π(α−1)τ2], (2.7)

Encontraremos o termo de gauge não-abeliano, Ω
ρ
, a ser acrescen-

tado no nosso modelo através da expressão:∫
(c)

~A · d~l =

∫
(c)

Ω

ρ
· dl, (2.8)

a partir da equação (2.8) e a expressão de holonomia de Crespi e Lammert

(a equação 2.7), obtemos o termo a ser considerado para compensar descon-

tinuidade fictícia da função de onda:

Ω = ±3

2
(α− 1) (2.9)

onde o sinal ± refere-se aos spinores correspondentes a cada ponto de Fermi

(K+ e K−). Neste momento destacamos que no grafeno com defeito topológi-

co tipo desclinação, a descontinuidade fictícia da função de onda para os

spinores somente existe quando o número de setor removido (ou inserido)

for N = 1, 3 ou 5, para N = 2 ou 4, esta descontinuidade não ocorre, lem-

brando que o valor máximo é N = 5, para a existência do grafeno com

defeito.

Portanto, para que a teoria seja consistente, as consequências do

efeito da curvatura nas folhas de grafeno devem ser investigados através da

Equação de Dirac em espaço-tempo curvo devido a presença de desclinações,

com a inclusão da conexão spinorial, devido a curvatura, e também a inclusão
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um campo de gauge não-abeliano, para compensar a descontinuidade fictícia

da função de onda dos spinores. Desta forma, podemos reescrever a equação

(1.11):

γµ
(
i∇µ −

Ωµ

ρ

)
ψ(t,ρ,φ) = 0. (2.10)

A derivada covariante, ∇µ, é definida como ∂µ + Γµ, sendo, ∂µ é

a derivada ordinária, em relação as coordenadas do espaço-tempo curvo,

Γµ é a conexão spinorial, obtida por Furtado, Moraes e Carvalho [62], que

demostraremos no próximo capítulo, e Ωµ
ρ

é o campo de gauge não-abeliano,

determinado anteriormente.
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Capítulo 3

Espalhamento Elástico em

Grafeno com Defeitos

3.1 Transporte eletrônico em Duas Dimensões

Como vimos, no grafeno existe uma influência topológica que

modifica a estrutura eletrônica em baixa energia. Uma única folha de grafeno

apresenta propriedades eletrônicas interessantes, compreender o papel dos de-

feitos nas propriedades de transporte de grafeno é central para a realização de

dispositivos eletrônicos no futuro com base em carbono. Em experimentos

com microscópio de tunelamento (STM - Scanning Tunneling Microscope)

utilizado para medir os padrões de interferência das quasi-partículas pre-

sentes no grafeno, os estados de energia na densidade local revelam modu-

lações em duas diferentes escalas de comprimento, mas quando sua fonte são

defeitos, as funções de onda de diferentes simetrias podem se misturar [69].

Também foram relatados que certos tipos de ondulações presentes no grafeno
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podem criar um potencial de espalhamento de longo alcance que resulta na

alta mobilidade da carga, praticamente independente da concentração de

portadores [70]. Magnetorresistência de baixo campo é sempre presente em

sistema de baixa dimensão, no grafeno a magnetorresistência é fraca e em

alguns casos, completamente ausente, essa observação inesperada é atribuída

as ondulações que podem causar um efeito de defasagem semelhante ao de

um campo magnético aleatório [71].

3.2 Espalhamento Elástico de Férmions sem

massa por Defeitos em Grafeno

No capítulo 1, vimos que o método de tight-binding descreve muito

bem a banda de condução e a banda de valência para os orbitais π do grafeno

no limite contínuo em baixa energia, assim podendo descrever as excitações

próxima aos pontos de Fermi, localizados na zona de Brillouin, através da

equação de Dirac sem massa em espaço-tempo com 2+1 dimensões. E no

capítulo 2, observamos que, a presença de desclinações modifica a estru-

tura eletrônica do grafeno como consequência da curvatura introduzida pelo

defeito. Agora, com essas informações vamos analisar aprofundando nosso

conhecimento em relação a influência das desclinações nas propriedades de

transporte estudando o espalhamento elástico dos férmions por defeitos.

3.2.1 Equação de Dirac sem massa no espaço-tempo

curvo

No nosso modelo utilizamos a equação de Dirac sem massa em

espaço-tempo com 2+1 dimensões, na abordagem geométrica de defeitos de-
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vido a presença das desclinações dado pela métrica na equação (2.1) a seguir:

ds2 = dt2 − dρ2 − α2ρ2dφ2, (3.1)

e acrescido de um campo de gauge não-abeliano. Nós adotamos a assinatura

(+,−,−) para métrica e a convenção ~ = c = 1. A dinâmica do spinor de

Dirac neste pano de fundo é governada pela equação de Dirac:

γµ
(
i∇µ −

Ωµ

ρ

)
ψ(t,ρ,φ) = 0. (3.2)

Na expressão acima, γµ são as matrizes de Dirac; ∇µ é a derivada

covariante; e Ωµ é o termo de gauge não-Abeliano, que surge para compensar

a descontinuidade das sub-redes na presença do defeito topológico, como

definimos no capitulo anterior (veja a equação 2.9).

As matrizes de Dirac γµ satisfazem a relação de comutação

{γµ, γν} = 2gµν . O tensor métrico que é definido por (2.1) e pode ser escrito

em termos dos campos de tetradas locais gµν = Eµ
aE

ν
b η

ab, onde os índices lati-

nos a, b, c,..., pertencente ao espaço-tempo de Minkowski e correspondendo

a 0, 1, 2,..., enquanto que os índices gregos µ, ν, ... pertencente ao espaço-

tempo curvo e correspondendo a t, ρ, φ..., as matrizes de Dirac são definidas

como:

γ0 = β̂ =

 1 0

0 −1

 , γi =

 o σi

−σi 0

 , (3.3)

Escrevemos os spinores de Dirac em duas componentes, desta

forma, introduzimos a seguinte representação em termos das matrizes de

Pauli:

βγ1 = σ1, βγ2 = σ2, β = σ3, (3.4)
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onde βγ0 = (σ3)
2

= I.

A derivada covariante é definida como:

∇µ = ∂µ + Γµ, (3.5)

sendo ∂µ, a derivada ordinária, em relação as coordenadas do espaço-tempo

curvo, e Γµ, a conexão spinorial, que será definida em breve, desta maneira

a equação (3.2) ficará reescrita na forma:

γµ
(
i∂µ + iΓµ −

Ωµ

ρ

)
ψ(t,ρ,φ) = 0. (3.6)

Definido o pano de fundo para o grafeno, vamos encontrar os

referenciais locais dos observadores. Estes referenciais são construídos através

das componentes da base não-coordenada θ̂a = eaµdx
µ para cada elemento de

linha da métrica (2.1):

θ̂0 = dt,

θ̂1 = cos(φ)dρ− αρ sin(φ)dφ,

θ̂2 = sin(φ)dρ+ αρ cos(φ)dφ,

desta forma, podemos escrever os campos de tetradas eaµ(x), como sua inversa,

eµa(x), na forma matricial:

eaµ(x) =


1 0 0

0 cosφ −αρ sinφ

0 sinφ αρ cosφ

 , eµa(x) =


1 0 0

0 cosφ sinφ

0 − sinφ
αρ

cosφ
αρ

 . (3.7)

Para calcular a conexão de spin e obter a conexão spinorial, pre-

cisamos calcular a conexão um-forma, ωab = ωaµ bdx
µ, que são obtidas das

equações de estrutura de Maurer-Cartan dθ̂a + ωab ∧ θ̂b = 0, observando a
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simetria do defeito (2.1) existe duas componentes não-nulas para a conexão

um-forma:

ω2
1 = −ω1

2 = (α− 1)dφ. (3.8)

Através da expressão: Γaµ b(x) = ωaµ bdx
µ, obtemos a matriz conexão

de spin que esta relacionada com a conexão um-forma:

Γaµ b(x) =


0 0 0

0 0 −(α− 1)

0 (α− 1) 0

 . (3.9)

Finalmente, a conexão spinorial que é descrita em termos da conexão

de spin pela expressão: Γµ = −1
8
Γµ a b

[
γa, γb

]
, com somente uma única com-

ponente não nula:

Γφ = − i
2

(α− 1)σ3. (3.10)

Usando a conexão spinorial (3.10), o campo de gauge não-Abeliano,

a equação de Dirac (1.11) com este procedimento torna-se:

{
iγt∂t + iγρ

(
∂ρ +

1

2ρ
− 1

2αρ

)
+ γφ

i∂φ
αρ
− γφΩφ

ρ

}
ψ(t,ρ,φ) = 0 (3.11)

As matrizes de Dirac devem ser definidas em termos dos referenciais

locais pela expressão γµ = eµaγ
a, sendo γa satisfazem a relação de comutação{

γa, γb
}

= 2ηab no espaço-tempo de Minkowski, obedecendo a seguinte re-

lação:

γ̄0 = eµaγ
a = γ0 = γt; (3.12a)

γ̄1 = eµaγ
a = γ1 cosφ+ γ2 sinφ = γρ; (3.12b)

γ̄2 = eµaγ
a =

1

αρ

(
γ2 cosφ− γ1 sinφ

)
=
γφ

αρ
. (3.12c)
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Realizamos a separação de variáveis na equação (3.11). Assim,

escolhemos o ansatz a seguir como solução da equação de Dirac, consideramos

a independência temporal e a simetria rotacional do pano de fundo. Esta

escolha pode ser considerada como a solução de uma partícula livre num

referencial em repouso [72,73]:

ψ = e
−iEt+i

(
l+ 1

2
−σ

3

2

)
φ

 χA(ρ)

χB(ρ)

 , (3.13)

onde E e l são constantes de separação que podem ser interpretada como

energia e momento angular, respectivamente. O spinor χA(ρ) refere-se a

sub-rede A e χB(ρ) refere-se a sub-rede B.

Usando o mesmo procedimento adotado por Villalba [72,73], onde

utilizou a transformação de similaridade S(φ), em que as matrizes γρ e γφ

são reduzidas para matrizes γ1 e γ2, respectivamente, e esta transformação

assumirá a seguinte forma:

S(φ) = e−i
φ
2
σ3

. (3.14)

Satisfazendo a seguinte propriedade:

S−1(φ)γρS(φ) = γ1, (3.15a)

S−1(φ)γφS(φ) = γ2. (3.15b)

O ansatz (3.13), a transformação de similaridade (3.15a e 3.15b)

e a representação em termos das matrizes de Pauli (3.4) permitem escrever

o seguinte conjunto de equações diferenciais para a parte radial:

EχA(ρ) = −i
(
∂ρ +

1

2ρ

)
χB(ρ) − i

(
l + 1

2

αρ
+

Ω±
ρ

)
χB(ρ), (3.16a)

EχB(ρ) = −i
(
∂ρ +

1

2ρ

)
χA(ρ) + i

(
l + 1

2

αρ
+

Ω±
ρ

)
χA(ρ), (3.16b)
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onde o sinal ±, corresponde a cada ponto de Fermi, ou seja, o sinal + para

o ponto de Fermi K+, e o sinal − para o ponto de Fermi K−.

Encontramos as equações de movimento que satisfaz a cada spinor:

[
∂2
ρ +

1

ρ
∂ρ −

1

ρ2

(
l + 1

2

α
+ Ω± +

1

2

)2

+ E2

]
χB(ρ) = 0, (3.17a)[

∂2
ρ +

1

ρ
∂ρ −

1

ρ2

(
l + 1

2

α
+ Ω± −

1

2

)2

+ E2

]
χA(ρ) = 0. (3.17b)

Escrevendo as equações (3.17a) e (3.17b) de forma mais com-

pacta, temos:

(
ρ2∂2

ρ + ρ∂ρ − ν2 + E2ρ2
)
χA(ρ) = 0, (3.18a)(

ρ2∂2
ρ + ρ∂ρ − (ν + 1)2 + E2ρ2

)
χB(ρ) = 0, (3.18b)

onde ν =
(
l+ 1

2

α
+ Ω± − 1

2

)
e ν+1 =

(
l+ 1

2

α
+ Ω± + 1

2

)
. Os parâmetros ν, ν+1 e

Ω dependem da natureza do defeito em questão, ou seja, dependem do ângulo

de desclinação quanto ao número de setores adicionado (ou removido).

As equações radiais de Dirac (3.18a) e (3.18b) são equações dife-

renciais de Bessel com a seguinte solução geral:

χν (Eρ) = AνJν (Eρ) +BνNν (Eρ) , (3.19a)

χν+1 (Eρ) = Aν+1Jν+1 (Eρ) +Bν+1Nν+1 (Eρ) . (3.19b)

De forma que os spinores de Dirac são χν(ρ) = χA(ρ) e χν+1(ρ) =

χB(ρ), com os termos Aν , Bν , Aν+1, Bν+1 que são constantes de normalização.

As funções de Bessel do primeiro tipo, Jν (Eρ) e Jν+1 (Eρ), são

funções finitas na origem, enquanto que as funções de Bessel do segundo tipo,

Nν (Eρ) e Nν+1 (Eρ), são divergentes na origem. Necessitamos que a solução
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seja bem comportadas na origem, desta forma, escolhemos as contantes Bν =

Bν+1 = 0, e temos como solução para as equações de Bessel (3.18a) e (3.18b):

χν (ρ) = AνJν (Eρ) , (3.20a)

χν+1 (ρ) = Aν+1Jν+1 (Eρ) . (3.20b)

Temos como forma assintótica da função de Bessel [74] para os

spinores de Dirac das equações (3.20a) e (3.20b):

χν (ρ) −−−−→ρ→∞
√

2

πEρ
cos
(
Eρ− νπ

2
− π

4

)
, (3.21a)

χν+1 (ρ) −−−−→ρ→∞
√

2

πEρ
cos
(
Eρ− νπ

2
+
π

4

)
. (3.21b)

3.3 Teoria do Espalhamento Elástico Quântico

para o grafeno

Vamos analisar o problema de espalhamento não associado a um

tipo de potencial tradicional, utilizando o mesmo procedimento de Deser e

Jackiw [76], implementado com êxito para analisar o espalhamento relativís-

tico em relação ao movimento quântico da partícula sobre um cone. Desta

forma, precisamos encontrar a solução da Equação de Dirac para analisar

o espalhamento relativo ao movimento quântico relativístico dos elétrons de

Dirac sobre o defeito, lembrando que não existe a interação com um potencial,

está informação esta inserida na métrica.

Considerando o problema de espalhamento, isto é, o movimento

de elétrons livres, ψ(ρ, φ) = ei
~K·~ρ, com origem em t = −∞ para t = ∞ que

serão espalhados pelo defeito presente na folha de grafeno, onde a solução
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pode ser construída como uma superposição de ondas parciais, para os spinores

de Dirac, da função de onda plana incidente, teremos:

ψ(ρ,φ) =
∞∑

l=−∞

ileiδl

 χAl (ρ)

χBl+1(ρ)

 eilφ, (3.22)

sendo il = eil
π
2 e usando a seguinte expansão para a função de onda plana:

eiEρ cosφ =
∑∞

l=−∞ i
lJl(ρ)eilφ.

E se assumimos que a região de interação é especialmente restrita,

podemos considerar o comportamento assintótico com a seguinte solução para

a parte radial:

χAl (ρ) −−−−→ρ→∞
√

2

πEρ
cos

(
Eρ− lπ

2
− π

4
+ δAl

)
, (3.23a)

χBl+1 (ρ) −−−−→ρ→∞
√

2

πEρ
cos

(
Eρ− lπ

2
+
π

4
+ δBl+1

)
. (3.23b)

onde δAl é o ângulo de mudança de fase sub-rede A e δBl+1 é o ângulo de

mudança de fase sub-rede B.

3.3.1 Ângulo de mudança de fase, δl:

O ângulo de mudança de fase, δl, tem como origem a interação

com o defeito, o mesmo descreve a mudança com relação a solução para

a onda livre. Vamos obter o ângulo de mudança de fase: δνl igualando os

argumentos da função cosseno das equações (3.21a) e (3.23a); e obtemos δν+1
l

igualando os argumentos da função cosseno das equações (3.21b) e (3.23b)

e substituindo os termos ν =
(
l+ 1

2

α
+ Ω± − 1

2

)
e ν + 1 =

(
l+ 1

2

α
+ Ω± + 1

2

)
.

Assim determinamos que ângulo de mudança de fase será o mesmo para

ambos spinores de Dirac: χν(ρ) e χν+1(ρ):

δl = δAl = δBl+1 = −
((

l +
1

2

)
ω

2
+
π

2
Ω±

)
, (3.24)
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sendo ω = (α−1 − 1) π.

Podemos concluir que o ângulo de mudança de fase, δl, não de-

pende só da influência da geometria do defeito que está contido em ω, como

foi observado por Fonseca, Moura-Melo e Pereira [77], mas o mesmo também

depende de Ω± que está relacionado com a presença do campo de gauge não-

Abeliano. Logo, temos duas contribuições: uma referente ao efeito Aharonov-

Bohm devido a geometria, e a segunda contribuição devido ao campo de

gauge não-Abeliano. Em termos dos números de setores removidos (ou in-

seridos) podemos reescrever o ângulo de mudança de fase como:

δl =

(
−
(
l +

1

2

)
N

6−N
π ± Nπ

8

)
, (3.25)

Lembrando que para a rede hexagonal do grafeno com descli-

nação, sendo N um número inteiro no intervalo [0, 5] representando o número

de setor removido (ou inserido), gerando o defeito. Na expressão acima para

δl, o termo ±Nπ
8

é devido a descontinuidade adquirida na função de onda

dos spinores, portanto, somente será considerado para N igual a 1, 3 ou 5,

quando observamos a descontinuidade das sub-redes no grafeno.

3.3.2 Amplitude de espalhamento, f(φ):

Na seção 3.3, escrevemos a solução da função de onda espalhada

como uma superposição de ondas parciais (veja a equação 3.22), com o

seguinte comportamento assintótico, quando ρ→∞:

ψ(ρ, φ) −−−−→ρ→∞
∞∑

l=−∞

ei(δl+lπ/2)

 √
2

πEρ
cos
(
Eρ− lπ

2
− π

4
+ δl

)√
2

πEρ
cos
(
Eρ− lπ

2
+ π

4
+ δl

)
 eilφ

(3.26)
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Reescrevendo a equação anterior explicitando as funções de onda

espalhada de cada spinor, desta forma:

ψA(ρ, φ) −−−−→ρ→∞
∞∑

l=−∞

ei(δl+lπ/2)

√
2

πEρ
cos

(
Eρ− lπ

2
− π

4
+ δl

)
eilφ,

(3.27a)

ψB(ρ, φ) −−−−→ρ→∞
∞∑

l=−∞

ei(δl+lπ/2)

√
2

πEρ
cos

(
Eρ− lπ

2
+
π

4
+ δl

)
eilφ.

(3.27b)

Devido a superposição também podemos decompor a equação

(3.26) em duas partes: uma parte a função de onda incidente, ψinc(ρ, φ), mas

a outra parte como a função de onda espalhada, ψsc(ρ, φ):

ψ(ρ, φ) = ψinc(ρ, φ) + ψsc(ρ, φ), (3.28)

Analisando o comportamento assintótico, isto é, quando ρ→∞

temos:

ψ(ρ, φ) −−−−→ρ→∞
∞∑

l=−∞

il

 χAl (ρ)

χBl+1(ρ)

 eilφ +
f(φ)
√
ρ
eiEρ (3.29)

a função f(φ) é a magnitude da função de onda da parte espalhada, esta

função é chamada de amplitude de espalhamento. Nós assumimos que a

amplitude de espalhamento, f(φ), desaparece quando o potencial de interação

é zero.

Temos como comportamento assintótico para ψA(ρ, φ):

ψA(ρ, φ) −−−−→ρ→∞
∞∑

l=−∞

il χAl (ρ) eilφ +
fA(φ)
√
ρ

eiEρ,
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ψA(ρ, φ) −−−−→ρ→∞
∞∑

l=−∞

il
√

2

πEρ
cos

(
Eρ− lπ

2
− π

4
+ δl

)
eilφ +

fA(φ)
√
ρ

eiEρ.

(3.30)

Temos como comportamento assintótico para ψB(ρ, φ):

ψB(ρ, φ) −−−−→ρ→∞
∞∑

l=−∞

il χBl+1(ρ) eilφ +
fB(φ)
√
ρ

eiEρ,

(3.31)

ψB(ρ, φ) −−−−→ρ→∞
∞∑

l=−∞

il
√

2

πEρ
cos

(
Eρ− lπ

2
+
π

4
+ δl

)
eilφ +

fB(φ)
√
ρ

eiEρ.

(3.32)

Comparando as equações (3.30) e (3.27a), obtemos que a função

amplitude de espalhamento, fA(φ), será dada por:

fA(φ) =
1√
2πE

∞∑
l=−∞

(
e2iδl − 1

)
ei(lφ−

π
4 ). (3.33)

Comparando as equações (3.32) e (3.27b), obtemos que a função

de amplitude de espalhamento, fB(φ), será dada por:

fB(φ) =
1√
2πE

∞∑
l=−∞

(
e2iδl − 1

)
ei(lφ+π

4 ). (3.34)

Substituindo a expressão para δl dada pela equação (3.25) na

função amplitude de espalhamento para a sub-rede A, equação (3.33), e para

a sub-rede B, equação (3.34), encontramos:
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fσ(φ) =
1√
2πE

∞∑
l=−∞

(
e−2i(l+ 1

2)i N
6−N π±

Nπ
4 − 1

)
ei(lφ−

σπ
4 ), (3.35)

com σ = ±1, sendo +1 corresponde a sub-rede A e −1 corresponde a sub-rede

B, na representação para o grafeno.

Precisamos resolver a soma na equação (3.35), vamos reescrever

esta equação na forma:

fσ(φ) =
1√
2πE

(
ei(±

Nπ
4
−σπ

4
+ N

6−N π)
∞∑

l=−∞

eil(φ−2 N
6−N π) − e−i

σπ
4

∞∑
l=−∞

eilφ

)
,

(3.36)

Temos duas somas:

S1 =
∞∑

l=−∞

eil(φ−2 N
6−N π)

S1 =
∞∑
l=0

(
eil(φ−2 N

6−N π) + e−il(φ−2 N
6−N π)

)
− 1; (3.37)

S2 =
∞∑

l=−∞

eilφ

S2 =
∞∑
l=0

(
eilφ + e−ilφ

)
− 1. (3.38)

Vamos resolver as somas nas expressões (3.37) e (3.38) fazendo

uma regularização, efetuando a inserção de um fator exponencial convergente,

eiε, conforme o mesmo método utilizado por Jackiw e Deser [76], o resultado

desta regularização substituímos na equação (3.36), e apresentamos a solução

final para a amplitude de espalhamento:
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fσ(φ) =
1√
2πE

(
ei(±

Nπ
4
−σπ

4
+ N

6−N π)2πδ

(
φ− 2

N

6−N
π

)
− e−i

σπ
4 2πδ(φ)

)
,

(3.39)

Observando que ω = (α−1 − 1) π = N
6−N π, e comparando com o

resultado para o espalhamento quântico em um cone, encontrado por Jackiw

[76], percebemos que nosso resultado apresenta alguns termos, referentes aos

pontos de Fermi e as sub-redes, que são agregados devido ao defeito estar

inserido no grafeno. Portanto, nos pontos de Fermi os spinores de Dirac

sofrem influência da geometria inserida pelo defeito.
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Capítulo 4

Níveis de Landau na presença de

defeitos

4.1 Efeito Hall Quântico

Quando os elétrons estão presos em um sistema bidimensional sob

a ação de um campo magnético perpendicular ao plano de movimento dos

mesmos, a energia do elétron é quantizada, ou seja, a energia do sistema se

desdobra em níveis discretos conhecidos como níveis de Landau [78]. Este

fenômeno é de grande interesse para a fabricação de dispositivos eletrônicos.

A verificação experimental do efeito Hall quântico é indicado por

platôs nas medidas da condutância Hall, ρxy, e das oscilações no valor da

resistência longitudinal, σxx, (Oscilações Shubnikov-de Haas) em função do

campo magnético aplicado perpendicular, B, (ou em função da tensão de

gate aplicada, Vg) à amostra. A figura 4.1 mostra o efeito Hall quântico em

uma amostra de grafeno epitaxial, esta observação experimental mostra que
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Figura 4.1: A condutividade Hall (em vermelho) e a resistência longitudinal

(em verde) (Figura retirada da referência [34]).

o efeito Hall quântico é de forma não convencional, devido ao espaçamento

entre os platôs do grafeno ser de 4e2/h, enquanto que no efeito Hall usual

ocorrem com passos pela metade e em múltiplos inteiros desse valor.

Mesmo a temperatura ambiente podemos observar o efeito Hall

quântico no grafeno [79], ao contrário dos sistemas convencionais nos quais

não são observados o mesmo efeito em temperaturas acima de 30K. Recente-

mente, Xu Du e colaboradores [19] observaram em amostra de grafeno sus-

penso o efeito Hall quântico fracionário, veja a figura 4.2, e concluíram que os

elétrons de Dirac exibem um comportamento coletivo muito forte, além disso

encontraram uma transição de campo-induzido para isolante. Eles acreditam

que para portadores de carga relativísticos novos estados de correlação devam

surgir.

A influência de defeitos topológicos tipo desclinação sobre o es-
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Figura 4.2: Efeitos Hall quântico fracionário (Figura retirada da referência

[19]), como função da densidade de carga

pectro de um elétron na presença de uma campo magnético foi investigado

por Furtado e colaboradores [80], no qual observaram que a presença de des-

clinações quebram a degenerescência infinita dos níveis de Landau, devido

ao acoplamento da curvatura do defeito cônico com o momento angular.

Mostraremos que a presença do defeito topológico modifica a es-

trutura dos níveis de Landau com possíveis implicações físicas para o estudo

de efeito Hall no grafeno.

4.2 Aplicação de um Campo Magnético per-

pendicular à Folha Plana de Grafeno

Primeiramente analisamos o comportamento dos elétrons em uma

superfície plana de grafeno na presença de um campo magnético aplicado

perpendicular ao movimentos dos mesmos, em coordenadas polares (t, ρ, φ).

Nessa configuração nossa métrica será:
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ds2 = dt2 − dρ2 − ρ2dφ2, (4.1)

neste capítulo também adotamos a assinatura (+,−,−) para métrica e a

convenção ~ = c = 1.

A dinâmica do spinor neste pano de fundo é governada pela

seguinte equação de Dirac em espaço-tempo com (2+1) dimensões:

γµ (i∂µ − eAµ)ψ(t,ρ,φ) = 0. (4.2)

Na expressão acima, γµ são as matrizes de Dirac que satisfazem

a relação de comutação {γµ, γν} = 2gµν . O tensor métrico que é definido

por (4.1) e pode ser escrito em termos dos campos de tetradas locais

gµν = Eµ
aE

ν
b η

ab, onde os índices latinos a, b, c,..., pertencente ao espaço-

tempo de Minkowski e correspondem a 0, 1, 2,..., enquanto que os índices

gregos µ, ν, ... pertencente ao espaço-tempo curvo e correspondem a t, ρ, φ...;

∂µ é a derivada ordinária em relação as coordenadas do espaço-tempo curvo;

e Aµ é o termo de gauge Abeliano, devido a presença do campo magnético.

Escrevemos os spinores de Dirac em duas componentes, desta

forma, introduzimos a seguinte representação em termos das matrizes de

Pauli:

βγ1 = σ1, βγ2 = σ2, β = σ3, (4.3)

onde βγ0 = (σ3)
2

= I.

Definimos os referenciais locais dos observadores, construídos atra-

vés das componentes da base não-coordenada θ̂a = eaµdx
µ para cada elemento

de linha da métrica (4.1):
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θ̂0 = dt,

θ̂1 = cos(φ)dρ− ρ sin(φ)dφ,

θ̂2 = sin(φ)dρ+ ρ cos(φ)dφ,

desta forma, podemos escrever os campos de tetradas eaµ(x), como sua inversa,

eµa(x), na forma matricial:

eaµ(x) =


1 0 0

0 cosφ −ρ sinφ

0 sinφ ρ cosφ

 , eµa(x) =


1 0 0

0 cosφ sinφ

0 − sinφ
ρ

cosφ
ρ

 . (4.4)

Vamos definir as matrizes de Dirac em termos dos referenciais

locais, obedecendo o princípio da equivalência na relatividade geral, pela

expressão γµ = eµaγ
a, sendo que γa satisfazem a relação de comutação{

γa, γb
}

= 2ηab no espaço-tempo de Minkowski, obedecendo a seguinte re-

lação:

γ̄0 = eµaγ
a = γ0 = γt; (4.5a)

γ̄1 = eµaγ
a = γ1 cosφ+ γ2 sinφ = γρ; (4.5b)

γ̄2 = eµaγ
a =

1

ρ

(
γ2 cosφ− γ1 sinφ

)
=
γφ

ρ
. (4.5c)

O potencial vetor, ~A, associado ao campo magnético uniforme é:

~A =
B

2
êφ (4.6)

podemos escrever em coordenadas polares o campo magnético, ~B, perpen-

dicular ao plano como:

~B = Bêz (4.7)
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Reescrevemos a dinâmica do spinor (veja a equação (4.2)) gover-

nada pela equação de Dirac sem massa em espaço-tempo com 2+1 dimensões:

(
iγt∂t + iγρ∂ρ + i

γφ

ρ
∂φ + γφ

eBρ
2

)
ψ(t,ρ,φ) = 0, (4.8)

onde B é o campo magnético uniforme.

Seguindo o mesmo procedimento da seção 3.2. usando o ansatz

(3.13), a transformação de similaridade (3.15a e 3.15b e a representação em

termos das matrizes de Pauli (4.3), permitem escrever o seguinte conjunto

de equações diferenciais para a parte radial:

EχA(ρ) = −i
(
∂ρ +

1

2

)
χB(ρ) + i

(
l + 1

2

ρ
− eBρ

2

)
χB(ρ), (4.9a)

EχB(ρ) = −i
(
∂ρ +

1

2

)
χA(ρ) − i

(
l + 1

2

ρ
− eBρ

2

)
χA(ρ), (4.9b)

Encontramos as equações de movimento que satisfaz a cada spinor:

[
∂2
ρ +

1

ρ
∂ρ −

1

ρ2
M̃2

σ + K̃σ −
(
eBρ

2

)2
]
χσ(ρ) = 0 (4.10)

onde M̃σ, Ñσ e k̃σ são, respectivamente dados por:

M̃σ =

(
l +

1

2
− σ

2

)
(4.11a)

Ñσ =

(
l +

1

2
+
σ

2

)
(4.11b)

K̃σ = eBÑσ + E2 (4.11c)

com σ = ±1, sendo +1 corresponde a sub-rede A e −1 corresponde a sub-rede

B, na representação para o grafeno. A equação (4.10), fazendo a seguinte mu-

dança de variável ξ = eBρ2

2
, podemos reescrevê-la de forma mais conveniente:
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[
∂2

∂ξ2
+

1

ξ

∂

∂ξ
− M̃2

σ

4ξ2
+

K̃σ

2eBξ
− 1

4

]
χσ(ξ) = 0

Verificamos os limites quando ξ → 0 e ξ →∞, analisamos assim

o comportamento de χσ(ξ), podemos assumir a seguinte solução:

χσ(ξ) = e−
ξ
2 ξ
|M̃σ |

2 F(ξ) (4.12)

Substituindo o ansatz (4.12) na equação (4.10) encontramos:

ξ∂2
ξF(ξ) +

(
|M̃σ|+ 1− ξ

)
∂ξF(ξ) −

(
|M̃σ|

2
+

1

2
− K̃σ

2eB

)
F(ξ) = 0 (4.13)

A equação (4.13) é uma equação diferencial hipergeométrica con-

fluente, com a seguinte solução:

Fσ(ξ) = F

(
|M̃σ|

2
+

1

2
− K̃σ

2eB
, |M̃σ|+ 1; ξ

)
. (4.14)

4.2.1 Comportamento Assintótico da função hiperge-

ométrica confluente

A função hipergeométrica confluente ou série hipergeométrica con-

fluente [74] é definida como:

F (a, c;x) = 1 +
a

c

x

1!
+
a (a+ 1)

c (c+ 1)

x2

2!
.... =

(a)m
(c)m

xm

m!
, (4.15)

com c 6= 0,−1,−2..... No limite assintótico, a função hipergeométrica con-

fluente é dada por:
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F (a, c;x→∞) ≈ ex

xc−a
Γ (c)

Γ (a)
(4.16)

onde Γ (a) = (a− 1)! é a função gamma.

Analisando a equação (4.16) temos que a função hipergeométrica

confluente torna-se nula no limite assintótico somente quando Γ (a)→∞, por

definição a função Γ (−n) = ±∞. Assim podemos concluir que o parâmetro

a desta função deve ser zero ou um número inteiro negativo:

a = 0,−1,−2,−3... = −n., (4.17)

com isso a função hipergeométrica confluente torna-se um polinômio.

4.2.2 Níveis de Landau

Para que a solução encontrada referente aos spinores de Dirac

(4.12) seja normalizada, a mesma terá que tender para zero quando ρ→∞

ou ξ → ∞. Portanto, pela condição polinomial da função hipergeométrica

confluente (a equação (4.17)), e observando a solução (4.14), podemos escr-

ever:

− n =
|M̃σ|

2
+

1

2
+

K̃σ

2eB
, (4.18)

substituindo na equação (4.18) as expressões para M̃σ (4.11a), K̃σ (4.11c) e

Ñσ (4.11b), encontramos:

− n =

∣∣l + 1
2
− σ

2

∣∣
2

+
1

2
−
l + 1

2
+ σ

2

2
− E2

2eB
. (4.19)
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Desta forma obtemos os níveis de energia para os spinores de

Dirac:

E2 = 2eB

(
n+

∣∣∣∣ l2 +
1

4
(1− σ)

∣∣∣∣− l

2
+

1

4
(1− σ)

)
,

com o número quântico n = 0, 1, 2, 3, ..., e l = 0,±1,±2,±3, ...., lembrando

que σ = ±1 sendo +1 corresponde a sub-rede A e −1 corresponde a sub-

rede B, este termo conecta a quiralidade, confirmando a peculiaridade dos

níveis de Landau para férmions sem massa representados no grafeno, ou seja,

apresenta uma degenerescência duas vezes menor que outro nível de energia,

e também a existência de estados de energia para o número quântico n = 0,

observando anomalia em relação aos semicondutores usuais [75]. ,

4.3 Aplicação de um Campo Magnético per-

pendicular à Folha de Grafeno com defeito

topológico

Estamos interessados nos efeitos da presença de um campo mag-

nético uniforme aplicado perpendicular à folha de grafeno, com a mesma

estrutura do defeito topológico que estamos trabalhando, dado pela métrica

na equação (2.1), a seguir:

ds2 = dt2 − dρ2 − α2ρ2dφ2, (4.20)

O potencial vetor, ~A, associado ao campo magnético uniforme é:

~A =
B

2
êφ, (4.21)
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deste modo, podemos escrever em coordenadas polares o campo magnético,
~B, perpendicular ao plano como:

~B = Bêz (4.22)

Desta Forma, o sistema passa a ser descrito por dois campos de

gauge (um campo de gauge Abeliano, Aµ, devido ao campo externo uniforme;

e o outro campo de gauge não-Abeliano, Ωµ
ρ
, devido a presença do defeito

topológico) acoplados a equação de Dirac sem massa em espaço-tempo com

2+1 dimensões. A dinâmica do spinor de Dirac neste pano de fundo é go-

vernada pela equação:

γµ
(
i∇µ − eAµ −

Ωµ

ρ

)
ψ(t,ρ,φ) = 0, (4.23)

na expressão acima, γµ é matriz de Dirac (veja a equação (3.3)); ∇µ é a

derivada covariante (veja a equação (3.5)); Ωµ
ρ

é o termo de gauge não-

Abeliano, (veja a equação (2.9)); e é a carga da partícula; Aµ é o campo de

gauge Abeliano (veja a equação (4.21)). Com este procedimento a equação

de Dirac (4.23) torna-se:

(
iγt∂t + iγρ∂ρ + i

γφ

αρ
∂φ + i

(α− 1)

2αρ
γρ + γφ

eBρ
2
− γφΩφ

ρ

)
ψ(t,ρ,φ) = 0,(4.24)

onde B é o campo magnético uniforme.

Seguindo o mesmo procedimento da seção 3.2. usando o ansatz

(3.13), a transformação de similaridade (3.15a e 3.15b e a representação em

termos das matrizes de Pauli (4.3), permitem escrever o seguinte conjunto
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de equações diferenciais para a parte radial:

EχA(ρ) = −i
(
∂ρ +

1

2

)
χB(ρ) − i

(
l + 1

2

αρ
− eBρ

2
+

Ω±
ρ

)
χB(ρ),(4.25a)

EχB(ρ) = −i
(
∂ρ +

1

2

)
χA(ρ) + i

(
l + 1

2

αρ
− eBρ

2
+

Ω±
ρ

)
χA(ρ),(4.25b)

onde o sinal ±, corresponde a cada ponto de Fermi, ou seja, o sinal + para

o ponto de Fermi K+, e o sinal − para o ponto de Fermi K−.

Assim encontramos as equações de movimento que satisfaz a cada

spinor:

[
∂2
ρ +

1

ρ
∂ρ −

1

ρ2
M2

σ +Kσ −
(
eBρ

2

)2
]
χσ(ρ) = 0 (4.26)

onde Mσ, Nσ e kσ são, respectivamente, dados por:

Mσ =

(
l + 1

2

α
− σ

2
+ Ω±

)
(4.27a)

Nσ =

(
l + 1

2

α
+
σ

2
+ Ω±

)
(4.27b)

Kσ = eBNσ + E2 (4.27c)

com σ = ±1, sendo +1 corresponde a sub-rede A e −1 corresponde a sub-rede

B, na representação para o grafeno. Na equação (4.26), fazendo a seguinte

mudança de variável: ξ = eBρ2

2
, podemos reescrevê-la de forma mais conve-

niente:

[
∂2

∂ξ2
+

1

ξ

∂

∂ξ
− M2

σ

4ξ2
+

Kσ

2eBξ
− 1

4

]
χσ(ξ) = 0

Verificamos os limites quando ξ → 0 e ξ →∞, analisamos assim

o comportamento de χσ(ξ), podemos assumir a seguinte solução:

52



χσ(ξ) = e−
ξ
2 ξ
|Mσ |

2 F(ξ) (4.28)

Substituindo o ansatz (4.28) na equação (4.26) encontramos:

ξ∂2
ξF(ξ) + (|Mσ|+ 1− ξ) ∂ξF(ξ) −

1

2

(
|Mσ|+ 1− Kσ

eB

)
F(ξ) = 0 (4.29)

A equação (4.29) é uma equação diferencial hipergeométrica con-

fluente, com a seguinte solução:

Fσ(ξ) = F

(
1

2

(
|Mσ|+ 1− Kσ

eB

)
, |Mσ|+ 1; ξ

)
. (4.30)

4.3.1 Níveis de Landau

Para que a solução encontrada referente aos spinores de Dirac

(4.28) seja normalizada, a mesma terá que tender para o zero quando ρ→∞

ou ξ → ∞. Portanto, pela condição polinomial da função hipergeométrica

confluente (a equação (4.17)), e observando a solução para a função hipergeo-

métrica confluente (4.30), podemos escrever:

− n =
1

2

(
|Mσ|+ 1− Kσ

eB

)
, (4.31)

substituindo na equação (4.31) as expressões para Mσ (4.27a), Kσ (4.27c) e

Nσ (4.27b), temos:

− n =
1

2

∣∣∣∣ l + 1
2

α
− σ

2
+ Ω±

∣∣∣∣+
1

2
− 1

2

(
l + 1

2

α
+
σ

2
+ Ω±

)
− E2

2eB
. (4.32)
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Desta forma encontramos os níveis de energia para os spinores de

Dirac na presença de defeitos topológicos (desclinações):

E2 = 2eB

(
n+

1

2
+

∣∣∣∣( l + 1
2

2α
− σ

4
+

Ω±
2

)∣∣∣∣− ( l + 1
2

2α
+
σ

4
+

Ω±
2

))
(4.33)

com n = 0, 1, 2, 3, ... e l = 0,±1,±2,±3, ...., a equação (4.33) para os níveis

de energia torna-se mais explícita quanto aos números de setores, N, inserido

(ou retirado) substituindo a expressão para α e Ω±, obtemos:

E2 = 2eB

(
n+

1

2
+

∣∣∣∣∣3
(
l + 1

2

)
6−N

+
1

4

(
℘N

2
− σ

)∣∣∣∣∣− 3
(
l + 1

2

)
6−N

− 1

4

(
℘N

2
+ σ

))
(4.34)

sendo ℘ = ∓, o sinal − corresponde aos pontos de Fermi K+ e o sinal

+ corresponde ao ponto de Fermi K−; lembrando que σ = ±1, sendo +1

corresponde a sub-rede A e −1 corresponde a sub-rede B, na representação

para o grafeno, lembrando também que N é um número inteiro no intervalo

(0,5) representando o número de setor removido (ou inserido), gerando o

defeito, onde o termo ℘N
8
somente será considerado para N igual 1, 3 ou 5,

esta contribuição é devido a descontinuidade das sub-redes no grafeno.

Após a normalização da função hipergeométrica confluente, temos

a seguinte expressão para a autofunção:

ψ(t, ρ, φ) = Ce
−iEt+i

(
l+ 1

2
−σ

3

2

)
φ

(
eB

2

) |Mσ |
2

e−
eBρ2

4 ρ|Mσ | ×

F

(
−n, |Mσ|+ 1;

eBρ2

2

)
.

(4.35)

onde C representa a constante de normalização do spinor.
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Na expressão para os autovalores (4.34), o termo σ que conecta a

quiralidade, ainda se faz presente, confirmando a peculiaridade dos níveis de

Landau para férmions sem massa representados no grafeno, com a existência

de estados de energia para o número quântico n = 0, mas agora observamos

que a degenerescência (o número de estados eletrônicos com a mesma ener-

gia) dos níveis de Landau é quebrada devido ao acoplamento da curvatura

do defeito cônico com os pontos de Fermi e o momento angular orbital, pro-

movendo uma mudança nos níveis de Landau. Esta investigação mostra que

os efeitos provocados pelos defeitos topológicos no grafeno estabelecem novos

estados de correlação eletrônica.
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Capítulo 5

Nanoestruturas em grafeno

5.1 Nanoestruturas

A compreensão dos fenômenos na interface dos semicondutores

cristalinos teve grande influência no desenvolvimento e fabricação de disposi-

tivos eletrônicos [81]. Este fato permitiu otimizar o desempenho de circuitos

integrados desde os anos 60 por cientistas e engenheiros [82]. Mudanças sig-

nificativas na observação de materiais com baixa dimensionalidade surgiram

nos anos 80 com a construção de instrumentos que permitiram a manipulação

em escala nanométrica, 1nm = 10−9m, como, por exemplo, os microscópios:

de varredura por sonda, de varredura por força atômica, de varredura por

tunelamento [83].

As nanoestruturas são compreendidas na escala entre 1 a 100

nm, estas características proporcionam novas propriedades que não se podem

observar nos mesmos materiais em uma escala macroscópica, pois os efeitos

predominantes na escala nanométrica são regidos pela mecânica quântica.
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As nanoestruturas são classificadas devido ao confinamento dos elétrons, ou

seja, quando o movimento dos elétrons é restrito: em uma das dimensões,

temos as nano-fitas; em duas das dimensões, temos os nanofios; ou nas três

dimensões, temos os pontos quânticos, também chamados de transistor de

um só elétron ou bit quântico.

A tendência da redução contínua do tamanho dos dispositivos

eletrônicos visa o aumento de seu desempenho e a redução de custos. A

combinação do aumento da área superficial com o transporte elétrico eficiente

permite a utilização das nanoestruturas como sensores químicos, biológicos,

em dispositivos de conversão, ou armazenamento de energia. Desta forma,

o grafeno é um forte candidato para o material a ser usado na construção

desses dispositivos [14,17].

A estrutura eletrônica em pontos quânticos de grafeno e em

nanofitas de grafeno foi investigada por Ritter e Lyding [84], onde obser-

varam que a geometria das bordas deste material tem influência significativa

em suas propriedades eletrônicas. Ezawa [85] também encontrou uma de-

pendência peculiar da propriedade eletrônica das nanofitas de grafeno com a

geometria das mesmas.

Portanto, uma vez que a estrutura em escala nanométrica de ma-

teriais bidimensionais influencia significativamente a sua estrutura eletrônica,

nosso objetivo, com a mesma abordagem geométrica dos capítulos anterio-

res, é investigar a influência dos defeitos topológicos no comportamento dos

elétrons confinados nas nanoestruturas.
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5.2 Oscilador de Dirac

Em 1989, o termo oscilador de Dirac foi introduzido na literatura

científica por Moshinsky e Szczepaniak [86], após verificarem que no limite

relativístico o potencial investigado por Itô e colaboradores [87], em 1967, re-

produzia o Hamiltoniano do oscilador harmônico com um forte acoplamento

spin-órbita, partindo da equação de Dirac que possui o momento linear. Itô

e colaboradores estudaram o problema das partículas com spin 1/2 e encon-

traram o seguinte momento ~p com acoplamento:

~p→ ~p− iM$β̂~x, (5.1)

onde M e $ são, respectivamente a massa e a frequência do oscilador, e β̂

é a matriz definida pela mecânica quântica relativística na representação de

Dirac, e ~x é a posição da partícula.

A partir desta descoberta este formalismo vem sendo muito uti-

lizado para descrever propriedades físicas: em termodinâmica [88], em ótica

quântica [89]. Também descrevendo com boa aproximação o espectro do

elétron confinado em sistemas com baixa dimensionalidade [90], tornando-

se um excelente método de pesquisa devido ao grande interesse nos últimos

tempos na compreensão do comportamento das nanoestruturas. Em sistemas

de anéis quânticos, em semicondutores são utilizados potenciais confinantes

fenomenológicos para descrever pontos e anéis quânticos. No grafeno, devido

a sua descrição "relativística", não podemos simplesmente introduzir um po-

tencial harmônico na equação de Dirac como potencial externo. A solução

é introduzir, fenomenologicamente, o oscilador de Dirac como uma forma de

analisar o confinamento nestas estruturas. Com esta motivação, vamos es-

tudar a dinâmica dos spinores na mesma configuração que investigamos nos
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capítulos anteriores acrescido do termo referente ao oscilador de Dirac para

estudar o confinamento no ponto quântico.

5.3 Oscilador de Dirac na Presença de Defeitos

no Grafeno

Com a mesma estrutura do defeito topológico que estamos tra-

balhando, ou seja, com a presença das desclinações, introduzida através da

métrica da equação (2.1), a seguir:

ds2 = dt2 − dρ2 − α2ρ2dϕ2, (5.2)

neste capítulo também adotamos a assinatura (+,−,−) para métrica e a

convenção ~ = c = 1. Escrevemos os spinores de Dirac em duas componentes,

desta forma, é conveniente introduzir a seguinte representação em termos das

matrizes de Pauli:

βγ1 = σ1, βγ2 = σ2, β = σ3, (5.3)

onde βγ0 = (σ3)
2

= I.

Para resolver o oscilador de Dirac na presença de desclinações,

precisamos acrescentar o termo do oscilador de Dirac, i$βρ, onde $ é uma

constante, na equação (3.11) mudando a componente do momento i∂ρ →

i∂ρ + i$βρ, assim temos a equação:

[
iγt∂t + iγρ

(
∂ρ +$βρ+

(α− 1)

2αρ

)
+ γφ

(
i
∂φ
αρ
− Ωφ

ρ

)]
ψ(t,ρ,φ) = 0,

(5.4)
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Seguindo o mesmo procedimento da seção 3.2. usando o ansatz

(3.13), a transformação de similaridade (3.15a e 3.15b e a representação em

termos das matrizes de Pauli (5.3), permitem escrever o seguinte conjunto

de equações diferenciais para a parte radial:

EχA(ρ) = −i
(
∂ρ +

1

2ρ

)
χB(ρ) − i

(
l + 1

2

αρ
+

Ω±
ρ

+$ρ

)
χB(ρ), (5.5a)

EχB(ρ) = −i
(
∂ρ +

1

2ρ

)
χA(ρ) + i

(
l + 1

2

αρ
+

Ω±
ρ

+$ρ

)
χA(ρ), (5.5b)

onde o sinal ±, corresponde a cada ponto de Fermi, ou seja, o sinal + para

o ponto de Fermi K+, e o sinal − para o ponto de Fermi K−.

Encontramos as equações de movimento que satisfaz a cada spinor:

[
∂2
ρ +

1

ρ
∂ρ −

1

ρ2
M2

σ + λσ − ($ρ)2

]
χσ(ρ) = 0 (5.6)

onde Mσ e λσ são respectivamente:

Mσ =

(
l + 1

2

α
− σ

2
+ Ω±

)
(5.7a)

λσ = 2$

(
l + 1

2

α
+
σ

2
+ Ω±

)
+ E2 (5.7b)

com σ = ±1, sendo +1 corresponde a sub-rede A e −1 corresponde a sub-

rede B, na representação para o grafeno. A equação (5.6), fazendo a seguinte

mudança de variável: ξ = $ρ2, podemos reescrevê-la de forma mais conve-

niente:

[
∂2

∂ξ2
+

1

ξ

∂

∂ξ
− M2

σ

4ξ2
+

λσ
4$ξ

− 1

4

]
χσ(ξ) = 0 (5.8)
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Verificamos os limites quando ξ → 0 e ξ →∞, analisamos assim

o comportamento de χσ(ξ), podemos assumir a seguinte solução:

χσ(ξ) = e−
ξ
2 ξ
|Mσ |

2 F(ξ) (5.9)

Substituindo o ansatz (5.9) na equação (5.8) encontramos:

ξ∂2
ξF(ξ) + (|Mσ|+ 1− ξ) ∂ξF(ξ) −

(
|Mσ|

2
+

1

2
− λσ

4$

)
F(ξ) = 0 (5.10)

A equação (5.10) é uma equação diferencial hipergeométrica con-

fluente, com a seguinte solução:

Fσ(ξ) = F

(
|Mσ|

2
+

1

2
− λσ

4$
, |Mσ|+ 1; ξ

)
. (5.11)

A solução encontrada referente aos spinores de Dirac (5.9) tem

que ser normalizada, devendo tender a zero quando ρ → ∞ ou ξ → ∞.

Portanto, pela condição polinomial da função hipergeométrica confluente (a

equação (4.17)), e observando a solução (5.11), podemos escrever:

− n =
|Mσ|

2
+

1

2
− λσ

4$
(5.12)

substituindo na equação (5.12) as expressões para Mσ (5.7a) e λσ (5.7b),

temos:

− n =

∣∣∣∣ l + 1
2

2α
− σ

4
+

Ω±
2

∣∣∣∣+
1

2
−
(
l + 1

2

2α
+
σ

4
+

Ω±
2

)
+
E2

4$
(5.13)

Desta forma encontramos os níveis de energia para os spinores

do Oscilador de Dirac na presença de defeitos topológicos (desclinações):
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E2 = 4$

(
n+

1

2
+

∣∣∣∣ l + 1
2

2α
− σ

4
+

Ω±
2

∣∣∣∣− ( l + 1
2

2α
+
σ

4
+

Ω±
2

))
(5.14)

com n = 0, 1, 2, 3, ..., e l = 0,±1,±2,±3, .... Vamos substituir na equação

(5.14) o termo α (2.2) e Ω± (2.9), onde observamos a relação dos níveis de

energia quanto aos números de setores, N, inserido (ou retirado) que gera o

defeito, desta forma temos:

E2 = 4$

(
n+

1

2
+

∣∣∣∣∣3
(
l + 1

2

)
6−N

+
1

4

(
℘N

2
− σ

)∣∣∣∣∣− 3
(
l + 1

2

)
6−N

− 1

4

(
℘N

2
+ σ

))
,

(5.15)

sendo ℘ = ∓, o sinal − corresponde aos pontos de Fermi K+ e o sinal

+ corresponde ao ponto de Fermi K−; lembrando que σ = ±1, sendo +1

corresponde a sub-rede A e −1 corresponde a sub-rede B, na representação

para o grafeno, lembrando também que N é um número inteiro no intervalo

(0,5) representando o número de setor removido (ou inserido), gerando o

defeito, onde o termo ℘N
8
somente será considerado para N igual 1, 3 ou 5,

esta contribuição é devido a descontinuidade das sub-redes no grafeno.

Após a normalização da função hipergeométrica confluente, pode-

mos escrever a expressão para a autofunção do spinor do Oscilador de Dirac:

ψ(t, ρ, φ) = Ce
−iEt+i

(
l+ 1

2
−σ

3

2

)
φ
$
|Mσ |

2 e−
$ρ2

2 ρ|Mσ | ×

F

(
−
(
|Mσ|

2
+

1

2
+
λσ
4$

)
, |Mσ|+ 1;$ρ2

)
.

(5.16)

onde C representa a constante de normalização do spinor.
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Com este resultado observamos que a frequência do oscilador de

Dirac apresenta a mesma influência do campo magnético na rede hexagonal

do grafeno, confirmando a característica de um potencial confinante.

5.4 Oscilador de Dirac na Presença de Defeitos

no Grafeno em um CampoMagnético Cons-

tante

Nesta seção estudaremos a influência de um campo magnético ex-

terno perpendicular a folha de grafeno com desclinações introduzida através

da métrica da equação (2.1). Para resolver o oscilador de Dirac neste pano de

fundo temos que introduzir o termo do oscilador de Dirac, i$βρ, na equação

(4.24) mudando a componente momento i∂ρ → i∂ρ + i$βρ temos a seguinte

equação:

[
iγt∂t + iγρ

(
∂ρ +$βρ+

(α− 1)

2αρ

)
+ γφ

(
i
∂φ
αρ

+
eBρ

2
− Ωφ

ρ

)]
ψ(t,ρ,φ) = 0,

(5.17)

Realizando o mesmo procedimento da seção 3.2. usando o ansatz

(3.13), a transformação de similaridade (3.15a e 3.15b e a representação em

termos das matrizes de Pauli (5.3), permitem escrever o seguinte conjunto
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de equações diferenciais para a parte radial:

EχA(ρ) = −i
(
∂ρ +

1

2ρ

)
χB(ρ) − i

(
l + 1

2

αρ
+

Ω±
ρ
− eBρ

2
−$ρ

)
χB(ρ),

(5.18a)

EχB(ρ) = −i
(
∂ρ +

1

2ρ

)
χA(ρ) + i

(
l + 1

2

αρ
+

Ω±
ρ
− eBρ

2
−$ρ

)
χA(ρ),

(5.18b)

onde o sinal ±, corresponde a cada ponto de Fermi, ou seja, o sinal + para

o ponto de Fermi K+, e o sinal − para o ponto de Fermi K−.

Encontramos as equações de movimento que satisfaz a cada spinor:

[
∂2
ρ +

1

ρ
∂ρ −

1

ρ2
M2

σ + λσ − (ϑρ)2

]
χσ(ρ) = 0 (5.19)

A constante ϑ = eB
2

+ $ é a soma da influência do campo magnético com

a frequência do oscilador de Dirac, podemos dizer que este termo representa

a frequência de oscilação do sistema, e Mσ e λ̃σ são, respectivamente dados

por:

Mσ =

(
l + 1

2

α
− σ

2
+ Ω±

)
(5.20a)

λ̃σ = 2ϑ

(
l + 1

2

α
+
σ

2
+ Ω±

)
+ E2 (5.20b)

com σ = ±1, sendo +1 corresponde a sub-rede A e −1 corresponde a sub-

rede B, na representação para o grafeno. A equação (5.6), fazendo a seguinte

mudança de variável: ξ = ϑρ2, podemos reescrevê-la de forma mais conve-

niente:

[
∂2

∂ξ2
+

1

ξ

∂

∂ξ
− M2

σ

4ξ2
+

λ̃σ
4ϑξ
− 1

4

]
χσ(ξ) = 0 (5.21)
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Verificamos os limites quando ξ → 0 e ξ →∞, analisamos assim

o comportamento de χσ(ξ), podemos assumir a seguinte solução:

χσ(ξ) = e−
ξ
2 ξ
|Mσ |

2 F(ξ) (5.22)

Substituindo o ansatz (5.22) na equação (5.8) encontramos:

ξ∂2
ξF(ξ) + (|Mσ|+ 1− ξ) ∂ξF(ξ) −

(
|Mσ|

2
+

1

2
− λ̃σ

4ϑ

)
F(ξ) = 0 (5.23)

A equação (5.23) é uma equação diferencial hipergeométrica con-

fluente, com a seguinte solução;

Fσ(ξ) = F

(
|Mσ|

2
+

1

2
+
λ̃σ
4ϑ
, |Mσ|+ 1; ξ

)
. (5.24)

A solução encontrada referente aos spinores de Dirac (5.22) tem

que ser normalizada, devendo tender a zero quando ρ → ∞ ou ξ → ∞.

Portanto, pela condição polinomial da função hipergeométrica confluente (a

equação (4.17)), e observando a solução para a função hipergeométrica con-

fluente (5.24), podemos escrever:

− n =
|Mσ|

2
+

1

2
− λ̃σ

4ϑ
(5.25)

substituindo na equação (5.25) as expressões para Mσ (5.20a) e λ̃σ (5.20b),

temos:

− n =

∣∣∣∣ l + 1
2

2α
− σ

4
+

Ω±
2

∣∣∣∣+
1

2
−
(
l + 1

2

2α
+
σ

4
+

Ω±
2

)
− E2

4ϑ
(5.26)
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Desta forma encontramos os níveis de energia para os spinores

do Oscilador de Dirac na presença de defeitos topológicos (desclinações) sob

a influência de um campo magnético externo:

E2 = 4ϑ

(
n+

1

2
+

∣∣∣∣ l + 1
2

2α
− σ

4
+

Ω±
2

∣∣∣∣− ( l + 1
2

2α
+
σ

4
+

Ω±
2

))
(5.27)

com n = 0, 1, 2, 3, ... e l = 0,±1,±2,±3, ..... Vamos substituir na equação

(5.27) o termo α (2.2) e Ω±(2.9), onde observamos a relação dos níveis de

energia quaanto aos números de setores, N, inserido (ou retirado) o qual gera

o defeito, assim temos:

E2 = 4

(
eB

2
+$

)
×(

n+
1

2
+

∣∣∣∣∣3
(
l + 1

2

)
6−N

+
1

4

(
℘N

2
− σ

)∣∣∣∣∣− 3
(
l + 1

2

)
6−N

− 1

4

(
℘N

2
+ σ

))
,

(5.28)

com ℘ = ∓, o sinal − corresponde aos pontos de Fermi K+ e o sinal +

corresponde ao ponto de Fermi K−; lembrando que σ = ±1, sendo +1 corre-

sponde a sub-rede A e −1 corresponde a sub-rede B, na representação para

o grafeno, lembrando também que N é um número inteiro no intervalo (0,5)

representando o número de setor removido (ou inserido), gerando o defeito,

onde o termo ℘N
8
somente será considerado para N igual 1, 3 ou 5, esta con-

tribuição é devido a descontinuidade das sub-redes no grafeno. Observamos

que o oscilador de Dirac na presença de um campo magnético perpendicular

continua a contribuir para o confinamento dos elétrons, porém a presença de

defeitos topológicos quebra a degenerescência dos níveis de Landau devido

ao acoplamento do defeito com o momento angular e o ponto de Fermi.
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Após a normalização da função hipergeométrica confluente, pode-

mos escrever a expressão para a autofunção do spinor do Oscilador de Dirac

na presença de um campo magnético constante:

ψ(t, ρ, φ) = Ce
−iEt+i

(
l+ 1

2
−σ

3

2

)
φ

(
eB

2
+$

)|Mσ |

e−( eB4 +$
2 )ρ2ρ|Mσ | ×

F

(
−

(
|Mσ|

2
+

1

2
+

λ̃σ
2eB + 4$

)
, |Mσ|+ 1;

(
eB

2
+$

)
ρ2

)
.

(5.29)

onde C representa a constante de normalização do spinor.

5.5 Confinamento espacial de elétrons em um

anel de Grafeno com desclinações

Com o intuito de estudar anéis quânticos em grafeno com defeitos

topológicos, propomos um novo modelo usando o confinamento em geometria

anular com potencial infinito da seguinte forma:

V (ρ) =


∞ 0 < ρ < a;

0 a < ρ < b;

∞ ρ > b;

(5.30)

sendo o raio interno da estrutura, ρ = a, e o raio externo, ρ = b, ou seja,

a < ρ < b, com b > a, que irá confinar o spinor de Dirac, desta forma,

analisaremos qual a influência deste confinamento na energia do sistema.

No capítulo 3, encontramos a solução geral para as equações dife-

renciais de Bessel como resolução da parte radial dos spinores de Dirac sem
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massa em espaço tempo curvo:

χν (Eρ) = AνJν (Eρ) +BνNν (Eρ) , (5.31a)

χν+1 (Eρ) = Aν+1Jν+1 (Eρ) +Bν+1Nν+1 (Eρ) . (5.31b)

A fim de facilitar nossa resolução vamos definir que η = ν ou

η = ν + 1. Uma vez que ν corresponde ao spinor χν(Eρ) na representação

para a sub-rede A, e ν + 1 corresponde ao spinor χν+1(Eρ) na representação

para a sub-rede B, portanto: η =
(
l+ 1

2

α
+ Ω± − σ

2

)
, lembrando que: σ = ±1,

sendo +1 corresponde a sub-rede A, e −1 corresponde a sub-rede B, assim

as equações (5.31a) e (5.31b) podem ser compactadas da seguinte forma:

χη (Eρ) = AηJη (Eρ) +BηNη (Eρ) , (5.32)

Para realizar o confinamento temos como condição de contorno

que quando ρ = a e ρ = b a função de onda tem que ser igual a zero, ou seja,

ψ(ρ = a) = ψ(ρ = b) = 0, visto que o potencial é infinito, encontramos a

seguinte equação matricial:

 Jη (Ea) Nη (Ea)

Jη (Eb) Nη (Eb)

 Aη

Bη

 =

 0

0

 . (5.33)

Para que a expressão na equação (5.33) seja verdadeira a matriz

2 × 2, onde os elementos são as funções de Bessel, deve ter o determinante

nulo, com isso temos a seguinte expressão:

Jη (Ea)Nη (Eb)−Nη (Ea) Jη (Eb) = 0, (5.34)
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e encontramos as seguintes relações para as contantes das funções de Bessel:

Bη

Aη
= − Jη (Ea)

Nη (Ea)
, (5.35a)

Bη

Aη
= − Jη (Eb)

Nη (Eb)
. (5.35b)

Com a finalidade de encontrar a energia do sistema vamos conside-

rar os limites Ea >> 0 e Eb >> 0, verificamos a expansão assintótica na

equação (5.34) para as funções de Bessel, com base na expansão assintótica

de Hankel [74], para η fixo, temos:

J|η| (Ea) ≈
√

2

πEa

[
cos
(
Ea− ηπ

2
− σπ

4

)
− 4η2 − 1

8Ea
sin
(
Ea− ηπ

2
− σπ

4

)]
,

(5.36a)

N|η| (Ea) ≈
√

2

πEa

[
sin
(
Ea− ηπ

2
− σπ

4

)
+

4η2 − 1

8Ea
cos
(
Ea− ηπ

2
− σπ

4

)]
,

(5.36b)

da mesma forma para J|η| (Eb) e N|η| (Eb), substituindo as expressões ante-

riores na equação (5.34), obtemos:

E2 ∼=
(nπ
ab

)2

+
4
(
l+ 1

2

α
+ Ω± − σ

2

)2

− 1

4ab
(5.37)

onde o número quântico n = 0,1,2,3...., lembrando que: σ = ±1, sendo +1

corresponde a sub-rede A (ν), e −1 corresponde a sub-rede B (ν + 1) na

representação para a rede hexagonal do grafeno.

Na equação (5.37) temos os níveis de energia para os elétrons

confinados no anel quântico, sendo o primeiro termo referente ao confina-

mento da partícula na geometria do anel e o segundo termo refere-se a sua
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dinâmica na superfície do anel sob influência do defeito e dos pontos de Fermi

na energia do sistema.
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Conclusão

Nesta tese estudamos as propriedades eletrônicas do grafeno no

limite contínuo em baixas energias para o orbital π, onde os elétrons são

considerados livres e podem ser modelados como um sistema fermiônico pela

equação de Dirac sem massa em espaço-tempo com 2+1 dimensões. A partir

deste contexto, no nosso modelo introduzimos defeitos topológicos (descli-

nações positivas ou negativas) na folha de grafeno para analisar o compor-

tamento dos elétrons, uma vez que este material apresenta ondulações in-

trínsecas a sua estrutura. Esta informação foi introduzida no meio elástico

contínuo do grafeno através da métrica na abordagem geométrica de de-

feitos (processo Volterra). Com esta informação acrescentamos na equação

de Dirac sem massa a conexão spinorial, termo referente a curvatura inserida

pelos defeitos topológicos, além de incluir um campo de gauge não-Abeliano,

para compensar a descontinuidade fictícia da função de onda dos spinores.

Com a resolução da equação de Dirac, nesta abordagem, nossa contribuição

permite compreender a influência dos defeitos topológicos na dinâmica dos

spinores de Dirac.

Primeiramente, utilizando o mesmo procedimento de Deser e

Jackiw, resolvemos a equação de Dirac neste pano de fundo e estudamos

o problema de espalhamento elástico quântico presente no grafeno. Encon-
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tramos a amplitude de espalhamento e a mudança de fase dos spinores de

Dirac. Comparamos com o resultado para o espalhamento quântico em um

cone, encontrado por Jackiw, percebemos que nosso resultado apresenta mais

alguns termos, referente aos pontos de Fermi e as sub-redes, que são agrega-

dos devido a introdução do defeito no grafeno.

Posteriormente estudamos o comportamento dos spinores de Dirac

na presença de um campo magnético uniforme e perpendicular a folha de

grafeno, onde construímos os conjuntos de autovalores e de autofunções.

Como no caso para o grafeno sem defeitos, a partir do nosso modelo, en-

contramos na expressão de autovalor a existência de estados de energia para

o número quântico, n = 0. Além da quiralidade, diminuindo pela metade

a degenerescência dos níveis de Landau. Sendo, nossa contribuição, a ob-

servação de que a introdução de defeitos topológicos quebram ainda mais a

degenerescência dos níveis de Landau, em razão do acoplamento da curvatura

do defeito cônico, com os pontos de Fermi e o momento angular orbital. Esta

investigação mostra que os efeitos provocados pelos defeitos topológicos no

grafeno estabelecem efeitos que podem ser utilizado na investigação do efeito

Hall quântico anômalo, observados em amostras de grafeno epitaxial e no

efeito Hall quântico fracionário observado em amostra de grafeno suspenso.

Devido a este resultado, sugerimos que seja considerado agregar defeitos

topológicos de forma controlada na construção de dispositivos eletrônicos

feitos de grafeno, como, por exemplo, a construção de dispositivos de porta

quântica numa futura computação quântica.

Continuamos nossos estudos analisando a influência dos defeitos

topológicos no comportamento de elétrons confinados em estrutura de es-

cala nanométrica, como o grafeno. Analisamos a dinâmica dos spinores na

mesma configuração que investigamos, nos capítulos anteriores, acrescido
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de um termo referente ao acoplamento do oscilador de Dirac no operador

momento, sendo este um excelente método de pesquisa na compreensão do

comportamento das nanoestruturas, pois no limite relativístico o potencial

investigado (o oscilador de Dirac) reproduz o Hamiltoniano do oscilador har-

mônico com um forte acoplamento spin-órbita. Deste modo, construímos

os conjuntos de autovalores de autofunções e encontramos que o oscilador

de Dirac apresenta o mesmo comportamento confinante do campo magnético

aplicado perpendicular à folha de grafeno. Continuando neste pano de fundo,

investigamos também a influência de um campo magnético uniforme perpen-

dicular ao plano da folha de grafeno, resolvemos a equação de Dirac, con-

struímos os conjuntos de autovalores de autofunções e encontramos que o

oscilador de Dirac na presença de um campo magnético perpendicular con-

tinua a contribuir para o confinamento dos elétrons. A presença de defeitos

topológicos quebra a degenerescência dos níveis de Landau devido ao acopla-

mento do defeito com o momento angular e o ponto de Fermi. Além disso,

o confinamento espacial dos elétrons presentes em uma estrutura de grafeno

como um anel quântico e observamos na expressão para os autovalores ocorre

o confinamento dos elétrons devido à geometria, bem como a influência do

defeito e dos pontos de Fermi na dinâmica dos spinores da superfície do anel.

Nessa investigação, concluímos que as nanoestruturados feitas de grafeno com

defeitos topológicos influenciam significativamente na estrutura eletrônica.

O grafeno apresenta propriedades eletrônicas interessantes, a in-

fluência topológica modifica a estrutura eletrônica em baixa energia. Por-

tanto, nossa contribuição mostra que defeitos topológicos são necessários,

pois proporcionam suas características peculiares em relação as propriedades

eletrônicas. Compreender o papel da geometria inserida pelos defeitos nas

propriedades de transporte de grafeno é central para a realização de dispos-
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itivos eletrônicos no futuro.

Como perspectiva de novos trabalhos podemos propor a cons-

trução de modelos com dois planos de grafeno e investigar a dinâmica dos

spinores de Dirac na presença de outros defeitos topológicos, como deslo-

cação, ou dispiração, verificando se existe a possibilidade de controlar o "gap"

entre a banda de condução e banda valência, necessário para a fabricação de

dispositivos eletrônicos. Entender a geometria necessária para criar portas

lógicas específicas para uma futura computação quântica, através de defeitos

topológicos presente em nanoestruturas de grafeno. Também podemos estu-

dar o efeito Hall quântico nesta geometria.
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