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Resumo

Neste trabalho nds analisamos a auto-energia e a auto-forca eletrostatica induzida
sobre uma particula pontual, carregada, em repouso, colocada no espago-tempo de
um monopolo global com estrutura. Para desenvolvermos essa andlise nés calculamos
a funcao de Green tridimensional associada com este sistema fisico. N6s mostramos
explicitamente que para pontos dentro e fora do niicleo do monopolo a auto-energia
apresenta duas contribuicoes distintas. A primeira é induzida pela geometria as-
sociada ao espaco-tempo produzido por um monopolo pontual, e a segunda é uma
correcao devido a estrutura nao trivial atribuida ao monopolo. Considerando especi-
ficamente o modelo do ball point-pen para a regiao interna, nds fomos capazes de
obter expressoes exatas para a auto-energia nas regioes internas e externas ao nicleo

do monopolo global.



Abstract

In this work we analise the electrostatic self-energy and self-force on a point-like
electric charged particle induced by a global monopole spacetime considering a inner
structure to it. In order to develop this analysis we calculate the three-dimensional
Green function associated with this physical system. We explicitly show that for
points inside and outside the monopole’s core the self-energy presents two distinct
contributions. The first is induced by the geometry associated with the spacetime
under consideration, and the second one is a correction due to the non-vanishing
inner structure attributed to it. Considering specifically the ballpoint-pen model for
the region inside, we were able to obtain exact expressions for the self-energies in the

regions outside and inside the monopole’s core.
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Introducao

A Cosmologia é a ciéncia que estuda o Universo como um todo, procurando entender a sua
estrutura e evolucao. A sua intencao é explicar o Universo em termos de uma teoria simples e
esteticamente atraente. Atualmente, existem diversas questoes em aberto na Cosmologia.
Uma delas é a questdo da formagao de estruturas no universo (galdxias, aglomerados e
super-aglomerados). O que sabemos sobre os mecanismos de formacao de galdxias é que
para haver uma formacao estrutural desse tipo, se faz necessario matéria e sementes. O
material necessario existe na forma de matéria escura, fria, quente ou, mais provavelmente,
uma mistura de ambas [12]. Por outro lado, um dos candidatos a sementes sao os chamados
defeitos topoldgicos [2].

Teorias de Grande Unificagao (GUT) [1, 11] juntamente com os modelos que explicam
a evolucao do Universo, nos levam a acreditar que estes defeitos foram criados durante as
transicoes de fase que ocorreram no universo primitivo e, portanto, formam um elo entre
as caracteristicas do Universo atual e eventos que ocorreram no inicio de sua histéria. Na
verdade, tais defeitos surgem como conseqiiéncia de uma quebra espontanea de simetria de
gauge local(global), em um sistema composto por campos escalares de Higgs(Goldstone) com
auto-acoplamento, devido as transi¢oes de fase [1]. Dentre os defeitos, podemos citar as
paredes de dominio [2], cordas césmicas [5] e monopolos global e local [3]. O monopolo
global, por exemplo, é um objeto de simetria esférica, formado na transicao de fase de um
sistema constituido por um isotripleto escalar auto-acoplado ¢%, quando a simetria global de

gauge original O(3) é quebrada para U(1).



Introducao

Segundo Einstein, a estrutura geométrica do espago-tempo é modificada pela presenca de
matéria e energia contida nele. Dessa forma, podemos esperar que esses defeitos induzam uma
geometria nao trivial. De fato isto acontece, e a analise de tal efeito, para o monopolo global,
foi feita por Barriola e Vilenkin [3]. Estes autores mostraram que, para pontos distantes do

nicleo do monopolo, a geometria correspondente é descrita pelo tensor métrico
G = diag (1, —1,—a?r?, —a*r?sin 9) ,

sendo o parametro o? = 1 — 87Gn? determinado pela escala de energia, 1, onde a simetria
global de gauge é espontaneamente quebrada.

O estudo de fendmenos fisicos, produzidos pela estrutura de um determinado espago-
tempo, permite-nos conhecé-la mais especificamente. Entao, com o intuito de compreender
os espacos-tempo gerados por defeitos topologicos, alguns autores investigaram determinados
efeitos produzidos pela geometria e topologia dos mesmos, tanto no contexto da mecanica
quantica, quanto no da eletrostatica. H4 alguns anos, Linet [5] e Smith [6], mostraram,
independentemente, que uma particula eletricamente carregada, em repouso no espago-tempo
de uma corda césmica idealizada!, torna-se sujeita a uma auto-interacao repulsiva. Esta auto-
interacao é uma conseqiiéncia da distorcao das linhas de campo da particula produzida pela
estrutura do espaco-tempo da corda. Além desse, outros efeitos produzidos pela corda, tal
como o espalhamento quantico de particulas, também foram estudados por outros autores
[7, 8]. Analogamente ao que acontece no espaco-tempo da corda césmica, uma carga pontual,
em repouso no espaco-tempo de um monopolo global, também sente uma auto-interacao, a
topologia nao trivial gerada pelo monopolo induz no campo da particula uma auto-energia
atrativa ou repulsiva sobre a mesma [9, 10]. Efeitos quanticos também sao induzidos pela
estrutura do espago-tempo do monopolo [9]. Estes autores investigaram esses fenomenos
considerando um monopolo idealizado, ou seja, admitiram que o mesmo nao possui estrutura

interna e que a métrica é descrita pela equacao acima.

'Uma corda césmica ideal é infinitamente longa, retilinea e sem estrutura.
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Seguindo esta linha de raciocinio, analisaremos nesta dissertagao o fenomeno da auto-
interacao eletrostatica gerada pelo espaco-tempo de um monopolo global.  Contudo,
admitiremos que o monopolo possui um estrutura interna. O modelo que adotaremos é
conhecido como ball point-pen [31].

Esta dissertacao estd organizada da seguinte forma: No primeiro capitulo faremos uma
breve revisao sobre quebra espontanea de simetria discreta e continua. Além disso, faremos
uma descricao um pouco mais detalhada sobre defeitos topoldgicos, especificamente cordas
cosmicas e monopolos. No segundo capitulo apresenteremos as equacoes da eletrodinamica
na presenca de gravitacao. No terceiro capitulo estudaremos as funcoes de Green e as suas
propriedades. No quarto capitulo analisaremos a auto-interacao no espago-tempo de um
monopolo global com estrutura. No apéndice faremos uma discussao sucinta sobre teoria de
grupo e daremos em mais detalhes os calculos referente a renormalizacao da fungao de Green

tridimensional no espaco-tempo do monopolo com estrutura?.

2A0 longo desta dissertagao utilizamos o sistema de unidades em que i = ¢ = 1 e a assinatura da métrica
é(+———).



Capitulo 1

Defeitos topologicos

Como afirmamos anteriormente, defeitos topologicos sao estruturas fisicas formadas em
uma teoria de campos apartir de uma quebra espontanea de simetria de Gauge de um sistema
fisico que apresenta um conjunto de estados de vacuo degenerados [1]. A cada tipo de simetria
que é quebrada existe um tipo de defeito associado a mesma. No contexto cosmoldgico, isto
implica que o universo primitivo passou por uma série de transicoes de fase, onde as simetrias a
ele associadas foram espontaneamente quebradas devido ao seu esfriamento natural, surgindo
assim, os defeitos topoldgicos.

Neste capitulo, analisaremos o campo gravitacional produzido por dois tipos de defeitos
topolégicos: a corda césmica e o monopolo global. Antes, porém, faremos uma breve revisao

sobre o modelo cosmoldgico padrao e o processo de quebra espontanea de simetria.

1.1 O Modelo Cosmolégico Padrao

As observagoes de Hubble [32] e a descoberta da radiagdo cdsmica de fundo, feita por
Arno Penzias e Robert Wilson [33], deram origem ao Modelo Cosmolégico Padrao (MCP).
O MCP esta baseado no chamado principio cosmolégico, o qual afirma que o Universo é o
mesmo em toda direcao e em todo ponto do espaco, ou seja, ele é homogéneo e isotrépico,
comportando-se como um fluido perfeito em largas escalas.

O modelo matematico que é a base do MCP é o modelo de Friedmann-Robertson-Walker
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(FRW) [12]. Assumindo que o Universo é homogéneo e isotrépico, FRW concluiram que a

métrica que descreve o mesmo é dada por

1
ds? = dt? — a (t)° mdﬂ + 7% (df® + sin® 0) dp?| | (1.1-1)
—kr

sendo a(t) uma funcdo do tempo a ser determinada e k a constante de curvatura que é
determinada pela topologia espacial e geométrica do Universo [1, 12]. Se k < 0, o Universo é
fechado e possui geometria esférica; se k = 0, é plano e possui geometria euclidiana; se k > 0,
é aberto e possui geometria hiperbdlica. A partir da métrica de FRW podemos determinar
as equagoes cinematicas que descrevem a evolugao do Universo.

Devido ao principio cosmolégico, a matéria contida no espago-tempo de FRW comporta-se
como um fluido perfeito. Sendo assim, o tensor energia momento que descreve o contetido de

matéria no Universo é:
T,uy - (P + p) UyUy — PYuv (11_2)

onde p e p sao respectivamente a densidade e pressao da matéria e v, ¢ a quadrivelocidade
da matéria [13].
Considerando um observador co-mével!, ou seja, u* = (1,0,0,0), temos que os

componentes do tensor energia-momento diferentes de zero sao:

. (I—kr*)p p p
™ =d s ) )
g <p a? r2a2’ r2a2sin® 0

(1.1-3)

Acoplando os componentes do tensor energia-momento diferentes de zero na equacao de

Einstein, obtemos as seguintes expressoes:

(2)2 _81Gp _k (1.1-4)

a 3 a?

a\> [(a\® k
2 (—) + (—) +— = —8nGp . (1.1-5)
a a a

!Observador co-mével é aquele que se move juntamente com o contetido de matéria do Universo.
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A partir das equagoes (1.1-4) e (1.1-5), obtemos:

(ﬁ) = —#(p%—i&p) : (1.1-6)

a

Sendo assim, devido ao fato de que p > 0, temos que d < 0 (tomaremos sempre ). Isto significa
que a = const. ndao é uma soluc¢ao de (1.1-6). Portanto, o Universo ou estd se expandindo
(@ > 0), o que implica que a velocidade de expansao estd diminuindo; ou estd se contraindo
(@ < 0), o que implica que a velocidade de contracao estd aumentando?.

Usando o fato que a energia do universo se conserva, ou seja,
vV, =0, (1.1-7)

chegamos a seguinte expressao:

p+3=(p+p) =0, (1.1-8)

a qual é denominada por equagao de continuidade. O termo 3ap/a representa a diminuigao
da densidade de energia devido a expansao do Universo e o termo 3ap/a representa o trabalho

feito pela pressao do fluido [1, 12].

1.2 Quebra espontanea de simetria

Analisaremos agora sistemas dinamicos nos quais o estado de vacuo nao possui as mesmas
propriedades de simetria da lagrangiana que descreve o sistema. Quando isto ocorre dizemos
que a simetria é espontaneamente quebrada. Veremos que, devido a uma variacao de estado
no sistema fisico, acorrera uma ruptura na simetria do mesmo entre um estado inicial e final,
fazendo assim com que a lagrangiana associada a um determinado estado do sistema nao
mantenha essa simetria no estado fundamental.

Para entendermos este mecanismo, analisaremos sistemas que apresentam quebra

espontanea de simetria discreta e continua.

20 termo d/a, o qual é conhecido como o parametro de Hubble, tem unidade do inverso do tempo, e
permite-nos estimar a idade do Universo [12].
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1.2.1 Quebra espontanea de simetria Discreta

Considere uma densidade lagrangiana do tipo

L= (0,0)(0"9) = V(0) , (1.2-9)

com
V(g) = 1*¢* + Ag" (1.2-10)

onde p? é ou pode estar associado com a massa da particula e A é uma constante de
1 3
acoplamento”.

Dependendo dos sinais de p? e A, o potencial V (¢) poderd ter formas distintas.

Figura 1.1: A <0, u?2 >0 Figura 1.2: A >0, u? > 0 Figura 1.3: A >0, u?2 <0

i) O caso em que A < 0 e u?> > 0, o qual é descrito pela figura 1.1, corresponde a
uma situacao nao fisica, onde a particula poderia perder anergia infinitamente. Por nao ter
consequéncias fisicas esta situacao nao nos interessa.

i1) O caso em que A > 0 e p? > 0 ¢ descrito pela figura 1.2. Este grafico nos mostra que
nao existe nenhum tipo de problema com a energia potencial quando a mesma ¢ analisada
em seu estado de mais baixa energia, estado de vdcuo, pois para ¢ = 0 temos que V(¢) = 0.
Além disso, nao demonstra nenhuma quebra de simetria para o estado de vdacuo. Pois, a
lagrangiana original apresenta uma simetria do tipo ¢ — ¢ = —¢, que se mantém no estado
fundamental.

i11) No caso em que A > 0 e p? < 0, o comportamento do potencial é descrito pela figura
1.3. De acordo com esta figura, vemos que o ponto ¢ = 0 representa um maximo local. Por
outro lado, os dois minimos estao situados em ¢ = + % O problema nesta situagao surge
quando a energia potencial V' (¢) vai espontaneamente baixando e chega no ponto ¢ =0, e o

sistema deve preferenciar por um dos dois lados de mais baixa energia, que sao simétricos.

3No caso especifico em que A =0 e ¢ é um campo real, obtemos a equacio de Klein-Gordon.

7
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Uma simples andlise pode demonstrar que o sistema nao preservara mais a simetria que
ele possuia originalmente. Para tanto, vamos supor arbitrariamente que o sistema va para
o ponto ¢y = % Para estudar a fisica na vizinhanca deste vacuo, vamos definir um
novo campo n = ¢ — @q e reescrever o potencial em termos deste novo campo. Fazendo isto,

encontramos:
|12

V(n) = An* +4\p3C + 4\ C? — )

(1.2-11)

A partir da expressao acima, podemos ver claramente que, por uma troca do tipo n — —n,
nao obtemos uma simetria como tinhamos inicialmente. Portanto, dizemos que houve uma

quebra espontanea de simetria discreta neste sistema.

1.2.2 Quebra espontanea de simetria de Gauge

Quando nossa Lagrangiana é invariante por uma transformacao do tipo, ¢ — ¢ = €'*?,
dizemos que a mesma ¢ invariante por uma transformacao de Gauge. Se essa simetria nao é
preservada no seu estado fundamental, estado de vacuo, havera uma quebra espontanea de
simetria de Gauge, e inevitavelmente aparecera Bdsons escalares sem massa, denominados
Bosons de Goldstone. Entretanto, quando isto acontece em uma teoria envolvendo simetria
local de Gauge, aquela que depende do ponto, onde os campos de gauge sao necessariamente
campos nao-massivos, os bosons de Goldstone sao absorvidos como sendo a componente
longitudinal desses campos de gauge, os quais comportam-se como massivos com tres graus
de liberdade de spin [34].

Para entendermos a quebra espontanea de simetria de gauge, consideraremos a seguinte

densidade Lagrangiana
L= (0.0)(0"9)" = V(9) , (1.2-12)
com

V(g) = A (chl2 + g) , (1.2-13)

sendo ¢ um campo complexo.
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Assim como no caso anterior, teremos trés comportamentos distintos para o potencial
V(¢). Tais comportamentos sdo andlogos aquelas discutidas anteriormente. Isto significa que
o tinico caso que apresenta quebra espontanea de simetria é aquele em que p? < 0e XA > 0,

conforme mostra a figura 1.4.

Figura 1.4:

Por uma questao de convencgao reescreveremos o nosso potencial como

V(o) =A(lel’ - ) . (1.2-14)

E facil verificar que a Lagrangiana, dada por (1.2-9), é invariante por uma transformagao
de Gauge do tipo, ¢ — ¢ = €**?, onde a é uma constante (transformacdo de Gauge global).
Por outro lado, para este sistema, o estado de mais baixa energia ¢é infinitamente degenerado.
De fato, o estado de vacuo é representado por ¢y = Ce’®, sendo A é um ntimero real arbitrario.

Apenas por uma questao de simplicidade, escolheremos A = 0 = ¢y = C, e analisaremos
este sistema na vizinhancga do seu estado fundamental novamente através de uma pequena
pertubagao semelhante ao caso anterior.

Vamos escolher, entao

o) = <5 (0 €(a) + ix(a) (12:15)
onde &(z) e x(x) sao reais e v = % Substituindo ¢(x) em (1.2-12) obtemos:
L= L0, + 500 — 7€ — ME(E 1) — JAE +x7) (1.2-16)

. . 2 . ~ .
A massa associada ao campo &(z) é mg = 2|pu|”, e o campo x(x) é um campo nao massivo,
denominado Bdson de Goldstone. Como se pode ver, a Lagangeana nao apresenta mais a
sua simetria original por transformacao de Gauge, dizemos entao que houve uma quebra

espontanea de simetria continua.



Defeitos topolédgicos

e Teorema de Goldstone [34]

Para cada gerador? quebrado espontaneamente em um grupo, num processo de quebra

espontanea de simetria, aparecera um bodson escalar sem massa, béson de goldstone.

1.3 Campos gravitacionais produzidos por defeitos
topoldgicos

Durante as primeiras fases do Universo as componentes materiais estavam em estados
fisicos caracterizados por elevados graus de simetria e as interagoes eram unificadas. O
arrefecimento do Universo, devido a expansao, promoveram as condicoes para que algumas
dessas simetrias se quebrem espontaneamente [25, 26]. De acordo com os tipos de simetrias
que foram quebradas podem ter sido formado varios tipos de defeitos topoldgicos, entre os
quais paredes de dominio, cordas césmicas, monopolos e texturas. O tipo de defeito formado
¢ determinado pelas propriedades de simetria da matéria e pela natureza da transicao de
fase. As paredes sao objetos bidimensionais que se formaram quando uma simetria discreta
foi quebrada durante uma transicao de fase. Uma rede de paredes, divide efetivamente o
Universo em vérias “células”. Este tipo de defeito tem algumas propriedades muito peculiares,
sendo uma delas que o campo gravitacional de uma parede é repulsivo em vez de atrativo.
Cordas césmicas sao objetos unidimensionais que se formaram quando uma simetria axial ou
cilindrica foi espontaneamente quebrada. Sao muito finas e podem-se estender ao longo do
Universo visivel. Monopolos tém dimensao zero, ou seja, sao pontuais, e formam-se quando
uma simetria esférica é quebrada.

Nesta secao Abordaremos apenas dois tipos de defeitos topolégicos (corda cosmica e

monopolo global), bem como o campo gravitacional gerado por eles.

40 conceito de geradores, assim também como algumas se suas propriedades, sio estudadas no apéndice
deste trabalho.

10
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1.3.1 A métrica da corda cosmica

Devido ao esfriamento global do universo, a energia associada ao sistema ira diminuir para
diferentes estados de vacuo. A escolha do vacuo é totalmente independente para as regioes
separadas, muito além de uma correlacao de comprimento ou algo mais, conduzindo assim,
para a formagao de grandes dreas do universo denominadas dominios [26, 25]. Quando estes
dominios colapsam entre si, eles dao lugar a arestas na sua interface. Se desenharmos um
circulo imaginario em torno de uma destas arestas com o angulo 6 variando em 2w, entao
por contratacao deste ciclo chegaremos a um ponto onde nao podemos ir mais longe sem
deixar essa variedade M, onde o mesmo se encontra definido. Trata-se de uma pequena
regiao do espago-tempo em torno dessa linha onde a varidvel # nao estd definida e, por
continuidade, o campo deve ser ¢ = 0. A fim de minimizar o gradiente espacial da energia
nestas pequenas regioes as linhas formam um defeito denominado corda césmica [14, 15]. A
corda cosmica é um defeito topolégico unidimensional andlogo ao vortice no hélio liquido, é
um objeto com massa muito grande, e deve ter tido um papel muito importante na formacao
de estruturas do Cosmos. Todas as cordas sao fonte de um campo gravitacional newtoniano
em seu redor, através do qual elas devem ter produzido perturbacoes na densidade de energia
primordial do universo, tendo sido responsaveis pela inomogeneidade da densidade de energia
que eventualmente deu origem ao surgimento das galaxias. Nao ha potencial gravitacional
newtoniano associado a mesma. A topologia da se¢ao espacial em torno da corda é nao trivial
e isto produz alguns tipos de fenomenos gravitacionais, como o fenomeno conhecido como
Lente gravitacional [27] e a polarizagao do vacuo(efeito quantico) [28].

Nosso objetivo agora é encontrar uma solugao para as equacoes de Einstein, que descreva o
campo gravitacional de uma corda césmica, retilinea, homogénea e estatica que tem densidade
linear de massa pu situada ao longo do eixo z. Nesse modelo, a corda nao possuird nenhuma
dependéncia com o tempo, isto é, ela sera uma invariante temporal. Admitiremos também

uma simetria da corda em relagao ao angulo ¢, e por fim que a mesma se mantenha invariante
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por “boosts’na direcao z. Diante disto, podemos escrever o elemento de linha do espaco-tempo

gerado pela mesma como [14]
ds®> = A(p)*dt* — dp* — C(p)*do* — D(p)*dz* . (1.3-17)

Como estamos admitindo uma invariancia por “boosts” na direcao de z, de acordo com
as transformagoes de Lorentz a relacio (dt? — dz?) deve ser um invariante, e isto s6 acontece

se A(p)*> = D(p)?. Levando isto em conta, a métrica (1.3-17) torna-se
ds* = A(p)* (dt* — dz*) — dp® — C(p)*do* . (1.3-18)

Para representar o interior de uma corda césmica vamos admitir que o tensor energia-

momento possui a seguinte forma

T,” = o (p)diag(1,0,0,1), (1.3-19)

m

com o (p) = oo para p < py e o (p) = 0 para p > py, onde py é o raio do nicleo da corda.
A expressao para o tensor energia-momento dada por (1.3-19) corresponde ao de uma corda
situada ao longo do eixo z e infinitamente longa. A forma do tensor 7),” dada por (1.3-19) é
consistente com as simetrias da corda. No limite em que a espessura € — 0, o(p) a equagao
(1.3-19) torna-se

s
T, = ,u%diag(l,o,o, 1) , (1.3-20)

sendo p a densidade linear da corda.

Os simbolos de Chritoffel ndao nulos relativos a métrica (1.3-18) sao:

1 dA dA
m = — L — A(p) =2
01 A(p) dp’ 00 (p) dp’
dC dA
I3 = g, Fégzz‘l(p)d—p, (1.3-21)
1 dC
I, = ) dp’ I3y =17, .

Usando estas expressoes, podemos mostrar que as componentes nao nulas do tensor de Ricci,

R, =T% —T9  +T%TI9 —I°%T7 (1.3-22)

Qo po,v urs oo pot av
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sao
1 d*A(p) L dA(p)dC(p) = 1 [dA(p)]”
R =R} = + + { } , 1.3-23
NI AG) a2 TAWCH) d dp X | dp (13:29)
2 dA(p) | 1 d*C(p)
R = + 1.3-24
LAlp) dpr Clp) dp? (1.3-24)
(§
1 d*C(p) 2 dA(p)dC(p)
R; = : 1.3-25
=00 4P TADCG) do dp (1:3:29)
Substituindo (1.3-23)-(1.3-25), juntamente com (1.3-19), nas equagoes de Einstein,
14 1 (0%
R = 871G (T# —555Ta> , (1.3-26)
encontramos:
1 d*A(p) 1 dA(p)dC(p) | 1 {dA(p)r
+ + = 1.3-27
Alp) dp*  A(p)C(p) dp dp — A%p) | dp ( )
2 dA(p) | 1 d*Clp)
= —8nGo 1.3-28
Alp) dp*  Clp) dp? (©) ( )
2
L_4Cl) 2___dAp dCl) _ g o) (1.3-29)

Clo) dp* " AW)Cp) dp dp

Igualando as equagdes (1.3-28) e (1.3-29) e substituindo (1.3-27) no resultado, podemos
mostrar que A(p) é uma constante. Entdo, por uma transformagdo conveniente de
coordenadas, podemos escolher, sem nenhuma restrigao, A(p) = 1. Levando isto em conta, a

equagao (1.3-28) torna-se:

1 d*C(p)
Clp) dp?

— —87Go(p) . (1.3-30)

O espago-tempo produzido por esta métrica nao possuira uma singularidade conica, sobre

o eixo de simetria, se a fungao C(p) satisfizer as seguintes condigoes:

C0)=0 e %ﬁ)p) =1. (1.3-31)

p=0
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A densidade linear da corda é definida como sendo a integral de T{ sobre a superficie

bidimensional ¢ e z constantes, sendo dada por

e’} 2
— 0 _
u—/o dp/o do~/qTy . (1.3-32)

Substituindo o determinante da métrica g e a componente Ty do tensor momento-energia

encontramos
B 1
4G

dC(p)

dp

I

) (1.3-33)

p—00
Admitindo que a corda cdésmica seja muito fina, isto é, que o tensor energia-momento seja
dado por (1.3-20), temos que a func¢ao o(p) serd nula, exceto quando p = 0. Entao, de acordo
com a equagao (1.3-30), vemos que, na regiao exterior a corda, o termo dC'/dp é constante.

Sendo assim, a equacao acima torna-se:

1 dc
=—|1—— .3-34
a 4Gl1 dp}’ (1.3-34)
de onde deduzimos que
C(p)=010—-4uG)p . (1.3-35)

Com isso, a métrica que descreve o espaco-tempo produzido por uma corda césmica, serd

dada por:
ds® = dt* — (1 — 4uG)?dp* — p*do* — d2* (1.3-36)

Como era de se esperar, quando p — 0, a métrica da corda (1.3-36) se reduz a métrica de
Minkowski em coordenadas cilindricas. Isto quer dizer que, quando nao existe corda o espago-
tempo é plano. No entanto, podemos ver que, embora tenhamos p # 0, o espago-tempo
(1.3-36) ¢ localmente plano. De fato, se fizermos a mudancga de coordenada 6’ = (1 — 4uG) 6,

a métrica (1.3-36) torna-se

ds* = dt* — dp* — p*df* — dz?, (1.3-37)

14
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a qual é métrica do espaco plano de Minkowski. No entanto, o angulo ¢ varia entre 0 e
27 (1 — 4u@). Deste modo, o espago-tempo dado pelo elemento de linha (1.3-36) é localmente
plano, exceto em p = 0. O espaco-tempo da corda difere do espago-tempo de Minkowski apenas
globalmente, e corresponde ao espaco de Minkowski a menos de uma fatia compreendida pelo
angulo 87uG. Entao, a se¢ao (t,z) = const. do espaco-tempo da corda tem a geometria de
um cone e p = 0 é uma singularidade fisica, e nao uma singularidade de coordenadas que
acontece no caso em que o angulo # tem a sua variacao integravel entre 0 e 27, e portanto na

auséncia da corda.

1.3.2 A métrica do monopolo global

Os monopolos globais sao objetos topologicos pesados, esfericamente simétricos, formados
na transicao de fase de um sistema devido a um processo de quebra espontanea de simetria
global de gauge. O modelo mais simples que reproduz esses objetos foi proposto por Barriola e
Vilenkin [3]. Este modelo é constituido de um isotripleto de campo escalar que auto-interage,
¢%, com a = 1,2,3. Por um processo de quebra de simetria associada ao lagrangeano do
sistema do grupo O(3) para U(1), sdo obtidas configuragées de campo denominadas monopolo
global. O campo de matéria escalar desempenha o papel de um parametro de ordem o qual
fora do niucleo do monopolo adquire um valor nao nulo.

A densidade Lagrangiana que descreve o monopolo global é dada por [3]
1 a v a A a a 2\2
L=V=g|500,0°)(0"¢") = L (¢"¢" —n")"| . (1.3-38)

A configuragao do campo que descreve o monopolo é

a

" =nf (T)I? ; (1.3-39)

onde x%x® = r. Para termos quebra espontanea de simetria de gauge, devemos impor a
condicao de que no infinito, ¢?¢* — n?, onde 1 é a escala de energia onde se d4 esta quebra.

Assim, devemos impor a condi¢ao de que f(r) — 1 quando r — 0.

15



Defeitos topolédgicos

Devido a simetria do problema,

ds* = B(r)dt?

podemos escrever a métrica como sendo:

— A(r)dr? — r*(d6* + sin® 0d?) . (1.3-40)

Assim, substituindo (1.3-39) em (1.3-38) e tomando a equagao de Lagrange,

Ou

9 (£)
(0u0°)

9 (£)
RER

-0, (1.3-41)

el

obtemos a seguinte equacao diferencial para a funcao f(r)

2 1
_+_

1,
Zf + {AT 2B

B

A

< >] /_i_{”ff(ftl):ov (1.3-42)

onde a linha indica uma derivada com respeito a variavel r.

Usando a expressao do tensor energia momento, a qual é definida por [20, 36]

i

onde

5= / o' /—g ()L (6" ('), 06" (') |

05

1
- V=9 (x) 09w ()’

(z) (1.3-43)

(1.3-44)

podemos mostrar que as componentes nao nulas deste tensor sao dadas por:

T,
T"

T

7%,

772[

.

?72{
.

2
T‘p@:n [

f2

2

()2
2A
£y
2 2A
()2

2A

_|_

A

F -1
A
i

AU R

1)2} :

(1.3-45)

)\2 2
+Z77(f -

A partir da métrica (1.3-40), obtemos as seguintes componentes nao-nulas do tensor de

Ricci:

B// B/ AI B/ AI
r (B A 1
B// B/ A/ + B/ + B/ (1 3 48)
24 4A\ A ' B rA’ -
sin? 6 Rgg (1.3-49)
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Combinando convenientemente as equacgoes acima, teremos:

A 1 1

1 t 0
e, 7Y (pro — = - 1.3-
24 "o T2 2<RT ) = 1y PA2 T T A (1.3-50)
e, consequentemente
™y 2 1 r t 0
(Z>:1—|—7’ S (R, —R'\) + Ry (1.3-51)
Com o auxilio das equagoes de Einstein
1
R,, = 81G <TW - §gw,T> , (1.3-52)
a equacao (1.3-50) torna-se:
r /
<Z> — 1 8rGr?T", . (1.3-53)
Usando o fato que A(0) = 1, encontramos:
2GM
Alr)™t =1-87Gn* — # , (1.3-54)
onde M(r) é dado por
T \2 2 _ 1 A
M(r) = 47”72/ {(52 + / S+ Zn?(f2 — 1)} ridr . (1.3-55)
0

Para acharmos a outra componente do tensor métrico escrevemos

ZZ’“ + % =R + R, = TLA (%/ - %) : (1.3-56)
Usando as equagoes de Einstein e a condicao de que
A(r)B(1)|r=co = 1, (1.3-57)
obtemos
B(r) = A(lr) exp [—SWG/O: (T", — T%) rA(r)dr| . (1.3-58)
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Fora do nicleo do monopolo f(r) ~ 1 e o tensor energia-momento pode ser aproximado
por

2

TttNTTTN%, T, =T¢ ~0. (1.3-59)

Entao, a partir das equagoes (1.3-58) e (1.3-54), podemos concluir que, nessa regiao

B(r) = =1—81Gn* — @ , (1.3-60)

onde M = M(oc) é a massa do monopolo .
Substituindo (1.3-60) em (1.3-40), desprezando o termo de massa e redefinindo a varidvel

t, temos que a métrica do espaco-tempo exterior ao monopolo é dada por:
1
ds* = dt* — —2d7’2 — r2(d6? + sin® Odp?) | (1.3-61)
o

onde o? = 1 — 87Gn? < 1.
O espago-tempo descrito por (1.3-61) tem algumas caracteristicas muito interessantes,

como por exemplo: O espago-tempo nao ¢ plano, ou seja, R = R", = 2(1;3 2); Nao apresenta

potencial Newtoniano, pois gz = 1; A superficie § = 7 tem a geometria de um cone com
déficit angular 52 = 872Gn?; O angulo sélido associado a uma esfera de raio unitario é 4wa?,
portanto menor do que 47. Assim existe um déficit de angulo sélido igual a 6Q = 32w2Gn?;
Como Tyy ~ n?/r?, fora do monopolo global a energia total diverge linearmente para grandes

distancias, E(r) ~ 4rGnir.

50 sfmbolo de infinito significa apenas que estamos tomando pontos distantes do centro do monopolo.
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Capitulo 2

Funcoes de Green

Um dos processos, pelo qual, nos permite determinar a solucao exata de equacoes
diferenciais ordindrias (E.D.O’s) e/ou parciais, é conhecido como método de Green. Essa
técnica matematica muito nos auxiliara no desenvolvimento de nossos céalculos, pois, todo
o processo do calculo da auto-interacao eletrostatica de nosso trabalho, estara baseado
diretamente numa das solucoes de nossas E.D.O’s, que serd dada por uma funcao de Green.

Em matematica, uma funcao de Green é um tipo de funcao usada para resolver equacoes
diferenciais nao homogéneas sujeitas a condi¢oes de contorno. Tecnicamente, uma funcao de
Green! de um operador diferencial unidimensional linear L atuando numa distribuicao sobre

uma variedade M, num ponto 2/, é qualquer das solucoes de

Lf(z)=4d(x—2a') (2.0-1)
Sendo §(x — 2') a funcdo distribui¢do delta de Dirac.
2.1 Funcoes de Green em uma dimensao

Nesta secao abordaremos a funcao de Green unidimensional, especificamente

determinaremos a funcao de Green para um operador tipo Sturm-Liouville, muito usado

LGeorge Green (Sneinton,14 de Julho de 1793-Nottingham, 31 de Maio de 1841) matemadtico e fisico inglés.
Na sua obra Essay on the Application of Mathematical Analysis to the Theory of Electricity and Magnetism
(1828), introduziu a nogdo de funcao potencial no estudo dos campos magnéticos. O teorema de Green, que
demonstrou em 1828 facilitou bastante o estudo das fungoes.
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em varias situagoes fisicas onde problemas recaem em E.D.O’s que podem ser colocadas na

forma de Sturm-Liouville.

2.1.1 Funcao de Green do operador Sturm-Liouville

Considere a equagao diferencial nao homogénea

Lay(z) = f(x) (2.1-2)

onde,

tor =5 (o) ) = st@) 2.13)

¢ o operador diferencial de Sturn-Liouville. Qualquer equacao diferencial linear nao-
homogénea pode ser escrita nessa forma [21].
Denomina-se fun¢ao de Green do operador diferencial £, a fun¢ao de duas variaveis G(x, z')

que satisfaz a equacao:

L)G(z,2") = d(x — '), (2.1-4)
ou mais explicitamente
d dG(x,x") N .
. (p(m)T) - S(x)G(z,2") = §(z — ) , (2.1-5)

valida para um intervalo a < z < b. A fungao de Green deve satisfazer a algumas condicoes

de contorno, sejam elas:

i) A mesma deve satisfazer sua equacdo homogénea associada, para = # z’ temos;

i1) para sua variavel z limitada num intervalo a < x < b, ela deve satisfazer as condigées do
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problema especifico nesse intervalo e nas suas fronteiras;

iii) Deve ser continua no ponto r = ’;

iv) Sua derivada nao serd continua em = = z’, terd uma descontinuidade de salto proporcional

p(z’)”
Seja o intervalo da funcao a < x < b, as condicoes de contorno para este intervalo sao as
seguintes:
dG !
a1G(a, 2") + OZQM =0 (2.1-6)
dx
dG (b, 2’
51602 + B0 g .17

sendo « e (3 constantes, nao simultaneamente nulas. Essas condi¢oes de contorno sao padroes

3

para um intervalo finito [a,b], que abrangem as condigoes de Dirichlet?, Neumann® e outras
intermediarias [22].
Dividamos nosso intervalo inicial em duas partes

a<z<rer<zx<b. (2.1-8)

Sejam y;(z) e yo(x) suas respectivas solugbes nao triviais da equagao diferencial homogénea,
satisfazendo as condigoes de contorno nos pontos x = a e x = b, respectivamente. Nestes

termos temos:

a1y (x =a) + agyy(r =a) =0, (2.1-9)

Brya(x = b) + Poys(z =b) =0, (2.1-10)

2Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (13 de fevereiro de 1805, Diiren - 5 de maio de 1859, Géttingen)
foi um matematico alemao a quem se atribui a moderna definicao formal de funcao. Nasceu em Diiren, onde
seu pai era chefe dos Correios. Foi educado na Alemanha e na Franca, onde foi aluno dos mais renomados
matematicos da época.

3John von Neumann (28 de Dezembro de 1903 - 8 de Fevereiro de 1957) foi um matemético hiingaro
de origem judaica, naturalizado norte-americano nos anos 30 do século XX. Desenvolveu importantes
contribuicoes em Teoria dos Conjuntos, Andlise Funcional, Teoria Ergédica, Mecanica Quéantica, entre outras
areas.
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que como ja foi dito aq, awn, [ e B1 sao constantes que nao podem ser simultaneamente nulas.
Analizemos o primeiro intervalo a < z < 2/, que tem como solucdo y;(x), e que em = = a

obedece a condigao de contorno:
iy (z =a) + agyy(x =a) =0. (2.1-11)

A linha representa a derivada da funcao com respeito a z. Pelo que foi imposto sobre a funcao

de Green, em x = a, ela também deve satisfazer as mesmas condigdes de contorno de y;(x),
a1G(a,2') + aeG'(a,2') =0, (2.1-12)

o que pela condicao de Wronskiano implica na dependéncia linear entre y;(x) e G(z, 2’) para

o ponto x = a. Segue-se que o Wronskiano fica sendo
y1(a)G(a,2') — y1(a)G'(a,2") =0 , (2.1-13)

e pela propriedade* do Wronskiano® podemos estender que o mesmo se anula em todos os

pontos do intervalo a < x < x':
i (2)G(,7') — (@) (2, 2') = 0., (2.1-14)

que também nos arremete a afirmar que devido a dependéncia linear entre elas em todo o

intervalo, a solugao y;(x) é apenas um multiplo de Gy (z, 2'), isto é
Gi(x,2") = ey () (2.1-15)

onde ¢; é uma constante a ser determinada pelas condigoes de contorno. Se fizermos a mesma
andlise no intervalo ' < x < b que tem como solucao a funcao y,(z) e satisfaz as condigoes
de contorno impostas sobre a solugao ys(x) no ponto x = b, chegaremos por meio de analogia

que:

Go(x,2") = caya(x) (2.1-16)

40 Wronskiano de uma funcdo é identicamente igual a zero ou nunca se anula para um ponto particular
[22].
50 Wronskiano entre duas fungdes f(x) e g(x) linearmente dependentes enter si é dado por: w =

f'(@)g(x) = g'(x)f(x) = 0.
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pela condigao imposta a G(z, '), que a mesma deve ser continua em x = z’ temos:
a1 (2') — coya(2') =0, (2.1-17)

e sua derivada serd descontinua em z = 2/, assim

a1y (') — cayp(a) = , (2.1-18)

ya(2')

= oW (@) (2.1-19)
?Jl(l’/)

Cy = oW (@) (2.1-20)

E nossa solugao para G(z,z’) é

G(z,z") ay(z), paraa <z <a
T, x) =
caya(w), paraz’ <z <b

substituindo as constantes ¢; e ¢3 chegamos a uma expressao final para a fungao de Green em
g G
um intervalo fechado [a, b]
yl((xgyz((x’)) para a < x < 2
N _ ) P)W(z')’ -7 =
G(z,2") = v (yn (]

PeyWw@) Parar <z <b,

")
onde W (z') é o Wronskiano de y;(z’) e y2(2'), que deve sempre ser diferente de zero para que

G(z, ') exista.
2.1.2 Autofuncoes e autovalores do operador Sturm-Liouville

Listemos abaixo as propriedades basicas das autofuncgoes e autovalores de problemas que
envolvem operadores tipo Sturm-Liouville regulares [30].

i)- Os autovalores sao reais.

ii)- As autofungoes correspondentes a autovalores distintos sdo ortonormais, com peso

w(zx), isto é,
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b
/ u(z) * uy(z)w(z)de =0 . (2.1-21)
a
iii)- Existe uma infinidade numerdvel de autovalores reais \,, e o tnico ponto de
acumulac@o desses autovalores é 400 (o nimero de autovalores negativos ¢ finito).
iv)- O conjunto das autofungdes do problema de Sturm-Liouville regular é completo, para

a classe das fungoes f(z) tais que

b
/ ()2 w(z)de < o0 , (2.1-22)
onde a integral deve ser interpretada no sentido de Lebesgue®

Diz-se que uma autofungao estd normalizada se

b
/ |t (2)|* w(z)de =1 . (2.1-23)

Qualquer fungao f(x) satisfazendo (2.1-22) pode ser desenvolvida em série

f@) =" ant,(x) (2.1-24)
0 = / F@)un (@) % w(z)da (2.1-25)

Admite-se também que a funcdo d(x — z’) possa ter um desenvolvimento desse tipo [30],

assim tém-se:
S — ') = w(@) D> un(@)un(2') | (2.1-26)
para w(x’) = 1 obtém-se a relagdo de completeza para suas autofungoes

Sz —2a) = Z Up (2)un (') (2.1-27)

Consideremos a equacao diferencial nao homogénea

L(x)f(z)+ kw(z)f(x) = g(z) . (2.1-28)

6A integral de Lebesgue é uma generalizacio do conceito de integral de Riemann, apresenta diversas
vantagens em relacao a integral convencional sobretudo em relagao a processos de limite.
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Se a constante k que figura nesta equagao nao for um dos autovalores do problema de Sturm-
Liouville, a equacao 2.1-22 tem como solugao tnica f(z), obtida através da fun¢ao de Green

correspondente e suas condigoes de contorno.

2.2 Formas da funcao de Green em 2 e 3 dimensoes

De modo a generalizar para o espaco em trés dimensoes, o método apresentado
anteriormente, facamos uma modificacao no operador diferencial de Sturn-Liouville. Vamos

assumir que nosso operador auto-adjunto £ tem sua forma mais geral dada por
I_V - [P(r)ﬁ] +q(r). (2.2-29)
Seja o teorema de Green:
/ (uﬁ Vv —vV - §u> dr = / (uﬁz/ - Vﬁﬂ) - ds, (2.2-30)
podemos fazer uma generalizacao utilizando o operador auto-adjunto &
/(,u%’u —vQ'p) dr = / <uﬁ’y — Vﬁ’p) -ds’ (2.2-31)
de modo que para P(7) = 1 e ¢(7) = 0 voltamos para o nosso caso particular. A linha indica

que o operador atua apenas na varidvel 7.

Para verificarmos essa generalizacao facamos u(m) = y(72) ; v(7) = G(7,7) e apliquemos

ao teorema de Green.

(G(F, ™Sy () — y("\S'G(F, 7)) dr' = (2.2-32)
/ P(7) (G(7,™)V'y(r) — y(*)V'G(7, 7)) - ds’ (2.2-33)

usando
SG(7,7) = 6(F — ), (2.2-34)
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ficamos com

y(r) = /G(F, ) f(rdr + /P(FQ) (G(F,™))V'y(r") —y(r"\V'G(F, 7)) - ds (2.2-35)

s

Nossa solugao entao aparece como uma soma de uma integral de volume mais uma integral
de superficie. Se ambas as fungoes y(7) e G(7, ) satisfazem as condigoes de contorno gerais,

a integral de superficie deve desaparecer e nossa solucao fica sendo apenas

y(r) = /G(F, ) f(r")dr' (2.2-36)

Particularizemos esse método agora para determinarmos as fungoes de Green relativas a

equacao de Poisson com simetria esférica e cilindrica.

2.2.1 Funcao de Green do operador de Laplace em coordenadas
esféricas

A equagao de Laplace é dada por [18§]
V20 =0, (2.2-37)

sendo V2 o operador laplaciano ordindrio. Considere a mesma equacao escrita em coordenadas

esféricas dada por,

2
19 ( 26\1’) L1 9 (sin@a—qj> P o, (2.2-38)

/r‘ —_— S — —_—
r2 Or or r2sin 6 00 r2sin? § O¢?
Para as trés variaveis independentes r, # e ® pode-se utilizar o método de separacao de

variaveis. Seja nossa fungao U(r, 6, ¢), reescrita como
W(r,0,0) = R(rO(0)®(o) | (2.2-39)

substituindo em (2.2-38)

O(6)2(¢) d ( dR(r)) | R)2(9) d ( gd@w)) | R)8®) #o(9)

r2sind do do r2sin?f  dg?

=0. (224
o 0. (2.2-40)
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A equacao com dependéncia em 6 é a equagao associada de Legender, que tem como solugao

os polindémios associados de Legender;
©(0) = P*(cosb) (2.2-41)

Esses polinomios tem a seguinte relagao de ortogonalidade entre si

2 (n+m)!
2n+1(n—m)!

/ P (cos0) P (cos 0) sin 6df = on, n' (2.2-42)
0

fazendo x = cos 6 e normalizando esses polinomios num intervalo fechado, temos

|A? /_ 11 P (z)P™(z)dx = 1 (2.2-43)

_ 2n+1(n—m)!
A_\/ Gl (2.2-44)

Temos agora uma fun¢ao ortonormalizada para os polinomios associados de Legender

-  2n+1(n-—m)!
" (cosh) = \/ > nEtm) P (cos6) (2.2-45)
Sendo a fungao ®(¢) ortonormal com respeito ao angulo ¢ e a fun¢ao ©(f) também ortonormal

com respeito ao angulo 6, nés podemos definir uma outra funcao como sendo um produto

entre ambas as fungoes

Y™(0,8) = (—1)m\/ 2”4; ! EZ ; Z;: P™(cos 0)e™® (2.2-46)

que é funcao dos dois angulos, os quais sao ortonormais sobre a superficie da esfera, a qual é

denominada de harmonicos esféricos e também possuem uma propriedade de ortogonalidade

entre si,

27 ™
/ / Y0, ¢)Y, (0, §) sin 0dOdd = 6y O - (2.2-47)
¢=0 J =0

Uma importante propriedade dos harmonicos esféricos é o fato de que qualquer funcao

continua f(6, ¢) sobre a superficie da esfera pode ser expandida em uma série uniformemente

27



Fungoes de Green

convergente através dos mesmos

m,n

que é uma série de Laplace. Como uma deducao alternativa de nossa funcao de Green, vamos

assumi-la como sendo uma expansao em harmonicos esféricos, tal como

G ™) =Y alr. )Y, (0,0)Y, (0. ¢) (2.2-49)

a fungao g;(r,r’) serd determinada posteriormente. Pela definicio de fungao de Green nds

devemos determinar G(7,7"), tal que;

V2G(F,7) = 6(F =) | (2.2-50)
sendo,
V2 = :2 aar ( gr) % (2.2-51)
[?éo0 operador momento angular ordinario, dado por
L = _sirlle% (sin 9%) - ﬁ;—;. (2.2-52)

A funcao delta também pode ser escrita como uma expansao em termo dos harmonicos
esféricos

§(F—7) = -5 (r —or' Z Z Y0, 0)Y,™ (0, 4). (2.2-53)

=0 m=-I

Substituindo 2.2-49, 2.2-53 em 2.2-50 e utilizando o fato de que os harmonicos esféricos sao
auto-fungoes do operador momento angular, sendo seus auto-valores /(I + 1), nés chegamos a

seguinte expressao:

) l

> S oo ) [ () i vae| = @2
=0 m=—1
00 l
——5 (r=r)) "> V(0,0 (0, ¢), (2.2-55)
=0 m=—1
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multiplicando toda essa expressao por sinf e utilizando a propriedade de ortogonalidade dos

harménicos esféricos (2.2-47) nés obtemos a seguinte equagao diferencial

i {TQ%Qz(r, m] =1+ Dar(rr’) = 3(r =) (2.2-56)

A fungao g;(r,7’) é continua em r = 7/, porém, sua derivada terd uma descontinuidade no

mesmo ponto do tipo

1 / 2 !
dgj(r,r") _dgi(rr) _ 1 (2.2-57)

dr dr 2

Para uma regiao em que r # 1’ a equacao (2.2-56) tem duas regioes distintas e uma solucao
g g

diferente para cada uma delas, sejam elas

, cagf(ryr), r<r
grr') =9 "5 ,
cagp(ryr’), >

na primeira regiao r < 1/, devemos exigir que quando r — 0 a solugao g; (r,7’) seja finita,
e na segunda parte r > 7’ temos que quando r — oo a solucao gZ(r,r’) = 0, nesses termos

ficamos com a seguinte equacgao diferencial

d*g;(r,r") N 2dgi(r,r")  UW(1+1)
dr? rodr 72

a(r,r) =0 (2.2-58)
EDO’s desse tipo admitem uma solucao em série de poténcia como segue abaixo,
a(r,r’) = err™, (2.2-59)

tomando suas respectivas derivadas e substituindo em (2.2-58) obtemos os seguintes resultados

para \;:
N=1e \N=-1-1, (2.2-60)

nossa solucao fica sendo entao parcialmente essa
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Para determinarmos as constantes ¢; e ¢y utilizaremos a continuidade de g/(r,7’) e a
descontinuidade de sua derivada no ponto r = r’.

Através da continuidade obtemos
c1 = cor' 172 (2.2-61)

e da descontinuidade

1
—co(l+ )2 — ey = —— (2.2-62)
r

Resolvendo o sistema imposto por (2.2-61) e (2.2-62) encontramos os seguintes resultados

para c; e co

r
4= T (2.2-63)
e
T‘/l
Co = EE (2.2-64)
substituindo em nossa solucao g;(r, ")
1 " r<r
/ T/H'l 9
rr') = ,
ar.r) (20+1) {Jll, >
e de uma forma mais compacta
1 7t
a(r,r') = ——= 57 (2.2-65)
(20 +1) rLf?

substituindo esse resultado obtido para g¢;(r,r’) em nossa fun¢ao de Green expandida em

termo dos harmonicos esféricos (2.2-49), obtemos entao nossa expressao final

l

G =3 X Gy s 0 Y6 (2:2:60)
1=0 >

m=—I
Chegamos entao a um resultado para uma funcao de Green apropriada para lhe dar com

problemas fisicos de simetria esférica.
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2.2.2 Funcao de Green do operador de Laplace em coordenadas
cilindricas

Anélogo ao que foi feito na subsecao anterior, nés também devemos encontrar uma
solucao para a equacao de Laplace em coordenadas cilindricas, sabendo que um sistema de
coordenadas adequado ao problema fisico facilita grandemente a resolu¢ao do mesmo em seus
calculos.

Seja a equacgao de Laplace escrita como
V20(F) =0 . (2.2-67)
A funcao de Green, devemos satisfazer a equagao
V2G(7, ) = —6(F — ) . (2.2-68)

Reescrevendo em termos de coordenadas cilindricas, obtemos:

10 0 1 02 %) L, §(p—p)o(0 —0)5(z —2)
LAy (A N A __ 2.9-
{pap (p ap) 2 06 *azﬂ} G ) ;  (2269)

A nossa fungao de Green através de uma expansao pode ser colocada da seguinte forma

o0

1 ) 0
G(r, ) = 53 gm(p, p’)e””M/ cosk(z — 2)dk . (2.2-70)
T m=—00 0
Para a funcao delta [21]
! 1 0 ) oo
or—r') = wﬁ Z ezmA¢/0 cosk(z — 2')dK (2.2-71)

m=—0oQ

Substituindo G(7,7") e (7 — 7’) nas formas dadas, respectivamente, por (2.2-70) e (2.2-71),

ficamos com a seguinte equagao integral

1 G imA6 /Oo ! 1—d —dgm(p, pl) ! ? / 2 /
e vm — d - - m\M» _k m\M» =
52 e i cosk(z — 2')dk i T 59 (p,0") = k= gm(ps p)

m=—00

d(p, p') imAG /
E e' cosk(z — 2')dk
2m2p 0

m=—0o0

(2.2-72)
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A equagao radial para g,,(p, p') é encontrada satisfazendo a

¢ [ donter)

dp dp } - (m; + k2p> gm(p:p) = 6(p, p) (2.2-73)

Para p # p/ esta é a equagao modificada de Bessel, e suas solu¢oes homogéneas sao as fungoes

modificadas de Bessel, I,,,(kp) e K,,(kp). Assim, podemos escrever

9m(p,p') = crln(kp) + 2K (kp), (2.2-74)

impondo que g,,(p, p') seja finita quando p — 0 devemos tomar ¢, = 0 na regiao p < p’. Dessa

forma ficamos com

Im(p,p') = c1ln(rp) - (2.2-75)

Para a outra regiao p > p’ nossa solu¢ao deve ir para zero quando p — oo, sendo assim, quem

é divergente nesse caso é a solugao I,,,(kp), e nés ficamos com

G2 (p ) = K (kip) - (2.2-76)

Quando p = p’ a sua derivada tem uma descontinuidade do tipo

dgp(p, ) dgn(p,p) 1

=—. 2.2-77
dp dp 4 ( )
Utilizando essa descontinuidade da derivada em p = p/ e a continuidade da funcdo, nés
determinamos as constantes c; e ¢
c1 = K (kp) (2.2-78)
e
co = In(kp) (2.2-79)
Podemos escrever entao de maneira geral
9 (P, p') = In(kp<) K (r5p) - (2.2-80)
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Por fim, substituindo esse resultado encontrado em (2.2-70) chegamos a nossa expressao final

da funcao de Green para um caso de simetria cilindrica.

imA- OO /
G(7 27r2 Z I (kp) Ky (kp)e /0 cosk(z — 2')dk . (2.2-81)
e Propriedade de simetria da fungao de Green

Uma importante propriedade dessas funcoes é a simetria em suas duas variaveis r e r’.
vejamos essa propriedade em mais detalhes. Vamos utilizar G(7,7") satisfazendo a equagao

de Sturn-Liouville:

=

v (P(f)ﬁa(ﬁ ﬂ)) F M\(NCF ) = 6(F —7) (2.2-82)

que corresponde a uma fonte no ponto r = r’. Aqui P(7) e ¢(7) sdo fun¢oes bem comportadas,
porém arbitrarias em 7.
Seja uma outra fungao de Green que satisfaga a mesma equagao (2.2-82), porém, com

subindice 2

—»

: ( (AVG(F, )) + AG(A)G(r, ) = 6(7 — 75) (2.2-83)
multiplicando (2.2-82) por G(7,73) e (2.2-83) por G(7,71) e subtraindo uma da outra, temos:

=V - (G(r, ) P(MVG(r, ) + G(r, ) P(F)VG(r,T3)) =

G(r,7)8(F — ) — G(F, )6 (F — 7%) . (2.2-84)

Integrando sobre todo o volume v, usando o teorema de Green e a propriedade de filtragem

da funcgao delta obtemos;

/ V - (G(F.7) P(AVG(F. 7) — G(F.7) P(FAVG(F. 7)) dr —

—G(r ) + G(r, ™) , (2.2-86)
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sendo s a superficie bidimensional que encobre o volume v. Usando o fato que as duas fungoes
G(r,7m) e G(r,7) tem o mesmo valor sobre a superficie de integracdo s. o lado esquerdo em

(2.2-86) é igual a zero, e nossa demonstracao de simetria da fungao é verificada na expressao
G(r,72) = G(72, 1) - (2.2-87)

Onde se vé claramente que G(7,7,) é simétrica em seus indices 7 e 7.
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Capitulo 3

Auto-interacao Eletrostatica

Um fenomeno que é bem conhecido na literatura consiste na influéncia que o campo
gravitacional exerce sobre o potencial eletrostatico gerado por uma particula teste carregada
[1, 6, 16, 17]. Como sabemos, segundo a Teoria da Relatividade Geral, um campo gravitacional
induz uma curvatura no espago-tempo. Esta curvatura, por sua vez, provoca distor¢oes nas
linhas de campo do potencial eletrostatico gerado por um particula, fazendo com que esta
particula sofra uma forga finita sobre si mesma. Contudo, mesmo na auséncia de curvatura, tal
como acontece no espago-tempo de uma corda césmica infinita [1], foi mostrado que uma carga
pontual [5, 6] ou uma distribuic¢ao linear de carga [19], neste espago-tempo, fica submetida a
uma auto-forca eletrostatica repulsiva e finita. Neste caso, a origem desta forca é a distorcao
no campo da particula causada pela conicidade deste espago-tempo. Portanto, as modificagoes
do potencial eletrostatico sao provenientes de dois fatores, um de origem geométrica e outro
de origem topoldgica.

Neste capitulo, faremos uma breve revisao sobre o fendmeno da auto-interacao no espaco-
tempo de um monopolo global e de uma corda césmica. Antes, porém, apresentaremos a

generalizagao das equacoes de Maxwell para o espago curvo.
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3.1 O espaco-tempo da relatividade geral

O elemento de linha, ds?, de um referencial inercial, em coordenadas cartesianas, (z# =

(t,z,y,z2)), é dado por
ds® = dt* — da* — dy* — d2* = n,, datdx”, (3.1-1)

onde 7, = diag(l,—1,—1,—1) é o tensor métrico de Minkowski. Este elemento de linha ¢é
invariante frente a uma transformacao de Lorentz. Para um intervalo finito, AS? pode ser
expresso através do teorema de Pitagoras: AS? = (t — ') — (x — /) — (y —y')? — (2 — )2
Contudo, para um referencial nao-inercial, a expressao para ds2 nao mais serd uma soma dos
quadrados das diferencas das quatro coordenadas. Entretanto, para um intervalo infinitesimal

ds? pode ser expresso por uma forma quadratica mais geral:

ds* = g, datda”, (3.1-2)

sendo g, uma fungao das coordenadas espaciais z', 2, 2% e da temporal z°.

O sistema de coordenadas descrito por (3.1-2) é chamado curvilineo e corresponde a um
sistema de referéncia acelerado. As funcgoes g, contém todas as propriedades geométricas do
espacgo-tempo. No caso de um referencial inercial elas se reduzem a g,,, = 7,

A teoria da relatividade geral, a qual foi postulada por Albert Einstein em 1916, é a
teoria relativistica da gravitacao. Um dos pontos de partida desta teoria é o principio da
equivaléncia, o qual afirma que um referencial inercial sujeito a um campo gravitacional é,
localmente, equivalente a um referencial acelerado. Sendo assim, a gravitacao é entendida
como um desvio na métrica do espago-tempo plano (métrica de Minkowski)!. Em outras
palavras, podemos dizer que uma distribuicao de matéria e energia induz uma curvatura no
espago-tempo a sua volta.

Outro principio importante na formulacao da Teoria da Relatividade Geral é o principio

da co variancia geral. Este principio pode ser enunciado da seguinte forma: As equacgoes que

INa teoria da relatividade geral, a métrica nao é fixada arbitrariamente, mas depende da distribuicdo de
matéria local.
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descrevem as leis da fisica devem ter a mesma forma em todos os sistemas de coordenadas
[13, 20]. Isto significa que, na presenca da gravitagao, as leis da fisica devem ser modificadas

de modo a se tornarem co-variantes por transformacoes gerais de coordenadas.

3.2 Equacoes de Maxwell no espaco curvo

As experiéncias acumuladas durante quase dois séculos demonstram que todos os
fenomenos eletromagnéticos estao ligados a existéncia de uma nova quantidade extensiva,
denominada carga elétrica ou simplesmente carga. Ela é uma quantidade conservada e esta

sujeita a equacao:
dp

aﬁv J=0, (3.2-3)

sendo p a densidade de carga e J a densidade de corrente. Este equacao é denominada equacao
de continuidade.

Outro fato experimental é que todos os fenomenos eletromagnéticos podem ser entendidos
em termos de dois campos vetoriais: o campo elétrico Eeo campo magnético B. As leis que
regem a geragao e a propagacao desses campos sao as chamadas equagoes de Maxwell. Trata-
se de um sistema de equacoes diferenciais parciais que expressam a divergéncia e o rotacional
de E e B em termos das densidades de carga e corrente, além das primeiras derivadas parciais

dos campos em relacao ao tempo, conforme segue?:

V-E=45p , (3.2-4)
V-B=0, (3.2-5)
V x B=A4rJ + %%—E (3.2-6)
© —
V xE = —%—f . (3.2-7)

2Estamos usado o sistema de unidades Gaussiano
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Estas equacoes sao abstracoes matematicas de resultados experimentais, mas, apesar disso, a
descricao de muitos fenomenos pode ser feita por meio destas sem nenhuma contradicao.
O sistema de equagoes acima é valido apenas no vacuo. A presenga da matéria requer

modificacoes, fazendo com que as equagoes de Maxwell, num meio material, sejam dadas por:

V-D=4rp, (3.2-8)
V-B=0, (3.2-9)
V x H=4rJ + 0_13 (3.2-10)
© —
VxE= —aa—f : (3.2-11)

onde D é o vetor deslocamento e H é o vetor intensidade magnética, os quais sao dados por:

—

D=E+4rP e H=B-—4rM (3.2-12)

sendo P a polarizacao e M a magnetizagao.

Podemos escrever as equagoes acima na forma co-variante, da seguinte maneira

O F" = A J” (3.2-13)

OuF oy + 0, F o+ 0,F oy =0 (3.2-14)

onde j” é definido como sendo o quadrivetor corrente

ju = (pajzajz,njz) (32_15)

e F,, ¢ dado por
0 E, E, L,
| B, 0 —-H, H,
F, = _E, H. 0o - | (3.2-16)

~E, —H, H, 0
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A quantidade F),, é o tensor do campo eletromagnético no espago-tempo de Minkowski, sendo
definido
F. =0,A, —0,A (3.2-17)

v4lp,
onde

AP = (¢, Ay, Ay, As) (3.2-18)

¢ o quadrivetor potencial do campo eletromagnético.

As expressoes (3.2-13) e (3.2-14) sdo equagbes tensoriais, e portanto, sdo vélidas em
qualquer referencial inercial. Isto significa que elas sao co-variantes por transformacoes
de Lorentz. Obviamente estas equacoes nao sao co-variantes por transformacoes geral de
coordenadas. Nesse sentido, podemos dizer que (3.2-13) e (3.2-14) s@o as equagoes de Maxwell
na auséncia de gravitagao, ou seja, no espaco plano.

Vale salientar que a densidade lagrangiana para o campo eletromagnético, na auséncia de

gravidade, é:

1
= ——F, F" O‘Aa e 2-1
L= = FuF" 4+ Ay + L (3.2-19)

onde L, ¢é a densidade lagrangiana associada a particulas carregadas.

As equacoes de Maxwell no espaco plano podem ser generalizadas para um espaco-tempo
curvo, ou seja, elas podem ser generalizadas de uma maneira a incluir campos gravitacionais.
Para tanto, precisamos reescrevé-las de modo a torné-las co-variantes por transformacoes
gerais de coordenadas. FKEsta generalizacao também pode ser feita a partir da densidade
lagrangiana, do campo eletromagnético. Neste caso, a densidade lagrangiana devera ser
modificada de modo a se tornar invariante por transformagcoes gerais de coordenadas.

A densidade lagrangiana dada pela equacao (3.2-19), pode ser estendida, pelo principio
geral da co variancia [13, 20], para o caso com gravitacdo, introduzindo-se o termo /—g,

sendo g o determinante de g,,,, como mostrado a baixo:

L= V—=9F F" +/—gJ" Ay + L. (3.2-20)

1
167
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Utilizando as equacoes de Euler-Lagrange

oL 0 oL
N = 221
A, Oz (8(8Aa/axﬁ)) 0 (3.2-21)
temos
oL .
oa, V9! (3.2-22)
€
0 oL 10
_ - — o _
O (8(8Aa/axﬁ)) = 47 028 (V=gF"") . (3.2-23)

Substituindo (3.2-22) e (3.2-23) em (3.2-21) ficamos com a seguinte equagao

L9
VTR

Entao, usando a seguinte identidade [20]

(V=gF*) = 4mJ* . (3.2-24)

1 0
af — .
Vol = o

podemos reescrever esta ultima equagao como

(V=gF") | (3.2-25)

Vb = dnJ> (3.2-26)

onde Vg representa a derivada® co-variante do tensor? F®%. Esta é a equagao de Maxwell
com fonte, na presenca de gravitacao. Novamente evocando o principio da co variancia geral
[20], a generalizagao das equagoes de Maxwell devem ser de tal forma que elas devam voltar
a sua forma original no caso de auséncia de gravitagao, ou seja, no espago-tempo plano.
Analisando as equagoes (3.2-13) e (3.2-26), observamos que, para generalizarmos as
equacoes de Maxwell com fonte, basta fazermos uma simples troca de suas derivadas usuais

pelas derivadas co-variantes.

. . . . . ny
3A derivada co-variante de um tensor F*” com respeito a o é definida como sendo: V,FH/=2"7 4

— Oz~
I FBe 4 Tv Fv.
af ary
40 tensor co-variante F, v € definido em termos do potencial vetor pela relacao: F,, = V, A, —V, A, =
OuA, — 0,A,.
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Seguindo este procedimento, veremos que as equagoes sem fonte generalizadas serao dadas

por:

V-yFaﬁ + VaFgfy + V/@F,ya =0. (3.2-27)

3.3 Auto-interacao no espaco-tempo de um monopolo
global

Como mostrado, o monopolo é um objeto esfericamente simétrico, que surge de um modelo
de teoria de campo iso-escalar, onde a simetria global de gauge é espontaneamente quebrada
de O(3) para U(1). Do ponto de vista realista, o monopolo possui uma estrutura interna nao
trivial, i.e., o seu raio nao é nulo. Entretanto, adotando a configuracao ideal para o monopolo,

o tensor métrico gerado por esse objeto é expresso pelo seguinte elemento de linha:
ds* = dt* — dr® — o®r? (d6” + sin® 0d6”) . (3.3-28)

Nesta sub-secao, calcularemos a auto-interagao eletrostatica para uma carga pontual
colocada em repouso no espago-tempo do monopolo ideal. De modo a efetuarmos esse
desenvolvimento, faz-se necessario encontrar a funcao de green tri-dimensional associada ao
operador de laplace.

3.3.1 Calculo do potencial eletrostatico no espaco-tempo do
monopolo

Como estamos tratando com uma fonte estatica, a componente Fjy do tensor F),, ¢ dada
por Fyy = 0;Ag, onde Ay = ® é o potencial eletrostatico. Além disso, a densidade de corrente
j' é nula, assim j* = (p,0,0,0). As componentes espaciais do potencial vetor A, também
sao nulas, logo A4, = (¢,0,0,0). Levando isto em conta, a componente a = 0 das equacoes
de Maxwell Eq.(3.2-26), para uma carga pontual localizada no espago-tempo do monopolo

global em 7 = 7', torna-se:

—4mqd (7 — ) 4dq
AD = = —
() V=g a?r?sinf

41

d(r—=r)0(0—-60)0(p—¢") , (3.3-29)



Auto-interacao Eletrostatica

onde
19 (,0 L?
A () - (8.330)
sendo
- 1 0 0 1 02
2 _ —~ (ging— ) - —— — .3-31
L sin 6 00 <Sm089> sin? 0 Op? (3:3-31)

Por outro lado, a funcao de Green, associada ao operador de Laplace no espago-tempo do

monopolo global, satisfaz a seguinte equacao:

AG, (7, 7)) = —0*(F — 1) , (3.3-32)
a qual fica expressa por:
AGu (7 7) = ——— s~ )6 (0 —8)5 (o — &) (3.3-33)
“r a?r? sin 0 ' '

Entao, podemos escrever o potencial como
(1) = dwqG, (7, 7). (3.3-34)
Devido a simetria esférica deste sistema, a funcao de Green pode ser expressa por:

Go(F ) =D D ailr, )Y (0,0) Y, (0, &) . (3.3-35)

=0 m=—1

Além disso, a parte angular da funcao delta de Dirac pode ser escrita, em termos dos

harmonicos esféricos, como segue [21]:

o) l

£3 / / 1 ! /
DD YOV = 00— 0)5 (0~ ) . (3.3-36)
=0 m=—1

Assim, substituindo (3.3-35) e (3.3-36) em (4.2-29), chegamos a seguinte equagdo

diferencial para a fungao g (r,r’):

2 2d 1(+1) 1
{er + rdr  a?r? g (r, 1) = _0427"25 (r—r) . (3.3-37)
A solucao regular da equacao acima é dada por:
AN arar <71’ e
n o 1 ) p 2
g (rr) = { By~ =1 parar >’ (3.3-38)
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onde \; = —1/2 + \/a? +4l(l + 1)/2a. As constantes A; e B; sao determinadas a partir da
condi¢ao de continuidade da fungao g (r,r’) e da descontinuidade de sua primeira derivada no

ponto r = r’. Seguindo este procedimento, obtemos:

1 20+1 ¥
AN < _
g (r,r') = N1 A (3.3-39)

onde r_ e ry representam, respectivamente, o menor e o maior valor entre r e 7’.

Substituindo (3.3-39) em (3.3-35) e usando o teorema da adigdo dos harmoénicos esféricos

[21],
l
47
P, = Y (0,0) Y (0,¢ 3-4
! (cos ) QZHMZ_Z (0.0)Y" (¢, ¢) (3.3-40)
onde
cosy = cosfcos ' + sinfsin b’ cos (o — ¢') (3.3-41)
obtemos:
1 & @2+1) [r\N
Gy (7,7 = — | P ) 3.3-42
(7 7) dralrs ; (2X\ +1) (7“>) 1(cos ) ( )
Finalmente, substituindo esta expressao na equagao (3.3-34), chegamos ao seguinte
resultado:
g = 241
o (r)=— P, 3.3-43

o qual representa o potencial eletrostatico gerado por uma particula de carga g em 77, no

espago-tempo do monopolo global idealizado.

3.3.2 Auto-energia eletrostatica no espago-tempo do monopolo

A auto-energia, associada a uma distribuicao de carga, é dada pela seguinte expressao
[18]:

U=2r / / p(P)G o (7, 7) p(F)d*Fd> 7, (3.3-44)

Assim, substituindo (3.3-42) em (3.3-44) e usando o fato que a densidade de carga é dada

por p (7) = q¢0® (¥ — i), obtemos a expressdo para a auto-energia eletrostatica, a qual é dada,
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por:

U(7) = 21¢°Go (T, 7), (3.3-45)

A funcao de Green, dada pela equagao (3.3-42), é divergente no limite de coincidéncia,
conseqiientemente U(7) também serd. Fisicamente esse resultado ¢ inaceitdavel. De fato,
do ponto de vista matematico a auto-interacao de uma carga no espaco plano é infinita.
Entretanto, esse resultado, deve ser entendido e tratado do ponto de vista fisico, o qual nao é
observado experimentalmente. De modo a obtermos um resultado fisicamente aceitavel para
esta funcao, devemos aplicar um processo de renormalizagao, o qual consiste basicamente em
subtrairmos o infinito associado ao espaco plano, isto pode ser feito por uma redefinicao da

funcao de green, dada por:
Ga,ren (7?, 77’) = Goz (777 77’) - GH (7?7 77’) (33-46)

onde Gy/(7,7") é a fun¢ao de Hadamard.

A funcdo de Hadamard em trés dimensoes [35] é:

1 1
Gz, 7)) = ———— (3.3-47)

Amt (/20 (x, ')
sendo 20(x, 2) o quadrado da distancia geodésica entre os pontos x e 2. Considerando apenas

a distancia radial no espago-tempo do monopolo (3.3-28), temos:
20 (x,2') = |F —7* . (3.3-48)

Desse modo, a fun¢ao de Hadamard para o nosso caso fica sendo:

1 1
G "N=Gy(F,7T)=— 3.3-49
redefinindo uma nova varidvel como sendo, t = r_ /r-, ficamos com:
1 1
Gy(r,7) = . 3.3-50
1T = = (3.3-50)
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A fungao de Green renormalizada sera entao,

11K 20+1) 1
Gren = — N — : 3.3-51
A7 [oﬂ ; (2N + 1) 11— t] ( )

Tomando o limite de ¢ — 1, obtemos:

Ga,ren -

S(a) (3.3-52)

sendo

| a2+ 4l(l+1)

Sendo assim, devemos reescrever U(7) como sendo:

S (a) _i [ Al 1] . (3.3-53)

U(F) = 27¢*G qpen (T, 7) . (3.3-54)
Substituindo (3.3-52) em (3.3-54), chegamos ao seguinte resultado:
Ur)=-—5(«a) , (3.3-55)

Numericamente, poderemos mostrar que o fator S (a) serd um nimero positivo se o < 1
e um numero negativo se a > 1. Dessa forma, uma particula carregada no espago-tempo de
um monopolo global fica submetido a a¢ao de uma auto-interagao repulsiva. Na figura (3.1)

analisamos o comportamento de S(«) em funcao de a.

Figura 3.1: Comportamento da fun¢ao S(«).
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3.4 Auto-interacao no espaco-tempo de uma corda
césmica

A auto-interacao eletrostatica sobre uma particula carregada colocada no espago-tempo
de uma corda césmica infinita e retilinea, tém sido muito estudada nos ultimos tempos [5].
O fenomeno, é o andlogo ao do monopolo, discutido na secao anterior. O tensor métrico que

representa o espaco-tempo gerado pela corda, em coordenadas cilindricas é:
ds* = dt* — dp?* — p*df* — d2* (3.4-56)

sendo a varidvel € definido entre os pontos 0 < 6 < 27(1 — 47w G). Devido a esse espago-tempo
nao trivial, localmente plano, com um déficit angular de dp = 817G, isso também fard com
que o campo elétrico da particula seja perturbado, gerando assim, a auto-energia sobre a
mesma.

Nesta secao, investigaremos o efeito da auto-interacao eletrostatica no espago-tempo de
uma corda césmica. Onde veremos que, igualmente ao caso do monopolo, aqui também se

faz necessario a obtencao da funcao de Green associada a corda.

3.4.1 Calculo do potencial eletrostatico no espaco-tempo da corda

Seguindo o mesmo procedimento adotado na secao anterior, iniciaremos a nossa anélise
calculando o potencial eletrostético, ® (), produzido por uma particula de carga g, localizada
no ponto 7 = ', no espago-tempo da corda-césmica.

A partir das equagoes de Maxwell (Eq. (3.2-26), podemos mostrar que, neste espago-

tempo, o potencial eletrostatico satisfaz a seguinte equagao:

AB(p,0, 2) = —4”‘13(% ") _ —Aqua(p — )50 — 0)5(= — ) (3.4-57)

onde

2 2
A:12< a)+ L 9 +(9 . (3.4-58)
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Por outro lado, a equacao diferencial satisfeita pela funcao de Green é:
1
AG,(F, 7)) =——08(p—p")o(0 —0")5(z — ') . (3.4-59)
ap

Devido a simetria cilindrica do problema, podemos escrever a funcao de Green como sendo:

[e.9]

1 - o
Go(7, 7)) = Py e””M/ cos k(z — 2" ) gmr(p, p)dk (3.4-60)
& m=—oo 0
Temos ainda que
1 )
0—0)=-—> " 4-61
a( ) e 2 e (3.4-61)
e
!/ 1 > /
5(z— )= 1 / dicos k(= — ') | (3.4-62)
T Jo
Entao, substituindo (3.4-60)-(3.4-62) em (3.4-59), obtemos:
e 4 (0, W =)
- - = n,k\F» - = . 4-
[dp? T (Oﬂp? o ﬂ Gl ap (3.4-63)

A solucao regular da equacao diferencial acima é

C I‘ |/ (kp), parap<p' e
AN n,Kk+n|/x Y _
In (p’ p) { Dn,nji\n\/a(/{p)v para p > ,0/’ (34 64)

sendo I, /a(kp) € Kpnjja(rp) as funcoes de Bessel modificadas, as quais sao regulares na origem
e no infinito, respectivamente.
A partir da condigao de continuidade da funcao g, , e a descontinuidade de sua derivada

no ponto p = p', podemos determinar as constantes C,, ,, e D,, .. Fazendo isto, obtemos:

1
nn(p: ') = il jalKp<) Kinlja(p>) - (3.4-65)

Substituindo esse resultado em (3.4-60), temos:

o

1 , o
G(7,7) = Z ezmM/ cos k(2 — 2') 1| ja(Kp<) Kpnjja(kps)dE (3.4-66)
0

2avm?
m

=—00

A integral sobre k nesta equagdo nos déd uma funcdo de Legendre de segundo tipo [29],

resultando numa representacao em série de Fourier, como segue

1 =~
72 Z A0 i1 /2(cosh ug), (3.4-67)

A= arpion)

m=—0oQ
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sendo
coshuy = Pt '0/22—;;/2 — Zl)Q. (3.4-68)
Fazendo uso de uma representacao integral para as funcoes de Legendre,
1 [ du
Qule) = V2 Jeosn1 2 V/cosh(u/a) — Ze*(l/%”)“/a’ (3.4-69)
a funcao de Green pode ser escrita como
G(F,7) = ! / " du i e~ Imlu/atimAd (3.4-70)
dm2a(2pp' )% Jy, /coshu — coshug =
Executando a somatoria, encontramos:
GF ) = 1 > du sinhu/« (3.471)

Am2a(2pp)V? ), v/coshu — coshug coshu/a —cos (0 —0')
Logo, o potencial eletrostatico gerado por uma particula, localizada no espaco-tempo da

corda, é dado por:

q o du sinhu/«
arn(2pp')t/? J,, v/coshu — coshugcoshu/a — cos (0 —¢')

o (F) = (3.4-72)

3.4.2 Auto-energia eletrostatica no espago-tempo da corda

Substituindo (3.4-71) em (3.3-44) e usando o fato que a densidade de carga é dada por

pa() = “L6(p — )50 — 0)6(= — =), (3.4-73)

ar
obtemos a expressao para a auto-energia eletrostatica renormalizada, a qual é dada por:

U(7) = 276G o yen (T, 7). (3.4-74)

onde Gy ren(r,7) é a funcdo de Green renormalizada. De acordo com o que discutimos na

secao anterior, temos que:

Gyen(F,7) = lim [G(F,7) — Gu(F,7)] , (3.4-75)
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sendo Gy (7, 7) a fun¢ao de Hadamard, definida anteriormente. Como o espago-tempo gerado
por uma corda césmica é localmente plano, a fungao de Hadamard é obtida a partir de (3.4-71)
tomando o = 1. Substituindo (3.4-71) na expressdo acima encontramos a fungdo de Green

renormalizada, a qual é dada por [6]:

Gren(7,7) = ’Z;O;). (3.4-76)
onde K(a) é
K(a) = % /O T COth(Si{ &Z;}Oth(z/ g (3.4-77)

Finalmente, substituindo esse resultado em (3.4-74), temos a expressao de sua auto-energia

eletrostatica
2K
U =4 QP(O‘). (3.4-78)

Sua auto-forca é dada simplesmente pelo gradiente de sua auto-energia na direcao radial.
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O fator K (a) serd um numero positivo se @ < 1 e um nimero negativo se a > 1.
Analisando a equagao (3.4-78), verificamos que o termo de auto-interagao é causado pelo
déficit de angulo na geometria que define o espaco-tempo da corda césmica. Novamente
constatamos que a auto-interagao é repulsiva para o < 1. A fig. (3.2) exibe o comportamento

de K (a) em fungao de a.

Figura 3.2: Comportamento da funcao IC(«).
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Capitulo 4

Auto-interacao no espaco-tempo de
um Monopolo Global com estrutura

Vérios tipos de objetos topolégicos gravitacionais podem ter sido gerados durante as
primeiras transicoes de fase do universo primitivo, devido a uma quebra espontanea de
simetria[l, 2]. Dependendo do tipo de topologia do vécuo, M, formaram-se paredes de
dominio, cordas cdsmicas, monopolos e texturas, correspondendo aos grupos mo(M), 7 (M),
(M) e m3(M), respectivamente. Os monopolos globais sao objetos pesados formados na
transicao de fase de um sistema devido a um processo de quebra espontanea de simetria global
de gauge. O sistema é constituido por um iso-tripleto de campo escalar, ¢*, que auto-interage,
onde a varia de 1 a 3, cuja simetria global de gauge O(3) é espontaneamente quebrada para
U(1). Neste modelo o campo escalar de matéria desempenha o papel de um parametro de
ordem, o qual fora do nicleo do monopolo adquire um valor nao nulo. Barriola e Vilenkin
[3], analisaram a estrutura geométrica gerada por esse objeto, e mostraram que, para pontos

distantes do seu nticleo o espaco-tempo ¢ dado pelo seguinte elemento de linha:
ds?. = dt* — dr* — o*r*(d6* — sin® 0d¢*), (4.0-1)

onde a? é muito menor que a unidade. O espaco tempo gerado por (4.0-1) tem um escalar

(e?-1)

=+, e apresenta um déficit de angulo sélido 62 = 4n(1 — o?)

. 2
de curvatura nao nulo, R =

associado a uma esfera de raio unitério.
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Embora as propriedades geométricas do espago-tempo fora do monopolo serem bem
conhecidas, a anélise do tensor métrico na parte interna ao monopolo requer um conhecimento
mais completo do tensor energia momento associado ao campo, ¢*, o qual por outro lado,
depende do conhecimento das componentes do tensor métrico, levando a uma equacao integral
que nao possui solucao analitica [37]. Devido a esse fato, varias investigagoes fisicas foram
feitas ao monopolo considerando o mesmo um objeto pontual. Neste modelo a geometria
do espago-tempo é dada por (4.0-1). Entretanto, adotando esse elemento de linha, caculos
de efeitos de polarizacao do vacuo foram realizados, apresentando divergéncia no ntcleo do
monopolo.

Um dos fenomenos mais interessantes associado com defeitos topoldgicos gravitacionais,
é a auto-energia eletrostatica induzida sobre uma particula carregada colocada nas
vizinhangas do monopolo. Este efeito foi analizado primeiramente por Linet e Smith [5, 6],
independentemente, no espaco-tempo de uma corda césmica idealizada e de um monopolo
pontual por Bezerra de Mello e C. Furtado [9]. Para estas andlises a auto-energia induzida
apresenta uma divergéncia nos seus respectivos nucleos. Para resolver esse problema, um
modelo mais realistico para esses defeitos foi criado, com uma estrutura interna diferente de
zero. Para a corda césmica, dois tipos diferentes de modelos foram propostos para descrever
essa geometria interna: O ball point pen, proposto independentemente por Gott e Hiscock
[38], onde a singularidade conica no eixo da corda era trocada por uma curvatura constante
no espago-tempo da regido interior; e o flower plot model [31], apresentando uma curvatura
concentrada sobre o anel na regiao interna a corda, de espago-tempo plano. Khusnutdinov e
Bezerra [39] consideraram o problema da auto-energia eletrostatica induzida levando em conta
o modelo de Gott e Hiscock para uma regiao dentro da corda. Recentemente esse problema
foi analisado no contexto do monopolo global, no flower plot model, considerando uma regiao
interna ao mesmo [40].

Para completar a analise da auto-energia eletrostatica induzida no espago-tempo do
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monopolo, neste ultimo capitulo do nosso trabalho nés analisaremos [42] o problema da auto-
forca e da auto-energia eletrostatica de uma particula carregada colocada no espago-tempo

do monopolo global considerando o modelo ball point pen.

4.1 O modelo

Como anteriormente, infelizmente nao existe uma solucao analitica para as equacoes de
Einstein na regiao interior ao monopolo. Harari e Loustd [41], apresentaram uma versao
simplificada para descrever essa geometria na regiao interna. Eles mostraram que ela poderia
ser representada por um espaco-tempo de Sitter, o qual um escalar de curvatura constante
¢ proporcional a escala de energia, 7, onde a simetria é quebrada. Embora esse modelo
compartilhe as principais caracteristicas da solugao exata, a andlise da funcao de Green na
regiao interna ao monopolo é uma tarefa bastante dificil. O modelo do ball point pen, adotado
para obter informagoes quantitativas a respeito da auto-forca induzida sobre a particula

carregada no espaco-tempo do monopolo é descrito a seguir:

e Para regioes externas ao ntcleo do monopolo a geometria do espaco tempo é dada por

(4.0-1), onde a coordenada radial varia no intervalo [ry, 00), sendo ry o raio do monopolo.

e Para a parte interna ao monopolo, seu espaco-tempo é descrito pelo seguinte elemento

de linha:
2 €
ds* = dt* — dp® — (p_;)) sin? (—'0) (d@2 + sin? 6d<p2) , (4.1-2)
€ Po
com a nova coordenada radial definida no intervalo [0, po].

Na fronteira do monopolo, pela condi¢ao de continuidade da coordenada radial , no ponto,
ro = po, n6s fazemos , ds? = ds?, e obtemos a seguinte relagdo entre os parametros internos
e externos,

rozﬂsine e «a = CoSE. (4.1-3)

e
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Na regiao interna, as componentes nao nulas do tensor de Riemman, Ricci e o escalar de

curvatura sao:

62 62
R = Rf? = Ry = —. R =Rj=R,=2—, (4.1-4)
Po Po
(§
62
R=2-. (4.1-5)
Po

E possivel descrever o tensor métrico na regiao interna através da seguinte relacao da

coordenada radial r:

sin (Gp ) = L sin(e), (4.1-6)

Po To

Através desta tltima relacdo, o elemento de linha (4.1-2) pode ser escrito por
ds®> = dt* — P(r)*dr® — o®r*(df* — sin® 0d¢?), (4.1-7)

sendo a funcao P(r) definid por:

para 7 < rg

)
2)
\/1 T(Q)(l o

1 para r > ry.

Y

Os simbolos de Christoffel ndo nulos para a métrica (4.1-7) sao

o P'(r) ro_ a’rsin? @
11 = P(T’) ) 33 — P2(7’) )
o’r 1
Iy = 0’ [, =T} = o (4.1-8)
0
T2, = sinfcosd 3, = Y
23 sin @ cos 6, n=

e o escalar de curvatura

5 [2a2P'(r)/P(r) + P%*(r) — o?]

R— _
a?r2P2(r) ’

(4.1-9)

a linha representa a derivada da funcao com respeito a r.
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4.2 A funcao de Green

Com o objetivo de construir a funcao de Green associada a uma particula carregada em
repouso no espago-tempo do monopolo global, nés escrevemos abaixo as equacoes de Maxwell

para um espaco curvo arbitrario:

OA" + REAY = —4mjh(7), (4.2-10)

sendo o vetor quadri-corrente, j*(7) = ¢ [ u¥(7)d*(x — x(T))j;g e

DA = g% (0.0A") + g™ 0a (T, A7) + g*T (0a A7) + g*Th, (05A")+

g*’Th, T AT — g*°T% J(0,A") — g*T% ;T A7 (4.2-11)
Para uma particula pontual em repouso, com coordenadas 7 = (r',60',¢), o seu vetor

quadri-corrente e o potencial quadri-vetor sao, respectivamente: j* = (j°,0,0,0) e A* =

(A°,0,0,0). A tnica componente nao trivial de (4.2-10) é para pu = 0,

or—1")
0
=gl =) (4.2-12)
V=9
sendo ¢ a carga da particula. A equacao de Maxwell correspondente é escrita como
AA® = —4m50(7), (4.2-13)

onde A é o Laplaciano tri-dimensional, que no sistema de coordenadas dado pela métrica

(4.1-7), ¢

AAY = A°, (4.2-14)

1 2 r? 2 - L?
r2P(r)or \ P(r)or a?r?

e[?éo0 operador momento angular usual, ji definido anteriormente em (2.2-52).

Sabe-se que a funcao de Green para este operador deve obedecer a seguinte equacao:

AG(7,7) = 8 (7,7, (4.2-15)
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sendo sua funcao de Green obtida pela substituicao de
A(r) = 4mqG (7, 7) (4.2-16)

na equagao (4.2-14). Desse modo, esta é a equagao diferencial nao homogénea que obtemos:

Levando em consideragao a simetria esférica do problema, nés podemos apresentar a funcao
de Green como a expansao
9] l
G(F ) =Y alr, )Y (0,0)Y™(0.¢) (4.2-18)
=0 m=—1
com Y;™(0,¢) sendo os harmonicos esféricos usuais. Substituindo (4.2-18) em (4.2-17) e
utilizando a bem conhecida relagao de fechamento dos harmonicos esféricos, nés chegamos a

seguinte equacao diferencial para a funcao radial:

[d ( r2 d)_P(r)l(l—l—l)

d (4 or—r’)
dr \ P(r)dr a? '

: (4.2-19)
[0

]91(7“,7")2—

A descontinuidade da primeira derivada em r = r’ é obtida por integragao da equagao acima

neste ponto:

dgi(r,r") dgi(r,r") P(r)
TL‘:T’* - TL‘:T’* = - a2y’ . (42-20)
A funcao de Green radial é calculada pelo procedimento padrao:
gi(r,r') = O = r)Ry(r)Ru(r’) + ©(r — ') Ru(r') Ra(r) (4.2-21)

onde Ry(r) e Ry (r) sado as duas solugoes linearmente independentes da equagao homogénea
correspondente a (4.2-19). Nés assumimos que Ry (1) é regular no nicleo do monopolo e

Ry (r) vai pra zero no infinito, e que ambas sao normalizadas pela relagdo do Wronskiano

P(r)

a2r2 ’

Ry(r) Ry (r) — Ry (r)Rau(r) = — (4.2-22)
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Além disso, ambas devem ser regular nas suas primeiras derivadas radiais na fronteira do

monopolo, i.e.,

Ru(r)|r=rg— = Rj(r)|r=re+ ,

/

a(Mlr=ro— = Ry(r)lr=ro+ » (4.2-23)

para j =1, 2.
Na regiao fora do nicleo as solugoes linearmente independente correspondente a equagao

homogénea associada, sdo as funcoes 7™ e r~1=* onde

1 1
N=—=+ %\/ a?+4l(l+1)>0, (4.2-24)

2

e para a regiao interna, em coordenadas dadas através do elemento de linha (4.1-7), as solugoes

Pz Pen Py )

regular e irregular sao 7 e —F——, respectivamente, com x, = a(P(r))=!

, sendo
Py(x) as fungdes associadas de Legender.
Com o auxilio de (4.2-20), (4.2-22) e das fungoes encontradas, apés alguns calculos

intermediarios, podemos escrever a funcao de Green radial como mostrado abaixo:

e Para uma particula carregada fora do ntcleo, ' > rg, nds temos:

1 (14 v(a)) <@)>\l+1 Pf/l{l/Q(a:T)

gi(r,r') = - —————— para r <71y (4.2-25)
a?(2N+1) /T r P1/l2 1/2(a)

e

( /) 1 r< A 1 . ( ) by ( o >1+)\z S (4 5 26)

rr)=———|[[ =] — rob (— ra r>r 2-

g 22N+ 1) | \rs ) s T\ L » pata T = To
com
—1-1/2 —1-1/2
() = NPy () 7 1P () (4.2-27)

—1-1/2 —1-1/2 :
a(A + 1)P1/2 / (a) +1P 1/2/ (a)
e Para uma particula carregada dentro do nicleo do monopolo, ' < 7y, nés temos:

1 - .
(1) = —— =P ) [Py P ) + P (e o < (4.2:28)

Ry
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1 ro\Nt __i—1/2 —1-1/2 1+1/2
/ JE— -—
o) k! ( > Pyjy () [Pl/Z (@)m(a) + Py " (a)], (4.2-29)

para r > rg, com !

(1+ P a) — aly + D P (a)

m(e) = ——=7 P : (4.2-30)
le1/2/( ) +a(\+ 1P, ()
e
2( 1) (4.2-31)
kp=—(—1)". 2-
-
Nestas equagoes nés temos adotados r—- = min(r,7’) and r~ = max(r,r’), com a mesma

CONVENGAO Para T,_ € Tp. .
Primeiro, vamos considerar o caso em que a particula carrregada esta fora do nicleo do

monopolo. Substituindo (4.2-26) em (4.2-18), nés temos

, 1 X241 [ro\™
Gezt(r, ") = Z (i) Py(cos )

dra®rs — 20 +1

+ ! Z 2t 1 V(@) (T—O,) lP;(COS'y) : (4.2-32)

4o 2\ +1 rr

onde o primeiro termo do lado direito de (4.2-32) é a funcao de Green para a geometria de
um monopolo ideal, G,,(r, '), e o0 segundo, G, (r,7’), é a fungao de Green induzida devido a
estrutura nao trivial do nicleo. v é o angulo entre as diregoes (0, ¢) e (¢, ¢').

Para uma particula dentro do nicleo do monopolo, a funcao de Green é dada pela

substituigao de (4.2-28) em (4.2-18), o resultado é:

-1

204+ 1 z _
2 (22) Py (w) Pcos)

47?04\/_ Z Ky 2

20+ 1 —z_f _
(.CL’>)P1

47?04\/_ Z Ki % 2

G(F, ) =

1—L1

+ 2(z)n(a)P(cosy),  (4.2-33)

'Para a derivagdo de (4.2-28) e (4.2-29), noés utilizamos o Wronskiano correspondente as fungoes associadas
de Legendre [23]: W[P, *(x), P¥(z)] = Tff;i;j;).
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sendo

r2 sin® e r2 sin? e
e T =/l - —F5—

4.2-34
re re ( )

£E>: 1—

Esta fungao também apresenta duas contribuigoes: A primeira delas, Go(7,7"), é a funcdo de
Green na geometria descrita pelo elemento de linha (4.1-2) utilizando a coordenada radial
externa, e a segunda, G, (7, 7), é a fungao de Green devido a geometria do monopolo global

para r > ryq.

4.3 Auto-energia

De acordo com [5, 6], a auto-energia eletrostética induzida associada com uma particula
carregada é dada por
Uee(F) = 2m¢? Tim Glren (7, 7) (4.3-35)
onde G,., €é a funcao de Green renormalizada definida como

Grenoﬂ; F) = G(Flu 7:») - GH(Fla F) 5 (43—36)

sendo G a fungao de Hadamard, ji definida anteriormente na segao (3.3.2).
Devido ao fato da auto-energia depender apenas da coordenada radial r, a sua respectiva

auto-forca induzida é dada simplesmente por

- d R
Fele(r) - _%Ueleon)r . (43—37)

No restante da se¢ao nos calcularemos a auto-energia eletrostatica induzida para dois casos
especificos:
i) Para a carga localizada num ponto fora do monopolo;

i1) Para a carga localizada num ponto dentro do nicleo do monopolo.
4.3.1 Auto-energia na regiao externa do monopolo

Como tinhamos visto, para uma regiao fora do nicleo do monopolo, a funcao de Green

que deve ser considerada no célculo da auto-energia é dada em (4.2-32). De acordo com (4.3-
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35), a auto-energia eletrostética induzida é dada tomando o limite de coincidéncia da fungao
de Green renormalizada. Nos observamos que para pontos com r > 1y, parte desta funcao
¢ finita neste limite de coincidéncia, e que a contribuicao divergente aparece apenas para a
funcao associada com a parte ideal do monopolo. Entao o procedimento de renormalizacao

deve ser considerado apenas para a funcao G,,:

[Gon(7,7) = G (7, 7)] (4.3-38)

@
3
5
Q
S
—~
S
S
I
=

No limite de coincidéncia, vamos primeiramente tomar v = 0, entao, para pontos ao longo

da distancia radial, a parte singular da funcao de Hadamard é,

1
Gu(r'\r)=—7— - 4.3-39
a(r'sr) 4rlr’ — 7| ( )
Agora, usando G, (r',r) dado em (4.2-32), nés temos:
1 1 20+ 1 1
Gunren(r,7) = lim | = - th———1, (4.3-40)
drrg t—1 | « — Var+4l(l+1) 1—1

onde t = r_/r-. Para avaliar o limite de coincidéncia do lado direito da equagao acima, nés

observamos que:

1 — 1
lim [ =Y #/etl/2e-1/2 _ — )} 4.3-41
tl—I}% (a Z 1—1 ( )

=0

Portanto, baseando-se nesta relagao, substituindo em (4.3-40) 1/(1 — t) pelo primeiro termo

entre parénteses em (4.3-41), nés encontramos

S(@)

Atar

Gm,ren (7’, T) = (43—42)

Na expressao acima nés estamos usando a notagao

S) =S [ 2041 —1] | (4.3-43)

P a?+4l(l+1)
A funcdo S(a) é positiva (negativa) para o < 1 (a > 1) e, devido a isto, a relagdo

correspondente para a auto-forga é repulsiva (atrativa), respectivamente.
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Combinando as equagoes (4.3-35), (4.2-32) e (4.3-42), a auto-energia eletrostatica induzida
fica sendo
2

_ T g, ¢ = Y(a)(20+1) ro) 42N ]
Unelr) = 5 —S(a) + 53— = (=) (4.3-44)

O segundo termo do lado direito desta expressao a cima é positivo para a < 1 e negativo
para a > 1, conseqlientemente, de acordo com as propriedades discutidas sobre a funcao

S(a), a auto-forca correspondente é dada por

B 9 9 142X
_ ¢S, « ()2 + (N +1) (@) Y (4.3-45)

Fe € -
) =S Tt o — Va2 +4(l+1)

r

sendo repulsiva para o primeiro caso e atrativa para o segundo. Para pontos distantes do
ntcleo do monopolo , a contribuigdo mais relevante associada com a parte induzida de G, (7, 77)

torna-se apenas para a componente [ = 1 (a componente [ = 0 se anula), entao nés temos

2 Q) 1o\ V1+8/a?
Unie(r) ~ [S(a>+?’7—(>g(—) : ]

~ — 4.3-46
2ar o2+ r ( )

\/ 1+8/a?

Existe um fator suprimido, (%0) , na contribuicao induzida devido ao nicleo.
A contribuicao induzida pela finitude do ntcleo é divergente na fronteira, r = ry. Para
verificarmos este comportamento singular, basta analisarmos o termo dentro do somatoério de

(4.3-44) para grandes valores de [. A expressao assimptdtica para (4.2-27) pode ser obtida

utilizando uma relacdo entre as fung¢oes de Legendre e as fungoes hipergeométricas [23],

"
1 1+z)\2 1—=
Pt(z) = F{- 11— . 4.3-47
o) = i (1) F (vt (4.3-47)
Para este caso em particular v = j:% e p = —l — % Para [ >> 1 temos as seguintes
aproximacoes:
e O fator,
20+1
i (4.3-48)

—_—
a?+ 411+ 1)
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e Pela expansao em série da fungao hipergeométrica:

afz  ala+1)BB+1) 2

F(a, 8,7, 2) :1+Tﬁ+ D) o + ..., (4.3-49)
podemos ver que para 7y >> 1, temos:
F(a,B,7,2) 21+ 0 (%) . (4.3-50)
Assim,
%@g—az;;i—e—%@w4)+o<%). (4.3-51)

Conseqiientemente o termo genérico dentro do somatorio (4.3-44), nesse limite, fica sendo:

1— 1/a
4la152l7 onde t= (%) . (4.3-52)
Substituindo esse resultado na soma, temos:
1— o t? 1—
a — = —Mln (1- (ro/r)l/o‘) ) (4.3-53)
4 l 4
=1
Mais alguns passos adicionais e encontramos
2
Uste(r) ~ ——(a = 1) In (1 — (ro/r)/?) . (4.3-54)

8ary

Nos podemos ver que a auto-energia eletrostatica ¢ dominada pela parte induzida devido
ao nucleo. A andlise completa para o comportamento da auto-interacao é reproduzida apenas
de maneira numérica. Usando o programa computacional Maple, nés exibimos na figura (4.1)
a dependéncia de 79U./q? em funcao dos parametros a e ro/r. Podemos ver que o gréfico
apresenta um crescimento para pontos com t =~ 1, o que é compativel com o comportamento

singular mostrado analiticamente em (4.3-54).
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Figura 4.1: Auto-energia eletrostatica para uma carga colocada fora do nicleo do monopolo
em funcao do parametro « e da nova coordenada t.,; = 19/

4.3.2 Auto-energia na regiao interna do monopolo

Para desenvolvermos a analise da auto-energia numa regiao intena ao monopolo, nos
devemos considerar a fun¢ao de Green correspondente dada em (4.2-33). Como uma analise
prévia, a contribuicao induzida devido ao ntcleo nesta fungao é finita no limite de coincidéncia
para r < r9. A contribuicao divergente aparece apenas no limite de coincidéncia da funcao
Go(7,7). A funcao de Hadamard, na parte interna ao monopolo, necesséria para renormalizar
a funcao de Green, pode ser obtida por um caminho mais simples usando o sistema de
coordenadas dado em (4.1-2). Tomando o limite de coincidéncia, primeiramente das varidveis

da parte angular, temos:

11
Gulp,p)=——. 4.3-55
#lp) = 4 1P = pl ( )

A fungdo de Green obtida anteriormente (4.2-33) foi dada em termos do sistema de

coordenadas (4.1-7), é mais conveniente para nés expressar-mos a fun¢ao de Hadamard acima

neste sistema. Utilizando a relagao (4.1-6) o comportamento de (4.3-55) é

1 Jl—(r/ro)zsin%.

/
= 4.3-
Gu(r',r) yv P (4.3-56)
Finalmente a funcao renormalizada de Green é dada por
Goren(r,r) = lim [Go(r', 1) — Gu(r',7)] . (4.3-57)

r'—r
Desenvolvendo mais alguns passos, nds obtemos a seguinte expressao para G e, (r', )%

! S(a,7/10) (4.3-58)

Gom(r,7) = Arar

2No apéndice B deste volume nds apresentamos em mais detalhes os calculos desenvolvidos para obter
(4.3-58).
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onde
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T, = \/ 1 — (r/ry)?sine . (4.3-60)

Agora nds estamos em posicao para escrever a funcao da auto-energia eletrostatica induzida

de uma particula carregada colocada na regiao interna ao nicleo do monopolo:

S

Use(r) = q—T§<a, r/ro) + 3 (2 + Dr(— 1)) (P2 (,))? (4.3-61)

%

Em semelhanca ao caso da regiao exterior, a auto-energia é positiva para a < 1 e negativa
para a > 1. Sua auto-forga correspondente é obtida através de (4.3-37), sendo repulsiva para
o primeiro caso e atrativa para o segundo. Préximo ao centro do ntcleo, a contribui¢ao mais

relevante é para a componente [ = 0. Nesta regiao a auto-energia se comporta como

2

Use(r) = —L_no(a)(1 — a?) . (4.3-62)

2
20%Tq
O termo induzido devido ao nicleo também diverge na fronteira. Para visualizarmos este

comportamento, analisemos o termo genérico da soma em (4.3-61) para grandes valores de [.

Com base no que foi discutido anteriormente, podemos ver que, neste limite, temos:

mla) ~ - 4—la Gtz) ?Ezig (4.3-63)
—l—% . 1 1-— Ty 12
P2 () ~ EED) <1 +xr) : (4.3-64)

(20 + (=) () (P ) & (20 + 1)(—1)'m 2 (1 - Z) ~ U - “)57 (4.3.65)
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onde,

5= . (4.3-66)

(1—(1)0051_(04—1) B
5 121 F=gn(1-0). (4.3-67)
No limite r — 7rq,
b — 1—%(1—7“/7’0) : (4.3-68)

assim, In (1 —§) ~In (1 —r/rg)
Finalmente a expressao para a auto-energia fica:

2

Use (1) ~ %(a — D) In (1 —r/r) . (4.3-69)

Na figura (4.2) nés apresentamos o comportamento completo de 7oU,./¢* em funcao do
parametro « e r/ry. Novamente aqui também foi utilizado o programa computacional Maple.
Podemos ver que o grafico apresenta um crescimento para t < 1 e t =~ 1. Ksse resultado

numérico é compativel com a expressao (4.3-69).

Figura 4.2: Auto-energia eletrostatica para uma carga localizada dentro do nicleo do
monopolo em func¢ao do parametro « e da nova coordenada t;, = /7.
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Conclusoes

Essa dissertacao teve como objetivo principal analisar a auto-interagao eletrostatica sobre
uma carga elétrica, induzida pelo espago-tempo gerado por um monopolo global com estrutura
interna nao trivial. Nesse sentido, admitimos que o monopolo tem um raio interno ry nao
nulo, e que a geometria gerada por esse objeto, pode ser descrita por duas métricas: uma na
regiao interna, g, e outra na regiao externa g;;,. Dessa forma, o elemento de linha nessas

regioes, ds% e dsi, pode ser, genericamente, expresso por:

dsy = g, da"dz” . (4.3-70)

Em nosso trabalho [42], admitimos que para a regiao externa, o espago-tempo é descrito

pelo seguinte elemento de linha
ds? = dt* — dr* + o’r® (d6* + sin®(0)dy?) | (4.3-71)

onde a variavel r pertence ao intervalo [rg, 00).

O escalar de curvatura associado a essa geometria é

2(a? — 1)
a2r?

R= (4.3-72)

Como nao é conhecido o tensor métrico para a regiao interna, decidimos adotar nessa
dissertacao um modelo denominado de ball point pen, o qual apresenta um escalar de curvatura
constante, evitando dessa forma a singularidade em r = 0, caso estendéssemos a métrica (4.3-

71) para todo o espago-tempo. Assim para a regido interna temos:

ds? — d? — dp® — () sin? (L) (d6? + sin? 9d2 4.3-73
- 0 ) sin o (d6* + sin® Bdp?) . (4.3-73)
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Conclusoes

Para essa carta, a coordenada radial p varia num intervalo [0, pg]. Seu escalar de curvatura é

R=—65.

0
O tensor métrico para a regiao interna, pode ser compatibilizado com o tensor métrico para

a regiao externa, sem a necessidade de se incluir uma casca infinitesimal de matéria-energia.

Para isso é necessario que

dg;V(p()) _ dg;;,(’f’o)

4.3-74
dp dr ( )

G (P0) = g, (ro) e
Essas duas condigoes fornecem:

arg = M Gine com a=cose. (4.3-75)
€

Admitindo essa estrutura geométrica para o monopolo global, nés calculamos a auto-
energia eletrostatica induzida associada a uma carga pontual, em repouso, colocada
nesse espaco-tempo. As duas regioes distintas foram analisadas interna e externamente.
Constatamos que as auto-energias geradas, fornecem auto-for¢ca repulsiva com respeito a
fronteira do monopolo para a < 1, e atrativa para o > 1. Além disso, demonstramos que as
mesmas divergem logaritmicamente nas proximidades da fronteira, r = ry.

Finalizamos nosso trabalho, apresentando as expressoes para a auto-energia eletrostatica

induzida na parte interna e externa ao nucleo, respectivamente:

e Regiao interna:

Uee(r) = %S(a,r/rg) + 4%0 i{;(Zl + D(—=1)"n( )(Pl_l_z(gz:,ﬂ))2 (4.3-76)
com
T, = \/1 — (r/ro)?sin®e . (4.3-77)
e Regiao externa:
V() = L5 ¢ N~ @)@+ <r0>1+le . (4.3-78)

2ar 2ar — \/a2+4l [+1)
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Apeéendice A

Teoria de Grupos

Grupos sao usados na Matematica e nas ciéncias em geral para classificar a simetria
interna de uma estrutura na forma de automorfismos de grupo. Uma simetria interna esta
normalmente associada com alguma propriedade invariante, e o conjunto de transformagoes
que preserva este invariante, juntamente com a operacao de composicao de transformacoes,
forma um grupo chamado um grupo de simetria.

Na topologia algébrica, grupos sao usados para descrever os invariantes de espagos
topoldgicos. Eles sao chamados de invariantes porque nao mudam se o espaco é submetido a
uma transformacao.

A compreensao da teoria de grupos é fundamental na Fisica, onde é utilizada para
descrever as simetrias que as leis da Fisica devem obedecer. O interesse da Fisica na
representacao de grupos é grande, especialmente em grupos de Lie, ou grupos continuos,
pois suas representacoes podem apontar o caminho para possiveis teorias fisicas.

A teoria de grupos se divide basicamente em duas partes: Grupos discretos, muito utilizado
na Cristalografia e estado sélido e Grupos continuos, utilizado na Mecanica Quantica, Teoria
de campos e outras areas afins.

Nesta parte do nosso trabalho iremos fazer uma breve revisao sobre grupos, especialmente

grupos continuos, ou comumente denominados, Grupos de Lie.
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Teoria de Grupos

A.1 Grupos Continuos

Um grupo G qualquer é um conjunto de objetos que combinam-se por uma operacao de

multiplicacao e que satisfazem as seguintes condigoes:

1— Se a,b € G entao o produto ab € G;
2— 31 tal que Ia = al = a, denominado elemento identidade do grupo
3— A multiplicagao de elementos é associativa: (ab)c = a(bc);

=g ta=1.

4— Existe o reciproco para cada elemento do grupo G. 3 a~! tal que aa™

Grupos discretos sao grupos que sao formados por um numero finito de elementos e que
seguem as regras estabelecidas anteriormente, ex: (1,4, —1, —i) onde se pode definir uma regra
de multiplicagao entre eles e definir o seu elemento identidade I. Grupos continuos, ou Grupos
de Lie, sao os conjuntos que possuem um niumero infinito de elementos, elementos esses que
possuem um ou mais parametros que variam sobre um intervalo de forma continua.

i)-Grupo completo: Se os parametros do grupo variam em um intervalo finito, tal como
um angulo no intervalo [0,2x] ou [0, 7], este grupo é dito completo, caso contrério é dito
incompleto.

ii)-Sub-grupo: Defini-se como sub grupo de G, um subconjunto de G' que contenha o
elemento I e satisfaga as propriedades de grupo.

iii)-Grupo Abeliano: Se o produto de dois elementos quaisquer de um grupo é comutativo

diz-se que o mesmo é um grupo Abeliano.
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Teoria de Grupos

A.1.1 Grupo das Rotagoes OF

Este grupo é o denominado: Grupo das rotacoes em 3D. Em geral uma matriz n x n

ortogonal forma um grupo O,, desse tipo, estas matrizes satisfazem a seguinte propriedade:

ay;y a1 .... Qaip
azn -

0= (A.1-1)
Ap1 Ap2  .... Qpp

ay = Z i (A.1-2)
Z(Cﬂli)z = Z($]’)2 = Zaijaik = 53‘1@7 (A.1—3)

i J

o numero de parametros independentes N que esse grupo possui é dado por:

n(n —1)

N = ,
2

(A.1-4)

Para uma matriz n X n, com n = 2, temos apenas um parametro independente: um angulo
de rotagao. Com n = 3, teremos trés parametros independentes: os conhecidos angulos de
Euler.

Consideremos o caso em que a matriz ortogonal tem determinante +1, ou seja,
consideraremos apenas rotacao, sem reflexao. No caso tri-dimensional n = 3, este grupo

é 0 OF, que é o grupo das rotagoes em 3D, sejam as matrizes:

Ry(p) = [0 cos(p) sin(p) (A.1-5)

RO=| 0o 1 0 (A.1-6)
sin() 0 cos(0)

cos (¢) sin(y) 0
R.(¢) = | —sin(¢) cos(y) 0 (A.1-7)
0 0 1

R.(¢), Ry(0) e R.(¢) formam um grupo completo de rotagdes no espago tridimensional que

deixam a norma de um vetor invariante. Uma rotacao genérica qualquer em R? é dada pelos
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angulos de Euler:
R(a, 8,7) = R.(7)Ry(B) R:(a), (A.1-8)

uma rotagao arbitraria seria expressa como
x x
Rla,,v) ly | =V (A.1-9)
z z

no caso se nos tivéssemos reflexao, R(«, (3,) ficaria como

-1 0 0
R(a,8,v)=| 0 -1 0 (A.1-10)
0o 0 -1

cujo seu determinate é —1.

A.1.2 Grupo Unitéario SU(n)

O conjunto de matrizes unitarias n x n formam o grupo U(n), se impormos a condigao
de que o determinante dessas matrizes seja igual a +1, obtemos o grupo especial SU(n). O
nimero de parametros independentes desse grupo é dado por N = n? — 1, para n = 2 temos
3 parametros, o mesmo nimero que O3 .

Quando n=2, temos o grupo SU(2) dado por:

U (_ab b*) 7 (A.1-11)

a

sendo a e b complexos , aa* +bb* =1 e UUT = 1. A matriz U descreve a transformacao de

uma matriz coluna complexa de dois elementos, spinor.
a b u u’
(5 D0-0)

u' = au + b, (A.1-13)

com

v = —=b*u+ a*v. (A.1-14)
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Uma maneira alternativa de escrever a matriz U com parametros reais é:

i€ Y o
U= ( e an") (A.1-15)
—e sinng e % cosn

onde &, v e  sao parametros reais. Os grupos SU(2) e OF apresentam um homomorfismo

entre si, de maneira tal que a relagao entre ambos é expressa como segue abaixo:

R = (5) = (oD nh)) (A-16
(

~—

won(@)-(uh =) e

R.(a) = U, (%) - <€0 _O> (A.1-18)

e 2
A correspondéncia aqui nao é 1-para-1, e sim 2-para-1, U, (%) e U, (% + 7T) =-U, (% + 77)

correspondente a R, («), portanto, homomorfas.
A.1.3 Geradores

Para que uma transformagao qualquer x* = z'(z7,0y,60,,03) seja um grupo de Lie ¢
necessario que a funcdo seja uma funcao analitica em seus parametros 6y, 0y e 03. A
analiticidade da fungao permiti-nos desenvolver o conceito de geradores, e reduz o estudo
de todo o grupo ao estudo de geradores.

1- Seja uma rotagao de um angulo ¢(no sentido horario) em torno do eixo z, dado por:

cos(¢) sin(y) O

R.(p) = | —sin(¢)) cos(¢)) 0 (A.1-19)
0 0 1

Rle) (v | =V (A.1-20)

2- Seja ¢ um angulo infinitesimal do tipo d¢p, desse modo, R(y) fica sendo dada por:

R.(0p) = I 4+ i6pM. + O (6p)* ~ e0¢M= (A.1-21)
com
0 +i 0
M,=|—i 0 0], (A.1-22)
0 0 0
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podemos ver também que

dR.(y)
dp

= iM, (A.1-23)

.em p = 0.
3- Rotacoes finitas a partir de rotagoes infinitesimais. A partir de sucessivas rotacoes
infinitesimais d¢ noés podemos construir uma rotagao finita de um angulo ¢, escrevamos

R.(¢) como um produto de sucessivas rotacoes R, (d¢p).

R.(¢) =2 R.(6pn)R.(6pn_1).... R.(0p1) = (1 + 00, M.,)....(1 4+ idp1 ) M., (A.1-24)

escrevendo dy; = £, podemos reescrever essa exXpressao como

R.(p) = lim <1 + E]\L) , (A.1-25)
n—oo n
que implica
R.(p) = &M= (A.1-26)

Onde defini-se M, como sendo o gerador do grupo R.(y), sub-grupo de OF. A matriz M,
¢ uma matriz hermitiana que implica que R,(yp) é unitdria, seu trago, como se pode ver
claramente é zero, fazendo o determinante de R,(y) igual a +1, det R.(¢) = 1. Por analogia

a esse calculo ndés também podemos obter os geradores de R, (a) e R, (), que sao :

00 0
My=(0 0 —if (A.1-27)
0 i 0
€
00 —i
M,=(00 0] . (A.1-28)
i 00

Que sdo identificadas como sendo geradores dos grupos R,(a) e R,(f3), respectivamente,
obedecendo também as mesmas propriedades impostas sobre o gerador M,.

Por fim, se fizermos uma rotacao infinitesimal dy em torno de um eixo principal, cujo o
versor é n, ficamos com:

Ri(0p) = 1+ idpn - M + O(6p)?, (A.1-29)
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encontraremos que M ¢é dado pela soma dos 3 geradores anteriormente determinados.

—

M = (M,, M,, M) (A.1-30)

Que forma um conjunto completo de geradores no espago em trés dimensoes.
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Apeéendice B

Renormalizacio da funcao G(7, )

A expressao encontrada para a fungao de Green na regiao interna ao monopolo é:

2l—|—1 -1
G(r, ") = r~) P, ?(x<) P(cos
(7, 7) 47ra\/_z ( >) 1 (z<) Pi(cos)
2l—|—1 -1 -1
+ P, % (xs) P, % (xc) Bycos a) B.0-1
WN—Z () Py (ae) Pileosy)n(a) . (BO-1)
sendo
2 qin2 2
Ts = 1-= 81211 ‘ exe =4/1— 81211 ¢ (B.0-2)
g re
Definindo,
G(7,7) = Go(7,7) + Go(7,7) (B.0-3)
com
2l—|—1 l+ 1
Go(7,7) = 1 2(zs) P, % (w2) Py(cos7y) , B.0-4
o MW—Z (@) Py () Pcos ) (B.0-1)
e
2l+1 -1 -1
ENGN P, % (x-)P, ?(x.)P(cos a) . B.0-5
(i) = MW—Z , ) Py ) Pieos)n(a) (B.0-5

Vemos que a fungao Go(7,7") é a contribuigao associada ao espago-tempo da regido interna
ao monopolo, enquanto que G, (7,7") é devido a geometria externa, i.e., r > 7.
Verifica-se que G, (7,7) é finita no limite de coincidéncia, para pontos distantes da

fronteira, enquanto que Go(7, ") diverge nesse mesmo limite.

75



Renormalizagao da funcao Go(7, 1)

De modo a observar o comportamento singular de Go(7, 7"), vamos analisar o termo dentro
do somatoério para valores de [ >> 1. Inicialmente tomamos v = 0, e em seguida expressamos

o polinémio generalizado de Legendre em termo das fungoes hipergeométricas [23]:

1 1+z\°? 1—x
PF — F— 1:1 — u: B.O-

Assim, apés algumas simplificagoes, encontramos:

(20+1) it1y2 —1-1/2 ! 131 1—xc
P )z :Y/2+1/4F N B
K 1/2 ( ) 1/2 ( >) 27979 l7 9 X
1 3 3 1—J}>
F-222 10 B
( 2’2’2+l’ 2 )7 (B:0-7)
com
{E<+1$>—1
Y = B.0-8
T —law 11 (B.0-8)

Fazendo agora [ >> 1,

131  1-—a. 133  1-ua 3 1
F( 235 l 5 )F( 2,2,2—1—l, 5 )—>1+8l(x x<)—|—0(l2).(B.0—9)

Conseqlientemente,

Y2 (

1
— (s —2)+ 0 <l_2> . (B.0-10)
Substituindo os termos do lado direito da expressao (B.0-10) em (B.0-4), encontramos duas

contribuigoes distintas:

o Z?ZOYU2 - #? )

o S Y — (1 -VY).
Embora a contribuigao logaritmica seja divergente no limite de coincidéncia, a contribuicao
(x> —2)In(1 —=+Y) — 0, no limite » — 7. Logo, apenas a primeira contribuicio é

relevante:

(20+1) e 1
Z - 11721/2(1_ )Py 1/2(91?>) ~ + (termos regulares) . (B.0-11)

<Jt1/2
— 1-VY
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Usando as expressoes, (B.0-2), e considerando que r. — r~, temos:

Ap. —
Y=1- (re r>2) . (B.0-12)
7‘>\/1 — (:—E) sin? e
Assim,
1 - VY ~ e r<2 . (B.0-13)
7°>\/1 — <Z<> sin” e
Finalmente a contribui¢ao devido a esse termo em (B.0-4) é
2
1 1— (:—E) sin? e
Go(r,7) = + (termos regulares) , B.0-14
0( ) 47T04\/W 1—¢ ( g ) ( )
onde t = :—i < 1. A funcdo de Hadamard é:
Galp,pl) = —— (B.0-15)
H ) - - . 0-
A |p = p|
Expressando p em termo da variavel r, usando (4.1-6), obtemos:
2 . 9
1 \/1 — (r/ro)"sin e
Gu(p,p')=Gu(r,r') = : (B.0-16)

o r—r!

Desse resultado vemos que a funcao de Hadamard coincide com a parte singular de
Go(r, "), a qual é resultante do primeiro termo da expressao (B.0-9).

A funcao de Green renormalizada é definida por:

Goren(r,r') = lim [Go(r,7") — Gy (r,r")] (B.0-17)

r'—r

GO,ren (T7 Tl) =

drar v —r K] 1/2 1/2

2
0o 1— (=) sin%e
1 2+ 1 o \/ ()
i S B prve otz '
=0

Mais alguns passos e obtemos:




Renormalizagao da funcao Go(7, 1)

Tomando o limite, » — 7/, que implica Y — 1, finalmente encontramos a funcao de Green

renormalizada,

GO,ren (F
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