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Resumo

Considerando o espaco-tempo dotado de uma geometria nao-Riemanniana dado por
uma variedade de Weyl integravel, formulamos uma teoria da gravitacao que generaliza a
Relatividade Geral e que apresenta invariancia sob transformagoes de Weyl. Em primeiro
lugar, formulamos as equacoes do campo gravitacional em um espaco-tempo de Weyl
integravel a partir de um principio variacional. Em segundo lugar, generalizamos os pos-
tulados da geodésica e do relogio abordando o movimento de particulas de teste e de raios
de luz que seguem auto-paralelas do espaco-tempo de Weyl, denominadas de geodésicas
de Weyl. Em terceiro lugar, discutimos a questao da invariancia sob transformacoes de
Weyl e introduzimos os conceitos de representacoes do campo gravitacional e as nogoes
de gauge ou frame de Weyl e de Einstein. Em quarto lugar, obtemos o limite newtoniano
da teoria. Em quinto lugar, discutimos as simetrias do espago-tempo de Weyl integravel e
determinando as constantes do movimento associadas as geodésicas de Weyl. Finalmente,
apresentamos uma solucao das equagoes de campo para um campo gravitacional estatico
e esfericamente simétrico em um frame de Weyl e calculamos os mesmos efeitos do campo
gravitacional utilizados como testes da Relatividade Geral no Sistema Solar, onde obtemos
os mesmos resultados da Relatividade Geral, mas agora dependentes tanto com a métrica

quanto com o campo escalar de Weyl.



Abstract

Assuming that the space-time is endowed with a non-Riemannian geometry given by
a Weyl manifold, we formulate a theory of gravitation which generalizes General Rela-
tivity and is invariant under Weyl transformations. First, we obtain the gravitational
field equations in a Weyl integrable space-time from a variational principle. Second, we
generalize both the geodesic’s postulates and the clock’s postulate to deal with the motion
of test particles and light beams that follow the auto-parallels curves of Weyl integrable
space-time, called Weyl geodesics. Thirdly, we discussed the question of invariance under
Weyl transformations and introduce the concepts of representations of the gravitational
field and the notions of Weyl frame (gauge) and Einstein frame (gauge). Fourth, we obtain
the Newtonian limit of the theory. Fifth, we discuss the symmetries of Weyl integrable
space-times and the issue of constants of motion related to Weyl geodesics. Finally, we
present a solution of the field equations which represents a static and spherically symmetric
gravitational field in a Weyl frame and compute the same effects of the gravitational field
used as tests of General Relativity in the Solar System, where we get the same results of

General Relativity but now related to both the metric and the Weyl scalar field.
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1. Introducao

A Teoria da Relatividade Geral é um dos pilares do modelo cosmologico padrao, onde
o mesmo nos fornece a melhor descricao observacional do universo atual e da sua evolu-
¢ao. Porém, o Modelo padrao nao consegue explicar alguns fatos como, por exemplo, a
expansdo acelerada do universo. E desse cenério que emerge a ideia de modificar a Teoria
da Relatividade Geral para torné-la compativel com as atuais observagoes relacionadas
com a cosmologia e a astrofisica.

Investigando os fundamentos da Relatividade Geral J. Ehlers, F. Pirani e A. Schild
[21]constroem uma formulac¢do axiomatica para a estrutura do espago-tempo utilizando
como conceitos primitivos os movimentos de particulas de teste em queda livre e de raios
de luz. Em lugar de obter o espaco-tempo pseudo-Riemanniano da Relatividade Geral,
eles obtiveram um espaco-tempo dado por uma variedade de Weyl. A compatibilidade
com a experiéncia requer a solucao do problema relacionado com o “segundo efeito do
relogio” (second clock effect) e impde que o espago-tempo seja uma variedade de Weyl
integravel. Nao existe nenhum outro conjunto de axiomas que utilize os mesmos conceitos
primitivos que seja capaz de obter a estrutura pseudo-Riemanniana do espago-tempo da
Relatividade Geral [15, 2|. A variedade de Weyl integravel nao possui somente um tensor
métrico para descrever a gravitagao, temos ainda um campo escalar que contém também
as informagoes que sao necessarias para descrever a interagao gravitacional [23]. As varie-
dades de Weyl tém recebido uma crescente atencao nos ultimos anos, sendo utilizada como
modelo do espago-tempo para abordar diversas questoes envolvendo nao sé a gravitacao e
a cosmologia, como também a fisica de particulas em questoes relacionadas com o campo
escalar de Higgs|30, 23].

A partir dos trabalhos de J. Ehlers, F. Pirani e A. Schild [21], questionamos a possibi-
lidade de formular uma teoria da gravitagao que tenha como a estrutura do espago-tempo
a variedade de Weyl integravel e que atenda a duas condigoes : seja equivalente a Rela-

tividade Geral e seja invariante sob transformagoes de Weyl. Dentro dessa perspectiva
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dividimos o nosso problema em quatro partes. Em primeiro lugar, abordamos o problema
da obtengao das equacgoes do campo gravitacional a partir de um principio variacional.
Em segundo lugar, generalizamos os postulados da geodésica e do relogio adotados na
Relatividade Geral para o movimento de particulas de teste e de raios de luz, com par-
ticular atengao a estrutura causal local. Em terceiro, lugar abordamos o problema do
limite newtoniano da teoria. Em quarto lugar, consideramos a questao das simetrias do
campo gravitacional e das constantes de movimento. Finalmente, aplicamos os resultados
obtidos, utilizando uma representacao do campo gravitacional esfericamente simétrico e
estatico em um espaco-tempo de Weyl integravel, para calcular os efeitos previstos nos
testes classicos da Relatividade Geral no Sistema Solar. Desse modo, obtemos os mesmos
resultados que sao obtidos a partir do espaco-tempo de Schwarzschild, mas de uma ma-
neira diferente onde as propriedades do campo gravitacional dependem tanto da métrica
quanto do campo escalar de Weyl. Para efeito de comparagao incluimos um breve resumo
da Relatividade geral e dos testes classicos realizados no Sistema Solar. A invariancia
sob transformagoes de Weyl requer que o campo gravitacional e suas propriedades sejam
representados por uma classe de equivaléncia de espacos-tempos de Weyl integraveis,
relacionados entre si por transformacoes de Weyl. Dentre todas essas representagoes,
denominadas de gauge ou frames de Weyl existe uma tinica onde o campo escalar de Weyl
¢ nulo, denominada de frame de Einstein, onde todos os resultados obtidos coincidem com
os resultados da Relatividade Geral.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma. No capitulo 2, apresentamos uma
breve revisao da Relatividade Geral, com as equagoes de Einstein e os postulados da
geodésica e do relogio (tempo proprio) para o movimento de particulas de teste e raios de
luz. Concluimos com uma breve discussao das simetrias do espago-tempo,abordando os
vetores de Killing e as constantes do movimento associadas. O capitulo 3 contém alguns
resultados relacionados com os testes da Relatividade Geral no Sistema Solar, a saber: a
dilatacao temporal, o efeito Doppler gravitacional, a deflexao da luz e o desvio do periélio
de Mercurio. No capitulo 4 apresentamos os principais resultados dessa dissertacao, onde
generalizamos os resultados apresentados no capitulo 2. Na primeira secao, obtemos as

equagoes do campo gravitacional em um espaco-tempo de Weyl integravel. Na segunda



secao, generalizamos os postulados da geodésica e do relégio abordando o movimento
de particulas de teste e de raios de luz que seguem auto-paralelas do espaco-tempo de
Weyl, denominadas de geodésicas de Weyl. Na terceira secao, discutimos a questao da
invariancia sob transformagoes de Weyl e introduzimos os conceitos de representagoes do
campo gravitacional e as noc¢oes de gauge ou frame de Weyl e de Einstein. Na quarta
secao, obtemos o limite newtoniano da teoria. Na quinta se¢ao, discutimos as simetrias do
espaco-tempo de Weyl integravel e determinando as constantes do movimento associadas
as geodésicas de Weyl. No capitulo 5, apresentamos um campo gravitacional estatico e
esfericamente simétrico em um frame de Weyl e calculamos os mesmos efeitos do campo
gravitacional utilizados como testes da Relatividade Geral apresentados no capitulo 3,
onde obtemos os mesmos resultados da Relatividade Geral mas agora dependentes tanto
com a métrica quanto com o campo escalar de Weyl. Finalmente, na Conclusao fazemos

algumas observagoes sobre os resultado obtidos.



2. A Teoria da Relatividade Geral

Neste capitulo apresentamos de forma resumida alguns aspectos fundamentais da Te-
oria da Relatividade Geral com a finalidade de uma posterior comparacao com a teoria
da Gravitacao em espago-tempo de Weyl Integravel formulada no capitulo 4. Na primeira
se¢ao apresentamos as equagoes de campo gravitacional. Na se¢ao seguinte apresentamos
as equagoes de movimento para as particulas testes (com massa e sem massa). No terceiro
capitulo faremos um breve estudo sobre constantes de movimento e as isometrias presente
no espago-tempo Riemanniano. Para um estudo mais detalhado segue as seguintes refe-

réncias |1, 2, 3, 4, 5.

2.1. As Equagoes de Einstein

Nesta secao, obtemos as equagoes de campo de Einstein proveniente de um principio
variacional, onde a distribuicao de matéria atua como fonte do campo gravitacional.
Para que possamos encontrar as equacoes de campo de Einstein devemos obté-las a

partir da agao para o campo gravitacional dada por

S, = /\/—_ngd4x: /\/—_ng4:17, (2.1.1)

onde R é o escalar de curvatura do espaco-tempo pseudo-Riemanniano da teoria da Re-
latividade Geral e g é o determinante do tensor métrico g,,. Para acrescentar os outros

campos existentes na natureza devemos acrescentar a agao para a matéria de acordo com

S=85,+ kS, = /\/—ng% + k/\/—ngd4x, (2.1.2)

onde k = SZ:T—ALG, G é constante gravitacional de Newton, ¢ é a velocidade da luz no vacuo e

L,, é a densidade Lagrangiana para a matéria. Sendo assim, podemos entao determinar as
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equacgoes de campo da Gravitagao, pelo principio da acao minima temos para a primeira

integral da acao eq.(2.1.2)

05y = 5/\/—ng4x = /\/—g (RW — %g,“,R> Sg"diz, (2.1.3)

para a segunda parte da integral da eq.(2.1.2), logo obtemos

0Sm = 5/\/—ngd4:c = —/\/—gTW(Sg‘“’d‘lx, (2.1.4)

onde T}, é o tensor momento-energia da matéria que atua como fonte do campo gravita-
cional.
A expressao eq.(2.1.4) é a parte nao-gravitacional da integral da acdo. Portanto a

partir do principio da minima agao, obtemos as seguintes equagoes

1

1
G = Ry = 59 R = KT, (2.1.5)

A equagao acima sao as equagoes de Einstein para o campo gravitacional. Podemos
fazer algumas discussoes sobre a eq.(2.1.5). As equagoes de campo da gravitagdo sdo nao
lineares com relacao ao tensor métrico, consequentemente o principio da superposicao nao
é valido para os campos gravitacionais, desta forma a soma de duas solu¢oes da equagao

de Einstein nao sera uma solucgao.

2.2. Movimento de Particulas e de Raios de Luz

Nesta secao, apresentamos as equacoes de movimento para particulas testes massivas
e raios de luz em um espago-tempo pseudo-Riemanniano. Essas equacoes representam
a acao do campo gravitacional, isto é, do espago-tempo curvo, sobre a matéria. Na
Relatividade Geral, esta acao é determinada a partir de dois postulados : o postulado da

geodésica e o postulado do Relégio, com a definigao de tempo préprio.

! Estamos adotando as seguintes convengoes: os indices gregos variam de 0 a 3 e os indices latinos
variam de 1 a 3. A assinatura da meétrica é (-,4,+,+); o tensor de curvatura é definido por R);wzﬁ =

80‘P)\MB . GBF)‘W + F)‘apfpuﬁ - F’\BpI‘pﬂa e o tensor de Ricci por R,5 = R);M/@.
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Em um espaco-tempo pseudo-Riemanniano existe dois tipos de curvas que sao determi-
nadas pela métrica e pela conexao, isto €, as curvas geodésicas e as curvas auto-paralelas,
respectivamente.

As curvas geodésicas sao obtidas partir do principio da acao minima dada por

dze daP
5/ds :5/ —ga[g%%w =0, (2.2.1)

onde dz®/d\ é o vetor tangente a curva z®(\) e A é um parametro qualquer. Desse modo

obtemos as famosas equacoes da geodésica métrica, dadas por

AP dz? dx®
y —_ = 2.2.2
d82 + {l/a} dS dS 07 ( )
onde
P 1 wp
{Va} = 59 (avgau + aagu,u - a,ugau)a (223)

sao os simbolos de Christoffel. Essas curvas tém a propriedade particular de serem curvas
onde o comprimento de arco, isto ¢, o intervalo espago-tempo ds = g, dz*dz” é um
extremo.

As curvas auto-paralelas sao curvas z®(\), onde A é um pardmetro qualquer, cujo o

vetor tangente v = v*d, = dd%@% é transportado paralelamente a si mesmo, de acordo

com a conexao I'*  da variedade pseudo-Riemanniana. A partir dessa condicao obtém-se
que as equacoes das curvas auto-paralelas sao dadas por
Dov® d*x® dx” dxt dz®

:l/VOl: FCM —_— = )\—7 224
vVt = s e ay = W (2.2.4)

onde V,v* é a derivada covariante do vetor v* e f é uma dada fungao escalar. Fazendo
uma reparametrizagdo A = A(o) podemos expressar as equagoes da curvas auto-paralelas
como

d*a® dx” dx*

Ire — =0 2.2.5
do? YWdo do ’ ( )
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onde o é denominado de pardmetro afim, pois é determinado a menos de uma transfor-
macao afim 0 = ao + b, onde a e b sdo constantes arbitrarias.

De acordo com os resultados acima podemos verificar que as curvas auto-paralelas
parametrizadas com o parametro afim eqgs.(2.2.5) coincide com as geodésicas métricas,
quando o parametro afim é o comprimento de arco.

Considerando que em uma variedade pseudo-Riemanniana os vetores sao classificados
em tipo-espago, tipo-tempo e tipo-nulo, as curvas geodésicas e auto-paralelas também
sao classificadas de acordo com a natureza do seu vetor tangente em curvas tipo-espaco,
tipo-tempo e tipo-nula. Essa classificacao é invariante tanto por transformacao de Lorentz
locais quanto por transformacoes de coordenadas. Agora veremos como essas curvas sao
utilizadas para representar o movimento de particulas com massa e de raios de luz na
Teoria da Relatividade Geral.

Agora nossa atengao se voltard para o movimento de particulas de teste massivas na
Teoria da Relatividade Geral. As equacoes de Einstein descreve como a matéria encurva o
espago-tempo, agora a gente vai abordar o problema inverso, isto ¢, como o espago-tempo
curvo influencia no movimento da matéria. De acordo com a Teoria da Relatividade
Geral, uma particula de teste massiva se move em curvas geodésicas tipo-tempo. Este é o
postulado da geodésica que incorpora o principio da equivaléncia fraco, isto é, a igualdade
entre as massas inercial e gravitacional. Além desse postulado temos o postulado do
Relogio que define o tempo proprio 7, medido no referencial de repouso da particula, em
termos do comprimento de arco (intervalo espago-tempo) ao longo da linha de universo
da particula de acordo com c?dr? = eds?, onde ¢ é a velocidade da luz no vacuo e € = F1
para assinatura da métrica +2 .

Considere uma linha de universo x%(7) de uma particula parametrizada pelo tempo

. . . L, o _ dz® - .
proprio 7 , onde a 4-velocidade da particula u® = -~ ¢ um 4-vetor tipo-tempo com
dz® dz”®
N - =1, 2.2.6
Jap dr dr ( )
e o tempo proprio é o invariante definido por
dz® dxP

= [ (=Gap——) 2N 2.2.7
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com a integral é calculada ao longo da linha de universo da particula. Portanto, o pos-
tulado da geodésica afirma que uma particula de teste massiva se move em uma linha
de universo onde o tempo préprio é um extremo, isto é, uma curva geodésica tipo-tempo
parametrizada pelo tempo proprio cujas as equagoes sao dadas por

d*x? dx? dx®

L =0 2.2.8
T S} (223)

lembramos que o tempo proprio é um parametro afim sendo definido a menos de uma

transformacao

T =ar+b, (2.2.9)

onde a e b sao duas constantes reais arbitrarias.

Agora nossa atencao se voltara para o movimento de raios de luz na Teoria da Rela-
tividade Geral. De acordo com o postulado da geodésica, os raios de luz se movem em
curvas geodésicas tipo-nulo. Observamos que nao existe o postulado do relégio para o
movimento da luz, cujas geodésicas nulas sao dadas em termos de um parametro afim.

Considere uma linha de universo z%(\) de um raio de luz parametrizada pelo parametro

afim A . Como a linha de universo é uma geodésica nula, entao a norma do vetor tangente

é dada por
dx? dz°
y———— =0, 2.2.10
e as equagoes da geodésica tipo-nulo sao
d?z” dx¥ dx®

p — = 0. 2.2.11

2.3. Simetrias dos espagos-tempos

Nesta segao, faremos um pequeno estudo sobre as simetrias de um espago-tempo
curvo na relatividade geral. Como o espago-tempo na Relatividade Geral é completa-
mente determinado pela métrica, as simetrias da métricas (isometrias) sao as simetrias

do espago-tempo, isto é, do campo gravitacional quando o espago-tempo for curvo. As
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isometrias estao associadas a campos vetoriais, chamados de campos de vetores de Killing,
pois a métrica nao varia ao longo das curvas integrais dos mesmos. Um campo vetorial

de Killing k = k%0, é uma solugao das equacoes

Ligu = Vuky + YV, k, =0, (2.3.1)

onde L representa a derivada de Lie ao longo da curva integral do vetor k = k%0, . As
equagoes acima sao denominadas de equacgoes de Killing. Como os vetores de Killing sao
determinados a partir das simetrias da métrica (isometrias), ¢ a métrica que determinara
as propriedades de cada vetor de Killing. Os vetores de Killing podem ser utilizados
para escolher um sistema de coordenadas adaptado aos mesmos, isto é, as simetrias do
espaco-tempo.

A existéncia dos vetores de Killing implicam na existéncia de constantes de movimento
associados aos movimentos das particulas de teste e dos raios de luz. Considere uma
particula de teste ou um raio de luz que se move em uma curva geodésica x*(\), onde A
¢ um parametro afim e u* = dz*/d\ é o vetor tangente. Vamos agora considerar uma
quantidade C(y) definida pelo produto interno da quadri-velocidade u pelo vetor de Killing

k de acordo com
O(k) = gw,k"u’uy. (2.3.2)

A variagao da quantidade C) ao longo da geodésica ¢ dada por

d d
ac(k) =77 (glwkuuy) =u"V,q (guvkuuy)

e que pode ser escrita como

d 1
ﬁc(k) =u" (Vagu) k'u” + §uau” (Vok, + Vioks) + gkt (u*Vu"). (2.3.3)

Podemos verificar que essa quantidade corresponde a uma constante do movimento

a partir das seguintes observagoes: como o espago-tempo é pseudo-Riemanniano, vale a
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condi¢ao de metricidade dada por V,g, = 0; como k, ¢ um vetor de Killing, temos
Vaok, +V, ko, = 0; como u” é o vetor tangente a geodésica, temos u*V,u” = 0. Portanto,

obteremos

d

—+Ciwy = 0. (2.3.4)

Os vetores de Killing sao muito importantes para a Relatividade Geral, pois quando
possuimos isometrias no espaco-tempo que estamos trabalhando, podemos obter a solucao
das equagoes da geodésica de uma forma mais simples.

Apresentamos o estudo sobre a equacao de Killing, cujas as solu¢oes desta equagao sao
chamadas de vetores de Killing que ao longo da direcao desses vetores temos que a métrica
de uma variedade riemanniana é preservada. E ainda dos vetores de Killing podemos
tirar quantidades conservadas associadas ao movimento geodésico. Esses resultados serao
utilizados no préximo capitulo, onde calculamos algumas propriedades do movimento de

particulas e da luz no espago-tempo de Schwarzschild.



3. A Relatividade Geral e os Testes

Experimentais no Sistema Solar

Neste capitulo apresentamos alguns testes experimentais da Teoria da Relatividade
Geral no contexto do Sistema Solar. Vale lembrar que as quantidades medidas em todos
os testes experimentais sao calculadas somente em funcao do tensor métrico, pois a partir
da métrica podemos obter todas as informagoes que precisamos para explicar os fendme-
nos gravitacionais. Posteriormente, esses resultados serao comparados com os resultados
correspondentes obtidos considerando a teoria da gravitacgao em um espago-tempo de
Weyl integravel, obtidos no capitulo 4. Na primeira secao apresentamos a solucao de
Schwarzschild com o espaco-tempo referente ao campo gravitacional esfericamente simé-
trico e estatico. Na segunda secao apresentamos a dilatacao temporal gravitacional. Em
seguida apresentamos os trés testes classicos da Teoria da Relatividade Geral propostos
por Einstein, a saber o redshift gravitacional, a deflexao da luz e a precessao do periélio
de Mercurio. E para dados experimentais mais atuais sobre os testes experimentais da

Relatividade Geral veja [37].

3.1. Campo Gravitacional Esfericamente Simétrico e Estatico

A Teoria da Gravitacao que Einstein apresentou ao mundo em 1916, a teoria da Relati-
vidade Geral, explica como determinados corpos se comportam no tecido quadrimensional
chamado espaco-tempo. A teoria de Einstein diz que a matéria, que também podemos
falar em energia, determina como o espago-tempo deve se encurvar , e o espago-tempo
curvo diz como a matéria como deve se mover. Essa dinamica é descrita pelas equacoes
chamada Equagoes de Campo de Einstein dadas pelas eqs.(2.1.5)). O Lado esquerdo das

equagoes de Einstein que possui tensor de Ricci R, o tensor métrico g,, e o escalar de

ma

curvatura R corresponde a parte que corresponde a estrutura geométrica do espago-tempo
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e o lado direito corresponde as propriedades fisicas da distribuicao de matéria e energia
do universo.

As equagoes de campo de Einstein eqs.(2.1.5) formam um sistema de equagoes diferen-
ciais parciais de segunda ordem no tensor métrico que é extremamente dificil de se resolver.
Em 1916, o alemao Karl Schwarzschild apresentou ao mundo a primeira solugao exata das
equacoes da Relatividade Geral, que corresponde a um campo gravitacional esfericamente
simétrico e estatico origindado por uma distribuicao de massa esfericamente simétrica em
repouso, sem carga e rotagao, e ela é conhecida como a métrica de Schwarzschild e sua

expressao €

2

ds® = —f(r)c2dt* + [0 +r? (d6? + sen*0d¢?) , (3.1.1)
sendo que
2m
f(r)y=1- T)’ (3.1.2)

onde m = GM/c. A equagao eq.(3.1.1) é referente a solugao em que fora do objeto de
massa M o espago que o rodeia seja o espaco vazio, onde as equagoes de Einstein sao

dadas por

Ry, = 0. (3.1.3)

Como é bem conhecido por noés, a formulagao de uma nova teoria fisica nao significa que
a teoria anterior esté totalmente errada, pois existe um conjunto de fenémenos onde ela
foi testada e aprovada com grande precisao. O que a nova teoria faz é explicar aquilo que
a antiga teoria nao conseguia ter sucesso, ampliando o conjunto de fendémenos explicados.
Pois sabemos que a teoria da gravitacao de Newton tem sucesso em explicar 6rbitas de
planetas onde o campo gravitacional nao é bastante intenso, tanto é que astrénomos
quando estudam ou resolvem problemas ligados ao Sistema Solar com grande frequéncia
utilizam as leis de Newton, desde que as mesma estejam em campos gravitacionais nao
intensos. Sendo assim, a nova teoria conserva a explicagao dos fendbmenos que a antiga

teoria consegue ter sucesso e ainda inclui os fendmenos que a teoria anterior nao teve
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sucesso. Isto nao foge a regra levando-se em conta a Relatividade Geral de Einstein e a
teoria da gravitacao de Newton.

A teoria de gravitacao de Einstein leva em consideragao tudo isso que mencionamos, a
mesma recai na teoria da gravitacional de Newton para campos gravitacionais fracos e vai
mais além quando explica fendmenos que a gravitacao de Newton nao é capaz de explicar,
como por exemplo : dilatacao temporal gravitacional, precessao do periélio de planetas,
deflexao e efeito doppler gravitacional da luz, lentes gravitacionais e o atraso temporal de
sinais luminosos. E todas esses fendmenos que acabamos de citar onde a gravitagao de
Newton nao consegue explicar podemos utilizar a métrica de Schwarzschild eq.(3.1.1) para
descrevé-las. Entao utilizaremos a métrica de Schwarzschild para explicar determinados
fenomenos que validaram a Teoria da Relatividade de Einstein como a teoria mais aceita

para explicar a gravitacao no ambito do Sistema Solar.

3.2. Dilatacao Temporal Gravitacional

Vamos considerar dois observadores, A e B, em repouso em relacdo ao sistema de
coordenada, sendo que sobre o observador A age um campo gravitacional mais intenso
do que estd agindo no observador B. Como eles se encontram em repouso em relagao
ao sistema de coordenadas, temos dr = dff = d¢p = 0, logo a equacdo eq.(3.1.1) fica

respectivamente para os observadores A e B

m /2
dTA =\ —gog(’f’A)dt =/ f(TA)dt = (1 — 2—) dt (3.2.1)

TA

m\ "’
dte = \/—goo(rp)dt =/ f(rg)dt = (1 — 2—) dt, (3.2.2)

B
dt é o o tempo medido pelos observadores colocados em um campo gravitacional que é
conhecido como o tempo proprio e o tempo t é a coordenada temporal. Para pontos muito
distantes da fonte do campo gravitacional, isto é, para r — oo(onde o espago-tempo é
assintoticamente plano), verificamos que o tempo proprio de observadores muito distantes

coincide com a coordenada temporal. Assim, considerando que o observador B encontra-se
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em uma regiao do espaco-tempo que é assintoticamente plana, podemos entao deixar a

equagao eq.(3.2.2) da seguinte forma

drp = dt, (3.2.3)

mostrando entao que o tempo medido pelo observador B coincide com a coordenada ¢
numa regiao muito distante de onde origina o campo gravitacional. Dividindo as equacoes

eq.(3.2.1) e eq.(3.2.2), vamos obter

~ [goo(ra) [ f(ra) B — ZT—T
dry = Mdﬂg = f(rB)dTB = —m 7B, (3.2.4)

B
desta forma como podemos perceber na equacao eq.(3.2.4), os intervalos tempos proprios
medidos por A e B sao diferentes. O intervalo de tempo medido por B é maior que o
intervalo de tempo medido por A quando go(r4) < goo(rs) , isto é, dTa < drp quando
rg > ra > 2m. Essa diferenca nos intervalos de tempo medidos por ambos se deve a efeitos

puramente gravitacionais, ou seja, devido ao encurvamento do tecido espaco-temporal.

3.3. Efeito Doppler Gravitacional da Luz ( Redshift

Gravitacional).

Uma outra previsao extraordinaria da Relatividade Geral é a influéncia do espaco-tempo
sobre a luz, esse efeito é conhecido como efeito Doppler gravitacional da luz. Em 1905,
Albert Einstein construiu um dos pilares da teoria quantica, onde a luz nao possui mais
um carater continuo, mas sim um carater discreto, sendo formada por particulas de massa
de repouso nula que receberam o nome de fétons. Desta forma, Einstein mostrou a energia

de um foton é dada por

E = hy, (3.3.1)

onde h é a constante de Planck e v é a frequéncia da onda eletromagnética luminosa.
Assim, considerando novamente os observadores A e B com respectivas frequéncias da

luz nas posi¢oes dos mesmos dadas por
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1 1
Vp=— € Up=— (3.3.2)

dTa drg’
e a frequéncia a luz para um observador muito distante da fonte do campo gravitacional

vale

v=—. (3.3.3)

Logo, a partir das equagoes eq.(3.2.1) e eq.(3.2.2), podemos obter

p— c -7 (3.3.4)

VI v/ ~gnlra) (1-2)"

TA

v v v
Vg = - = o (3.3.5)
VI(re) v/ —900(rs) (1 — 2_m> /
B
Definindo-se o desvio relativo da frequéncia da onda eletromagnética
A _
L (3.3.6)

considerando que r4, rp > 2m nas equagoes eq.(3.3.4) e eq.(3.3.5), podemos utilizar a

seguinte aproximagao (1 + x)" = 1 + nx que, aplicando as referidas equagoes, resulta em

Portanto, podemos deixar as equagoes eq.(3.3.4) e eq.(3.3.5), respectivamente, da seguinte

forma

VA = (1 + ﬁ) v (3.3.7)

rA
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Vg = (1 + ﬁ) v, (3.3.8)

B

levando as equagoes eq.(3.3.7) e eq.(3.3.8) a equacdo eq.(3.3.6), teremos

Av_ (i _ i) | (3.3.9)

Desta forma, verifica-se que ha um desvio das linhas espectrais quando um observador
A envia sinais luminosos para o observador B, o contrario também é valido, esse efeito é

algo ligado a curvatura do espago-tempo, ou seja, ¢ puramente geométrico.

3.4. Deflexao da Luz pelo Campo Gravitacional

A Relatividade Geral prediz que quando um raio de luz passa por perto de um campo
de gravitagao de um corpo altamente massivo o mesmo ¢ desviado da trajetéria retilinea.
Agora nosso objetivo é calcular essa deflexdao da luz. Considere uma geodésica métrica
do tipo-luz no espago-tempo de Schwarzschild, dada por uma curva z*(\) parametrizada

por um parametro afim A, cujo vetor tangente v* = dz®/d\ é tal que

Gapv®v? =0, (3.4.1)

onde os componentes da 4-velocidade da luz sao v° = dt/ax ! = dr/an, v? = d/ax e

v® = dé/ar. Reescrevendo a equagao acima da seguinte forma

A dr\” do\ > do\ 2
goo (ﬁ) + 911 (ﬁ) + goo (ﬁ) + 933 (ﬁ) =0 (3.4.2)

Como é sabido, a métrica de Schwarzschild ¢é esfericamente simétrica e independente do
tempo, sendo assim, podemos determinar quantidades conservadas que estao relacionadas
com essas simetrias. Em relacao ao fato da independéncia da métrica com relagao ao
tempo, podemos determinar um campo vetorial de Killing £ associado a esta simetria

cujas componentes sao

€= (&")=(1,0,0,0) (3.4.3)
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e a quantidade conservada correspondente é a energia. Ainda podemos determinar um
outro vetor de Killing n que esta ligado com a simetria esférica da métrica, cujas compo-

nentes sao

n=(n")=1(0,0,0,1) (3.4.4)

e a quantidade conservada correspondente ¢ o momento angular. Como a métrica de
Schwarzschild é independente do tempo e possui simétrica de rotacao, entao as quantida-

«

des £,v* e n,v* representam respectivamente a conservacao da energia e a conservagao

do momento angular , onde v = (v*) é a quadri-velocidade do raio de luz.

Levando-se em conta o plano equatorial

1 do

e as quantidades conservadas eq.(2.3.4), temos

dt
E= gaﬁuafﬁ = goou’E’ = gooa, (3.4.6)

¢ conservagao da energia , para a conservacao do momento angular temos

d
L = gagv®n’ = g30®n® = 933£7 (3.4.7)

assim para as equagoes eqs.(3.4.1) obtemos
EN? dr\? L\’
go|— ) togul|5) tgss{—) =0
Goo dA 933

E? <dr)2 L2
goo = dA g33 ( )

para obter a trajetoria do raio de luz devemos ter r = r(¢), deste modo

dr  drdg

ar _ arao 4.
N dpd\ (34.9)

da equagao eq.(3.4.7), podemos deixar a expressao acima da seguinte forma
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dr L dr

_—_ = 3.4.10
dX g3 do ( )
agora fazendo a seguinte mudanca de variavel v = r~!, logo
d L d
oo =0 (3.4.11)
dA gs3u? do
a equagao eq.(3.4.8) tornar-se-a
2 2
Joogi1 ;o [ du L
E? + L (—) + goo— =10, 3.4.12
(g33)* d¢ o0 933 ( )

sendo assim, o fendmeno da precessao do periélio de mercirio esta ligado as propriedades
métricas. Sabemos que

2m _
9002—1/911Zf(u)=1—76933zu 2,

assim a equagao eq.(3.4.12) ficara na seguinte forma

E* - I? <@)2 —fuw)L*u* =0
do ’

mostramos que o desvio da luz é devido as propriedades métricas. Ainda podemos deixar

a equacao acima como

2
E? - L? (Z—Z) — (1 = 2mu) L*u* = 0, (3.4.13)

derivando a equagao acima em relagao a ¢, logo

d d [ dudu d d
_E2 _ L2_ o _ L2_ 2 2 L2_ 3 —
” a6 (d¢d¢) agt TEmLTgg =0

d2
dT;; +u = 3mu?, (3.4.14)

o termo 3mu? corresponde a um valor muito pequeno levando-se em conta os termos da

equacao acima. Deste modo, podemos encontrar uma solu¢ao aproximada considerando

3mu? = 0, isto é
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—— +u ¥ =0, (3.4.15)

onde a solucao da equagao acima é

u® = }%cos (¢ — ¢o), (3.4.16)

temos que R e ¢y sao constantes de integracao. Levando-se em conta que o Sol estd na
origem, tomando o sistema de coordenada x = rcos¢ e y = rseng e fazendo ¢y = 0, temos
que (em coordenadas polares) a reta r = R é paralela ao eixo y, onde R corresponde a
distancia minima entre o raio de Luz e o centro do campo gravitacional do Sol.

Agora introduzindo na equagao eq.(3.4.14) a equagao eq.(3.4.16), mas considerando

que ¢g = 0, temos entao a seguinte equacao de movimento do raio de Luz

d*u

3
a0 +u=3m (u(o))2 = R—”Z0032¢, (3.4.17)
cuja a solugao da equacgao acima ¢é
u= lcosgb + (cos®¢ + 2sen’o) (3.4.18)
I 7 : 4.

levando-se em conta o sistema de coordenadas cartesiano x = rcos¢ e y = rseng, podemos

reescrever a equagao acima da seguinte forma

2 2 2
e R (J) | (3.4.19)

R\ Ve

tomando y muito grande, temos

TR % (+2y), (3.4.20)

o angulo que corresponde a deflexao do raio de Luz é dado pela diferenca entre os coefi-
cientes das duas assintotas, temos a seguinte deflexao
_4Gm

A= (3.4.21)
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como C% = 7,414.107%%m/ig, considerando a massa do sol de aproximadamente m =

1,989.10%°kg e o raio do sol de ry = 6,96.108m, encontraremos para deflexdo da luz

que

A =1,Tdarcsec, (3.4.22)

chegamos a um resultado que mostra a credibilidade da Relatividade Geral quando explica
a deflexdo de raios luminosos quando estes passam perto de um corpo extremamente

massivo.

3.5. Precessao do Periélio de Merctuirio

Vamos agora descrever o movimento orbital de Merctrio em torno do Sol. O planeta
Mercirio, se move em uma geodésica métrica do tipo-tempo. Considerando novamente o

plano equatorial, obtemos que a norma do 4-vetor velocidade é dada por
Japv™v’ = —1, (3.5.1)

onde 10 =t = /4y v' =7 = dr/ar, v2 =0 = ¥/ir e v} = ¢ = d¥/ar, e T & 0 tempo proprio
que corresponde ao parametro afim da geodésica métrica do tipo-tempo. Por questao de

simplificacao analisaremos a 6rbita no plano equatorial, ou seja, consideramos

T
h="
27

assim das equagoes eq.(3.4.6) e eq.(3.4.7) que estdo relacionadas com a conservagao da
energia por unidade de massa de repouso e do momento angular por unidade de massa
de repouso respectivamente, mas considerando o tempo proprio como o parametro afim,

entao podemos deixar a equagao eq.(3.5.1) da seguinte maneira

E\? L\?
9oo (—) + 91172 + gs3 (—) =-1
goo g33

E? L?
- + gll/f‘Q + —_ = —17 (352)
goo g33
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da métrica de Schwarzschild podemos tirar que

) L?
E? + googn 7 + goo (g_ + 1) =0, (3.5.3)
33

para obter a trajetoria da particula devemos ter r = r(¢), deste modo

dr  drd¢o
= — = —— 3.5.4
"Tar T dpdr (35.4)
da equagao eq.(3.4.7),podemos deixar a expressao acima da seguinte forma
dr L dr (3.5.5)
dr gz dg’ -
agora fazendo a seguinte mudanca de variavel u = r~!, assim
dr L du (3.5.6)
dr  gsu?do’ o
a equagao eq.(3.5.3) tornar-se-a
9Joog du\? L?
B2 4 2022 (—) +g (— + 1) =0, 3.5.7
(933)? d¢ v 933 ( )

sendo assim, o fenomeno da precessao do periélio de mercirio esté ligado as propriedades

métricas. Sabemos que

2m _
9002—1/911If(u)zl—Tegsazu ?

assim a equagao eq.(3.5.7) ficara na seguinte forma

2 2 d ? 2,2
E*- L (ﬁ) — fw) (LPu?+1) =0

du\ 2
L? <_u) = F%?—1—L** +2mL*® + 2mu

de
du\” , FE*—1 3 2mu
<d_gz5> Ut == + 2mu” + 77 (3.5.8)
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diferenciando a equacao acima com relagao a quantidade ¢

d (dudu) d , d <E2—1) d 5 2md
+ —<u +2m—u’ + — ——u

dp \dody) " dp ~ dp \ L2 do~ " L?do
d*u ,  m
dTﬁQ +u = 3mu” + T2 (3.5.9)
podemos ainda escrevé-la como
d*u
az = (1+bu?), (3.5.10)

onde a =m/L? e b= 3L? , quando fazemos r? > b temos o caso newtoniano e a equacao
se reduz a

d*u

— fu=a. (3.5.11)

Para que possamos determinar a precessao do periélio de mercirio para equagao

eq.(3.5.9) devemos fazer a seguinte expansao binomial em poténcias de m/r?

w2 y® L™ (3.5.12)

0) & correspondente a solucdo no caso newtoniano quando 3mu? = 0 e u) &

sendo que u
uma pequena corregao oriunda da Relatividade Geral. A soluc¢ao da equagao eq.(3.5.12)

correspondente ao caso newtoniano ¢é

u® = % [1+ zcos (¢ — )], (3.5.13)

onde z e ¢y sao constantes de integracao. Quando 0 < z < 1 temos uma elipse que
corresponde ao periélio ¢.
Fazendo a primeira aproximagao para a equagao eq.(3.5.9)
d*u

2 m
g tu=3m (u@)” + I3 (3.5.14)

levando-se em conta as equagoes eq.(3.5.10) e a eq.(3.5.11), teremos
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d*u™ 3m3  6m3 3m32?
dor +ul) = i T g acos (¢ — o) + —71 o5 (6= ), (3.5.15)

2

3.2 . . .
desprezando o termo 3”}44’2 cos (¢ — ¢yp), pois para pequenas excentricidades os termos de

ordem maiores de 22 devem ser desprezados em primeira aproximacao, sendo assim

d?u 6m?
e +ult) = T 2C08 (¢ — o), (3.5.16)

0

onde o tnico termo que te fato contribui satisfatoriamente a cada evolugado ¢é cos (¢ — ¢y),

a solucao para a equacao diferencial acima é

uV = 3L—sz¢cos (¢ — o), (3.5.17)

de acordo com as equagoes eq.(3.5.13) e eq.(3.5.17) podemos deixar a equagao eq.(3.5.12)

da seguinte forma

m

uu® 4y = i

3m?
1+ zcos (¢ — o) + quﬁcos (¢ — )|, (3.5.18)

fazendo A¢y = 3m2¢/L?* e levando-se em conta que A¢y < 1 , logo a solugdo acima fica

da seguinte forma

w= % [1+ 2cos (¢ — do — Do)l (3.5.19)

finalmente chegamos & uma solugao que mostra que quando um certo planeta move-se

2GM temos um avanco de uma certa fracao do

de um certo angulo A¢, tomando m — =3

angulo de revolucao igual a

YANG) 3G2M?
5 0 _ AL (3.5.20)
onde temos que
A¢
L~r2—=
At’

levando-se em conta os dados do Sistema Solar, mais precisamente de merciurio, temos
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que a distancia Merciirio-Sol é de aproximadamente de r = 5,79.10'% m, o periodo orbital
de Mercirio é de aproximadamente At = 7,60.10% s e considerando uma volta completa

A¢ = 21 temos que

L2 78107 /s

Considerando que a massa do Sol vale M = 1,989.10% kg, a constante gravitacional
G = 6,6732.107" m* /e 5 e a velocidade da luz ¢ = 2,98.10% m/s; entao para o deslocamento

do periélio de Merctrio é dado por

Ay = 41, 43 aresec/sécuto. (3.5.21)

Como acabamos de ver, os fendémenos abordados foram todos explicados em funcao
do tensor métrico, pois o mesmo contém todas as informacoes que necessitamos para
descrever as propriedades do campo gravitacional. Os resultados obtidos nesse capitulo
foram apresentados com a finalidade de possibilitar uma comparagao com os resultados
que serao obtidos no capitulo 5, onde as mesmas propriedades do campo gravitacional no
Sistema Solar serao explicadas a partir das propriedades nao s6 do tensor métrico mas
também do campo escalar de Weyl, no contexto da teoria da gravitacao no espago-tempo
de Weyl integravel.

Apresentamos alguns aspectos da Teoria da Relatividade Geral, maiores detalhes po-
dem ser obtidos nas referéncias [1, 2, 3, 4, 5, 13]. No préximo capitulo apresentaremos
uma generalizacao da Teoria da Relatividade Geral utilizando em um espago-tempo de
Weyl integravel e vamos obter resultados que serao comparados com os resultados desse

capitulo.



4. Gravitacao em um Espaco-tempo de Weyl

Integravel

Neste capitulo formulamos alguns aspectos basicos de uma teoria geométrica da gra-
vitacao em uma geometria nao-Riemanniana, onde a estrutura do espaco-tempo é dada
por uma variedade de Weyl integravel.

Um espago-tempo de Weyl integravel (ETWI) é uma variedade diferenciavel M, com
dimensao 4, dotada de uma métrica de Lorentz g,,, com assinatura (—,+,+,+) e de uma
conexao afim I’ \v» que estaremos denominando de conexao de Weyl. A conexao de Weyl

a

é simétrica, tendo o tensor de torgao identicamente nulo 7%, = Fﬂw — P@;H = 0. O tensor

de nao-metricidade associado a conexao de Weyl é dado por

Quau = VI g5 = —wigap, (4.0.1)

onde a 1-forma w = wydr* chamada de 1-forma de Weyl e VI ¢ a derivada covariante
no espaco-tempo de Weyl integravel, que depende da métrica g,, e do campo escalar de
Weyl ¢ como veremos a seguir. No espaco-tempo de Weyl integravel a 1-forma de Weyl
¢ o gradiente de um campo escalar 1) denominado de campo escalar de Weyl de acordo

com

w, = 0,0, (4.0.2)

Essas condicoes determinam univocamente a conexao de Weyl, a partir de agora denotada

(g:%)

por I'*'%,, em termos da métrica g, e do campo escalar de Weyl ¢ de acordo com

1 1
e _ F(g,O)aW +0, = 5 gm(augxﬂr@ygm—@gw)jtﬁ(wyé;j‘jtwuég_gwwa), (4.0.3)

puv
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onde T0¥=0 = — plode =~ _ {2} € o simbolo de Christoffel, que depende apenas da
métrica g,,. A conexao de Weyl F(g’w)a,w é determinada pelo par (g,1) formado pelo
tensor métrico ¢ = (g,,) e pelo campo escalar de Weyl 9. Quando o campo escalar
de Weyl é constante ou nulo ¢ = 0, o espago-tempo de Weyl integravel se reduz ao
espaco-tempo pseudo-Riemanniano da Relatividade Geral.

Tanto a métrica como o escalar de Weyl estao definidas a menos de uma transformagao
de Weyl dada por

J— g
Guv = € Guv

: (4.0.4)

b =v-o
onde a métrica é definida a menos de uma transformacao conforme, sendo ¢ > 0 uma
fungao positiva, e o campo de Weyl wy, = 0yt é definido a menos de uma transformagao
de gauge (calibre), de modo semelhante ao que ocorre com potencial eletromagnético
na eletrodindmica classica. Em uma transformacao de Weyl as coordenadas permane-
cem invariantes, isto é, z# = z*. Embora seja definida para quantidades geométricas,
a transformacao de Weyl tem muitas semelhangas com as transformagoes de gauge do
eletromagnetismo. Maiores detalhes sobre variedades de Weyl podem ser encontrados no
apéndice (A) , onde definimos as notagoes e convengoes utilizadas nesta dissertagao.

A teoria da Relatividade Geral tem muitos aspectos que precisam ser compreendi-
dos, além das questoes recentes envolvendo as galédxias e a expansao acelerada do uni-
verso. Uma questao importante diz respeito a natureza da estrutura do espago-tempo,
pois desconhecemos uma teoria geométrica da gravitagao formulada em um espago-tempo
nao-riemanniano que seja compativel com os dados experimentais e seja equivalente ou
generalize a teoria da Relatividade Geral.

A formulacao axiomética do espago-tempo desenvolvida por Ehlers, Pirani e Schild,
tendo como conceitos primitivos o movimento de particulas de teste e de raios de luz,
resultou em um espago-tempo dado por uma variedade de Weyl. A compatibilidade com
a experiéncia requer a solugao do problema relacionado com o “segundo efeito do relégio”
(second clock effect) e impoe que o espago-tempo seja uma variedade de Weyl integravel,

isto ¢, a 1-forma de Weyl seja integravel w = dip. E importante observar que nio existe
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nenhum outro conjunto de axiomas que utilize os mesmos conceitos primitivos e que seja
capaz de obter a estrutura pseudo-Riemanniana do espaco-tempo da Relatividade Geral
2.

A formulacao de uma teoria geométrica da gravitacdo em um espacgo-tempo nao-
riemanniano é um problema complexo que envolve pelo menos quatro partes fundamentais.
Em primeiro lugar, existe a questao da formulacao das equagoes do campo gravitacional,
tanto para o vazio quanto envolvendo o acoplamento com a matéria na condi¢ao de fonte
do campo gravitacional. Essas equagoes devem generalizar as equagoes de Einstein além
do dominio de validade experimental das mesmas. A questdao das ondas gravitacionais
também se insere nesse contexto. Em segundo lugar, vem o problema do movimento
da matéria, agora envolvendo o acoplamento da matéria com o campo gravitacional na
condi¢ao de alvo da acao do campo gravitacional. O caso particular do movimento de
particulas de teste e de raios de luz é fundamental, pois essas estruturas elementares
sao usadas para detectar e investigar as propriedades do campo gravitacional dado pelo
espago-tempo curvo. A situacao da luz é mais complexa porque envolve a estrutura causal
local do espago-tempo. Os postulados da geodésica e do reldgio, com a defini¢ao do tempo
proprio, adotados na Relatividade Geral precisam ser generalizados. Por fim, em quarto
lugar, existe o problema geral do acoplamento da gravitagao com a matéria nas suas mais
variadas manifestacoes e escalas. Em particular, nos dominios da gravitacao quantica e
da cosmologia.

Neste capitulo, formulamos uma teoria geométrica da gravitagao, tendo como espago-
tempo uma variedade de Weyl integravel, a partir de duas condi¢oes: a invaridncia sob
transformacoes de Weyl e a equivaléncia com a teoria da Relatividade Geral. Entretanto,
apenas as questoes envolvendo as equacoes do campo gravitacional para o vazio e o mo-
vimento de particulas de teste e de raios de luz sao abordadas. Os demais problemas
envolvidos na formulacao de uma teoria geométrica da gravitagao nao sao investigados. O
capitulo esta organizado da seguinte forma. Na primeira se¢ao abordamos o problema da
formulagao das equagoes do campo gravitacional em um espago-tempo de Weyl integravel.
As equacoes de campo sao obtidas a partir de um principio variacional, onde a acao e

as equacoes de campo sao invariantes por transformacoes de Weyl.Na segunda segao,
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abordamos problema da obtencao das equacoes do movimento de particulas de testes e
de raios de luz em um espago-tempo de Weyl integravel. Os postulados da geodésica
e do relogio, com a definicao de tempo proprio, adotados na Relatividade Geral, sao
generalizados de uma maneira invariante por transformagoes de Weyl. Na terceira segao,
introduzimos o conceito de representagao (ou gauge ou frame) de Weyl para o campo
gravitacional, a partir da invariancia da teoria sob transformacgoes de Weyl. Mostrando
que um dado campo gravitacional tem uma classe de equivaléncia de representacoes, da-
das pelos espacos-tempos de Weyl integraveis relacionadas entre si por transformagoes de
Weyl. Comparando as transformagoes de Weyl com as transformagoes de gauge (calibre)
da eletrodinamica cléassica e podemos dizer que as diversas representagoes correspondem
a diferentes escolhas de gauge ou frame para o campo gravitacional, que denominamos de
gauges ou frames de Weyl. Utilizamos a invariancia sob transformacoes de Weyl para mos-
trar que existe uma tnica representagao do campo gravitacional, denominada de gauge ou
frame de Einstein, onde todas as equacoes da teoria da gravitacao em um espago-tempo
de Weyl integravel coincidem com as equagoes correspondentes da Relatividade Geral,
demonstrando assim a equivaléncia da teoria proposta com a Relatividade Geral. Na
quarta secao, obtemos o limite newtoniano em um frame de Weyl e mostramos que o po-
tencial newtoniano esté relacionado tanto com a métrica quanto com o campo escalar de
Weyl. Na quinta secao, abordamos a noc¢ao de simetrias do espago-tempo, generalizando
os conceitos de isometrias e de vetores de Killing para o contexto dos espagos-tempos de

Weyl integraveis. A questao das constantes de movimento também é considerada.

4.1. Equagoes do Campo Gravitacional

Nesta se¢ao abordamos o problema da formulagao das equagoes do campo gravitacional
em um espaco-tempo de Weyl integravel. As equacoes do campo gravitacional para o vazio
em um espaco-tempo de Weyl integravel sao obtidas a partir de um principio variacional
e sao uma generalizacao das equacgoes de Einstein da Relatividade Geral. Tanto a agao
quanto as equacgoes de campo sao invariantes sob transformagoes de Weyl e tém um

significado geométrico. A invariancia sob transformagoes de Weyl corresponde a uma
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invariancia de gauge que explica o fato das equacoes de campo para o escalar de Weyl
nao serem independentes das equagoes de campo para a métrica.

A escolha da acao para o campo gravitacional em um espaco-tempo de Weyl integravel
foi feita levando em consideracao duas condicoes: a equivaléncia com a Relatividade Geral
e a invariancia sob transformagoes de Weyl. A primeira condi¢ao pode ser atendida utili-
zando uma acao linear no escalar de curvatura R9%) do espaco-tempo de Weyl integravel,
onde (g,v) denota a dependéncia tanto da métrica ¢ = (g,,) quanto do campo escalar
de Weyly. A segunda condi¢ao requer um fator compensador para as transformacoes
tanto do escalar de curvatura R¥¥) quando do elemento de volume dV = /—gd*z do
espago-tempo de Weyl integrével sob transformagoes de Weyl, dado pela exponencial
do campo escalar de Weyl. Tendo em vista essas consideragoes, a acao para o campo

gravitacional escolhida foi a seguinte

Sgrav :/\/—ged’R(g’wd%, (4.1.1)

essa agao é invariante por transformacao de Weyl eq.(4.0.4). Os detalhes dos célculos

envolvendo os resultados apresentados nesta secao podem ser encontrados no apéndice
(B).

Deste modo, o campo gravitacional nao serd determinado somente pela métrica g,,,
mas o campo escalar de Weyl ¢/ também desempenhara um papel fundamental na descri-
¢ao do campo gravitacional, consequentemente as equagoes oriundas da acao devem ter
a presenca tanto da métrica g,,, quanto do campo escalar Weyl 1. E ainda das equagoes

eq.(4.1.1) e eq.(A.2.8) obtemos que a agao fica decomposta em

Sgran = / Vg (RO — 3060y — 5,004, (4.1.2)

que, a menos de uma divergéncia total, fica reduzida a

Sgrav = / Y _gew (R(g,O) + gg“”@uwayw) d4ZC, (413)

onde a primeira parcela é dada pelo escalar de curvatura R@? calculado com os simbolos

de Christoffel e a segunda parcela é apenas a parte cinética do campo escalar ). Observa-
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mos que agao dada pela eq..(4.1.3) é bem conhecida na literatura |27, 32, 33, 34, 35|, porém
no contexto da teoria da Relatividade Geral onde o espago-tempo é pseudo-Riemanniano
e o campo escalar 1) nao esta associado a estrutura geométrica do espago-tempo.

No contexto da Relatividade Geral a agao dada pela eq..(4.1.3) é interpretada como
resultante do acoplamento nao minimo de um campo escalar ¢ nao geométrico com o
escalar de curvatura R@9de maneira invariante por transformacoes conformes da mé-
trica e transformagoes correspondentes do campo escalar. No nosso caso, o campo escalar
de Weyl ¢ tem um significado geométrico, pois juntamente com a métrica g, , deter-
mina univocamente a conexao de Weyl T ’w)a#,, de um espago-tempo de Weyl integravel
que, por sua vez, determina as propriedades das curvas auto-paralelas e da curvatura
do espago-tempo de Weyl integravel. Portanto, embora a acao presente nas referéncias
[27, 32, 33, 34, 35] seja formalmente idéntica a agdo dada pela egs.(4.1.3), possuindo a
mesma forma matemaética, podemos afirmar que seus significados fisicos e geométricos sao
bastante diferentes.

Como veremos a seguir, no espago-tempo de Weyl integravel nao s6 a agao dada
pela egs.(4.1.3) tem um significado geométrico como também as equagdes de campo
obtidas a partir da mesma, ao contréario do que ocorre no contexto do espago-tempo
pseudo-Riemanniano da Relatividade Geral.

As equagoes do campo gravitacional no espaco-tempo de Weyl integravel sao obtidas
a partir da a¢do dada pela eqs.(4.1.3) através da variagao tanto do campo escalar de Weyl
Y quanto da métrica g,,. A equagao do campo gravitacional correspondente ao campo

escalar de Weyl ) é dada por

RO~ 2(0,00% +2009) = (4.1.4)

onde 060 = Py P07 ¢ 6 @’ Alambertiano e VE” ¢ a derivada covariante calculados
apenas com o simbolo de Christoffel. Os detalhes dos célculos estdo no apéndice (B).
Podemos observar que, de acordo com a eq..(A.2.8), a equacao do campo gravitacional
correspondente ao campo escalar de Weyl ¥ no espago-tempo de Weyl integréavel significa
simplesmente que o escalar de curvatura R9%) do espaco-tempo de Weyl integravel deve

ser identicamente nulo, isto é,
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R(ng) — R(g’o) —

N W

(8,p0"y + 2090y = 0. (4.1.5)

Embora as equagoes egs.(4.1.5) também tenha sido obtida nas referéncias [27, 32,

, 34, 35], apenas na variedade de Weyl integravel elas podem ser identificadas com
um elemento da geometria do espaco-tempo, a saber, o escalar de curvatura R@?¥) do
espaco-tempo de Weyl integravel .

As equagoes do campo gravitacional no espago-tempo de Weyl integravel para a mé-

trica g,, sao dadas por

1 1
GO0, = (VPO — 0, 00) + 2 (0,000 + 59 0atp0°) =0, (4.1.6)

nv

onde G, = R¥Y,,— 19,, R & o tensor de Einstein calculado apenas com os simbolos
de Christoffel. Novamente, podemos observar que as equagcoes acima também foram obti-
das nas referéncias [27, 32, 33, 34, 35] . Entretanto, apenas na variedade de Weyl integravel
elas podem ser identificadas como um elemento da geometria do espago-tempo. Podemos
mostrar que as equagoes do campo gravitacional para a métrica em um espago-tempo de
Weyl integravel significam simplesmente que o tensor de Einstein da variedade de Weyl

integravel deve ser identicamente nulo, isto é,

1 1
Gov), = GO0, = (VPOVIOY — g, D00) + 2 (00,0 + 59 0atp0™p) = 0. (41.7)

A partir desses resultados, podemos observar que a equagoes de campo eq..(4.1.5) para
o escalar de Weyl nao é independente das equagoes de campo eqs.(4.1.7) para a métrica,
pois o escalar de curvatura R@¥) ¢ obtido a partir do traco do tensor de Einstein GY ’waw.
O fato das equagoes de campo para o campo escalar nao serem independentes das equagoes
de campo para a métrica é conhecido na literatura [27, 32, 33, 34, 35], embora nenhum
significado geométrico seja dada para o mesmo.

Uma propriedade importante das equagoes do campo gravitacional (g,,,) no espaco-

tempo de Weyl integravel, consiste na invariancia das equagoes (4.1.5) e (4.1.7) sob as
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transformagoes de Weyl dadas pelas eqs.(4.0.4) . Embora o campo escalar de Weyl
corresponda a 1 (um) grau de liberdade a mais do campo gravitacional, além dos graus de
liberdade da métrica g, existe uma liberdade de gauge devido a invariancia das equagoes
de campo sob as transformagoes de Weyl (4.0.4) que também envolvem 1 (um) grau de
liberdade através da funcao o. Portanto, os graus de liberdade do campo gravitacional
sao determinados pelo conjunto (g,.,v), a menos do grau de liberdade presente nas trans-
formagoes de Weyl. Isto significa que 1 (um) grau de liberdade do conjunto (g, 1) pode
ser eliminado ou da métrica g,, ou do campo escalar de Weyl 9. A dinamica do campo
gravitacional envolve ambos os campos g, e ¢ através das equagoes de campo dadas em
termo do tensor de Einstein G}, = 0.

Finalmente, obtemos no espacgo-tempo de Weyl integréavel uma completa analogia com
as equagoes de Einstein para o vazio, pois substituindo a eq..(B.2.6) nas eqs.(B.2.17), obte-
mos que as equagoes para o campo gravitacional na auséncia de matéria no espago-tempo

de Weyl integravel sao dadas por

R(gﬂﬁzw — R(g,O)W _ <Vl(/g,0)vgg,0)¢ _ %gﬂym(g,o)d}) _ % (9 Dath®™ — 8,1pD,1b) = 0.
(4.1.8)

Assim, obtivemos um conjunto de equacoes do campo gravitacional em um espaco-
tempo de Weyl integravel que correspondem a uma generalizacao das equacoes de Einstein,
onde o campo gravitacional ¢ dado simultaneamente pelo tensor métrico g, e pelo campo
escalar de Weyl ¥ que nos informam como o espago-tempo deve se encurvar diante da
presencga da matéria.

No contexto da teoria da gravitacao em um espaco-tempo de Weyl integravel a ge-
ometrizacao da gravitacao ocorre com a identificacdo do campo gravitacional com um
espaco-tempo de Weyl integravel curvo. Portanto, a condi¢cao que identifica um campo
gravitacional nulo é a mesma condi¢ao que determina integrabilidade do transporte pa-
ralelo através da conexao de Weyl, isto é, o tensor de curvatura do espago-tempo de
Weyl ser identicamente nulo R(g’¢Lﬁ“V = 0 . E importante observar que, a menos de
transformacoes conforme, o campo gravitacional nulo é dado por um espago-tempo com

métrica de Minkowski e campo escalar de Weyl nulo.
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Finalmente, resta considerar a equivaléncia com a Relatividade Geral. Como as equa-
¢oes do campo gravitacional em um espago tempo de Weyl integravel, dadas pelas eqs.
(4.1.7), sao invariantes sob transformagoes de Weyl, para cada solugao das mesmas existe
um conjunto de solugoes equivalentes obtidas da solucao através de transformagoes de
Weyl. Cada classe de equivaléncia de solugoes obtidas dessa maneira constitui o conjunto
de representacoes de um dado campo gravitacional. Embora as propriedades da métrica e
as propriedades do campo escalar de Weyl sejam diferentes em diferentes representacoes,
o campo gravitacional é invariante e tem as mesmas propriedades em todas as represen-
tacoes.

Em uma representacao do campo gravitacional onde o escalar de Weyl é constante
ou nulo, nao s6 o espaco-tempo de Weyl integravel coincide com o espaco-tempo pseudo-
Riemanniano da Relatividade Geral, como também a agao para o campo gravitacional
e as equagoes (4.1.7) de campo em um espago-tempo de Weyl coincidem com a agao de
Einstein-Hilbert as equagoes de Einstein, respectivamente. O movimento de particulas de
teste e de raios de luz também se reduzem aos resultados da Relatividade Geral, como
veremos a seguir.

Assim, podemos concluir que a gravitagao na variedade de Weyl integréavel introduz
um outro elemento da geometria, além do tensor métrico g,,, que precisamos considerar
para descrever completamente a gravitagao: o campo escalar de Weyl 1.

E curioso mencionar que a acdo para o campo gravitacional da teoria de Brans-Dicke,

é igual a acdo eq..(4.1.3) quando o parametro de Brans-Dicke w = —3/2.

4.2. Movimento de Particulas de Teste e de Raios de Luz

Nesta secao abordamos o problema da obtencao das equagoes do movimento de par-
ticulas de testes e de raios de luz em um espago-tempo de Weyl integrével. Os postulado
da geodésica e do relogio, com a definicao de tempo proprio, adotados na Relatividade
Geral, sao generalizados de uma maneira invariante por transformacoes de Weyl para o
contexto dos espacos-tempos de Weyl integraveis. Os célculos realizados para a obtengao
dos resultados apresentados nesta segdo podem ser encontrados no apéndice (C).

Em uma teoria geométrica da gravitacao o movimento de particulas de teste massivas
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e de raios de luz, sob acao apenas do campo gravitacional, é determinado exclusivamente
pela estrutura geométrica do espago-tempo. Como em um espago-tempo de Weyl apenas
as curvas geodésicas métricas e as curvas auto-paralelas sao determinadas pelas propri-
edades geométricas do espago-tempo, as particulas de teste e os raios de luz devem se
movimentar ao longo de um desses dois tipos de curvas. Por um lado, as geodésicas
métricas, cujas equacoes sao dadas por

2 v 2 o v
d*x dx” dzt  d°x L+ Te0e dz” dz* _0

ds? +{"“} ds ds  ds? vhds ds

onde ds* = g,,dz'dz” é o elemento de arco, isto é, o intervalo espago-tempo, sao de-
terminadas completamente pela métrica através dos simbolos de Christoffel e o campo
escalar de Weyl nao interfere nas mesmas. Por outro lado, as curvas auto-paralelas, cujas

equacoes sao

d?x® dx dx*
e == =7
ot N AN

0,

onde A é um parametro afim, sao determinadas pela conexao de Weyl I‘(g’w)aw, que

depende tanto da métrica quanto do campo de Weyl.

Uma diferenca importante entre as geodésicas métricas e as curvas auto-paralelas (ge-
odésicas de Weyl) em uma variedade de Weyl consiste no fato que de apenas as geodésicas
de Weyl serem invariantes sob transformagoes de Weyl. As geodésicas métricas nao sao
invariantes sob transformacoes de Weyl. No contexto da Relatividade Geral, isto é, nos
espagos-tempos pseudo-Riemannianos, as equacoes das geodésicas métricas coincidem com
as equagoes das curvas auto-paralelas parametrizadas com um parametro afim.

Considerando que as equagoes do movimento devem incluir todos os elementos da
geometria que definem o campo gravitacional em um espago-tempo de Weyl integravel,
isto é, a métrica e o campo escalar de Weyl, devemos adotar a hipotese de que as particulas
de teste massivas e os raios de luz se movem em curvas auto-paralelas, que denominamos de
geodésicas de Weyl. Dessa forma, generalizamos o postulado da geodésica da Relatividade
Geral.

Agora vamos descrever o movimento das particulas testes massivas em uma variedade

de Weyl integravel, onde além do tensor métrico g,3 temos um campo escalar ¢ que juntos
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vao descrever a estrutura local do espacgo-tempo em questao, assim os dois terao um papel
fundamental na formulacao da teoria da gravitacao em uma variedade de Weyl integravel.

Na teoria da Relatividade Geral o movimento de particulas de teste massivas ocorre ao
longo de geodésicas métricas tipo-tempo, onde o tempo préprio medido no referencial de
repouso da particula coincide com o comprimento de arco da geodésica. Intuitivamente,
podemos considerar que a medida que a particula percorre sua linha de universo o rel6gio
no referencial de repouso da particula vai medindo o tempo proéprio e isto nos permite
supor que ambos sejam proporcionais. A partir dessa hipotese, podemos concluir que a
linha de universo da particula pode ser determinada como aquela em que o tempo proprio
¢ um extremo e assim obter as equag¢oes do movimento como curvas geodésicas tipo-tempo
a partir de um principio variacional. Essa suposi¢cao é conhecida como o postulado do
relogio e define o conceito de tempo proprio na Relatividade Geral.

A generalizacao do postulado do relégio para o contexto do espago-tempo de Weyl in-
tegravel requer uma quantidade, determinada ao longo da linha de universo da particula,
que tenha as seguintes propriedades: (1) seja um escalar, (2) seja invariante sob trans-
formagoes de Weyl , (3) seja um extremo para as geodésicas de Weyl e (4) coincida com
o tempo proprio da Relatividade Geral quando o campo escalar de Weyl seja constante
ou nulo. Podemos definir no espago-tempo de Weyl integravel uma quantidade com essas
propriedades, conforme os calculos realizados no apéndice (C), que adotaremos como o
tempo proprio de uma particula de teste massiva que se move em uma geodésica de Weyl
tipo-tempo, generalizando assim o postulado do relogio.

O tempo proprio 7 medido por uma particula viajando em uma linha de universo em

um espago-tempo de Weyl integravel é definido por nés da seguinte forma

a B
T—/dT—/ \/ee gaﬂcilx)\ d —d\, (4.2.1)

onde &% = dx®/d\ é o vetor tangente a geodésica de Weyl z*(\) parametrizada com um

parametro A\, onde € = Flpara a assinatura da métrica £2. O movimento das particulas
de teste massivas ¢ determinado pela condi¢cao de que o tempo proprio é um extremo.

Considerando que a agdo para o movimento da particula é dada pela eq..(4.2.1), obtemos
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que as equagoes do movimento sao as equagoes de uma geodésica de Weyl tipo-tempo

dadas por (vé apéndice C)

2, . v
d x + I‘(QW)O‘ didx#

A2 ey an

Entretanto, o campo escalar de Weyl ¢y compensa a variacao por transporte paralelo

da norma do vetor tangente ©* = dz®/d\ de uma geodésica de Weyl parametrizada
com um parametro afim A, de modo que a quantidade eewga[g%% é uma constante do

movimento (vé apéndice C). Portanto, podemos parametrizar a geodésica de Weyl com o

tempo proéprio, fazendo

dr\* _ , davda?
ax) TN TN T

e obtendo que as equagoes do movimento de uma particula de teste massiva no espago-tempo

de Weyl integravel sao dadas por

2 . v
d x + F(Qﬂﬁ)a di@
dr? YWdr dr

Finalmente, abordamos a questao da equivaléncia dos resultados obtidos para o mo-
vimento de particulas de teste massivas em um espaco-tempo de Weyl integravel com
os resultados correspondentes no contexto da Relatividade Geral. Em primeiro lugar,
observamos que, tanto as equacgoes da geodésica de Weyl quanto o tempo proprio definido
acima sao invariante por transformacoes de Weyl. Em segundo lugar, quando o campo
escalar de Weyl for constante ou nulo, obtemos que nao sé as geodésicas de Weyl coincidem
com as geodésicas métricas, mas também o tempo proprio definido no espago-tempo de
Weyl coincide com o tempo préprio definido na Relatividade Geral.

E importante observar que as geodésica métricas tipo-tempo e as geodésicas de Weyl
tipo-tempo sao curvas distintas com propriedades diferentes, pois nao existe reparametri-
zagao que possa transformar as equagoes da geodésica de Weyl tipo-tempo nas equagoes
das geodésicas métricas tipo-tempo. Portanto, o movimento de particulas de teste em
geodésicas de Weyl tipo-tempo tem propriedades diferentes do movimento de particulas

em geodésicas métricas tipo-tempo. Isto significa que, as propriedades dos movimentos
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das particulas de teste calculadas a partir das geodésicas métricas sao diferentes das pro-
priedades calculadas a partir das geodésicas de Weyl, pois os efeitos do campo escalar de
Weyl estao presentes apenas nas tltimas. Portanto, ou as geodésicas métricas tipo-tempo
ou as geodésicas de Weyl tipo-tempo devem coincidir com os resultados experimentais
sobre o movimento de particulas de teste. Como veremos a seguir, 0 mesmo Nao ocorre
com relagao ao movimento dos raios de luz em geodésicas tipo-nulo.

Com a mesma importancia com que abordamos os movimentos de particulas de teste
massivas em um espaco-tempo de Weyl integravel, utilizados para detectar e determinar
propriedades importantes do espago-tempo, estudaremos os movimentos dos raios de luz
em um espago-tempo de Weyl integravel, que também permitem determinar diversas
propriedades importantes do espago-tempo, em particular, a estrutura causal local através
dos cones de luz.

E analogia com os resultados para movimento das particulas de teste massivas, ado-
tamos a hipotese de que o movimento dos raios de luz em um espaco-tempo de Weyl
integravel ocorre em geodésicas de Weyl tipo-nulo, isto é, em curvas z#(\) cujo vetor

7
tangente v = ddi/\ tem norma nula

oy dzt dx” 0
yUU = GQuv—v o —
I I gx
e que sao determinadas pelas equacoes
2,.a v
d”x + F(gﬂp)a di@ —
dN? RAN dA ’

em funcao de um parametro afim \.
Entretanto, como esta demonstrado no apéndice C, as equagoes das geodésicas de
Weyl tipo-nulo diferem das equacoes das geodésicas métricas tipo-nulo por uma repara-

metrizagao do parametro afim, isto é, temos a igualdade

d*z® L+ Tova de¥ dat dPa®
d\? YEAN d\  do?

o da”

F(gvo)a =
+ W do do ’

onde os parametros\ e o estao relacionados pela equagao
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o (do\? d
—+ (=) —==0,
a2 \d\) do

que nos permite representar a reparametrizagdo o = o(\) por

A
<ﬂA)::/eM“XDdX. (4.2.2)
0

Este ¢ o postulado da geodésica para o movimento de raios de luz em um espago-tempo
de Weyl integravel. A partir desse resultado, podemos analisar a estrutura causal deter-
minada pelo cone de luz em uma variedade de Weyl integravel. Assim, devemos analisar
se a nocao local de causa e feito é preservada quando realizamos uma transformacao de
Weyl.

Em geral as geodésicas de Weyl dependam da métrica g, e do campo escalar de Weyl
Y, através da conexao de Weyl S ’w)aw. Entretanto, no caso das geodésicas de Weyl
tipo-nulo, a condi¢ao do vetor v* tangente & geodésica ter norma nula ( isto é, g, v'v” =
0 ), permite que a dependéncia com relacao ao campo escalar de Weyl seja removida
através de uma reparametrizagao. Isto significa que as geodésicas métricas tipo-nulo
coincidem com as geodésicas de Weyl tipo-nulo, a menos de uma reparametrizagao, e que
o movimento dos raios de luz é determinado exclusivamente pelas propriedades da métrica
do espaco-tempo de Weyl integravel.

Como as geodésicas métricas tipo-nulo e as geodésicas de Weyl tipo-nulo coincidem,
existe apenas um unico cone de luz no espago-tempo de Weyl integravel e a estrutura cau-
sal local do espaco-tempo ¢é determinada de maneira tinica pela métrica do espago-tempo.
Além disso, as geodésicas de Weyl sao invariantes por transformagoes de Weyl e as ge-
odésicas métricas tipo-luz também sdo invariantes (a menos de uma reparametrizagao).
Por fim, embora a norma de um vetor nao seja preservada tanto por transporte paralelo
quanto por transformagoes de Weyl, a condicao de um vetor ser tipo-tempo, tipo-nulo
e tipo-espaco é preservada tanto pelo transporte paralelo quanto pela transformagoes de
Weyl. Portanto, a estrutura causal local do espago-tempo é preservada pelas transforma-
¢oes de Weyl e pelo transporte paralelo, sendo determinada apenas pelas propriedades

métricas sem participacao do campo escalar de Weyl.
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Assim, concluimos que a estrutura causal local determinada pelo cone de luz em uma
variedade de Weyl integravel é preservada, coincidindo com a estrutura causal local da
Relatividade Geral quando o escalar de Weyl for constante ou nulo. Lembramos que,
embora o escalar de Weyl nao interfira nas geodésicas tipo-nulo, ele interfere nas geodésicas

de Weyl tipo-tempo.

4.3. Transformacoes de Weyl e Representacoes do Campo

Gravitacional

Nesta secao discutimos alguns aspectos relacionados com o significado de uma das
condigoes impostas para a formulagao da teoria da gravitagao no espago-tempo de Weyl
integravel apresentada neste capitulo: a invariancia da teoria sob transformagoes de
Weyl. Mostramos que o campo gravitacional tem diversas representagoes, dadas por
espacos-tempos de Weyl relacionados entre si por transformacoes de Weyl, que denomi-
namos de gauges ou frames de Weyl. Embora duas representacoes tenham tanto métricas
quanto campos escalares de Weyl com propriedades diferentes, os resultados fisicos ob-
tidos a partir das mesmas sao idénticos, pois as propriedades do campo gravitacional
sao invariantes sob transformacoes de Weyl. Nesse novo contexto, as propriedades do
campo gravitacional sao determinadas a partir das propriedades tanto da métrica quanto
do campo escalar de Weyl. Como veremos a seguir, existem muitas semelhangas entre as
transformagoes de gauge na eletrodinamica classica e as transformacoes de Weyl em uma
teoria da gravitagao invariante sob transformacoes de Weyl.

A invaridncia da teoria da gravitagao por transformagoes de Weyl introduz na des-
cricao da interagao gravitacional uma propriedade semelhante & invariancia da interagao
eletromagnética por transformacoes de gauge do potencial eletromagnético. As equagoes
de Maxwell para o campo eletromagnético e as equagoes do movimento de particulas dadas
pelas equacoes da forga de Lorentz sao invariantes por transformacoes de gauge, pois sao
expressas em termos do campo eletromagnético F,, = 9,4, — 9, A, que é invariante por
transformagoes de gauge do potencial eletromagnético A,,, dadas porA,, — A,+0J,f, onde
f é uma funcao arbitraria. Na teoria da gravitacao no espaco-tempo de Weyl integravel

existe um resultado semelhante, pois tanto as equagoes do campo gravitacional, dadas
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por (4.1.5) e (B.2.17), quanto as equagdes do movimento de particulas de teste e de raios
de luz, dadas pelas geodésicas de Weyl (C.1.4), sdo invariantes pelas transformacgoes de
Weyl dadas por (4.0.4). Portanto, da mesma forma que as equagoes da eletrodinamica
classica sao invariantes por transformacoes de gauge, as equagoes da teoria da gravitacao
no espaco-tempo de Weyl sao invariantes por transformagoes de Weyl.

Por causa da invariancia sob transformagoes de Weyl, o campo gravitacional na teoria
da gravitacao no espago-tempo de Weyl integravel tem diversas representagoes, dadas
por espacos-tempos de Weyl relacionados entre si por transformacoes de Weyl. Dentre
todas as representagoes existe uma tnica onde o campo escalar de Weyl é constante ou
identicamente nulo, que chamamos de gauge ou frame de Einstein, pois é a representagao
em que a teoria coincide com a Relatividade Geral. As demais representagoes, onde o
campo escalar de Weyl nao é constante nem nulo, sao chamadas de frames ou gauges de
Weyl.

Embora duas representagoes tenham tanto métricas quanto campos escalares de Weyl
com propriedades diferentes, os resultados fisicos obtidos a partir das mesmas sao idén-
ticos, pois as propriedades do campo gravitacional sao invariantes sob transformagoes de
Weyl. Nesse novo contexto, as propriedades do campo gravitacional sao determinadas a
partir das propriedades tanto da métrica quanto do campo escalar de Weyl. Como di-
versas escolhas de gauge sao utilizadas na eletrodindmica para o estudo das propriedades
do campo eletromagnético, a teoria da gravitagao no espago-tempo de Weyl integravel
possibilita que diversas representacoes equivalentes sejam usadas para o estudo das pro-
priedades do campo gravitacional. Dependendo da representagao escolhida uma dada
propriedade do campo gravitacional pode ser determinada apenas pela métrica, apenas
pelo campo escalar de Weyl ou por ambos. Portanto, algumas representacoes podem ser
mais adequadas do que outras para a determinacao de uma dada propriedade do campo
gravitacional.

Os campos gravitacionais dados pelos espagos-tempos de Weyl integrével curvos podem
ser classificados a partir das suas representagoes no gauge ou frame de Einstein, onde o
campo escalar de Weyl é nulo é a teoria coincide com a Relatividade Geral. Para cada

solugao das equagoes de Einstein, no gauge de Einstein, existe uma classe de equivaléncia
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de solucoes das equagoes de campo da teoria da gravitacao no espaco-tempo de Weyl,
relacionadas da mesma através de transformacoes de Weyl, onde cada uma corresponde
a um gauge ou frame de Weyl. Em particular, a classe de equivaléncia que corresponde
ao campo gravitacional nulo, dado no frame de Einstein é dado pelo espago-tempo de
Minkowski, é formada por espacos-tempos de Weyl com métricas conformalmente planas
G = €91, e campos escalares de Weyl ¢ , onde as funcoes ¢ e v sao solugoes das

equagoes da gravitagao para o vazio RY ’@w =0.

4.4. O Limite Newtoniano

Nesta secao, mostraremos que a teria da gravitacao em um espago-tempo de Weyl
integravel tem o limite newtoniano, o qual pode ser obtido a partir de uma representacao
do campo gravitacional dada em um frame de Weyl qualquer. Mostraremos como o
potencial escalar newtoniano esté relacionado com a métrica e com o campo escalar de
Weyl. O limite newtoniano é um requisito muito importante para qualquer teoria da
gravitagao. Ele existe quando, no regime dos campos gravitacionais fracos e das veloci-
dades nao relativistas ( muito menores do que a velocidade da luz no vacuo), as equagoes
do movimento de Newton puderem ser obtidas a partir das equacoes de movimento das
particulas de teste da teoria e a equac¢ao de campo da gravitagdo newtoniana ( a equagao
de Poisson) puder ser obtida a partir das equagoes do campo gravitacional da teoria.

Considerando que a geometria espacial na mecanica Newtoniana é euclidiana, um
campo gravitacional fraco deve representar uma pequena perturbagao no espago-tempo
de Minkowski. Como na teoria da gravitacao em um espago-tempo de Weyl integravel é
determinado tanto pela métrica g,, quanto pelo campo escalar de Weyl v, temos duas

condicoes a considerar. Em primeiro lugar, consideramos que a métrica é dada por

Juv = N + eh/,ul/7 (441)

onde n,, ¢ a métrica de Minkowski , € é um parametro pequeno (¢ < €) e a parcela

eh,, representa uma pequena perturbagao independente do tempo devido a presenca de
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alguma configuracao de matéria. Em segundo lugar, consideramos que o campo escalar

de Weyl é dado por

Y =ty + €p, (4.4.2)

onde 1y € uma constante arbitraria, que sera escolhida como zero, e ep representa uma
pequena perturbagao independente do tempo também associada a configuracao de maté-
ria. Finalmente, no regime de baixas velocidades temos a condi¢cao de que a velocidade
U= (dd—”f) da particula ao longo da geodésica de Weyl deve ser muito menor do que a velo-
cidade da luz no véacuo ¢, de modo que o parametro 3 = Z também deve ser considerado
pequeno.

Utilizando as coordenadas cartesianas de um referencial de Lorentz da relatividade

especial (nesta se¢ao utilizamos a assinatura -2 para a métrica ), podemos escrever o

elemento de linha de acordo com

ds® = g datda” = n,,dz"da" +eh,,drtdz” = +(da®)*—(dx')?—(dz?)*—(dz®)*+eh,, da"dr”,
(4.4.3)
que nos permite aproximar a relagdo entre o tempo proprio e a coordenada temporal

2% = ct, em primeira ordem em €, por

1d 1d 1 1
S8 22D s ST e0) /(1 + ehop) =2 (1 + =e)(1 + =ehoo)

1
=211+ —e(h
¢ dt ¢ di 2 > 1+ gelhoo + )]
(4.4.4)
cuja inversa é dada por
dt 1
Reparametrizando as equagoes da geodésica de Weyl tipo-tempo
d*x® dx* dx”
rlowvle 2 =0 4.4.6
dr? wodr dr ( )

48



em termos da coordenada temporal, obtemos que

AN (P e drtdat\ [P (dE\Pdy | de
dr dt2 wede dt ) dr? dr ) dt | dt

A partir da relagao dada pela eq.(4.4.5) e do fato do campo gravitacional ser estético,

2t _ dy _ _dp __ : ~
obtemos os resultados 75 = 0 e 5- = €% = 0 que nos permite expressar as equagoes da

geodésica de Weyl como

2 . v
A% | o drtdr
dt? modt dt

)

Aproximando agora a conexao de Weyl rlov wv €M primeira ordem em €, obtemos

€
F(gﬂli)auy = EnO‘)‘[(hxu,u + h)\y,u - huu,)\) + (”AMSO,V + MwPu — nHVgp)\)]‘ (447)

A partir dos resultados acima, podemos perceber que, a menos que y = v = 0, o

2aplgwle detde” o Qa8 ordem € ou maior. Portanto, as equagoes da geodésica

produto ¢ I T

de Weyl em primeira ordem nos parametros € e S ficam dadas por
d?zH

-@7+8W&=Q (4.4.8)

que, para 4 = 0 sao uma identidade. Para p igual a um indice espacial i, considerado que

a assinatura da métrica é -2, obtemos

€ .. 0

A € 0
Mo = —=n"=—(h = =0"—(h
00 51 8359( 00 + ) 5 axj( 00 + #),
e, usando uma notagao com vetores espaciais,
2
dE?__Lgemmmm+@% (4.4.9)

ez 2
que nada mais sao do que as equagoes de Newton do movimento para uma particula em

um campo gravitacional quando identificamos o potencial gravitacional Newtoniano como
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1
U= 502(6h00 + ep). (4.4.10)

Portanto, o potencial newtoniano ¢ determinado tanto pela métrica g,, = 1., + €h,,
quanto o campo escalar de Weyl ¢ = €p , que contribuem para o potencial newtoniano
através da combinagao €(hoo + ¢) .

Para completar a demonstracao do limite newtoniano falta obter o limite das equacgoes
de campo da gravitagao no espago-tempo de Weyl integravel. As equagoes de campo para

o vazio, dadas pelas eqs.(4.1.8), isto é,

1

1
R(ng‘)mj = R(g,O)‘LW — (VZ(IQ’O)VELQ’O)@Z) - éguyD(g’o)tﬁ) - 5 (g,uugaﬁaal/}aﬁﬂ) - aﬂ¢ay¢) = 0.

Na aproximagao de campos fracos, onde g,,, = 1, + €h,,, em primeira ordem em e,

temos o seguinte resultado

1
R(g’o)oo = —5632%0,

onde ?2 denota o Laplaciano no espaco euclidiano. Por outro lado, tendo em vista que

estamos supondo um campo gravitacional estatico, obtemos que

mQN- guuvl(f],o)vl(lgﬂ) — _6329@’ (4.4.11)

e as equagoes de campo para 4 = v = 0 coincidem com as equagoes de campo da gravitagao

Newtoniana quando o potencial newtoniano for definido pela eq.. (4.4.10) , isto é,

1 1
R(gﬂf%o — R(910)00_|_ QQOOD(g’O)d} — —§€v2h00 — —€v2§0 = ——6v2(h00+@> = —C—2V2U == O

Considerando que tanto as equagoes de campo quanto as geodésicas de Weyl na teoria
da gravitagao em um espaco-tempo de Weyl integravel sao invariantes por transformacoes
de Weyl, podemos concluir que o limite newtoniano obtido através da identificagao do

potencial newtoniano com U = %02€(h00 + ¢) é valido em qualquer representagao do
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campo gravitacional dado em um frame de Weyl arbitrario. Em particular, no frame de

Einstein onde ¥ = 0, os resultados coincidem com os da Relatividade Geral.

4.5. Simetrias dos Espacos-tempos de Weyl Integravel

Nesta secao, abordamos a nocao de simetrias do espaco-tempo de Weyl integravel,
generalizando os resultados da Relatividade Geral relacionados com as isometrias e os
vetores de Killing na Relatividade Geral apresentados na sec¢ao 2.3 . A partir dos campos
vetoriais associados a transformacoes de simetria dos espacos-tempos de Weyl integravel,
denominados de campos de vetores de Killing-Weyl, obtemos as constantes do movimento
dado pelas geodésicas de Weyl. Esses resultados tém duas propriedades importantes, eles
sao invariantes por transformagoes de Weyl e coincidem com os resultados correspondentes
na Relatividade Geral quando o campo escalar de Weyl é nulo.

Como na teoria da gravitagao em um espago-tempo de Weyl integravel, o campo gra-
vitacional é determinado pela métrica g,, e pelo campo escalar de Weyl 1, as simetrias
do campo gravitacional devem estar relacionadas com as transformacoes de ambas quan-
tidades, isto é, do par (g,.,¢’). As condigdes de invaridncia sob transformacoes de Weyl e
equivaléncia com a Relatividade geral quando o campo de Weyl for nulo, impostas para a
formulacao da teoria, também devem ser validas para a determinacao das transformacoes
das simetrias do espaco-tempo de Weyl integravel definidas em termos do par (g,.,¢) .
Assim, tendo em vista essas consideragoes, obtivemos que as simetrias dos espacos-tempos

de Weyl integraveis sao dadas pelas transformacoes

dvp

ﬁkg;w = _(ﬁkw)gw/ = _ﬁguu

= —k"Yaguw, (4.5.1)

onde L é a derivada de Lie calculada com relagao ao campo de vetores

a o
k= g0 = k0,

essas equagoes serao denominadas de equagoes de Killing-Weyl e os campos de vetores k¢

serao denominados de campos de vetores de Killing-Weyl. As equagoes de Killing-Weyl
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sao idénticas as equagoes dos vetores de Killing conformes L9, = ¢g,, onde o fator
conforme é dado pela derivada de Lie do campo escalar de Weyl ¢ = —(L1)).

A equivaléncia com a Relatividade Geral no frame de Einstein, onde o campo escalar de
Weyl é nulo, pode ser verificada substituindo ©=0 nas egs.(4.5.1), resultando nas equagoes
de Killing no espago-tempo pseudo-Riemanniano. A invariancia sob transformagoes de

Weyl esta demonstrada logo a seguir.

Considere uma representagao de Weyl do espago-tempo dada por (§,,,¢) e um vetor

de Killing-Weyl k = % = k“0,, tal que

LiGu = =k Vo, (4.5.2)

e uma outra representacao de Weyl dada por (g,,,1) e relacionada com a primeira através

das transformacoes de Weyl dadas por

p=1-o
: (4.5.3)

g,ul/ = eag;w
aplicando a transformagao de Weyl acima nas egs.(4.5.2), obtemos que o membro esquerdo

se transforma de acordo com

£E§uu = 'Ckeaguu = ('Ckea) 9uv +e° (Ekg;w) =e’ [(kaaaa) 9uv + »Ckg;w] (454)

e que o membro direito se transforma de acordo com

kaizagu,, = k% (Yo — 04) €79 = €° (kYo — k%04) G- (4.5.5)

Finalmente, substituindo as eqs.(4.5.4) e eqs.(4.5.5) nas eqs.(4.5.1), obtemos

€? [(k%000) Guv + Ligun] = €7 (k%Yo — k%040) gy

que, depois de simplificar, ficam dadas por
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Ekg,uu - _kjawag,uy- (456)

Portanto, as equagoes de Killing-Weyl sao invariantes sob transformagoes de Weyl.
Quando passamos de um gauge de Weyl para um outro temos que a equacgao acima
continua tendo a mesma forma.

Existe uma situacao onde os vetores de Killing-Weyl coincidem com os vetores de
Killing e as equagoes de Killing-Weyl coincidem com as equagoes de Killing em um frame
de Weyl. Isto ocorre quando a derivada de Lie do campo escalar de Weyl ¢/ em relagao

ao vetor de Killing-Weyl k = a% = k%0, é identicamente nula, isto é, quando

dip

@ _ 4.5.
=0 (4.5.7)

Ly = k%o =

Vamos agora obter uma expressao equivalente para as equagoes de Killing-Weyl. Subs-

tituindo a derivada de Lie da métrica

'Ck:guu = kaaaguy + g,uaauka + gauauka7

e as derivadas parciais por derivadas covariantes V% na variedade de Weyl integréavel,

)P

pois a conexao de Weyl riev op € simétrica, nas equagoes de Killing-Weyl dadas pelas

eqs.(4.5.1), obtemos que

LiGuw = kavgng)gw + guavz(/g’d})ka + gauv/(iq’wka = —k“YaGpu- (4.5.8)

Em seguida, considerando que a derivada covariante da métrica em uma variedade de

Weyl integravel é dada por

VI g = —taGun, (4.5.9)

e substituindo nas eqs.(4.5.9), obtemos a equagao

Lrguw = =k VoG + 9ua VIV + gau VIR = =k Yagym,
que, depois de simplificada, resulta nas equacoes
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9ua VIV + 9o, VIOV =0, (4.5.10)

que sdo as expressoes equivalentes para as equagoes de Killing-Weyl (4.5.10) , cuja solugao
¢ dada pelos vetores de Killing-Weyl que representam as simetrias dos espagos-tempos de
Weyl integraveis. Ao longo das diregoes dos vetores de Killing-Weyl as propriedades do
campo gravitacional em um espago-tempo de Weyl integravel sao preservado. Assim, a
simetria na variedade de Weyl integravel depende de g, e 1.

A existéncia dos vetores de Killing-Weyl esté relacionada com a existéncia de quanti-
dades conservadas associados ao movimento de particulas de teste e raios de luz ao longo
de geodésicas de Weyl. Considere uma particula de teste ou um raio de luz que se move
em uma curva geodésica z#(\), onde A é um pardmetro afim e u* = dz*/d\ e o vetor
tangente. Vamos agora considerar uma quantidade C, definida pelo produto interno da

quadri-velocidade u” pelo vetor de Killing-Weyl k, de acordo com

C(k) = kl,u”. (4.5.11)

A variacao da quantidade C) ao longo da geodésica de Weyl ¢ dada por

0 Oy = - (ki) =GP (k) = wTED (g h0)

di)\c(’f) =u® [(v&g’d})gw’) K" + gy (V&gw)k“) u’ + g k" (vgg,d))uu)]

d u*u”
—C(k) =u” (fog’w)guy) kFu”+ 5

(9 (VIR + gua (VIVR) | gk (u* V)

d
—Cuy = v (—Yaguw) E'u” + uu” [gu(,,V

€ (g,w)k,u] + gkt (uavg]ﬂﬁ)u”) , (4.5.12)

@)
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mas das equagoes eq.(4.5.10) e eq.(4.5.9) , podemos deixar a equagdo acima da seguinte

forme

d
JC(’“) = u* (—Vaguw) K'u” + gk u® (Vg”wu”) , (4.5.13)

mas como o segundo termo do lado direito corresponde a equacao geodésica, podemos

ainda deixar a equagao acima da seguinte forma

d (0% 14 (0%
ac(k) = _¢au (guukuu ) - _¢au Ck
d i
ac(k) = - (d)\) Ck:» (4514)

finalmente, integrando a equagao eq.(4.5.14) ao longo da geodésica de Weyl, obtemos que

Ciy(\) = c(k)(xo)e—f?o W= Cuy (ro)e™ J0 XA, (4.5.15)

Portanto, a quantidade C;) nao ¢ uma constante do movimento ao longo das geodésicas
de Weyl. Apenas quando os vetores forem transportados paralelamente ao longo de uma
curva fechada a quantidade C(;) serd conservada. Entretanto, existe uma situagao em que
Cry € uma constante do movimento, ela ocorre quando o campo de Weyl v ¢ invariante

ao longo da geodésica de Weyl, isto é, quando

dy

- o« — . 4.5.1
N Yol 0 (4.5.16)

Embora C;) nao seja uma constante do movimento, a sua variagao pode ser compen-
sada através do campo escalar de Weyl de modo que a quantidade W) = ewC(k) é uma
constante do movimento para as geodésicas de Weyl. Multiplicando a eq.(4.5.14) pelo

fator e¥ obtemos que

d dip de?
eV = Cuy = —¢” (5> Cy =~ (ﬁ) Cwys

e reorganizando as parcelas podemos escrever

95



d de? d
e’ —Ca + <ﬁ> Cly = 73 (¢"Cy) =

e concluir que a quantidade

W(k) = €w0(k) = ewgu,,k“u”, (4.5.17)

¢ uma constante de movimento para as geodésicas de Weyl. Podemos obter o mesmo
resultado calculando diretamente a variagao de W ao longo da geodésica de Weyl de

acordo com

—~Ww) = uaV(Q:w) (ed’guyk“w/) = u“ [(végﬂll)ew) gw,k“u” + ewv&gﬂll) (g#yk“u”)]

d

Wi = ¢ [ubaClay + VI Cpp]

d d d

LWy = dfc )+ Cop| = (4.5.18)

portanto, para cada campo de vetores de Killing-Weyl do espago-tempo de Weyl integravel

existe uma quantidade conservada W) = eV g k"u” associada as geodésicas de Weyl.



5. Gravitacao em Espacos-tempos de Weyl e

os Testes do Sistema Solar

Neste capitulo apresentaremos alguns testes experimentais da Gravitacao em um
espago-tempo de Weyl integrével no contexto do Sistema Solar, levando-se em conta as
modificagoes geométricas onde generalizamos a Relatividade Geral. Os resultados dos
testes experimentais sao explicados agora em funcao tanto do tensor métrico quanto do
campo escalar de Weyl, que guardam todas as informagoes que precisamos para explicar
os fenémenos gravitacionais. Como no capitulo 3 os mesmos resultados foram apresenta-
dos no contexto da Relatividade Geral, faremos sempre um paralelo entre as explicagoes
da teoria da gravitacao em um espaco-tempo de Weyl integréavel com as explicacoes da
Relatividade Geral. Na primeira se¢ao apresentamos uma solugao das equacoes do campo
da Teoria da Gravitagao do espago-tempo de Weyl integrével que representa um campo
gravitacional esfericamente simétrico e estatico. Nas secoes seguintes apresentamos alguns
testes da Teoria da Relatividade Geral no Sistema Solar. A saber: o redshift gravitacio-
nal, o efeito Doppler gravitacional da luz, a deflexdao da luz pelo campo gravitacional e a

precessao do periélio de Merctrio

5.1. O Campo Gravitacional Estatico e Esfericamente Simétrico

em um Gauge de Weyl

Nesta secao, apresentamos uma solucao das equacgoes do campo gravitacional no vazio

em um espaco-tempo de Weyl integravel dadas pelas eqs.(B.2.19), isto é,

1 1

R(gywlu = R(gp);u/ - <w;uu - 59#1/5(9’0)7?) - 5 (guuaawaaw - a;ﬂﬂazﬂﬂ) = 0,
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que corresponde a um objeto com distribuicao de massa esfericamente simétrica e esta-
tica. Em um gauge de Weyl, onde o campo gravitacional é determinado pela métrica e
pelo campo escalar de Weyl, o campo gravitacional esfericamente simétrico e estatico é
representado pelo par (g,., ), dado por

ds? = —dt* + 7idr® +

2 (d0 + sen®0dg?)
F(r) 7 (5.1.1)

onde temos que

) = (1 - 277”) (r > 2m). (5.1.2)

Esta solucao é um espacgo-tempo assintoticamente plano, pois a métrica tende para a
métrica de Minkowski e o campo escalar de Weyl tendo para zero. Podemos identificar a
constante m utilizando o limite do campo fraco da teoria da gravitacao no espago-tempo
de Weyl integravel, onde o potencial newtoniano é identificado como sendo dado por U =
%cz(ehoo +ep) , onde a métrica é dada por g, = 1, +€h,, e o campo escalar de Weyl por
¥ = ep. Em uma regiao muito distante da origem, onde esta localizado o corpo com massa
M, tal que r > 2m, obtemos que €hgg = 0 e e = —2m/r. Considerando que o potencial
newtoniano no exterior de um corpo com uma massa M distribuida esfericamente, a uma
distancia r do seu centro é dado por U = —GM/r, onde G é a constante gravitacional de
Newton, obtemos a relagdo —GM /r = —1c*2m/r que resulta em m = GM/c*. Portanto,
podemos identificar o parametro m como a massa do corpo.

A solugao acima representa o campo gravitacional estatico e esfericamente simétrico
na teoria da gravitagao no espago-tempo de Weyl integravel em um frame de Weyl. Lem-
bramos que esta é apenas uma das muitas representacoes ou frames de Weyl para esse
campo gravitacional estatico e esfericamente simétrico, que estao relacionadas entre si
por transformagoes de Weyl. Podemos verificar também que a solugao acima coincide
com a solucao de Schwarzschild no frame de Einstein onde o escalar de Weyl é identi-
camente nulo, isto é, a solugao de Schwarzschild é uma das representagcoes. Portanto,

podemos denominar essa classe de equivaléncia de representacoes do campo gravitacional
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estatico e esfericamente simétrico em um espaco-tempo de Weyl integravel de classe de
Schwarzschild.

A solucao acima sera utilizada para calcular os resultados correspondentes a alguns
testes da Teoria da Relatividade Geral no contexto do Sistema Solar. A saber: o redshift
gravitacional, o efeito Doppler gravitacional da luz , a deflexdo da luz pelo campo gravi-

tacional e a precessao do periélio de Mercurio.

5.2. Dilatacao temporal Gravitacional em um Gauge de Weyl

Consideremos dois observadores, A e B, em um campo gravitacional estético e esferica-
mente simétrico representado pelo espago-tempo de Weyl integravel dado pelas eqs.(5.1.1)
acima. A distancia entre o observador A e o centro da fonte do campo gravitacional é
ra e a distancia do observador B até o centro da fonte do campo é rg, onde r4 < rp.
Considere que esses observadores estao em repouso em relacao ao sistema de coordenadas,

logo para a equagao eq.(5.1.1) devemos ter

dr = df = d¢ = 0,

logo, levando-se em conta que o tempo proprio na variedade de Weyl integravel, ou seja,
o tempo medido na posi¢ao dos observadores que se encontram em pontos diferentes do

mesmo campo gravitacional é dado por

dr? = —e¥(Mds?,

Entéao, a partir da solu¢ao dada pelas egs.(5.1.1), podemos escrever o tempo medido pelos
observadores A e B nas posic¢oes acima, isto é, o tempo préprio medido por cada um deles

é dado, respectivamente, por

dry = \/—ew(“)goo(TA)dt e drp= \/—6¢(TB)900(TB)dt

que, depois de substituirmos os valores de 1 (r) e de goo(r) da representagdo do campo

gravitacional estatico e esfericamente simétrico dada pelas eqs.(5.1.1) , ficam dados por
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dry = Vettradt = \/f(ra)dt e drg=Vetrsdt =/f(rg)dt. (5.2.1)

Como podemos perceber pelas equagoes acima, as informacoes que precisamos para anali-
sar se ha diferenca entre os tempos proprios dos observadores A e B estao relacionadas com
o campo escalar de Weyl ¢)(r) e o componente goo(7), diferente do que foi exposto na segao
3.2 no contexto da Relatividade Geral, onde as informacoes que precisamos para analisar
a diferenca de tempos medidos para observadores que se encontram em pontos diferentes
do mesmo campo gravitacional esta apenas no tensor métrico. A coordenada temporal ¢
que esta nas equagoes eqs.(5.2.1) ndo representa o tempo medido por um observador que
estd em um ponto qualquer do campo gravitacional, mas coincide com o tempo proprio
7 de um observador estd muito distante dos efeitos gravitacionais originado pelo corpo
massivo, ou seja, numa regido assintoticamente plana onde ¥ (r) = 0 e ¥ = 1. Para

compararmos os tempos proprios medidos pelos observadores A e B utilizamos a relagao

(5.2.2)

Como o observador B esta mais distante da fonte que origina o campo gravitacional do
que o observador A, isto ¢, como r4 < rg, temos e?("4) < e¥("8) ¢ podemos concluir que
o intevalo de tempo medido pelo observador B é maior que o intervalo de tempo corres-
pondente medido pelo observador A, ou seja, quando se passa 1 hora para o observador
B para o observador A o tempo medido ainda nao chega a 1 hora. Devemos lembrar, na
representacao do campo gravitacional acima, que a dilatagao temporal gravitacional é um

efeito determinado apenas pelo campo escalar de Weyl ¢ que tem origem geométrica.

5.3. Efeito Doppler Gravitacional da Luz em um Gauge de Weyl

Vamos novamente considerar os observadores A e B que ja foram mencionados na secao
anterior sobre a dilatacao temporal proveniente dos efeitos do campo gravitacional. Vimos
nesse caso, que os tempos proprios medidos por esses dois observadores eram diferentes
por causa do campo gravitacional de acordo com a equacao eq.(5.2.1), ondeos tempos

proprios medido por A e B sao, respectivamente, dados por

60



dra = Vettradt = \/ f(ra)dt (5.3.1)

drg =V e¥(re)dt = \/ f(TB)dt (532)

Suponhamos que o observador A emite um pulso de luz para o observador B e as frequén-

cias da onda luminosa medidas pelos observadores sejam, respectivamente,

1
= 5.3.3
va dTA ( )
(§
1 (5.3.4)
B dTB

Comparando-se as equagoes eq.(5.3.3) e eq.(5.3.4) com as equacoes eq.(5.3.1) e eq.(5.3.2),
obteremos
v v v

vy = = e vp

1%
V) \/f(ra) - Velts) ()]

onde v é a frequéncia medida por um observador na regiao assintoticamente plana do

(5.3.5)

espaco-tempo de Weyl integravel. A partir desses resultados , obtemos que o desvio na

frequéncia da onda eletromagnética definido por

—_— = 5.3.6
v v ( )
calculado com os resultados das eqs.(5.3.5), fica dado por
Av et VAT
v v
A —e¥(ra) — /—e¥(rB)
Av_ Ve v_erts) (5.3.7)

v e¥(ra) e¥(rp)
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A partir da equacao acima podemos perceber que existe um efeito Doppler gravitacional
da luz no espaco-tempo de Weyl integravel, e que este fenomeno é causado apenas pelo
campo escalar de Weyl 1), sem participacao da métrica. Diferentemente do efeito Doppler
gravitacinal na Relatividade Geral, obtido na se¢ao 3.3, onde apenas o tensor métrico é
necesséario para explicar o fenomeno. Como sabemos o valor de e¥(") a partir da eq.(5.1.1)

, supondo que as posigoes dos observadores A e B sejam tais que 74 5 > 2m, teremos

Av (i _ i) | (5.3.8)

Assim, ja da equagao eq.(5.3.7) podemos concluir que ha uma diferenca na frequéncia
medida pelos os observadores A e B e esse efeito é causado apenas pelo campo escalar de
Weyl ¥ (r) e nao pela métrica, ao contréario do que ocorre na Relatividade Geral como foi
mostrado no capitulo 3. Suponhamos que o observador A emita um sinal luminoso para
o observador B, quando esse sinal for medido por B ele percebera que a frequéncia do
sinal luminoso esta menor do que foi enviado pelo A, esse efeito é devido as propriedades
escalares do campo escalar de Weyl 1. Devemos lembrar que esse efeito é devido a

influéncia do campo gravitacional e desprezamos os efeitos cinematicos.

5.4. Deflexao da Luz pelo Campo Gravitacional no Gauge de

Weyl

Agora descreveremos o caso em que os raios de luz sao desviados quando os mesmos
passam em regioes do espaco-tempo de Weyl integravel onde ha um campo gravitacional
suficientemente forte a ponto de desvid-los. Para isso, consideraremos a solucao das
equagoes do campo gravitacional para o vazio dada pelas eqgs.(5.1.1) que constitui uma
representacao do campo gravitacional no exterior de um corpo com distribui¢cao de massa
esfericamente simétrica e estatica.

A luz se move em uma geodésica de Weyl do tipo-luz, o vetor tangente tem norma

nula

Guv"v” =0, (5.4.1)
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sendo que v° = @/gx ! = dr/ax, v? = d/4\ e v3 = d%/ax sa0 os componentes da 4-velocidade
e A é um parametro afim da geodésica de Weyl do tipo luz, entao podemos deixar a equagao

eq.(5.4.2) da seguinte forma.

dt\? dr\” do\> do\
Joo (a) + 911 (5> + go22 (a) + 933 (5> =0 (5-4-2)

Considerando que o campo gravitacional dado pelas egs.(5.1.1) possui simetrias trans-
lacional temporal e rotacional, logo podemos determinar os vetores de Killing-Weyl cor-

respondentes dados, respectivamente, por

£= (&) =(,0,0,00 e n=(n")=1(0,0,0,1). (5.4.3)

Esses vetores estao relacionados respectivamente com a conservagao da energia e do mo-

mento angular da luz. A partir da eq.(4.5.17) obtemos que a energia do raio luminoso é

dada por
b, acB _ by 000 _ Ot
E = eYg,50"E" = e¥gpov ' =e oo 7y (5.4.4)
e que o momento angular é dado por
Y aeB P 00 P do
L = €Yg,p0°" = eYgpov & =€ 933 7y (5.4.5)

Substituindo as equagoes eq.(5.4.4) e eq.(5.4.5) na eq.(5.4.2) e considerando-se o plano

equatorial

1 do

obtemos que

B dr\*  L?
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Para obter a trajetoria espacial do raio de luz vamos determinar r = r(¢) inicialmente

fazendo a mudanca

dr  dr do
_—_ = 5.4.7
d\  dodA ( )
que, utilizando as equagdes (5.4.5) , fica dada por
dr L dr (5.4.8)
ax g3z do’ o
Finalmente, fazendo a mudanca de varidvel » = u~! obtemos
dr _Le‘¢ du (5.4.9)
dx gszu? d¢’ o
que substituimos na eq.(5.4.6) para chegar ao seguinte resultado
E? L? (du\® L?
— A <—u> + = =, (5.4.10)
goo  g3zut \do 933

Podemos perceber, a partir da equagao acima, que a deflexdao dos raios de Luz é cau-
sada somente pelo tensor métrico, de maneira idéntica ao que ocorre no espago-tempo
pseudo-Riemanniano da Relatividade Geral como foi exposto na segao (3.4). Assim, tanto
na deflexao dos raios luminosos pelo espago-tempo pseudo-Riemanniano da Relatividade
Geral quanto pelo espago-tempo de Weyl integravel, o fenémeno da deflexao dos raios
luminosos pelo campo gravitacional é determinado apenas pela métrica. Aplicando o re-
sultado obtido utilizando a representacao do campo gravitacional esfericamente simétrico

e estatico no frame de Weyl dado pelas eqs.(5.1.1) , onde

1 1
goo = —1, gn = f2—(u)’ 933 = Flu)u? e e = f(u),

obtemos que

2
E? — L? (d—“) — f(u)u®L?* =0, (5.4.11)

e considerando que
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f(u) =1—2mu,

a eq.(h.4.11) fica dada por

2
E* - I? (Z—Z) — (1 = 2mu)u*L? = 0. (5.4.12)

Finalmente, derivando a equacao acima em relagao a ¢, a equacao da oOrbita do raio de

luz fica expressa por

A 2@ (du d“) e o s g

do dg \do do d¢ d¢
@—i—u—Bmuz—O (5.4.13)
e — 0, A.

cuja solugdo é a mesma da equagdo eq.(3.4.14), onde vamos obter para a deflexao da luz
o seguinte resultado
4 4G
A= 0 (5.4.14)

0 cry

Esse resultado é idéntico ao que foi obtido na segao (3.4) no contexto da Relatividade
Geral, onde consta apenas o tensor métrico determina as informagoes para o célculo dessa
propriedade da interagao gravitacional.

Assim, mostramos que o campo gravitacional em um espago-tempo de Weyl integravel
originado por um corpo extremamente massivo pode alterar a trajetoria da Luz quando
a mesma passa em uma regiao proxima desse corpo, mas a explicacao do fenémeno é

proveniente apenas do tensor métrico sem a participacao do campo escalar de Weyl.

5.5. Precessao de Periélio de Mercuario em um Gauge de Weyl

Nessa ultima se¢ao, vamos obter a equagao do movimento orbital de Mercirio em
torno do Sol. Consideramos que campo gravitacional do Sol seja estatico e esfericamente
simétrico e seja representado pelo espago-tempo de Weyl integravel dado pelas eqs.(5.1.1)

O planeta Mercirio sera tratado como uma particula de teste que se move em uma

65



geodésica de Weyl do tipo-tempo parametrizada pelo tempo proprio. Considerando, no

gauge de Weyl, a norma do 4-vetor velocidade da particula v* = % nao ¢ constante e

vale

gt = —e Y, (5.5.1)

onde 00 =i = dfar V' =7 = drfar, v2 = 0 = D/ar e v3 = ¢ = 4%/4r sA0 0s componentes
da 4-velocidade e 7 ¢ tempo proprio da geodésica de Weyl do tipo-tempo. Reescrevendo

a equagao eq.(5.5.1) levando-se em conta o plano equatorial

0==m (5.5.2)

obtemos que a equagao eq.(5.5.1) fica dada por

goot® + gu17* + 933?52 =—c . (5.5.3)

Utilizando as simetrias do espago-tempo de Weyl integravel, que possui simetria transla-
cional temporal e rotacional, podemos novamente determinar os vetores de Killing-Weyl

correspondentes

¢=(¢")=(1,0,0,0) e n=(n")=(0,0,0,1) (5.5.4)

que estao relacionados, respectivamente, com a conservagao da energia por unidade de
massa de repouso da particula e a conservacao do momento angular por unidade de
massa de repouso da particula. A partir desses vetores de Killing-Weyl, de acordo com a

eq.(4.5.17), podemos determinar a energia por unidade de massa de repouso

dt
E= €¢9aﬁua§ﬂ = €¢900U0§0 = €wgood—, (5.5.5)
T
e o momento angular por unidade de massa de repouso
P a, B P 3,3 P do
L = eYgapu’n’ = e¥gszu’n’ =e 9337 (5.5.6)

Utilizando o resultados acima podemos expressar a equagao eq.(5.5.3) de acordo com
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E? V2
— +gne*r? +e¥ (6 + 1) =0.
goo 933

(5.5.7)

Mas como queremos a trajetoria de um planeta em torno de uma estrela, necessitamos

procurar uma expressao que descreva como a coordenada r varia com a coordenada ¢,

desta forma, devemos determinar r = r(¢) e para isso calculamos

. dr drdg

e

e substituimos na eq.(5.4.5) para obter que

dr e YL dr
dr g33 dﬁb'

1

Finalmente, introduzindo uma nova varidvel © = r~ obtemos que

dr _ e VLdu
dr 933U2 dgb’

e substituindo a eq.(5.5.10) na eq.(5.5.7), chegamos ao seguinte resultado

E? e VL du\> e VL2
— + gne” <— 2d_> —i—ew( —l—l) =0
goo g33u? do g33

E? L? (du)\? %
—+91214(—u> +e¢<€ +1>_0,
goo g33U do g33

(5.5.8)

(5.5.9)

(5.5.10)

(5.5.11)

Uma conclusao importante que podemos tirar da equacao acima é que a precessao do

periélio de Merciirio é determinada tanto pelo tensor métrico g, quanto pelo campo

escalar de Weyl ¢. O resultado acima é diferente do resultado analogo no espago-tempo

pseudo-Riemanniano da Relatividade Geral obtido na se¢ao (3.5), onde a precessao do
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periélio é determinada apenas o tensor métrico. Utilizando agora o espago-tempo de

Weyl integravel dado pelas eqs.(5.1.1) onde

1 1
goo = —1, g1 = fQ—(U)’ 933 = Flu)a? e e’ = f(u),

e substituindo esses valores na eq.(5.5.11), obtemos que

du\ 2
E? - L2 (ﬁ) — fw)(L2u? +1) =0 (5.5.12)
e substituindo agora
f(u) =1—2mu,

o resultado final fica dado por

2
E? - I? (Z—Z) — (1 =2mu)(L*u*+1) =0
du\? E2—1 2
<£> = = 2mu® ZZ“ (5.5.13)

que é a equagao da orbita de uma particula de teste em um espago-tempo esfericamente
simétrico e estatico no vazio. Finalmente, derivando a equacgao acima em relagao & coor-

denada ¢de acordo com

do \ do do dp  dop \ L2 ’

d*u m

obtemos uma equagao idéntica a a eq.(3.5.9) obtida no capitulo (3), para o célculo da
precessao do periélio de Mercirio utilizando a solugao de Schwarzschild na Relatividade

Geral. Portanto, procedendo de maneira analoga, podemos mostra que a precessao é dada

por
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Aoy 3m?
%’ - (5.5.15)
Portanto, mostramos que a precessao do periélio de Mercirio pode ser obtida em um
espaco-tempo de Weyl integravel estatico e esfericamente simétrico, e que o resultado
depende tanto do campo escalar de Weyl ¢ quanto do tensor métrico g,, do espago-tempo.

Assim, concluimos que alguns dos principais resultados que confirmam a Relatividade
Geral como uma teoria mais aceita para explicar fendmenos no contexto do Sistema Solar

também podem ser obtidos em uma teoria gravitagao construida tendo por base um

espaco-tempo nao-Riemanniano dado por uma variedade de Weyl integravel.



Conclusao

Nessa tese apresentamos uma formulagao de uma teoria da gravitagao em um espago-tempo
de Weyl integravel que é invariante sob transformacoes de Weyl e equivalente & teoria da
Relatividade Geral. Inicialmente apresentamos alguns resultados da teoria da Relativi-
dade Geral com a finalidade de compara-los com os resultados correspondentes da teoria
da gravitagao no espaco-tempo de Weyl integravel. Em primeiro lugar, mostramos as
equacoes de Einstein que nos informam como a distribuicao de matéria no universo atua
como fonte do campo gravitacional. Em segundo lugar, apresentamos as equagoes geo-
désicas métrica que dird como o espaco-tempo influenciard no movimento de particulas
testes e de raios de luz. Devemos lembrar que no movimento de particulas na Relatividade
Geral, se fundamenta em cima dos postulados geodésico e do tempo proprio. Assim, Eins-
tein geometriza a gravitagao, mostrando que ela nada mais é que uma manifestacao do
encurvamento do espago-tempo, onde essa teoria é toda construida matematicamente em
cima apenas do tensor métrico. E por ultimo, apresentamos alguns testes experimentais
do Sistema Solar que confirmam a teoria da Relatividade Geral como uma teoria boa para
explicar fendmenos na escala do Sistema Solar.

Em seguida, apresentamos uma formulacao da Relatividade Geral utilizando uma
geometria nao-Riemaniana, onde o espaco-tempo é dado por uma variedade de Weyl
integravel, que ¢ determinada a partir do tensor métrico e do campo escalar de Weyl.
No espaco-tempo de Weyl integravel a estrutura causal loca é determinada apenas pela
métrica, mas o transporte paralelo depende tanto da métrica quanto do campo escalar de
Weyl. A teoria gravitacional formulada é invariante sob transformacoes de Weyl e permite
que sejam obtidas diversas representacoes diferentes do mesmo campo gravitacional que
chamamos de gauges de Weyl, em analogia com o eletromagnetismo. Primeiramente,
obtemos as equagoes de campo para um campo gravitacional em uma variedade de Weyl
integravel por meio de uma agao que é invariante por transformacao de Weyl, onde as

equacgoes de campo obtidas a partir da variacao do campo escalar de Weyl e da métrica sao
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eq.(4.1.5) e egs.(4.1.7), respectivamente. Geometricamente, elas coincidem com o escalar
de curvatura e o tensor de Einstein do espaco-tempo de Weyl integravel, respectivamente.
Portanto, as equagoes nao sao todas independentes e revelam a existéncia de uma simetria
de gauge dada pelas transformagoes de Weyl que envolvem um grau de liberdade através
de uma funcao arbitraria.

Posteriormente, fizemos uma extensao do postulado geodésico e do postulado do relogio
para uma variedade de Weyl integravel. O postulado da geodésica diz que particulas
de teste e raios de luz se movem sob a influéncia da gravidade apenas seguindo curvas
geodésicas no espago-tempo. O postulado do reloégio afirma que o tempo préprio medido
no referencial de repouso de uma particula em movimento é proporcional ao intervalo
espaco-tempo. A extensao do postulado geodésico afirma que as particulas de teste se
movem em curvas auto-paralelas (geodésicas de Weyl) tipo-tempo onde o tempo proprio,
definido de forma invariante a partir do tensor métrico e do campo escalar de Weyl, é
um extremo. Para o movimento de raios de luz mostramos que elas seguem geodésicas de
Weyl tipo-nulo e por meio dessas geodésicas vimos que a estrutura causal local do cone
de luz é invariante quando passamos de um gauge de Weyl para outro gauge de Weyl,
sendo determinado apenas pela métrica.

E nao podemos esquecer que em limites de campos fracos, temos que as equagoes de
campo da variedade de Weyl integravel, recai nas equagoes da mecénica newtoniana como
caso particular, onde o potencial newtoniano depende tanto da métrica quanto do campo
escalar de Weyl em um frame ou gauge de Weyl arbitrario. Finalmente, obtivemos um
espaco-tempo de Weyl integravel esfericamente simétrico e estéatico e calculamos alguns
dos testes da Relatividade Geral no Sistema Solar, obtendo resultados idénticos.

Assim, formulamos uma gravitacao que é a generalizacao da Teoria da Relatividade
Geral, que nos d& um outro grau de liberdade para analisar a interacao gravitacional
que é o campo escalar de Weyl. Por meio das transformacoes de Weyl, podemos cons-
truir diversas representagoes do mesmo campo gravitacional e quando tomamos o campo
escalar como nulo temos o gauge de Einstein, onde somente o tensor métrico guarda as
informacgoes do campo gravitacional. Estes resultados podem ser utilizados para investigar

diversas propriedades do campo gravitacional utilizando frames de Weyl diferentes, para
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investigar se existe uma escolha de gauge onde o calculo de alguma propriedade do campo
gravitacional seja mais simples. Falta considerar o problema do acoplamento com a ma-
téria e generalizar as equagoes de campo obtidas. Extensoes dessa teoria também podem
ser consideradas modificando ou acrescentando termos na lagrangiana, para investigar
problemas relacionados com a gravitacao e a cosmologia onde a teoria da Relatividade

Geral apresenta dificuldades.



A. Variedades de Weyl

Neste apéndice apresentamos alguns conceitos bésicos e propriedades de uma variedade
de Weyl, onde definimos as notagoes e convencoes utilizadas nesta monografia, tendo em
vista que diversas convencoes e notacoes diferentes sao usadas na literatura. Informagoes
adicionais podem ser obtidas em |7, 13, 17, 18, 20, 24, 39, 10] e nas referéncias citadas
pelos mesmos. Na primeira se¢ao, apresentamos a propriedades do transporte paralelo,
da derivada covariante, do tensor de curvatura, bem como as identidades de Ricci e de
Bianchi de uma variedade de Weyl. Na segunda sec¢ao, apresentamos o caso particular da
variedade de Weyl integravel, mostrando como resultados apresentados na se¢ao anterior

sao modificados para esse contexto.

A.1. Variedades de Weyl

Uma variedade de Weyl é uma variedade diferenciavel M dotada de uma métrica g, e
de uma conexdo afim I’ \» que estaremos denominando de conexao de Weyl. A conexao

de Weyl é simétrica, isto é, o tensor de torcao é identicamente nulo

T*,=1° —T° =0. (A.1.1)

Em uma variedade de Weyl o tensor de nao-metricidade, definido pela derivada cova-

riante da métrica V,g,,, ¢ dado por

Ql/)\/d, = al/g)\,u - Fﬁ)\y 9 — FIBV,M gpx = vug/\u = —WuGxu, (A12)

onde a 1-forma w = wydz* é chamada de campo de Weyl. Tanto a métrica como a conexao
de uma variedade de Weyl estao definidas a menos de uma transformacao de Weyl dada

por
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~ _ 20
Juv = € Guv

, (A.1.3)
Wy = wy — 20,0

onde a métrica é definida a menos de uma transformacao conforme, sendo ¢ > 0 uma
funcao positiva, e o campo de Weyl é definido a menos de uma transformacao de gauge
(calibre) de modo semelhante ao que ocorre com potencial eletromagnético. Em uma
transformacao de Weyl as coordenadas permanecem invariantes, isto é, # = z#. A
transformacao de Weyl tem muitas semelhancas com as transformagoes de gauge do ele-
tromagnetismo, embora seja aplicada a quantidades geométricas. Quando o campo de
Weyl ¢é identicamente nulo wy = 0, de acordo com as condi¢oes dadas pelas eqs.(A.1.1) e
egs.(A.1.2), a variedade de Weyl se reduz a uma variedade riemanniana.

Pelo fato de a condi¢ao de metricidade nao ser véilida em uma variedade de Weyl,
conexao de Weyl nao ¢ determinada unicamente pela métrica g, pois também depende
do campo de Weyl wy. O tensor de curvatura, que é definido em termos da conexao de
Weyl, também depende tanto da métrica quanto do vetor de Weyl e suas propriedades sao
diferentes do tensor de curvatura de uma variedade riemanniana. Agora veremos como
fica a conexao de Weyl em termos da métrica e do vetor de Weyl. Utilizando a condigao
da derivada covariante da métrica ser ndo-nula, dada pelas eqgs.(A.1.2), e fazendo uma

permutacao ciclica entre os indices v ,A e u, obtemos que

VH.Q)\V = Ougxw — Fﬁm/ gsx — Fﬂ,\# 9y = —Wudrv, (A14)

V0w = Onguw — FﬁlM 9y — FﬂAV 98 = —WrGuvs (A.1.5)

somando as egs.(A.1.2) com as eqs.(A.1.4) e subtraindo as eqgs.(A.1.5), resulta em

1 1
FIB/,LZ/ gsx = 5 (a,ugAV + azzgku - a)\g;w) + 5 (wug)\u + Wpdrw — W)\g;w) P (A16)

e finalmente, contraindo as eqs.(A.1.6) com ¢**, obteremos que a conexio de Weyl ¢ dada

por
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1
)\a(aug)\u + aug)\u - a/\g;u/) + _gAa(ng/\u + WuGrw — W)\g,uz/)- (A17)

1
P =39 2

Para indicar explicitamente que a conexao depende tanto da métrica g,, quanto do

campo de Weyl w) a conexao de Weyl serd denotada por

( 7“‘})0‘ — ,0 « (e
[lowle =1l o (A.1.8)
onde C,, é um campo tensorial, oriundo do campo de Weyl, definido por
« 1 Ao 1 « « «

Co = 59 (WoGou + Wudrw — WAGuw) = 5(&),/5“ Wby = guw), (A.1.9)

€ a conexao
F(g,O)a _ foa 1 Ao ) o o A
172 {MV} - 59 ( (Y, + vy — )\g;u/)v ( 110)

sao os simbolos de Christoffel, que coincidem com a conexao de Weyl quando o campo
de Weyl ¢ identicamente nulo w, = 0. De agora em diante adotaremos a notagao
plgw=0e = r(e0e qv paras os simbolos de Christoffel, tendo em vista que a estrutura
geométrica de uma variedade riemanniana é determinada somente pelo tensor métrico

guy- Também estaremos utilizando a notagao plowe

w para a conexao da variedade de
Weyl, onde a estrutura geométrica é determinada pelo par (g,,,w,) formado pelo tensor
métrico g, e pelo campo de Weyl w,.

A conexao de Weyl tem uma importante propriedade: ela é invariante sob transfor-
macoes de Weyl. Todas as métricas e campos de Weyl relacionados por transformacoes
de Weyl correspondem a uma tnica conexao de Weyl. Os campos fundamentais de uma
variedade de Weyl, dados pela métrica g,, e pelo campo de Weyl w), formam um par
(Guwswy) que se transformam sob transformacoes de Weyl. O par (g,.,wx) pode ser com-
parado ao potencial eletromagnético A, que se transforma sob transformacoes de gauge

(g:w)a

do eletromagnetismo. A conexao de Weyl I' w , que é invariante sob transformagoes

de Weyl, pode ser comparada com o tensor campo eletromagnético F),, = 9,4, — 0, A, ,
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que é invariante sob transformacoes de gauge do eletromagnetismo. Se uma métrica e um
campo de Weyl dados por (g,.,,w,) estao relacionados por uma transformacao de Weyl
A.1.3 com outra métrica e outro campo de Weyl dados por (g,,,@,), entao as respectivas

conexoes de Weyl sao iguais

=

[lowa  _ [(E@)a (A.1.11)

224 pvo

portanto, a cada conexao de Weyl plowa

w corresponde uma classe de equivaléncia
(9w, wy] de métricas g, e campos de Weyl wy que estao relacionados pelas transformagoes
de Weyl dadas pelas egs.(A.1.3).

Do mesmo modo que em uma variedade riemanniana, podemos definir na variedade
de Weyl diversos objetos geométrico como formas diferenciaveis, tensores e espinores.
Os tensores sao dados em termos de componentes em relacao a base do espaco vetorial
tangente 7,(M) no ponto p da variedade M. E as formas diferencidveis sao definidas em
um espago cotangente T(M) que podemos também chamar de espago dual de T,(M) e
os espacgos tangentes e cotangente definidos em um ponto p da variedade, possui a mesma
dimensao de M.

Agora vamos abordar uma consequéncia da derivada covariante do tensor métrico ser
nao-nula, para isso levaremos em conta o transporte paralelo de um vetor V= V*#9, ao

longo de uma curva em uma variedade M. O comprimento do vetor V' é determinado de

acordo com

? =g, V'V, (A.1.12)

onde g, ¢ o tensor métrico, que guarda as informagoes sobre as propriedades geométricas
da variedade M e V* sao as componentes do vetor. Considere que o vetor V = V*#9, ¢
transportado paralelamente a si mesmo de modo que sua derivada covariante é identica-

mente nula

oVH
0zh

VeV = +TV 5 V7 =0. (A.1.13)

Assim, transportando o vetor V' paralelamente até um ponto infinitamente préximo
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da variedade M, a expressao para a variacao do comprimento [ do vetor V é obtida

calculando

d(l*) = d(gv"V"),

que pode ser expresso como

20dl = g, V"'V + gudV'VY + g, VIV

Considerando que

dgw = %Zf: dz” (A.1.14)

AV’ = T, Voda?,

obtemos que

O

2ldl =
oxP

VAV da? + g, (~TF, VIdaP)V + g, VH(~T", Vda?),

e finalmente que

2ldl = (% I, 0w — T, gu)VHVYda? =V 0, V'V da?. (A.1.15)

A partir da equagao eq..(A.1.15) podemos tirar duas conclusoes importantes. Se a
derivada covariante da métrica V ,g,, possuir um valor nulo, o comprimento de um vetor
quando transportado paralelamente tera o mesmo valor, ou seja, temos uma invariancia no
comprimento do vetor em todos os pontos da variedade. Esse caso ocorre numa variedade
riemanniana, o comprimento do vetor ¢é fixo e independera do caminho seguido entre um
ponto e outro. Se a derivada do tensor métrico V,g,, for nao-nula, entao existird uma
variagao do comprimento, ou seja, o comprimento final apés o vetor ser transportado
paralelamente nao seré igual ao comprimento inicial.

Aplicando o resultado acima em uma variedade de Weyl e substituindo a condigao
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egs.(A.1.2) na eqgs.(A.1.15) , obtemos que a variacdo do comprimento de um vetor por
transporte paralelo é dado por

1
dl = §lwudx“, (A.1.16)

que pode ser expresso como

| = lgez | wnde” (A.1.17)

onde [y é o comprimento inicial e [ é o comprimento final do vetor apds o transporte
paralelo ao longo de uma dada curva.

O tensor de curvatura R de uma variedade de Weyl é definido a partir das

uaBr

identidades de Ricci

(VI - voavoy, — Ro9r v, (A.1.18)

a paf3 P

onde V), ¢ um vetor arbitrario e V&g’w) ¢ a derivada covariante calculada com a conexao
de Weyl F(Q’W)Aaﬁ dada pelas egs.(A.1.11). Estamos utilizando a notagdo com o par
(g,w) sobrescrito para indicar quantidades na variedade de Weyl que dependem do tensor
métrico g, e do campo de Weyl w,. A derivada covariante calculada apenas com o
simbolo de Christoffel serd denotada por v daqui em diante. A partir da defini¢ao

acima, obtemos que

R — P plewlr o (A1.19)

= (g.w)A — (gw)A (gw)A (gw)p
= 0T aﬂr I + 1Y apF Bu Bp ap’

naf B o

, WA . . : .
o tensor de curvatura R\ = g, R 113 DOSSUL SOmente as seguintes simetrias

vuaf

(9:w) — (9:w)
R g >\MO£5 — _R g AHBOC (A120>

R(va) Vo +R(ng) + R(Q,W) O (A121)

v vaBu —
Por fim, as identidades de Bianchi em uma variedade de Weyl sao
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( 7w) ( 7w)a ;W ( 7“’)04 ;W ( 7w)a —
VYIRS 4+ VIR | geR RO =0. (A.1.22)

O tensor de curvatura R de uma variedade de Weyl pode ser decomposto

vuaf

em uma parte dada pelo tensor de curvatura RV s calculado apenas com a mé-

Vo
trica e por outra parte calculada com o tensor C®,, definido pelas eqs.(A.1.9) e suas
derivadas covariantes calculadas usando apenas os simbolos de Christoffel, denotadas por
v Escreveremos as parcelas do tensor de curvatura da variedade de Weyl dado pelas

egs.(A.1.19) utilizando a conexdo de Weyl decomposta de acordo com as eqs.(A.1.8),

obtemos para os termos que envolve as derivadas parciais da conexao de Weyl

0T 5, = 0, (TN Yy, ) = 0T 0,7, (A.1.23)

aﬁp(g,w)xw _» (F(g,O)/\ o C)\au) = 000X e %CAW (A.1.24)

agora para o produto entre as conexoes

WA (g:w) _ 0)A A (9,0)
L) aprg pﬁu o (F(g ) ap+0 ap) (Fg puﬁ+cpuﬁ>

WA (g:w) _ 0)A (9,0) 0)A A (9,0) A
I Tt aprg pu6+r(90) apcpuﬁ+c ozng p#ﬂ+0 apcpuﬁ

ap B
(A.1.25)
e
(g:w)A W _ (9,0)A A .0
I BpF(g ” ap (F Bp +C Bp) (P(g ) ap + Opau)
(ng)A ;W — (gvo))‘ ,0 (g,O)/\ A ( ,0 A
r Bpr(g ) ap T r Bpr(g ) ap +T ﬁpcpau +C BpF 90 ap +C chpaw

(A.1.26)
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substituindo as equagoes eqs.(A.1.23), eqs.(A.1.24), eqs.(A.1.25) e eqgs.(A.1.26) nas eqgs.

(A.1.19), obtemos que

RN 8 R pap T ngg’o)c)\b’u - VEJQO)C/\OM + O)\apcpﬁu - C)\ﬂpcpfw’ (A.1.27)

Qo

onde

+ (9:0A F(Q,O)p . F(g,O)A

@ON 4 (@0 O
ROV 5= 0T 5 — 05000 ap By

(9,0)
} r@oe (A.1.28)

ap Bp ap)

VEOCy, = 0aCgy + TN CF = Oy 000 | — T 02 (A-129)

P H aB™~ pp

v(ﬁg,O)C)c\w _ 8/30/\(1“ + F(S],O))\ ﬁpcpaﬂ _ C«Aapl‘\(g,o)P _ F(!LO)P aﬁc«)\ (Algo)

up P

A partir do tensor de curvatura R de uma variedade de Weyl podemos definir

uap

dois tensores de segunda ordem, o tensor

P,, = R (A.1.31)

Apv?

e o tensor de Ricci R(Q’WBLB, que pode ser decomposto em uma parte riemanniana RY 7026

e outra parte dependente da métrica e do vetor de Weyl, de acordo com

( ,UJ) — ( 7“’)” — ( ’0) 5 « ( 70) (03 (e} (e}
R = ROV =R 4vEOCe, —vIPCe, +C°, 0Py —C%,CP,,,. (A1.32)

I «

Os tensores P, ¢ RY ’MZV nao sao independentes. Utilizando a identidade de simetria

eqgs.(A.1.21), obtemos que P, coincide com a parte antissimétrica do tensor de Ricci
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P, = R0 _ R(gwgu — oRlow) (A.1.33)

(]

e aplicando a identidade Ricci para o tensor métrico obtemos as equacoes

«

(vngw _ vgg,mv(ﬁng)) G = RO a0+ RO o000, (A.1.34)

cujo lado direito pode ser escrito como

RO g+ RO sgpu = R o+ R = 2R (A.1.35)

vupaf pwraf T (nv)ap?

entretanto, o lado esquerdo das equagoes eqs.(A.1.34) também pode ser escrito como

<v(ﬁng)v&g,w) . v(g,w)vé&‘@) G = V(ﬁgM) (V((xg,w)guy) . V(gw) (V(ﬁgM)gHV) ’

o «

levando-se em conta a equagao eqs.(A.1.2). Assim, obtemos que

<v,(897W)v&g7W) - v&gmv(ﬁg’w)) Guv = Vi?ng) (_Wag;w) — Vi) (_wﬁguV)

[0

<Vgg,w)v(g,w) . V(g,w)v(ﬂQM)) G = (V(Q’W)W5 _ V(ﬁg,w)wa) Guv

<v(ﬂg,w)v&g7w) _ V{(ygw)v(ﬁé}#)) G = HopGuu, (A.1.36)
onde definimos
Hop = VIwg — V¥ w,. (A.1.37)

Assim, a partir das equagoes egs.(A.1.35) e egs.(A.1.36), podemos mostrar que a equa-

¢ao eqs.(A.1.34) pode ser escrita como
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2R) = Hapgu, (A.1.38)

isto é, a parte simétrica no primeiro par de indices do tensor de curvatura de Weyl é
proporcional ao tensor métrico e ao rotacional do campo de Weyl. Por sua vez, contraindo

a equagao acima com g, entao obtemos

P,z =2H,p, (A.1.39)
a partir dos resultados acima, podemos decompor o tensor de curvatura RY ’w(iﬁ L €I Suas
partes simétrica e antissimétrica no primeiro par de indices de acordo com
(90)  _ plow) ()  _ 1 (9.»)
R OCBH/V — R (CYB)IU’ + R [aﬂ]HV — §ga5H“y + R [Oéﬁ],uy’ (A140)

Por fim, o escalar de curvatura R@*) de uma variedade de Weyl também pode ser
decomposto com uma parte R9? calculada apenas com os simbolos de Christoffel e em

outra parte dependente do campo de Weyl, de acordo com

w w «a ,0) ~a « «
Rlow) — g#ﬂR(g }zﬁ _ R(9’0)+g“5v§§’°>0 Mﬂ_guﬁv/(gg O a#—l—g“BC apcﬁﬁu_gﬂﬁc 35C%
(A.1.41)
Considerando que podemos comutar a métrica g“ﬁ com a derivada covariante que é

escrita na variedade V% definida com os simbolos de Christoffel, podemos escrever que

Rw) — R6:0) V((}Q,O) (gub’cauﬁ) _ Vg’o) (g“ﬂC“w) + (gub’cﬂﬁu) o (g“’Bpr) e

ap Bp

RU®) = R60) 4 g0 cen - Vé,g’o)Caaﬁ +cr e, — O e (A.1.42)

a™~ Bp
entretanto, utilizando as eqs.(A.1.9) obtemos que
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C* = 2w, (A.1.43)

av

cor = —uw®, (A.1.44)

Combinando o resultado das equagoes eqs.(A.1.43) e eqs.(A.1.44), temos

o O, = —2waw", (A.1.45)

por outro lado, podemos obter
o oy = — i A.1.46
N 5p——§waw, (A.1.46)

agora substituindo as equagoes eqs.(A.1.44), eqs.(A.1.45) e eqs.(A.1.46) na equagao eqs.(A.1.42),

vamos obter finalmente que

ROS) — R0 _ 3y gwaw”. (A.1.47)

E para averiguar a simetria do tensor de Ricci na variedade de Weyl, multiplicando a

identidade eqgs.(A.1.21) por g**

afuv

(67 (g:w) (ng) (g»w) —
g . (Z% +_}% auvf +_]% aVﬁu) =0

(gw) n ap p(gw) (gw) w _
R up V—i—g“R aWﬁ+R uvpB =0

+ RO P, (A.1.48)

(grw) I (0% (ng)
R + g*R B

wB v (ap)vp

levando-se em conta a equacao eqs.(A.1.38)

(g:) L. (9:)
Rg M5“V+§g “Hygg“a—l-Rg Wﬁ”:O
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(9:w) (9:w) —
Rg M/BH V_RQ MVM ,B__QHI/ﬁ

(9.w) (gw)  _
Rg 6V_Rg Vﬁ__2HV5

R = Hyp = VEws — Vi, (A.1.49)

entdo o tensor de Ricci é antissimétrico e é dado por eqs.(A.1.49). Todavia, a equagao
eqs.(A.1.38) pode ser interpretado como uma medida de intensidade que um vetor muda
em cada ponto da variedade [14|. De fato, o comprimento do vetor é variante ante um
transporte paralelo em um circuito fechado, sendo assim a variagao 6V, do vetor fica dada

por

1
5V, = 5}2(9’“} VV§Ses, (A.1.50)

o
onde 65%° ¢ o elemento de drea. Também temos que

§ (1) =0 (V,VH) = 2VH§V,,, (A.1.51)

combinando-se as equagoes eqs.(A.1.50) e egs.(A.1.51), obtemos

1
6 (1) = 2V* | SR, 05V 05

0 (1) = RO VIV 687,

e ainda das equagoes eqs.(A.1.12) e eqs.(A.1.38), chegamos a

5l = %l H,365%, (A.1.52)

assim, se tivermos dois relogios e transportamos eles paralelamente ao longo de curvas
diferentes da variedade, mas que cheguem no mesmo ponto, eles terao medicoes diferentes

do tempo, isso se deve a quantidade H,p. A quantidade H,p foi interpretada por Weyl
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como o campo eletromagnético numa tentativa de geometrizar o mesmo |[15], para que
possa construir uma teoria de unificacao do eletromagnetismo com a gravitacao.
E para finalizar a revisao sobre a variedade de Weyl, vamos apresentar alguma propri-

edades que sao importantes para a continuagao do estudo independente sobre variedade

de Weyl:

V(g?w)awa — vg[ng)wa

D(g’w) — gaﬂvg{g’w)v(ﬁg’w) — V(gfw)avg{g’w) — vg[ng)V(gfw)a _ MQV(Q’“})O‘

VO — g (9)

V0w gv — V/(f’o)A” + Cl;taAa V(g’“)“B,, — v(g,O)uBy _ C’O;WBQ

n

V(ag’“’)uJQ = wow? + 2w“fog’w)wu = w“V(ag’”)wu + wMVfXg’w)w“.

Na secao seguinte, apresentaremos a variedade de Weyl integravel que é um caso
particular da variedade de Weyl, onde o campo de Weyl w,, é o gradiente de um campo
escalar. A variedade de Weyl integravel tem diversas propriedades que a tornam adequada
para representar o espago-tempo e ser considerada como um campo gravitacional em uma

teoria da gravitagao que generalize a teoria da Relatividade Geral de Einstein.
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A.2. Variedade de Weyl Integravel

Até aqui o nosso estudo foi sobre a variedade de Weyl que fora apresentada por Weyl
em 1918 como uma tentativa de unificar a gravita¢do com o eletromagnetismo|(] , porém
a variedade proposta por Weyl nao é compativel com algumas propriedades da natureza,
como foi observado por Albert Einstein. A objecao de Einstein era a seguinte, sabemos
que a magnitude do vetor muda quando transportado paralelamente de um ponto ao
outro na variedade de Weyl de acordo com a eqs.(A.1.17) . Einstein observou que o
espacamento das linhas atomicas ir4 depender de sua historia passada e estao sujeitos
a alteragoes. Sendo que a partir de dados espectroscopicos (como prediz a mecanica
quéntica), os espectros dos dtomos s6 dependem de sua natureza e nao de sua historia
passada. Este problema levantado por Einstein é conhecido como o segundo efeito do
relogio (second clock effect) [15].

A objecao de Einstein resulta da aplicagao da hipdtese do relogio da Relatividade Geral
em um espaco-tempo de Weyl integravel , pois associa o tempo proprio com o intervalo
espago-tempo ao longo do movimento da particula. Nesse caso, em um espago-tempo
de Weyl integravel onde o campo de Weyl ¢ dado pelo gradiente de um campo escalar

wy = 0\, a variagao do tique-taque do relogio é dado por

7, = Tyedda W — 1 e3O—v@)] (A.2.1)

onde 7, é o tique-taque no ponto inicial @ e 7, é o tique-taque no ponto final b. Por-
tanto, o tique-taque de um reloégio permanece o mesmo apoés ele ser transportado para-
lelamente em um percurso fechado. Além disso, para que a condi¢ao de um vetor ser
tipo-tempo, tipo-nulo ou tipo-espaco seja preservada por transporte paralelo é necessario
que e®)=¥@] > 0, onde ¥ (b) ¢ o valor do campo escalar no ponto final e ¥)(a) é o valor
do campo escalar de Weyl no ponto inicial do percurso.

Assim, para que este problema seja eliminado, faz-se necessario impor que o campo de
Weyl w) seja integravel, isto é, seja o gradiente de um campo escalar ¢, que chamaremos
de campo escalar de Weyl. Entao, nessa nova estrutura o comprimento dos vetores é
integravel ao longo de um circuito fechado e a parte antissimétrica do tensor de Ricci é

identicamente nula, como podemos observar a partir das eqs.(A.1.49), pois a quantidade

86



H,; dada pelas eqs.(A.1.37) torna-se nula. Portanto, no caso particular da variedade de
Weyl integravel nao existe o “Second clock effect” [3, 9, 10, 11]. Assim, o campo de Weyl

na variedade de Weyl integréavel é definido por

wy = Ohp = VI, (A.2.2)

Em uma variedade de Weyl integravel a equagao eqs.(A.1.37) pode ficar como

H.p = v(ag,w)wﬁ _ Vg’w)wa = V((lg,w)55¢ _ V(gg’w)aatb

Haﬁ = Jap (8ﬁaﬂ¢) — GJap (8686,(/)) = 07 (A23)

assim, para as equagoes eqs.(A.1.38) teremos

R(gﬂ/)) /3 + R(gﬂ/)) aﬁgy,y — 0’

ura vuaf =

isto é, o tensor de curvatura é antissimétrico no primeiro par de indices

Rlw)  _ _plaw) (A.2.4)

pvaf v

e ainda para a parte antissimétrico do tensor de Ricci temos que

H,s =R“") =0, (A.2.5)

logo o tensor de Ricci é simétrico, e ainda obtemos que nao ocorrerd nenhuma variagao

do comprimento de um vetor considerando que

§ (I?) = IPHapd S = 0. (A.2.6)

E para finalizar, obtemos que em uma variedade de Weyl integravel o tensor de Ricci

é dado por
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1 1
RWY), = RO, — (w - égwm(gw) — 5 Gu0utp™ — 8,40,4),  (A27)

e que o escalar de curvatura por

3
RE¥) = RO _ 30000y, 500"y, (A.2.8)
onde 000 = Py POvE0 ¢ o @ Alambertiano calculado apenas com os simbolos de

Christoffel. Esse resultado é de extrema importancia para noés, pois ela entrard na cons-
trucao de nossa agao para o campo gravitacional em uma variedade de Weyl integravel,
0 que nos permitird encontrar as equagoes de campo.

Finalizamos aqui o estudo sobre a variedade de Weyl integréivel, que é de profunda
importancia para entender a estrutura geométrica que estar por detras da teoria da gra-

vitagao formulada nesta dissertagao.



B. Equacoes do Campo Gravitacional em um

Espaco-tempo de Weyl Integravel

Neste apéndice, obtemos as equacoes do campo gravitacional para o vazio em um
espago-tempo de Weyl integravel, obtidas a partir de um principio variacional que cor-
responde a uma generalizacao das equacoes de Einstein da Relatividade Geral. Tanto
a acao quanto as equagoes de campo sao invariantes sob transformacgoes de Weyl e tém
um significado geométrico correspondente. A invaridncia sob transformagoes de Weyl
corresponde a uma invariancia de gauge que explica o fato das equagoes de campo para o

escalar de Weyl nao serem independentes das equagoes de campo para a métrica.

B.1. Acao para o Campo Gravitacional

Nesta secao, apresentaremos as equagoes que descrevem o campo gravitacional em
uma variedade de Weyl integravel a partir de um principio variacional na auséncia de

matéria. A acao para o campo gravitacional é dada por

S:/\/—ge“wR(g’w)d‘l:c, (B.1.1)

onde o campo escalar de Weyl é dado por

wy = KO\ (K = £1), (B.1.2)

a constante x foi introduzida para verificar a influéncia do sinal do campo escalar de Weyl
nas equacgoes de campo. Essa ac¢ao tem uma importante propriedade, ela é invariante
sob as transformagoes de Weyl dadas pelas egs.(A.1.3). Deste modo, tiramos a conclusao
que o campo gravitacional nao sera determinado somente pela métrica g,,, mas o campo

escalar de Weyl ¢ também desempenharéd um papel fundamental na descri¢gao do campo
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gravitacional, consequentemente as equacoes oriundas da agao terao a presenca da métrica
9w € do campo escalar de Weyl 4.

A partir das equagoes eqs.(B.1.1) e egs.(A.2.8) obtemos que

S = / V—ge™ (RWY) — 350060 — ;/i28uz/18“¢)d4x, (B.1.3)

mas de uma diferenciacao

O (V=ge™ ")) = 0, (V=ge"™) 0" + /=ge"™ 9,0"

V—ge0E0y = 9, (V—ge ™ 9"p) — ry/—ge™ 0,0, (B.1.4)

levando-se as equagoes eqs.(B.1.4) a egs.(B.1.3) e antes considerando em conta que

/ Oy (V=ge™o"y) d'z = 75 (V—=ge™o"y) dS, =0,
\%4 s

a acao ficaréd

S = /\/—ge’w (R(g’o) + g/iQQW M@Z)&,iﬂ) d'z, (B.1.5)

podemos observar na equagao acima que o sinal do campo escalar de Weyl interfere apenas
na parte da exponencial. Fazendo x = 1, obtemos que a agao para o campo gravitacional

em um espaco-tempo de Weyl integravel pode ser decomposta de acordo com

S = /\/_—gew (R(g,O) + gguvauway¢> d*z, (B.1.6)

onde a primeira parcela é dada pelo escalar de curvatura R9% calculado com os sim-
bolos de Christoffel e a segunda parcela é apenas a parte cinética do campo escalar
1. Observamos que agao dada pela eqs.(B.1.6) é bem conhecida na literatura |27, 32,

, 34, 35], porém no contexto da teoria da Relatividade Geral onde o espago-tempo é
pseudo-Riemanniano e o campo escalar de Weyl 1) nao esta associado a estrutura geomé-

trica do espaco-tempo. No contexto da Relatividade Geral a agao é interpretada como um

campo escalar ¢ acoplando nao-minimamente com a métrica g,, de maneira invariante
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por transformagoes conformes da métrica. Entretanto, o campo escalar de Weyl ¢ tem
um significado geométrico em um espago-tempo de Weyl integravel, pois juntamente com
a métrica g, determina univocamente a conexao de Weyl T ,w)aW que, por sua vez, de-
termina as propriedades das curvas auto-paralelas e da curvatura da variedade de Weyl.
Portanto, embora a agdo presente nas referéncias [27, 32, 33, 34, 35| seja formalmente
idéntica a acdo dada pela eqgs.(B.1.6), possuindo a mesma forma matematica, podemos
afirmar que seus significados fisicos e geométricos sao bastante diferentes. Como vere-
mos a seguir, no espago-tempo de Weyl integravel nao s6 a agao dada pela eqgs.(B.1.6)

tem um significado geométrico como também as equagoes de campo obtidas a partir da

mesma, ao contrario do que ocorre no contexto do espago-tempo pseudo-Riemanniano da

Relatividade Geral.

B.2. Equacoes do Campo Gravitacional

Nesta secao, as equagoes do campo gravitacional em um espago-tempo de Weyl in-
tegravel serao obtidas considerando uma teoria gravitacional formulada a partir da acao
dada pela eq..(B.1.6). E como sabemos desde a mecanica classica, que as equagoes de

movimento podem ser obtidas do principio variacional, entao temos que

0S = 6/ \/—_ge’w (R(Q’O) + ;/@29"” M@D(‘?V@D) dr =0

08 = /6 (\/—ge’wR(g’O)) d*z + %/{2/5 (\/—ge’wg’“’ L WO d'x =0, (B.2.1)

como podemos perceber acima, teremos equagoes de campo que serao construidas em
funcao do campo escalar de Weyl ¢ e do tensor métrico g, logo iremos fazer variagoes
da acao em relagao ao campo de Weyl e em relagao ao tensor métrico. Primeiramente

com a variagao do campo escalar de Weyl 9, logo eq.(B.2.1) ficara

55 = / VGRS (%) i + gﬁf / V=998 (VD0 ) e =0, (B.2.2)

da primeira parte da integral
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/\/—gR(9’0)5e“wd4x = n/\/—gR(g’o)e”w&/Jd‘lx, (B.2.3)

e da segunda parte da integral da agao eq.(B.2.2)

/ V=99"8 (e 0,00,1) d'x = — / V=ge g (kD0 + 20,0,0) dpd 'z, (B.2.4)

assim eq.(B.2.2) fica

/\/—ge’w {/@R(g’o) — ;/@29"” (KOO + 28M8V@/1)} Sdiz =0,

deste modo que

3
v {/@R(g’o) — §/£2g‘“’ (k0,0 + QGN&IW] =0,

RO g,ggw (10,00, + 20,0,1) = 0.

Podemos observar, na equacao acima, que o sinal do campo de Weyl ¢ dado pela
constante k = +1 influi apenas na parcela linear no campo 1. Escolhendo x = 1, obtemos

que a equagao de campo para o campo escalar de Weyl ¢ é dada por

R0 _

[\CR V]

(0,00 + 2000) = 0, (B.2.5)

essa mesma equagao também é obtida nas referéncias [27, 32, 33, 34, 35]. Entretanto, ape-
nas na variedade de Weyl integravel ela pode ser interpretada geometricamente. Podemos
observar que, de acordo com a eq..(A.2.8), a equac¢do de campo para o campo escalar de

Weyl ¢ significa simplesmente que o escalar de curvatura da variedade de Weyl integravel

R@¥) deve ser identicamente nulo, isto é,

R(gﬂ/") — R(g70) _

N W

(0,p0"y + 2090y = 0, (B.2.6)
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prosseguindo na obtencao das equagoes de campo, faremos agora a variacao da acao com
respeito a métrica g, para encontrar as equagoes de campo para o tensor métrico, assim

a partir da agao dada pela eq..(B.1.5) obtemos que

68 = / "5 (V=gRY") d'z + ;KZ / ™0, (v/—gg") d*z = 0, (B.2.7)

da primeira integral da agao acima

Jessmmmn e f s o

/e’wé (\/—gR(g’O)) d*z = /\/—ge“wG(g’O)W(Sg””d‘lx—l-/\/—ge’wg“l’(SR(g’O)Wd‘lx,
(B.2.8)

onde

Goo g L1, peo (B.2.9)

N uv 9

¢ o tensor de Einstein definido a partir dos stmbolos de Christoffel D@ uv apenas.

Prosseguindo com os calculos para obter as equagoes de campo para a métrica, preci-
. . 0 .
samos obter a variagao do tensor de Ricci SRY ),W . Para tanto, consideramos apenas a

variacao dos simbolos de Christoffel sT(@0e w que é uma quantidade tensorial, pois repre-

(9,0)a

senta a diferenga ente duas conexoes I' w- Para simplificar os calculos, vamos escolher

F(Q,O)Ol

um referencial onde os simbolos de Christoffel sao nulos w = 0. Observamos que

(9:0)c

o 0
embora I' w = 0, a sua variacao é nao-nula ST @0

w # 0. Consequentemente

.. . .0 .
odemos escrever a variacao do tensor de Ricci R(g ) . da seguinte forma
o

70 J— 70 (0% ( 70)6
SROO 5 (aar@ o —,T Mﬂ) ,

assim a segunda integral da equagao eq.(B.2.8) fica
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/ \/_—gempguu(SR(g,O)uydllm _ / /_gemligl“/(s <0af(970)a o~ 0,/1—‘(970)/3 uﬁ) dr

/\/—_ge”wg“”(SR(g’o)Wd% _ / [Zgea, (QW(SF(Q,o)a w gua(SF(g,o)ﬁ #B) A4

/\/—ge’wg’“’cSR(g’O)WdZLx:/\/—ge’waoﬁo‘d‘lau7 (B.2.10)

onde

« v ,0)a « ,0)8
S = gmoTee  gragp@08 (B.2.11)
levando-se em conta a seguinte derivagao
D (6505%) = B, (") 5% + €0, 5°
e 0,5% = —ke™ 0, S%, (B.2.12)

sendo que consideramos que

/ Do (5 5%) d'a = 95 (¢¥5°) dS, = 0,

S

logo a equagao eq.(B.2.10) ficara

/\/—ge’“ﬁg“”éR(g’O)Wd‘lx = —K / V—=ge™ 0, S*d* . (B.2.13)
Uma vez que podemos escrever

1

oT0 = 2™ (VEO8gu + V00, — VI dgu,)

podemos deixar o S* como
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§* = VOO (g,,09") — VIV 6g°7, (B.2.14)

levando a equacgao eq.(B.2.14) & equagao eq.(B.2.10), e em seguida pegando o resultado

dessa substitui¢ao e levando a equagao eq.(B.2.8), resultara

/e’“/’é (\/—gR(g’O)) dir = /\/—ge’“p [G(Q’O)W + K% (9 0a 00 — 0,100, +

K (gw,D(g’O)w - vgg"))vgﬁ’%)} 5g" d*x. (B.2.15)

Resolvendo a segunda integral da acao eq.(B.2.7), obteremos

[ oo, (v=ag) o= [ =g (000 - jau0u0s ) dgidt
(B.2.16)

Assim, finalmente teremos

2

1
oY G(Q,O)W K (Vl(/gﬂ)vl(lg,o)w _ gMVD(970)¢) + % <8M’17Z)8V77ZJ + §gw8aw(9°‘@/))} =0

2

K 1
GO0, — K (VYO — g, 0009) 4 = (aﬂiﬁaﬂﬁ + ggw,aawa%) = 0.

Podemos observar, na equacao acima, que o sinal do campo de Weyl 1) dado pela constante
k = %1 influi apenas na parcela linear no campo 1. Escolhendo x = 1 na equagcao acima,
obtemos que as equagoes de campo para a métrica em um espago-tempo de Weyl integravel

sao dadas por
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1 1
GO0, = (VPOVEOP — g, 0009) + (amayw + igwaaww) =0. (B2.17)

Novamente, podemos observar que as equagoes (B.2.17) acima também foram obtidas
nas referéncias [27, 32, 33, 34, 35] . Entretanto, apenas na variedade de Weyl integravel
elas podem ser interpretada geometricamente. Podemos mostrar que as equagoes campo
egs.(B.2.17), para a métrica em um espago-tempo de Weyl integravel, significam simples-
mente que o tensor de Einstein da variedade de Weyl integravel deve ser identicamente

nulo, isto é,

1

G(97¢L — R(ngzul — QQ}LVR(g’w) =0. <B218>

v

A partir desses resultados, podemos observar que as equagoes de campo para o es-
calar de Weyl eq.(B.2.6) nao sao independentes das equagdes de campo para a métrica
eqs.(B.2.17), pois o escalar de curvatura R9¥) é obtido a partir do traco do tensor de
Einstein GY ’waw. O fato das equagoes de campo para o campo escalar nao serem indepen-
dentes das equagoes de campo para a métrica é conhecido na literatura |27, 32, 33, 34, 35],
embora nenhum significado geométrico seja dada para este fato.

Uma propriedade importante das equacoes do campo gravitacional (g,,,, 1) no espago-tempo
de Weyl integréavel, consiste na invaridncia das equagoes eqs.(B.2.6) e eqs.(B.2.17) sob as
transformagoes de Weyl dadas pelas eqs.(A.1.3) . Embora o campo escalar de Weyl ¢
corresponda a um grau de liberdade a mais do campo gravitacional, além dos graus de
liberdade da métrica g, existe uma liberdade de gauge devido a invariancia das equagoes
de campo sob as transformacoes de Weyl que também envolvem um grau de liberdade
através da funcao o. Portanto, os graus de liberdade do campo gravitacional sao determi-
nados pelo conjunto (g,.,%), a menos do grau de liberdade presente nas transformacoes de
Weyl. Isto significa que 1 grau de liberdade do conjunto (g,.,%) pode ser eliminado tanto
da métrica g,, quanto do campo escalar de Weyl ). A dinamica do campo gravitacional
envolve ambos os campos g, e 1 através das equacoes de campo dadas em termo do

tensor de Einstein G“*), = 0.
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Finalmente, obtemos no espaco-tempo de Weyl integravel uma completa analogia com
as equagoes de Einstein para o vazio, pois substituindo a eq.(B.2.6) nas eqs.(B.2.17), obte-
mos que as equacoes para o campo gravitacional na auséncia de matéria no espaco-tempo

de Weyl integravel sao dadas por

R(g,wzw — R(g’o)w _ <V,€g’0)vff”0>w _ %gﬂyD(Q’O)z/z) — % (9,00a00%Y — 0,10, 1b) = 0.
(B.2.19)
Assim, obtivemos um conjunto de equagoes do campo gravitacional em um espago-tempo
de Weyl integravel que correspondem a uma generalizacao das equagoes de Einstein, onde
o campo gravitacional ¢ dado simultaneamente pelo tensor métrico g,, e pelo campo
escalar de Weyl ¢ que nos informam como o espago-tempo deve se encurvar diante da

presenca da matéria.



C. Geodésicas de Weyl

Neste apéndice faremos uma extensao dos postulados geodésico e do tempo proprio
(postulado do Relogio) da Relatividade Geral para a teoria da gravitagdo no espago-tempo
de Weyl integravel de tal maneira que os resultados obtidos sejam invariantes por trans-
formagao de Weyl. Na primeira segao obtemos as geodésicas métricas e as geodésicas de
Weyl. Na segunda segao, analisaremos o movimento de particulas e como fica o tempo
medido no espacgo-tempo de Weyl integravel para essa particula. E finalmente na ultima
se¢ao, analisamos o movimento de raios de luz em um espago-tempo de Weyl integréavel e

como fica a estrutura causal nessa nova variedade.

C.1. Geodésicas Métricas e Geodésicas de Weyl

Nesta secao, obtemos as equagoes para as geodésicas métricas e para as geodésicas de
Weyl em uma variedade de Weyl Integrével, bem como algumas de suas propriedades.
Essas curvas sao muito importantes para a investigacao das propriedades da variedade
porque sao determinadas pela métrica e pela conexao afim da variedade, respectivamente.

Em uma variedade de Weyl, existem dois tipos de curvas que sao determinadas pe-
las propriedades geométricas da variedade: as curvas geodésicas métricas e as curvas
auto-paralelas. Como veremos a seguir, as geodésicas métricas sao determinadas comple-
tamente pela métrica e as curvas auto-paralelas sao determinadas pela conexao de Weyl,
que depende tanto da métrica quanto do campo de Weyl.

As curvas geodésicas métricas sao as curvas definidas pela seguinte propriedade: o
seu comprimento de arco As é um extremo. Elas sdo obtidas a partir de um principio

variacional onde a acao é dada pelo comprimento de arco

dx® dxB
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onde dx®/d\ é o vetor tangente & geodésica métrica x®(\) parametrizada com um para-
metro A qualquer. Desse modo obtemos as famosas equagoes da geodésica métrica, dadas
por

d*z™ dz¥ dz* _ d*z™ L Te0e da” dzt

ds? +{V“} ds ds ds? Yhods ds

~0, (C.1.2)

onde {2} = e v = 39" (0y9ap + OalGuy — Ougar) sdo os simbolos de Christoffel e
ds* = g, dz*dz” é o elemento de arco da curva. Portanto, de acordo com as eqs.(C.1.2),
as geodésicas métricas sao curvas que sao completamente determinadas apenas pelas pro-

priedades do tensor métrico da variedade de Weyl. Apenas as propriedades métricas da

(g:9)a

variedade de Weyl estao envolvidas, pois a conexao de Weyl I' v A0 estd presente

nas equagoes. Em uma superficie tipo-espaco as geodésicas métricas sao as curvas que
tém o menor comprimento entre dois pontos da superficie.
As curvas auto-paralelas em uma conexao de Weyl, que denominaremos de geodésicas

de Weyl, sdo curvas x%()), onde A é um parametro qualquer, definidas pela seguinte

propriedade: o vetor tangente V = V%0, = %8% a curva ¢ transportado paralelamente

o

a si mesmo através da conexao de Weyl riov w - Essa condi¢ao requer que a derivada

. . « . .
direcional % do vetor tangente ao longo da curva seja proporcional ao vetor tangente.

Portanto, as equacoes das curvas auto-paralelas na variedade de Weyl sao dadas por

B d?z
T d\?

@ dxt dz®

+ v = f(x(A))K, (C.1.3)

B VA VACRONVE
d\ Vi

onde V¥V ¢ a derivada covariante do vetor tangente V' na variedade de Weyl e f
é uma dada funcao escalar definida na variedade. As equacoes das curvas auto-paralelas

acima podem ser simplificadas através de uma reparametrizacao A = A(¢) , ficando dadas

por
DVe d?x® dx” dx*
= Vv = riove 7 =0. C.1.4
) v o T s do (G14)
onde o vetor tangente fica expresso por V = W0, = %3% e 0 novo parametro o é

denominado de parametro afim. Dizemos que as equagoes das auto-paralelas dadas na

forma (C.1.4) estao parametrizadas por um parametro afim, pois sao invariantes por uma
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mudanca de parametros dada por uma transformacio afim ¢ = ao + b, onde a e b sdo
constantes arbitrarias. Como as curvas auto-paralelas sao definidas utilizando o transporte
paralelo da variedade de Weyl, de acordo com as eqs.(C.1.4), podemos afirmar que elas
sao completamente determinadas pela conexao de Weyl i v dada pelas eqs.(A.1.7) .

Uma diferenga importante entre as geodésicas métricas e as curvas auto-paralelas
(geodésicas de Weyl) em uma variedade de Weyl consiste no fato de apenas as geodésicas
de Weyl serem invariantes sob transformagoes de Weyl. As geodésicas métricas nao sao
invariantes sob transformacoes de Weyl.

No contexto da Relatividade Geral, isto é, nos espagos-tempos pseudo-Riemannianos,
as geodésicas métricas coincidem com as curvas auto-paralelas determinadas a partir
dos simbolos de Christoffel T uw € parametrizadas pelo comprimento de arco ds? =

g dztdz”, pois existe a igualdade

d?x® dz? dz"  d*z® dz¥ dz*  dz¥
e — I‘(Q’O)O‘ — (9, = 15
ds? + {V“} ds ds ds? + YR ds ds ds Vi ds 0 (C.1.5)

Considerando que o espago-tempo de Weyl esta dotado de uma métrica de Lorentz
com assinatura (—, +, +, +) as curvas sao classificadas de acordo com seus vetores tangen-
tes em curvas tipo-espago, tipo-tempo e tipo-nulo. Essa classificacao ¢ invariante tanto
por transformacao de Lorentz locais quanto por transformagoes de coordenadas. Como
veremos a seguir, a classificagao também ¢é invariante sob transformagoes de Weyl.

Agora veremos como essas curvas sao utilizadas para representar o movimento de

particulas com massa e sem massa na Teoria da Relatividade Geral.

C.2. Principio variacional para as Geodésicas de Weyl

Nesta se¢ao, mostramos que as geodésicas de Weyl podem ser obtidas a partir de um
principio variacional em um espago-tempo de Weyl integravel. Esse resultado generaliza
os resultados referentes ao movimento de particulas de teste na Relatividade Geral.

Na teoria da Relatividade Geral o movimento de particulas de teste massivas ocorre ao

longo de geodésicas métricas tipo-tempo, onde o tempo préprio medido no referencial de
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repouso da particula coincide com o comprimento de arco da geodésica. Intuitivamente,
podemos considerar que a medida que a particula percorre sua linha de universo o rel6gio
no referencial de repouso da particula vai medindo o tempo proprio e isto nos permite
supor que ambos sejam proporcionais. A partir dessa hipotese, podemos concluir que a
linha de universo da particula pode ser determinada como aquela em que o tempo proprio
é um extremo e assim obter as equacoes do movimento como curvas geodésicas tipo-tempo
a partir de um principio variacional.

As curvas geodésicas de Weyl podem ser caracterizadas como as curvas definidas pela

seguinte propriedade: sdo curvas onde a quantidade escalar A7 é um extremo, sendo At

dx® dzb
— — P
AT /dT /\/ €Ygap 3 )\d)\, (C.2.1)

onde &% = dx®/d\ é o vetor tangente a geodésica de Weyl z*(\) parametrizada com um

definido por

parametro afim A. Portanto, podemos obter as equacoes para uma geodésica de Weyl,
isto é, uma curva auto-paralela em uma variedade diferenciavel de Weyl integréavel, a
partir de um principio variacional da acao definida pela eq.(C.2.1) . Considerando que a

Lagrangiana para a acao acima é dada por

L=VF = \/—eVgapivif, (C.2.2)
onde F' = —e¥g,50%i". A partir dessa lagrangiana podemos obter as equagdes de Euler-Lagrange
OL d oL
— — — | =¥———| =0 C.2.3
dzt  dA {8 (dx“/d,\)} ’ ( )

para a geodésica de Weyl. Utilizando a Lagrangeana acima obtemos que

oL i
_— = —— ¥ 24
o = 0 (7909) (€24

semelhantemente, a segunda parte da equagao (C.2.3) pode ser obtida de acordo com

oL, € Gap 0 dz® da®
O (@*/ax) — o/F [0 (4" /ax) \ dX\ d\
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oL, €% Goy dz®

O (" /ax) — JF d\’

Agora, diferenciando a equacao acima em relacao ao parametro afim A obtemos que

(C.2.5)

d [ oL ]_ d {el”gaudfc_“}

dA {a(dmﬂ/dx) T AN | VE X

d [ oL 1 d dz® dz d [ 1
- - ety 2 Yo 22— 2
) {a(dxu/dx)} JE d\ {e Jou d)\] TGN I (ﬁ) ’ (C:26)

considerando que F' é uma constante do movimento, temos

d;‘; (%) 0, (C.2.7)

e podemos deixar a equagao eq.(C.2.6) da seguinte forma

d 0L
i Oy

dX awwa%V M}

A2z

d | 0oL 1 s 1
5 |:a (dxﬂ/dA>1 = 2\/F [aﬁ (ewgau) +aa (ewgﬁu)} T Qjﬂ + \/Fedlga“ IR (CQS)

Levando a equagao eq.(C.2.5) e a equagao eq. (C.2.8) para a Equagao de Euler-Lagrange,

Vira

5” o d2 e
%105 (¢00s) + 0 (¢05) = 0 (Pg0p)] 87 + 00, T =0, (C29)

levando-se em conta 0y, = g,,,”” , e em seguida multiplicando por g"”

ng q/) rd; Qr/) e 6 wd2xp
> [85 (e gw) + Oa (e ggu) — 0, (e gaﬁ)} iz’ + e e = 0, (C.2.10)

mas

aﬁ (ewgal/) = 61/) (8,39&1/ + gauwﬁ) (C211)
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Oar (ewgﬂ,u) =e? (aagﬁ,u + gﬁ,tﬂ/}cx) (C212)

au (ewgaﬁ) = 61/) (augozb’ + gaﬁwu) ) (0213)

vamos obter para a equagao eq.(C.2.9)

d?xP

d\?

g
2

(a@gau + aozgﬁu - augaﬁ) + gpy (gou/wﬁ + gﬁuwa - gaﬁwu) :i’:ajjﬁ + = 07
(C.2.14)

mas das equagoes eq.(A.1.8) e eq.(A.1.9) podemos deixar eq.(C.2.14) da seguinte forma

d2$p+ (9:9)p Ediﬁ:
d)\2 aBan d\

(C.2.15)

Para finalizar, vamos mostrar que o campo escalar de Weyl 1) compensa a variagao da
norma do vetor tangente V¢ = &% = dz®/d\ de uma geodésica de Weyl, parametrizada

com um parametro afim A\, de modo que a quantidade

F=—eYg, V'V, (C.2.16)

é uma constante do movimento. A variacao da quantidade F' ao longo da geodésica de

Weyl é dada por

d d 14 a 14 (6%
ﬁF = (—e¥guV*VY) = 5 (—e¥gu VFV") V©,

e pode ser escrita como

d v v v v
F= —e¥ [,V g VI'VY + (0p9u) VIVIVE + gy (-T0H VPV VY 4 g, (-T0V” VPVE) V

(C.2.17)

considerando que
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Ay _ Ogu dz”
d\ — Ozr d\

e que

dVH
— W
= Tl )“pQV’)V@,

de acordo com as equagoes da geodésica de Weyl com o parametro afim. Finalmente,

fatorando as eqs.(C.2.17) podemos expressa-las de acordo com

d (6% ag 14 14
aF = —e¥ [g#V¢P + OpGuv — gpar(gﬂﬁ) w gapr(g’d}) ;u/} VEVIVE = _ew(vgg’¢)gﬂv+¢ngV)VuV Ve

(C.2.18)
como temos que
V;g’w)g;w = _wpgulﬁ
entao da equacao acima resulta que
1 p_0 (C.2.19)
=0 2.

e consequentemente, a quantidade K também é uma constante do movimento. Esses
resultados sao bastante importantes, pois permitem generalizar os postulados da geodé-
sica e do relogio utilizados na Relatividade Geral para determinar o movimento de uma

particula de teste.

C.3. Correspondéncia entre Geodésicas Métricas Tipo-Nulo e

Geodésicas de Weyl Tipo-Nulo

Nesta secao mostramos que as geodésicas métricas tipo-nulo e as geodésicas de Weyl
tipo-nulo em um espaco-tempo de Weyl integravel diferem apenas por uma reparametri-

zagao. Portanto, as geodésicas métricas e as geodésicas de Weyl coincidem quando sao
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do tipo-nulo e determinam uma tnica curva no espaco-tempo de Weyl integravel, a qual
¢ determinada apenas pelas propriedades da métrica do espago-tempo.

Este resultado tem um significado importante do ponto de vista da teoria da gravi-
tagao, considerando que as geodésicas tipo-nulo sao as linhas de universo dos raios de
luz.

Considere uma geodésica de Weyl tipo-nulo em uma variedade de Weyl integravel
definida pela curva z#(\), onde A é um parametro afim, cujo vetor tangente u# = % tem

norma dada por

dzt dz¥

Dt = g 3 =0 (©21)
e cujas equagoes sao dadas por
u”Vgg’w)u” =u’ (a,u” + rlowle Uuu“) = 0.
Decompondo a conexao de Weyl de acordo com as eqs.(A.1.8), obtemos que
AVA AT vC Cr, utul. (C.3.2)
A partir da definigao do tensor C”_ ,, dada pelas eqs.(A.1.9), obtemos
1
Cr, utu’ = 5 (W ut + PP u’ — PP gy utu) . (C.3.3)

e, considerando que para a geodésica de Weyl tipo-nulo temosg,,u’u’ = 0, podemos

escreve a quantidade acima como

)

)\ daH d\’

C’pwu“u" = uut, = u

(C.3.4)

Substituindo o resultado acima nas eqs.(C.3.2) da geodésica obtemos a seguinte de-
composicao
dx* dx¥ dx? dy)

d%xP
(9.0 == -F C.3.5
FSvia N dn N AN (C.3.5)

as equagoes egs.(C.3.5) acima é a equagao geral de uma geodésica métrica.auto-paralela
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cujo parametro nao ¢ afim. Portanto, podemos realizar uma reparametrizacao x® (A(o)) =

x* (0)para expressa-la em termos de um parametro afim. Substituindo as rela¢oes abaixo

dot _ do da?
d\  d\ do’

ot _Podi | (do)! P
A2 d\? do dX\ do?’

dy  do dy
d\ _ d\do’

na equagao eq.(C.3.5) , podemos verificar que ela ficara da seguinte forma

Podit | (Ar\' Por |0, (dr\Pdedet _(do\ dudst
d)\? do d\ do? M2 d do do d\) do do’

que, depois de reordenar as parcelas, pode ser escrita como

do\* (2" | Lo, datde\ _ | do  (do)\ dy| d?
d\ do? Wdo do ) | d\2 d\) do| do

Finalmente, escolhendo a reparametrizacao de modo que

d2_0+ d_O' 2@:0’
dN\? d\) do

o que nos rende

o= /6_¢d/\,

obtemos as equagoes da geodésica métrica dadas por

da’ +I@0r dact d”
do? W do do

(C.3.6)

(C.3.7)

(C.3.8)

(C.3.9)

(C.3.10)

O resultados deste apéndice serao utilizados para definir o movimento de particulas

de teste e de raios de luz em uma teoria da gravitagao em um espago-tempo de Weyl

integravel.
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