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Resumo
Considerando o espaço-tempo dotado de uma geometria não-Riemanniana dado por

uma variedade de Weyl integrável, formulamos uma teoria da gravitação que generaliza a

Relatividade Geral e que apresenta invariância sob transformações de Weyl. Em primeiro

lugar, formulamos as equações do campo gravitacional em um espaço-tempo de Weyl

integrável a partir de um principio variacional. Em segundo lugar, generalizamos os pos-

tulados da geodésica e do relógio abordando o movimento de partículas de teste e de raios

de luz que seguem auto-paralelas do espaço-tempo de Weyl, denominadas de geodésicas

de Weyl. Em terceiro lugar, discutimos a questão da invariância sob transformações de

Weyl e introduzimos os conceitos de representações do campo gravitacional e as noções

de gauge ou frame de Weyl e de Einstein. Em quarto lugar, obtemos o limite newtoniano

da teoria. Em quinto lugar, discutimos as simetrias do espaço-tempo de Weyl integrável e

determinando as constantes do movimento associadas as geodésicas de Weyl. Finalmente,

apresentamos uma solução das equações de campo para um campo gravitacional estático

e esfericamente simétrico em um frame de Weyl e calculamos os mesmos efeitos do campo

gravitacional utilizados como testes da Relatividade Geral no Sistema Solar, onde obtemos

os mesmos resultados da Relatividade Geral, mas agora dependentes tanto com a métrica

quanto com o campo escalar de Weyl.
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Abstract
Assuming that the space-time is endowed with a non-Riemannian geometry given by

a Weyl manifold, we formulate a theory of gravitation which generalizes General Rela-

tivity and is invariant under Weyl transformations. First, we obtain the gravitational

field equations in a Weyl integrable space-time from a variational principle. Second, we

generalize both the geodesic’s postulates and the clock’s postulate to deal with the motion

of test particles and light beams that follow the auto-parallels curves of Weyl integrable

space-time, called Weyl geodesics. Thirdly, we discussed the question of invariance under

Weyl transformations and introduce the concepts of representations of the gravitational

field and the notions of Weyl frame (gauge) and Einstein frame (gauge). Fourth, we obtain

the Newtonian limit of the theory. Fifth, we discuss the symmetries of Weyl integrable

space-times and the issue of constants of motion related to Weyl geodesics. Finally, we

present a solution of the field equations which represents a static and spherically symmetric

gravitational field in a Weyl frame and compute the same effects of the gravitational field

used as tests of General Relativity in the Solar System, where we get the same results of

General Relativity but now related to both the metric and the Weyl scalar field.
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1. Introdução

A Teoria da Relatividade Geral é um dos pilares do modelo cosmológico padrão, onde

o mesmo nos fornece a melhor descrição observacional do universo atual e da sua evolu-

ção. Porém, o Modelo padrão não consegue explicar alguns fatos como, por exemplo, a

expansão acelerada do universo. É desse cenário que emerge a ideia de modificar a Teoria

da Relatividade Geral para torná-la compatível com as atuais observações relacionadas

com a cosmologia e a astrofísica.

Investigando os fundamentos da Relatividade Geral J. Ehlers, F. Pirani e A. Schild

[21]constroem uma formulação axiomática para a estrutura do espaço-tempo utilizando

como conceitos primitivos os movimentos de partículas de teste em queda livre e de raios

de luz. Em lugar de obter o espaço-tempo pseudo-Riemanniano da Relatividade Geral,

eles obtiveram um espaço-tempo dado por uma variedade de Weyl. A compatibilidade

com a experiência requer a solução do problema relacionado com o “segundo efeito do

relógio” (second clock effect) e impõe que o espaço-tempo seja uma variedade de Weyl

integrável. Não existe nenhum outro conjunto de axiomas que utilize os mesmos conceitos

primitivos que seja capaz de obter a estrutura pseudo-Riemanniana do espaço-tempo da

Relatividade Geral [15, 2]. A variedade de Weyl integrável não possui somente um tensor

métrico para descrever a gravitação, temos ainda um campo escalar que contém também

as informações que são necessárias para descrever a interação gravitacional [23]. As varie-

dades de Weyl têm recebido uma crescente atenção nos últimos anos, sendo utilizada como

modelo do espaço-tempo para abordar diversas questões envolvendo não só a gravitação e

a cosmologia, como também a física de partículas em questões relacionadas com o campo

escalar de Higgs[36, 23].

A partir dos trabalhos de J. Ehlers, F. Pirani e A. Schild [21], questionamos a possibi-

lidade de formular uma teoria da gravitação que tenha como a estrutura do espaço-tempo

a variedade de Weyl integrável e que atenda a duas condições : seja equivalente a Rela-

tividade Geral e seja invariante sob transformações de Weyl. Dentro dessa perspectiva
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dividimos o nosso problema em quatro partes. Em primeiro lugar, abordamos o problema

da obtenção das equações do campo gravitacional a partir de um principio variacional.

Em segundo lugar, generalizamos os postulados da geodésica e do relógio adotados na

Relatividade Geral para o movimento de partículas de teste e de raios de luz, com par-

ticular atenção à estrutura causal local. Em terceiro, lugar abordamos o problema do

limite newtoniano da teoria. Em quarto lugar, consideramos a questão das simetrias do

campo gravitacional e das constantes de movimento. Finalmente, aplicamos os resultados

obtidos, utilizando uma representação do campo gravitacional esfericamente simétrico e

estático em um espaço-tempo de Weyl integrável, para calcular os efeitos previstos nos

testes clássicos da Relatividade Geral no Sistema Solar. Desse modo, obtemos os mesmos

resultados que são obtidos a partir do espaço-tempo de Schwarzschild, mas de uma ma-

neira diferente onde as propriedades do campo gravitacional dependem tanto da métrica

quanto do campo escalar de Weyl. Para efeito de comparação incluímos um breve resumo

da Relatividade geral e dos testes clássicos realizados no Sistema Solar. A invariância

sob transformações de Weyl requer que o campo gravitacional e suas propriedades sejam

representados por uma classe de equivalência de espaços-tempos de Weyl integráveis,

relacionados entre si por transformações de Weyl. Dentre todas essas representações,

denominadas de gauge ou frames de Weyl existe uma única onde o campo escalar de Weyl

é nulo, denominada de frame de Einstein, onde todos os resultados obtidos coincidem com

os resultados da Relatividade Geral.

Esta dissertação está organizada da seguinte forma. No capítulo 2, apresentamos uma

breve revisão da Relatividade Geral, com as equações de Einstein e os postulados da

geodésica e do relógio (tempo próprio) para o movimento de partículas de teste e raios de

luz. Concluímos com uma breve discussão das simetrias do espaço-tempo,abordando os

vetores de Killing e as constantes do movimento associadas. O capítulo 3 contém alguns

resultados relacionados com os testes da Relatividade Geral no Sistema Solar, a saber: a

dilatação temporal, o efeito Doppler gravitacional, a deflexão da luz e o desvio do periélio

de Mercúrio. No capítulo 4 apresentamos os principais resultados dessa dissertação, onde

generalizamos os resultados apresentados no capítulo 2. Na primeira seção, obtemos as

equações do campo gravitacional em um espaço-tempo de Weyl integrável. Na segunda
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seção, generalizamos os postulados da geodésica e do relógio abordando o movimento

de partículas de teste e de raios de luz que seguem auto-paralelas do espaço-tempo de

Weyl, denominadas de geodésicas de Weyl. Na terceira seção, discutimos a questão da

invariância sob transformações de Weyl e introduzimos os conceitos de representações do

campo gravitacional e as noções de gauge ou frame de Weyl e de Einstein. Na quarta

seção, obtemos o limite newtoniano da teoria. Na quinta seção, discutimos as simetrias do

espaço-tempo de Weyl integrável e determinando as constantes do movimento associadas

as geodésicas de Weyl. No capítulo 5, apresentamos um campo gravitacional estático e

esfericamente simétrico em um frame de Weyl e calculamos os mesmos efeitos do campo

gravitacional utilizados como testes da Relatividade Geral apresentados no capítulo 3,

onde obtemos os mesmos resultados da Relatividade Geral mas agora dependentes tanto

com a métrica quanto com o campo escalar de Weyl. Finalmente, na Conclusão fazemos

algumas observações sobre os resultado obtidos.



2. A Teoria da Relatividade Geral

Neste capítulo apresentamos de forma resumida alguns aspectos fundamentais da Te-

oria da Relatividade Geral com a finalidade de uma posterior comparação com a teoria

da Gravitação em espaço-tempo de Weyl Integrável formulada no capítulo 4. Na primeira

seção apresentamos as equações de campo gravitacional. Na seção seguinte apresentamos

as equações de movimento para as partículas testes (com massa e sem massa). No terceiro

capítulo faremos um breve estudo sobre constantes de movimento e as isometrias presente

no espaço-tempo Riemanniano. Para um estudo mais detalhado segue as seguintes refe-

rências [1, 2, 3, 4, 5].

2.1. As Equações de Einstein

Nesta seção, obtemos as equações de campo de Einstein proveniente de um principio

variacional, onde a distribuição de matéria atua como fonte do campo gravitacional.

Para que possamos encontrar as equações de campo de Einstein devemos obtê-las a

partir da ação para o campo gravitacional dada por

Sg =

ˆ √
−gLgd4x =

ˆ √
−gRd4x, (2.1.1)

onde R é o escalar de curvatura do espaço-tempo pseudo-Riemanniano da teoria da Re-

latividade Geral e g é o determinante do tensor métrico gµν . Para acrescentar os outros

campos existentes na natureza devemos acrescentar a ação para a matéria de acordo com

S = Sg + kSm =

ˆ √
−gRd4x+ k

ˆ √
−gLmd4x, (2.1.2)

onde k = 8πG
c4

, G é constante gravitacional de Newton, c é a velocidade da luz no vácuo e

Lm é a densidade Lagrangiana para a matéria. Sendo assim, podemos então determinar as
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equações de campo da Gravitação, pelo princípio da ação mínima temos para a primeira

integral da ação eq.(2.1.2)

δSg = δ

ˆ √
−gRd4x =

ˆ √
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµνd4x, (2.1.3)

para a segunda parte da integral da eq.(2.1.2), logo obtemos

δSm = δ

ˆ √
−gLmd4x = −

ˆ √
−gTµνδgµνd4x, (2.1.4)

onde Tµν é o tensor momento-energia da matéria que atua como fonte do campo gravita-

cional.

A expressão eq.(2.1.4) é a parte não-gravitacional da integral da ação. Portanto a

partir do principio da mínima ação, obtemos as seguintes equações

1

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR = kTµν . (2.1.5)

A equação acima são as equações de Einstein para o campo gravitacional. Podemos

fazer algumas discussões sobre a eq.(2.1.5). As equações de campo da gravitação são não

lineares com relação ao tensor métrico, consequentemente o princípio da superposição não

é válido para os campos gravitacionais, desta forma a soma de duas soluções da equação

de Einstein não será uma solução.

2.2. Movimento de Partículas e de Raios de Luz

Nesta seção, apresentamos as equações de movimento para partículas testes massivas

e raios de luz em um espaço-tempo pseudo-Riemanniano. Essas equações representam

a ação do campo gravitacional, isto é, do espaço-tempo curvo, sobre a matéria. Na

Relatividade Geral, esta ação é determinada a partir de dois postulados : o postulado da

geodésica e o postulado do Relógio, com a definição de tempo próprio.

1 Estamos adotando as seguintes convenções: os índices gregos variam de 0 a 3 e os índices latinos
variam de 1 a 3. A assinatura da métrica é (-,+,+,+); o tensor de curvatura é definido por Rλ

µαβ =

∂αΓλ
µβ − ∂βΓλ

µα + Γλ
αρΓρ

µβ − Γλ
βρΓρ

µα e o tensor de Ricci por Rµβ = Rλ
µλβ .
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Em um espaço-tempo pseudo-Riemanniano existe dois tipos de curvas que são determi-

nadas pela métrica e pela conexão, isto é, as curvas geodésicas e as curvas auto-paralelas,

respectivamente.

As curvas geodésicas são obtidas partir do principio da ação mínima dada por

δ

ˆ
ds = δ

ˆ √
−gαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
dλ = 0, (2.2.1)

onde dxα/dλ é o vetor tangente a curva xα(λ) e λ é um parâmetro qualquer. Desse modo

obtemos as famosas equações da geodésica métrica, dadas por

d2xρ

ds2
+ { ρνα}

dxν

ds

dxα

ds
= 0, (2.2.2)

onde

{ ρνα} =
1

2
gµρ(∂νgαµ + ∂αgνµ − ∂µgαν), (2.2.3)

são os símbolos de Christoffel. Essas curvas têm a propriedade particular de serem curvas

onde o comprimento de arco, isto é, o intervalo espaço-tempo ds = gµνdx
µdxν é um

extremo.

As curvas auto-paralelas são curvas xα(λ), onde λ é um parâmetro qualquer, cujo o

vetor tangente v = vα∂α = dxα

dλ
∂
∂xα

é transportado paralelamente a si mesmo, de acordo

com a conexão Γµνα da variedade pseudo-Riemanniana. A partir dessa condição obtém-se

que as equações das curvas auto-paralelas são dadas por

Dvα

dλ
= vν∇νv

α =
d2xα

dλ2
+ Γανµ

dxν

dλ

dxµ

dλ
= f(λ)

dxα

dλ
, (2.2.4)

onde ∇νv
α é a derivada covariante do vetor vα e f é uma dada função escalar. Fazendo

uma reparametrização λ = λ(σ) podemos expressar as equações da curvas auto-paralelas

como

d2xα

dσ2
+ Γανµ

dxν

dσ

dxµ

dσ
= 0, (2.2.5)
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onde σ é denominado de parâmetro afim, pois é determinado a menos de uma transfor-

mação afim σ’ = aσ + b, onde a e b são constantes arbitrárias.

De acordo com os resultados acima podemos verificar que as curvas auto-paralelas

parametrizadas com o parâmetro afim eqs.(2.2.5) coincide com as geodésicas métricas,

quando o parâmetro afim é o comprimento de arco.

Considerando que em uma variedade pseudo-Riemanniana os vetores são classificados

em tipo-espaço, tipo-tempo e tipo-nulo, as curvas geodésicas e auto-paralelas também

são classificadas de acordo com a natureza do seu vetor tangente em curvas tipo-espaço,

tipo-tempo e tipo-nula. Essa classificação é invariante tanto por transformação de Lorentz

locais quanto por transformações de coordenadas. Agora veremos como essas curvas são

utilizadas para representar o movimento de partículas com massa e de raios de luz na

Teoria da Relatividade Geral.

Agora nossa atenção se voltará para o movimento de partículas de teste massivas na

Teoria da Relatividade Geral. As equações de Einstein descreve como a matéria encurva o

espaço-tempo, agora a gente vai abordar o problema inverso, isto é, como o espaço-tempo

curvo influencia no movimento da matéria. De acordo com a Teoria da Relatividade

Geral, uma partícula de teste massiva se move em curvas geodésicas tipo-tempo. Este é o

postulado da geodésica que incorpora o principio da equivalência fraco, isto é, a igualdade

entre as massas inercial e gravitacional. Além desse postulado temos o postulado do

Relógio que define o tempo próprio τ , medido no referencial de repouso da partícula, em

termos do comprimento de arco (intervalo espaço-tempo) ao longo da linha de universo

da partícula de acordo com c2dτ 2 = εds2, onde c é a velocidade da luz no vácuo e ε = ∓1

para assinatura da métrica ±2 .

Considere uma linha de universo xα(τ) de uma partícula parametrizada pelo tempo

próprio τ , onde a 4-velocidade da partícula uα = dxα

dτ
é um 4-vetor tipo-tempo com

gαβ
dxα

dτ

dxβ

dτ
= −1, (2.2.6)

e o tempo próprio é o invariante definido por

τ =

ˆ
(−gαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
)1/2dλ, (2.2.7)
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com a integral é calculada ao longo da linha de universo da partícula. Portanto, o pos-

tulado da geodésica afirma que uma partícula de teste massiva se move em uma linha

de universo onde o tempo próprio é um extremo, isto é, uma curva geodésica tipo-tempo

parametrizada pelo tempo próprio cujas as equações são dadas por

d2xρ

dτ 2
+ { ρνα}

dxν

dτ

dxα

dτ
= 0, (2.2.8)

lembramos que o tempo próprio é um parâmetro afim sendo definido a menos de uma

transformação

τ
′
= aτ + b, (2.2.9)

onde a e b são duas constantes reais arbitrarias.

Agora nossa atenção se voltará para o movimento de raios de luz na Teoria da Rela-

tividade Geral. De acordo com o postulado da geodésica, os raios de luz se movem em

curvas geodésicas tipo-nulo. Observamos que não existe o postulado do relógio para o

movimento da luz, cujas geodésicas nulas são dadas em termos de um parâmetro afim.

Considere uma linha de universo xα(λ) de um raio de luz parametrizada pelo parâmetro

afim λ . Como a linha de universo é uma geodésica nula, então a norma do vetor tangente

é dada por

gρσ
dxρ

dλ

dxσ

dλ
= 0, (2.2.10)

e as equações da geodésica tipo-nulo são

d2xρ

dλ2
+ { ρνα}

dxν

dλ

dxα

dλ
= 0. (2.2.11)

2.3. Simetrias dos espaços-tempos

Nesta seção, faremos um pequeno estudo sobre as simetrias de um espaço-tempo

curvo na relatividade geral. Como o espaço-tempo na Relatividade Geral é completa-

mente determinado pela métrica, as simetrias da métricas (isometrias) são as simetrias

do espaço-tempo, isto é, do campo gravitacional quando o espaço-tempo for curvo. As
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isometrias estão associadas a campos vetoriais, chamados de campos de vetores de Killing,

pois a métrica não varia ao longo das curvas integrais dos mesmos. Um campo vetorial

de Killing k = kα∂α é uma solução das equações

Lkgµν = ∇µkν +∇νkµ = 0, (2.3.1)

onde Lk representa a derivada de Lie ao longo da curva integral do vetor k = kα∂α . As

equações acima são denominadas de equações de Killing. Como os vetores de Killing são

determinados a partir das simetrias da métrica (isometrias), é a métrica que determinará

as propriedades de cada vetor de Killing. Os vetores de Killing podem ser utilizados

para escolher um sistema de coordenadas adaptado aos mesmos, isto é, às simetrias do

espaço-tempo.

A existência dos vetores de Killing implicam na existência de constantes de movimento

associados aos movimentos das partículas de teste e dos raios de luz. Considere uma

partícula de teste ou um raio de luz que se move em uma curva geodésica xµ(λ), onde λ

é um parâmetro afim e uµ = dxµ/dλ é o vetor tangente. Vamos agora considerar uma

quantidade C(k) definida pelo produto interno da quadri-velocidade u pelo vetor de Killing

k de acordo com

C(k) = gµνk
µuν . (2.3.2)

A variação da quantidade C(k) ao longo da geodésica é dada por

d

dλ
C(k) =

d

dλ
(gµνk

µuν) = uα∇α (gµνk
µuν)

e que pode ser escrita como

d

dλ
C(k) = uα (∇αgµν) k

µuν +
1

2
uαuν (∇αkν +∇νkα) + gµνk

µ(uα∇αu
ν). (2.3.3)

Podemos verificar que essa quantidade corresponde a uma constante do movimento

a partir das seguintes observações: como o espaço-tempo é pseudo-Riemanniano, vale a
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condição de metricidade dada por ∇αgµν = 0; como kν é um vetor de Killing, temos

∇αkν +∇νkα = 0; como uν é o vetor tangente à geodésica, temos uα∇αu
ν = 0. Portanto,

obteremos

d

dλ
C(k) = 0. (2.3.4)

Os vetores de Killing são muito importantes para a Relatividade Geral, pois quando

possuímos isometrias no espaço-tempo que estamos trabalhando, podemos obter a solução

das equações da geodésica de uma forma mais simples.

Apresentamos o estudo sobre a equação de Killing, cujas as soluções desta equação são

chamadas de vetores de Killing que ao longo da direção desses vetores temos que a métrica

de uma variedade riemanniana é preservada. E ainda dos vetores de Killing podemos

tirar quantidades conservadas associadas ao movimento geodésico. Esses resultados serão

utilizados no próximo capítulo, onde calculamos algumas propriedades do movimento de

partículas e da luz no espaço-tempo de Schwarzschild.



3. A Relatividade Geral e os Testes

Experimentais no Sistema Solar

Neste capitulo apresentamos alguns testes experimentais da Teoria da Relatividade

Geral no contexto do Sistema Solar. Vale lembrar que as quantidades medidas em todos

os testes experimentais são calculadas somente em função do tensor métrico, pois a partir

da métrica podemos obter todas as informações que precisamos para explicar os fenôme-

nos gravitacionais. Posteriormente, esses resultados serão comparados com os resultados

correspondentes obtidos considerando a teoria da gravitação em um espaço-tempo de

Weyl integrável, obtidos no capitulo 4. Na primeira seção apresentamos a solução de

Schwarzschild com o espaço-tempo referente ao campo gravitacional esfericamente simé-

trico e estático. Na segunda seção apresentamos a dilatação temporal gravitacional. Em

seguida apresentamos os três testes clássicos da Teoria da Relatividade Geral propostos

por Einstein, a saber o redshift gravitacional, a deflexão da luz e a precessão do periélio

de Mercúrio. E para dados experimentais mais atuais sobre os testes experimentais da

Relatividade Geral veja [37].

3.1. Campo Gravitacional Esfericamente Simétrico e Estático

A Teoria da Gravitação que Einstein apresentou ao mundo em 1916, a teoria da Relati-

vidade Geral, explica como determinados corpos se comportam no tecido quadrimensional

chamado espaço-tempo. A teoria de Einstein diz que a matéria, que também podemos

falar em energia, determina como o espaço-tempo deve se encurvar , e o espaço-tempo

curvo diz como a matéria como deve se mover. Essa dinâmica é descrita pelas equações

chamada Equações de Campo de Einstein dadas pelas eqs.(2.1.5)). O Lado esquerdo das

equações de Einstein que possui tensor de Ricci Rµν , o tensor métrico gµν e o escalar de

curvatura R corresponde a parte que corresponde a estrutura geométrica do espaço-tempo
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e o lado direito corresponde às propriedades físicas da distribuição de matéria e energia

do universo.

As equações de campo de Einstein eqs.(2.1.5) formam um sistema de equações diferen-

ciais parciais de segunda ordem no tensor métrico que é extremamente difícil de se resolver.

Em 1916, o alemão Karl Schwarzschild apresentou ao mundo a primeira solução exata das

equações da Relatividade Geral, que corresponde a um campo gravitacional esfericamente

simétrico e estático origindado por uma distribuição de massa esfericamente simétrica em

repouso, sem carga e rotação, e ela é conhecida como a métrica de Schwarzschild e sua

expressão é

ds2 = −f(r)c2dt2 +
dr2

f(r)
+ r2

(
dθ2 + sen2θdφ2

)
, (3.1.1)

sendo que

f(r) = (1− 2m

r
), (3.1.2)

onde m = GM/c2. A equação eq.(3.1.1) é referente a solução em que fora do objeto de

massa M o espaço que o rodeia seja o espaço vazio, onde as equações de Einstein são

dadas por

Rµν = 0. (3.1.3)

Como é bem conhecido por nós, a formulação de uma nova teoria física não significa que

a teoria anterior está totalmente errada, pois existe um conjunto de fenômenos onde ela

foi testada e aprovada com grande precisão. O que a nova teoria faz é explicar aquilo que

a antiga teoria não conseguia ter sucesso, ampliando o conjunto de fenômenos explicados.

Pois sabemos que a teoria da gravitação de Newton tem sucesso em explicar órbitas de

planetas onde o campo gravitacional não é bastante intenso, tanto é que astrônomos

quando estudam ou resolvem problemas ligados ao Sistema Solar com grande frequência

utilizam as leis de Newton, desde que as mesma estejam em campos gravitacionais não

intensos. Sendo assim, a nova teoria conserva a explicação dos fenômenos que a antiga

teoria consegue ter sucesso e ainda inclui os fenômenos que a teoria anterior não teve
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sucesso. Isto não foge a regra levando-se em conta a Relatividade Geral de Einstein e a

teoria da gravitação de Newton.

A teoria de gravitação de Einstein leva em consideração tudo isso que mencionamos, a

mesma recai na teoria da gravitacional de Newton para campos gravitacionais fracos e vai

mais além quando explica fenômenos que a gravitação de Newton não é capaz de explicar,

como por exemplo : dilatação temporal gravitacional, precessão do periélio de planetas,

deflexão e efeito doppler gravitacional da luz, lentes gravitacionais e o atraso temporal de

sinais luminosos. E todas esses fenômenos que acabamos de citar onde a gravitação de

Newton não consegue explicar podemos utilizar a métrica de Schwarzschild eq.(3.1.1) para

descrevê-las. Então utilizaremos a métrica de Schwarzschild para explicar determinados

fenômenos que validaram a Teoria da Relatividade de Einstein como a teoria mais aceita

para explicar a gravitação no âmbito do Sistema Solar.

3.2. Dilatação Temporal Gravitacional

Vamos considerar dois observadores, A e B, em repouso em relação ao sistema de

coordenada, sendo que sobre o observador A age um campo gravitacional mais intenso

do que está agindo no observador B. Como eles se encontram em repouso em relação

ao sistema de coordenadas, temos dr = dθ = dφ = 0, logo a equação eq.(3.1.1) fica

respectivamente para os observadores A e B

dτA =
√
−g00(rA)dt =

√
f(rA)dt =

(
1− 2m

rA

)1/2

dt (3.2.1)

e

dτB =
√
−g00(rB)dt =

√
f(rB)dt =

(
1− 2m

rB

)1/2

dt, (3.2.2)

dτ é o o tempo medido pelos observadores colocados em um campo gravitacional que é

conhecido como o tempo próprio e o tempo t é a coordenada temporal. Para pontos muito

distantes da fonte do campo gravitacional, isto é, para r → ∞(onde o espaço-tempo é

assintoticamente plano), verificamos que o tempo próprio de observadores muito distantes

coincide com a coordenada temporal. Assim, considerando que o observador B encontra-se
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em uma região do espaço-tempo que é assintoticamente plana, podemos então deixar a

equação eq.(3.2.2) da seguinte forma

dτB = dt, (3.2.3)

mostrando então que o tempo medido pelo observador B coincide com a coordenada t

numa região muito distante de onde origina o campo gravitacional. Dividindo as equações

eq.(3.2.1) e eq.(3.2.2), vamos obter

dτA =

√
g00(rA)

g00(rB)
dτB =

√
f(rA)

f(rB)
dτB =

√√√√1− 2m
rA

1− 2m
rB

dτB, (3.2.4)

desta forma como podemos perceber na equação eq.(3.2.4), os intervalos tempos próprios

medidos por A e B são diferentes. O intervalo de tempo medido por B é maior que o

intervalo de tempo medido por A quando g00(rA) < g00(rB) , isto é, dτA < dτB quando

rB > rA > 2m. Essa diferença nos intervalos de tempo medidos por ambos se deve à efeitos

puramente gravitacionais, ou seja, devido ao encurvamento do tecido espaço-temporal.

3.3. Efeito Doppler Gravitacional da Luz ( Redshift

Gravitacional).

Uma outra previsão extraordinária da Relatividade Geral é a influência do espaço-tempo

sobre a luz, esse efeito é conhecido como efeito Doppler gravitacional da luz. Em 1905,

Albert Einstein construiu um dos pilares da teoria quântica, onde a luz não possui mais

um caráter contínuo, mas sim um caráter discreto, sendo formada por partículas de massa

de repouso nula que receberam o nome de fótons. Desta forma, Einstein mostrou a energia

de um fóton é dada por

E = hν, (3.3.1)

onde h é a constante de Planck e ν é a frequência da onda eletromagnética luminosa.

Assim, considerando novamente os observadores A e B com respectivas frequências da

luz nas posições dos mesmos dadas por
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νA =
1

dτA
e νB =

1

dτB
, (3.3.2)

e a frequência a luz para um observador muito distante da fonte do campo gravitacional

vale

ν =
1

dt
. (3.3.3)

Logo, a partir das equações eq.(3.2.1) e eq.(3.2.2), podemos obter

νA =
ν√
f(rA)

=
ν√

−g00(rA)
=

ν(
1− 2m

rA

)1/2
(3.3.4)

e

νB =
ν√
f(rB)

=
ν√

−g00(rB)
=

ν(
1− 2m

rB

)1/2
. (3.3.5)

Definindo-se o desvio relativo da frequência da onda eletromagnética

∆ν

ν
=
νA − νB

ν
, (3.3.6)

considerando que rA, rB � 2m nas equações eq.(3.3.4) e eq.(3.3.5), podemos utilizar a

seguinte aproximação (1 + x)n ∼= 1 + nx que, aplicando às referidas equações, resulta em

(
1− 2m

r

)−1/2

∼= 1−
(
−1

2

)(
2m

r

)

(
1− 2m

r

)−1/2

∼= 1 +
m

r

Portanto, podemos deixar as equações eq.(3.3.4) e eq.(3.3.5), respectivamente, da seguinte

forma

νA =

(
1 +

m

rA

)
ν (3.3.7)

e
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νB =

(
1 +

m

rB

)
ν, (3.3.8)

levando as equações eq.(3.3.7) e eq.(3.3.8) à equação eq.(3.3.6), teremos

∆ν

ν
= m

(
1

rB
− 1

rA

)
. (3.3.9)

Desta forma, verifica-se que há um desvio das linhas espectrais quando um observador

A envia sinais luminosos para o observador B, o contrário também é válido, esse efeito é

algo ligado a curvatura do espaço-tempo, ou seja, é puramente geométrico.

3.4. Deflexão da Luz pelo Campo Gravitacional

A Relatividade Geral prediz que quando um raio de luz passa por perto de um campo

de gravitação de um corpo altamente massivo o mesmo é desviado da trajetória retilínea.

Agora nosso objetivo é calcular essa deflexão da luz. Considere uma geodésica métrica

do tipo-luz no espaço-tempo de Schwarzschild, dada por uma curva xα(λ) parametrizada

por um parâmetro afim λ, cujo vetor tangente vα = dxα/dλ é tal que

gαβv
αvβ = 0, (3.4.1)

onde os componentes da 4-velocidade da luz são v0 = dt/dλ ,v1 = dr/dλ, v2 = dθ/dλ e

v3 = dφ/dλ. Reescrevendo a equação acima da seguinte forma

g00

(
cdt

dλ

)2

+ g11

(
dr

dλ

)2

+ g22

(
dθ

dλ

)2

+ g33

(
dφ

dλ

)2

= 0 (3.4.2)

Como é sabido, a métrica de Schwarzschild é esfericamente simétrica e independente do

tempo, sendo assim, podemos determinar quantidades conservadas que estão relacionadas

com essas simetrias. Em relação ao fato da independência da métrica com relação ao

tempo, podemos determinar um campo vetorial de Killing ξ associado a esta simetria

cujas componentes são

ξ = (ξµ) = (1, 0, 0, 0) (3.4.3)
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e a quantidade conservada correspondente é a energia. Ainda podemos determinar um

outro vetor de Killing η que está ligado com a simetria esférica da métrica, cujas compo-

nentes são

η = (ηµ) = (0, 0, 0, 1) (3.4.4)

e a quantidade conservada correspondente é o momento angular. Como a métrica de

Schwarzschild é independente do tempo e possui simétrica de rotação, então as quantida-

des ξαvα e ηαvα representam respectivamente a conservação da energia e a conservação

do momento angular , onde v = (vµ) é a quadri-velocidade do raio de luz.

Levando-se em conta o plano equatorial

θ =
1

2
π =⇒ dθ

dλ
= 0, (3.4.5)

e as quantidades conservadas eq.(2.3.4), temos

E = gαβu
αξβ = g00u

0ξ0 = g00
dt

dλ
, (3.4.6)

é conservação da energia , para a conservação do momento angular temos

L = gαβv
αηβ = g33v

3η3 = g33
dφ

dλ
, (3.4.7)

assim para as equações eqs.(3.4.1) obtemos

g00

(
E

g00

)2

+ g11

(
dr

dλ

)2

+ g33

(
L

g33

)2

= 0

E2

g00

+ g11

(
dr

dλ

)2

+
L2

g33

= 0, (3.4.8)

para obter a trajetória do raio de luz devemos ter r = r(φ), deste modo

dr

dλ
=
dr

dφ

dφ

dλ
, (3.4.9)

da equação eq.(3.4.7), podemos deixar a expressão acima da seguinte forma
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dr

dλ
=

L

g33

dr

dφ
, (3.4.10)

agora fazendo a seguinte mudança de variável u = r−1, logo

dr

dλ
= − L

g33u2

du

dφ
, (3.4.11)

a equação eq.(3.4.8) tornar-se-á

E2 +
g00g11

(g33)2
L2

(
du

dφ

)2

+ g00
L2

g33

= 0, (3.4.12)

sendo assim, o fenômeno da precessão do periélio de mercúrio está ligado as propriedades

métricas. Sabemos que

g00 = −1/g11 = f (u) = 1− 2m

r
e g33 = u−2,

assim a equação eq.(3.4.12) ficará na seguinte forma

E2 − L2

(
du

dφ

)2

− f (u)L2u2 = 0,

mostramos que o desvio da luz é devido as propriedades métricas. Ainda podemos deixar

a equação acima como

E2 − L2

(
du

dφ

)2

− (1− 2mu)L2u2 = 0, (3.4.13)

derivando a equação acima em relação à φ, logo

d

dφ
E2 − L2 d

dφ

(
du

dφ

du

dφ

)
− L2 d

dφ
u2 + 2mL2 d

dφ
u3 = 0

d2u

dφ2
+ u = 3mu2, (3.4.14)

o termo 3mu2 corresponde a um valor muito pequeno levando-se em conta os termos da

equação acima. Deste modo, podemos encontrar uma solução aproximada considerando

3mu2 = 0, isto é
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d2u(0)

dφ2
+ u(0) = 0, (3.4.15)

onde a solução da equação acima é

u(0) =
1

R
cos (φ− φ0) , (3.4.16)

temos que R e φ0 são constantes de integração. Levando-se em conta que o Sol está na

origem, tomando o sistema de coordenada x = rcosφ e y = rsenφ e fazendo φ0 = 0, temos

que (em coordenadas polares) a reta r = R é paralela ao eixo y, onde R corresponde a

distância mínima entre o raio de Luz e o centro do campo gravitacional do Sol.

Agora introduzindo na equação eq.(3.4.14) a equação eq.(3.4.16), mas considerando

que φ0 = 0, temos então a seguinte equação de movimento do raio de Luz

d2u

dφ2
+ u = 3m

(
u(0)
)2

=
3m

R2
cos2φ, (3.4.17)

cuja a solução da equação acima é

u =
1

R
cosφ+

m

R2

(
cos2φ+ 2sen2φ

)
, (3.4.18)

levando-se em conta o sistema de coordenadas cartesiano x = rcosφ e y = rsenφ, podemos

reescrever a equação acima da seguinte forma

x = R− m

R

(
x2 + 2y2√
x2 + y2

)
, (3.4.19)

tomando y muito grande, temos

x ∼= R− m

R
(±2y) , (3.4.20)

o ângulo que corresponde a deflexão do raio de Luz é dado pela diferença entre os coefi-

cientes das duas assíntotas, temos a seguinte deflexão

4 =
4Gm

c2R
. (3.4.21)
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como G
c2

= 7, 414.10−28m/kg, considerando a massa do sol de aproximadamente m =

1, 989.1030kg e o raio do sol de r0 = 6, 96.108m, encontraremos para deflexão da luz

que

4 = 1, 74 arcsec, (3.4.22)

chegamos a um resultado que mostra a credibilidade da Relatividade Geral quando explica

a deflexão de raios luminosos quando estes passam perto de um corpo extremamente

massivo.

3.5. Precessão do Periélio de Mercúrio

Vamos agora descrever o movimento orbital de Mercúrio em torno do Sol. O planeta

Mercúrio, se move em uma geodésica métrica do tipo-tempo. Considerando novamente o

plano equatorial, obtemos que a norma do 4-vetor velocidade é dada por

gαβv
αvβ = −1, (3.5.1)

onde v0 = ṫ = dt/dτ ,v1 = ṙ = dr/dτ, v2 = θ̇ = dθ/dτ e v3 = φ̇ = dφ/dτ, e τ é o tempo próprio

que corresponde ao parâmetro afim da geodésica métrica do tipo-tempo. Por questão de

simplificação analisaremos a órbita no plano equatorial, ou seja, consideramos

θ =
π

2
,

assim das equações eq.(3.4.6) e eq.(3.4.7) que estão relacionadas com a conservação da

energia por unidade de massa de repouso e do momento angular por unidade de massa

de repouso respectivamente, mas considerando o tempo próprio como o parâmetro afim,

então podemos deixar a equação eq.(3.5.1) da seguinte maneira

g00

(
E

g00

)2

+ g11ṙ
2 + g33

(
L

g33

)2

= −1

E2

g00

+ g11ṙ
2 +

L2

g33

= −1, (3.5.2)
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da métrica de Schwarzschild podemos tirar que

E2 + g00g11ṙ
2 + g00

(
L2

g33

+ 1

)
= 0, (3.5.3)

para obter a trajetória da partícula devemos ter r = r(φ), deste modo

ṙ =
dr

dτ
=
dr

dφ

dφ

dτ
, (3.5.4)

da equação eq.(3.4.7),podemos deixar a expressão acima da seguinte forma

dr

dτ
=

L

g33

dr

dφ
, (3.5.5)

agora fazendo a seguinte mudança de variável u = r−1, assim

dr

dτ
= − L

g33u2

du

dφ
, (3.5.6)

a equação eq.(3.5.3) tornar-se-á

E2 +
g00g11

(g33)2
L2

(
du

dφ

)2

+ g00

(
L2

g33

+ 1

)
= 0, (3.5.7)

sendo assim, o fenômeno da precessão do periélio de mercúrio está ligado as propriedades

métricas. Sabemos que

g00 = −1/g11 = f (u) = 1− 2m

r
e g33 = u−2,

assim a equação eq.(3.5.7) ficará na seguinte forma

E2 − L2

(
du

dφ

)2

− f (u)
(
L2u2 + 1

)
= 0

L2

(
du

dφ

)2

= E2 − 1− L2u2 + 2mL2u3 + 2mu

(
du

dφ

)2

+ u2 =
E2 − 1

L2
+ 2mu3 +

2mu

L2
, (3.5.8)
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diferenciando a equação acima com relação a quantidade φ

d

dφ

(
du

dφ

du

dφ

)
+

d

dφ
u2 =

d

dφ

(
E2 − 1

L2

)
+ 2m

d

dφ
u3 +

2m

L2

d

dφ
u

d2u

dφ2
+ u = 3mu2 +

m

L2
, (3.5.9)

podemos ainda escrevê-la como

d2u

dφ2
+ u = a

(
1 + bu2

)
, (3.5.10)

onde a = m/L2 e b = 3L2 , quando fazemos r2 � b temos o caso newtoniano e a equação

se reduz à

d2u

dφ2
+ u = a. (3.5.11)

Para que possamos determinar a precessão do periélio de mercúrio para equação

eq.(3.5.9) devemos fazer a seguinte expansão binomial em potências de m/L2

u ∼= u(0) + u(1) + · · · · · · (3.5.12)

sendo que u(0) é correspondente a solução no caso newtoniano quando 3mu2 = 0 e u(1) é

uma pequena correção oriunda da Relatividade Geral. A solução da equação eq.(3.5.12)

correspondente ao caso newtoniano é

u(0) =
m

L2
[1 + zcos (φ− φ0)] , (3.5.13)

onde z e φ0 são constantes de integração. Quando 0 < z < 1 temos uma elipse que

corresponde ao periélio φ0.

Fazendo a primeira aproximação para a equação eq.(3.5.9)

d2u

dφ2
+ u = 3m

(
u(0)
)2

+
m

L2
, (3.5.14)

levando-se em conta as equações eq.(3.5.10) e a eq.(3.5.11), teremos
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d2u(1)

dφ2
+ u(1) ∼=

3m3

L4
+

6m3

L4
zcos (φ− φ0) +

3m3z2

L4
cos (φ− φ0) , (3.5.15)

desprezando o termo 3m3z2

L4 cos (φ− φ0), pois para pequenas excentricidades os termos de

ordem maiores de z2 devem ser desprezados em primeira aproximação, sendo assim

d2u(1)

dφ2
+ u(1) ∼=

6m3

L4
zcos (φ− φ0) , (3.5.16)

onde o único termo que te fato contribui satisfatoriamente a cada evolução é cos (φ− φ0),

a solução para a equação diferencial acima é

u(1) =
3m3

L4
zφcos (φ− φ0) , (3.5.17)

de acordo com as equações eq.(3.5.13) e eq.(3.5.17) podemos deixar a equação eq.(3.5.12)

da seguinte forma

u ∼= u(0) + u(1) =
m

L2

[
1 + zcos (φ− φ0) +

3m2

L2
zφcos (φ− φ0)

]
, (3.5.18)

fazendo 4φ0 = 3m2φ/L2 e levando-se em conta que 4φ0 � 1 , logo a solução acima fica

da seguinte forma

u =
m

L2
[1 + zcos (φ− φ0 −4φ0)] , (3.5.19)

finalmente chegamos à uma solução que mostra que quando um certo planeta move-se

de um certo ângulo ∆φ, tomando m −→ 2GM
c2

temos um avanço de uma certa fração do

ângulo de revolução igual à

4φ0

φ
=

3G2M2

c2L2
, (3.5.20)

onde temos que

L ∼= r2 ∆φ

∆t
,

levando-se em conta os dados do Sistema Solar, mais precisamente de mercúrio, temos
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que a distância Mercúrio-Sol é de aproximadamente de r = 5, 79.1010m, o período orbital

de Mercúrio é de aproximadamente ∆t = 7, 60.106 s e considerando uma volta completa

∆φ = 2π temos que

L ∼= 2, 78.1015 m2/s

Considerando que a massa do Sol vale M = 1, 989.1030 kg, a constante gravitacional

G = 6, 6732.10−11 m3/kg.s e a velocidade da luz c = 2, 98.108 m/s, então para o deslocamento

do periélio de Mercúrio é dado por

4φ0 = 41, 43 arcsec/século. (3.5.21)

Como acabamos de ver, os fenômenos abordados foram todos explicados em função

do tensor métrico, pois o mesmo contém todas as informações que necessitamos para

descrever as propriedades do campo gravitacional. Os resultados obtidos nesse capítulo

foram apresentados com a finalidade de possibilitar uma comparação com os resultados

que serão obtidos no capitulo 5, onde as mesmas propriedades do campo gravitacional no

Sistema Solar serão explicadas a partir das propriedades não só do tensor métrico mas

também do campo escalar de Weyl, no contexto da teoria da gravitação no espaço-tempo

de Weyl integrável.

Apresentamos alguns aspectos da Teoria da Relatividade Geral, maiores detalhes po-

dem ser obtidos nas referências [1, 2, 3, 4, 5, 13]. No próximo capítulo apresentaremos

uma generalização da Teoria da Relatividade Geral utilizando em um espaço-tempo de

Weyl integrável e vamos obter resultados que serão comparados com os resultados desse

capitulo.



4. Gravitação em um Espaço-tempo de Weyl

Integrável

Neste capítulo formulamos alguns aspectos básicos de uma teoria geométrica da gra-

vitação em uma geometria não-Riemanniana, onde a estrutura do espaço-tempo é dada

por uma variedade de Weyl integrável.

Um espaço-tempo de Weyl integrável (ETWI) é uma variedade diferenciável M , com

dimensão 4, dotada de uma métrica de Lorentz gµν com assinatura (−,+,+,+) e de uma

conexão afim Γβλν , que estaremos denominando de conexão de Weyl. A conexão de Weyl

é simétrica, tendo o tensor de torção identicamente nulo Tαµν = Γβµν − Γβνµ = 0. O tensor

de não-metricidade associado a conexão de Weyl é dado por

Qνλµ = ∇(g,ψ)
ν gλµ = −ωνgλµ, (4.0.1)

onde a 1-forma ω = ωλdx
λ chamada de 1-forma de Weyl e ∇(g,ψ)

ν é a derivada covariante

no espaço-tempo de Weyl integrável, que depende da métrica gµν e do campo escalar de

Weyl ψ como veremos a seguir. No espaço-tempo de Weyl integrável a 1-forma de Weyl

é o gradiente de um campo escalar ψ denominado de campo escalar de Weyl de acordo

com

ων = ∂νψ. (4.0.2)

Essas condições determinam univocamente a conexão de Weyl, a partir de agora denotada

por Γ
(g,ψ)α

µν , em termos da métrica gµν e do campo escalar de Weyl ψ de acordo com

Γ(g,ψ)α
µν = Γ(g,0)α

µν+Cα
µν =

1

2
gλα(∂µgλν+∂νgλµ−∂λgµν)+

1

2
(ωνδ

α
µ+ωµδ

α
ν−gµνωα), (4.0.3)
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onde Γ
(g,ψ=0)α

µν = Γ
(g,0)α

µν = {αµν} é o símbolo de Christoffel, que depende apenas da

métrica gµν . A conexão de Weyl Γ
(g,ψ)α

µν é determinada pelo par (g, ψ) formado pelo

tensor métrico g = (gµν) e pelo campo escalar de Weyl ψ. Quando o campo escalar

de Weyl é constante ou nulo ψ = 0, o espaço-tempo de Weyl integrável se reduz ao

espaço-tempo pseudo-Riemanniano da Relatividade Geral.

Tanto a métrica como o escalar de Weyl estão definidas a menos de uma transformação

de Weyl dada por


g̃µν = eσgµν

ψ̃ = ψ − σ
, (4.0.4)

onde a métrica é definida a menos de uma transformação conforme, sendo σ > 0 uma

função positiva, e o campo de Weyl ωλ = ∂λψ é definido a menos de uma transformação

de gauge (calibre), de modo semelhante ao que ocorre com potencial eletromagnético

na eletrodinâmica clássica. Em uma transformação de Weyl as coordenadas permane-

cem invariantes, isto é, x̃µ = xµ. Embora seja definida para quantidades geométricas,

a transformação de Weyl tem muitas semelhanças com as transformações de gauge do

eletromagnetismo. Maiores detalhes sobre variedades de Weyl podem ser encontrados no

apêndice (A) , onde definimos as notações e convenções utilizadas nesta dissertação.

A teoria da Relatividade Geral tem muitos aspectos que precisam ser compreendi-

dos, além das questões recentes envolvendo as galáxias e a expansão acelerada do uni-

verso. Uma questão importante diz respeito a natureza da estrutura do espaço-tempo,

pois desconhecemos uma teoria geométrica da gravitação formulada em um espaço-tempo

não-riemanniano que seja compatível com os dados experimentais e seja equivalente ou

generalize a teoria da Relatividade Geral.

A formulação axiomática do espaço-tempo desenvolvida por Ehlers, Pirani e Schild,

tendo como conceitos primitivos o movimento de partículas de teste e de raios de luz,

resultou em um espaço-tempo dado por uma variedade de Weyl. A compatibilidade com

a experiência requer a solução do problema relacionado com o “segundo efeito do relógio”

(second clock effect) e impõe que o espaço-tempo seja uma variedade de Weyl integrável,

isto é, a 1-forma de Weyl seja integrável ω = dψ. É importante observar que não existe
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nenhum outro conjunto de axiomas que utilize os mesmos conceitos primitivos e que seja

capaz de obter a estrutura pseudo-Riemanniana do espaço-tempo da Relatividade Geral

[2].

A formulação de uma teoria geométrica da gravitação em um espaço-tempo não-

riemanniano é um problema complexo que envolve pelo menos quatro partes fundamentais.

Em primeiro lugar, existe a questão da formulação das equações do campo gravitacional,

tanto para o vazio quanto envolvendo o acoplamento com a matéria na condição de fonte

do campo gravitacional. Essas equações devem generalizar as equações de Einstein além

do domínio de validade experimental das mesmas. A questão das ondas gravitacionais

também se insere nesse contexto. Em segundo lugar, vem o problema do movimento

da matéria, agora envolvendo o acoplamento da matéria com o campo gravitacional na

condição de alvo da ação do campo gravitacional. O caso particular do movimento de

partículas de teste e de raios de luz é fundamental, pois essas estruturas elementares

são usadas para detectar e investigar as propriedades do campo gravitacional dado pelo

espaço-tempo curvo. A situação da luz é mais complexa porque envolve a estrutura causal

local do espaço-tempo. Os postulados da geodésica e do relógio, com a definição do tempo

próprio, adotados na Relatividade Geral precisam ser generalizados. Por fim, em quarto

lugar, existe o problema geral do acoplamento da gravitação com a matéria nas suas mais

variadas manifestações e escalas. Em particular, nos domínios da gravitação quântica e

da cosmologia.

Neste capítulo, formulamos uma teoria geométrica da gravitação, tendo como espaço-

tempo uma variedade de Weyl integrável, a partir de duas condições: a invariância sob

transformações de Weyl e a equivalência com a teoria da Relatividade Geral. Entretanto,

apenas as questões envolvendo as equações do campo gravitacional para o vazio e o mo-

vimento de partículas de teste e de raios de luz são abordadas. Os demais problemas

envolvidos na formulação de uma teoria geométrica da gravitação não são investigados. O

capítulo está organizado da seguinte forma. Na primeira seção abordamos o problema da

formulação das equações do campo gravitacional em um espaço-tempo de Weyl integrável.

As equações de campo são obtidas a partir de um princípio variacional, onde a ação e

as equações de campo são invariantes por transformações de Weyl.Na segunda seção,
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abordamos problema da obtenção das equações do movimento de partículas de testes e

de raios de luz em um espaço-tempo de Weyl integrável. Os postulados da geodésica

e do relógio, com a definição de tempo próprio, adotados na Relatividade Geral, são

generalizados de uma maneira invariante por transformações de Weyl. Na terceira seção,

introduzimos o conceito de representação (ou gauge ou frame) de Weyl para o campo

gravitacional, a partir da invariância da teoria sob transformações de Weyl. Mostrando

que um dado campo gravitacional tem uma classe de equivalência de representações, da-

das pelos espaços-tempos de Weyl integráveis relacionadas entre si por transformações de

Weyl. Comparando as transformações de Weyl com as transformações de gauge (calibre)

da eletrodinâmica clássica e podemos dizer que as diversas representações correspondem

a diferentes escolhas de gauge ou frame para o campo gravitacional, que denominamos de

gauges ou frames de Weyl. Utilizamos a invariância sob transformações de Weyl para mos-

trar que existe uma única representação do campo gravitacional, denominada de gauge ou

frame de Einstein, onde todas as equações da teoria da gravitação em um espaço-tempo

de Weyl integrável coincidem com as equações correspondentes da Relatividade Geral,

demonstrando assim a equivalência da teoria proposta com a Relatividade Geral. Na

quarta seção, obtemos o limite newtoniano em um frame de Weyl e mostramos que o po-

tencial newtoniano está relacionado tanto com a métrica quanto com o campo escalar de

Weyl. Na quinta seção, abordamos a noção de simetrias do espaço-tempo, generalizando

os conceitos de isometrias e de vetores de Killing para o contexto dos espaços-tempos de

Weyl integráveis. A questão das constantes de movimento também é considerada.

4.1. Equações do Campo Gravitacional

Nesta seção abordamos o problema da formulação das equações do campo gravitacional

em um espaço-tempo de Weyl integrável. As equações do campo gravitacional para o vazio

em um espaço-tempo de Weyl integrável são obtidas a partir de um principio variacional

e são uma generalização das equações de Einstein da Relatividade Geral. Tanto a ação

quanto as equações de campo são invariantes sob transformações de Weyl e têm um

significado geométrico. A invariância sob transformações de Weyl corresponde a uma
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invariância de gauge que explica o fato das equações de campo para o escalar de Weyl

não serem independentes das equações de campo para a métrica.

A escolha da ação para o campo gravitacional em um espaço-tempo de Weyl integrável

foi feita levando em consideração duas condições: a equivalência com a Relatividade Geral

e a invariância sob transformações de Weyl. A primeira condição pode ser atendida utili-

zando uma ação linear no escalar de curvatura R(g,ψ) do espaço-tempo de Weyl integrável,

onde (g, ψ) denota a dependência tanto da métrica g = (gµν) quanto do campo escalar

de Weylψ. A segunda condição requer um fator compensador para as transformações

tanto do escalar de curvatura R(g,ψ) quando do elemento de volume dV =
√
−gd4x do

espaço-tempo de Weyl integrável sob transformações de Weyl, dado pela exponencial

do campo escalar de Weyl. Tendo em vista essas considerações, a ação para o campo

gravitacional escolhida foi a seguinte

Sgrav =

ˆ √
−geψR(g,ψ)d4x, (4.1.1)

essa ação é invariante por transformação de Weyl eq.(4.0.4). Os detalhes dos cálculos

envolvendo os resultados apresentados nesta seção podem ser encontrados no apêndice

(B).

Deste modo, o campo gravitacional não será determinado somente pela métrica gµν ,

mas o campo escalar de Weyl ψ também desempenhará um papel fundamental na descri-

ção do campo gravitacional, consequentemente as equações oriundas da ação devem ter

a presença tanto da métrica gµν quanto do campo escalar Weyl ψ. E ainda das equações

eq.(4.1.1) e eq.(A.2.8) obtemos que a ação fica decomposta em

Sgrav =

ˆ √
−geψ(R(g,0) − 3�(g,0)ψ − 3

2
∂µψ∂

µψ)d4x, (4.1.2)

que, a menos de uma divergência total, fica reduzida a

Sgrav =

ˆ √
−geψ

(
R(g,0) +

3

2
gµν∂µψ∂νψ

)
d4x, (4.1.3)

onde a primeira parcela é dada pelo escalar de curvatura R(g,0) calculado com os símbolos

de Christoffel e a segunda parcela é apenas a parte cinética do campo escalar ψ. Observa-
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mos que ação dada pela eq..(4.1.3) é bem conhecida na literatura [27, 32, 33, 34, 35], porém

no contexto da teoria da Relatividade Geral onde o espaço-tempo é pseudo-Riemanniano

e o campo escalar ψ não esta associado à estrutura geométrica do espaço-tempo.

No contexto da Relatividade Geral a ação dada pela eq..(4.1.3) é interpretada como

resultante do acoplamento não mínimo de um campo escalar ψ não geométrico com o

escalar de curvatura R(g,0)de maneira invariante por transformações conformes da mé-

trica e transformações correspondentes do campo escalar. No nosso caso, o campo escalar

de Weyl ψ tem um significado geométrico, pois juntamente com a métrica gµν , deter-

mina univocamente a conexão de Weyl Γ
(g,ψ)α

µν de um espaço-tempo de Weyl integrável

que, por sua vez, determina as propriedades das curvas auto-paralelas e da curvatura

do espaço-tempo de Weyl integrável. Portanto, embora a ação presente nas referências

[27, 32, 33, 34, 35] seja formalmente idêntica a ação dada pela eqs.(4.1.3), possuindo a

mesma forma matemática, podemos afirmar que seus significados físicos e geométricos são

bastante diferentes.

Como veremos a seguir, no espaço-tempo de Weyl integrável não só a ação dada

pela eqs.(4.1.3) tem um significado geométrico como também as equações de campo

obtidas a partir da mesma, ao contrário do que ocorre no contexto do espaço-tempo

pseudo-Riemanniano da Relatividade Geral.

As equações do campo gravitacional no espaço-tempo de Weyl integrável são obtidas

a partir da ação dada pela eqs.(4.1.3) através da variação tanto do campo escalar de Weyl

ψ quanto da métrica gµν . A equação do campo gravitacional correspondente ao campo

escalar de Weyl ψ é dada por

R(g,0) − 3

2
(∂µψ∂

µψ + 2�(g,0)ψ) = 0, (4.1.4)

onde �(g,0) = gλµ∇(g,0)
λ ∇(g,0)

µ é o d’Alambertiano e∇(g,0)
µ é a derivada covariante calculados

apenas com o símbolo de Christoffel. Os detalhes dos cálculos estão no apêndice (B).

Podemos observar que, de acordo com a eq..(A.2.8), a equação do campo gravitacional

correspondente ao campo escalar de Weyl ψ no espaço-tempo de Weyl integrável significa

simplesmente que o escalar de curvatura R(g,ψ) do espaço-tempo de Weyl integrável deve

ser identicamente nulo, isto é,
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R(g,ψ) = R(g,0) − 3

2

(
∂µψ∂

µψ + 2�(g,0)ψ
)

= 0. (4.1.5)

Embora as equações eqs.(4.1.5) também tenha sido obtida nas referências [27, 32,

33, 34, 35], apenas na variedade de Weyl integrável elas podem ser identificadas com

um elemento da geometria do espaço-tempo, a saber, o escalar de curvatura R(g,ψ) do

espaço-tempo de Weyl integrável .

As equações do campo gravitacional no espaço-tempo de Weyl integrável para a mé-

trica gµν são dadas por

G(g,0)
µν − (∇(g,0)

ν ∇(g,0)
µ ψ − gµν�(g,0)ψ) +

1

2
(∂µψ∂νψ +

1

2
gµν∂αψ∂

αψ) = 0, (4.1.6)

onde G(g,0)
µν = R

(g,0)
µν− 1

2
gµνR

(g,0) é o tensor de Einstein calculado apenas com os símbolos

de Christoffel. Novamente, podemos observar que as equações acima também foram obti-

das nas referências [27, 32, 33, 34, 35] . Entretanto, apenas na variedade de Weyl integrável

elas podem ser identificadas como um elemento da geometria do espaço-tempo. Podemos

mostrar que as equações do campo gravitacional para a métrica em um espaço-tempo de

Weyl integrável significam simplesmente que o tensor de Einstein da variedade de Weyl

integrável deve ser identicamente nulo, isto é,

G(g,ψ)
µν = G(g,0)

µν − (∇(g,0)
ν ∇(g,0)

µ ψ− gµν�(g,0)ψ) +
1

2
(∂µψ∂νψ+

1

2
gµν∂αψ∂

αψ) = 0. (4.1.7)

A partir desses resultados, podemos observar que a equações de campo eq..(4.1.5) para

o escalar de Weyl não é independente das equações de campo eqs.(4.1.7) para a métrica,

pois o escalar de curvatura R(g,ψ) é obtido a partir do traço do tensor de Einstein G(g,ψ)
µν .

O fato das equações de campo para o campo escalar não serem independentes das equações

de campo para a métrica é conhecido na literatura [27, 32, 33, 34, 35], embora nenhum

significado geométrico seja dada para o mesmo.

Uma propriedade importante das equações do campo gravitacional (gµν , ψ) no espaço-

tempo de Weyl integrável, consiste na invariância das equações (4.1.5) e (4.1.7) sob as
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transformações de Weyl dadas pelas eqs.(4.0.4) . Embora o campo escalar de Weyl ψ

corresponda a 1 (um) grau de liberdade a mais do campo gravitacional, além dos graus de

liberdade da métrica gµν , existe uma liberdade de gauge devido à invariância das equações

de campo sob as transformações de Weyl (4.0.4) que também envolvem 1 (um) grau de

liberdade através da função σ. Portanto, os graus de liberdade do campo gravitacional

são determinados pelo conjunto (gµν , ψ), a menos do grau de liberdade presente nas trans-

formações de Weyl. Isto significa que 1 (um) grau de liberdade do conjunto (gµν , ψ) pode

ser eliminado ou da métrica gµν ou do campo escalar de Weyl ψ. A dinâmica do campo

gravitacional envolve ambos os campos gµν e ψ através das equações de campo dadas em

termo do tensor de Einstein G(g,ψ)
µν = 0.

Finalmente, obtemos no espaço-tempo de Weyl integrável uma completa analogia com

as equações de Einstein para o vazio, pois substituindo a eq..(B.2.6) nas eqs.(B.2.17), obte-

mos que as equações para o campo gravitacional na ausência de matéria no espaço-tempo

de Weyl integrável são dadas por

R(g,ψ)
µν = R(g,0)

µν −
(
∇(g,0)
ν ∇(g,0)

µ ψ − 1

2
gµν�

(g,0)ψ

)
− 1

2
(gµν∂αψ∂

αψ − ∂µψ∂νψ) = 0.

(4.1.8)

Assim, obtivemos um conjunto de equações do campo gravitacional em um espaço-

tempo deWeyl integrável que correspondem a uma generalização das equações de Einstein,

onde o campo gravitacional é dado simultaneamente pelo tensor métrico gµν e pelo campo

escalar de Weyl ψ que nos informam como o espaço-tempo deve se encurvar diante da

presença da matéria.

No contexto da teoria da gravitação em um espaço-tempo de Weyl integrável a ge-

ometrização da gravitação ocorre com a identificação do campo gravitacional com um

espaço-tempo de Weyl integrável curvo. Portanto, a condição que identifica um campo

gravitacional nulo é a mesma condição que determina integrabilidade do transporte pa-

ralelo através da conexão de Weyl, isto é, o tensor de curvatura do espaço-tempo de

Weyl ser identicamente nulo R
(g,ψ)

αβµν = 0 . É importante observar que, a menos de

transformações conforme, o campo gravitacional nulo é dado por um espaço-tempo com

métrica de Minkowski e campo escalar de Weyl nulo.
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Finalmente, resta considerar a equivalência com a Relatividade Geral. Como as equa-

ções do campo gravitacional em um espaço tempo de Weyl integrável, dadas pelas eqs.

(4.1.7), são invariantes sob transformações de Weyl, para cada solução das mesmas existe

um conjunto de soluções equivalentes obtidas da solução através de transformações de

Weyl. Cada classe de equivalência de soluções obtidas dessa maneira constitui o conjunto

de representações de um dado campo gravitacional. Embora as propriedades da métrica e

as propriedades do campo escalar de Weyl sejam diferentes em diferentes representações,

o campo gravitacional é invariante e tem as mesmas propriedades em todas as represen-

tações.

Em uma representação do campo gravitacional onde o escalar de Weyl é constante

ou nulo, não só o espaço-tempo de Weyl integrável coincide com o espaço-tempo pseudo-

Riemanniano da Relatividade Geral, como também a ação para o campo gravitacional

e as equações (4.1.7) de campo em um espaço-tempo de Weyl coincidem com a ação de

Einstein-Hilbert as equações de Einstein, respectivamente. O movimento de partículas de

teste e de raios de luz também se reduzem aos resultados da Relatividade Geral, como

veremos a seguir.

Assim, podemos concluir que a gravitação na variedade de Weyl integrável introduz

um outro elemento da geometria, além do tensor métrico gµν , que precisamos considerar

para descrever completamente a gravitação: o campo escalar de Weyl ψ.

É curioso mencionar que a ação para o campo gravitacional da teoria de Brans-Dicke,

é igual a ação eq..(4.1.3) quando o parâmetro de Brans-Dicke ω = −3/2.

4.2. Movimento de Partículas de Teste e de Raios de Luz

Nesta seção abordamos o problema da obtenção das equações do movimento de par-

tículas de testes e de raios de luz em um espaço-tempo de Weyl integrável. Os postulado

da geodésica e do relógio, com a definição de tempo próprio, adotados na Relatividade

Geral, são generalizados de uma maneira invariante por transformações de Weyl para o

contexto dos espaços-tempos de Weyl integráveis. Os cálculos realizados para a obtenção

dos resultados apresentados nesta seção podem ser encontrados no apêndice (C).

Em uma teoria geométrica da gravitação o movimento de partículas de teste massivas

39



e de raios de luz, sob ação apenas do campo gravitacional, é determinado exclusivamente

pela estrutura geométrica do espaço-tempo. Como em um espaço-tempo de Weyl apenas

as curvas geodésicas métricas e as curvas auto-paralelas são determinadas pelas propri-

edades geométricas do espaço-tempo, as partículas de teste e os raios de luz devem se

movimentar ao longo de um desses dois tipos de curvas. Por um lado, as geodésicas

métricas, cujas equações são dadas por

d2xα

ds2
+ { ανµ}

dxν

ds

dxµ

ds
=
d2xα

ds2
+ Γ(g,0)α

νµ

dxν

ds

dxµ

ds
= 0,

onde ds2 = gµνdx
µdxν é o elemento de arco, isto é, o intervalo espaço-tempo, são de-

terminadas completamente pela métrica através dos símbolos de Christoffel e o campo

escalar de Weyl não interfere nas mesmas. Por outro lado, as curvas auto-paralelas, cujas

equações são

d2xα

dλ2
+ Γ(g,ψ)α

νµ

dxν

dλ

dxµ

dλ
= 0,

onde λ é um parâmetro afim, são determinadas pela conexão de Weyl Γ
(g,ψ)α

νµ, que

depende tanto da métrica quanto do campo de Weyl.

Uma diferença importante entre as geodésicas métricas e as curvas auto-paralelas (ge-

odésicas de Weyl) em uma variedade de Weyl consiste no fato que de apenas as geodésicas

de Weyl serem invariantes sob transformações de Weyl. As geodésicas métricas não são

invariantes sob transformações de Weyl. No contexto da Relatividade Geral, isto é, nos

espaços-tempos pseudo-Riemannianos, as equações das geodésicas métricas coincidem com

as equações das curvas auto-paralelas parametrizadas com um parâmetro afim.

Considerando que as equações do movimento devem incluir todos os elementos da

geometria que definem o campo gravitacional em um espaço-tempo de Weyl integrável,

isto é, a métrica e o campo escalar de Weyl, devemos adotar a hipótese de que as partículas

de teste massivas e os raios de luz se movem em curvas auto-paralelas, que denominamos de

geodésicas de Weyl. Dessa forma, generalizamos o postulado da geodésica da Relatividade

Geral.

Agora vamos descrever o movimento das partículas testes massivas em uma variedade

de Weyl integrável, onde além do tensor métrico gαβ temos um campo escalar ψ que juntos
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vão descrever a estrutura local do espaço-tempo em questão, assim os dois terão um papel

fundamental na formulação da teoria da gravitação em uma variedade de Weyl integrável.

Na teoria da Relatividade Geral o movimento de partículas de teste massivas ocorre ao

longo de geodésicas métricas tipo-tempo, onde o tempo próprio medido no referencial de

repouso da partícula coincide com o comprimento de arco da geodésica. Intuitivamente,

podemos considerar que a medida que a partícula percorre sua linha de universo o relógio

no referencial de repouso da partícula vai medindo o tempo próprio e isto nos permite

supor que ambos sejam proporcionais. A partir dessa hipótese, podemos concluir que a

linha de universo da partícula pode ser determinada como aquela em que o tempo próprio

é um extremo e assim obter as equações do movimento como curvas geodésicas tipo-tempo

a partir de um princípio variacional. Essa suposição é conhecida como o postulado do

relógio e define o conceito de tempo próprio na Relatividade Geral.

A generalização do postulado do relógio para o contexto do espaço-tempo de Weyl in-

tegrável requer uma quantidade, determinada ao longo da linha de universo da partícula,

que tenha as seguintes propriedades: (1) seja um escalar, (2) seja invariante sob trans-

formações de Weyl , (3) seja um extremo para as geodésicas de Weyl e (4) coincida com

o tempo próprio da Relatividade Geral quando o campo escalar de Weyl seja constante

ou nulo. Podemos definir no espaço-tempo de Weyl integrável uma quantidade com essas

propriedades, conforme os cálculos realizados no apêndice (C), que adotaremos como o

tempo próprio de uma partícula de teste massiva que se move em uma geodésica de Weyl

tipo-tempo, generalizando assim o postulado do relógio.

O tempo próprio τ medido por uma partícula viajando em uma linha de universo em

um espaço-tempo de Weyl integrável é definido por nós da seguinte forma

τ =

ˆ
dτ =

ˆ √
εeψgαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
dλ, (4.2.1)

onde ẋα = dxα/dλ é o vetor tangente à geodésica de Weyl xα(λ) parametrizada com um

parâmetro λ, onde ε = ∓1para a assinatura da métrica ±2. O movimento das partículas

de teste massivas é determinado pela condição de que o tempo próprio é um extremo.

Considerando que a ação para o movimento da partícula é dada pela eq..(4.2.1), obtemos
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que as equações do movimento são as equações de uma geodésica de Weyl tipo-tempo

dadas por (vê apêndice C)

d2xα

dλ2
+ Γ(g,ψ)α

νµ

dxν

dλ

dxµ

dλ
= 0.

Entretanto, o campo escalar de Weyl ψ compensa a variação por transporte paralelo

da norma do vetor tangente ẋα = dxα/dλ de uma geodésica de Weyl parametrizada

com um parâmetro afim λ, de modo que a quantidade εeψgαβ dx
α

dλ
dxβ

dλ
é uma constante do

movimento (vê apêndice C). Portanto, podemos parametrizar a geodésica de Weyl com o

tempo próprio, fazendo

(
dτ

dλ

)2

= εeψgαβ
dxα

dλ

dxβ

dλ
= 1

e obtendo que as equações do movimento de uma partícula de teste massiva no espaço-tempo

de Weyl integrável são dadas por

d2xα

dτ 2
+ Γ(g,ψ)α

νµ

dxν

dτ

dxµ

dτ
= 0.

Finalmente, abordamos a questão da equivalência dos resultados obtidos para o mo-

vimento de partículas de teste massivas em um espaço-tempo de Weyl integrável com

os resultados correspondentes no contexto da Relatividade Geral. Em primeiro lugar,

observamos que, tanto as equações da geodésica de Weyl quanto o tempo próprio definido

acima são invariante por transformações de Weyl. Em segundo lugar, quando o campo

escalar de Weyl for constante ou nulo, obtemos que não só as geodésicas de Weyl coincidem

com as geodésicas métricas, mas também o tempo próprio definido no espaço-tempo de

Weyl coincide com o tempo próprio definido na Relatividade Geral.

É importante observar que as geodésica métricas tipo-tempo e as geodésicas de Weyl

tipo-tempo são curvas distintas com propriedades diferentes, pois não existe reparametri-

zação que possa transformar as equações da geodésica de Weyl tipo-tempo nas equações

das geodésicas métricas tipo-tempo. Portanto, o movimento de partículas de teste em

geodésicas de Weyl tipo-tempo tem propriedades diferentes do movimento de partículas

em geodésicas métricas tipo-tempo. Isto significa que, as propriedades dos movimentos
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das partículas de teste calculadas a partir das geodésicas métricas são diferentes das pro-

priedades calculadas a partir das geodésicas de Weyl, pois os efeitos do campo escalar de

Weyl estão presentes apenas nas últimas. Portanto, ou as geodésicas métricas tipo-tempo

ou as geodésicas de Weyl tipo-tempo devem coincidir com os resultados experimentais

sobre o movimento de partículas de teste. Como veremos a seguir, o mesmo não ocorre

com relação ao movimento dos raios de luz em geodésicas tipo-nulo.

Com a mesma importância com que abordamos os movimentos de partículas de teste

massivas em um espaço-tempo de Weyl integrável, utilizados para detectar e determinar

propriedades importantes do espaço-tempo, estudaremos os movimentos dos raios de luz

em um espaço-tempo de Weyl integrável, que também permitem determinar diversas

propriedades importantes do espaço-tempo, em particular, a estrutura causal local através

dos cones de luz.

E analogia com os resultados para movimento das partículas de teste massivas, ado-

tamos a hipótese de que o movimento dos raios de luz em um espaço-tempo de Weyl

integrável ocorre em geodésicas de Weyl tipo-nulo, isto é, em curvas xµ(λ) cujo vetor

tangente vµ = dxµ

dλ
tem norma nula

gµνv
µvν = gµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
= 0

e que são determinadas pelas equações

d2xα

dλ2
+ Γ(g,ψ)α

νµ

dxν

dλ

dxµ

dλ
= 0,

em função de um parâmetro afim λ.

Entretanto, como está demonstrado no apêndice C, as equações das geodésicas de

Weyl tipo-nulo diferem das equações das geodésicas métricas tipo-nulo por uma repara-

metrização do parâmetro afim, isto é, temos a igualdade

d2xα

dλ2
+ Γ(g,ψ)α

νµ

dxν

dλ

dxµ

dλ
=
d2xα

dσ2
+ Γ(g,0)α

µν

dxµ

dσ

dxν

dσ
= 0,

onde os parâmetrosλ e σ estão relacionados pela equação

43



d2σ

dλ2
+

(
dσ

dλ

)2
dψ

dσ
= 0,

que nos permite representar a reparametrização σ = σ(λ) por

σ(λ) =

λˆ

0

e−ψ(x(λ′))dλ′. (4.2.2)

Este é o postulado da geodésica para o movimento de raios de luz em um espaço-tempo

de Weyl integrável. A partir desse resultado, podemos analisar a estrutura causal deter-

minada pelo cone de luz em uma variedade de Weyl integrável. Assim, devemos analisar

se a noção local de causa e feito é preservada quando realizamos uma transformação de

Weyl.

Em geral as geodésicas de Weyl dependam da métrica gµν e do campo escalar de Weyl

ψ , através da conexão de Weyl Γ
(g,ψ)α

νµ. Entretanto, no caso das geodésicas de Weyl

tipo-nulo, a condição do vetor vµ tangente à geodésica ter norma nula ( isto é, gµνvµvν =

0 ), permite que a dependência com relação ao campo escalar de Weyl seja removida

através de uma reparametrização. Isto significa que as geodésicas métricas tipo-nulo

coincidem com as geodésicas de Weyl tipo-nulo, a menos de uma reparametrização, e que

o movimento dos raios de luz é determinado exclusivamente pelas propriedades da métrica

do espaço-tempo de Weyl integrável.

Como as geodésicas métricas tipo-nulo e as geodésicas de Weyl tipo-nulo coincidem,

existe apenas um único cone de luz no espaço-tempo de Weyl integrável e a estrutura cau-

sal local do espaço-tempo é determinada de maneira única pela métrica do espaço-tempo.

Além disso, as geodésicas de Weyl são invariantes por transformações de Weyl e as ge-

odésicas métricas tipo-luz também são invariantes (a menos de uma reparametrização).

Por fim, embora a norma de um vetor não seja preservada tanto por transporte paralelo

quanto por transformações de Weyl, a condição de um vetor ser tipo-tempo, tipo-nulo

e tipo-espaço é preservada tanto pelo transporte paralelo quanto pela transformações de

Weyl. Portanto, a estrutura causal local do espaço-tempo é preservada pelas transforma-

ções de Weyl e pelo transporte paralelo, sendo determinada apenas pelas propriedades

métricas sem participação do campo escalar de Weyl.

44



Assim, concluímos que a estrutura causal local determinada pelo cone de luz em uma

variedade de Weyl integrável é preservada, coincidindo com a estrutura causal local da

Relatividade Geral quando o escalar de Weyl for constante ou nulo. Lembramos que,

embora o escalar de Weyl não interfira nas geodésicas tipo-nulo, ele interfere nas geodésicas

de Weyl tipo-tempo.

4.3. Transformações de Weyl e Representações do Campo

Gravitacional

Nesta seção discutimos alguns aspectos relacionados com o significado de uma das

condições impostas para a formulação da teoria da gravitação no espaço-tempo de Weyl

integrável apresentada neste capítulo: a invariância da teoria sob transformações de

Weyl. Mostramos que o campo gravitacional tem diversas representações, dadas por

espaços-tempos de Weyl relacionados entre si por transformações de Weyl, que denomi-

namos de gauges ou frames de Weyl. Embora duas representações tenham tanto métricas

quanto campos escalares de Weyl com propriedades diferentes, os resultados físicos ob-

tidos a partir das mesmas são idênticos, pois as propriedades do campo gravitacional

são invariantes sob transformações de Weyl. Nesse novo contexto, as propriedades do

campo gravitacional são determinadas a partir das propriedades tanto da métrica quanto

do campo escalar de Weyl. Como veremos a seguir, existem muitas semelhanças entre as

transformações de gauge na eletrodinâmica clássica e as transformações de Weyl em uma

teoria da gravitação invariante sob transformações de Weyl.

A invariância da teoria da gravitação por transformações de Weyl introduz na des-

crição da interação gravitacional uma propriedade semelhante à invariância da interação

eletromagnética por transformações de gauge do potencial eletromagnético. As equações

de Maxwell para o campo eletromagnético e as equações do movimento de partículas dadas

pelas equações da força de Lorentz são invariantes por transformações de gauge, pois são

expressas em termos do campo eletromagnético Fµν = ∂µAν − ∂νAµ que é invariante por

transformações de gauge do potencial eletromagnético Aµ, dadas porAµ → Aµ+∂µf , onde

f é uma função arbitrária. Na teoria da gravitação no espaço-tempo de Weyl integrável

existe um resultado semelhante, pois tanto as equações do campo gravitacional, dadas
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por (4.1.5) e (B.2.17), quanto as equações do movimento de partículas de teste e de raios

de luz, dadas pelas geodésicas de Weyl (C.1.4), são invariantes pelas transformações de

Weyl dadas por (4.0.4). Portanto, da mesma forma que as equações da eletrodinâmica

clássica são invariantes por transformações de gauge, as equações da teoria da gravitação

no espaço-tempo de Weyl são invariantes por transformações de Weyl.

Por causa da invariância sob transformações de Weyl, o campo gravitacional na teoria

da gravitação no espaço-tempo de Weyl integrável tem diversas representações, dadas

por espaços-tempos de Weyl relacionados entre si por transformações de Weyl. Dentre

todas as representações existe uma única onde o campo escalar de Weyl é constante ou

identicamente nulo, que chamamos de gauge ou frame de Einstein, pois é a representação

em que a teoria coincide com a Relatividade Geral. As demais representações, onde o

campo escalar de Weyl não é constante nem nulo, são chamadas de frames ou gauges de

Weyl.

Embora duas representações tenham tanto métricas quanto campos escalares de Weyl

com propriedades diferentes, os resultados físicos obtidos a partir das mesmas são idên-

ticos, pois as propriedades do campo gravitacional são invariantes sob transformações de

Weyl. Nesse novo contexto, as propriedades do campo gravitacional são determinadas a

partir das propriedades tanto da métrica quanto do campo escalar de Weyl. Como di-

versas escolhas de gauge são utilizadas na eletrodinâmica para o estudo das propriedades

do campo eletromagnético, a teoria da gravitação no espaço-tempo de Weyl integrável

possibilita que diversas representações equivalentes sejam usadas para o estudo das pro-

priedades do campo gravitacional. Dependendo da representação escolhida uma dada

propriedade do campo gravitacional pode ser determinada apenas pela métrica, apenas

pelo campo escalar de Weyl ou por ambos. Portanto, algumas representações podem ser

mais adequadas do que outras para a determinação de uma dada propriedade do campo

gravitacional.

Os campos gravitacionais dados pelos espaços-tempos deWeyl integrável curvos podem

ser classificados a partir das suas representações no gauge ou frame de Einstein, onde o

campo escalar de Weyl é nulo é a teoria coincide com a Relatividade Geral. Para cada

solução das equações de Einstein, no gauge de Einstein, existe uma classe de equivalência
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de soluções das equações de campo da teoria da gravitação no espaço-tempo de Weyl,

relacionadas da mesma através de transformações de Weyl, onde cada uma corresponde

a um gauge ou frame de Weyl. Em particular, a classe de equivalência que corresponde

ao campo gravitacional nulo, dado no frame de Einstein é dado pelo espaço-tempo de

Minkowski, é formada por espaços-tempos de Weyl com métricas conformalmente planas

gµν = eϕηµν e campos escalares de Weyl ψ , onde as funções ϕ e ψ são soluções das

equações da gravitação para o vazio R(g,ψ)
µν = 0.

4.4. O Limite Newtoniano

Nesta seção, mostraremos que a teria da gravitação em um espaço-tempo de Weyl

integrável tem o limite newtoniano, o qual pode ser obtido a partir de uma representação

do campo gravitacional dada em um frame de Weyl qualquer. Mostraremos como o

potencial escalar newtoniano está relacionado com a métrica e com o campo escalar de

Weyl. O limite newtoniano é um requisito muito importante para qualquer teoria da

gravitação. Ele existe quando, no regime dos campos gravitacionais fracos e das veloci-

dades não relativistas ( muito menores do que a velocidade da luz no vácuo), as equações

do movimento de Newton puderem ser obtidas a partir das equações de movimento das

partículas de teste da teoria e a equação de campo da gravitação newtoniana ( a equação

de Poisson) puder ser obtida a partir das equações do campo gravitacional da teoria.

Considerando que a geometria espacial na mecânica Newtoniana é euclidiana, um

campo gravitacional fraco deve representar uma pequena perturbação no espaço-tempo

de Minkowski. Como na teoria da gravitação em um espaço-tempo de Weyl integrável é

determinado tanto pela métrica gµν quanto pelo campo escalar de Weyl ψ, temos duas

condições a considerar. Em primeiro lugar, consideramos que a métrica é dada por

gµν = ηµν + εhµν , (4.4.1)

onde nµν é a métrica de Minkowski , ε é um parâmetro pequeno (ε2 � ε) e a parcela

εhµν representa uma pequena perturbação independente do tempo devido à presença de
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alguma configuração de matéria. Em segundo lugar, consideramos que o campo escalar

de Weyl é dado por

ψ = ψ0 + εϕ, (4.4.2)

onde ψ0 é uma constante arbitrária, que será escolhida como zero, e εϕ representa uma

pequena perturbação independente do tempo também associada à configuração de maté-

ria. Finalmente, no regime de baixas velocidades temos a condição de que a velocidade

~v = (dx
i

dt
) da partícula ao longo da geodésica de Weyl deve ser muito menor do que a velo-

cidade da luz no vácuo c, de modo que o parâmetro β = v
c
também deve ser considerado

pequeno.

Utilizando as coordenadas cartesianas de um referencial de Lorentz da relatividade

especial (nesta seção utilizamos a assinatura -2 para a métrica ), podemos escrever o

elemento de linha de acordo com

ds2 = gµνdx
µdxν = ηµνdx

µdxν+εhµνdx
µdxν = +(dx0)2−(dx1)2−(dx2)2−(dx3)2+εhµνdx

µdxν ,

(4.4.3)

que nos permite aproximar a relação entre o tempo próprio e a coordenada temporal

x0 = ct, em primeira ordem em ε, por

1

c

dτ

dt
= eψ/2

1

c

ds

dt
∼=
√

(1 + εϕ)
√

(1 + εh00) ∼= (1 +
1

2
εϕ)(1 +

1

2
εh00) ∼= [1 +

1

2
ε(h00 + ϕ)],

(4.4.4)

cuja inversa é dada por

c
dt

dτ
∼= [1− 1

2
ε(h00 + ϕ)]. (4.4.5)

Reparametrizando as equações da geodésica de Weyl tipo-tempo

d2xα

dτ 2
+ Γ(g,ψ)α

µν

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0 (4.4.6)
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em termos da coordenada temporal, obtemos que

(
dt

dτ

)2(
d2xα

dt2
+ Γ(g,ψ)α

µν

dxµ

dt

dxν

dt

)
= −

[
d2t

dτ 2
+

(
dt

dτ

)2
dψ

dt

]
dxα

dt
.

A partir da relação dada pela eq.(4.4.5) e do fato do campo gravitacional ser estático,

obtemos os resultados d2t
dτ2

= 0 e dψ
dt

= εdϕ
dt

= 0 que nos permite expressar as equações da

geodésica de Weyl como

d2xα

dt2
+ Γ(g,ψ)α

µν

dxµ

dt

dxν

dt
= 0.

Aproximando agora a conexão de Weyl Γ
(g,ψ)α

µν em primeira ordem em ε, obtemos

Γ(g,ψ)α
µν =

ε

2
nαλ[(hλµ,ν + hλν,µ − hµν,λ) + (nλµϕ,ν + nλνϕ,µ − nµνϕ,λ)]. (4.4.7)

A partir dos resultados acima, podemos perceber que, a menos que µ = ν = 0, o

produto c2Γ
(g,ψ)α

µν
dxµ

cdt
dxν

cdt
é da ordem εβ ou maior. Portanto, as equações da geodésica

de Weyl em primeira ordem nos parâmetros ε e β ficam dadas por

d2xµ

dt2
+ c2Γµ00 = 0, (4.4.8)

que, para µ = 0 são uma identidade. Para µ igual a um índice espacial i, considerado que

a assinatura da métrica é -2, obtemos

Γi00 = − ε
2
ηij

∂

∂xj
(h00 + ϕ) =

ε

2
δij

∂

∂xj
(h00 + ϕ),

e, usando uma notação com vetores espaciais,

d2−→x
dt2

= −1

2
εc2−→∇ (g,0)(h00 + ϕ), (4.4.9)

que nada mais são do que as equações de Newton do movimento para uma partícula em

um campo gravitacional quando identificamos o potencial gravitacional Newtoniano como
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U =
1

2
c2(εh00 + εϕ). (4.4.10)

Portanto, o potencial newtoniano é determinado tanto pela métrica gµν = ηµν + εhµν

quanto o campo escalar de Weyl ψ = εϕ , que contribuem para o potencial newtoniano

através da combinação ε(h00 + ϕ) .

Para completar a demonstração do limite newtoniano falta obter o limite das equações

de campo da gravitação no espaço-tempo de Weyl integrável. As equações de campo para

o vazio, dadas pelas eqs.(4.1.8), isto é,

R(g,ψ)
µν = R(g,0)

µν −
(
∇(g,0)
ν ∇(g,0)

µ ψ − 1

2
gµν�

(g,0)ψ

)
− 1

2

(
gµνg

αβ∂αψ∂βψ − ∂µψ∂νψ
)

= 0.

Na aproximação de campos fracos, onde gµν = ηµν + εhµν , em primeira ordem em ε,

temos o seguinte resultado

R
(g,0)

00 = −1

2
ε
−→
∇2h00,

onde
−→
∇2 denota o Laplaciano no espaço euclidiano. Por outro lado, tendo em vista que

estamos supondo um campo gravitacional estático, obtemos que

�(g,0)ψ = gµν∇(g,0)
µ ∇(g,0)

ν = −ε
−→
∇2ϕ, (4.4.11)

e as equações de campo para µ = ν = 0 coincidem com as equações de campo da gravitação

Newtoniana quando o potencial newtoniano for definido pela eq.. (4.4.10) , isto é,

R
(g,ψ)

00 = R
(g,0)

00 +
1

2
g00�

(g,0)ψ = −1

2
ε∇2h00−

1

2
ε∇2ϕ = −1

2
ε∇2(h00 +ϕ) = − 1

c2
∇2U = 0.

Considerando que tanto as equações de campo quanto as geodésicas de Weyl na teoria

da gravitação em um espaço-tempo de Weyl integrável são invariantes por transformações

de Weyl, podemos concluir que o limite newtoniano obtido através da identificação do

potencial newtoniano com U = 1
2
c2ε(h00 + ϕ) é válido em qualquer representação do
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campo gravitacional dado em um frame de Weyl arbitrário. Em particular, no frame de

Einstein onde ψ = 0, os resultados coincidem com os da Relatividade Geral.

4.5. Simetrias dos Espaços-tempos de Weyl Integrável

Nesta seção, abordamos a noção de simetrias do espaço-tempo de Weyl integrável,

generalizando os resultados da Relatividade Geral relacionados com as isometrias e os

vetores de Killing na Relatividade Geral apresentados na seção 2.3 . A partir dos campos

vetoriais associados a transformações de simetria dos espaços-tempos de Weyl integrável,

denominados de campos de vetores de Killing-Weyl, obtemos as constantes do movimento

dado pelas geodésicas de Weyl. Esses resultados têm duas propriedades importantes, eles

são invariantes por transformações de Weyl e coincidem com os resultados correspondentes

na Relatividade Geral quando o campo escalar de Weyl é nulo.

Como na teoria da gravitação em um espaço-tempo de Weyl integrável, o campo gra-

vitacional é determinado pela métrica gµν e pelo campo escalar de Weyl ψ, as simetrias

do campo gravitacional devem estar relacionadas com as transformações de ambas quan-

tidades, isto é, do par (gµν ,ψ). As condições de invariância sob transformações de Weyl e

equivalência com a Relatividade geral quando o campo de Weyl for nulo, impostas para a

formulação da teoria, também devem ser válidas para a determinação das transformações

das simetrias do espaço-tempo de Weyl integrável definidas em termos do par (gµν ,ψ) .

Assim, tendo em vista essas considerações, obtivemos que as simetrias dos espaços-tempos

de Weyl integráveis são dadas pelas transformações

Lkgµν = −(Lkψ)gµν = −dψ
dλ
gµν = −kαψαgµν , (4.5.1)

onde Lk é a derivada de Lie calculada com relação ao campo de vetores

k =
∂

∂λ
= kα∂α,

essas equações serão denominadas de equações de Killing-Weyl e os campos de vetores kα

serão denominados de campos de vetores de Killing-Weyl. As equações de Killing-Weyl
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são idênticas as equações dos vetores de Killing conformes Lkgµν = φgµν onde o fator

conforme é dado pela derivada de Lie do campo escalar de Weyl φ = −(Lkψ).

A equivalência com a Relatividade Geral no frame de Einstein, onde o campo escalar de

Weyl é nulo, pode ser verificada substituindo ψ=0 nas eqs.(4.5.1), resultando nas equações

de Killing no espaço-tempo pseudo-Riemanniano. A invariância sob transformações de

Weyl está demonstrada logo a seguir.

Considere uma representação de Weyl do espaço-tempo dada por (g̃µν ,ψ̃) e um vetor

de Killing-Weyl k = ∂
∂λ

= kα∂α, tal que

Lkg̃µν = −kαψ̃αg̃µν , (4.5.2)

e uma outra representação de Weyl dada por (gµν ,ψ) e relacionada com a primeira através

das transformações de Weyl dadas por


ψ̃ = ψ − σ

g̃µν = eσgµν

, (4.5.3)

aplicando a transformação de Weyl acima nas eqs.(4.5.2), obtemos que o membro esquerdo

se transforma de acordo com

Lk̄g̃µν = Lk̄eσgµν = (Lkeσ) gµν + eσ (Lkgµν) = eσ [(kα∂ασ) gµν + Lkgµν ] (4.5.4)

e que o membro direito se transforma de acordo com

kαψ̃αg̃µν = kα (ψα − σα) eσgµν = eσ (kαψα − kασα) gµν . (4.5.5)

Finalmente, substituindo as eqs.(4.5.4) e eqs.(4.5.5) nas eqs.(4.5.1), obtemos

eσ [(kα∂ασ) gµν + Lkgµν ] = eσ (kαψα − kα∂ασ) gµν

que, depois de simplificar, ficam dadas por
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Lkgµν = −kαψαgµν . (4.5.6)

Portanto, as equações de Killing-Weyl são invariantes sob transformações de Weyl.

Quando passamos de um gauge de Weyl para um outro temos que a equação acima

continua tendo a mesma forma.

Existe uma situação onde os vetores de Killing-Weyl coincidem com os vetores de

Killing e as equações de Killing-Weyl coincidem com as equações de Killing em um frame

de Weyl. Isto ocorre quando a derivada de Lie do campo escalar de Weyl ψ em relação

ao vetor de Killing-Weyl k = ∂
∂λ

= kα∂α é identicamente nula, isto é, quando

Lkψ = kαψα =
dψ

dλ
= 0. (4.5.7)

Vamos agora obter uma expressão equivalente para as equações de Killing-Weyl. Subs-

tituindo a derivada de Lie da métrica

Lkgµν = kα∂αgµν + gµα∂νk
α + gαν∂µk

α,

e as derivadas parciais por derivadas covariantes ∇(g,ψ)
α na variedade de Weyl integrável,

pois a conexão de Weyl Γ
(g,ψ)ρ

αβ é simétrica, nas equações de Killing-Weyl dadas pelas

eqs.(4.5.1), obtemos que

Lkgµν = kα∇(g,ψ)
α gµν + gµα∇(g,ψ)

ν kα + gαν∇(g,ψ)
µ kα = −kαψαgµν . (4.5.8)

Em seguida, considerando que a derivada covariante da métrica em uma variedade de

Weyl integrável é dada por

∇(g,ψ)
α gµν = −ψαgµν , (4.5.9)

e substituindo nas eqs.(4.5.9), obtemos a equação

Lkgµν = −kαψαgµν + gµα∇(g,ψ)
ν kα + gαν∇(g,ψ)

µ kα = −kαψαgµν ,

que, depois de simplificada, resulta nas equações
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gµα∇(g,ψ)
ν kα + gαν∇(g,ψ)

µ kα = 0, (4.5.10)

que são as expressões equivalentes para as equações de Killing-Weyl (4.5.10) , cuja solução

é dada pelos vetores de Killing-Weyl que representam as simetrias dos espaços-tempos de

Weyl integráveis. Ao longo das direções dos vetores de Killing-Weyl as propriedades do

campo gravitacional em um espaço-tempo de Weyl integrável são preservado. Assim, a

simetria na variedade de Weyl integrável depende de gµν e ψ.

A existência dos vetores de Killing-Weyl está relacionada com a existência de quanti-

dades conservadas associados ao movimento de partículas de teste e raios de luz ao longo

de geodésicas de Weyl. Considere uma partícula de teste ou um raio de luz que se move

em uma curva geodésica xµ(λ), onde λ é um parâmetro afim e uµ = dxµ/dλ e o vetor

tangente. Vamos agora considerar uma quantidade C(k) definida pelo produto interno da

quadri-velocidade uν pelo vetor de Killing-Weyl kν de acordo com

C(k) = kνu
ν . (4.5.11)

A variação da quantidade C(k) ao longo da geodésica de Weyl é dada por

d

dλ
C(k) =

d

dλ
(kνu

ν) = uα∇(g,ψ)
α (kνu

ν) = uα∇(g,ψ)
α (gµνk

µuν)

d

dλ
C(k) = uα

[(
∇(g,ψ)
α gµν

)
kµuν + gµν

(
∇(g,ψ)
α kµ

)
uν + gµνk

µ
(
∇(g,ψ)
α uν

)]

d

dλ
C(k) = uα

(
∇(g,ψ)
α gµν

)
kµuν+

uαuν

2

[
gµν
(
∇(g,ψ)
α kµ

)
+ gµα

(
∇(g,ψ)
ν kµ

)]
+gµνk

µ
(
uα∇(g,ψ)

α uν
)

d

dλ
C(k) = uα (−ψαgµν) kµuν + uαuν

[
gµ(ν∇(g,ψ)

α) kµ
]

+ gµνk
µ
(
uα∇(g,ψ)

α uν
)
, (4.5.12)
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mas das equações eq.(4.5.10) e eq.(4.5.9) , podemos deixar a equação acima da seguinte

forme

d

dλ
C(k) = uα (−ψαgµν) kµuν + gµνk

µuα
(
∇(g,ψ)
α uν

)
, (4.5.13)

mas como o segundo termo do lado direito corresponde a equação geodésica, podemos

ainda deixar a equação acima da seguinte forma

d

dλ
C(k) = −ψαuα (gµνk

µuν) = −ψαuαCk

d

dλ
C(k) = −

(
dψ

dλ

)
Ck, (4.5.14)

finalmente, integrando a equação eq.(4.5.14) ao longo da geodésica de Weyl, obtemos que

C(k)(λ) = C(k)(λ0)e
−
´ λ
λ0
dψ

= C(k)(τ0)e−
´ λ
λ0

dψ
dλ
dλ. (4.5.15)

Portanto, a quantidade C(k) não é uma constante do movimento ao longo das geodésicas

de Weyl. Apenas quando os vetores forem transportados paralelamente ao longo de uma

curva fechada a quantidade C(k) será conservada. Entretanto, existe uma situação em que

C(k) é uma constante do movimento, ela ocorre quando o campo de Weyl ψ é invariante

ao longo da geodésica de Weyl, isto é, quando

dψ

dλ
= ψαu

α = 0. (4.5.16)

Embora C(k) não seja uma constante do movimento, a sua variação pode ser compen-

sada através do campo escalar de Weyl de modo que a quantidade W(k) = eψC(k) é uma

constante do movimento para as geodésicas de Weyl. Multiplicando a eq.(4.5.14) pelo

fator eψ obtemos que

eψ
d

dλ
C(k) = −eψ

(
dψ

dλ

)
C(k) = −

(
deψ

dλ

)
C(k),

e reorganizando as parcelas podemos escrever
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eψ
d

dλ
C(k) +

(
deψ

dλ

)
C(k) =

d

dλ

(
eψC(k)

)
= 0

e concluir que a quantidade

W(k) = eψC(k) = eψgµνk
µuν , (4.5.17)

é uma constante de movimento para as geodésicas de Weyl. Podemos obter o mesmo

resultado calculando diretamente a variação de W(k) ao longo da geodésica de Weyl de

acordo com

d

dλ
W(k) = uα∇(g,ψ)

α

(
eψgµνk

µuν
)

= uα
[(
∇(g,ψ)
α eψ

)
gµνk

µuν + eψ∇(g,ψ)
α (gµνk

µuν)
]

d

dλ
W(k) = eψ

[
uαψαC(k) + uα∇(g,ψ)

α C(k)

]

d

dλ
W(k) = eψ

[
dψ

dλ
C(k) +

d

dλ
C(k)

]
= 0, (4.5.18)

portanto, para cada campo de vetores de Killing-Weyl do espaço-tempo de Weyl integrável

existe uma quantidade conservada W(k) = eψgµνk
µuν associada as geodésicas de Weyl.



5. Gravitação em Espaços-tempos de Weyl e

os Testes do Sistema Solar

Neste capítulo apresentaremos alguns testes experimentais da Gravitação em um

espaço-tempo de Weyl integrável no contexto do Sistema Solar, levando-se em conta as

modificações geométricas onde generalizamos a Relatividade Geral. Os resultados dos

testes experimentais são explicados agora em função tanto do tensor métrico quanto do

campo escalar de Weyl, que guardam todas as informações que precisamos para explicar

os fenômenos gravitacionais. Como no capitulo 3 os mesmos resultados foram apresenta-

dos no contexto da Relatividade Geral, faremos sempre um paralelo entre as explicações

da teoria da gravitação em um espaço-tempo de Weyl integrável com as explicações da

Relatividade Geral. Na primeira seção apresentamos uma solução das equações do campo

da Teoria da Gravitação do espaço-tempo de Weyl integrável que representa um campo

gravitacional esfericamente simétrico e estático. Nas seções seguintes apresentamos alguns

testes da Teoria da Relatividade Geral no Sistema Solar. A saber: o redshift gravitacio-

nal, o efeito Doppler gravitacional da luz, a deflexão da luz pelo campo gravitacional e a

precessão do periélio de Mercúrio

5.1. O Campo Gravitacional Estático e Esfericamente Simétrico

em um Gauge de Weyl

Nesta seção, apresentamos uma solução das equações do campo gravitacional no vazio

em um espaço-tempo de Weyl integrável dadas pelas eqs.(B.2.19), isto é,

R(g,ψ)
µν = R(g,0)

µν −
(
ψ;µν −

1

2
gµν�

(g,0)ψ

)
− 1

2
(gµν∂αψ∂

αψ − ∂µψ∂νψ) = 0,
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que corresponde a um objeto com distribuição de massa esfericamente simétrica e está-

tica. Em um gauge de Weyl, onde o campo gravitacional é determinado pela métrica e

pelo campo escalar de Weyl, o campo gravitacional esfericamente simétrico e estático é

representado pelo par (gµν , ψ), dado por


ds2 = −dt2 + 1

f(r)2
dr2 + r2

f(r)
(dθ2 + sen2θdφ2)

ψ(r) = ln[f(r)]

, (5.1.1)

onde temos que

f(r) =

(
1− 2m

r

)
, (r > 2m). (5.1.2)

Esta solução é um espaço-tempo assintoticamente plano, pois a métrica tende para a

métrica de Minkowski e o campo escalar de Weyl tendo para zero. Podemos identificar a

constante m utilizando o limite do campo fraco da teoria da gravitação no espaço-tempo

de Weyl integrável, onde o potencial newtoniano é identificado como sendo dado por U =

1
2
c2(εh00 + εϕ) , onde a métrica é dada por gµν = ηµν + εhµν e o campo escalar de Weyl por

ψ = εϕ. Em uma região muito distante da origem, onde está localizado o corpo com massa

M , tal que r � 2m, obtemos que εh00 = 0 e εϕ ∼= −2m/r. Considerando que o potencial

newtoniano no exterior de um corpo com uma massa M distribuída esfericamente, a uma

distância r do seu centro é dado por U = −GM/r, onde G é a constante gravitacional de

Newton, obtemos a relação −GM/r = −1
2
c22m/r que resulta em m = GM/c2. Portanto,

podemos identificar o parâmetro m como a massa do corpo.

A solução acima representa o campo gravitacional estático e esfericamente simétrico

na teoria da gravitação no espaço-tempo de Weyl integrável em um frame de Weyl. Lem-

bramos que esta é apenas uma das muitas representações ou frames de Weyl para esse

campo gravitacional estático e esfericamente simétrico, que estão relacionadas entre si

por transformações de Weyl. Podemos verificar também que a solução acima coincide

com a solução de Schwarzschild no frame de Einstein onde o escalar de Weyl é identi-

camente nulo, isto é, a solução de Schwarzschild é uma das representações. Portanto,

podemos denominar essa classe de equivalência de representações do campo gravitacional
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estático e esfericamente simétrico em um espaço-tempo de Weyl integrável de classe de

Schwarzschild.

A solução acima será utilizada para calcular os resultados correspondentes a alguns

testes da Teoria da Relatividade Geral no contexto do Sistema Solar. A saber: o redshift

gravitacional, o efeito Doppler gravitacional da luz , a deflexão da luz pelo campo gravi-

tacional e a precessão do periélio de Mercúrio.

5.2. Dilatação temporal Gravitacional em um Gauge de Weyl

Consideremos dois observadores, A e B, em um campo gravitacional estático e esferica-

mente simétrico representado pelo espaço-tempo de Weyl integrável dado pelas eqs.(5.1.1)

acima. A distância entre o observador A e o centro da fonte do campo gravitacional é

rA e a distância do observador B até o centro da fonte do campo é rB, onde rA < rB.

Considere que esses observadores estão em repouso em relação ao sistema de coordenadas,

logo para a equação eq.(5.1.1) devemos ter

dr = dθ = dφ = 0,

logo, levando-se em conta que o tempo próprio na variedade de Weyl integrável, ou seja,

o tempo medido na posição dos observadores que se encontram em pontos diferentes do

mesmo campo gravitacional é dado por

dτ 2 = −eψ(r)ds2,

Então, a partir da solução dada pelas eqs.(5.1.1), podemos escrever o tempo medido pelos

observadores A e B nas posições acima, isto é, o tempo próprio medido por cada um deles

é dado, respectivamente, por

dτA =
√
−eψ(rA)g00(rA)dt e dτB =

√
−eψ(rB)g00(rB)dt

que, depois de substituirmos os valores de ψ(r) e de g00(r) da representação do campo

gravitacional estático e esfericamente simétrico dada pelas eqs.(5.1.1) , ficam dados por
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dτA =
√
eψ(rA)dt =

√
f(rA)dt e dτB =

√
eψ(rB)dt =

√
f(rB)dt. (5.2.1)

Como podemos perceber pelas equações acima, as informações que precisamos para anali-

sar se há diferença entre os tempos próprios dos observadores A e B estão relacionadas com

o campo escalar de Weyl ψ(r) e o componente g00(r), diferente do que foi exposto na seção

3.2 no contexto da Relatividade Geral, onde as informações que precisamos para analisar

a diferença de tempos medidos para observadores que se encontram em pontos diferentes

do mesmo campo gravitacional está apenas no tensor métrico. A coordenada temporal t

que está nas equações eqs.(5.2.1) não representa o tempo medido por um observador que

está em um ponto qualquer do campo gravitacional, mas coincide com o tempo próprio

τ de um observador está muito distante dos efeitos gravitacionais originado pelo corpo

massivo, ou seja, numa região assintoticamente plana onde ψ(r) ∼= 0 e eψ(r) ∼= 1. Para

compararmos os tempos próprios medidos pelos observadores A e B utilizamos a relação

dτA =

√
eψ(rA)

eψ(rB)
dτB =

√
f(rA)

f(rB)
dτB =

√√√√1− 2m
rA

1− 2m
rB

dτB. (5.2.2)

Como o observador B está mais distante da fonte que origina o campo gravitacional do

que o observador A, isto é, como rA < rB, temos eψ(rA) < eψ(rB) e podemos concluir que

o intevalo de tempo medido pelo observador B é maior que o intervalo de tempo corres-

pondente medido pelo observador A, ou seja, quando se passa 1 hora para o observador

B para o observador A o tempo medido ainda não chega a 1 hora. Devemos lembrar, na

representação do campo gravitacional acima, que a dilatação temporal gravitacional é um

efeito determinado apenas pelo campo escalar de Weyl ψ que tem origem geométrica.

5.3. Efeito Doppler Gravitacional da Luz em um Gauge de Weyl

Vamos novamente considerar os observadores A e B que já foram mencionados na seção

anterior sobre a dilatação temporal proveniente dos efeitos do campo gravitacional. Vimos

nesse caso, que os tempos próprios medidos por esses dois observadores eram diferentes

por causa do campo gravitacional de acordo com a equação eq.(5.2.1), ondeos tempos

próprios medido por A e B são, respectivamente, dados por
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dτA =
√
eψ(rA)dt =

√
f(rA)dt (5.3.1)

e

dτB =
√
eψ(rB)dt =

√
f(rB)dt. (5.3.2)

Suponhamos que o observador A emite um pulso de luz para o observador B e as frequên-

cias da onda luminosa medidas pelos observadores sejam, respectivamente,

νA =
1

dτA
(5.3.3)

e

νB =
1

dτB
. (5.3.4)

Comparando-se as equações eq.(5.3.3) e eq.(5.3.4) com as equações eq.(5.3.1) e eq.(5.3.2),

obteremos

νA =
ν√
eψ(rA)

=
ν√
f(rA)

e νB =
ν√
eψ(rB)

=
ν√
f(rB)

, (5.3.5)

onde ν é a frequência medida por um observador na região assintoticamente plana do

espaço-tempo de Weyl integrável. A partir desses resultados , obtemos que o desvio na

frequência da onda eletromagnética definido por

∆ν

ν
=
νA − νB

ν
, (5.3.6)

calculado com os resultados das eqs.(5.3.5), fica dado por

∆ν

ν
=

ν√
−eψ(rA)

− ν√
−eψ(rB)

ν

∆ν

ν
=

√
−eψ(rA) −

√
−eψ(rB)

√
eψ(rA)eψ(rB)

, (5.3.7)
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A partir da equação acima podemos perceber que existe um efeito Doppler gravitacional

da luz no espaço-tempo de Weyl integrável, e que este fenômeno é causado apenas pelo

campo escalar de Weyl ψ, sem participação da métrica. Diferentemente do efeito Doppler

gravitacinal na Relatividade Geral, obtido na seção 3.3, onde apenas o tensor métrico é

necessário para explicar o fenômeno. Como sabemos o valor de eψ(r) a partir da eq.(5.1.1)

, supondo que as posições dos observadores A e B sejam tais que rA,B � 2m, teremos

∆ν

ν
= m

(
1

rB
− 1

rA

)
. (5.3.8)

Assim, já da equação eq.(5.3.7) podemos concluir que há uma diferença na frequência

medida pelos os observadores A e B e esse efeito é causado apenas pelo campo escalar de

Weyl ψ(r) e não pela métrica, ao contrário do que ocorre na Relatividade Geral como foi

mostrado no capítulo 3. Suponhamos que o observador A emita um sinal luminoso para

o observador B, quando esse sinal for medido por B ele perceberá que a frequência do

sinal luminoso está menor do que foi enviado pelo A, esse efeito é devido as propriedades

escalares do campo escalar de Weyl ψ. Devemos lembrar que esse efeito é devido a

influência do campo gravitacional e desprezamos os efeitos cinemáticos.

5.4. Deflexão da Luz pelo Campo Gravitacional no Gauge de

Weyl

Agora descreveremos o caso em que os raios de luz são desviados quando os mesmos

passam em regiões do espaço-tempo de Weyl integrável onde há um campo gravitacional

suficientemente forte a ponto de desviá-los. Para isso, consideraremos a solução das

equações do campo gravitacional para o vazio dada pelas eqs.(5.1.1) que constitui uma

representação do campo gravitacional no exterior de um corpo com distribuição de massa

esfericamente simétrica e estática.

A luz se move em uma geodésica de Weyl do tipo-luz, o vetor tangente tem norma

nula

gµνv
µvν = 0, (5.4.1)
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sendo que v0 = dt/dλ ,v1 = dr/dλ, v2 = dθ/dλ e v3 = dφ/dλ são os componentes da 4-velocidade

e λ é um parâmetro afim da geodésica de Weyl do tipo luz, então podemos deixar a equação

eq.(5.4.2) da seguinte forma.

g00

(
dt

dλ

)2

+ g11

(
dr

dλ

)2

+ g22

(
dθ

dλ

)2

+ g33

(
dφ

dλ

)2

= 0 (5.4.2)

Considerando que o campo gravitacional dado pelas eqs.(5.1.1) possui simetrias trans-

lacional temporal e rotacional, logo podemos determinar os vetores de Killing-Weyl cor-

respondentes dados, respectivamente, por

ξ = (ξµ) = (1, 0, 0, 0) e η = (ηµ) = (0, 0, 0, 1) . (5.4.3)

Esses vetores estão relacionados respectivamente com a conservação da energia e do mo-

mento angular da luz. A partir da eq.(4.5.17) obtemos que a energia do raio luminoso é

dada por

E = eψgαβv
αξβ = eψg00v

0ξ0 = eψg00
dt

dλ
, (5.4.4)

e que o momento angular é dado por

L = eψgαβv
αξβ = eψg00v

0ξ0 = eψg33
dφ

dλ
, (5.4.5)

Substituindo as equações eq.(5.4.4) e eq.(5.4.5) na eq.(5.4.2) e considerando-se o plano

equatorial

θ =
1

2
π =⇒ dθ

dλ
= 0,

obtemos que

g00

(
e−ψE

g00

)2

+ g11

(
dr

dλ

)2

+ g33

(
e−ψL

g33

)2

= 0,

E2

g00

+ e2ψg11

(
dr

dλ

)2

+
L2

g33

= 0. (5.4.6)
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Para obter a trajetória espacial do raio de luz vamos determinar r = r(φ) inicialmente

fazendo a mudança

dr

dλ
=
dr

dφ

dφ

dλ
(5.4.7)

que, utilizando as equações (5.4.5) , fica dada por

dr

dλ
=

L

g33

dr

dφ
. (5.4.8)

Finalmente, fazendo a mudança de variável r = u−1 obtemos

dr

dλ
= −Le

−ψ

g33u2

du

dφ
, (5.4.9)

que substituímos na eq.(5.4.6) para chegar ao seguinte resultado

E2

g00

+
g11L

2

g2
33u

4

(
du

dφ

)2

+
L2

g33

= 0, (5.4.10)

Podemos perceber, a partir da equação acima, que a deflexão dos raios de Luz é cau-

sada somente pelo tensor métrico, de maneira idêntica ao que ocorre no espaço-tempo

pseudo-Riemanniano da Relatividade Geral como foi exposto na seção (3.4). Assim, tanto

na deflexão dos raios luminosos pelo espaço-tempo pseudo-Riemanniano da Relatividade

Geral quanto pelo espaço-tempo de Weyl integrável, o fenômeno da deflexão dos raios

luminosos pelo campo gravitacional é determinado apenas pela métrica. Aplicando o re-

sultado obtido utilizando a representação do campo gravitacional esfericamente simétrico

e estático no frame de Weyl dado pelas eqs.(5.1.1) , onde

g00 = −1, g11 =
1

f 2(u)
, g33 =

1

f(u)u2
e eψ = f(u),

obtemos que

E2 − L2

(
du

dφ

)2

− f(u)u2L2 = 0, (5.4.11)

e considerando que
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f(u) = 1− 2mu,

a eq.(5.4.11) fica dada por

E2 − L2

(
du

dφ

)2

− (1− 2mu)u2L2 = 0. (5.4.12)

Finalmente, derivando a equação acima em relação à φ, a equação da órbita do raio de

luz fica expressa por

d

dφ
E2 − L2 d

dφ

(
du

dφ

du

dφ

)
− L2 d

dφ
u2 + 2mL2 d

dφ
u3 = 0

d2u

dφ2
+ u− 3mu2 = 0, (5.4.13)

cuja solução é a mesma da equação eq.(3.4.14), onde vamos obter para a deflexão da luz

o seguinte resultado

4 =
4m

r0

=
4Gm

c2r0

, (5.4.14)

Esse resultado é idêntico ao que foi obtido na seção (3.4) no contexto da Relatividade

Geral, onde consta apenas o tensor métrico determina as informações para o cálculo dessa

propriedade da interação gravitacional.

Assim, mostramos que o campo gravitacional em um espaço-tempo de Weyl integrável

originado por um corpo extremamente massivo pode alterar a trajetória da Luz quando

a mesma passa em uma região próxima desse corpo, mas a explicação do fenômeno é

proveniente apenas do tensor métrico sem a participação do campo escalar de Weyl.

5.5. Precessão de Periélio de Mercúrio em um Gauge de Weyl

Nessa última seção, vamos obter a equação do movimento orbital de Mercúrio em

torno do Sol. Consideramos que campo gravitacional do Sol seja estático e esfericamente

simétrico e seja representado pelo espaço-tempo de Weyl integrável dado pelas eqs.(5.1.1)

. O planeta Mercúrio será tratado como uma partícula de teste que se move em uma
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geodésica de Weyl do tipo-tempo parametrizada pelo tempo próprio. Considerando, no

gauge de Weyl, a norma do 4-vetor velocidade da partícula vµ = dxµ

dτ
não é constante e

vale

gµνv
µvν = −e−ψ, (5.5.1)

onde v0 = ṫ = dt/dτ ,v1 = ṙ = dr/dτ, v2 = θ̇ = dθ/dτ e v3 = φ̇ = dφ/dτ são os componentes

da 4-velocidade e τ é tempo próprio da geodésica de Weyl do tipo-tempo. Reescrevendo

a equação eq.(5.5.1) levando-se em conta o plano equatorial

θ =
1

2
π (5.5.2)

obtemos que a equação eq.(5.5.1) fica dada por

g00ṫ
2 + g11ṙ

2 + g33φ̇
2 = −e−ψ. (5.5.3)

Utilizando as simetrias do espaço-tempo de Weyl integrável, que possui simetria transla-

cional temporal e rotacional, podemos novamente determinar os vetores de Killing-Weyl

correspondentes

ξ = (ξµ) = (1, 0, 0, 0) e η = (ηµ) = (0, 0, 0, 1) (5.5.4)

que estão relacionados, respectivamente, com a conservação da energia por unidade de

massa de repouso da partícula e a conservação do momento angular por unidade de

massa de repouso da partícula. A partir desses vetores de Killing-Weyl, de acordo com a

eq.(4.5.17), podemos determinar a energia por unidade de massa de repouso

E = eψgαβu
αξβ = eψg00u

0ξ0 = eψg00
dt

dτ
, (5.5.5)

e o momento angular por unidade de massa de repouso

L = eψgαβu
αηβ = eψg33u

3η3 = eψg33
dφ

dτ
(5.5.6)

Utilizando o resultados acima podemos expressar a equação eq.(5.5.3) de acordo com
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g00

(
e−ψE

g00

)2

+ g11ṙ
2 + g33

(
e−ψL

g33

)2

= −e−ψ

E2

g00

+ g11e
2ψṙ2 +

L2

g33

= −eψ, e

E2

g00

+ g11e
2ψṙ2 + eψ

(
e−ψL2

g33

+ 1

)
= 0. (5.5.7)

Mas como queremos a trajetória de um planeta em torno de uma estrela, necessitamos

procurar uma expressão que descreva como a coordenada r varia com a coordenada φ,

desta forma, devemos determinar r = r(φ) e para isso calculamos

ṙ =
dr

dτ
=
dr

dφ

dφ

dτ
(5.5.8)

e substituímos na eq.(5.4.5) para obter que

dr

dτ
=
e−ψL

g33

dr

dφ
. (5.5.9)

Finalmente, introduzindo uma nova variável u = r−1 obtemos que

dr

dτ
= −e

−ψL

g33u2

du

dφ
, (5.5.10)

e substituindo a eq.(5.5.10) na eq.(5.5.7), chegamos ao seguinte resultado

E2

g00

+ g11e
2ψ

(
−e
−ψL

g33u2

du

dφ

)2

+ eψ
(
e−ψL2

g33

+ 1

)
= 0

E2

g00

+
g11L

2

g2
33u

4

(
du

dφ

)2

+ eψ
(
e−ψL2

g33

+ 1

)
= 0, (5.5.11)

Uma conclusão importante que podemos tirar da equação acima é que a precessão do

periélio de Mercúrio é determinada tanto pelo tensor métrico gµν quanto pelo campo

escalar de Weyl ψ. O resultado acima é diferente do resultado análogo no espaço-tempo

pseudo-Riemanniano da Relatividade Geral obtido na seção (3.5), onde a precessão do
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periélio é determinada apenas o tensor métrico. Utilizando agora o espaço-tempo de

Weyl integrável dado pelas eqs.(5.1.1) onde

g00 = −1, g11 =
1

f 2(u)
, g33 =

1

f(u)u2
e eψ = f(u),

e substituindo esses valores na eq.(5.5.11), obtemos que

E2 − L2

(
du

dφ

)2

− f(u)(L2u2 + 1) = 0 (5.5.12)

e substituindo agora

f(u) = 1− 2mu,

o resultado final fica dado por

E2 − L2

(
du

dφ

)2

− (1− 2mu)(L2u2 + 1) = 0

(
du

dφ

)2

+ u2 =
E2 − 1

L2
+ 2mu3 +

2mu

L2
, (5.5.13)

que é a equação da órbita de uma partícula de teste em um espaço-tempo esfericamente

simétrico e estático no vazio. Finalmente, derivando a equação acima em relação à coor-

denada φde acordo com

d

dφ

(
du

dφ

du

dφ

)
+

d

dφ
u2 =

d

dφ

(
E2 − 1

L2

)
+ 2m

d

dφ
u3 +

2m

L2

d

dφ
u,

d2u

dφ2
+ u = 3mu2 +

m

L2
, (5.5.14)

obtemos uma equação idêntica à a eq.(3.5.9) obtida no capítulo (3), para o cálculo da

precessão do periélio de Mercúrio utilizando a solução de Schwarzschild na Relatividade

Geral. Portanto, procedendo de maneira análoga, podemos mostra que a precessão é dada

por
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4φ0

φ
=

3m2

L2
. (5.5.15)

Portanto, mostramos que a precessão do periélio de Mercúrio pode ser obtida em um

espaço-tempo de Weyl integrável estático e esfericamente simétrico, e que o resultado

depende tanto do campo escalar de Weyl ψ quanto do tensor métrico gµν do espaço-tempo.

Assim, concluímos que alguns dos principais resultados que confirmam a Relatividade

Geral como uma teoria mais aceita para explicar fenômenos no contexto do Sistema Solar

também podem ser obtidos em uma teoria gravitação construída tendo por base um

espaço-tempo não-Riemanniano dado por uma variedade de Weyl integrável.



Conclusão

Nessa tese apresentamos uma formulação de uma teoria da gravitação em um espaço-tempo

de Weyl integrável que é invariante sob transformações de Weyl e equivalente á teoria da

Relatividade Geral. Inicialmente apresentamos alguns resultados da teoria da Relativi-

dade Geral com a finalidade de compará-los com os resultados correspondentes da teoria

da gravitação no espaço-tempo de Weyl integrável. Em primeiro lugar, mostramos as

equações de Einstein que nos informam como a distribuição de matéria no universo atua

como fonte do campo gravitacional. Em segundo lugar, apresentamos as equações geo-

désicas métrica que dirá como o espaço-tempo influenciará no movimento de partículas

testes e de raios de luz. Devemos lembrar que no movimento de partículas na Relatividade

Geral, se fundamenta em cima dos postulados geodésico e do tempo próprio. Assim, Eins-

tein geometriza a gravitação, mostrando que ela nada mais é que uma manifestação do

encurvamento do espaço-tempo, onde essa teoria é toda construída matematicamente em

cima apenas do tensor métrico. E por último, apresentamos alguns testes experimentais

do Sistema Solar que confirmam a teoria da Relatividade Geral como uma teoria boa para

explicar fenômenos na escala do Sistema Solar.

Em seguida, apresentamos uma formulação da Relatividade Geral utilizando uma

geometria não-Riemaniana, onde o espaço-tempo é dado por uma variedade de Weyl

integrável, que é determinada a partir do tensor métrico e do campo escalar de Weyl.

No espaco-tempo de Weyl integrável a estrutura causal loca é determinada apenas pela

métrica, mas o transporte paralelo depende tanto da métrica quanto do campo escalar de

Weyl. A teoria gravitacional formulada é invariante sob transformações de Weyl e permite

que sejam obtidas diversas representações diferentes do mesmo campo gravitacional que

chamamos de gauges de Weyl, em analogia com o eletromagnetismo. Primeiramente,

obtemos as equações de campo para um campo gravitacional em uma variedade de Weyl

integrável por meio de uma ação que é invariante por transformação de Weyl, onde as

equações de campo obtidas a partir da variação do campo escalar de Weyl e da métrica são
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eq.(4.1.5) e eqs.(4.1.7), respectivamente. Geometricamente, elas coincidem com o escalar

de curvatura e o tensor de Einstein do espaço-tempo de Weyl integrável, respectivamente.

Portanto, as equações não são todas independentes e revelam a existência de uma simetria

de gauge dada pelas transformações de Weyl que envolvem um grau de liberdade através

de uma função arbitrária.

Posteriormente, fizemos uma extensão do postulado geodésico e do postulado do relógio

para uma variedade de Weyl integrável. O postulado da geodésica diz que partículas

de teste e raios de luz se movem sob a influência da gravidade apenas seguindo curvas

geodésicas no espaço-tempo. O postulado do relógio afirma que o tempo próprio medido

no referencial de repouso de uma partícula em movimento é proporcional ao intervalo

espaço-tempo. A extensão do postulado geodésico afirma que as partículas de teste se

movem em curvas auto-paralelas (geodésicas de Weyl) tipo-tempo onde o tempo próprio,

definido de forma invariante a partir do tensor métrico e do campo escalar de Weyl, é

um extremo. Para o movimento de raios de luz mostramos que elas seguem geodésicas de

Weyl tipo-nulo e por meio dessas geodésicas vimos que a estrutura causal local do cone

de luz é invariante quando passamos de um gauge de Weyl para outro gauge de Weyl,

sendo determinado apenas pela métrica.

E não podemos esquecer que em limites de campos fracos, temos que as equações de

campo da variedade de Weyl integrável, recai nas equações da mecânica newtoniana como

caso particular, onde o potencial newtoniano depende tanto da métrica quanto do campo

escalar de Weyl em um frame ou gauge de Weyl arbitrário. Finalmente, obtivemos um

espaço-tempo de Weyl integrável esfericamente simétrico e estático e calculamos alguns

dos testes da Relatividade Geral no Sistema Solar, obtendo resultados idênticos.

Assim, formulamos uma gravitação que é a generalização da Teoria da Relatividade

Geral, que nos dá um outro grau de liberdade para analisar a interação gravitacional

que é o campo escalar de Weyl. Por meio das transformações de Weyl, podemos cons-

truir diversas representações do mesmo campo gravitacional e quando tomamos o campo

escalar como nulo temos o gauge de Einstein, onde somente o tensor métrico guarda as

informações do campo gravitacional. Estes resultados podem ser utilizados para investigar

diversas propriedades do campo gravitacional utilizando frames de Weyl diferentes, para
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investigar se existe uma escolha de gauge onde o cálculo de alguma propriedade do campo

gravitacional seja mais simples. Falta considerar o problema do acoplamento com a ma-

téria e generalizar as equações de campo obtidas. Extensões dessa teoria também podem

ser consideradas modificando ou acrescentando termos na lagrangiana, para investigar

problemas relacionados com a gravitação e a cosmologia onde a teoria da Relatividade

Geral apresenta dificuldades.



A. Variedades de Weyl

Neste apêndice apresentamos alguns conceitos básicos e propriedades de uma variedade

de Weyl, onde definimos as notações e convenções utilizadas nesta monografia, tendo em

vista que diversas convenções e notações diferentes são usadas na literatura. Informações

adicionais podem ser obtidas em [7, 13, 17, 18, 20, 24, 39, 40] e nas referências citadas

pelos mesmos. Na primeira seção, apresentamos a propriedades do transporte paralelo,

da derivada covariante, do tensor de curvatura, bem como as identidades de Ricci e de

Bianchi de uma variedade de Weyl. Na segunda seção, apresentamos o caso particular da

variedade de Weyl integrável, mostrando como resultados apresentados na seção anterior

são modificados para esse contexto.

A.1. Variedades de Weyl

Uma variedade de Weyl é uma variedade diferenciávelM dotada de uma métrica gµν e

de uma conexão afim Γβλν , que estaremos denominando de conexão de Weyl. A conexão

de Weyl é simétrica, isto é, o tensor de torção é identicamente nulo

Tαµν = Γβµν − Γβ νµ = 0. (A.1.1)

Em uma variedade de Weyl o tensor de não-metricidade, definido pela derivada cova-

riante da métrica ∇λgµν , é dado por

Qνλµ = ∂νgλµ − Γβλν gβµ − Γβ νµ gβλ = ∇νgλµ = −ωνgλµ, (A.1.2)

onde a 1-forma ω = ωλdx
λ é chamada de campo de Weyl. Tanto a métrica como a conexão

de uma variedade de Weyl estão definidas a menos de uma transformação de Weyl dada

por

73




g̃µν = e2σgµν

ω̃λ = ωλ − 2∂λσ

, (A.1.3)

onde a métrica é definida a menos de uma transformação conforme, sendo σ > 0 uma

função positiva, e o campo de Weyl é definido a menos de uma transformação de gauge

(calibre) de modo semelhante ao que ocorre com potencial eletromagnético. Em uma

transformação de Weyl as coordenadas permanecem invariantes, isto é, x̃µ = xµ. A

transformação de Weyl tem muitas semelhanças com as transformações de gauge do ele-

tromagnetismo, embora seja aplicada a quantidades geométricas. Quando o campo de

Weyl é identicamente nulo ωλ = 0, de acordo com as condições dadas pelas eqs.(A.1.1) e

eqs.(A.1.2), a variedade de Weyl se reduz a uma variedade riemanniana.

Pelo fato de a condição de metricidade não ser válida em uma variedade de Weyl,

conexão de Weyl não é determinada unicamente pela métrica gµν , pois também depende

do campo de Weyl ωλ. O tensor de curvatura, que é definido em termos da conexão de

Weyl, também depende tanto da métrica quanto do vetor de Weyl e suas propriedades são

diferentes do tensor de curvatura de uma variedade riemanniana. Agora veremos como

fica a conexão de Weyl em termos da métrica e do vetor de Weyl. Utilizando a condição

da derivada covariante da métrica ser não-nula, dada pelas eqs.(A.1.2), e fazendo uma

permutação cíclica entre os índices ν ,λ e µ, obtemos que

∇µgλν = ∂µgλν − Γβµν gβλ − Γβλµ gβν = −ωµgλν , (A.1.4)

e

∇λgµν = ∂λgµν − Γβµλ gβν − Γβλν gβµ = −ωλgµν , (A.1.5)

somando as eqs.(A.1.2) com as eqs.(A.1.4) e subtraindo as eqs.(A.1.5), resulta em

Γβµν gβλ =
1

2
(∂µgλν + ∂νgλµ − ∂λgµν) +

1

2
(ωνgλµ + ωµgλν − ωλgµν) , (A.1.6)

e finalmente, contraindo as eqs.(A.1.6) com gλα, obteremos que a conexão de Weyl é dada

por
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Γαµν =
1

2
gλα(∂µgλν + ∂νgλµ − ∂λgµν) +

1

2
gλα(ωνgλµ + ωµgλν − ωλgµν). (A.1.7)

Para indicar explicitamente que a conexão depende tanto da métrica gµν quanto do

campo de Weyl ωλ a conexão de Weyl será denotada por

Γ(g,ω)α
µν = Γ(g,0)α

µν + Cα
µν , (A.1.8)

onde Cα
µν é um campo tensorial, oriundo do campo de Weyl, definido por

Cα
µν =

1

2
gλα(ωνgλµ + ωµgλν − ωλgµν) =

1

2
(ωνδ

α
µ + ωµδ

α
ν − gµνωα), (A.1.9)

e a conexão

Γ(g,0)α
µν = {αµν} =

1

2
gλα(∂µgλν + ∂νgλµ − ∂λgµν), (A.1.10)

são os símbolos de Christoffel, que coincidem com a conexão de Weyl quando o campo

de Weyl é identicamente nulo ωµ = 0. De agora em diante adotaremos a notação

Γ
(g,ω=0)α

µν = Γ
(g,0)α

µν paras os símbolos de Christoffel, tendo em vista que a estrutura

geométrica de uma variedade riemanniana é determinada somente pelo tensor métrico

gµν . Também estaremos utilizando a notação Γ
(g,ω)α

µν para a conexão da variedade de

Weyl, onde a estrutura geométrica é determinada pelo par (gµν , ωλ) formado pelo tensor

métrico gµν e pelo campo de Weyl ων .

A conexão de Weyl tem uma importante propriedade: ela é invariante sob transfor-

mações de Weyl. Todas as métricas e campos de Weyl relacionados por transformações

de Weyl correspondem a uma única conexão de Weyl. Os campos fundamentais de uma

variedade de Weyl, dados pela métrica gµν e pelo campo de Weyl ωλ, formam um par

(gµν , ωλ) que se transformam sob transformações de Weyl. O par (gµν , ωλ) pode ser com-

parado ao potencial eletromagnético Aµ que se transforma sob transformações de gauge

do eletromagnetismo. A conexão de Weyl Γ
(g,ω)α

µν , que é invariante sob transformações

de Weyl, pode ser comparada com o tensor campo eletromagnético Fµν = ∂µAν − ∂νAµ ,
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que é invariante sob transformações de gauge do eletromagnetismo. Se uma métrica e um

campo de Weyl dados por (gµν , ωλ) estão relacionados por uma transformação de Weyl

A.1.3 com outra métrica e outro campo de Weyl dados por (g̃µν , ω̃λ), então as respectivas

conexões de Weyl são iguais

Γ(g,ω)α
µν = Γ̃(g̃,ω̃)α

µν , (A.1.11)

portanto, a cada conexão de Weyl Γ
(g,ω)α

µν corresponde uma classe de equivalência

[gµν , ωλ] de métricas gµν e campos de Weyl ωλ que estão relacionados pelas transformações

de Weyl dadas pelas eqs.(A.1.3).

Do mesmo modo que em uma variedade riemanniana, podemos definir na variedade

de Weyl diversos objetos geométrico como formas diferenciáveis, tensores e espinores.

Os tensores são dados em termos de componentes em relação a base do espaço vetorial

tangente Tp(M) no ponto p da variedade M . E as formas diferenciáveis são definidas em

um espaço cotangente T ∗p (M) que podemos também chamar de espaço dual de Tp(M) e

os espaços tangentes e cotangente definidos em um ponto p da variedade, possui a mesma

dimensão de M .

Agora vamos abordar uma consequência da derivada covariante do tensor métrico ser

não-nula, para isso levaremos em conta o transporte paralelo de um vetor V = V µ∂µ ao

longo de uma curva em uma variedade M . O comprimento do vetor V é determinado de

acordo com

l2 = gµνV
µV ν , (A.1.12)

onde gµν é o tensor métrico, que guarda as informações sobre as propriedades geométricas

da variedade M e V µ são as componentes do vetor. Considere que o vetor V = V µ∂µ é

transportado paralelamente a si mesmo de modo que sua derivada covariante é identica-

mente nula

∇βV
µ =

∂V µ

∂xβ
+ Γµαβ V

β = 0. (A.1.13)

Assim, transportando o vetor V paralelamente até um ponto infinitamente próximo
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da variedade M , a expressão para a variação do comprimento l do vetor V é obtida

calculando

d(l2) = d(gV µV ν),

que pode ser expresso como

2ldl = dgµνV
µV ν + gµνdV

µV ν + gµνV
µdV ν .

Considerando que

dgµν =
∂gµν
∂xρ

dxρ (A.1.14)

e

dV ν = −Γν σρ V
σdxρ,

obtemos que

2ldl =
∂gµν
∂xρ

V µV νdxρ + gµν(−Γµσρ V
σdxρ)V ν + gµνV

µ(−Γν σρ V
σdxρ),

e finalmente que

2ldl = (
∂gµν
∂xρ

− Γλµρ gλν − Γλνρ gµλ)V
µV νdxρ = ∇ρgµνV

µV νdxρ. (A.1.15)

A partir da equação eq..(A.1.15) podemos tirar duas conclusões importantes. Se a

derivada covariante da métrica ∇ρgµν possuir um valor nulo, o comprimento de um vetor

quando transportado paralelamente terá o mesmo valor, ou seja, temos uma invariância no

comprimento do vetor em todos os pontos da variedade. Esse caso ocorre numa variedade

riemanniana, o comprimento do vetor é fixo e independerá do caminho seguido entre um

ponto e outro. Se a derivada do tensor métrico ∇ρgµν for não-nula, então existirá uma

variação do comprimento, ou seja, o comprimento final após o vetor ser transportado

paralelamente não será igual ao comprimento inicial.

Aplicando o resultado acima em uma variedade de Weyl e substituindo a condição
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eqs.(A.1.2) na eqs.(A.1.15) , obtemos que a variação do comprimento de um vetor por

transporte paralelo é dado por

dl =
1

2
lωµdx

µ, (A.1.16)

que pode ser expresso como

l = l0e
1
2

´
ωµdxµ , (A.1.17)

onde l0 é o comprimento inicial e l é o comprimento final do vetor após o transporte

paralelo ao longo de uma dada curva.

O tensor de curvatura R(g,ω)λ
µαβ, de uma variedade de Weyl é definido a partir das

identidades de Ricci

(∇(g,ω)
β ∇(g,ω)

α −∇(g,ω)
α ∇(g,ω)

β )Vµ = R
(g,ω)ρ

µαβVρ, (A.1.18)

onde Vµ é um vetor arbitrário e ∇(g,ω)
α é a derivada covariante calculada com a conexão

de Weyl Γ
(g,ω)λ

αβ dada pelas eqs.(A.1.11). Estamos utilizando a notação com o par

(g, ω) sobrescrito para indicar quantidades na variedade de Weyl que dependem do tensor

métrico gµν e do campo de Weyl ων . A derivada covariante calculada apenas com o

símbolo de Christoffel será denotada por ∇(g,0)
α daqui em diante. A partir da definição

acima, obtemos que

R
(g,ω)λ

µαβ = ∂αΓ
(g,ω)λ

βµ − ∂βΓ(g,ω)λ
αµ + Γ(g,ω)λ

αρΓ
(g,ω)ρ

βµ − Γ
(g,ω)λ

βρΓ
(g,ω)ρ

αµ, (A.1.19)

o tensor de curvatura R(g,ω)
νµαβ = gλνR

(g,ω)λ
µαβ possui somente as seguintes simetrias

R
(g,ω)

λµαβ = −R(g,ω)
λµβα (A.1.20)

e

R
(g,ω)

νµαβ +R
(g,ω)

νβµα +R
(g,ω)

ναβµ = 0. (A.1.21)

Por fim, as identidades de Bianchi em uma variedade de Weyl são
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∇(g,ω)
λ R

(g,ω)α
βµν +∇(g,ω)

µ R
(g,ω)α

βνλ +∇(g,ω)
ν R

(g,ω)α
βλµ = 0. (A.1.22)

O tensor de curvatura R(g,ω)
νµαβ de uma variedade de Weyl pode ser decomposto

em uma parte dada pelo tensor de curvatura R
(g,0)

νµαβ calculado apenas com a mé-

trica e por outra parte calculada com o tensor Cα
µν definido pelas eqs.(A.1.9) e suas

derivadas covariantes calculadas usando apenas os símbolos de Christoffel, denotadas por

∇(g,0)
α . Escreveremos as parcelas do tensor de curvatura da variedade de Weyl dado pelas

eqs.(A.1.19) utilizando a conexão de Weyl decomposta de acordo com as eqs.(A.1.8),

obtemos para os termos que envolve as derivadas parciais da conexão de Weyl

∂αΓ
(g,ω)λ

βµ = ∂α

(
Γ

(g,0)λ
βµ + Cλ

βµ

)
= ∂αΓ

(g,0)λ
βµ + ∂αC

λ
βµ (A.1.23)

e

∂βΓ(g,ω)λ
αµ = ∂β

(
Γ(g,0)λ

αµ + Cλ
αµ

)
= ∂βΓ(g,0)λ

αµ + ∂βC
λ
µµ, (A.1.24)

agora para o produto entre as conexões

Γ(g,ω)λ
αρΓ

(g,ω)ρ
βµ =

(
Γ(g,0)λ

αρ + Cλ
αρ

) (
Γ

(g,0)ρ
µβ + Cρ

µβ

)

Γ(g,ω)λ
αρΓ

(g,ω)ρ
βµ = Γ(g,0)λ

αρΓ
(g,0)ρ

µβ + Γ(g,0)λ
αρC

ρ
µβ + Cλ

αρΓ
(g,0)ρ

µβ + Cλ
αρC

ρ
µβ

(A.1.25)

e

Γ
(g,ω)λ

βρΓ
(g,ω)ρ

αµ =
(

Γ
(g,0)λ

βρ + Cλ
βρ

) (
Γ(g,0)ρ

αµ + Cρ
αµ

)

Γ
(g,ω)λ

βρΓ
(g,ω)ρ

αµ = Γ
(g,0)λ

βρΓ
(g,0)ρ

αµ + Γ
(g,0)λ

βρC
ρ
αµ + Cλ

βρΓ
(g,0)ρ

αµ + Cλ
βρC

ρ
αµ,

(A.1.26)
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substituindo as equações eqs.(A.1.23), eqs.(A.1.24), eqs.(A.1.25) e eqs.(A.1.26) nas eqs.

(A.1.19), obtemos que

R
(g,ω)λ

µαβ = R
(g,0)λ

µαβ +∇(g,0)
α Cλ

βµ −∇
(g,0)
β Cλ

αµ + Cλ
αρC

ρ
βµ − C

λ
βρC

ρ
αµ, (A.1.27)

onde

R
(g,0)λ

µαβ = ∂αΓ
(g,0)λ

βµ − ∂βΓ(g,0)λ
αµ + Γ(g,0)λ

αρΓ
(g,0)ρ

βµ − Γ
(g,0)λ

βρΓ
(g,0)ρ

αµ, (A.1.28)

∇(g,0)
α Cλ

βµ = ∂αC
λ
βµ + Γ(g,0)λ

αρC
ρ
µβ − C

λ
ρβΓ(g,0)ρ

αµ − Γ
(g,0)ρ

αβC
λ
ρµ (A.1.29)

e

∇(g,0)
β Cλ

αµ = ∂βC
λ
αµ + Γ

(g,0)λ
βρC

ρ
αµ − Cλ

αρΓ
(g,0)ρ

µβ − Γ
(g,0)ρ

αβC
λ
ρµ. (A.1.30)

A partir do tensor de curvatura R(g,ω)λ
µαβ de uma variedade de Weyl podemos definir

dois tensores de segunda ordem, o tensor

Pµν = R
(g,ω)λ

λµν , (A.1.31)

e o tensor de Ricci R(g,ω)
µβ, que pode ser decomposto em uma parte riemanniana R(g,0)

µβ

e outra parte dependente da métrica e do vetor de Weyl, de acordo com

R
(g,ω)

µβ = R
(g,ω)ν

µνβ = R
(g,0)

µβ+∇(g,0)
α Cα

βµ−∇
(g,0)
β Cα

αµ+Cα
αρC

ρ
βµ−C

α
βρC

ρ
αµ. (A.1.32)

Os tensores Pµν e R(g,ω)
µν não são independentes. Utilizando a identidade de simetria

eqs.(A.1.21), obtemos que Pµν coincide com a parte antissimétrica do tensor de Ricci
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Pµν = R(g,ω)
µν −R(g,ω)

νµ = 2R
(g,ω)

[µν], (A.1.33)

e aplicando a identidade Ricci para o tensor métrico obtemos as equações

(
∇(g,ω)
β ∇(g,ω)

α −∇(g,ω)
α ∇(g,ω)

β

)
gµν = R

(g,ω)ρ
µαβgρν +R

(g,ω)ρ
ναβgρµ, (A.1.34)

cujo lado direito pode ser escrito como

R
(g,ω)ρ

µαβgρν +R
(g,ω)ρ

ναβgρµ = R
(g,ω)

νµαβ +R
(g,ω)

µναβ = 2R
(g,ω)

(µν)αβ, (A.1.35)

entretanto, o lado esquerdo das equações eqs.(A.1.34) também pode ser escrito como

(
∇(g,ω)
β ∇(g,ω)

α −∇(g,ω)
α ∇(g,ω)

β

)
gµν = ∇(g,ω)

β

(
∇(g,ω)
α gµν

)
−∇(g,ω)

α

(
∇(g,ω)
β gµν

)
,

levando-se em conta a equação eqs.(A.1.2). Assim, obtemos que

(
∇(g,ω)
β ∇(g,ω)

α −∇(g,ω)
α ∇(g,ω)

β

)
gµν = ∇(g,ω)

β (−ωαgµν)−∇(g,ω)
α (−ωβgµν)

(
∇(g,ω)
β ∇(g,ω)

α −∇(g,ω)
α ∇(g,ω)

β

)
gµν =

(
∇(g,ω)
α ωβ −∇(g,ω)

β ωα

)
gµν

(
∇(g,ω)
β ∇(g,ω)

α −∇(g,ω)
α ∇(g,ω)

β

)
gµν = Hαβgµν , (A.1.36)

onde definimos

Hαβ = ∇(g,ω)
α ωβ −∇(g,ω)

β ωα. (A.1.37)

Assim, a partir das equações eqs.(A.1.35) e eqs.(A.1.36), podemos mostrar que a equa-

ção eqs.(A.1.34) pode ser escrita como
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2R
(g,ω)

(µν)αβ = Hαβgµν , (A.1.38)

isto é, a parte simétrica no primeiro par de índices do tensor de curvatura de Weyl é

proporcional ao tensor métrico e ao rotacional do campo de Weyl. Por sua vez, contraindo

a equação acima com gµν , então obtemos

Pαβ = 2Hαβ, (A.1.39)

a partir dos resultados acima, podemos decompor o tensor de curvatura R(g,ω)
αβµν em suas

partes simétrica e antissimétrica no primeiro par de índices de acordo com

R
(g,ω)

αβµν = R
(g,ω)

(αβ)µν +R
(g,ω)

[αβ]µν =
1

2
gαβHµν +R

(g,ω)
[αβ]µν . (A.1.40)

Por fim, o escalar de curvatura R(g,ω) de uma variedade de Weyl também pode ser

decomposto com uma parte R(g,0) calculada apenas com os símbolos de Christoffel e em

outra parte dependente do campo de Weyl, de acordo com

R(g,ω) = gµβR
(g,ω)

µβ = R(g,0)+gµβ∇(g,0)
α Cα

µβ−gµβ∇
(g,0)
β Cα

αµ+gµβCα
αρC

ρ
βµ−g

µβCα
βρC

ρ
αµ.

(A.1.41)

Considerando que podemos comutar a métrica gµβ com a derivada covariante que é

escrita na variedade ∇(g,0)
α definida com os símbolos de Christoffel, podemos escrever que

R(g,ω) = R(g,0) +∇(g,0)
α

(
gµβCα

µβ

)
−∇(g,0)

β

(
gµβCα

αµ

)
+
(
gµβCρ

βµ

)
Cα

αρ −
(
gµβCρ

αµ

)
Cα

βρ

e

R(g,ω) = R(g,0) +∇(g,0)
α Cαµ

µ −∇
(g,0)
β Cα β

α + Cρµ
µC

α
αρ − Cρβ

αC
α
βρ, (A.1.42)

entretanto, utilizando as eqs.(A.1.9) obtemos que
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Cα
αν = 2ων (A.1.43)

e

Cαµ
µ = −ωα. (A.1.44)

Combinando o resultado das equações eqs.(A.1.43) e eqs.(A.1.44), temos

Cρµ
µC

α
αρ = −2ωαω

α, (A.1.45)

por outro lado, podemos obter

Cρβ
αC

α
βρ = −1

2
ωαω

α, (A.1.46)

agora substituindo as equações eqs.(A.1.44), eqs.(A.1.45) e eqs.(A.1.46) na equação eqs.(A.1.42),

vamos obter finalmente que

R(g,ω) = R(g,0) − 3∇(g,0)
α ωα − 3

2
ωαω

α. (A.1.47)

E para averiguar a simetria do tensor de Ricci na variedade de Weyl, multiplicando a

identidade eqs.(A.1.21) por gαµ

gαµ
(
R

(g,ω)
αβµν +R

(g,ω)
αµνβ +R

(g,ω)
ανβµ

)
= 0

R
(g,ω) µ

µβ ν + gαµR
(g,ω)

αµνβ +R
(g,ω) µ

µνβ = 0

R
(g,ω) µ

µβ ν + gαµR
(g,ω)

(αµ)νβ +R
(g,ω) µ

µνβ = 0, (A.1.48)

levando-se em conta a equação eqs.(A.1.38)

R
(g,ω) µ

µβ ν +
1

2
gαµHνβgµα +R

(g,ω) µ
µνβ = 0
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R
(g,ω) µ

µβ ν −R
(g,ω) µ

µν β = −2Hνβ

R
(g,ω)

βν −R
(g,ω)

νβ = −2Hνβ

R
(g,ω)

[νβ] = Hνβ = ∇(g,ω)
α ωβ −∇(g,ω)

β ωα, (A.1.49)

então o tensor de Ricci é antissimétrico e é dado por eqs.(A.1.49). Todavia, a equação

eqs.(A.1.38) pode ser interpretado como uma medida de intensidade que um vetor muda

em cada ponto da variedade [14]. De fato, o comprimento do vetor é variante ante um

transporte paralelo em um circuito fechado, sendo assim a variação δVµ do vetor fica dada

por

δVµ =
1

2
R

(g,ω)
(µν)αβV

νδSαβ, (A.1.50)

onde δSαβ é o elemento de área. Também temos que

δ
(
l2
)

= δ (VµV
µ) = 2V µδVµ, (A.1.51)

combinando-se as equações eqs.(A.1.50) e eqs.(A.1.51), obtemos

δ
(
l2
)

= 2V µ

[
1

2
R

(g,ω)
(µν)αβV

νδSαβ
]

δ
(
l2
)

= R
(g,ω)

(µν)αβV
µV νδSαβ,

e ainda das equações eqs.(A.1.12) e eqs.(A.1.38), chegamos à

δl =
1

2
l HαβδS

αβ, (A.1.52)

assim, se tivermos dois relógios e transportamos eles paralelamente ao longo de curvas

diferentes da variedade, mas que cheguem no mesmo ponto, eles terão medições diferentes

do tempo, isso se deve a quantidade Hαβ. A quantidade Hαβ foi interpretada por Weyl
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como o campo eletromagnético numa tentativa de geometrizar o mesmo [15], para que

possa construir uma teoria de unificação do eletromagnetismo com a gravitação.

E para finalizar a revisão sobre a variedade de Weyl, vamos apresentar alguma propri-

edades que são importantes para a continuação do estudo independente sobre variedade

de Weyl:

∇(g,ω)αωα = ∇(g,ω)
α ωα

�(g,ω) = gαβ∇(g,ω)
α ∇(g,ω)

β = ∇(g,ω)α∇(g,ω)
α = ∇(g,ω)

α ∇(g,ω)α − ωα∇(g,ω)α

ωα∇(g,ω)α = ωα∇(g,ω)
α

∇(g,ω)
µ Aν = ∇(g,0)

µ Aν + Cν
µαA

α ∇(g,ω)µBν = ∇(g,0)µBν − Cα
µνBα

Cα
αµ = 2ωµ gµνCα

µν = −ωα

∇(g,ω)
µ ων = ∇(g,0)

µ ων − ωµων +
1

2
ω2gµν

∇(g,ω)αωα = ∇(g,0)αωα + ω2 ∇(g,ω)
α ωα = ∇(g,0)

α ωα + 2ω2

∇(g,ω)
α ω2 = ωαω

2 + 2ωµ∇(g,ω)
α ωµ = ωµ∇(g,ω)

α ωµ + ωµ∇(g,ω)
α ωµ.

Na seção seguinte, apresentaremos a variedade de Weyl integrável que é um caso

particular da variedade de Weyl, onde o campo de Weyl ωα é o gradiente de um campo

escalar. A variedade de Weyl integrável tem diversas propriedades que a tornam adequada

para representar o espaço-tempo e ser considerada como um campo gravitacional em uma

teoria da gravitação que generalize a teoria da Relatividade Geral de Einstein.
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A.2. Variedade de Weyl Integrável

Até aqui o nosso estudo foi sobre a variedade de Weyl que fora apresentada por Weyl

em 1918 como uma tentativa de unificar a gravitação com o eletromagnetismo[6] , porém

a variedade proposta por Weyl não é compatível com algumas propriedades da natureza,

como foi observado por Albert Einstein. A objeção de Einstein era a seguinte, sabemos

que a magnitude do vetor muda quando transportado paralelamente de um ponto ao

outro na variedade de Weyl de acordo com a eqs.(A.1.17) . Einstein observou que o

espaçamento das linhas atômicas irá depender de sua história passada e estão sujeitos

a alterações. Sendo que a partir de dados espectroscópicos (como prediz a mecânica

quântica), os espectros dos átomos só dependem de sua natureza e não de sua história

passada. Este problema levantado por Einstein é conhecido como o segundo efeito do

relógio (second clock effect) [15].

A objeção de Einstein resulta da aplicação da hipótese do relógio da Relatividade Geral

em um espaço-tempo de Weyl integrável , pois associa o tempo próprio com o intervalo

espaço-tempo ao longo do movimento da partícula. Nesse caso, em um espaço-tempo

de Weyl integrável onde o campo de Weyl é dado pelo gradiente de um campo escalar

ωλ = ∂λψ, a variação do tique-taque do relógio é dado por

τb = τae
1
2

´ b
a dψ = τae

1
2

[ψ(b)−ψ(a)], (A.2.1)

onde τa é o tique-taque no ponto inicial a e τb é o tique-taque no ponto final b. Por-

tanto, o tique-taque de um relógio permanece o mesmo após ele ser transportado para-

lelamente em um percurso fechado. Além disso, para que a condição de um vetor ser

tipo-tempo, tipo-nulo ou tipo-espaço seja preservada por transporte paralelo é necessário

que e[ψ(b)−ψ(a)] > 0, onde ψ(b) é o valor do campo escalar no ponto final e ψ(a) é o valor

do campo escalar de Weyl no ponto inicial do percurso.

Assim, para que este problema seja eliminado, faz-se necessário impor que o campo de

Weyl ωλ seja integrável, isto é, seja o gradiente de um campo escalar ψ, que chamaremos

de campo escalar de Weyl. Então, nessa nova estrutura o comprimento dos vetores é

integrável ao longo de um circuito fechado e a parte antissimétrica do tensor de Ricci é

identicamente nula, como podemos observar a partir das eqs.(A.1.49), pois a quantidade
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Hνβ dada pelas eqs.(A.1.37) torna-se nula. Portanto, no caso particular da variedade de

Weyl integrável não existe o “Second clock effect” [8, 9, 10, 11]. Assim, o campo de Weyl

na variedade de Weyl integrável é definido por

ωλ = ∂λψ = ∇(g,0)
λ ψ. (A.2.2)

Em uma variedade de Weyl integrável a equação eqs.(A.1.37) pode ficar como

Hαβ = ∇(g,ψ)
α ωβ −∇(g,ψ)

β ωα = ∇(g,ψ)
α ∂βψ −∇(g,ψ)

β ∂αψ

Hαβ = gαβ
(
∂β∂

βψ
)
− gαβ

(
∂β∂

βψ
)

= 0, (A.2.3)

assim, para as equações eqs.(A.1.38) teremos

R
(g,ψ)

µναβ +R
(g,ψ)

νµαβ = Hαβgµν = 0,

isto é, o tensor de curvatura é antissimétrico no primeiro par de índices

R
(g,ψ)

µναβ = −R(g,ψ)
νµαβ, (A.2.4)

e ainda para a parte antissimétrico do tensor de Ricci temos que

Hνβ = R
(g,ψ)

[νβ] = 0, (A.2.5)

logo o tensor de Ricci é simétrico, e ainda obtemos que não ocorrerá nenhuma variação

do comprimento de um vetor considerando que

δ
(
l2
)

= l2HαβδS
αβ = 0. (A.2.6)

E para finalizar, obtemos que em uma variedade de Weyl integrável o tensor de Ricci

é dado por
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R(g,ψ)
µν = R(g,0)

µν −
(
ψ;µν −

1

2
gµν�

(g,0)ψ

)
− 1

2
(gµν∂αψ∂

αψ − ∂µψ∂νψ) , (A.2.7)

e que o escalar de curvatura por

R(g,ψ) = R(g,0) − 3�(g,0)ψ − 3

2
∂µψ∂

µψ, (A.2.8)

onde �(g,0) = gλµ∇(g,0)
λ ∇(g,0)

µ é o d’Alambertiano calculado apenas com os símbolos de

Christoffel. Esse resultado é de extrema importância para nós, pois ela entrará na cons-

trução de nossa ação para o campo gravitacional em uma variedade de Weyl integrável,

o que nos permitirá encontrar as equações de campo.

Finalizamos aqui o estudo sobre a variedade de Weyl integrável, que é de profunda

importância para entender a estrutura geométrica que estar por detrás da teoria da gra-

vitação formulada nesta dissertação.



B. Equações do Campo Gravitacional em um

Espaço-tempo de Weyl Integrável

Neste apêndice, obtemos as equações do campo gravitacional para o vazio em um

espaço-tempo de Weyl integrável, obtidas a partir de um principio variacional que cor-

responde a uma generalização das equações de Einstein da Relatividade Geral. Tanto

a ação quanto as equações de campo são invariantes sob transformações de Weyl e têm

um significado geométrico correspondente. A invariância sob transformações de Weyl

corresponde a uma invariância de gauge que explica o fato das equações de campo para o

escalar de Weyl não serem independentes das equações de campo para a métrica.

B.1. Ação para o Campo Gravitacional

Nesta seção, apresentaremos as equações que descrevem o campo gravitacional em

uma variedade de Weyl integrável a partir de um principio variacional na ausência de

matéria. A ação para o campo gravitacional é dada por

S =

ˆ √
−geκψR(g,ψ)d4x, (B.1.1)

onde o campo escalar de Weyl é dado por

ωλ = κ∂λψ (κ = ±1), (B.1.2)

a constante κ foi introduzida para verificar a influência do sinal do campo escalar de Weyl

nas equações de campo. Essa ação tem uma importante propriedade, ela é invariante

sob as transformações de Weyl dadas pelas eqs.(A.1.3). Deste modo, tiramos a conclusão

que o campo gravitacional não será determinado somente pela métrica gµν , mas o campo

escalar de Weyl ψ também desempenhará um papel fundamental na descrição do campo
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gravitacional, consequentemente as equações oriundas da ação terão a presença da métrica

gµν e do campo escalar de Weyl ψ.

A partir das equações eqs.(B.1.1) e eqs.(A.2.8) obtemos que

S =

ˆ √
−geκψ(R(g,0) − 3κ�(g,0)ψ − 3

2
κ2∂µψ∂

µψ)d4x, (B.1.3)

mas de uma diferenciação

∂µ
(√
−geκψ∂µψ

)
= ∂µ

(√
−geκψ

)
∂µψ +

√
−geκψ∂µ∂µψ

√
−geκψ�(g,0)ψ = ∂µ

(√
−geκψ∂µψ

)
− κ
√
−geκψ∂µψ∂µψ, (B.1.4)

levando-se as equações eqs.(B.1.4) à eqs.(B.1.3) e antes considerando em conta que

ˆ
V

∂µ
(√
−geκψ∂µψ

)
d4x =

˛
s

(√
−geκψ∂µψ

)
dSµ = 0,

a ação ficará

S =

ˆ √
−geκψ

(
R(g,0) +

3

2
κ2gµν∂µψ∂νψ

)
d4x, (B.1.5)

podemos observar na equação acima que o sinal do campo escalar de Weyl interfere apenas

na parte da exponencial. Fazendo κ = 1, obtemos que a ação para o campo gravitacional

em um espaço-tempo de Weyl integrável pode ser decomposta de acordo com

S =

ˆ √
−geψ

(
R(g,0) +

3

2
gµν∂µψ∂νψ

)
d4x, (B.1.6)

onde a primeira parcela é dada pelo escalar de curvatura R(g,0) calculado com os sím-

bolos de Christoffel e a segunda parcela é apenas a parte cinética do campo escalar

ψ. Observamos que ação dada pela eqs.(B.1.6) é bem conhecida na literatura [27, 32,

33, 34, 35], porém no contexto da teoria da Relatividade Geral onde o espaço-tempo é

pseudo-Riemanniano e o campo escalar de Weyl ψ não esta associado à estrutura geomé-

trica do espaço-tempo. No contexto da Relatividade Geral a ação é interpretada como um

campo escalar ψ acoplando não-minimamente com a métrica gµν de maneira invariante
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por transformações conformes da métrica. Entretanto, o campo escalar de Weyl ψ tem

um significado geométrico em um espaço-tempo de Weyl integrável, pois juntamente com

a métrica gµν , determina univocamente a conexão de Weyl Γ
(g,ψ)α

µν que, por sua vez, de-

termina as propriedades das curvas auto-paralelas e da curvatura da variedade de Weyl.

Portanto, embora a ação presente nas referências [27, 32, 33, 34, 35] seja formalmente

idêntica a ação dada pela eqs.(B.1.6), possuindo a mesma forma matemática, podemos

afirmar que seus significados físicos e geométricos são bastante diferentes. Como vere-

mos a seguir, no espaço-tempo de Weyl integrável não só a ação dada pela eqs.(B.1.6)

tem um significado geométrico como também as equações de campo obtidas a partir da

mesma, ao contrário do que ocorre no contexto do espaço-tempo pseudo-Riemanniano da

Relatividade Geral.

B.2. Equações do Campo Gravitacional

Nesta seção, as equações do campo gravitacional em um espaço-tempo de Weyl in-

tegrável serão obtidas considerando uma teoria gravitacional formulada a partir da ação

dada pela eq..(B.1.6). E como sabemos desde a mecânica clássica, que as equações de

movimento podem ser obtidas do princípio variacional, então temos que

δS = δ

ˆ √
−geκψ

(
R(g,0) +

3

2
κ2gµν∂µψ∂νψ

)
d4x = 0

δS =

ˆ
δ
(√
−geκψR(g,0)

)
d4x+

3

2
κ2

ˆ
δ
(√
−geκψgµν∂µψ∂νψ

)
d4x = 0, (B.2.1)

como podemos perceber acima, teremos equações de campo que serão construídas em

função do campo escalar de Weyl ψ e do tensor métrico gµν , logo iremos fazer variações

da ação em relação ao campo de Weyl e em relação ao tensor métrico. Primeiramente

com a variação do campo escalar de Weyl ψ, logo eq.(B.2.1) ficará

δS =

ˆ √
−gR(g,0)δ

(
eκψ
)
d4x+

3

2
κ2

ˆ √
−ggµνδ

(
eκψ∂µψ∂νψ

)
d4x = 0, (B.2.2)

da primeira parte da integral
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ˆ √
−gR(g,0)δeκψd4x = κ

ˆ √
−gR(g,0)eκψδψd4x, (B.2.3)

e da segunda parte da integral da ação eq.(B.2.2)

ˆ √
−ggµνδ

(
eκψ∂µψ∂νψ

)
d4x = −

ˆ √
−geκψgµν (κ∂µψ∂νψ + 2∂µ∂νψ) δψd4x, (B.2.4)

assim eq.(B.2.2) fica

ˆ √
−geκψ

[
κR(g,0) − 3

2
κ2gµν (κ∂µψ∂νψ + 2∂µ∂νψ)

]
δψd4x = 0,

deste modo que

eκψ
[
κR(g,0) − 3

2
κ2gµν (κ∂µψ∂νψ + 2∂µ∂νψ)

]
= 0,

e

κR(g,0) − 3

2
κ2gµν (κ∂µψ∂νψ + 2∂µ∂νψ) = 0.

Podemos observar, na equação acima, que o sinal do campo de Weyl ψ dado pela

constante κ = ±1 influi apenas na parcela linear no campo ψ. Escolhendo κ = 1, obtemos

que a equação de campo para o campo escalar de Weyl ψ é dada por

R(g,0) − 3

2

(
∂µψ∂

µψ + 2�(g,0)ψ
)

= 0, (B.2.5)

essa mesma equação também é obtida nas referências [27, 32, 33, 34, 35]. Entretanto, ape-

nas na variedade de Weyl integrável ela pode ser interpretada geometricamente. Podemos

observar que, de acordo com a eq..(A.2.8), a equação de campo para o campo escalar de

Weyl ψ significa simplesmente que o escalar de curvatura da variedade de Weyl integrável

R(g,ψ) deve ser identicamente nulo, isto é,

R(g,ψ) = R(g,0) − 3

2

(
∂µψ∂

µψ + 2�(g,0)ψ
)

= 0, (B.2.6)
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prosseguindo na obtenção das equações de campo, faremos agora a variação da ação com

respeito à métrica gµν para encontrar as equações de campo para o tensor métrico, assim

a partir da ação dada pela eq..(B.1.5) obtemos que

δS =

ˆ
eκψδ

(√
−gR(g,0)

µν

)
d4x+

3

2
κ2

ˆ
eκψ∂µψ∂νψδ

(√
−ggµν

)
d4x = 0, (B.2.7)

da primeira integral da ação acima

ˆ
eκψδ

(√
−gR(g,0)

)
d4x =

ˆ
eκψδ

(√
−ggµνR(g,0)

µν

)
d4x

ˆ
eκψδ

(√
−gR(g,0)

)
d4x =

ˆ √
−geκψG(g,0)

µνδg
µνd4x+

ˆ √
−geκψgµνδR(g,0)

µνd
4x,

(B.2.8)

onde

G(g,0)
µν = R(g,0)

µν −
1

2
gµνR

(g,0), (B.2.9)

é o tensor de Einstein definido a partir dos símbolos de Christoffel Γ
(g,0)α

µν apenas.

Prosseguindo com os cálculos para obter as equações de campo para a métrica, preci-

samos obter a variação do tensor de Ricci δR(g,0)
µν . Para tanto, consideramos apenas a

variação dos símbolos de Christoffel δΓ(g,0)α
µν que é uma quantidade tensorial, pois repre-

senta a diferença ente duas conexões Γ
(g,0)α

µν . Para simplificar os cálculos, vamos escolher

um referencial onde os símbolos de Christoffel são nulos Γ
(g,0)α

µν = 0. Observamos que

embora Γ
(g,0)α

µν = 0 , a sua variação é não-nula δΓ
(g,0)α

µν 6= 0. Consequentemente

podemos escrever a variação do tensor de Ricci R(g,0)
µν da seguinte forma

δR(g,0)
µν = δ

(
∂αΓ(g,0)α

µν − ∂νΓ
(g,0)β

µβ

)
,

assim a segunda integral da equação eq.(B.2.8) fica
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ˆ √
−geκψgµνδR(g,0)

µνd
4x =

ˆ √
−geκψgµνδ

(
∂αΓ(g,0)α

µν − ∂νΓ
(g,0)β

µβ

)
d4x

ˆ √
−geκψgµνδR(g,0)

µνd
4x =

ˆ √
−geκψ∂α

(
gµνδΓ(g,0)α

µν − gµαδΓ
(g,0)β

µβ

)
d4x

ˆ √
−geκψgµνδR(g,0)

µνd
4x =

ˆ √
−geκψ∂αSαd4x, (B.2.10)

onde

Sα = gµνδΓ(g,0)α
µν − gµαδΓ

(g,0)β
µβ, (B.2.11)

levando-se em conta a seguinte derivação

∂α
(
eκψSα

)
= ∂α

(
eκψ
)
Sα + eκψ∂αS

α

eκψ∂αS
α = −κeκψ∂αψSα, (B.2.12)

sendo que consideramos que

ˆ
v

∂α
(
eκψSα

)
d4x =

˛
s

(
eκψSα

)
dSα = 0,

logo a equação eq.(B.2.10) ficará

ˆ √
−geκψgµνδR(g,0)

µνd
4x = −κ

ˆ √
−geκψ∂αψSαd4x. (B.2.13)

Uma vez que podemos escrever

δΓ(g,0)α
µν =

1

2
gαρ
(
∇(g,0)
µ δgρν +∇(g,0)

ν δgµρ −∇(g,0)
ρ δgµν

)
,

podemos deixar o Sα como
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Sα = ∇(g,0)α (gµνδg
µν)−∇(g,0)

β δgαβ, (B.2.14)

levando a equação eq.(B.2.14) à equação eq.(B.2.10), e em seguida pegando o resultado

dessa substituição e levando à equação eq.(B.2.8), resultará

ˆ
eκψδ

(√
−gR(g,0)

)
d4x =

ˆ √
−geκψ

[
G(g,0)

µν + κ2 (gµν∂αψ∂
αψ − ∂µψ∂νψ) +

κ
(
gµν�

(g,0)ψ −∇(g,0)
ν ∇(g,0)

µ ψ
)]
δgµνd4x. (B.2.15)

Resolvendo a segunda integral da ação eq.(B.2.7), obteremos

ˆ
eκψ∂µψ∂νψδ

(√
−ggµν

)
d4x =

ˆ
eκψ
√
−g
(
∂µψ∂νψ −

1

2
gµν∂αψ∂

αψ

)
δgµνd4x.

(B.2.16)

Assim, finalmente teremos

eκψ
[
G(g,0)

µν − κ
(
∇(g,0)
ν ∇(g,0)

µ ψ − gµν�(g,0)ψ
)

+
κ2

2

(
∂µψ∂νψ +

1

2
gµν∂αψ∂

αψ

)]
= 0

e

G(g,0)
µν − κ

(
∇(g,0)
ν ∇(g,0)

µ ψ − gµν�(g,0)ψ
)

+
κ2

2

(
∂µψ∂νψ +

1

2
gµν∂αψ∂

αψ

)
= 0.

Podemos observar, na equação acima, que o sinal do campo de Weyl ψ dado pela constante

κ = ±1 influi apenas na parcela linear no campo ψ. Escolhendo κ = 1 na equação acima,

obtemos que as equações de campo para a métrica em um espaço-tempo de Weyl integrável

são dadas por
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G(g,0)
µν −

(
∇(g,0)
ν ∇(g,0)

µ ψ − gµν�(g,0)ψ
)

+
1

2

(
∂µψ∂νψ +

1

2
gµν∂αψ∂

αψ

)
= 0. (B.2.17)

Novamente, podemos observar que as equações (B.2.17) acima também foram obtidas

nas referências [27, 32, 33, 34, 35] . Entretanto, apenas na variedade de Weyl integrável

elas podem ser interpretada geometricamente. Podemos mostrar que as equações campo

eqs.(B.2.17), para a métrica em um espaço-tempo de Weyl integrável, significam simples-

mente que o tensor de Einstein da variedade de Weyl integrável deve ser identicamente

nulo, isto é,

G(g,ψ)
µν = R(g,ψ)

µν −
1

2
gµνR

(g,ψ) = 0. (B.2.18)

A partir desses resultados, podemos observar que as equações de campo para o es-

calar de Weyl eq.(B.2.6) não são independentes das equações de campo para a métrica

eqs.(B.2.17), pois o escalar de curvatura R(g,ψ) é obtido a partir do traço do tensor de

Einstein G(g,ψ)
µν . O fato das equações de campo para o campo escalar não serem indepen-

dentes das equações de campo para a métrica é conhecido na literatura [27, 32, 33, 34, 35],

embora nenhum significado geométrico seja dada para este fato.

Uma propriedade importante das equações do campo gravitacional (gµν , ψ) no espaço-tempo

de Weyl integrável, consiste na invariância das equações eqs.(B.2.6) e eqs.(B.2.17) sob as

transformações de Weyl dadas pelas eqs.(A.1.3) . Embora o campo escalar de Weyl ψ

corresponda a um grau de liberdade a mais do campo gravitacional, além dos graus de

liberdade da métrica gµν , existe uma liberdade de gauge devido à invariância das equações

de campo sob as transformações de Weyl que também envolvem um grau de liberdade

através da função σ. Portanto, os graus de liberdade do campo gravitacional são determi-

nados pelo conjunto (gµν , ψ), a menos do grau de liberdade presente nas transformações de

Weyl. Isto significa que 1 grau de liberdade do conjunto (gµν , ψ) pode ser eliminado tanto

da métrica gµν quanto do campo escalar de Weyl ψ. A dinâmica do campo gravitacional

envolve ambos os campos gµν e ψ através das equações de campo dadas em termo do

tensor de Einstein G(g,ψ)
µν = 0.
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Finalmente, obtemos no espaço-tempo de Weyl integrável uma completa analogia com

as equações de Einstein para o vazio, pois substituindo a eq.(B.2.6) nas eqs.(B.2.17), obte-

mos que as equações para o campo gravitacional na ausência de matéria no espaço-tempo

de Weyl integrável são dadas por

R(g,ψ)
µν = R(g,0)

µν −
(
∇(g,0)
ν ∇(g,0)

µ ψ − 1

2
gµν�

(g,0)ψ

)
− 1

2
(gµν∂αψ∂

αψ − ∂µψ∂νψ) = 0.

(B.2.19)

Assim, obtivemos um conjunto de equações do campo gravitacional em um espaço-tempo

de Weyl integrável que correspondem a uma generalização das equações de Einstein, onde

o campo gravitacional é dado simultaneamente pelo tensor métrico gµν e pelo campo

escalar de Weyl ψ que nos informam como o espaço-tempo deve se encurvar diante da

presença da matéria.



C. Geodésicas de Weyl

Neste apêndice faremos uma extensão dos postulados geodésico e do tempo próprio

(postulado do Relógio) da Relatividade Geral para a teoria da gravitação no espaço-tempo

de Weyl integrável de tal maneira que os resultados obtidos sejam invariantes por trans-

formação de Weyl. Na primeira seção obtemos as geodésicas métricas e as geodésicas de

Weyl. Na segunda seção, analisaremos o movimento de partículas e como fica o tempo

medido no espaço-tempo de Weyl integrável para essa partícula. E finalmente na última

seção, analisamos o movimento de raios de luz em um espaço-tempo de Weyl integrável e

como fica a estrutura causal nessa nova variedade.

C.1. Geodésicas Métricas e Geodésicas de Weyl

Nesta seção, obtemos as equações para as geodésicas métricas e para as geodésicas de

Weyl em uma variedade de Weyl Integrável, bem como algumas de suas propriedades.

Essas curvas são muito importantes para a investigação das propriedades da variedade

porque são determinadas pela métrica e pela conexão afim da variedade, respectivamente.

Em uma variedade de Weyl, existem dois tipos de curvas que são determinadas pe-

las propriedades geométricas da variedade: as curvas geodésicas métricas e as curvas

auto-paralelas. Como veremos a seguir, as geodésicas métricas são determinadas comple-

tamente pela métrica e as curvas auto-paralelas são determinadas pela conexão de Weyl,

que depende tanto da métrica quanto do campo de Weyl.

As curvas geodésicas métricas são as curvas definidas pela seguinte propriedade: o

seu comprimento de arco ∆s é um extremo. Elas são obtidas a partir de um principio

variacional onde a ação é dada pelo comprimento de arco

∆s =

ˆ
ds =

ˆ √
−gαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
dλ, (C.1.1)
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onde dxα/dλ é o vetor tangente à geodésica métrica xα(λ) parametrizada com um parâ-

metro λ qualquer. Desse modo obtemos as famosas equações da geodésica métrica, dadas

por

d2xα

ds2
+ { ανµ}

dxν

ds

dxµ

ds
=
d2xα

ds2
+ Γ(g,0)α

νµ

dxν

ds

dxµ

ds
= 0, (C.1.2)

onde { ανµ} = Γ
(g,0)α

νµ = 1
2
gµρ(∂νgαµ + ∂αgνµ − ∂µgαν) são os símbolos de Christoffel e

ds2 = gµνdx
µdxν é o elemento de arco da curva. Portanto, de acordo com as eqs.(C.1.2),

as geodésicas métricas são curvas que são completamente determinadas apenas pelas pro-

priedades do tensor métrico da variedade de Weyl. Apenas as propriedades métricas da

variedade de Weyl estão envolvidas, pois a conexão de Weyl Γ
(g,ψ)α

µν não está presente

nas equações. Em uma superfície tipo-espaço as geodésicas métricas são as curvas que

têm o menor comprimento entre dois pontos da superfície.

As curvas auto-paralelas em uma conexão de Weyl, que denominaremos de geodésicas

de Weyl, são curvas xα(λ), onde λ é um parâmetro qualquer, definidas pela seguinte

propriedade: o vetor tangente V = V α∂α = dxα

dλ
∂
∂xα

à curva é transportado paralelamente

a si mesmo através da conexão de Weyl Γ
(g,ψ)α

µν . Essa condição requer que a derivada

direcional DV α

dλ
do vetor tangente ao longo da curva seja proporcional ao vetor tangente.

Portanto, as equações das curvas auto-paralelas na variedade de Weyl são dadas por

DV α

dλ
= V ν∇(g,ψ)

ν V α =
d2xα

dλ2
+ Γ(g,ψ)α

µν

dxν

dλ

dxµ

dλ
= f(x(λ))

dxα

dλ
, (C.1.3)

onde ∇(g,ψ)
ν V α é a derivada covariante do vetor tangente V α na variedade de Weyl e f

é uma dada função escalar definida na variedade. As equações das curvas auto-paralelas

acima podem ser simplificadas através de uma reparametrização λ = λ(σ) , ficando dadas

por

DV α

dλ
= V ν∇(g,ψ)

ν V α =
d2xα

dσ2
+ Γ(g,ψ)α

νµ

dxν

dσ

dxµ

dσ
= 0. (C.1.4)

onde o vetor tangente fica expresso por V = Wα∂α = dxα

dσ
∂
∂xα

e o novo parâmetro σ é

denominado de parâmetro afim. Dizemos que as equações das auto-paralelas dadas na

forma (C.1.4) estão parametrizadas por um parâmetro afim, pois são invariantes por uma
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mudança de parâmetros dada por uma transformação afim σ’ = aσ + b, onde a e b são

constantes arbitrárias. Como as curvas auto-paralelas são definidas utilizando o transporte

paralelo da variedade de Weyl, de acordo com as eqs.(C.1.4), podemos afirmar que elas

são completamente determinadas pela conexão de Weyl Γ
(g,ψ)α

νµ dada pelas eqs.(A.1.7) .

Uma diferença importante entre as geodésicas métricas e as curvas auto-paralelas

(geodésicas de Weyl) em uma variedade de Weyl consiste no fato de apenas as geodésicas

de Weyl serem invariantes sob transformações de Weyl. As geodésicas métricas não são

invariantes sob transformações de Weyl.

No contexto da Relatividade Geral, isto é, nos espaços-tempos pseudo-Riemannianos,

as geodésicas métricas coincidem com as curvas auto-paralelas determinadas a partir

dos símbolos de Christoffel Γ
(g,0)α

µν e parametrizadas pelo comprimento de arco ds2 =

gµνdx
µdxν , pois existe a igualdade

d2xα

ds2
+ { ανµ}

dxν

ds

dxµ

ds
=
d2xα

ds2
+ Γ(g,0)α

νµ

dxν

ds

dxµ

ds
=
dxν

ds
∇(g,0)
ν

dxα

ds
= 0, (C.1.5)

Considerando que o espaço-tempo de Weyl está dotado de uma métrica de Lorentz

com assinatura (−,+,+,+) as curvas são classificadas de acordo com seus vetores tangen-

tes em curvas tipo-espaço, tipo-tempo e tipo-nulo. Essa classificação é invariante tanto

por transformação de Lorentz locais quanto por transformações de coordenadas. Como

veremos a seguir, a classificação também é invariante sob transformações de Weyl.

Agora veremos como essas curvas são utilizadas para representar o movimento de

partículas com massa e sem massa na Teoria da Relatividade Geral.

C.2. Principio variacional para as Geodésicas de Weyl

Nesta seção, mostramos que as geodésicas de Weyl podem ser obtidas a partir de um

princípio variacional em um espaço-tempo de Weyl integrável. Esse resultado generaliza

os resultados referentes ao movimento de partículas de teste na Relatividade Geral.

Na teoria da Relatividade Geral o movimento de partículas de teste massivas ocorre ao

longo de geodésicas métricas tipo-tempo, onde o tempo próprio medido no referencial de
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repouso da partícula coincide com o comprimento de arco da geodésica. Intuitivamente,

podemos considerar que a medida que a partícula percorre sua linha de universo o relógio

no referencial de repouso da partícula vai medindo o tempo próprio e isto nos permite

supor que ambos sejam proporcionais. A partir dessa hipótese, podemos concluir que a

linha de universo da partícula pode ser determinada como aquela em que o tempo próprio

é um extremo e assim obter as equações do movimento como curvas geodésicas tipo-tempo

a partir de um princípio variacional.

As curvas geodésicas de Weyl podem ser caracterizadas como as curvas definidas pela

seguinte propriedade: são curvas onde a quantidade escalar ∆τ é um extremo, sendo ∆τ

definido por

∆τ =

ˆ
dτ =

ˆ √
−eψgαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
dλ, (C.2.1)

onde ẋα = dxα/dλ é o vetor tangente à geodésica de Weyl xα(λ) parametrizada com um

parâmetro afim λ. Portanto, podemos obter as equações para uma geodésica de Weyl,

isto é, uma curva auto-paralela em uma variedade diferenciável de Weyl integrável, a

partir de um principio variacional da ação definida pela eq.(C.2.1) . Considerando que a

Lagrangiana para a ação acima é dada por

L =
√
F =

√
−eψgαβẋαẋβ, (C.2.2)

onde F = −eψgαβẋαẋβ.A partir dessa lagrangiana podemos obter as equações de Euler-Lagrange

∂L

∂xµ
− d

dλ

[
∂L

∂ (dxµ/dλ)

]
= 0, (C.2.3)

para a geodésica de Weyl. Utilizando a Lagrangeana acima obtemos que

∂L

∂xµ
=
ẋαẋβ

2
√
F
∂µ
(
eψgαβ

)
, (C.2.4)

semelhantemente, a segunda parte da equação (C.2.3) pode ser obtida de acordo com

∂Lp
∂ (dxµ/dλ)

=
eψgαβ

2
√
F

[
∂

∂ (dxµ/dλ)

(
dxα

dλ

dxβ

dλ

)]
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∂Lp
∂ (dxµ/dλ)

=
eψgαµ√
F

dxα

dλ
. (C.2.5)

Agora, diferenciando a equação acima em relação ao parâmetro afim λ obtemos que

d

dλ

[
∂L

∂ (dxµ/dλ)

]
=

d

dλ

[
eψgαµ√
F

dxα

dλ

]

d

dλ

[
∂L

∂ (dxµ/dλ)

]
=

1√
F

d

dλ

[
eψgαµ

dxα

dλ

]
+ eψgαµ

dxα

dλ

d

dλ

(
1√
F

)
, (C.2.6)

considerando que F é uma constante do movimento, temos

d

dλ

(
1√
F

)
= 0, (C.2.7)

e podemos deixar a equação eq.(C.2.6) da seguinte forma

d

dλ

[
∂L

∂ (dxµ/dλ)

]
=

1√
F

d

dλ

[
eψgαµ

dxα

dλ

]

d

dλ

[
∂L

∂ (dxµ/dλ)

]
=

1

2
√
F

[
∂β
(
eψgαµ

)
+ ∂α

(
eψgβµ

)]
ẋαẋβ +

1√
F
eψgαµ

d2xα

dλ2
. (C.2.8)

Levando a equação eq.(C.2.5) e a equação eq. (C.2.8) para a Equação de Euler-Lagrange,

virá

δνµ
2

[
∂β
(
eψgαµ

)
+ ∂α

(
eψgβµ

)
− ∂ν

(
eψgαβ

)]
ẋαẋβ + eψgαµ

d2xα

dλ2
= 0, (C.2.9)

levando-se em conta δνµ = gµρg
ρν , e em seguida multiplicando por gµρ

gνρ

2

[
∂β
(
eψgαµ

)
+ ∂α

(
eψgβµ

)
− ∂ν

(
eψgαβ

)]
ẋαẋβ + eψ

d2xρ

dλ2
= 0, (C.2.10)

mas

∂β
(
eψgαν

)
= eψ (∂βgαν + gανψβ) (C.2.11)
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∂α
(
eψgβµ

)
= eψ (∂αgβµ + gβµψα) (C.2.12)

e

∂ν
(
eψgαβ

)
= eψ (∂νgαβ + gαβψν) , (C.2.13)

vamos obter para a equação eq.(C.2.9)

[
gρν

2
(∂βgαν + ∂αgβµ − ∂νgαβ) + gρν (gανψβ + gβµψα − gαβψν)

]
ẋαẋβ +

d2xρ

dλ2
= 0,

(C.2.14)

mas das equações eq.(A.1.8) e eq.(A.1.9) podemos deixar eq.(C.2.14) da seguinte forma

d2xρ

dλ2
+ Γ

(g,ψ)ρ
αβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
= 0. (C.2.15)

Para finalizar, vamos mostrar que o campo escalar de Weyl ψ compensa a variação da

norma do vetor tangente V α = ẋα = dxα/dλ de uma geodésica de Weyl, parametrizada

com um parâmetro afim λ, de modo que a quantidade

F = −eψgµνV µV ν , (C.2.16)

é uma constante do movimento. A variação da quantidade F ao longo da geodésica de

Weyl é dada por

d

dλ
F =

d

dλ

(
−eψgµνV µV ν

)
=

∂

∂xα
(
−eψgµνV µV ν

)
V α,

e pode ser escrita como

d

dλ
F = −eψ

[
ψρV

ρgµνV
µV ν + (∂ρgµν)V

ρV νV µ + gµν
(
−Γ(g,ψ)µ

ρ%V
ρV %

)
V ν + gµν

(
−Γ(g,ψ)ν

ρ%V
ρV %

)
V µ
]
,

(C.2.17)

considerando que
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dgµν
dλ

=
∂gµν
∂xρ

dxρ

dλ

e que

dV µ

dλ
= −Γ(g,ψ)µ

ρ%V
ρV %,

de acordo com as equações da geodésica de Weyl com o parâmetro afim. Finalmente,

fatorando as eqs.(C.2.17) podemos expressá-las de acordo com

d

dλ
F = −eψ

[
gµνψρ + ∂ρgµν − gραΓ(g,ψ)α

µν − gσρΓ(g,ψ)σ
µν

]
V µV νV ρ = −eψ(∇(g,ψ)

ρ gµν+ψρgµν)V
µV νV ρ,

(C.2.18)

como temos que

∇(g,ψ)
ρ gµν = −ψρgµν ,

então da equação acima resulta que

d

dλ
F = 0, (C.2.19)

e consequentemente, a quantidade K também é uma constante do movimento. Esses

resultados são bastante importantes, pois permitem generalizar os postulados da geodé-

sica e do relógio utilizados na Relatividade Geral para determinar o movimento de uma

partícula de teste.

C.3. Correspondência entre Geodésicas Métricas Tipo-Nulo e

Geodésicas de Weyl Tipo-Nulo

Nesta seção mostramos que as geodésicas métricas tipo-nulo e as geodésicas de Weyl

tipo-nulo em um espaço-tempo de Weyl integrável diferem apenas por uma reparametri-

zação. Portanto, as geodésicas métricas e as geodésicas de Weyl coincidem quando são
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do tipo-nulo e determinam uma única curva no espaço-tempo de Weyl integrável, a qual

é determinada apenas pelas propriedades da métrica do espaço-tempo.

Este resultado tem um significado importante do ponto de vista da teoria da gravi-

tação, considerando que as geodésicas tipo-nulo são as linhas de universo dos raios de

luz.

Considere uma geodésica de Weyl tipo-nulo em uma variedade de Weyl integrável

definida pela curva xµ(λ), onde λ é um parâmetro afim, cujo vetor tangente uµ = dxµ

dλ
tem

norma dada por

gµνu
µuν = gµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
= 0, (C.3.1)

e cujas equações são dadas por

uσ∇(g,ψ)
σ uρ = uσ

(
∂σu

ρ + Γ(g,ψ)ρ
σµu

µ
)

= 0.

Decompondo a conexão de Weyl de acordo com as eqs.(A.1.8), obtemos que

uσ∇(g,ψ)
σ uρ = uσ∇(g,0)

σ uρ + Cρ
σµu

µuσ. (C.3.2)

A partir da definição do tensor Cρ
σµ, dada pelas eqs.(A.1.9), obtemos

Cρ
σµu

µuσ =
1

2
(uρψµu

µ + uρψσu
σ − ψρgσµuµuσ) . (C.3.3)

e, considerando que para a geodésica de Weyl tipo-nulo temosgσµuµuσ = 0, podemos

escreve a quantidade acima como

Cρ
σµu

µuσ = uρuµψµ = uρ
dxµ

dλ

dψ

dxµ
= uρ

dψ

dλ
. (C.3.4)

Substituindo o resultado acima nas eqs.(C.3.2) da geodésica obtemos a seguinte de-

composição

d2xρ

dλ2
+ Γ(g,0)ρ

µν

dxµ

dλ

dxν

dλ
= −dx

ρ

dλ

dψ

dλ
, (C.3.5)

as equações eqs.(C.3.5) acima é a equação geral de uma geodésica métrica.auto-paralela
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cujo parâmetro não é afim. Portanto, podemos realizar uma reparametrização xα (λ(σ)) =

xα (σ)para expressá-la em termos de um parâmetro afim. Substituindo as relações abaixo

dxρ

dλ
=
dσ

dλ

dxρ

dσ
, (C.3.6)

d2xρ

dλ2
=
d2σ

dλ2

dxρ

dσ
+

(
dσ

dλ

)2
d2xρ

dσ2
, (C.3.7)

dψ

dλ
=
dσ

dλ

dψ

dσ
, (C.3.8)

na equação eq.(C.3.5) , podemos verificar que ela ficará da seguinte forma

d2σ

dλ2

dxρ

dσ
+

(
dσ

dλ

)2
d2xρ

dσ2
+ Γ(g,0)ρ

µν

(
dσ

dλ

)2
dxµ

dσ

dxν

dσ
= −

(
dσ

dλ

)2
dψ

dσ

dxρ

dσ
,

que, depois de reordenar as parcelas, pode ser escrita como

(
dσ

dλ

)2(
d2xρ

dσ2
+ Γ(g,0)ρ

µν

dxµ

dσ

dxν

dσ

)
= −

[
d2σ

dλ2
+

(
dσ

dλ

)2
dψ

dσ

]
dxρ

dσ
.

Finalmente, escolhendo a reparametrização de modo que

d2σ

dλ2
+

(
dσ

dλ

)2
dψ

dσ
= 0, (C.3.9)

o que nos rende

σ =

ˆ
e−ψdλ, (C.3.10)

obtemos as equações da geodésica métrica dadas por

d2xρ

dσ2
+ Γ(g,0)ρ

µν

dxµ

dσ

dxν

dσ
= 0.

O resultados deste apêndice serão utilizados para definir o movimento de partículas

de teste e de raios de luz em uma teoria da gravitação em um espaço-tempo de Weyl

integrável.
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