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Resumo

Neste trabalho, mostramos que uma quantizacao tipica de Landau é possivel para
particulas neutras em anéis quanticos bidimensionais. Para tanto, utilizamos o modelo de
Tan e Inkson para descrever o potencial de confinamento e como particulas neutras, utili-
zamos atomos neutros com momento de dipolo elétrico induzido. Procedemos os calculos
utilizando duas configuragoes de campos diferentes para induzir o momento de dipolo
sobre a particula. Também fizemos uma revisao de fases topoldgicas e de quantizacao de
Landau para particulas neutras e carregadas.



Abstract

In this work, we shall show that a Landau quantization analog is possible for neutral
particles in two-dimensional quantum rings. For that we have used the Tan Inkson model
for a quantum ring to confine neutral atoms in the ring. We have also used two different
fields configurations to induce a electric dipole moment on the particle. In addition, we
have made a review of some quantum effects, such that Aharonov-Bohm like effects and
Landau quantization for neutral and charged particles.
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1 Introducao

A mecanica quantica é sem sombra de dividas uma teoria muito intrigantemente bem
sucedida. Uma forma de comprovar o seu sucesso é olhar o mundo em nossa volta e ver
o quao rapido os avancos tecnologicos acontecem, avancos esses que nao seriam possiveis

sem o entendimento do mundo quantico.

O objetivo deste trabalho é fazer uma revisao de alguns fenomenos muito importantes
no dominio da mecanica quantica, tais como fases topoldgicas e quantizacao de Landau, e
aplicar esses conceitos a um determinado sistema — uma particula neutra como momento
de dipolo elétrico induzido confinada pelo potencial de um anel quantico — obtendo os

seus estados de energia assim como as suas fungoes de onda.

Para tanto, comegamos o Capitulo 2 com uma revisao de fases topoldgicas, onde o

carro chefe desses efeitos de interferéncia quantica é o efeito Aharonov-Bohm.

O efeito Aharonov-Bohm [1] traz consigo uma quebra de paradigma — até entao, os
potenciais eletromagnéticos eram visto como meros artificios matematicos, mas em um
trabalho seminal de 1959, Aharonov e Bohm demostraram que tanto potencial escalar

quanto o potencial vetor magnético tém um significado fisico do ponto de vista quantico.

Ainda no Capitulo 2, damos continuidade ao estudo de fases topolégicas (e geométricas),
fazendo uma descri¢ao dos efeitos Aharonov-Casher [2] e He-McKellar-Wilkens [10, 2],
0s quais prevéem a interagao de particulas neutras com campos eletromagnéticos. Uma

quarta fase topoldgica é obtida via transformacoes de dualidade de Heaviside.

No Capitulo 3, nos dedicamos ao estudo da quantizacao de Landau. Talvez a teoria
de Landau [12] seja o caso mais simples e elegante para exemplificar as hipéteses de
quantizacao. Quando um elétron se move em um campo magnético uniforme, ele descreve
6rbitas circulares. Com o auxilio da mecanica quantica, mostra-se que o elétron sé pode

estar em orbitas com valores discretos de energia, os chamados niveis de Landau.



O estudo da quantizagao de Landau se faz necessario, pois é o modelo minimo ne-
cessario para a descrigdo de diversos fenomenos tais como o efeito Hall quantico [15] e

excitagOes anionicas em condensados de Bose-Einstein [10].

Motivados por resultados de Paredes et al. [15], Ericsson e Sjoqvist [9] deram os pri-
meiros passos em busca de um andlogo atomico do efeito Hall quantico. Para tanto, eles
mostraram que, baseados na teoria de Aharonov-Casher, uma particula neutra com mo-
mento de dipolo magnético interagindo com um campo elétrico apresenta uma quantizacao
tipica de Landau. Inspirados pelo trabalho de Ericsson e Sjoqvist, Ribeiro, Furtado e Nas-
cimento [19, 20] mostraram que um anédlogo de Landau também é possivel para um dipolo

elétrico interagindo com um campo magnético.

Em [19], Ribeiro et al. utilizaram a configuracao de campos proposta por He, McKellar
e Wilkens [10, 24]. Nessa configuracao, o dipolo elétrico interage com campo magnético
criado por uma linha de cargas magnética. Ja em [20], eles fizeram uso da configuragiao
de Wei et al. [23], a qual utiliza um arranjo de campos magnético e elétrico cruzados para
induzir o momento de dipolo elétrico, com a finalidade de evitar a utilizacao de monopolos

magnéticos como em [19].

Terminada a revisao da quantizacao de Landau para particulas particulas carregadas
e atomos neutros, abrimos o Capitulo 4 para apresentar os resultados propostos neste tra-
balho. Comegamos este capitulo com uma revisao do modelo de Tan e Inkson [21]. Feita
essa revisao, mostramos que uma particula neutra com momento de dipolo elétrico indu-
zido sujeita ao potencial de confinando de um anel quantico apresenta uma quantizagao
analoga a de Landau. Mostramos que essa quantizacao é possivel para duas configuragoes

de campos distintas.

Finalmente, encerramos este trabalho no Capitulo 5 com as conclusoes dos resultados

obtidos.

De antemao, ao longo de todo o texto estaremos trabalhando em coordenadas cilindricas!

e utilizando o sistema de unidades de Planck onde ¢ = A = 1.

Exceto na sec¢do (3.1), onde fazemos o uso de coordenadas cartesianas.
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2 Fases Topologicas

Neste capitulo, faremos uma descricao do efeito Aharonov-Bohm assim como dos
efeitos Aharonov-Casher e He-McKellar-Wilkens. Também faremos um estudo do efeito
Aharonov-Bohm dual, que é obtido a partir do efeito Aharonov-Bohm via transformacoes
de dualidade.

2.1 Efeito Aharonov-Bohm

Com um trabalho intitulado por Significance of Electromagnetic Potentials on Quan-
tum Mechanics [1], Aharonov e Bohm mudaram o entendimento dos potenciais eletro-
magnéticos. Até entao, tais potenciais eram vistos como meros artificios matematicos

usados para facilitar a obtencao dos campos elétrico e magnético.

O efeito Aharonov-Bohm, como ficou assim conhecido, estabelece que uma particula
carregada adquire uma fase em sua fungao de onda ao circular um solenéide infinito. Tal
efeito é um fenomeno quantico no qual particulas carregadas sao afetadas por campos
eletromagnéticos, mesmo estando em regioes onde esses campos sao nulos, ou seja, em

regioes livres de forcas.

A primeira verificacao experimental do efeito Aharonov-Bohm foi dada em 1960 por
Chambers [0]. Pelo fato de ser um efeito de natureza nao tdo 6bvia, muitas duvidas
surgiram envolvendo a real existéncia desse efeito, mas com um experimento conclusivo

de 1986, todas essas duvidas foram definitivamente sanadas por Tonomura et al. [22].

Fazendo uma corrente elétrica passar pelas espiras de um solendide infinito, centrado
na origem e que tem seu eixo alinhado na direcao z, o campo magnético B criado fica

inteiramente confinado dentro do solendide.

Embora o campo magnético seja nulo fora do solendide, o potencial vetor nao é — o seu
modulo cai com o inverso da distancia. Dessa forma, entendemos que o potencial vetor é

o responsavel pelo efeito Aharonov-Bohm, passando agora a ter um significado fisico.
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F interference
region

Figura 1: O feixe de elétrons é dividido em A. Um ramo do feixe passa B enquanto o outro
passa por C, nas proximidades do solendide. Finalmente, esses dois feixes sdo reagrupados e
interferem em F.

Para demonstrar os efeitos do potencial vetor sobre a dinamica quantica de particulas
carregadas, consideremos que um feixe de elétrons em coeréncia de fase seja divido em
duas partes, as quais devem manter ainda esta coeréncia de fase, e que cada uma delas
passe por um lado solendide. Em seguida, os feixes sao reagrupados e postos para interferir

[ver figura (1)].

O Hamiltoniano que descreve a dinamica de um elétron em um campo magnético é
dado por

H= ﬁ (P —eA) . (2.1)

Em regioes simplesmente conexas, podemos escrever a solugao da equacao anterior na

seguinte forma:

w = w(]eils ) (22)
onde v é a solucdo quando A =0e S=¢ [ A-dL.

Embora a regiao fora do solendide seja uma regiao multiplamente conexa, ainda po-
demos fazer uso da solucao dada na equacgao anterior, uma vez que a funcao de onda foi

dividia em dois feixes e cada um dele passa por uma regiao simplesmente conexa.

Sendo assim, temos que:
¢1 = ¢?6_i51 ) ¢2 = ¢ge_iS2 ) (23)

onde S; e S5 sao calculados ao longo de suas respectivas trajetorias.

Desse modo, a diferenca de fase que se observa em F' quando os feixes interferem é
dada por:
AS:&—Sg:ej{A-dﬁzegbo, (24)

onde ¢y é o fluxo magnético dentro do solendide.
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Sendo assim, fica evidenciado que quando um elétron circula uma regiao onde te-
mos um fluxo de campo magnético confinado, a sua funcao de onda adquire uma fase

topoldgica.

Diz-se que a fase é topoldgica porque a particula estd em uma regiao nao-simplesmente-
conexa, livre de forgas e a suas trajetérias circundam uma singularidade do campo. De
acordo com Peshkin e Lipkin [17] a fase é topoldgica se é um efeito nao-local, que é o caso
do efeito Aharonov-Bohm, uma vez que nao temos campos eletromagnéticos atuando ao

longo das trajetorias das particulas.

Em conclusao, o efeito predito por Aharonov Bohm é considerado como um dos ali-
cerces da mecanica quantica moderna. Sem contar as possiveis aplicacoes experimentais,
a revolucao conceitual que esse efeito envolve é grandiosa, uma vez que os potenciais ele-
tromagnéticos passaram a ter um significado fisico — o potencial vetor, por exemplo, pode
alterar a dinamica quantica de uma particula carregada fazendo a sua funcao de onda

adquirir uma fase.

Dando continuidade ao estudo de fases quanticas, faremos na proxima seccao uma

revisao do efeito Aharonov-Casher.

2.2 Efeito Aharonov-Casher

Em 1984, Aharonov e Casher [2] sugeriram a existéncia de um efeito dual ao efeito
Aharonov-Bohm. No efeito Aharonov-Casher, uma particula neutra com momento de

dipolo magnético adquire uma fase topoldgica ao circular uma linha de cargas elétricas.

A fase que a particula adquire é um fato que ocorre devido ao acoplamento do dipolo
magnético da particula neutra com o campo elétrico produzido pela linha de carga. A

comprovagao experimental efeito Aharonov-Casher foi dada por Cimmino et al. [7].

Em seu artigo, Aharonov e Casher [2] se perguntaram se seria possivel obter um
efeito tipo Aharonov-Bohm para uma particula neutra. Para tanto, eles partiram da
Lagrangiana para uma particula carregada na presenca de um potencial vetor externo e

adcionaram um termo cinético referente a particula neutra.

Tal tentativa nao surtiu efeito, pois nao descreve a fisica necessaria para que tenhamos

um efeito de fases topoldgicas — a forca sobre a particula ser diferente de zero.
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A Lagrangiana correta que leva a uma forca nula sobre a paticula neutra é dada por:

mv?  MV?
L=——
2 + 2

+eA-(v—-V), (2.5)

onde v e V sao as velocidades da particula carregada e do momento de dipolo, respecti-

vamente.

Como podemos notar, temos na equagao anterior, além dos termos cinéticos da particula
e do dipolo, uma dependéncia com a velocidade relativa entre elas, sendo este o detalhe

que garante que a particula neutra esteja em uma regiao livre de forgas.
Vamos agora mostrar como Aharonov e Casher obtiveram a equagao (2.5).

Consideremos que a posi¢gao da particula carregada seja descrita pelo vetor r e a do

dipolo, pelo vetor R.

Para uma particula carregada se movendo na presenca de um campo magnético segue

que:

mu?

men = T + eA - v, (26)

onde e e v sdo respectivamente a carga e a velocidade da particulae A = A(r—R) éo
potencial vetor associado ao campo magnético produzido pelo dipolo, dado por:

1 pux(r—R)

_ 9.
47 |r — RJ? (2.7)

Agora, para a particula neutra com momento dipolo magnético g se movendo no
campo elétrico produzido pela carga elétrica e, temos que:

MV?
2

—q9, (2.8)

Ldip =

onde V ¢ a velocidade do dipolo e ¢ é o potencial elétrico associado a carga e.

A carga ¢ que aparece na equacao anterior surge pelo fato de que um dipolo magnético

em movimento gera uma densidade de carga dada por:

onde j =V x M, com M sendo a magnetizacao.

Com isso, a equagao (2.8) fica assim:

MV?
Laip = 5 —/pgde. (2.10)
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Substituindo a (2.9) na equagao anterior, temos que:

MV?
2

Ldip =

—/(¢v) (V% M) dr. (2.11)

Com o auxilio de indentidades matematicas, segue que:

MV?
2

Ldip =

—/(bM-VXVdT—/M-VxEdT+/V-(¢V)><MdT. (2.12)

Lembrando que p = f M dr, considerando que a particula tem seu movimento res-

trito ao plano x — y e que

170 v,
- {5 (rV,) — a¢} =0, (2.13)

a primeira integral da (2.12) é nula, assim como a tltima, onde fizemos uso do teorema
divergéncia. Sendo assim, a Lagrangiana para o dipolo fica assim:

MV?
2

Laip = ~V-Exp. (2.14)

Tendo em mente que E = E (R —r) é o campo elétrico produzido pela carga (situada
no ponto r) em R, e que A = A(r—R) é o potencial vetor produzido pelo dipolo
magnético (situado em R) em r, temos que:

e R—r)xp epx(r-—R)

Expy= —>—"U2H_
e R —r)3 A |R—r?

=eA. (2.15)
A equacao anterior nos mostra que o potencial vetor é dado em termos do acoplamento
do momento de dipolo da particula neutra com o campo elétrico gerado pela particula

carregada. Desse modo, segue que a Lagrangiana para o dipolo fica assim:

—eA-V. (2.16)

Finalmente, somando as equagoes (2.6) e (2.16) temos que a interagao entre a particula

carregada e o dipolo magnético, obtida por Aharonov e Casher, é descrita por:

L—va—i—MVQ
2 2

+eA-(v—-V). (2.17)

O termo extra eV - A da equacao anterior se faz necessario, porque de outra forma o
dipolo sentiria uma forca dependente do gauge escolhido — situacao que nao pode ocorrer,
pois para que tenhamos um efeito dual ao efeito Aharonov-Bohm a particula tem que

estar em uma regiao livre de forcas.
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O que fizemos até aqui foi obter a Lagrangiana que descreve a interagao entre duas
particulas — uma neutra e outra carregada. Pelo fato de no efeito Aharonov-Casher a
particula neutra interagir com o campo elétrico produzido por uma distribuicao linear de

cargas, se faz necessério a seguinte generalizacao da equagao (2.17):
1 1
L:izmﬂ}f—'—ﬁZMj‘/jQ—}_ezA.(Vi_Vj)’ (218)
i j ij

onde os somatdérios sobre i(j) sao efetuados sobre as particulas carregadas (neutras).

Devemos lembrar que na equagao (2.18) o potencial vetor A = A (r; — R;) depende
apenas da posicao relativa entre as particulas. Essa dependéncia é o que nos faz pensar

em uma certa dualidade entre a particula neutra e a carregada.

Com base nisso, se considerarmos agora que o dipolo magnético se move nas proxi-
midades de uma distribuicao linear de cargas estatica, a Lagrangiana que descreve essa
interacao é dada por:

MV?
L=

—eA-V, (2.19)

onde da equagao (2.15) lembramos que eA = E X p e que agora o campo elétrico E é o

campo gerado por uma distribuicao linear de cargas .

Sendo assim, a fase que a particula neutra com momento de dipolo magnético adquire
ao circular uma linha de cargas elétricas perpendicular ao plano de movimento do dipolo
¢ dada por:

AS:—ej{A-dfzj{(uxE)-dE:,u)\, (2.20)

onde A é a densidade linear de carga e i é a projecao do momento de dipolo ao longo da
linha. Note que o efeito é maximo se o feixe de dipolos tiver a sua polarizacao orientada

ao longo da linha de cargas.

Diferente do efeito Aharonov-Bohm, a fase que o dipolo magnético adquiri ao circular
a linha de cargas elétricas é uma fase geométrica. Diz-se que uma é fase geométrica se
ela é um efeito local. No caso do efeito Aharonov-Bohm a particula estd em uma regiao
livre de campos, ou seja, a interacao nao ocorre no local onde a particula se encotra.
Em contrapartida, no efeito Aharonov-Casher o campo produzido pela linha de cargas
interage localmente com o dipolo magnético, acabando portanto com o carédter topolégico

da fase.

Em suma, mostramos que quando um dipolo magnético circula uma linha de cargas
elétricas, a sua funcao de onde adquire uma fase geométrica. Na proxmia secgao faremos

uma descricao do efeito He-McKellar-Wilkens.
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2.3 Efeito He-McKellar-Wilkens

Vimos na secgao anterior que a funcao de onda de uma particula neutra com momento
de dipolo magnético, a qual descreve uma trajetéria fechada em torno de uma linha de

cargas elétricas, adquire uma fase topoldgica.

Considerando por um momento a existéncia de monopolos magnéticos, poderiamos
pensar em uma inversao de papéis e fazer a seguinte pergunta: uma particula neutra
com momento de dipolo elétrico adquiriria uma fase topoldgia ao circular uma linha de

monopolos magnéticos?

A resposta para a pergunta acima é sim e foi dada, em trabalhos independentes, por
He e McKellar [10] e Wilkens [21]. Por esse motivo, tal efeito ficou conhecido como efeito
He-McKellar-Wilkens.

Para uma particula de massa m, com momento de dipolo elétrico d se movendo na
presenca de um campo eletromagnético, a Lagrangiana que descreve o seu movimento é
dada por:

1
L=—v'+d E 2.21
5Vt : (2.21)
onde E’ é o campo elétrico que a particula sente em seu referencial de repouso.

Das transformacoes de Lorentz, sabemos que o campo elétrico E’ é dado por:
E =v(E+vxB), (2.22)

mas como estamos no regime nao-relativistico (v/c << 1) v tende para 1, o que nos

permite escrever a seguinte equagcao:

1
L:%v2+d-(E+va), (2.23)

onde o termo d - (v x B) é conhecido como interagao de Réntgen.

Fazendo uma analogia com a Lagragiana para um elétron se movendo em um campo
eletromagnético, o termo e~! (d - E) faz o papel de potencial escalar e o termo e~ (B x d),

de potencial vetor.

Desse modo, podemos introduzir o seguinte potencial vetor efetivo
AHMW = 6_1 (B X d) (224)

como sendo o potencial vetor de He-McKellar-Wilkens.
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Sendo assim, a fase associada ao efeito He-McKellar-Wilkens é dada por:

O que faz esses efeitos de interferéncia [1, 2, 10, 2] serem tao interessantes é que as
particulas sao afetadas quanticamente por um potencial vetor tipico mesmo estando em

uma regiao livre de forcas.

Sendo assim, vamos agora demonstrar que, para uma determinada configuracao entre
o campo e o dipolo, a particula neutra adquire uma fase nao-trivial em sua funcao de

onda e que tanto o torque quanto a forca sobre ela sao nulos.

O torque que a particula sente é dado por:

d=dx (E+vxB). (2.26)

Por sua vez, a forca que age sobre ela tem a seguinte expressao:

mi = V[d-(E—kva)]—%(Bxd)

= (d-V)E+vx[Vx(Bxd)]-Bxd. (2.27)

Assumindo previamente que d = 0, como justificaremos a seguir, e que o campo
elétrico E nao varie ao longo da dire¢ao do dipolo, ou seja, (d - V) E = 0, a equagao anterior

assume a forma mais simples:

mi=v x [V x (Bxd)|. (2.28)

Para que tenhamos o efeito desejado, consideremos uma distribuicao linear de cargas

magnéticas com densidade ), perpendicular ao plano x — y.

O campo magnético gerado por essa linha de monopolos é:

I A
— 7
2T r

B = (2.29)
Usando o campo magnético da equacao anterior e considerando que d esta orientado

na direcao z, segue que:
Vx(Bxd)=-\,dd(r), (2.30)

ou seja, exceto o no local onde se encontra a linha de cargas magnéticas, a forca sobre

a particula neutra é nula. Isso ainda vale mesmo na presenca de um campo elétrico E
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homogénio aplicado paralelamente a linha de monopolos magnéticos. Ele é utilizado para

garantir que o dipolo elétrico permaneca alinhado na direcao z.

Uma vez que o movimento da particula é livre de forgas, se o seu movimento comeca
no plano x — y, ela nunca saird desse plano. Sendo assim, o torque sobre a particula
(d =dx (E+vx B)) se anula, pois temos que v é um vetor do plano e que E aponta

na direcao z.

Finalmente, fazendo uso das equagoes (2.25) e (2.29), a fase adquirida pela fungao de

onda da particula neutra ao circular a linha de monopolos magnéticos é dada por:

Asze]{AHMW-df:j{(Bxd)-de:—Amd. (2.31)

Embora a ideia por tras do efeito He-McKellar-Wilkens seja interessante, a sua rea-
lizacao experimental é um inconveniente, uma vez que precisamos fazer uso de monopolos

magnéticos.

Para contornar esse problema, Wei et al. [23] utilizaram uma particula neutra, que nao
possui momento de dipolo elétrico permanente, e uma configuragao nao-trivial envolvendo

um campo elétrico e um campo magnético.

A ideia de Wei et al. consiste em induzir sobre a particula um momento de dipolo
elétrico através de um campo elétrico radial gerado por um cilindro carregado e de um
campo magnético uniforme aplicado na direcao z. Desse modo, eles conseguiram obter um
efeito mais realistico, uma vez que nao precisaram lancar mao de um campo magnético

radial produzido por uma linha de monopolos magnéticos.

Na préxima seccao faremos uma revisao dos efeitos até aqui descritos utilizando con-
ceitos de transformacoes de dualidade e obteremos, por intermédio dessas transformagoes,

uma nova fase topologica.

f

2.4 Transformacoes de Dualidade e Efeito Aharonov-
Bohm Dual

Até aqui fizemos uma descri¢ao dos efeitos Aharonov-Bohm [!], Aharonov-Casher [2]

e He-McKellar-Wilkens [10, 24].
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No efeito Aharonov-Bohm, a funcdo de onda de um elétron acumula uma fase to-
poldgica ao circular uma linha de fluxo magnético produzido por um solendide. Da

equagao (2.4), temos que a fase Aharonov-Bohm é:

ASAB:efA-dE:egbo. (2.32)

Com base no efeito Aharonov-Bohm, Aharanov e Casher predisseram a existéncia de
um efeito reciproco, no qual uma particula neutra como momento de dipolo magnético

também adquire uma fase topoldgica, que é dada por [conf. equagao (2.20)]:

ASae = f(,,,, < E)-df = ). (2.33)

Como acabamos de ver na seccao anterior, uma terceira fase topoldgica foi predita

por o He, McKellar e Wilkens, que é o efeito dual ao efeito Aharonov-Casher.

No efeito He-McKellar-Wilkens, um dipolo elétrico adquire uma fase topoldgica ao
circular uma linha de monopolos magnéticos. Para relacionar esse efeito com o seu efeito

dual, lancamos mao das seguintes transfomacoes de dualidade:
E —- B B —+ -E
A, — A, A, — —A,

(2.34)

e — N N — e

p — d d — pu,

onde E e B sao os campos elétrico e magnético, A, e A,, sao os potenciais vetores elétrico
e magnético, e e NV sao as unidades de cargas positivas elétrica e magnética e d e p sao

os momentos de dipolo elétrico e magético.

Vale ressaltar que as equacoes de Maxwell permanecem invariantes sob essas trans-

formacoes de dualidade.

Sendo assim, utilizando as transfomacoes acima descritas e fazendo as devidas inden-

tificagoes, obtemos, a partir da fase Aharonov-Casher (2.33), a fase He-McKellar-Wilkens:
ASpaw — ?f (B xd)-dl——\nd, (2.35)

que estd de acordo com o resultado obtido por He-McKellar-Wilkens [conf. equacdo (2.31)].
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O sinal negativo na equacao anterior surge pelo carater antisimétrico das transfomacoes
de dualidade.

Se o efeito He-McKellar-Wilkens é o efeito dual do efeito Aharonov-Cahser, po-
derfamos nos perguntar se existe um efeito dual ao efeito Aharonov-Bohm. A pergunta é

vélida e, de fato, tal efeito existe e ¢ conhecido como efeito Aharonov-Bohm dual [3].

No efeito Aharonov-Bohm dual um monopolo magnético circula uma linha de fluxo

elétrico, gerada por um conjunto de dipolos elétricos alinhados.

A fase que o monopolo magnético adquire é obtida aplicando as transformagoes (2.34)

a fase do efeito Aharonov-Bohm (2.4), o que nos permite escrever:

ASapp = —N%Ae Lde = — /E -da=—Né,, (2.36)

onde ¢, é o fluxo de campo elétrico.
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3 Quantizacao de Landau para
Particulas Neutras

Neste capitulo, mostraremos que uma quantizacao tipica de Landau é possivel para
particulas neutras. Vamos mostrar que existe uma configuracao de campos adequada
que transforma os efeitos de espalhamento discutidos no capitulo anterior em um caso de
estados ligados, obtendo o espectro de energia e suas fungoes de onda via resolucao da

equacao de Schrodinger. Os resultados descritos sao todos nao-relativisticos.

3.1 Quantizacao de Landau

Sabemos da Fisica Classica que quando uma particula carregada entra em uma regiao
onde temos um campo magnético ela descreve uma orbita circular. Quanticamente, mos-
tramos que essa particula sé pode estar em o6rbitas que possuem valores discretos de
energia, conhecidas como niveis de Landau [12]. Os niveis de Landau apresentam uma
quantizacao da energia analoga a do oscilador harmonico, s6 que com um detalhe, cada
nivel de Landau ¢ infinitamente degenerado. Em contrapartida, o grau de degenerescéncia

pode vir a ser finito se 0 movimento elétron estiver restrito a uma &area do plano z — y.

O estudo da quantizacao de Landau se faz necessario, pois é o ponto de partida para
o estudo do efeito Hall quantico [18] e também serve para explicar como propriedades

eletronicas de certos materiais dependem do campo magnético aplicado [L1].

Consideremos uma particula carregada que se move no plano x — y sob a influéncia

de um campo magnético, uniforme e constante, aplicado perpendicularmente ao plano.

O Hamiltoniano que descreve a dinamica de uma particula carregada na presenca de

um campo eletromagnético é dado por:

H—%(p—eA) + e, (3.1)
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onde p é o operador momento, A é o potencial vetor e ¢ é o potencial escalar. Na equacao
anterior, estamos desprezando o spin da particula.

Como sabemos, o potencial vetor A associado a um dado campo magnético B nao é
determinado de maneira tinica — uma vez que o rotacional de um gradiente é sempre zero,
o gradiente de um campo escalar pode ser adicionado ao potencial vetor sem alterar o
campo magnético B, ou seja, a escolha de um gauge especifico nao altera as propriedades

fisicas do sistema.

Sendo assim, para que tenhamos um campo magnético uniforme B = Bz, vamos

tomar o potencial da seguinte forma:

A = —-Byx. (3.2)

Desse modo, a equagao de Schrodinger fica assim:

% [(pz +eBy)* +p}] & = epp. (33)

Pelo fato de x nao aparecer explicitamente na equagao (3.3), o operador p, comuta

com o Hamiltoniano. Isso nos sugere que a solucao tenha a seguinte forma:
=" x(y) . (3.4)

Substituindo a equagcdo (3.4) na equagao (3.3), obtemos a seguinte equagao para x(y):

1
X" +2m [8 - §mw%(y - yo)Q] x=0, (3.5)
 Da _le|B
onde yy = B e wp = g

Com a seguinte mudanca de varidveis £ = (mw3)1/2 (y —yo), a equagao (3.5) fica

55+Kj—2—§2>}xzo. (3.6)

2e - .
Quando ¢ — oo, podemos desprezar o termo —; a equacao ¥ = &2y tem como
WB

solucao y = e7¢°/2, pois a solucdo deve ser finita quando &€ — £o0o. Dessa forma, uma

assim:

possivel soluc¢do para a equagao (3.6) é:

x=e76(¢). (3.7)
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Substituindo a equacao (3.7) na equacgao (3.6), chegamos a seguinte equacao para ¢(§):

b —26hp+2np =0, (3.8)
onde
=21, (3.9)
wpB

A equagdo (3.6) tem como solugao os polinomios de Hermite H,(§). Dessa forma, a
equagao (3.7) fica assim:
X(€) = e P H(©). (3.10)

Finalmente, usando as equagoes (3.4) e (3.10), temos que as fungoes de onda norma-

lizadas da particula carregada sao:

1 i —(y—y0)?/2)2 Y—"%Yo
= TPz (y—y0)“/2X
Vnp, (T, Y) T (2%!)1/2@ e 5 H, ( v ) : (3.11)
onde
1
Ap = — (3.12)

¢ o comprimento magnético, que da as dimensoes tipicas do sistema.

A equagao (3.8) sé possui solugoes para valores inteiros positivos de n. E dai que vem

a quantizacao da energia. Resolvendo a equagao (3.9) para €, segue que:

1
en:<n+§>w3, n=20,1,2,.... (3.13)

Como podemos notar, o espectro de energia da particula é tipo oscilador harmonico,
com a frequéncia de oscilagao sendo a frequéncia ciclotronica wg do caso cléssico. Agora,
diferente do oscilador harmonico, esse espectro é infinitamente degenerado. Vamos en-
tender porqué. Na equacdo (3.11) vemos que os auto-estados sao rotulados por n e p,.
Também podemos notar que a equagao (3.13), nao depende de p,. Como o movimento
da particula nao é quantizado na direcao x, segue que p, pode variar continuamente de
—o0 até +o00. Dai, para um dado valor de n temos infinitas possibilidades para p,, ou

seja, uma degenerescéncia infinita em cada nivel de Landau.

Até aqui enfatizamos que os niveis de Landau sao infinitamente degenerados, mas se
restringirmos o movimento da particula a uma area finita S = L,L,, o grau de dege-
nerescéncia se torna finito, onde o ntimero de elétrons por nivel de Landau depende do

campo magnético aplicado assim:
eBS

o

n = (3.14)
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ou seja, a medida que o campo magnético aumenta, mais elétrons podem ser agrupados

em um determinado nivel de Landau.

3.2 Quantizacao de Landau para o Dipolo Magnético

Paredes et al. [15], usando uma analogia entre um condensado de Bose-Einstein, em
uma armadilha em rotacao, e um sistema de elétrons interagentes em um campo magnético
uniforme, provaram existéncia de excitacoes anionicas nesse condensado. Motivados por
esse resultado, Ericsson e Sjoqvist [9] deram o primeiro passo para a descrigao de um

analogo atomico do efeito Hall quantico.

Como dissemos antes, para o entendimento do efeito Hall quantico se faz necesséario o
estudo da quantizacao de Landau do sistema em questao. Sendo assim, nos dedicaremos
nesta e nas préoximas seccoes ao estudo da quantizacao de Landau para particulas neu-
tras. Comecaremos com a descricao do trabalho de Ericsson e Sjoqvist que, baseados na
interagao Aharonov-Casher [2], mostraram a existéncia de um andlogo & quantizacao de

Landau para um dipolo magnético.

No limite nao-relativistico, o Hamiltoniano que descreve a interacao entre um atomo

com momento de dipolo magnético e um campo elétrico é dado por [9]:

1 2 H
H=—(p- x E —V - E, 3.15
5, (P —pnx E)" 4 oo (3.15)
onde n e p sao a direcao e o modulo do momento de dipolo magnético, respectivamente.

Como podemos notar, a equacao anterior é semelhante ao acoplamento minimo para
uma particula carregada interagindo com um campo eletromagnético. Dessa forma, defi-

nimos o potencial vetor de Aharonov-Casher assim:

AACZHXE. (316)

Ericsson e Sjoqvist [9] demonstraram que para que tenhamos um andlogo & quan-

tizacao de Landau a configuracao campo-dipolo tem que satisfazer as seguintes condigoes:

1. auséncia de torque sobre a particula;
2. condigoes de eletrostatica, ou seja, ;E=0e V x E = 0;

3. Bac =V x Ao constante.
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Considerando que o momento de dipolo esteja orientado na direcao z e adotando a

seguinte configuracao para o campo elétrico
E= %7’ £, (3.17)

onde p,. é a densidade de carga elétrica, temos que as condigoes exigidas por Ericsson e

Sjoqvist sao satisfeitas.

Trabalhando em coordenadas cilindricas, segue entao que a equagao de Schrodinger

fica assim:
1 |10 oY 1 0% iowac OV mwic oWAC
—— | -—=|r= — — 4+ —== —) = 3.18
Qm[rﬁr(rar>+r28¢2 * 2 8¢+ 8 Ty 2 Y=ep,  (318)
onde wyc = 1pe] é a frequéncia ciclotronica e ¢ = £ determina a direcao de revolucao
m

do dipolo no caso cléssico.

Como solugao da equagao (3.18) vamos utilizar o seguinte ansatz:
Y = A R(r), (3.19)

onde A ¢é a constante de normalizacao e £ é um numero inteiro.

Dessa forma, ao substituirmos a equagao (3.19) na equacao (3.18) chegamos a seguinte

expressao:
R 2,2 €2
R"+—+ {Qme—%TQ%—a(ﬁ—l)mwAc——Q}R:O. (3.20)
r r
. s . mwac o ~ .
Agora, fazendo a seguinte mudanca de variaveis £ = 5 T &equagao anterior fica
assim:
ER+ R+ §+ﬁ Plr-y (3.21)
4 4617 '
onde ( )
€ o(l—1
= . 3.22
b=t (3.22)

Fazendo o estudo dos limites assintdticos [conf. (A.1)], temos que a solugao da

equagao (3.21) tem a seguinte forma:
R(¢) = Ce 22 (¢) (3.23)

onde C' é uma constante de normalizacao e ((£) é uma funcdo a determinar.
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Substituindo a equagao (3.23) na (3.21), chegamos a seguinte equacao diferencial:

10|+ 1
2

€é‘+<|€\+1—£)é—[ —ﬁ}czo, (3.24)

cuja solugdo é a fungao hipergeométrica confluente [conf. (A.2)]:

o= |- (5= )+ 1ie] (3.25)

Para que a solucao radial (3.23) seja bem definida, a fun¢ao hipergeométrica deve se
reduzir a um polinomio. Para tanto, devemos ter que o primeiro parametro da funcao
hipergeométrica seja um numero inteiro nulo ou negativo, ou seja:

_(5_|£|2+1):_n’ n=0,1,2.... (3.26)

E devido a esse fato que obtemos a quantizagao da energia. Substituindo a equagao (3.22)

na equagao (3.26), chegamos ao seguinte espectro de energia:

Y| ol o 1
z . 2
€ng = (n—l— 5 5 + 5 + 9 wAac (3.27)

Procedendo com a normalizac¢ao da fun¢ao de onda [conf. (A.2.2)], segue que:

! (n+ [¢])! V2 e r2 . e
Voulr,9) = S {2lén![F(|€|+1)]27T crriee | 3 ) Tl g
(3.28)

1

mwac

onde \ =

Finalmente, chegamos as expressoes para os auto-valores e as auto-fungoes da energia.
Como podemos notar da equagao (3.27), o espectro de energia ¢ infinitamente degenerado
— para um dado n, ¢ pode assumir infinitos valores, uma vez que nao existem vinculos
entre esses dois nimeros quanticos. Outro detalhe é que o espectro nao depende do centro

das orbitas, mas sim do sentido de revolucao das orbitas classicas.

3.3 Quantizacao de Landau para o Dipolo Elétrico

Dando continuidade ao estudo da quantizacao de Landau para particulas neutras,

vamos agora mostrar a existéncia de um andlogo de Landau para o dipolo elétrico.
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Tal fenomeno foi descrito por Ribeiro et al. [19], tomando como base a interagao

descrita pelo efeito He-McKellar-Wilkens [10, 24].
A dinamica quantica de uma particula neutra com momento de dipolo elétrico inte-
ragindo com um campo magnético externo é descrita pelo seguinte Hamiltoniano [3]:

| . d
H=— B?--"v.B 2
2m(p+dn>< ) 2m ’ (3:29)

onde d e n sao respectivamente o modulo e a direcao do momento de dipolo elétrico.

A expressao anterior é semelhante ao acoplamento minimo para uma particula carre-
gada: o momento de dipolo d faz o papel da carga elétrica e, enquanto o termo n x B faz
o papel de um potencial vetor. Dessa forma, definimos o potencial vetor de He-McKellar-

Wilkens como sendo:

Associado ao potencial vetor de He-McKellar-Wilkens temos uma espécie de campo

magnético efetivo, dado por:

A definicao desse campo magnético efetivo se faz necessaria, pois uma das condigoes
para que tenhamos a quantizagao de Landau para o dipolo elétrico é que esse campo deve

ser constante e uniforme.

As outra condicoes sao as mesmas exigidas por Ericsson e Sjoqvist, auséncia de torque

sobre a particula e condigoes de magnetostatica.

Para garantir que essas condicoes sejam satisfeitas, vamos considerar uma particula
neutra com momento de dipolo elétrico apontando na diregao z interagindo com o seguinte
campo magnético:

B = 77“ r, (332)
onde p,, é a densidade de carga magnética.

Com isso, segue que a equacgao de Schrodinger fica assim:

1 [10 [ Oy 1 0% iowpyuw O mwinw o OWHMW
_ L [;a (8_) +ﬁa¢2} - ST L Ty S, (3,39

2m

onde 0 = & e a frequéncia ciclotronica para esse caso é definida assim:

|dp|
.

WHMW — (334)
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Pelo fato de ¢ nao aparecer explicitamente na equagao (3.33) segue que temos uma si-
metria azimutal na func¢ao de onda. Desse modo, uma possivel solugao para a equagao (3.33)
tem a forma:

Y = A" R(r), (3.35)
onde A é a constante de normalizacao e £ é um nimero inteiro.

Substituindo a equagao (3.35) na equagao (3.33), temos que:

/ 2,2 62
R/’+§+ 2me—wr2—a(£—1)mwmw—ﬁ}R:o. (3.36)
. s MWEMW o ~ . .
Com a seguinte mudanca de varidveis £ = TT , a equagao anterior fica assim:
ER+ R+ —§+5—ﬁ R=0 (3.37)
4 4617 7 '
onde ( )
€ ol —1
= — : 3.38
b= 5 (3.38)

Como a equagao (3.37) tem a mesma forma da equagao (3.21) segue que a sua solugao

tem a mesma forma da equagao (3.23), ou seja,
R(§) = Ce*212¢(¢), (3.39)

onde C é uma constante de normalizacao.

Ao substituirmos a equacao (3.39) na equacao (3.37) chegamos a seguinte expressao:

+1
2

sé+<w\+1—5>é—{ ﬂ}czo. (3.40)

A solugao da equagao anterior é a seguinte fungao hipergeométrica confluente [conf.

Para que a funcao de onda seja normalizavel, a série dada na equacao anterior tem

que convergir para um polinomio de grau n. Para que isso aconteca devemos ter que:

1
_(5_|f\2+ ):—n, n=01,2,.... (3.42)

Além de garantir que as auto-funcoes sejam de quadrado integraveis, a equacao anterior

nos leva a quantizagao da energia. Substituindo a equagao (3.38) na equacao (3.42) temos
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que:
() ol o 1
€ng = (n + g + 55 + 5) WHMW - (3.43)

Finalmente, as auto-fungoes normalizadas [conf. A.2.2] sdo:

n+ |4])! 1/2 i r? r2
[géln!([p(‘g”—l—)l)]QJ ¢“lrltl exp <4)\>F [—n; |0 + 1; 2/\2} . (3.44)

1
A=/ —. (3.45)
mwygmw

Com era de se esperar, o resultado é semelhante ao obtido para o dipolo magnético -

1
%,e(?“, o) = NS

onde

de acordo com a equagao (3.43) vemos que o espectro também ¢ infinitamente degenerado
e nao depende do centro das érbitas. A tunica diferenca estd na dependéncia do sentido

de revolugao dessas Orbitas, que nesse caso giram no sentido oposto.

3.4 Quantizacao de Landau para o Dipolo Elétrico
Induzido

Embora a ideia fisica fosse original, a realizagao experimental para se verificar a
quantizacao do dipolo elétrico fazendo uso da interacao He-McKellar-Wilkens é um in-
conveniente, uma vez que se faz necessario a utilizacao de um campo magnético radial

produzido por uma linha de monopolos magnéticos.

Uma alternativa mais palpavel para a observacao experimental de uma fase quantica
para um dipolo elétrico em um campo magnético foi proposta por Wei et al. [23], onde
uma particula neutra (que nao possui momento de dipolo elétrico permanente) se move em
uma regiao onde um campo elétrico radial e um campo magnético uniforme perpendicular

ao plano de movimento da particula sao aplicados simultaneamente.

A Lagrangiana que descreve a dinamica de um dipolo na presenca de um campo
eletromagnético é:

1 1
L:§Mv2+§d-(E+v><B), (3.46)

onde d = a(E + v x B) é o dipolo induzido pela configuragao de campos e a é a polari-
zabilidade.

O Hamiltoniano associado a equagao anterior é:

1 A
H=z—(p+a(ExB)’ - joE, (3.47)
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onde m = M + aB2.

Como a equagao anterior é semelhante ao Hamiltoniano de uma particula carregada na
presenca de um campo magnético, identificamos o termo E x B como sendo um potencial

vetor efetivo. Sendo assim, temos que:

A;=ExB. (3.48)

Em seu artigo, Wei mostrou que o dipolo induzido adquire uma fase quantica ao se
mover na presenca de um campo magnético. Portando a configuracao de campos que ele
utilizou nao serve para que tenhamos um andlogo a quantizacao de Landau para o dipolo

induzido.
Para tanto, considerando a configuracao utilizada por Ribeiro et al. [20]:

Ezgrf; B =Bz, (3.49)

temos que as condigoes requeridas por Ericsson e Sjoqvist sao satisfeitas.

Sendo assim, fazendo uso da equagao (3.49), a equagao de Schrodinger fica assim:

6 2,2 3, ,2
[—VQ Fimwss + m4“’ 2 Z;gf} b = 2me, (3.50)
onde
B
w=220 (3.51)
m

Tentando uma solucao da forma ¢ = e R(r), chegamos & seguinte expressao para R(r):

/ 2,22 2
Ru+§+{2 _mW5T2+mw€——2}R:0, (3.52)
r r
) m
=1
onde T
Com a seguinte mudanca de variaveis
o
g =102 (3.53)
2
a equagao (3.52 ) fica assim:
ER+ R+ —§+ﬁ—£ R=0 (3.54)
4 46177 ‘
onde
1je /¢
==|—+=]. 3.55
=3 5+3) 59
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Fazendo o estudo dos limites assint6ticos, temos que a solucao da equacao (3.54) tem

a seguinte forma:

R(§) = Ce 212 (¢) (3.56)
onde C' é uma constante de normalizacao e a funcao () satisfaz a seguinte equagao diferencial:

+1
2

sé+<w\+1—s><‘—{ ﬂ}czo. (3.57)

A equacao anterior tem como solugao a seguinte funcao hipergeométrica confluente

[conf. (A.2)]:

|| +1

c@=r |- (5= )+ i) (359

Para garantir a normalizacao da funcao de onda, a equacao anterior deve se reduzir
a um polinomio de grau n. Para tanto, devemos ter que o primeiro parametro da fungao

hipergeométrica seja um numero inteiro nulo ou negativo, ou seja:

|| + 1

—( —T>:—n, n=20,1,2 .... (3.59)

E dessa condigdo que vem a quantizacao da energia. Substituindo a equagao (3.55)

na equagao (3.59), segue que:

14 1 14
€np = <n + % + 5) Wy — W, (3.60)

onde ws = wd.

No limite 6 — 1 (regime de campos magnéticos intensos), os niveis de energia sao
dados por:

B 0 ¢ 1
€ne = (n+ 5 5 + 5 w, (361)

onde agora temos um espectro de energia andlogo ao de uma particula carregada.

Finalmente, os auto-estados de energia normalizados sao dados por:

(TL + MD' 1/ g || 7“2 7”2
i ~_\F |=n: 1: ——
{QIZn![F(M—{—l)]QW R P i+ Lo

(3.62)

A= \/me(s . (3.63)

Como queriamos, chegamos ao espectro de energia e as auto-funcoes para o dipolo

1
,Ivz)n,ﬁ(Tv ¢) = Ald+1

onde
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elétrico induzido utilizando a interacao proposta por Wei. A quantizacgao tipica de Landau
é obtida no regime de campos magnéticos intensos. Como podemos notar, para cada valor
do niimero quantico principal n temos infinitas possibilidades para ¢, ou seja, cada nivel

é infinitamente degenerado.
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4 Quantizacao de Landau para
Particulas Neutras Confinadas
em Anéis Quanticos

Este capitulo é o cerne desta dissertacdo. Aqui, mostraremos que uma quantizacao
analoga a de Landau para um dipolo induzido confinado pelo potencial harmonico de um
anel quantico também ocorre. Primeiramente, faremos uma revisao do modelo de Tan e
Inkson que descreve o potencial para um anel quantico bidimensional com espessura finita.
Logo apds, utilizaremos tal potencial de confinamento e, via resolucao da equacao de
Schrodinger, obteremos o espectro de energia e as auto-funcoes para o dipolo elétrico

induzido utilizando as configuracoes de campos de Wei [23] e de Ribeiro [20].

4.1 Modelo de Tan-Inkson

Nos ultimos anos, as propriedades eletronicas de nanoestruturas com geometria anelar,
os chamados anéis quanticos, vém sendo extensivamente estudadas. Tais dispositivos sao
especialmente interessantes pois permitem a verificacao experimental de alguns efeitos de

interferéncia quantica, tais como o efeito Aharonov-Bohm e o efeito Hall quantico.

Muitos experimentos envolvendo anéis quanticos vém sendo realizados e, consequen-
temente, propriedades muito interessantes dos anéis quanticos vém surgindo. Com tantos
resultados vindos do laboratoério, faltava era um modelo tedrico que fosse capaz e explicar

essas propriedades.

Muito esforgo tedrico foi dedicado para criar um modelo eficaz. O modelo mais simples
consistia em considerar um anel unidimensional, ou seja, um anel sem espessura. Tal
modelo era muito 1til no entendimento de efeitos de interferéncia quantica, mas falhava

na descricao de efeitos tipo Aharonov-Bohm e de correntes persistentes.
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Uma alternativa que levava em conta os efeitos de espessura finita do anel eram os
quantum wires bidimensionais. Nesse modelo se considerava uma fita bidimensional com

condigoes de contorno periddicas.

A resolucao numérica da equacao de Schrodinger também foi usada para entender os
estados de elétrons em anéis bidimensionais sujeitos a um campo magnético uniforme.
Em contrapartida, pelo fato de em um anel quantico o numero de elétrons ser conside-
ravelmente elevado, a abordagem numérica nao é viavel, pois exigiria um grande poder

computacional na resolucao da equacao de Sherodinger para um problema real.

Finalmente, um modelo simples e elegante foi proposto por Tan e Inkson [21]. Tal
modelo descreve o potencial de confinamento de um anel quantico com espessura finita.
Em seu trabalho, Tan e Inkson apresentam o modelo e o utilizam para obter o espectro

de energia assim como suas autofuncoes.

No que segue, vamos apresentar o modelo propriamente dito e os estados eletronicos

para um anel bidimensional.

O tao falado modelo de Tan e Inkson ¢ uma ideia simples — consiste no seguinte

potencial de confinamento radial:

onde Vy = 2 /a1a,.

No ponto de minimo desse potencial, situado em ry = (a1/as)'/*, uma particula de
massa m tem seu movimento confinado a um circulo. Desse modo, ry define o raio médio

do anel.

Expandindo a equacédo (4.1) em torno de ry, temos que:

V(r)=V(rg) + V'(ro)(r —ro) + %V”(ro)(r — 7o)+ ... (4.2)

Substituindo ry na equacao anterior, o potencial assume a seguinte forma:

V(r)= %mw%(r —7)? (4.3)

onde
8a
2 2
wy = —.
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Para uma dada energia de Fermi E, segue de (4.1) que:

1/2
Vo+ By & ,/2E;Vy + E?
ry = y (45)

2a2

onde r, e r_ representam o raio externo e o interno, respectivamente.

Considerando uma energia muito baixa (E; << V), a expressao para ry fica assim:

1/2
(Vo= 2EV,
N 2(1,2
1/2
(N, R
2as Vo
o\’ 1 [2F;
- (= 14 —/220 4.

Sendo assim, com ajuda da equacdo anterior e da equagao (4.4), estima-se que a es-
pessura do anel (Ar =r, —r_) seja dada por:
8E;
Ar = 5 (4.7)

mwg

Embora seja simples, este modelo é muito flexivel: tanto a espessura Ar quanto o raio
médio o do anel podem ser ajustados através da escolha adequada dos parametros a; e as.
Outras estruturas quanticas, como pontos e anti-pontos quanticos e anéis unidimensionais

também podem ser descritos por este modelo.

Como dissemos antes, ¢ uma ideia simples, porém muito elegante, pois com esse
modelo, Tan e Inkson conseguiram resolver a equagao de Schrodinger para um elétron em
um anel bidimensional sujeito a um campo magnético uniforme perpendicular ao plano

do anel e a um fluxo magnético concentrado em seu centro.

O potencial vetor que gera essa configuracao do campo e do fluxo magnéticos é esco-
lhido da seguinte forma:

¢ b, (4.8)

onde ¢ mede o nimero de fluxos magnéticos que passa pelo centro do anel.

1. -
A=-Bro+

2 er
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Com esse potencial vetor, temos que a equacao de Schrodinger para um elétron, com

massa efetiva m*, fica assim:
1 10 ([ 8 1/0 2 o 2 B2
- e = -~ N o B v o 2
{Qm* [ ror <r8r> r2 <8qﬁ +Z£> e <6¢ +Z€> T

Resolvendo a equagao anterior, Tan e Inkson chegaram aos seguinte espectro de ener-

—I—G—;—I—aQrQ—VO U =eU.
r

(4.9)

gia:
1 M m—{ m* 5
nm=|n+=-+—]w-— We — — Wiy , 4.10
o ( 3T 2) 2 g “o’o (4.10)
onde n = 0,1,2... é o niumero quantico que caracteriza o movimento radial e m =
.-+ —1,0,1..., o momento angular.

Como o elétron interage com um campo magnético uniforme, temos uma frequéncia
ciclotronica tipica do analogo classico, dada por:

eB

m*

(4.11)

We =

Temos também uma frequeéncia ciclotronica resultante w, que é dada por:

w= /w24 W, (4.12)

9 8@2 , ~ . . .
onde wy = —— ¢ a frequéncia relacionada ao potencial e confinamento.
m

Tan e Inkson também obtiveram as auto-funcoes da energia, que sao dadas por:

1 T(n4+M+1) V2 2 .2
nm!\Ts @) = o — |F|-nM+1;—| .
Ynm(r @) = 3r 2M+1n![F(M+1)]27r] © T TP AT
(4.13)

1

m*w’

onde temos que M? = (m — £) + 2a;m* e que \ =

Nesta seccao apresentamos o modelo de Tan e Inkson que descrever anéis quanticos
com espessura finita. Na préxima secgao vamos utilizé-lo para confinar uma particula
neutra com momento de dipolo elétrico induzido e obter o seu espectro de energia e as
suas auto-fungoes e mostrar que existe uma quantizacao de Landau para o dipolo elétrico

induzido.
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4.2 Particulas Neutras em Anéis Quanticos

O que foi apresentado na seccao anterior foram resultados que sao vélidos para elétrons

em anéis quanticos.

As analogias trazidas de sistemas eletronicos para particulas neutras comecaram com
um trabalho de Ericsson e Sjoqvist [9]. A partir desse trabalho, vimos que, se utilizarmos
uma configuracao de campos adequada, uma particula neutra se comporta como uma

particula carregada em um campo magnético.

Continuando com as analogias, propomos aqui obter uma quantizacao tipica de Lan-
dau para uma particula neutra com momento de dipolo elétrico induzido, utilizando duas
configuragdes de campos distintas — que sdo as configuragoes propostas por Wei [23] e
Ribeiro [20].

A ideia de se utilizar uma particula neutra com momento de dipolo induzido em detri-
mento de outra com momento de dipolo permanente, é que no ltimo caso nos deparamos

com inconvenientes de carater experimental.

Para induzir o momento de dipolo sobre a particula neutra, tanto Wei quanto Ri-
beiro, utilizaram uma configuracao nao usual de campos elétrico e magnético aplicados

simultaneamente a particula.

A tnica diferenca entre as configuragoes de Wei e Ribeiro esta apenas no arranjamento

do campo elétrico.

Wei considerou um campo gerado por um fio cilindrico com densidade linear de cargas

elétricas A situado na origem. Sendo assim, a configuracao de Wei é:

A
E=—1r; B=Bz, (4.14)
2r
enquanto a de Ribeiro é:
Ezgrf; B =Bz, (4.15)

onde p é uma densidade uniforme de carga.

Como podemos notar, a unica diferenga entre as configuracoes estd na escolha do
campo elétrico. No caso de Wei, essa configuracao sem a presenca do confinamento
gerado pelo anel quantico nos levaria a um caso de espalhamento, que foi discutido em

seu trabalho original [23].

Vamos agora resolver a equagao de Schrodinger para cada uma dessas configuragoes

e mostrar a existéncia de uma quantizacao tipica de Landau.
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4.2.1 Dipolo Induzido Confinado - Configuracao de Wei

Como sabemos da equagao (3.47), o Hamiltoniano que descreve a dindmica quantica
para uma particula neutra com momento de dipolo elétrico induzido é:

1 A
H=— ExB))"—-aE 4.1
—— (p+a(ExB)’ - JaF, (416)

onde m = M + aB2.

Introduzindo o potencial de confinamento do anel quantico ao hamiltoniano para
o dipolo induzido, ou seja, somando as equagoes (4.1) e (4.16), o novo Hamiltoniano

‘H = H + V(r) para o dipolo confinado fica assim:

1
H= (p+ oerf)2 — §ozE2 + % + agr® — Vo, (4.17)

2m

onde « é a polarizabilidade da particula e o potencial vetor efetivo é dado por:

A;=ExB. (4.18)

Fazendo uso da configuracao de Wei dada na equagao (4.14), o potencial vetor efetivo

fica assim:
A\B -
Ar=——20. 4.1
ef 2,’,, ¢ ( 9)

Usando as equagoes (4.14) e (4.17), temos que a equagao de Schrodinger fica assim:

0 2\2p? A2 1
—V? 4 2masr? + i)\B—+a _ma +2may | — —2m(e+ V)| ¢ =0.
0¢ 4 r r?
(4.20)
8 AB
Lembrando que w3 = €92 o definindo w = 222 52 = 1 — ——, reescrevemos a
m m aB?
equacao anterior assim:
2 2 2,252 9 1
{—VQ + %ﬂ + {m Z g Qmal} 5 —2m(e + Vo)} b=0.  (4.21)
Tentando uma solucao do tipo
Y = e R(r), (4.22)
obtemos a seguinte equacao para R(r):
R 2.2 12
R+ 4 [2m(e + Vp) — m4“0r2——2 R=0, (4.23)
r r
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onde
2,252 AB\? \2B2?
2=+ Y0 e 2may = (f + aT) + 2may — % (4.24)
. s . mwo 2 N .
Procedendo com a seguinte mudanca de variaveis £ = 5 T chegamos a seguinte
equacao:
ER+ R+ 5+5 Ll (4.25)
4 4617 ‘
onde
v
g= Y (4.26)
Wo

Fazendo o estudo dos limites assintéticos, temos que a soluc¢ao da equagao (4.25) tem

a seguinte forma:

R(§) = C e M2 (¢), (4.27)
onde C' é uma constante de normalizacao e a funcao (&) satisfaz a seguinte equagao diferencial:

|L| + 1
2

gé‘+<\f:\+1—a>é—[ —ﬂ]c—o. (4.28)

A equagao anterior tem como solucao a seguinte fungao hipergeométrica confluente

[conf. (A.2)]:

c@=r |- (5= )i ase) (4.29)

Para garantir a normalizagao da funcao de onda, a equacao anterior deve se reduzir
a um polinomio de grau n. Para tanto, devemos ter que o primeiro parametro da funcao

hipergeométrica seja um nimero inteiro nulo ou negativo, ou seja:

Ll +1
—(6—%)2—7@ n=0,1,2,.... (4.30)
Substituindo a equagao (4.26) na equagao anterior temos o seguinte espectro de ener-
gia:
L 1 m

€ne = (n + % + 5) Wo — ng’f’g s (431)

AB\’ A2 B2

onde L? = (64— QT) +2ma; — %

Como podemos notar, os auto-valores da energia apresentados na (4.31) sao infini-
tamente degenerados, uma vez que os nimeros quanticos n e ¢ nao apresentam vinculos

entre si.
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Outro detalhe é que se tomarmos a; = as = 0, ou seja, desconsiderar a contribuicao
do potencial de Tan e Inkson, o espectro da energia da particula deixa de ser quantizado.
De acordo Ericsson e Sjoqvist [9], uma das condigbes para que tenhamos uma quantizagao
tipica de Landau, o “campo magnético” associado ao potencial vetor efetivo deve ser cons-
tate e uniforme, condicao essa que nao ¢ satisfeita, uma vez que esse “campo magnético”

associado a equacao (4.19) é nulo.

Sendo assim, concluimos que uma particula neutra com momento de dipolo elétrico
induzido pela configuracao de campo de Wei e confinada em um anel quantico apresenta
uma quantizacao analoga a de Landau e que essa quantizagao deixa de existir se o potencial

de confinamento for desconsiderado.

Reunindo as equagoes (4.22), (4.27) e (4.29), segue que as auto-fungoes de energia sao

dadas por:
1 T(n+|L|+1) }1/2 Lo L] (ﬂ) [ q
ne\Ts @) = ! — |F|—n|L|+1;,—| , (4.32
onde
1
Ao =4/ —. (4.33)
mwo

4.2.2 Dipolo Induzido Confinado - Configuracao de Ribeiro

Vamos agora abordar o problema para uma particula neutra sujeita a configuragao

de campos proposta por Ribeiro (4.15).

Mais uma vez, o Hamiltoniano para a particula neutra com momento de dipolo indu-
zido confinada pelo anel é:
H=— (p+ah) — —aB + % 4 ap?—1j. (4.34)
2m 2 r2
Fazendo uso da configuragao de Ribeiro (4.15) vemos que o potencial vetor efetivo
fica agora assim:

B .
Aefz—%r . (4.35)

Dessa forma, temos que neste caso a equagao de Schrodinger fica assim:

m*w? , 9 2ma
rtFwe— +

o2
V+4 o¢ 72

—2m(e+ V)| v =0, (4.36)
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onde
w? = w26 + wi; (4.37)
B
W, = aprz ; (4.38)
m

=1 4,

. (4.30)
8
wp =22 (4.40)

Pelo fato da equagao (4.36) nao depender explicitamente de ¢, tentamos a solugao da

seguinte forma:

Y =e“’R(r), (4.41)

obtemos a seguinte equacao para R(r):

R 2 2 12
R'+—+ 2m(e+Vo)—m r? +mwl —— | R=0, (4.42)
r r
onde
L? = (* + 2ma, . (4.43)
Com a seguinte mudanca de variaveis
¢ =2 (4.44)
2
segue que a equagao (4.42) fica assim:
ER+ R+ 5+5 L R=0 (4.45)
4 4617 ‘
onde
1 14
B==|(e+ Vo) + g - (4.46)

Como sabemos temos que, através do estudo dos limites assintéticos, a solucao da

equagao (4.45) tem a seguinte forma:
R(§) = C e *2¢H2(¢), (4.47)

onde C é uma constante de normalizacao e que

@ =r |- (5~ )i+ 1 (1.48)
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que ¢é a solucao da seguinte equagao hipergeomérica:

|L| + 1
2

5¢'+<|L|+1—s><'—[ —ﬁ]czo. (4.49)

Para que a funcao de onda seja bem definida, devemos ter que

Ll +1
_(ﬁ_%):—n’ n:0’1’277 (450)

o que nos leva a quantizagao da energia.
Sendo assim, o espectro e as auto-fungoes de energia para o dipolo induzindo na

configuracao de campos de Ribeiro sao dados respectivamente por:

L] 1 14 m
€nt = {n + o + 5| W gwe— ZWST?] ) (4.51)

1 P+ LI+1) 17 o i r2 r2
= v — | F |—n;|L 1, — 4.52
1/’n,€(7’, ¢) >\|L|+1 |:2|L|7’L' [F(‘L| + 1)]277' € rlexp AN n; ‘ | + 1 N2 | ( 5 )

onde

A=/ —. (4.53)

Como podemos notar, o espectro de energia é infinitamente degenerado, apresentando

assim uma quantizacao tipica de Landau.

Da mesma forma que fizemos para a configuracao de Wei, vamos analizar como o
espectro de energia se comporta se desconsiderarmos a influéncia do potencial de confi-
namento do anel quantico. Para tanto, basta fazer os parametros a; e as iguais a zero.

Desse modo, o espectro de energia fica assim:

B ] 1 l
€ny = (n + 5 + 5 ) ws— 5w (4.54)

A equacao anterior é idéntica a equagao (3.60), que foi obtida por Ribeiro et al. em
[20]. Esse resultado era de se esperar, uma fez que por si s6 a configuracao de Ribeiro ja

garante uma quantizacao de Landau para o dipolo elétrico induzido.
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5 Conclusoes

Neste trabalho, fizemos o estudo de alguns fenomenos quanticos, tais como efeitos de

de interferéncia quantica e quantizacao de Landau para particulas neutras e carregadas.

Comegamos com a descri¢ao do efeito Aharonov-Bohm [1], no qual a uma particula
carregada acumula uma fase topoldgica ao circular uma linha de fluxo magnético. Mostra-
mos que essa fase esta associada ao potencial vetor. Sendo assim, dizemos que no efeito
Aharonov-Bohm a dinamica quantica da particula carregada é afetada pelo potencial

vetor, atribuindo assim um significado fisico ao potenciais eletromagnéticos.

Estudamos também o efeito Aharonov-Casher [2], que prevé um efeito tipo Aharonov-
Bohm para uma particula neutra com momento de dipolo magnético interagindo com um

campo elétrico radial.

Mostramos que, a partir dos efeitos Aharonov-Bohm e Aharonov-Casher, via trans-
formacoes de dualidade podemos obter mais dois casos de fases topoldgicas, que sao os

efeitos Aharonov-Bohm Dual e He-McKellar.

Todos esses efeitos de interferéncia quantica podem levar a um caso de estados ligados.
Como no efeito Aharonov-Bohm um elétron interage com um fluxo de campo magnético,
podemos estudar os niveis de energia para o elétron e se substituirmos o fluxo magnético
por um campo magnético uniforme, obtemos a quantizacao da energia em niveis de Lan-

dau.

Sendo assim, fazendo uma correspondéncia com os outros casos de fases topolégicas,
mostramos que uma quantizagao de Landau é possivel para particulas neutras, desde que

as configuragoes de campos obedegam as condigdes exigidas por Ericsson e Sjoqvist [9].

Finalmente, mostramos que uma particula neutra com momento de dipolo induzido
confinada por um potencial de um anel quantico bidimensional [21], também apresenta
uma quantizacao da energia semelhante a de um elétron em um campo magnético uni-

forme.
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Mostramos que tanto para a configuracao de Wei quanto para a de Ribeiro os niveis
de energia sao infinitamente degenerados, caracterizando assim uma quantizacao analoga

a de Landau para dtomos neutros em anéis quanticos.

Uma das diferencas entre essas duas configuracoes é que na auséncia do potencial de
Tan e Inkson, a configuracao de Wei nao nos leva a um caso de estados ligados, situagao
essa que é completamente oposta no caso de Ribeiro, uma vez que a sua configuracao foi

construida com o propédsito de quantizagao.

Como a quantizagao de Landau ¢é a primeira ferramenta para a descricao de efeitos
como efeito Hall quantico ou correntes persistentes, temos entao uma possivel aplicacao
para os resultados aqui obtidos que seria uma busca por um analogo do efeito Hall quantico

e de correntes persistentes para atomos neutros.
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APENDICE A

A.1 Limites Assintéticos para a Equacao Radial

Considere a seguinte equacao:

.. ¢ 02
R+ R —= —— | R=0. Al
R+ R+ [ YR 1 (A1)
Para encontrarmos uma candidata para solucao da equacao anterior precisamos fazer

o estudo dos limites assintoticos. Para tanto, vamos escrevé-la da seguinte forma:

. R 1 B 2
R+—=4+|--+=-—--—=|R=0. A2
*N[ﬂg 452} A2
Quando & — 0, temos que:
R+ B ﬁR =0 (A.3)
£ 4 '
cuja solucao é
R(E) ~ €51/2 (A4)
Para & — oo, segue que:
.1
R—-R=0, (A.5)
4
cuja solucao é:
R(€) ~ e*/2 (A.6)

Finalmente, a solucao deve ter a seguinte forma:
R(§) = Ce2e1P¢(¢) (A7)

onde C' é uma constante de normalizacao.
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A.2 Funcao Hipergeométrica Confluente

A seguinte equacao diferencial
i+ (c—x)y—ay=0 (A.8)
é a equacao hipergeométrica confluente. Ela tem como solucao a funcao hipergeométrica

confluente [1, 13], que é definida pela série

1 2
F(acm)—l—l—gz—k alat+l)a

P TRPTPE DT (4.9)

podendo ser escrita em uma forma mais compacta:

> a), x
(@) =3 (G (A10)

onde (a), e (¢), sao os simbolos de Pochhammer, os quais definimos assim:

(a4+n—1)!

(a—1)!
(a)o = 1. (A.11)

F (a; ¢; x) converge para todo x finito; o parametro a é arbitrario, enquanto o parametro
¢ deve ser diferente de zero ou de um inteiro negativo. Se a for um inteiro negativo (ou

zero), a série se reduz a um polinémio de grau |al.

A.2.1 Integral Envolvendo a Funcao Hipergeométrica Conflu-
ente

A seguinte integral
Jp = / e kgt F (—a;¢;2))?de, aeN. (A.12)
0

nos vai ser muito 1util na normalizacao da parte radial das fungoes de onda dos problemas

aqui abordados. Ela esta calculada no livro do Landau [13] e é dada por:

a—1
I, = I‘(b)a'(c—l [ +Zaa—1 (a=38)-(c=b—s—1)(c=b—35)...(c—b+3)

kb(c+a— = [(s+ D)% e(c+1)...(c+s)
(A.13)
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A.2.2 Normalizacao

Vamos agora a normalizagao da fun¢ao de onda. A condigao de normalizagao é:

/w*@brdr dp=1= AQ/ 6—i€¢€i€¢d¢/ R*(r)R(r)rdr =1. (A.14)
0 0
E conveniente normalizar as partes angular e radial separadamente. Sendo assim,

temos que:

A? /07r dp=1 e /OOO R*(r)R(r)rdr = 1. (A.15)

Para a parte angular vemos facilmente que a constante de normalizacao é:

A= (1)1/2 | (A.16)

™

. mwac
Para a parte radial, devemos lembrar que & = T?”2, o que nos leva a:

/0 T R(ORE)dE = 1. (A.17)

Substituindo a equagao (3.23) na equagao (A.17), temos que:

02

mwac

1/2
m““) L (A8

/OQ e S F (—n; 0] + 1;5)]2d§ =1 = (= ( 7
0

onde

= /OO e S F (—ns; 6] + 1;€)7 dg (A.19)
0

A integral anterior é facilmente obtida utilizando a equagao (A.13). Fazendo as se-

guintes identificacoes k =1; b=c = |{|+ 1; a =n e x = &, temos que

~ nl[D(|€] + 1)]2 '
1= TR (A.20)
o que nos leva a: )
o 1/2 (n + [£])! i
C = (mwac) L! (e + 1)]2} . (A.21)

Sendo assim, retornando para a variavel inicial r, as auto-funcoes radiais ficam assim:

1 (n+14))! 1/2 " r? r?
it = — | F |—n; |l 1, — |, A.22
R N4 A\K\-{—l 2‘g|n‘ [F(|€| + 1)]2 rexp A\ n ‘ | + 222 ( )




onde

/1
A= :
mwac
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(A.23)
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