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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é a caracterizacao termodinamica de sistemas
bidimensionais em geometrias nao euclidianas tais como modelos XY, filmes de
Hélio superfluido, filmes finos de cristal liquido. E como em duas dimensoes
estes sistemas apresentam apenas ordem local, entao neles surgem naturalmente os
defeitos topoldgicos. A contribuicao significativa para a energia deve-se ao defeitos
topologicos, entao uma boa caracterizacao destes sistemas se da pelo entendimento
da fisica dos defeitos topoldgicos.

Sendo assim desenvolvemos o conteudo deste trabalho de tal forma que ao final
podemos entender como os sistemas descritos aqui se comportam em geometrias
nao euclidianas, bem como contribuicoes destas geometrias para transicoes de fase

sofridas por estes, como fazemos no caso da esfera, do cone e do hiperboldide.

Palavras Chaves: Defeitos Topoldgicos; Interacao Geométrica.



ABSTRACT

The principal aim this work is the thermodynamic caracterization of bidimensional
systems in non-Euclidian geometries as XY models, Helium superfluids films and
liquid crystal films. These systrems present local order in two dimensions, then
topological defects arise naturally. The significative contribution for the free energy
in this systems it must at the topological defects, then a good caracterization these
systems is given by understanding the physics of topological defects.

This way, we develop the content of this dissertation with the purpose of to
understanding the behave of the systems described here in non-euclidian geometries,
as well contributions of these geometries for the phase transitions ocurred in these

systems, as we do in case of sphere, cone, hyperboloid.

Keywords: Topological Defects;Geometric Interaction.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes Gerais

A matéria no universo é organizada numa estrutura hierarquica. Como
constituintes fundamentais desta estrutura temos quarks, glions, elétrons, etc. Pelo
menos até hoje estas particulas sao tidas como fundamentais. Quarks e glions
formam os protons e néutrons que junto com os elétrons formam os atomos que
conhecemos, os quais juntos formam as moléculas. Um aglomerado muito grande
de moléculas através das interagoes entre elas formam estruturas que resultam a
matéria do jeito que conhecemos na natureza, como por exemplo: gases, liquidos,
solidos, etc.

A Fisica da Matéria Condensada se encarrega de estudar o comportamento

9

destes sistemas devido a interagao dos seus "zilhoes”de constituintes. Estruturas
de atomos e moléculas podem dar origem desde sistemas mais simples como gases
como até a sistemas bastante complexos como os sistemas biologicos. E como mais
exemplos destas estruturas temos também os sélidos cristalinos, cristais Liquidos,

os ferromagnetos, os superfluidos, os supercondutores, etc.

12



1.1 Consideragoes Gerais 13

Alguns destes sistemas em certas condi¢cbes podem se arranjar de maneira regular
e assim temos os sistemas ordenados, enquanto que podemos ter também sistemas
que nao se arranjam de maneira regular e assim estes sistemas sao desordenados. Os
cristais, por exemplo, apresentam ordem posicional e orientacional de longo alcance,
ou seja, propaga-se por toda a extensao do sistema. Ja nos gases e nos liquidos os

seus constituintes se distribuem de uma maneira desordenada.

Uma coisa muito importante a ser observada na ordem que estes sistemas
apresentam é a simetria. Sistemas desordenados sao mais simétricos que sistemas
ordenados. Ao observarmos a estrutura de um liquido ordinario como a agua
por exemplo, vemos que os seus constituintes se distribuem de uma maneira
desorganizada e assim se fizermos uma translacao de um ponto a outro no liquido
ou uma rotacao de um ponto a outro, observamos em média a mesma coisa na
vizinhanca destes pontos, ou seja, o liquido apresenta simetria continua de translacao
e simetria continua de rotacdo. Mas quando baixa-se a temperatura chegara
uma temparatura que a nova configuracao de equilibrio do sistema é tal que os
constituintes do sistema estardao em posigoes devidamente ordenadas, formando-se
o solido cristalino(o gelo no caso da dgua). A figura 1.1 ilustra a diferenga da
configuracao da dgua nos regimes liquido e sélido.

Neste processo ocorre o fenomeno chamado de quebra de simetria, ou seja, uma
diminuicao da simetria do sistema quando passa de um regime para o outro. No
caso da agua, a passagem do regime liquido para o regime sélido se da pela quebra
das simetrias continuas de rotagao e translagao. O que podemos concluir de tudo
isso é que a transicao de fase de um regime menos ordenado para um regime mais
ordenado ocorre com quebra de simetria.

Para se se estudar em geral sistemas em matéria condensada, nés atentamos

apenas para os graus de liberdade meis importantes do sistema, e no caso de
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1.2 Parametro de Ordem de alguns Sistemas Ordenados 14
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Figura 1.1: Fonte:SETHNA,Order Parameters, Broken Symmetry, and Topology ,
http://www.lassp.cornell.edu/sethna. (A) Distribuicao dos constituindes na fase
sélida. (B) Distribui¢ao dos constituintes da agua na fase liquida.

sistemas ordenados eles estao contidos numa variavel chamada parametro de ordem.
Parametro de ordem é uma grandeza escolhida para existir no regime ordenado de
um sistema e se anular no regime desordenado. Na préxima se¢cao vamos ver algumas

escolhas de parametros de ordem para sistemas particulares.

1.2 Parametro de Ordem de alguns Sistemas

Ordenados

O objetivo desta secao é entender o que é parametro de ordem. Para isso vamos
considerar trés sistemas particulares como exemplo: ferromagnetos, cristais liquidos

na fase nematica e Hélio superfluido.

1.2.1 Ferromagnetos

Departamento de Fisica - UFPB



1.2 Parametro de Ordem de alguns Sistemas Ordenados 15

Vamos considerar aqui sistemas que apresentam o fenomeno chamado
ferromagnetismo.  Sistemas que apresentam o fenomeno do ferromagnetismo
chamam-se ferromagnetos. Um ferromagneto consiste de um conjunto de dipolos
magnéticos no espaco que numa certa temperatura critica se alinham numa
mesma direcao, o que resulta numa magnetizacao macroscopica. no espaco
correlacionados. O resultado desta correlagao resulta numa grandeza que é medida
macroscopicamente, a chamada magnetiza¢do. Consideremos uma rede de spins no
espago na qual as interagoes relevantes ocorrem entre pares [1, 2, 3|(Falaremos com
mais detalhes dos ferromagnetos no proximo capitulo ao tratarmos dos modelos
XY). A altas temperaturas a entropia domina o sistema e assim 0s spins nao tem
uma direcao preferencial, mas a baixas temperaturas a entropia perde forca e sob
a acao de um campo magnético externo os spins da rede se alinham com este,
resultando numa fase mais ordenada que é a fase ferromagnética. Entao qual seria
a melhor escolha para o parametro de ordem da fase ferromagnética? A resposta
para isso estd no fato de que na fase ferromagnética os spins estao correlacionados
e contribuem macroscopicamente para a magnetizagao M(T,r) do sistema, ou seja,
na fase ferromagnética o sistema apresenta magnetizacao e na fase desordenada
nao. Entao a magnetizacao é uma otima escolha para o parametro de ordem da
fase ferromagnética. Um outro fato a se observar é que na fase ferromagnética
na auséncia do campo externo poderemos ter duas configuracoes diferentes para o

estado fundamental do sistema, ou seja, M # —M.

Para este mesmo parametro de ordem podemos usar uma outra representacao
que é o chamado espaco do parametro de ordem. Para a fase ferromagnética o espaco
do parémetro de ordem é uma aplicagao que pega cada ponto do sistema no espaco
fisico e associa a uma esfera de raio |M| denotada por S? . A vantagem do espaco do

parametro de ordem ¢ que a visualizacao da ordem do sistema se torna muito simples.

Departamento de Fisica - UFPB



1.2 Parametro de Ordem de alguns Sistemas Ordenados 16

Se o sistema apresenta magnetizacao uniforme entao no espago do parametro de
ordem temos um tunico ponto na direcao associada a direcao da magnetizagao no
espaco fisico. Dois diferentes estados de magnetizacao estao contidos em dois pontos
em S2. E quando o estado de magnetizacao é deformado com uma mudanca continua
em M de um ponto a outro por um caminho ~ entao esta deformagao no espaco do
parametro de ordem é vista como uma curva I' em S%.A figura (1.2) ilustra o espago

do parametro de ordem para ferromagnetos.

Figura 1.2: Fonte: KLEMAN and LAVRENTOVICH,Soft Matter Physics: an

Introduction, Springer, 2001.
Dois estados de magnetizacao uniforme e suas representacoes no espago do parametro
de ordem. Cada representacao corresponde a um tinico ponto em S2.

A versao bidimensional destes sistemas ferromagnéticos é o que chamamos de
modelos XY e estes modelos serdo muito importantes para se estudar defeitos
topologicos em sistemas fisicos. Para modelos XY, o espaco do parametro de ordem

é um circulo com raio |[M|. A figura 1.3 mostra a representagdo no espago do
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1.2 Parametro de Ordem de alguns Sistemas Ordenados 17

parametro para modelos XY num de magnetizacao uniforme e a representacao para

um estado deformado.

w4 ya )
KA A« 4
Aw A Ml add),
X X qh k 474 &
@ (t) ©

s 1@ Sl©
Figura 1.3: Fonte: KLEMAN and LAVRENTOVICH,Soft Matter Physics: an
Introduction, Springer, 2001.
Modelo XY: em (a) temos um paramagneto, ja em (b) temos um estado de
magnetizagdo uniforme e sua representagao pontual em S!' e em (c) temos um
estado com magnetiza¢ao nao uniforme. Como em (b) a magnetizagao é uniforme,
o caminho 7 ¢é representado por um ponto no espago do parametro de ordem,

enquanto que em (c) devido ao fato da magnetizagao nao ser uniforme o caminho =
é representado pelo caminho I' no espago do parametro de ordem.
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1.2 Parametro de Ordem de alguns Sistemas Ordenados 18

1.2.2 Cristais Liquidos Nematicos

E bem conhecido na natureza que muitas substancias podem apresentar fases
liquidas e fases sélidas cristalinas, como por exemplo a dgua. A diferenca entre
as estas fases estd na ordem que estas apresentam. A fase sélida cristalina é
caracterizada por ordem posicional e ordem orientacional enquanto a fase liquida
¢é caracterizada por desordem orientacional e translacional. Ou em termos de
simetria, a fase liquida apresenta simetria de rotacao e translacao enquanto a
fase solida cristalina apresenta a quebra destas duas simetrias. Mas existem
na natureza materiais que apresentam propriedades intermediarias entre liquidos
e solidos cristalinos. Sao os chamados cristais liquidos. Os cristais liquidos
se caracterizam por apresentarem desordem posicional e ordem orientacinal, ou
em termos de simetria, apresentam simetria orientacional e quabra de simetria
translacional [1, 4].

Vamos tratar particularmente do cristal liquido nematico. Este se caracteriza
por apresentar moléculas alongadas com uma orientacao comum n e com desordem
nas posicoes destas moléculas. Mas diferente dos sistemas ferromagnéticos que
apresentam duas configuragoes possiveis para o estado fundamental, o cristal liquido
nematico nao distingue as orientagoes n e —n, ou seja, com isso entao o vetor diretor
n nao ¢ uma boa escolha para o parametro de ordem. Um bom parametro de ordem
para descrever a ordem nematica num cristal liquido nematico deve ser invariante
pela transformacao n — —n. A escolha que adotaremos aqui para o parametro de
ordem foi feita por Tserkov [1, 4, 5]. Vamos fazer o eixo z coincidir com a direc¢ao n,
e assim as dir¢oes espaciais serao definidas por um angulo polar € e por um angulo
azimutal ¢. Seja f(0,)dQ2 a probabilidade de se encontrar a molécula orientada
no eixo a num angulo sélido df2. Como as dire¢oes a e —a sao equivalentes entao

f0,0) = f(r—0,9). E bem razodvel admitir que a probabilidade de se encontrar
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1.2 Parametro de Ordem de alguns Sistemas Ordenados 19

alguma molécula nao dependa do angulo azimutal, assim com esta hipdtese temos
f(0,¢) = f(#). Como a molécula estd orientada entre 0 e 7 entdo a normalizacao
de f(#) é dada por:
27 /7r f(0)sinfdf = 1 (1.1)
0

Como na fase nematica a maior probabilidade de se encontrar a molécula é em
0 = 0, entao a fungao de distribuigao f(#) tem um pico em 6 = 0. A escolha de

Tsvetkov [5] para se medir a ordem nemética é dada por:

1
s = 5(3 cos® — 1) (1.2)

1

1~ e assim s = (. Para a fase perfeitamente nemdtica

Para a fase isotrépica f(0) =
temos que f(#) = £46(6) e assim s = 1.

Quanto a representacao no espago do parametro de ordem da ordem nematica
poderiamos ser levados a pensar que este espaco seria uma esfera como no caso
da ordem ferromagnética, mas acontece que na ordem nematica as direcoes 71 e
—1 sao equivalentes. Sendo assim o espaco do parametro de ordem para a fase
nematica é o hemisfério superior da esfera. No equador deste hemisfério dois
pontos diametralmente opostos sdo equivalentes pela condicao f(0) = f(m — 6).

Os matematicos chamam este espaco de RP? (espaco projetivo real). A figura 1.4

ilustra o espaco do parametro de ordem RP?2.
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1.2 Parametro de Ordem de alguns Sistemas Ordenados 20

Figura 1.4: Fonte:SETHNA, Order Parameters, Broken Symmetry, and Topology,
http://www.lassp.cornell.edu/sethna . Representacao no espaco do parametro de
ordem para um defeito num cristal liquido nematico.

1.2.3 Hélio Superfluido

Vamos considerar agora a fase superfluida do “He. Esta fase se caracteriza por
um numero macroscépico de particulas em um tnico estado quantico. Sendo assim
podemos associar a este estado coletivo uma funcao de onda coletiva 1) = |t)g|e®,
onde [1| = [¢o(T, P)| mede a concentracao de particulas de “He condensadas no
estado superfluido. Na fase fluida normal temos que |1o(T, P)| = 0, sendo assim
um bom parametro de ordem para a fase superfluida é a funcao de onda coletica 1,
pois esta é bem definida na fase superfluida e se anula na fase isotropica.

Cada amostra superfluida é caracterizada pelo mesmo valor de 6. Isto significa
que diferentes realizacoes de € implicam em diferentes estados superfluidos. E
também uma deformacao na ordem superfluida significa uma variagao continua e
suave em 6. Entao o espaco do parametro de ordem neste caso é um circulo S*
de raio |1)y| cuja orientagao angular é dada por §. Uma fase superfluida perfeita
corresponde a um ponto em S enquanto que uma deformacao na fase superfluida

corresponde a um arco em S?.
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Capitulo 2

Modelos XY e Defeitos

Topoloégicos

Neste capitulo vamos introduzir os chamados modelos XY. Estudamos os
modelos XY porque eles servem como fundamento para se compreender defeitos
topolégicos em sistemas bidimensionais, os quais sao objetos do nosso estudo. A
energia livre de modelos XY corresponde exatamente a energia de vortices em filmes
de Hélio superfluido e disclinacoes em filmes de cristal liquido na aproximacao de
uma constante elastica.

Modelos XY constitui num sistema de spins planares no qual as interacoes
relevantes se dao entre pares vizinhos. A energia deste sistema é devido a interagao

entre os momentos angulares de spin e é dada por:

E = —JZCOS(@Z' —0,) (2.1)
{ij}

Onde J ¢é a constante de interagao entre os momentos angulares de spin e 6; é o

angulo que o i-ésimo spin do sistema forma com uma direcao de referéncia.

21
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Vamos entao usar a hipotese de que a interagao relevante ocorra entre os vizinhos
proximos, assim o argumento ; — ¢; ¢ muito pequeno e podemos entao podemos
aproximar o cosseno na energia por sua expansao em série e fazer uma aproximacao

para o continuo. Entao temos:

E=-7)" [1 _ B8y 5 9j)2] (2.2)

Desprezando o termo constante que nada contribuird para variacoes na energia e

fazendo a aproximacao para o continuo da expressao acima obtemos que:

J 2
F=3 / dA(VO(r)) (2.3)

Esta energia livre além de descrever os ferromagnetos XY propriamente dito,
descreve também outros sistemas que apresentam defeitos topoldgicos. Na proxima
secao apresentaremos dois destes sistemas.

Estamos interessados em configuracoes de equilibrio e nesta configuracao de
equilibrio a energia livre se minimiza. A energia livre (2.3) faz o papel de uma
acao enquanto (V0)? faz o papel de uma lagrangeana, sendo assim a minimizagao

da energia livre (2.3) se dé pela equacao de Euller Lagrange. Esta equagao para

(2.3) nos da:
V#(r) =0 (2.4)

Isto é uma equacao de Laplace, o que nos sugere que o campo 6(r) faca o papel de

um potencial eletrostatico.
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2.1 Defeitos em Filmes Finos de Cristais Liquidos

Nematicos

Em filmes de cristais liquidos, e em particular, em fases nematicas sao observadas
singularidades. Estas singularidades causam distor¢ao na ordem orientacional do
sistema e estas nao sao removidas por deformagoes do meio. Sao os chamados
defeitos topolégicos. Um dos defeitos mais comuns em nematicos sao as desclinagoes.
Desclinagoes sao defeitos pontuais(lineares em 3 dimensoes) responsaveis pela
distorcao local da ordem orientacional levando consequentemente a uma quebra
de simetria discreta de rotacao.

A intensidade de uma disclinagao ¢ medida pelo parametro ¢ = 3-, onde « ¢
o angulo o qual o vetor diretor percorre ao fazer um transporte paralelo por um
circuito fechado contendo o defeito(também conhecido como circuito de Burgers).
Este defeito pode ser construido usando o famoso processo de Volterra. Na figura
2.1 ilustramos os passos desta construgao para um defeito de intensidade ¢ = —1/2:
em (a) fazemos um corte ) . numa linha L, em (b) abrimos as bordas de ) por um
angulo 7 e introduzimos um setor extra de matéria, enquanto que em (c) o sistema
fica em equilibrio e em (d) mostra-se como medir a intensidade k do defeito pela
medida do caminho angular I' que o vetor diretor percorre ao se fazer um transporte
paralelo via o circuito de Burgers . O sinal negativo se d& porque a orientagao de

I' foi contréaria a orientagao de ~. E observado experimentalmente que desclinacoes

em cristais liquidos sdo multiplos inteiros de +1/2

A estes defeitos estao associados uma energia de deformacao. De Gennes mostra

[4] que existem trés deformagoes possiveis para um nemético. Estas trés deformagoes
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Figura 2.1: Fonte: KLEMAN and LAVRENTOVICH,Soft Matter Physics: an
Introduction, Springer, 2001.

Construcao de Volterra para uma disclinacado num nematico e medida de ¢ via
circuito de Burgers.(a) Corte Y na linha L. (b) Abertura das bordas de ) por
um angulo 7 e inser¢ao do setor extra de matéria. (c) Configuracao de equilibrio
do sistema apos a inser¢ao do setor extra de matéria. (d) Circuito de Burgers v e
caminho angular I' feito pelo vetor diretor no transporte paralelo pelo circuito de
Burgers.

estao contidas na densidade de energia livre abaixo:
1 2 1 2 1 2
f: §K1(Vn) +§K2(nv X n) +§K3(IIX V x n) (25)

Onde K;, Ky e K3 sao as constantes eldsticas associadas com cada deformacao
e n é o vetor diretor do nematico. O primeiro termo da densidade de energia
livre esta relacionado com a deformacao ”"splay”; esta deformacao corresponde a
uma compressao do sistema. O segundo termo esta relacionado com a deformagao
"twist”, que corresponde a uma torcao do sistema. E o terceiro termo estd

relacionado com a deformacao ”"bend”que corresponde a um encurvamento do
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sistema.

Estamos tratando aqui de defeitos em filmes finos de cristais liquidos nematicos.
Estes defeitos nao causam tor¢ao no sistema, sendo assim vamos usar o modelo
planar de Frank para fazer este tratamento. Este modelo consiste em fazer

K, = K3 = K,Ky =0 e o vetor diretor é simplificado da seguinte forma:
ny =cosf, mn,=sinf, n,=0 (2.6)

Onde 0 = 0(x,y)
Na aproximacao de Frank a energia livre cuja densidade é dada por 2.5 tem uma

forma mais simples:

E—k / dA(VO(r))? (2.7)

Esta energia livre é analoga a energia livre de um modelo XY. Nesta aproximagao
de Frank, o tratamento de disclinagbes torna-se mais simples. A condi¢ao de
minimizagao de E resulta numa equagao de Euller-Lagrange que em (2.7) resulta
numa equacao de Laplace e isso sugere uma analogia com a eletrostatica. Em

coordenadas polares temos entao:

10 00 1 /020
T () < () = 28)

Associado ao defeito temos a seguinte condicao de contorno:

6 = 2mq (2.9)
/

Estamos interessados em solugoes singulares de (2.8). Temos duas solugoes deste
tipo:
0 =Ap+ B, 0=Clnr+ D (2.10)
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Onde A, B, C' e D sao constantes.

A primeira solucao é a que realmente nos interessa, pois esta solucao descreve
a distorcao n aordem orientagao provocada pela desclinagdo. A segunda solucao
nao nos interessa aqui, pois esta é associada com distor¢ao na ordem translacional.
Solugoes deste tipo aparecem em deslocagbes num cristal usual. Da condigao (2.9)
temos que A = ¢, com ¢ sendo um multiplo inteiro de +1/2. Substituindo entao a

solugdo 6 = g¢ + B em (2.7) temos entao:

1 R 2T 21
E=— drdok”— 2.11
2// ok (2.11)

Onde R ¢é o raio do sistema e ry é o tamanho do defeito introduzido para a energia
do sistama ser bem comportada, pois sendo assim evita-se divergéncias quando o
tamanho caracteristico do sistema ¢é pequeno. Temos entao para a energia:

E=71Kg¢n L (2.12)
To

Observamos que o custo energético de uma disclinagao é da ordem do logaritmo
do tamanho do sistema, ou seja, como o sistema ¢ macroscopico entao este custo é
muito alto. Sendo assim é mais favoravel energeticamente os defeitos existirem aos

pares de positivos e negativos.

2.2 Defeitos em Helio Superfluido

Na fase superfluida do “He também ¢é observado defeito topolégico. Vamos

fazer uso aqui de um modelo simples para tratar deste sistema [6]. Neste modelo
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consideramos o sistema como um continuo e a energia puramente cinética:

1 2
£= 0. [ dapv.io) (2.13)

onde ps é a densidade da fase superfluida e ¢é a velocidade associada as particulas
do superfluido. Podemos mostrar através da invariancia galileliana do sistema que
v,(r) estd relacionado com a fase da fun¢ao de onda coletiva do sistema [6, 7].

vs(r) = %Vé’(r) (2.14)

Onde m é a massa do atomo de Hélio. E assim a energia do sistema em unidades

de KgT' é:

E 1 ,
o = 5K / dA(VO(r)) (2.15)

— Psh2
onde K = e

Estamos interessados nas configuracoes de defeitos que o sistema apresenta.
Em superfluidos os defeitos topoldogicos que existem sao os wvortices. Vértices em
superfluidos sao pontos os quais em torno deles o superfluido apresenta circulagao.
Os voértices podem ser caracterizados por uma integral num circuito fechado
contendo eles(andlogo ao circuito de Burgers para disclinagoes em cristais liquidos).

Usando a relac¢ao (2.14) encontramos entao:
27h
j{vs A= g=0,41,42, ..., (2.16)
m

onde o contorno contém o vortice de carga topologica q. Uma coisa importante a se
observar aqui é que vortices em superfluidos sdo quantizados em unidades de h/m.

Através do teorema de Stokes a condigao de vorticidade também pode ser escrita
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Ccomo:

2mh

—n
m

V X vg(r) = (r)z, (2.17)

onde n(r) ¢ a densidade de carga topolégica de modo que [ dAn(r) = gq.
Para se tratar dos efeitos dos vértices podemos decompor a velocidade em uma
parte potencial e numa parte devido a vorticidade [6, 8] de tal forma que a relagao

2.17 seja obedecida:
h N v /
vy(r) = EV@ + (27h/m)(z x V) /dA n(r')G(r,r’) (2.18)

onde ¢(r) é uma fungado bem comportada e G(r,r’) é a fun¢ao de Green que satisfaz

VG (r, ') = 6*(r — 1').(2.19)

As solucoes para esta equacao em duas dimensoes sao:

Glr,r) = —1n (H) (2.20)

2w 70

onde 1y é um parametro associado ao tamanho do defeito que faz com que a
energia seja bem comportada préoximo ao defeito, isto faz com que a energia nao
tenha divergéncia quando os vortices estao préximos.

Substituindo esta velocidade na expressao da energia encontramos entao:

KiT = %K / dA(V$)? + 2m° K / dA / dA, / dAan(ri)n(r2)VG(r,r1)VG(r, ra).
(2.21)

Esta energia se minimiza quando o termo potencial se anula.Usando a relacao
vetorial V- (fA) = fV-A+V f-A e assumindo que VG(r,r;y) se anula na fronteira

obtemos entao:
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E // 2712 / (‘I‘ - I‘,|)
= —7K dredrn(r)n(r’) In 2.22
KBT |r—r!|>r0 ( ) ( ) To ( )

Esta energia é andloga a energia de um campo eletrostatico. Concluimos entao
que vértices interagem de maneira analoga a cargas eletrostaticas em duas
dimensoes. E outra coisa que ¢ muito importante é que como a energia dos vértices
depende logaritmicamente das dimensoes do tamanho do sistema entao é favoravel
energeticamente que estes vértices existam sempre aos pares positivo e negativo,
isto ¢ [ dAn(r) = 0.

O que podemos concluir aqui ao fazermos o tratamento de defeitos em filmes de
cristal liquido e filmes de Hélio superfluido é que estes defeitos podem ser mapeados
em cargas elétricas, j4 que a energia destes defeitos depende logaritmicamente do
tamanho do sistema. Ou seja, estes sistemas descritos aqui, que apresentam defeitos

topolégicos, podem ser mapeados num gds de Coulomb neutro [21].
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Capitulo 3

Modelos XY em Espacos Curvos e

Aplicacoes em Geometrias Usualis

3.1 Generalizacao da Energia Livre de Modelos

XY para Espacos Curvos.

Neste capitulo vamos entender a contribuicao da geometria na energia livre
na configuracao de defeitos topoldgicos para filmes de hélio superfluido e filmes
do Cristal liquido nemético. O fato é que uma grande variedade de sistemas
bidimensionais tomam a forma de uma superficie nao euclidiana. Como vimos no
capitulo anterior a energia de defeitos para superfluidos e nematicos para a geometria
euclidiana ¢ analoga a energia eletrostatica de cargas elétricas em duas dimensoes.
Entao ao investigarmos a energia de defeitos em geometrias nao euclidiana, uma
generalizacao natural para a energia é andloga a solugao do problema eletrostatico
de um conjunto de cargas elétricas. Na referéncia [9] é tratado com detalhes o

problema de uma carga elétrica na presenca da esfera e do hiperboldide. Nestas
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geometrias além da interagao coulombiana entre as cargas surge uma energia de
autointeracao devido ao fato da geometria encurvar as linhas de campo de uma
carga pontual.

No caso euclidiano as energias livres para superfluidos e para neméticos na
aproximacao de uma constante elastica sao equivalentes, mas para a generalizacao
desta energia livre é crucial a distingao da natureza da ordem destes dois sistemas
[10]. Em superfluidos a ordem é dada pela fase da funcao de onda coletiva a qual
estda definida num espaco diferente daquele em que o superfluido esta confinado. No
estado fundamental do Hélio superfluido, a fase continua sendo constante em todo
o espago que este estd confinado e a energia do sistema se anula. Sendo assim a

generalizacao para a energia livre nos filmes de superfluidos é dada por:

E = %/d%@gijaﬂ(r)aﬂ(r), (3.1)

onde g% é o inverso do tensor métrico e g = det g;; ¢ K é uma constante que estd
relacionada com a densidade do sistema dada pela equagao (2.15).

Jé se tratando de filmes finos de Cristais liquidos neméticos a ordem é dada pelo
angulo 0(r) que a orienta¢ao média dos "bastoes” formam com a normal. Este angulo
estd definido no mesmo espaco em que o cristal liquido esta confinado, sendo assim
no estado fundamental de filmes de cristal liquido neméatico o angulo de orientagao
nao ¢ constante e consequentemente em espacgos curvos ¢ impossivel se ter uma
configuracao onde as moléculas estejam dispostas paralelamente. Entao para se
medir alguma variagao real em 6 no espaco curvo associado, devemos descontar o
fato do vetor normal ser medido em relagao a uma base mével {€1, é;}. Com isso a
energia livre para filmes de cristais liquidos em espagos curvos é [11]:

E = %/d%@g“(@ﬁ(r) — A;)(0;0(r) — A;), (3.2)
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onde A; = €1 - ;65 é a conexao de spin [12] e K é a constante elastica associada as
deformacoes splay e bend.

Para se entender a interpretagao das energias dadas por (3.1) e (3.2) vamos
considerar vamos considerar um filme superfluido depositado numa superficie plana
com um "morro”’e no topo deste "morro” consideremos um vortice, como mostra a
figura. Com o auxilio da solugao (2.10) na expresao da energia (3.1) chegamos a
conclusao que o custo energético para se manter um vortice no topo do "morro” é
maior do que o custo energético para manter o vértice numa regiao plana da
superficie, ou seja, em filmes de superfluidos é mais favoravel aos vortices ficarem

em regides mais planas da superficie. A figura (3.1)

P
Y
s
4 N @
. ::5:'_-':__::.'}'**_1_&-

Figura 3.1: Fonte: VITELLI and TURNER, PRL 93, p. 215301, 2004.

Em filmes de Hélio superfluido a energia de um vortice é menor na regiao plana da
superfiicie do que na no topo do "morro”. Com isso é mais favordavel ao vortice se
encontrar na regiao plana.

Ja para filmes de Cristais Liquidos ao serem depositados nessa superficie ha uma
competicao entre as deformagoes bend e splay. A partir da figura (3.2) vemos que o

morro aumenta a energia de bend, mas ao mesmo tempo diminui a energia de splay.
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Figura 3.2: Fonte: Fonte: VITELLI and TURNER, PRL 93, p. 215301, 2004.
Temos aqui uma disclinacao em um filme de cristal liquido depositado em dois
"morro”.O primeiro morro ¢ mais suave e assim a energia devido a curvatura é
menor, mas em contra partida a energia de splay é maior. O contrario acontece no
segundo morro; este ¢ mais acentuado aumentando a energia de curvatura enquanto
a energia de splay diminui.

3.2 Interacao Geométrica de Defeitos

Vamos introduzir aqui o chamado espaco conforme. Um espago conforme é
um espaco cuja métrica pode ser escrita proporcionalmente a métrica do plano.
Geometrias bidimensionais sao em geral conformes. Transformagoes de coordenadas
que levam a métrica a serem escritas proporcionalmente a métrica do plano sao as
chamadas transformacoes conformes. Estas transformagoes farao com que a métrica

tenha a forma [11, 10]:

9(r) = " gpiano, (3.3)

onde esta métrica difere da métrica do plano pelo fator conforme e

, sendo Gpiano &
métrica do chamado plano conforme. As transformacoes conformes possuem duas

propriedades importantes:
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1. levam angulos do espago fisico em angulos equivalentes no plano conforme.

2. Regioes pequenas no espago fisico sao levados nas mesmas regioes no plano

conforme.

Em coordenadas conformes a tarefa de se encontrar a funcao de Green do
operador laplaciano torna-se muito simples. Nestas coordenadas a funcao de Green
do operador laplaciano tem a forma da funcao de Green no plano. A funcao de

Green obedece a equagao:
1 -
—0; YOG (r,r) = —6(r — 1’ 3.4
7 (V99" 9;)G(r,x’) (r—1) (3.4)

Sendo gi; = €*(gi;)plano €ntdo temos que g¥ = e‘Qg;{ano e parametrizando o plano
conforme por coordenadas polares R e @, temos entao que:

1 0 0 1 0? 1

—— | R=— ———|G(r,r) = —=6(R— R5(® — P’ 3.5
e assim a fungao de Green em coordenadas conformes tem a forma da fungao de

Green no plano, que é dada por:

1
G(r,r') = = In[R? + R” — 2RR cos(® — @) (3.6)

Algo muito importante a respeito da fisica dos sistemas tratados aqui é a
simetria conforme, isto é, a fisica destes sistemas nao pode sofrer alteracoes por
transformagoes conformes. De fato, como as energias (3.1) e (3.2) sd@o grandezas
escalares, estas nao mudam seu valor por transformacoes conformes e vale a relagao
V997 = \/mggano. Precisamos introduzir na energia o tamanho finito para o

defeito, para que esta nao apresente divergéncia quando dois defeitos estao muito
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proximos. Vamos denotar este tamanho por 7y no espaco plano. No espaco conforme
o tamanho do defeito passa a depender da posicao e é dado por ro; = e~ 2 Ao
introduzir o tamanho finito na energia, algo muito interessante acontece: ha uma
quebra de simetria ao se fazer transformacoes conformes. Uma consequéncia desta
quebra de simetria é a chamada interacao geométrica que os defeitos sofrem com a
curvatura. Vejamos entao como surge esta interagao geométrica. Para superficies

com simetria azimutal, nas proximidades do defeito de carga q temos:

0~ qo (3.7)

No plano conforme pela propriedade 1, angulos sao mantidos por transformacoes
conformes, sendo assim em coordenadas conformes temos que 6 = ¢® e assim para

um superfluido usando a equagao (3.1) temos que:
K 27 R 1
E=— dPdRR¢*— 3.8
s | aednn (33)
onde r9; = e %ry. E assim obtemos que:
o, I 2
E=nKq¢In—+71Kq¢Q (3.9)
To

Mas da geometria diferencial sabemos que V?(—Q(r)/2) = Kg(r) onde Kg(r)
é a curvatura gaussiana da superficie [11, 12]. Vamos definir entdao o potencial

geométrico como:

V(r) = —/dA’Kg(r')G(r,r’) (3.10)

Com isso temos que V' = —()/2 e assim o termo de interagao geométrica é dado por:
N

Egeom = — Y 27K gV (x;) (3.11)

i=1
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Onde N é o ntimero de defeitos no sistema.
Ja para a interacao geométrica em filmes de cristal liquido além do termo
quadratico com a carga surge um termo linear com esta carga que surge dos termos

cruzados da energia (3.2). De fato temos que:
K 2 i A

No plano conforme temos que Ar = 0 e Ap = 1 e entao dos termos cruzados da

energia do filme de cristal liquido obtemos a seguinte energia de interacao geométrica:

Eyeom = Z4quz<1 — —)V( ) (3.13)

De uma forma geral para filmes de Hélio superfluido a energia é dada pelo termo
usual de interacao entre os defeitos e a nova interagao geométrica que surge devido

a quebra de simetria conforme:

Z Z ¢:q;G(ri, 15) — Z 2 K@V (ry). (3.14)

i=1 j=1 i=1

E

—_

E para filmes de cristais liquidos temos entao que:

N

> D aig;Glriy) ZMin(l—%)V(ri) (3.15)

=1 j5=1 =1

E

3.3 Interacao Geométrica de Defeitos em

Geometrias nao-Euclidianas
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Nesta secao veremos exemplos de como geometrias particulares influem na

energia livre de sistema com defeitos.

3.3.1 Interacao de Defeitos no Caroco Gaussiano

Vamos comegar entdo pelo exemplo dado na referéncia [11] de um carogo
gaussiano. Um carogo gaussiano é a versao tridimensional da famosa superficie

gaussiana e a equacgao desta superficie é:

R(r,¢)=| rsing (3.16)

3

o’

Onde h é a altura do caroco gaussiano. Vamos definir aqui o parametro a =
Este parametro informa o quao acentuado o carogo é. Se o é grande significa que o
caroco é bem acentuado, e se a é pequeno indica que o caroco é suave. A métrica

desta superficie ¢ dada por:

ds* = 1(r)dr? + r’d¢?, (3.17)

onde [(r) =1+ "‘jg2. Para a >> rg, temos que [(r) = 1 o que significa que a métrica
tende a métrica do plano para o >> ry.

Vamos ver entao como esta geometria influi na energia livre da distribuicao
de defeitos. Para isso vamos fazer uma transformacgao conforme de coordenadas
{R(r,9),®(r,¢)}, pois através desta transformagao o problema de escrever a energia
livre da distribuicao de defeitos simplifica bastante. Na representacao conforme a

métrica tem a forma:

ds? = " (dR? 4+ R*dD?) (3.18)
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Como angulos sao preservados por transformacoes conformes podemos identificar

entdo ¢ = ¢. Igualando (3.17) com (3.18) obtemos entao que:

e? = (%)2 (3.19)

dR _ /I(r)
== dr (3.20)

Como solucao para esta equacao temos entao que:

oo dr!

R =re fr 7 ( l(?“/)—l) (321)
De (3.19) e usando a relagdo V = —/2 obtemos entao que:

V(r) = h dr’i\’l(il)_l (3.22)

T

E a funcao de Green para o operador laplaceano nesta superficie é dado por:
1
Glr,r') = -~ In[R? + R"> — 2RR cos(¢ — ¢')] (3.23)
s

E assim para filmes finos de superfluido nesta geometria temos entao que:

N N 2 2 N
K R R RR
E=— i | (=) + (=] —2=5cos(p—¢)| — Y 2rKg@V(r;
S [(R) (B - B anto-an| - Soerciev
(3.24)
Onde V(r) 4 dado por (3.22). Fizemos aqui o chamado processo de regulariza¢ao

que consiste em extrair as divergéncias da energia. Fazemos isso introcuzindo um

tamanho finito no defeito de magnitude rg, sendo R = R(ro).
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Para filmes de cristal liquido obtemos entao que:

K o R\*, (R) _,RR
Ezg_WZZqiqjln [(ﬁo) +(Eo) R2 cos(¢p — gzﬁ] Z47TK(]Z <1——) V(r)

i=1 j=1
(3.25)

3.3.2 Interacao de Defeitos na Esfera

Vamos ver agora como a geometria da esfera influi na energia livre da distribuicao
de defeitos nos sistemas em questao. A esfera é uma superficie que apresenta duas
peculiaridades: curvatura constante e positiva.

A métrica da esfera de raio R nas coordenadas esféricas usuais é dada por:
ds* = R*df? + R*sin® 0d¢? (3.26)

onde 0 < 0 < mel < ¢ < 27m. A representagao conforme da esfera é a
conhecida projecao estereografica [13, 14]. Nesta projecao esterecogréfica temos as
novas coordenadas p = 2R tan g e ¢ = ¢. Sendo assim a métrica nesta representagao

¢é dada por:

1
ds* = —QQ(d;F + p*d¢?) (3.27)

E assim o fator conforme é dado por:

Q(p) = —41n (3.28)

p 2
1
“(an)
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Q

Assim usando a relagao V' = —3 e usando as coordenadas usuais temos entao que:

V(0) =2In {1 + tan? g} : (3.29)

A figura (3.3) mostra como se comporta o a auto energia para um filme de superfluido

na esfera, que é dada por £ = —2rqKV (0).

05 1 15 2 25 3

=10

=151

=20

Figura 3.3: Autoenergia para um filme de superfluido na esfera experimentada pelo
defeito.

Usando a equacao (3.5) podemos encontrar a fun¢ao de Green do operador
laplaciano para a esfera que nas coordenadas R e ¢ tem a mesma forma da funcao

de Green para o plano em coordenadas polares. Temos entao que:

/ /

1 0 0 6 0
G(r,r') = ~ar In |tan? 3 + tan? 3~ 2 tan 3 tan 3 cos(p — @) | . (3.30)

Finalmente podemos escrever as energias para superfluidos e cristais liquidos
dispostos na esfera. Vamos escrever a energia em termo de coordenadas polares na

esfera 7 = 0/2R e ¢. Temos entao que:
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27 tan® o2 tan % tan
ZZ 1 Z] 1 Q’Lq] 2 TO + tan2 § - 2tan %g tan %g COS(¢ ¢]') (331)
— YN 4nK¢?In [1 + tan? 2’}2]
Onde novamente fizemos o processo de reqularizacao.
E para filmes de cristal liquido temos:
tan? S i tan2 L tan 55 tan 5% iF
Zz 1 Z] 1 995 In tan?2 ﬁ + tan? § o 2tan£ tan 5% 2R COS(¢ ¢]) (332)

+3°V 8rKq; (1—%)In[1+ tan? J&]

3.3.3 Interacao de defeitos na Geometria do Hiperboldide

Da mesma forma que a esfera o hiperboldide apresenta curvatura constante, s6
que negativa. Entao vamos ver agora quais os efeitos desta geometria na energia dos

defeitos.

A métrica desta superficie é:
ds® = dr? + R*sinh*(r/R)d¢?, (3.33)

onde 0 <r <oo, 0 < ¢ <2me R éum raio caracteristico. Vamos entao escrever

uma representacao conforme para esta superficie. Nesta representacao temos que

ds? = M (dp* + p*ded?). (3.34)

Igualando entdo (3.4) e (3.34) temos entao que:
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ep? = R?sinh? r (3.35)
R
e
edp? = dr?, (3.36)
Substituindo (3.35) em (3.36) temos que:
dp 1 r
g a(5) 3.37
p sinhg \R (3:37)
Integrando obtemos entao que:
R
= ) 3.38
P csch + coth (3.38)
que com um pouco de algebra elementar mostramos que:
R tanh — (3.39)
P 2R
E assim encontramos que:
: 2 r
o_ S G (3.40)
4 tanh® =
Sendo sinh z = 2sinh § cosh § temos entao que:
e? = cosh® —— (3.41)

2R
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Temos entao que:
Q = 41ncosh —— (3.42)
2R
E assim o potencial geométrico, cuja expressao é V = —% ¢é dado por
V(r) = —2Incosh % (3.43)
E a funcao de Green é dada por:
G(r,r') = _ L In [tanh2 L4 tanh? o 2 tanh —— tanh r cos(¢ — (/b’)} (3.44)
4m 2R 2R 2R 2R

E assim temos a energia livre para filmes de Hélio superfluido:

2 T 27 T4 "y
E = 1 ZNI ZN . qlq] In |:tanh 2K tanh 27% tanhﬁ tanh R
an 1= J=

tanh? ;—% tanh? 20 o 2tanh ;—% tanh ;—% COS(Cbi o qb)):| +
N 2 cosh #
+> . 2nK¢ In (

o
cosh 2R

(3.45)
O grafico na figura 3.4 mostra a autoenergia para defeitos em filme fino de superfluido
no hiperboldide:

Para filmes de cristal liquido a energia é:

. T, s T4
1 N N tanh? QT—IZ% tanh? 2J tanh 5 tanh ﬁ .
E= Am Zi:l ijl QzQJ In |:tanh2 ;—% tanh? 20 2tanh ;—% tanh;—% COS(QSZ‘ B QS]) +

R
+30 ArKg (1- %) {— In (%) +1n (tanhaia)}
R

(3.46)
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0.51
0.6
0.4

0.2

Figura 3.4: Autoenergia £’ que um defeito experimenta na geometria do hiperboldide
em funcao de r

3.4 Interacao Geométrica de Defeitos na

Geometria do Cone

O cone é uma superficie muito interessante pois sua curvatura gaussiana é nula
com excessao da singularidade. Veremos aqui como esta singularidade afeta a energia
livre dos sistemas em questao.

A métrica do cone em coordenadas polares na superficie é:
2
ds® = dr® + —d¢? (3.47)
p

onde p > 1 esta relacionado com a abertura do cone.

A curvatura gaussiana do cone é dada por [15]:

Ko = (p—1) (2om) (3.48)
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e a funcao de Green para o operador laplaceano no cone é dado por [16]:

1
G(r,v') = 0 In[r? + 12" — 2(r1’)P cos p(¢ — ¢')] (3.49)
s
O potencial geométrico ¢ entao dado por V = — [dA'Kg(r')G(r,1'). Sendo

assim substituindo-se a (3.48) e (3.49) na expressao do potencial geométrico obtemos

entao:
V(r)=-p(p—1)Inr (3.50)
Sendo assim a energia para filmes de Hélio superfluido contido no cone é:

2p . 2p - p
b= g Zi\il Zjvﬂ ¢iq; In [(:—O) + <%) -2 <T—3J) cos p(¢p; — ¢j)}

(3.51)
+>0 2K gip(p— 1) In =
E para filmes de cristal liquido obtemos:
K ~=N N v\ i\ riry \”
E=g )il 2o g In <%> - <%> —2 < 2 ) cos p(¢i — &;) (3.52)

— > ArKq (1— %) p(p — 1)n -

3.4.1 Interacao Geométrica de Defeitos na Geometria do

Toro

Vamos considerar um sistema com defeitos na superficie de um toro, cuja

parametrizacao esta de acordo com a figura 3.5.
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Figura 3.5: Parametrizagao do toro pelos angulos ¢ e n

Nesta parametrizacao a métrica do toro ¢é entao:
ds* = Ridn® + Ri(a — cosn)*dg? (3.53)

onde Ry é uma constante que estd relacionada com o raio interno do toro, e a é
uma constante que estd relacionada com o raio do genus. Vamos usar novamente o
formalismo do espago conforme para tratar do problema do toro. Na representagao

conforme temos entdo que a métrica (3.53) tem a forma:
ds? = ¢ (dR? + Rd¢?) (3.54)

Onde R = R(n, ¢)
Igualando (3.53) e (3.54) teremos:

e"R? = R2(a — cosn)? (3.55)

Rodn* = e dR* (3.56)
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Substituindo (3.55) em (3.56) temos:
dn dR
_— = — 3.57
o —cosn R ( )
E integrando obtemos entao:
2 arctan [%}
=InR (3.58)
a?—1
Para simplificar a escrita vamos definir entao:
2 arctan [(QJF;)E? g}
I(n) = 3.59
() L (3.59)
E assim temos que:
R =€ (3.60)
Substituindo entao (3.60) em (3.18) teremos entao que:
et = R2e 2™ (o — cosn)? (3.61)
e entao
Q =InRy —2l(n) + 2In(a — cosn) (3.62)
Assim o potencial geométrico é dado por:
V=—InRo+1(n) —2In(a — cosn) (3.63)
E a funcao de Green tem a forma usual:
1
G(r,r') = ——In[R* + R — 2R*R” cos(¢ — ¢')] (3.64)
T
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Assim para filmes a energia é dada por:

N 2 2 N
K R, R, RiR;
E=—— in | (=] + (=) —2—2 i— o) | =Y 27V (m;
£35S an| () (R) -2 Eftesor—on| -3 amivion
i=1 ];éN =1
(3.65)
Na figura 3.6 temos entao o grafico que ilustra como se comporta a autointeragao na
extensao do toro. Observamos que a geometria do toro cria um poco de potencial

para o defeito no superfluido. Mais detalhes da influéncia da geometria do toro na

interacao de defeitos sera estudada no futuro.

Legend

——  Alpha=1.5
----- Alpha=2

Figura 3.6: Energia de autointeragao em funcao de n experimentada por um defeito
no toro para um filme de superfluido

Para filmes de cristal liquido a energia é dada por:

N

K al Ri ? R; ? RiR,; :
E:_gzz%qﬂn[(ﬁ) 4 (ﬁ) -2 cos(@—qﬁj)] = (1-2)vm)

i=1 j£N
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Capitulo 4

Transicoes de Fase em Duas

Dimensoes

4.1 Auséncia de Ordem de Longo Alcance em

Sistemas Bidimensionais

Sistemas com ordem de longo alcance em trés dimensoes sao muito comuns na
natureza, e transicoes de fase que levam a estados com esta ordem também sao
muito comuns. Como exemplo destes sistemas temos cristais, cristais liquidos,
sistemas magnéticos, superfluidos, supercondutores, etc. Mas quando se ta em
duas dimensoes a coisa ¢ diferente. Uma série de trabalhos publicados nos anos
60 argumentam que ordem de longo alcance nao estd presente em duas dimensoes
[17, 18]. Para exemplificar a auséncia de ordem de longo alcance em sistema
bidimensionais vamos considerar aqui dois casos: primeiro vamos apresentar o desvio
quadratico médio da posicao das particulas de um cristal linear e também planar

[19] e depois vamos apresentar como se comporta a funcao de correlagao para um

49



4.1 Auseéncia de Ordem de Longo Alcance em Sistemas Bidimensionais 50

modelo XY.
Vamos ao primeiro caso. Temos aqui um cristal linear. Este sistema a
temperatura T = 0, é essencialmente uma cadeia de atomos com periodo b. O

desvio da distancia entre o n-ésimo e o 0-ésimo atomo ¢ dado por:

on = (zy, — x9) — nb (4.1)

Usando a aproximagao de Debye [19] obtemos os seguintes resultados para o

desvio quadratico médio[1]:

nb?kzT

= o (42)
W2k T

(62)ap %(mm@) (4.3)
B2k T

(On)ap = Co— (4.4)

Observamos entao que em 1D e 2D o desvio quadratico médio depende do
tamanho do sistema, enquanto que em 3D isto nao acontece, o que impede que
ordem de longo alcance ocorra a 7" > 0 em dimensao menor que 3. Em 2D como
a dependéncia com o desvio quadratico médio é logaritmica, entao é possivel haver
uma ordem local nesta dimensao. Dai a necessidade de defeitos topolégicos para
mediar esta ordem local.

Vamos considerar um exemplo explorado na referéncia [20] que mostra como se
comporta a funcao de correlagdo para modelos XY d-dimensionais. A funcao de

correlacao é definida como:
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f(r) = (&(r)y*(0)) (4.5)

Onde 9(r) é o parametro de ordem do sistema. Para modelos XY no limite de

r — 0o obtemos [20]:

f(r) = (S(r),S(0)) ~ e~ (4.6)
para d > 2.
r\ —n(T)
fo = (1) (4.7)

para d = 2, onde 1 é uma funcao regular que depende da temperatura e L da o

tamanho do sistema.

F(r) ~ exp <%7~) (4.8)

para d = 1, onde a é o parametro de rede.

O que podemos observar é que a correlacao em 3 dimensoes nao depende do
tamanho do sistema, o que significa que a temperaturas suficientemente baixas, a
correlacao é de longo alcance, o que indica ordem de longo alcance no sistema. Ja
em 1 dimensao a correlagao cai exponencialnente com o tamanho do sistema, o que
significa desordem no sistema. Em 2 dimensoes a correlacao cai algebricamente com
o tamanho do sistema, o que significa que no infinito a correlacdo cai a zero, o
que impede a existéncia de ordem de longo alcance, mas localmente o sistema esta

correlacionado. Isto indica a possibilidade de ordem local no sistema.
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4.2 Transicao de Kosterlitz-Thouless

Vamos ver aqui uma teoria para explicar uma espécie de transicao de fase que
ocorre para alguns sistemas bidimensionais, como por exemplo: modelos XY, filmes
superfluidos, filmes de cristal liquido, etc. Esta teoria foi desenvolvida por J.M.
Kosterlitz e D.J. Thouless [21, 22]. Vimos que em 2D, transi¢oes de fase nao ocorrem
da forma usual, isto é, de uma fase simétrica para uma fase com quebra de simetria.
O tipo de transicao de fase que ocorre em 2D é uma transicao mediada por defeitos

topoldgicos. Defeitos pontuais tipo vértices e disclinagoes apresentam um custo

A

1, onde A é a area do sistema e Ay é a drea do defeito. Com

energético K o In
isso a existéncia de defeitos isolados nao é favoravel a baixas temperaturas, pois o
sistema nao possui energia suficiente manté-lo. No entanto a baixas temperaturas é

favoravel energeticamente a existéncia de ”dipolos”de defeitos.

A altas temperaturas no entanto, a existéncia de defeitos isolados é
energeticamente favoravel. Entao a partir do regime de baixas temperaturas, onde
os defeitos existem aos pares ao aumentarmos a temperatura, atingiremos uma
temperatura T, tal que os pares se "quebrarao”e entao teremos um regime de
defeitos livres, ou seja, ha uma transicao de fase. Essa transicao, mediada por
defeitos topoldgico que se caracteriza pela mudanca de um estado onde os defeitos
formam " dipolos” para um estado onde os defeitos estao livres, chama-se Transicao de
Korstelitz-Thouless. Vamos considerar um par de vértices num filme de superfluido
contido no plano e ver com detalhes como ocorre esta transicao de fase. A energia
para um par de vortices no plano é:

p=Bpen (1)2 (4.9)

&1 To
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E a entropia ¢ dada por S = kg In A% = 2kpIn -, onde ro ¢ tal que Ag = 7rd. Assim

a energia livre do par de vortices é dada por:

8 0 o

K r\? r
ﬁzr—fm(—)—a@Tm— (4.10)

Kq?

Tonkg & entropia passa a dominar a energia

A partir de uma temperatura critica T, =
do sistema, sendo assim a temperaturas maiores que 7T, é favoravel ao regime de
defeitos livres. Podemos entender isto melhor calculando a separacao quadratica

média entre as cargas:

[T de [ drrdexp(—BK L In L)

r?) = 4.11
) f027r d¢ f:)o drrexp(—ﬁK% In %) ( )
onde = kBLT
Efetuando-se as integragoes obtemos entao:
K< —1
(r¥) = r%f;;;{%%———i (4.12)
Z

Vamos e interpretar fisicamente este resultado: a baixas temperaturas tem-se que
(r?) &~ r2. Sendo 1y da ordem do tamanho dos constituintes do sistema, significa que
a baixas temperaturas os pares estao ligados, mas quando se atinge a temperatura
critica T, estes pares se separam e assim temos defeitos livres.

A polarizabilidade por par de defeitos é entao obitida pela resposta linear ao

”campo elétrico” aplicado [21]:

Pl = agglreosd)| (1.13)
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Temos entao que:

9 f:)o drrexp(—=2BKq¢*In(r/rg)) exp(BEqr cos ¢)

P(r) = — 4.14
(r) o0& o drrexp(=28Kq?*In(r/ro)) i
Fazendo uso da equagao (4.11) obtemos entao:
1 2/ 2
P(r) = iﬁKq (re) (4.15)

Sendo assim a polarizabilidade diverge na temperatura de transigao.

4.3 Transicao de Kosterlitz Thouless na Presenca

de Espacos Curvos

Vimos na secao anterior como ocorre a transicao de fase para duas dimensoes
e que esta transicao que se da pelo rompimento do par ”defeito-antidefeito”, isto
é, o rompimento do par de defeitos com cargas g e —q. Mas tudo isto foi feito
na geometria trivial do plano. Nesta secao vamos introduzir sistemas com defeitos
pontuais em geometrias nao triviais. O fato de se ter sistemas com defeitos na
presenca dessas geometrias pode levar a efeitos interessantes como por exemplo: a
mudanga da temperatura de transicao de fase ou mesmo cancelar a transicao de

fase.

4.3.1 Transicao de Kosterlitz-Thouless na Geometria da

Esfera

Vamos estudar agora como ocorre a transi¢cao de Kosterlitz-Thouless na esfera
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para filmes de superfluido e filmes de cristal liquido. Vamos considerar um par
defeito-antidefeito nesta geometria. Considerando simetria azimutal na energia
obtida no capitulo anterior para um par de voértices num filme superfluido, esta

energia é entao dada por:

K tan == sec? =
E = ¢ 4R (L%j’«) — 2K’ <TZ"§) (4.16)
™ tanﬁ sec” 55

Sendo assim, como a esfera é uma superficie fechada, para comportar um sistema
fisico de dimensoes macroscépica, o raio deve ser muito grande, entao uma boa
aproximacao para esse caso ¢ fazer R — o0o. Sendo assim a transicao de Kosterlitz-
Thouless para a esfera ocorre exatamente como no caso do plano, tanto para o caso
de filmes superfluidos, como para filmes de cristal liquido. Esta transicao ocorre a
uma temperatuta:

_ K¢
n 871'/{33

[

(4.17)

E neste caso a transicao ocorre a esta temperatura tanto para filmes de superfluido
como para filmes de cristal liquido pois aqui o termo de autointeracao nao teve

relevancia.

4.3.2 Transicao de Kosterlitz-Thouless na Geometria do

Hiperboléide

Vamos verificar agora como a geometria do do hiperboldide influi na transicao de
Kosterlitz-Thouless. Vamos considerar um par defeito-antidefeito nesta superficie.

Para um filme de superfluido, considerando-se simetria azimutal na energia dada
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por (3.45) obtemos entao a seguinte energia livre:

Kq?. (tanh b inh
F==24 m( o 2§)+4qu21n (M)—zkﬂln (Sm 2R), (4.18)
C

0 o inh o
1 tanh B osh S sinh K

sinh?

onde a entropia é dada por S = kpln —-3&.
2R

r "~ sinh inh -~ T
Mas para 5% grande temos que cosh 5% = sinh 5= e Insinh 75 >> Intanh 7.
E sendo A = 47 R?sinh? 55 a drea do hiperboldide, entao a energia livre pode ser

escrita como:

A A

F(AT) = 27K @ In —— Tl ——
AT =2mkd ez~ P s o

(4.19)

Para temperaturas muito baixas, o regime de energia interna impera sobre o regime
entropico, assim o regime é de defeitos ligados, mas quando a temperatura é tal que
F =0, ocorre uma mudanca de regime e a entropia passa a imperar, sendo assim,
o regime que temos agora é o de defeitos livres. A transicao de fase é obtida entao

pelo diagrama de fases dado pela equacao:

T, Mg
c mR? cosh® 5% (4 20)
= ~ .
CSF In 47 R2 sin? ;—%
onde Cgp = % para filmes de superfluidos. Definindo A = 4;}%2 temos entao que:
In i'r‘
Tc _ cosh? Sk (421)

Csr In—4
Sin 3R

Na figura 4.2 tragamos o diagrama de fases para um uma membrana hiperbdloca de
Hélio Superfluido para diferentes raios de curvatura. Podemos observar da equacgao

(4.21) que no diagrama de fases acima da curva temos um regime de defeitos livres,
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enquanto que abaixo da curva temos um regime de pares de defeitos-antidefeitos

ligados.
T. R =100rg
C.SF - .
. defeitos livres
R = 1000rq
006
R =10000rq

0.04

pares de defeitos-antidefeitos ligados
002

Figura 4.1: Diagrama de fases para uma membrana hiperbdlica de um filme de
superfluido para diferentes valores do raio de curvatura

Observamos aqui que com a introducao do termo de autointeragao prevemos
uma transi¢ao do tipo Kosterlitz-Thouless a uma temperatura nao nula, coisa que até
entao a literatura nao havia previsto pelo fato de nao se considerar esta autointeracao
[23].

Para filmes de cristal liquido a energia livre se escreve da forma:

A A
F(A,T) = —4nKq (1 - g) m— kTl ———— (4.22)
2 47 R? cosh” 5% 47 R? sinh” 5%
E assim a temperatura critica de transicao de fase é dada por:
A
T q In cosh? 29
—:—q<1——>7,23 4.23
Cer 2/ In (4.23)
2R
onde C¢op, = % Para cargas topoldgicas de no intervalo ¢ < —% ou q > 2, temos
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um diagrama de fases semelhante ao tragado para a membrana hiperbdlica de filme

de superfluido. Isto é mostrado na figura 4.2

T. R = 1007
C.SF
. defeitos lvres
R = 1000rq
0.08
R =10000rq

0.04

pares de defeitos-antidefeitos ligados
002

Figura 4.2: Diagrama de fases para uma membrana hiperbdlica de um filme de
cristal liquido para diferentes valores do raio de curvatura com cargas topoldgicas
no intervalo ¢ < —% ouq > 2.

Algo diferente ocorre quando as cargas topoldgicas né filme de cristal liquido
estao contidas no intervalo 1 < ¢ < 2. Na figura 4.3 mostramos o comportamento

do diagrama de fases neste caso.

4.3.3 Transicao de kosterlitz-Thouless na Geometria do

Cone

Vamos comecar entao pela geometria do cone e ver como esta geometria influi
na transicao de fase do substrato. Para um par de vértices numa membrana cOnica
de um filme de superfluido a energia é dada por:

K
E =—pg*ln (1) —21K¢*p(p — 1) In -z (4.24)
T

87T 0 To
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Figura 4.3: Diagrama de fases para uma membrana hiperbdlica de um filme de cristal
liquido para diferentes valores do raio de curvatura no caso de cargas topoldgicas no
intervalo 1 < ¢ < 2

Podemos obter a entropia de maneira analoga a obtida no plano e esta ¢ dada por

S =2kpln % Sendo assim a energia livre é obtida por:

K
F = <—pq2 —2rK¢*p(p — 1) — 2kBT) In = (4.25)
& To
K02 _on _
E obtemos entao a temperatura critica T, = sz 22]Zq2p(p D Na figura 4.4

esbocamos a temperatura de transicao com a conicidade. Observamos entao que
para filmes de superfluido no cone s6 temos transicao para a conicidade p no intervalo

1 <p<1.02

Calculando a distancia média entre as cargas temos entao que:

() = 2 Oepd” + 27 Kp(p — 1)) — 1
"B(Epg? + 2nKp(p — 1)) — 2

E assim observamos que o sistema sofre a transicao do regime de defeitos ligados

(4.26)

ao regime de defeitos livres a temperatura 7.. Observamos um fato interessante
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THqg?
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001+

0.0054

0% 1.0021.004 1.0061.005 1.01 1.0°21.0741.0161.018 1.02 !

Figura 4.4: Temperatura de transicao para uma membrana conica de superfluido

que ¢é a temperatura de transicao aumentar pelo fator p. Usando o fato de que a

polarizabilidade ¢ dada por P = 13K ¢*(r?) temos entao que:

2B(Kpg® 4+ 2nKp(p— 1)) — 1
 Bpg® + 27 Kp(p — 1)) — 2

P = %6[(({27‘ (4.27)

E observamos que esta polarizabilidade diverge na temperatura critica T..
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Capitulo 5

Conclusoes e Pespectivas Futuras

Ao final deste trabalho apresentamos algumas conclusoes importantes comecando
pelo primeiro capitulo o qual foi de muita importancia introduzirmos conceitos
fundamentais em matéria condensada como parametro de ordem, pois precisamos
do conceito de parametro de ordem para entender como os defeitos topoldgicos
distorcem a ordem do sistema fisico em questao.

Também foi muito importante o capitulo dois desta dissertacao, pois
apresentamos uma revisao a respeito dos modelos XY e sistemas que se comportam
como tais , por exemplo, filmes finos de Hélio superfluido e filmes finos de Cristal
liquido nematico, visto que a compreensao de modelos XY ¢ de fundamental
importancia para a obtencao de uma teoria que descreve defeitos topoldgicos em
sistemas bidimensionais.

O conteiudo do capitulo trés foi muito importante para caracterizarmos nossos
sistemas nas geometrias trabalhadas, pois a partir das ferramentas introduzidas
neste capitulo, que se refere a modelos XY em espagos curvos, fomos realmente
capazes de escrever a energia livre dos sistemas em questao, o que da uma descrigao

termodinamica destes. E observamos que um aspecto muito importante para defeitos
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em superficies curvas é que estes defeitos além de experimentarem a interacao usual
coulombiana entre eles, experimentam uma autointeracao de carater geométrico
devido a curvatura gaussiana da superficie. E uma coisa bastante importante
observada ¢é que existe uma diferenca fundamental entre a autointeracao em filmes de
Hélio superfluido e a autointeracao em filmes de Cristal liquido. Em filmes de Hélio
superfluido a autointeracao é quadratica na carga topolégica enquanto que para
filmes de cristal liquido a autointeracao tem um termo quadratico e outro linear na
carga topologica. Esta diferenca no carater da autointeracao se da pela natureza
geométrica do parametro de ordem dos sistemas em questao, pois para filmes de Hélio
superfluido o parametro de ordem ¢ a fase da fungao de onda coletiva, grandeza tal
que nao esta definida no mesmo espaco da superficie ao qual o filme esta colocado,
sendo assim a superficie nao influencia no estado fundamental de filmes de Hélio
superfluido, o que tem como consequéncia o termo quadratico na autointeracao. J&
em filmes de Cristal liquido o paramatro de ordem esta relacionado com o angulo
de orientacao das moléculas, grandeza que estd definida no mesmo espaco em que
a superficie esta definida e a consequéncia disso é que a superficie influi no estado
fundamental de filmes de cristal liquido e com isso surge um termo de conexao
na energia livre, resultando o acoplamento linear da autointeracao com a carga
topolégica.

Finalmente vamos apresentar conclusoes sobre os resultados obtidos nestre
trabalho. Comecando pelas autoenergias obtidas. Antes de entrar nos nossos
resultados propriamente ditos fizemos uma revisao sobre o trabalho de Nelson et al
sobre defeitos no carogo gaussiano [11], ao qual se obtem de maneira simples a energia
livre deste sistema pelo uso do formalismo de espacos conformes. Em [11] se obtém
uma transicao do tipo Kosterlitz-Thouless variando apenas o parametro « do caroco
gaussiano. Pretendemos futuramente introduzir efeitos de temperatura e entender

como ocorre a transicao de Kosterlitz-Thouless para o caroco gaussiano levando-

Departamento de Fisica - UFPB



63

se em conta o parametro da superficie o e a temperatura. Quanto aos resultados
propriamente ditos comecamos primeiramente escrevendo as energias livres para
a esfera, hiperboldide, cone e toro, incluindo o termo de autointeracao o qual foi
obtido utilizando o formalismo do espaco conforme, para depois verificarmos efeitos
de temperatura.

Verificamos que a geometria em que o sistema fisico se encontra influi diretamente
na transicao de fase que este sofre. Na esfera observamos que a transicao de um
regime com defeitos ligados para um regime com defeitos livres ocorre exatamente
como ocorre no plano, pois quando estamos tratando de transicoes de fase em
sistemas fisicos, em geral, estes sistemas apresentam dimensoes termodinamicas.
Ou seja, o tratamento de transicao de fase para sistemas contidos numa esfera se da
fazendo R — 00, 0 que torna a transicao equivalente a que ocorre no plano.

No caso do cone vemos que existe uma temperatura fixa para a transicao de fase.
vimos que esta temperatura de transicao aumenta pela conicidade p em relacao ao
plano e devido a autointeracao é adicionado um termo ctibico em p subtraido com um
termo quadratico, o que resulta numa temperatura ainda mais alta . Temperaturas
altas podem ser mais facilmente obtidas experimentalmente, dai a importancia para
o aumento da temperatura de transicao numa geometria conica.

E outra conclusao importantissima é que para sistemas contidos na geometria
do hiperboldide ocorre uma transicao do tipo Kosterlitz-Thouless, que nao havia
até entao sido previsto, pois em trabalhos anteriores nao se consideravam o termo
de autointeracao na energia livre. E o mais interessante é que a transicao de fase
nao é dada apenas numa tunica temperatura, mas sim por um diagrama de fases
envolvendo temperatura e a area do sistema.

E quanto as pespectivas futuras para a continuidade deste trabalho, pretendemos
investigar como ocorrem transicoes de Kosterlitz-Thouless para o toro assim como

foi feito para as geometrias ja tratadas. Pretendemos também generalizar o que
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foi feito sobre transicoes de fases incluindo o efeito dos demais defeitos contidos
no sistema, coisa que nao da para se tratar analiticamente. Dai temos que partir
para métodos numéricos ou métodos aproximativos tais como técnicas de Grupo de

Renormalizagao.
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