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Resumo

A tecnologia que usamos nos dias de hoje tem como uma de suas bases principais, a
Mecanica Quantica. Através da Mecanica Quantica, com o desenvolvimento da fisica dos
semicontutores, somos capazes de construir dispositivos os quais, manipulam particulas
para determinados fins. Como exemplo destes dispositivos, temos o diodo e o transistor,
que sao o coracao da eletronica. Nesta tese, buscamos teoricamente sistemas fisicos para a
obtencao de certos efeitos quanticos. Tais efeitos que desejamos obter sao, uma estrutura
de bandas para fotons e particulas carregadas, o efeito Aharonov-Bohm para fétons, e
fases geométricas para particulas relativisticas descritas por hamiltonianos nao hermitianos.
Para tal finalidade, os problemas tratados aqui sao: o estudo de fétons em cristais fotonicos
formados por isolantes topoldgicos, a descricao de sistemas de particulas carregadas de
massa variavel, o estudo da dinamica de particulas carregdas de massa periddica, o estudo
do efeito Aharonov-Bohm para o féton através de um fluido viscoso, e o surgimento de fases
geométricas para particulas relativisiticas sujeitas a hamiltonianos nao hermitianos e que
variam lentamente. As principais contribui¢oes do nosso trabalho, foram a proposta para
um hamiltoniano que descreve particulas com massa variavel, a obtencao de uma estrutura
de bandas de energia para uma particula carregada com massa periddicas, a obtencao
de uma estrutura de bandas de frequéncia para fétons num cristal fotonico formado por
isolantes topolégicos, & obtencao de um andlogo do efeito Aharonov-Bohm para o féton,
onde a vorticidade de um fluido viscoso faz o papel do campo magnético confinado, e
mostrar que particulas relativisticas sujeitas a hamiltonianos nao hermitianos e que variam

lentamentem, apresentam fases geométricas complexas.
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Abstract

One of the foundations of the actual technology is the Quantum Mechanics. Through
Quantum Mechanics, with the development of semiconductors physics, we are able to build
devices which, manipulate particles for certain purposes. As an example of these devices,
we have the diode and transistor. In this thesis we seek physical systems, to obtain some
quantum effects, theorically. The quantum effects which we want to obtain, are a band
structure for photons and charged particles, the Aharonov-Bohm effect for photons and
geometric phases for relativistic particles described by non-Hermitian Hamiltonian. For this
purpose, the issues addressed here are: the study of photons in photonic crystals formed by
topological insulators, the description of systems of charged particles of varying mass, the
study of dynamics of the charged particles with periodic mass, the study of the Aharonov-
Bohm for the photon through a viscous fluid, and the appearance of geometric phases for
relativistic particles described by non hermitian Hamiltonian. The main contributions of
our work was the proposal for a Hamiltonian which describes particles with variable mass,
obtaining a structure of energy bands for a charged particle with periodic mass, obtaining
a structure of frequency bands for photons in a photonic crystal formed by topological
insulators , showing the Aharonov-Bohm effect for the photon, where the vorticity of a
viscous fluid is the role of magnetic fields confined, and show that relativistic particles

subject to non-Hermitian Hamiltonian which varies slowly, has complex geometric phases.
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Introducao

Uma grande revolucao tecnoldgica, talvez a maior delas ocorreu na metade do século
XX, ocorreu apds o desenvolvimento da mecanica quantica, em meados de 1958 com a
invencao do transistor. Assim, surgiu a eletronica. A maior parte da tecnologia atual
¢é baseada na eletronica. Televisores, aparelhos de radio e som, celulares, computadores,
todos esses aparelhos usam-se dela. A eletronica é baseada na fisica dos semicondutores
[1, 2], que sao cristais moleculares cuja finalidade é o controle e manipulagao de elétrons. A
manipulacao de elétrons em semicondutores, se da por um fendémeno quantico que ocorre em
cristais, onde elétrons com certas energias sao proibidos de atravesar o cristal semicondutor.
Assim, grosseiramente falando o que se faz no semicondutor é controlar quais elétrons
atravessam ou nao o cristal.

Atualmente, uma grande revolugao tecnoldgica esta por vir com o advento da fotonica
e da spintronica. A fotonica se baseia na manipulacao e controle de fétons, e os principais
dispositivos usados para a manipulacao e controle de féton sao os cristais fotonicos [3, 4].
Tais cristais foram previstos no final da década de 80 [5]. Podemos dizer que os cristais
fotonicos sao semicondutores de luz, pois sao os andlogos dos semicondutores para os
fétons. A vantagem de se trabalhar com manipulacao de fétons ao invés de manipulagao de
elétrons é que a capacidade de miniaturizacao dos dispositivos fotonicos é muito maior que a
capacidade dos dispositivos eletronicos, o que resulta por exemplo em processadores de alto
desempenho. Com o uso dos dispositivos fotonicos poderemos ter no futuro, processadores
que operam na ordem de 100 THz [6]. J4 a spintronica trata-se de uma eletronica onde

se pode controlar e manipular os spins dos elétrons. Através do controle magnético de



elétrons pode-se construir dispositivos de armazenamento de informacgao alto desempenho,
0 que pode permitir por exemplo o armazenamento de informacoes nao salvas quando se
desliga o computador. Em materiais chamados de isolantes topoldgicos [7, 8], observa-se
efeitos de controle de spin. Estes materiais sao caracterizados por ser um isolante com uma
superficie condutora. Essa superficie condutora se da por uma forte interacao spin orbita
com os elétrons, o que permite a separacao entre os elétrons de spin up e os de spin down.

O trabalho desenvolvido nesta tese trata-se da interagao entre particulas e meio, e assim
relacionado com o avango tecnolégico atual. No primeiro capitulo desta tese, faremos uma
revisao sob os aspectos basicos da fisica de ondas eletromagnéticas nos cristais fotonicos.
A principal motivacao deste capitulo de revisao é que os métodos mateméaticos empregados
neste capitulo servirao de base para a obtencao dos resultados nos demais capitulos.

No capitulo 2 faremos uso do método utilizado no capitulo anterior para o céalculo
de bandas em estruturas fotonicas unidimensionais. O capitulo 2 nao se trata de uma
revisao, mas de um estudo inédito a respeito de sistemas de particulas quanticas com
massa variavel. Trataremos de sistemas em que a massa varia com a posi¢ao. Assim tal
massa podera ser associada com um operador e tal operador nao comuta com o operador
momento linear. Iremos propor aqui um hamiltoniano para a descricao de particulas livres
com massa variavel, baseado na quantizacao canonica. Outro estudo que faremos nesse
capitulo além de propormos o Hamiltoniano para particulas livres com massa variavel, é
o calculo da estrutura eletronica para particulas livres de massa variavel. Mostraremos
que quando a massa da particula é periddica, esta apresenta uma estrutura de bandas,
semelhante a elétrons em cristais semicondutores.

O terceiro capitulo é relacionado aos isolantes topolégicos. Este capitulo divide-se
numa parte informativa, onde citaremos os principais aspectos da fisica dos isolantes
topoldgicos,sem se aprofundar no assunto; e uma parte de resultados, onde nesta é feito um
estudo da propagacao de ondas eletromagnéticas num meio formado pela jungao periddica
de um isolante comum e um isolante topolégico. Utilizando um célculo andlogo ao que sera
usado no capitulo 1 e no capitulo 2, mostraremos que nesse caso a onda eletromagnética

apresentara também uma estrutura de bandas que dependera do parametro do isolante



topoldgico.

No capitulo 4 serd apresentado o formalismo da primeira quantizacao do féton e assim
a funcao de onda do féton. Tal formalismo, apesar de muito pouco explorado na literatura,
possui um grande potencial de aplicacao. Um das principais motivacao de se estudar a
funcao de onda do féton, é que para fendomenos conhecidos para elétrons, pode-se buscar
andlogos para fétons, como por exemplo, o efeito Aharonov-Bohm, confinamento por de-
feito, localizacao de Anderson, etc. Neste capitulo mostraremos como quantizar a particula
sem massa, obtendo entao a mecanica quantica de particulas sem massa de spin 1, ou seja
fétons. Como resultados nossos neste capitulo, um deles diz respeito a esstrutura de bandas
de fétons em cristais fotonicos, e o outro resultado obtido por nés, que é o mais importante
deste capitulo, mostra a obtencao de um analogo do efeito Aharonov-Bohm para fétons,
onde mostramos que tal efeito é reproduzido pela vorticidade de um fluido viscoso com
permissividade elétrica e permeabilidade magnética.

O capitulo 5 esta relacionado a fisica de sistemas quanticos onde o Hamiltoniano destes
sistemas sao descritos por operadores nao Hermitianos. Nossa contribuigao neste capitulo
se da atravaes de dois resuldados. Um deles é que para particulas relativistica de spin
0, spin 1/2 e spin 1, que evoluem adiabaticamente; existe uma fase geométrica complexa,
onde a parte real representa um fator de fase propriamente dito para a particula, e a
parte imaginaria representa uma atenuacao ou uma amplificacao na amplitude da funcao
de onda. O outro resultado trata-se de um andlogo do efeito Aharonov-Bohm, onde este
efeito é obtido pela vorticidade de um fluido viscoso que seja condutor, ou que seja um
meio amplificador para a luz.

Por fim, nas conclusoes, mostraremos um resumo dos principais resultados obtidos na
tese, e apresentaremos propostas para trabalhos futuros relacionados diretamente com os

resultados obtidos nesta tese.



Capitulo 1

Cristais Fotonicos

1.1 Introducao

Cristais fotonicos sao estruturas periddicas artificiais (Fig. 1.1) nas quais ondas eletro-

magnéticas (fétons) podem ser manipuladas de forma andloga aos elétrons em semicondu-

tores [3, 4, 9].

1D 2D 3D

(AL LI D

Figura 1.1: Estrutura de um cristal fotonico. O cristal fotonico se caracteriza pela peri-
odicidade em sua estrutura dielétrica (ou magnética). A periodicidade pode ser em uma,
duas, ou trés dimensoes.

Para entendermos a importancia dos cristais fotonicos, vamos voltar nossa atencao um
pouco na tecnologia desenvolvida no século XX. A maior parte dessa tecnologia foi desen-
volvida gragas a eletronica. A eletronica é baseada na fisica de dispositivos semicondutores

(feitos de silicio), cuja funcdo destes ¢ manipular elétrons. Essa manipulacao de elétrons



depende de um fenomeno quantico, o qual um certo intervalo de energia para o elétron é
bloqueado de atravessar o semicondutor. Tal intervalo de energia ¢ comumente chamado
de gap. Assim num semicondutor, teremos uma estrutura de bandas para a energia dos
elétrons que atravessa esse material. Tem-se um intervalo de energia permitido para o
elétron; e tem-se o intervalo proibido, o gap.

Mostraremos aqui que quando a luz atravessa um meio periddico, isto é, um cristal
fotonico, observa-se também uma estrutura de bandas assim como ocorre em semicondu-
tores. Gracas a este efeito, pode-se construir dispositivos fotonicos com as mais diversas
aplicacoes em tecnologia. Pode-se aplicar os cristais fotonicos como dispositivos para con-
finamento e encurvamento de luz [11]. Nesse caso tais dispositivos podem ser usados para
se construir filtros de uma tnica frequéncia e usar como cavidade para nanolasers [12].
No caso do semicondutor, faz se o processo de dopagem, onde se coloca ou retira-se um
atomo extra no cristal, ou ainda se coloca um atomo diferente. Tal processo permite
grandes aplicacoes aos dispositivos semicondutores, o que permite construir diodos e tran-
sistores. O mesmo ocorre no cristal fotonico, onde o equivalente ao processo de dopagem,
é a criacao de defeitos nas estrututra periédica, onde se quebra a simetria da rede. Nesse
caso, na regiao em que se tem o defeito, pode se confinar uma pequena faixa de frequéncia
do gap e assim, se o defeito for pontual teremos uma cavidade onde teremos luz confinada,
e se o defeito for linear, teremos um guia de onda, e assim pode-se construir fibras 6pticas
de cristais fotonicos (fibras fotonicas). Estas fibras podem guiar a luz de maneira suave,
isto é, a luz segue a trajetéria da fibra, e assim com poucas perdas, diferentemente da fibra
Optica convencional, onde a luz se propaga por sucessivas reflexoes totais, o que leva a uma
maior perda de energia. Na Fig. 1.2 ilustra-se a sec¢ao transversal de uma fibra fotonica.
A estrutura desta seccao se constitui de uma rede periédica de buracos de ar, onde tal rede
seleciona as possiveis frequéncias qua passarao na fibra, e um buraco central, que confinara

luz que passar na fibra.

Neste capitulo sera apresentado uma descricao basica da fisica dos cristais fotonicos,

bem como identificar propriedades dos modos eletromagnéticos que se propagam nestes



Figura 1.2: Estrutura de uma fibra fotonica. Neste caso a luz serd guiada pelo buraco
central. Fonte: E. Yablonovitch, Scientific American, December, 2001.

cristais. Entendemos como modos eletromagnéticos as possiveis frequéncias associada as
ondas eletromagnéticas consideradas aqui. Comecaremos por descrever a equagao de onda
num meio em que suas constante dielétrica e a permissividade magnética variam com
a posicao. Apresentaremos também um estudo detalhado das simetrias envolvidas num
cristal fotonico para assim investigar as propriedades mais importantes das ondas eletro-
magnéticas que se propagam nesses meios. Apos isso faremos uma explanacao detalhada,
de maneira analitica do problema do cristal fotonico unidimensional, bem como o célculo

da estrutura de bandas destes sistemas.

1.2 Propagacao de Ondas Eletromagnéticas em Meios
Periédicos e Simetrias

1.2.1 Equagao de Onda para Meios nao Homogéneos

A partir de agora faremos o estudo da propagacao de ondas eletromagnétricas em meios
periddicos, pois o cristal fotonico é um meio periddico. Vamos considerar meios lineares e
isotropicos. Meios lineares sao aqueles cujas respostas elétrica e magnética nao dependem
dos campos incidentes, e meios isotropicos sao aqueles cujas respostas aos campos nao
dependem da direcao que estes campos sao aplicados. Assim levando-se em conta a lin-

earidade e isotropia dos meios considerados aqui, as relagoes constitutivas para tais meios



sao:

D = €e(r)E, (1.1)
B — popu(r)HL. (12)

onde €y e pp sao respectivamente a permissividade elétrica e a permeabilidade magnética
do vécuo, e €(r) é a constante dielétrica do meio e u(r) é a permeabilidade magnética do
meio.

Se estamos interessados no problema da propagacao de ondas em meios periddicos e

sem cargas livres e correntes. Assim estas ondas obedecem o conjunto de equactes de

Maxwell [14]:

V-D =0, (1.3)
V-B=0, (1.4)
VXE= _88_]?7 (1.5)
VxH= aa—];) (1.6)

Vamos considerar a solucao de ondas planas para as equagoes acima. Assim teremos:

E(r,t) = E(r)e ™", (1.7)

H(r,t) = H(r)e ™" (1.8)

Substituindo estas solugoes nas equagoes (1.5) e (1.6), e usando-se as relagoes constitu-

tivas (1.1) e (1.2), encontramos:

V x E(r) = iwpopu(r)H(r) (1.9)



V x H(r) = —iwepe(r)E(r) (1.10)

Isolando entao E(r) na equagao (1.10), teremos assim:

E(r) = #@v x H(r) (1.11)

Substituindo-se a equagao (1.11) em (1.9) obtemos finalmente a equagao de onda para

meios dependente da posicao:

w2

1
V x (EV X H(r)) = g,u(r)H(r) (1.12)

Para se entender como a onda eletromagnética se propaga num cristal fotonico, pre-
cisamos resolver a equagao (1.12) com suas devidas condigoes de contorno. Na préxima
secao, sera investigada propriedades das solucoes dessas equacoes utilizando-se das sime-

trias do cristal, assim como se faz nos cristais eletronicos.

1.2.2 Simetrias em Cristais Fotonicos

Para se estudar o movimento de elétrons em cristais eletronicos, usamos a Fisica do
Estado Sélido, que faz uso da Mecanica Quantica e da linguagem de simetrias. Para resolver
a equagao de Schrodinger e encontrar os estados eletronicos do elétron num cristal, e assim
as bandas de energia, é de fundamental importancia o uso das simetrias do cristal.

Assim, para se descrever os modos eletromagnéticos num cristal fotonico, utilizaremos
de um procedimento analogo ao usado na Fisica do Estado Sélido para se descrever esta-
dos eletronicos em cristais. Ou seja, utilizaremos a teoria eletromagnética e exploraremos
as simetrias dos cristais fotonicos para descrever os modos eletromagnéticos. Estudar
simetrias em cristais fotonicos significa extrair o maximo de informagoes dos modos eletro-

magnéticos, sem precisar resolver a equacao de onda.



Num cristal fotonico, varias simetrias estao presentes: simetria de inversao, simetria
continua de translacao, simetria discreta de translacao, simetria de rotacao, simetria de
inversao temporal e simetria de espelho. Cada uma dessas simetrias oferece valiosas in-
formacoes a respeito dos modos eletromagnéticos presentes no cristal fotonico. Para nossos
propositos, sera suficiente explorar as simetrias de inversao espacial, de translacao continua,

e translagao discreta.

Simetria de Inversao

Vamos observar aqui a implicacao da simetria de inversao nos modos eletromagnéticos
de um cristal fotonico. Para simplificar as idéias, consideremos um cristal fotonico uni-
dimensional, isto é, cuja periodicidade se dé apenas em uma dimensao. Consideraremos
também que esse cristal seja nao magnético, constituidos de placas com constantes dielétricas
€1 e €, como mostra a Fig 1.3, onde se propaga modos eletromagnéticos H(r) com

frequéncias w.

_ b

€ .
1 | & €1 € = €
0 2 % i a+b 2

Figura 1.3: Cristal fotonico unidimensional. Tal sistema apresenta simetria de inversao
espacial.

No sistema apresentado temos uma importante simetria: se invertermos o cristal fotonico
em torno da origem, nao observamos mudanca na configuracao do sistema, assim teremos
uma simetria de inversao.

Consideremos agora o efeito de uma operagao de simetria sobre H(r). Definamos o

operador de inversao Z, cujo efeito é:



TH(r) = H(-1). (1.13)

Se o sistema é simétrico por inversao, entao ZH(r) é também um modo eletromagnético

de frequéncia w, assim H(r) e ZH(r) sdo modos degenerados. O que implica em:

TH(r) = oH(r). (1.14)

Se aplicarmos a operacao de inversao duas vezes, voltamos a configuracao inicial, assim:

T’H(r) = o®H(r) = H(r) (1.15)

Logo, a®> = 1, o que implica em a = £1. Como consequéncia da simetria de inversao,
mostramos que os modos eletromagnéticos que se propagam no cristal fotonico tem as

seguintes propriedades:

H(—r) = H(r), (1.16)
H(-r) = —H(r) (1.17)

Assim encontramos uma importante informacao a respeito dos modos que se propagam
num cristal fotonico: estes modos tem paridade definida, isto é, ou sao pares, ou sao
impares.

Que outras informacoes podemos conseguir a respeito dos modos eletromagnéticos num

cristal fotonico, explorando as demais simetrias? Veremos mais adiante.

Simetria de Translacao Continua

Outra simetria importante presente nos cristais fotonicos ¢ a simetria de translacao
continua.

Um sistema é simétrico por translagao continua, se tal sistema for invariante por um
deslocamento d. Definamos entao o operador de translacao continua Td, o qual, quando

opera numa funcao vetorial f(r), desloca seu argumento por d, isto é:
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Tyf(r) = f(r — d). (1.18)

O tratamento aqui serd feito para um cristal fotonico unidimensional, mas vale também
para cristais fotonicos bidimensionais e tridimensionais. Consideremos o cristal fotonico
unidimensional apresentado na Figura 1.4 e um deslocamento d = x4X + y4¥ nesse cristal.
Observamos aqui tal cristal apresenta simetria continua nas direcoes x e y, pois tem-se que

e(r—d) = e(r) e p(r —d) = p(r). Vamos definir aqui o operador O como sendo:

V x ——V x H(r). (1.19)

Figura 1.4: Cristal fotonico unidimensional. Tal cristal apresenta simetria continua nas
direcoes x e y.

2

OH(r) = c;’—QH(r). (1.20)

Consideremos agora a acao do operador T, na equagao (1.20). Usando o fato de que €

e p sao simétricos pela translagao d, entao teremos:

A 1 1 1 1 A
T,OH(r) = e d>V>< = d)VXH(r—d) = EVX %VXH(r—d) = OH(r—d).
(1.21)
Assim:
T,OH(r) = OT,H(r), (1.22)
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o que é equivalente a:
[T,,0] = 0. (1.23)
O fato de T e O comutarem significa que estes operadores possuem o mesmo conjunto
de autofuncdes. Assim para para se obter o conjunto de autofuncoes de O, precisamos
apenas do conjunto de autofuncoes de Ty
Consideremos entdo a acio do operador T; na fungio vetorial efarehvin(z), onde

k = k, X+ k,y + k.z é o vetor de onda associado aos modos eletromagnéticos e u(z) é uma

funcao vetorial da variavel z a ser determinada. Temos entao que:

Tyle*emet*vvn(z)] = ethavagibuyaleihat gikuyy ()], (1.24)

Assim concluimos que as autofungoes de O para um cristal fotonico unidimensional tem
a forma:

H(r) = =iy (z). (1.25)

Sem precisar resolver a equacao de onda, apenas explorando uma das simetrias, que
é a de translagao continua, mostra-se que os modos eletromagnéticos tem a forma dada
por (1.25). Nesse caso u(z) é uma fungao a ser determinada. Uma outra simetria pre-
sente no cristal fotonico, que é a simetria de translacao discreta fornecera uma importante

informacao a respeito de u(z).

Simetria de Translacao Discreta

A principal simetria do cristal fotonico é a simetria de translagao discreta. Os cristais
eletronicos também sao caracterizados por essa simetria, e a principal consequéncia de tal
simetria nos cristais eletronicos é a existéncia de uma estrutura de bandas na energia dos
elétrons que se movem nesses cristais [16, 17]. Mostraremos aqui, que nos cristais fotonicos
a simetria de translacao discreta também leva a uma estrutura de bandas nas frequéncias

dos modos eletromagnéticos que se propagam no cristal.
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A simetria de translacao discreta nao se trata de uma invariancia por um deslocamento
qualquer, mas sim uma invariancia pelo deslocamento do sistema a uma distancia que é
multiplo inteiro de um comprimento fixo. Consideremos o cristal fotonico da Figura 1.3.
Tal cristal possui simetria discreta de translagao na direcao z. O comprimento fundamental
d=a+béa constante de rede, e o vetor correspondente a este comprimento fundamental
na direcao z, é o wvetor da rede primitiva. No caso do cristal fotonico unidimensional,
ilustrado pela Figura 1.3 o vetor da rede primitiva é a = dz. A simetria de translagao
discreta é dada entao por €(z) = €(z £ 1d) , onde [ é inteiro.

A regiao fundamental compreendida entre 0 < z < d é a célula unitdria. Para se tratar
da simetria discreta de translacao, também fazemos uso do operador de translagao. Neste
caso teremos:

Tif(2) = f(z + Id), (1.26)

e assim podemos encontrar o conjunto de autofuncoes de T;:

rjvleikzzi — pilka(z1d)) _ e:ﬁ:ikld[eikzzi]' (1.27)

ik, (z—&-%)

Vamos considerar fungoes vetoriais do tipo e Z. Assim teremos que:

Tleikz(z-&-%”l)i _ eikld[eikz(z—i-%ﬂ)i]' (1.28)

, ~ ik 27l . ~
Concluimos entao que e’ «(=+%")3 formam um conjunto degenerado de autofungoes com

ik.ld 27

autovalor e =F, 0 modo

, assim se somarmos a k, qualquer multiplo inteiro de f =
eletromagnético nao serd mudado, ou seja, w(k,) = w(k, £1f). O vetor f = fz é chamado
de wetor da rede reciproca, e a regiao _72” <k, < _72” ¢ chamada de zona de Brillouin.
Qualquer valor de k, é redundancia de algum valor de k. pertencente a zona de Brillouin.

Do estudo das simetrias de translagao continua, mostramos que:

H(r) = e ="t (z). (1.29)

Como o sistema é simétrico por translagao discreta, entao isso implica em [O,T;] = 0

~

e assim pode-se concluir que O e 1; possuem auto estados comuns, e como mostramos
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quem sao os autoestados de Ty, mostramos automaticamente os autoestados de O. Assim
podemos observar que a fungao vetorial u(z) pode ser escrita como uma superposigao de

autoestados de T;. Isto leva a:

u(z) = ZAl(x, y)elh=Ezg, (1.30)
I

A partir da equagao (1.30) acima, vamos redefinir a func¢ao vetorial u(z) como sendo:
u(z) = ZAl(x, y)et=, (1.31)
I

Uma observagao importante da expressao acima é que u(z) é periddico, isto é, u(z) =
u(z £ 1d).
Com isso concluimos que os modos eletromagnéticos num cristal fotonico unidimen-

sional tem a forma:

H(r) = e*oethviy(z), (1.32)

onde u(z) = u(z £ id).

Tal resultado é conhecido na Fisica do Estado Sélido como Teorema de Bloch [16, 17].
O fato de u(z) ser periddico, significa que o problema estara restrito a célula unitaria. Pelo
Teorema de Bloch, podemos extender a solucao restrita a célula unitaria para as demais
regioes do cristal. O fato do problema ser restrito a uma regiao finita, matematicamente
pode ser entendido como um sistema confinado, assim os modos eletromagnéticos w(k)
serao quantizados, o que significa que aparecerd uma estrutura de bandas relacionada as

frequéncia dos modos eletromagnéticos.

1.3 Cristais Fotonicos Unidimensionais

Faremos apartir de agora o tratamento analitico da incidéncia de modos eletromegnéticos

em cristais fotonicos unidimensionais. Vamos considerar aqui o caso mais simples, que é o
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da incidéncia normal, isto é, a direcao de propagacao da onda é perpendicular ao plano das
placas do crital e assim tem o vetor de onda dado por k = kz. O primeiro a resolver este
problema foi Lord Rayleigh [18] em 1917, que resolveu tal problema da maneira tradicional,
considerando as sucessivas reflexoes e transmissoes nas componentes do sistema periddico.
O tratamento feito aqui a respeito deste problema nao sera tao laboroso quanto o feito
originalmente por Lord Rayleigh. Este serd baseado nas simetrias do sistema. Vimos ante-
riormente as implicacoes das simetrias para os modos eletromagnéticos presentes no cristal
fotonico. Uma das principais implicagoes dessas simetrias é que os modos eletromagnéticos

obedecem o Teorema de Bloch. Assim para o caso de incidéncia normal teremos que:

H(r) = e uy(2). (1.33)

O teorema de Bloch tem uma implicacao importante, que para caracterizar completa-
mente o problema, basta tomarmos os valores de k restritos a zona de Brillouin. Assim,
para obter as solucoes da equagao (1.12 ) precisamos trabalhar apenas na regiao compreen-
dida entre 0 < z < a + b. Para o caso de incidéncia normal no cristal, consideramos as
duas polarizagoes lineares possiveis: a polarizacao X e y. Podemos observar que os mo-
dos associados a estas duas polarizacoes sao degenerados, isto é, correspondem as mesmas
frequéncias. Assim podemos considerar apenas uma das polarizacoes, por exemplo, a po-
larizacao X. Para o caso de incidéncia obliqua, que nao sera tratado aqui, a degenerecéncia

entre as polarizagoes X e y é quebrada. Para a polarizacao X teremos entao:

E(z) = E(2)X%, (1.34)
H(z) = H(2)y. (1.35)

Nas regioes sem interfaces entre a placas, podemos considerar o meio como sendo ho-

mogéneo. Assim nessas regioes, a equacao de onda (1.12) pode ser escrita como:

€ 2
— + sw'H = 0. 1.
7 + ol 0 (1.36)
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O calculo detalhado da solugao da equacao acima é feito no apéncide A.
Assim, encontramos a seguinte equacao transcedental que dé a relagao de dispersao
entre a frequéncia e o vetor de onda:

1 /L I
cos(k(a + b)) = cos gra cos gab + = (I—l + [—2) sin qpa sin gab (1.37)
2

2

_ y€E1p1 _ y/€2M2 o J758 o 12
onde ¢y = *_—=, o =""—, L =/ elh=,/2

A relagao (1.37) é a relacao de dispersao para os modos eletromagnéticos no cristal

fotonico unidimensional. Observamos que o membro esquerdo desta relagao é limitado
entre -1 e 1. Isso significa que w(k) nao pode assumir qualquer valor, mas sim valores
restritos a rela¢do de dispersao (1.37), o que implica em alguns valores proibidos para as
frequéncias. Dessa forma entao surgem as bandas de frequéncia. Abaixo tracamos gréaficos

que mostram estas bandas de frequéncia no cristal fotonico unidimensional:

w(ath) i
¢ Lu'(ﬂ_H]) W(HTH))
1 c

\
/

ot
: e e 2_

I=l D=35 D=5 Kath) Il I35 beg Kath)
a

I=l B=35 b=l
a a

Figura 1.5: Estrutura de bandas num cristal fotonico unidimensional.

Observamos na figura 1.5 que o contraste entre os indices de refracao entre as duas
placas que forma a estrutura periédica traz uma estrutura de bandas e gaps. O que se

observa também é que a relacao entre b e a pode modular o gap. Se g crescer, observamos
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que os gaps diminuem, e assim para % = 5 o primeiro gap comega a desaparecer. Ja no

caso em que g diminui, os gaps aumentam como é mostrado na figura acima para g =0,2.
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Capitulo 2

Descricao de Sistemas de Massa
Variavel

2.1 Introducao

O estudo de portadores de carga em semicondutores pode ser feito usando o método
da massa efetiva [19]. Por isso, recentemente, o problema da dinamica de particula de
massa variavel tem sido estudado. Por exemplo, na referéncia [20] os autores obtém as
formulas de Feymann e equacgoes tipo Schrodinger descrevendo difusao de particulas nesse
caso. Ja na referéncia [22] sao estudado os estados de superficie de um cristal semi-infinito,
e seus os estados eletronicos sao obtidos usando o modelo de massa variavel. Os estados
espalhados de um sistema quantico onde uma particula tem massa m; para x > 0 e massa
ms para x < I, é investigado em [23]. Uma classe de sistemas quanticos bidimensionais
nao relativisticos exatamente soliveis sao construidos em [25]. Uma grande classe de
osciladores com massa dependente da posicao e os correspondentes estados coerentes podem
ser encontrados em [24]. A andlise da influéncia da barreira delta de Dirac tem sido feita

em [26]. Enfim, hd uma motivagao grande para se estudar particulas com massa varidvel.

No capitulo anterior, entendemos os aspectos bésicos da propagacao de uma onda eletro-
magnética num cristal fotonico. A maioria dos cristais fotonicos sao basicamente meios

dielétricos periédicos. O principal efeito da propagagao de ondas eletromagnéticas nesses
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cristais sdo o surgimento das bandas de frequéncia e as regides proibidas (photonic band

gap).

Uma pergunta interessante que podemos fazer é: o que aconteceria com a onda se
trocassemos num meio peridédico o material dielétrico, por um material metalico? Nesse
caso a onda eletromagnética seria atenuada e assim nao terfamos transmissao de onda.
Mas se ao invés de ondas eletromagnéticas, tivermos elétrons, acontecera algo interessante:
como num metal, o elétron de conducao possui uma massa efetiva, entao se tivermos um
meio metalico periédico, o elétron se movera nesse meio como se tivesse uma massa efetiva
variavel.

Nesse caso o hamiltoniano que descreve o problema deve ser periédico e assim teremos
uma estrutura de bandas para o elétron. Uma importante aplicagdo para um sistema
metalico periddico, é de construir um novo tipo de semicondutor a partir de metais. O que
faremos entao nesse capitulo serda o estudo de sistemas de massa variavel, propondo um
hamiltoniano para descrever particulas com massa variavel, para posteriormente fazermos
uma aplicacao num sistema de massa periddico, calculando a estrutura de bandas para tal

sistema.

2.2 Hamiltoniano para Particulas de Massa Variavel

Para uma particula livre de massa constante m, o hamiltoniano classico é escrito como
2 : L .. e, .
H = 2-. A partir do processo de quantizacao canonica, as varidveis cldssicas sao conver-

tidas em operadores lineares, e assim teremos p — p e m — m. Se a massa da particula

¢é constante, entao 1!

comuta com p e consequentemente, H = %m*1ﬁ2. Agora, o que
acontece se a massa depender de x? Neste caso, os operadores m e p nao comutam, entao
no hamiltoniano da particula livre com massa variavel,devemos considerar todas as per-
mutacoes entre p, p e m L. Assim, de maneira natural propomos o seguinte hamiltoniano

para a particula livre com massa variavel:
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O T T R
H = 8 [ (2)~'p* + pin(2) '+ pPrn() ] (2.1)
Podemos entao, a partir deste hamiltoniano, escrever a equacao de Schrodinger associ-
ada a particula livre com massa variavel:

1 LAy d o dy 2,
—éhz {m 1@ + o (m 1%> +-5 (m w)] = B, (2.2)

Agora para descrever completamente o problema, precisamos especificar como a massa
varia. O problema que propomos resolver é o caso em que a massa varia periodicamente,
como mostra a Figura 2.1. A massa tem periodicidade a + b. Tal escolha justifica-se pelo

fato de se usar sistemas com massa periddica para descrever semicondutores [19].

. b

I
I
I
2 I
I
I
l

|
|
1
|
|
|
0

a a-+b "
5 b

Figura 2.1: Particula livre com massa periédica
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2.3 Condicoes de Contorno

Para resolver a equacao de Schrodinger associada ao sistema de massa periddica pro-
posto na secao anterior, precisamos das condicoes de contorno do problema. Temos entao
dois tipos de condigoes de contorno: as condigoes de Bloch, pelo fato do Hamiltoniano ser
periédico [16, 17], e as condigoes de interface, que se dd quando muda-se de um meio para

o outro.

2.3.1 Condicoes de Bloch

Como o Hamiltoniano é periddico, entao o teorema de Bloch é satisfeito. Nesse caso

teremos:
¥(a+b) = Mty (0) (2.3)
¥(a+b) = HeDy (), (2.4)
onde k£ é o numero de onda e ¢’ = Z—f.

A partir do teorema de Bloch podemos reduzir o problema a célula unitaria. Esta célula

unitaria corresponde a regiao 0 < x < a + b.

2.3.2 Condicoes de Interface

Além das condigoes de Bloch, temos também as condigoes de interface, as quais conec-
tam duas regioes onde as massas sao diferentes. Para encontrar essas condigoes de contorno,

consideremos a equacao de Schrodinger:

1 LA d Ay &
—5 {m =t (m 1%> + o (m 11/;)] = Ev. (2.5)

Na regiao fora das interfaces a massa é constante. Vamos entao integrar a equacao

de Schrodinger nas vizinhancas do ponto xg, o qual divide as regioes de massas diferentes,
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como é mostrado na Figura 2.2. Integrando-se entao a equacao de Schrodinger no intervalo

(xg — 6,20+ §), onde § é muito pequeno, teremos:

Xo X

Figura 2.2: Interface em z = z,

z0+0 1ot 1 x0+d z0+0 x0+9
L ) () o ]
m my Mo 2 m dx \'m 205 h?

z0—0 ro—9 zo—0

(2.6)

Onde nés usamos a regra de filtragem da delta de Dirac para funcoes descontinuas:

Y(zo+) + P (20—)

Y(x)o(z — x9) = 5 d(z — xg). (2.7)
E a massa é escrita como:
(@)~ = — H(zg — 2) + — H(z — 20) (2.8)
— m 0 Mo 0/ .

onde H(x) é a fun¢ao de Heaviside.
No limite de § — 0 encontramos entao a seguinte condigao de descontinuidade para a

derivada em x = xg:
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Precisamos agora das condicoes de interface para 1. Para isso, vamos encontrar a

primitiva da eq.(2.6). Isto resulta em:

m~ Y+ (i _ L) (Wx0+> - w’<xa)) H(x—xo)—f—m_l@//vL% (m™') = F(x), (2.10)

m;  m 2
2

onde F(z) = %% [¢dx

Integrando-se agora a eq. (2.10) nas vizinhangas de z = xy encontramos:

3| ] " (i - D) e roe) = [ Fwan @

xo+9d my ma z0—0

Entao, no limite em que 6 — 0, encontramos a condicao de contorno para x = xg:

my + 2m2

vta) = ( ) vt (212)

2mq + mo

Das condigoes de interface (2.9), (5.18), e das condigoes de Bloch (2.3), (2.4), o problema

esta completamente especificado com o conjunto de condigoes de contorno abaixo:

0 <g+) —av (5 ) (2.13)

v (5 ) =0 (5) (2.14)

2 2
g0 2o 3 0) 1y
05 ev) o (540) 210
Y(a+b) =™ y(0) (2.17)
V' (a +b) = M0, (2.18)



onde
2 5 2 5
oz:m1+ mg’p:ml—i— m27)\:m2+ m17g:m2+ mI. (2.19)
2mq + mo oMy + Mo 2mo +my Mo + My

Na préxima secao, calcularemos as bandas de energia para o sistema apresentado aqui.

2.4 Bandas de Energia

Nesta secao resolveremos o problema da particula livre com massa variavel. a solucao

geral da equacao de Schrodinger na célula unitaria é:

Acosqr + Bsingx, 0<z
Y=< Ccosqr+ Dsingr, s<x<§+b (2.20)
Ecosqr + Fsinqx, 5+

e a derivada da solugao geral é:

—qiAsinqux + 1 Bceos i, 0<z<3g
' =< —qCsingex + gD cos go, s<x<§+b (2.21)
—q & singqix + q1 F cos qix, s+b<z<a+b

onde ¢q; = QZblE, G2 =~ Q?E, e A,B, C, D, £, F sao constantes a se determinar.

Aplicando-se as condigoes (2.13),(2.14),(2.15) e (2.16) teremos:

C=|acos &% cos 40* + p %sin%sin%] A—i—[acos%sin%—p,/%sin%cos% B,

(2.22)

2 2 2 2 2 my 2 2
(2.23)

a a /m a a a a /m a a
D= asinqicosqi—p —H:osqisinqL} A—i—{asin%sin&—kp —1008&008&} B,
mo
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&= [/\cosqg (% + b) CoS ¢4 (% + b) +oy/n2sing (% + b) sin ¢ (% + b)} A (2.24)
+ [)\cosql (% + b) sin g (% + b) -0 %sinql (% + b) COS (% + b)} B :
e
F= [)\sinql (% +b) COS @2 (% +b) —o, /) 2 cosqr (2 +b) sin g (% —|—b)] A (2.25)
+ [)\Sinql (% + b) sin ¢q (% + b) + 0, /z—fcosql (5 + b) COS (2 (% + b)} B, :
Agora, aplicaremos as condigdes de Bloch (2.17) e (2.18):
Ecosqi(a+b) + Fsing (a+b) = et 4 (2.26)
—Esingy(a+b) + Fcosq(a+b) = *etp (2.27)

Substituindo £ e F nas equagoes (2.26) e (4.4)resulta num sistema homogéneo nas
variaveis A e B:

{ (011 etkla+t) ) A+CpB=0 (2.28)

01214 + (022 — ezk(aer)) B=0
A condigao para se ter solugoes nao triviais é que o determinante da matriz dos coefi-

cientes dada acima se anula. Esta condi¢cao implica em:

cosk(a +b) = cos qyacos gab — = (x\p, [— + aoy | — > sin gy a sin gob (2.29)

Desta equagao, obtemos a relagao de dispersao E = E(k). O membro esquerdo de (2.29)
¢ limitado no intervalo (—1,1), e por isso, valores de energia tais que | cosk(a = b)| > 1
serao proibidos. Isto implica entao numa estrutura de bandas de energia.

Na Figura 2.3 tracamos o diagrama de bandas do sistema formado pela jungao periédica

de placas planas dos metais Ga e Pb, onde a = 1um e b = 0.5um.

Observamos que se aumantarmos o valor de b, o gap diminui, até que desparece para

b=0,63um. Tal comportamento é mostrado no diagrama da figura 2.4 .
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Figura 2.3: Bandas de energia para a juncao periédica de Ga e Pb onde as massas efetivas
dos elétrons sao respectivamente m; = 0, 58m, e my = 1,97m,, com a = lum e b = 0,5um

JEGn%V)

i 3 i
K(a+b)

Figura 2.4: Bandas de energia para a jungao periédica de Ga e Pb onde as massas efeitvas
dos elétrons sao respectivamente my; = 0,58m, e mg = 1,97m,, com a = lum e b = 0,5um
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Capitulo 3

Isolantes Topolégicos

3.1 Introducao

A maior parte dos estados da matéria sao caracterizados por quebras de simetria. Por
exemplo, a cristalizacao da dgua em gelo quebra a simetria translacional, ou o ordenamento
magnético dos spins em materiais magnéticos quebra a simetria rotacional. No entanto,
com a descoberta do efeito Hall quantico no inicio da década de 80 [27, 28], observa-se
a existéncia de novos estados da matéria que nao estao relacionados com a quebra de
simetria. O estado associado ao efeito Hall quantico, que consiste num gas de elétrons
em duas dimensoes sujeito a um forte campo magnético externo, nao quebra nenhuma
simetria, mas define uma fase da matéria, no sentido de que certas propriedades, como
por exemplo, a condutividade Hall quantizada, sao invariantes por variacoes suaves nos
parametros dos materiais. Surge dai o conceito de ordem topoldgica. Dizemos entao que o
estado associado ao efeito Hall quantico apresenta ordem topoldgica. Nos ultimos 5 anos
pesquisadores mostraram a existéncia de um material chamado de isolante topoldgico [29,
30, 31], onde neste material ocorre um novo efeito associado a ordem topoldgica. Tal efeito,
chamado de efeito Spin Hall Quantico é semelhante ao efeito Hall Quantico, sé que este nao
ocorre devido a um campo magnético externo, mas sim devido a uma forte interagao spin-
orbita. Enquanto no efeito Hall Quantico, o campo magnético separa as cargas de sinais
opostos, no efeito Spin Hall Quantico, a interacao spin-érbita separa os spins de diferentes

orientagoes. Este efeito foi observado pela primeira vez em filmes de HgTe [32, 33]. Os
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isolantes topoldgicos se caracterizam pela existéncia de uma estrutura eletronica no seu
interior, semelhante a estrutura de um isolante comum, mas em suas superficies, a estrutura
eletronica se assemelha a um condutor. A Figura 3.1 ilustra respectivamente a estrutura
eletronica de um isolante comum, de um sistema que apresenta efeito Hall quantico e de um
isolante topolégico. Esta figura mostra que a diferencga entre os estados eletronicos de um
isolante comum, com sistemas que apresentam efeito Hall quantico e isolantes topoldgicos,
se d& pela existéncia de estados de superficie condutores nestes dois ultimos. Um outro
efeito observado em isolantes topoldgicos é que elétrons que atravessam a superficie destes
materiais se comportam como se fossem particulas relativisticas descritas pela equacao de

Dirac. Tais particulas se comportam como férmions sem massa [34].

Estado Isolante

Cox (e L,!:) % Banda de conduc&o
o — — = i Gap
e (= C® e E
ey Sormey Wi Banda de valéncia
o (8 (8.
(b) Momentum

Estado Hall Qantico

-— —

- -
b ey ey

Banda de conduc&o

P
(g = —
B o I Gap /Estadﬂs de Superficie
G ) 0
s o S Banda de valéncia
T e e T s e, S R TR 5
c) Momentum

Estado Spin Hall Qéantico
Banda de conduc&o

— 4 Spin "down” iGBP T — ,-/"‘f
/,— TSDin “up” -""/ =
P ( S Banda de valéncia

Momentum

Energia

Figura 3.1: (a) Estrutura eletronica caracteristica de um isolante comum, na qual existe
um gap entre as bandas de valéncia e condugao. (b) Estrutura eletronica caracteristica de
um sistema que apresenta efeito Hall quantico. Esta estrutura se difere da de um isolante
comum pelo surgimento de estados de superficie condutores. (c)Estrutura eletronica de um
isolante topolégico que se caracteriza também por estados de superficie condutores,onde
hé a separacao de spins.

Vérios estudos tem sido feitos até entao em isolantes topoldgicos, com grandes poten-
ciais de aplicacao tecnoldgica. Um deles trata-se da obtencao de supercondutividade em

superficies de isolantes topolégicos. Na referéncia [36] mostra-se a existéncia de pares de
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Cooper na superficie de Cu,BisSes, o qual é um isolante topoldgico, para 0.12 < x < 0.15.
Uma outra aplicacao de isolantes topoldgicos estd na construcao de dispositivos na escala
nanométricas, onde se pode sintetizar por exemplo, nanofitas e nanofaixas [37].

O nosso principal intuito neste capitulo serd o estudo de estruturas fotonicas, us-
ando agora os isolantes topologicos. Para isso iremos apresentar algumas propriedades

eletrodinamicas dos isolantes topologicos na secao a seguir.

3.2 Isolantes Topoldgicos como um Meio Axidnico

O tratamento da propagacao de uma onda eletromagnética que se propaga num isolante

comum, pode ser obtido a partir da acao de Maxwell:

1 1
S——/dga:dteeEz——BZ. 3.1
o= 5 [ etk - B .1)

A partir desta agao, obtém-se as equagoes de Maxwell usuais para campos que se propagam
num meio com permissividade € e permeabilidade . Podemos também obter as relagoes

constitutivas da maneira que é mostrado abaixo:

050
D= E = GOGE (32)
050 1
H=—=—B. 3.3
0B pop (3:3)

A pergunta agora que fazemos é: qual seria a resposta eletromagnética de um isolante
topoldgico? Quando se incide campos eletromagnéticos, temos os efeitos conhecidos para
isolantes comum; da polarizagao por um campo elétrico, e da magnetizacao por um campo
magnético. Mas a novidade do isolante topoldgico, é que este tem uma superficie condu-
tora, e assim para um campo eletrico incidente, surgird uma corrente superficial que dara
origem a um campo magnético no material, magnetizando-o, ou seja, no isolante topolégico

um campo elétrico induz uma magnetizagao. Por outro lado, de maneira andloga, o campo
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magnético induz uma polarizagao dielétrica no isolante topoélogico. Isso constitui entao
o chamado efeito magneto-elétrico, onde um campo magnético induz uma polarizacao
elétrica, e um campo elétrico induz uma magnetizagao.

Tal efeito foi previsto no estudo de axions [38] em Fisica das Particulas Elementares,
para a explicacao da matéria escura. Sendo assim, do ponto de vista eletrodinamico, pode-
mos considerar um isolante topoldgico, como um meio axionico [39, 40, 41]. Para a descrigao
de meios axionicos, adiciona-se a agao de Maxwell, o termo axionico Sp = 5-0 [ &zdtE- B,
onde « é a constante de estrutura fina, e # é um parametro fenomenolégico que caracteriza
o isolante topoldgico como um meio axionico. A acao axionica Sy € invariante se mudarmos
0 por um multiplo de 27 [39]. Assim, com a introducao do termo axidnico, teremos entao

as seguintes relagoes constitutivas para os isolantes topolégicos:

D = ¢oe(r)E — %Q(r)B (3.4)
H= uou(r)B + 5 0(r)E. (3.5)

Observamos aqui que no caso limite em que # — 0 retorna-se as relagoes constitutivas
para isolantes comuns. Observa-se também por um célculo direto, que se o parametro 6
for uniforme e nao depender do tempo, uma onda eletromagnética nao sofrerd influéncia
deste parametro e assim se propaga como se fosse num meio isolante comum. Neste caso,
para que as caracteristicas do isolante topoldgico influam na propagacgao de onda em seu
interior deve-se ter variagoes especiais ou temporais em 6.

Na secao seguinte propomos uma aplicacao na qual uma onda eletromagnética se

propaga num meio em que 6 é periddico.

3.3 Cristais Fotonicos formados por Isolantes Topolégicos

Vamos propor nesta secdo uma generalizagao dos cristais fotonicos apresentados no

capitulo 1. Tal generalizagao se da por considerar que as placas que formam o cristal sejam
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isolantes topoldgicos. O sistema proposto ¢ ilustrado pela Figura 3.3, onde é caracterizado
por uma juncao periédica de placas planas caracterizadas respectivamente pelos conjuntos
de parametros (€1, i11,61) e (€2, pa2, 02), e com respectivas espessuras a e b. O que faremos
aqui é o estudo da contribuicao da periodicidade do parametro # para a propagacao de on-
das eletromagnéticas no sistema proposto aqui. Nesse caso os parametros que caracterizam

0 meio sao periédicos em z com periodo a + b.

0 § §4+batd

Figura 3.2: Isolante topolégico periddico
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Mostramos anteriormente que os isolantes topolégicos possuem as seguintes relacgoes

constitutivas:

D = ¢e(r)E— —60(r)B (3.6)

onde « é a constante de estrutura fina.

Supondo a auséncia de fontes, as equacoes de Maxwell podem ser escritas como:

V-D=0 (3.8)
V-B=0 (3.9)
VxE= —%—]:’ (3.10)
vxH=2 (3.11)

Para incidéncia normal de ondas planas no meio, o vetor de onda é k = kz, e os campos

sao:

E(r,t) = e “"(E,(2)x + E,(2)y), B(r,t) = e “"(B,(2)X + B,(2)¥) (3.12)
Da eq. (3.10), teremos:

1 dE, 1 dFE,
Be=-0w B ow (3.13)

Nas regioes em que 6 é uniforme e constante as equacgoes de Maxwell sao idénticas
aquelas em isolantes comuns . Precisamos agora das condigoes de contorno. Temos dois

tipos de condigoes de contorno:
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e Condicoes de Bloch

como os parametros que caracterizam o meio sao periddicos , os campos obedecem o

teorema de bloch:

E(z +a+b) = " E(2) B(z + a + b) = e*HB(2) (3.14)

O teorema de Bloch nos permite restringir o problema a célula unitaria. Podemos

definir a célula unitaria como sendo a regiao 0 < z < a + b.

e (Condicoes de interface

Os campos D e H sao continuos nas interfaces, entao epeE — 6B e /TI#B + 0E sao

continuos nos pontos z = 2 e z = % + 0.

a
2

Os detalhes do calculo da estrutura de bandas é feito no Apéncice B. A partir destes

calculos encontra-se a seguinte relacao que relaciona w e k:

1 /1 I
cosk(a +b) = cos qracos gob — = (—2 + 24 [1]2F) sin gy a sin g9, (3.15)

2\ I,
onde]lz,/‘;—ll,lgz,/‘e‘—;eF:ZT’@Aé’Q.

Observamos que o membro esquerdo da equagao (3.15) é limitado por —1 e 1 enquanto
o membro direito nao é limitado. Consequentemente teremos valores proibidos para w, e
entao uma estrutura de bandas para as frequéncias. O que tem de interessante aqui é que
mesmo que €; = € € i = [lo, ainda sim, o contraste de 6; com 6y faz com que existam
bandas de frequéncia para a luz que incide num isolante topolégico periédico. Na Figura
3.3 tracamos diagramas de bandas para as frequéncias, variando apenas a diferenga entre
0, e B que equivale a atribuir valores para F'. Observamos que ao aumentarmos o valor
de F, o tamanho do gap também aumenta, porém o centro do gap nao se desloca com a
variacao de F'.

Observamos que a banda que aparece é devido exclusivamente ao contraste entre ¢, e
0. No caso em que #; = 6, observamos uma estrutura de bandas semelhante ao cristal

fotonico formado por isolantes comuns. Isso porque a propagacao de ondas em isolantes
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Figura 3.3: Banda de frequéncia para o caso em que €; = €3 = gy = pip = l e § =

O primeiro grafico corresponde a F' = 0,2, o segundo gréafico corresponde a FF = 1 e o

terceiro, F=10.

topoldgicos, difere da propagacao de ondas em isolantes comuns, apenas, se o parametro 6

variar com a posi¢ao ou no tempo.
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Capitulo 4

Funcao de onda do Féton

4.1 Introducao

Na metade do século XIX Maxwell obteve sua teoria eletromagnética. Tal teoria causou
uma revolugao na ciéncia tao grande quanto as teorias de Newton do movimento e da
gravitacao. O grande trunfo da teoria eletromagnética de Maxwell foi fazer a unificacao
das teorias que explicavam os fenomenos elétricos, magnéticos e ,de maneira inesperada,
os fenomenos Opticos. Além disso, iria se mostrar depois que a teoria eletromagnética
serviria também para descrever a dinamica de particulas quanticas, relativisticas e sem
massa chamada fotons, a nivel de primeira quantizacao.

Neste capitulo apresentaremos o formalismo da primeira quantizacao do féton. Mostraremos
que a partir da quantizacao da particula classica relativistica sem massa, desenvolvemos
uma teoria de primeira quantizagao analoga a teoria quantica de férmions sem massa, com
a diferenca que as matrizes de spin 1/2 que aparecem na equagao de dirac sdo redefinidas
para matrizes de spin 1. Um dos problemas em se ter uma teoria de primeira quantizacao
do féton é a questao da sua localizacao. D. Newton e E. Wigner [42] e Wightman [43]
foram os primeiros a fazer o estudo da localizagao de particulas quanticas. De acordo com
essas analises é possivel definir operadores de posicao, e assim estados localizados para
particulas massivas e particulas sem massa de spin 0, mas nao para particulas sem massa

com spin nao nulo, que é o caso do féton. Quanto a localizacao do féton, S. Dutra mostra
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[44] através de um problema de espalhamento, que o féton nao pode ser localizado numa
regiao menor que seu comprimento de onda. O fato da nao localizagao do féton leva a
problemas ao construir uma representagao de posicao para a descricao do féton. Sendo
assim para construir a teoria da primeira quantizacao do féton utilizaremos a descrigao
de J. Sipe e B. Birula [45, 46, 47, 48], onde nesse caso a interpretagao probabilistica é

redefinida.

4.2 Obtencao da funcao de onda do fé6ton

O féton é uma particula intrinsicamente relativistica. Para a descricao quantica, vamos

considerar a energia de um féton livre:
E = pc. (4.1)

A maneira natural de se fazer o processo de quantizacao é partir das regras usuais de
quantizagao. O momento do féton é bem definido, e assim pode-se ter uma representagao
dos momentos para o foton. Podemos entao introduzir a amplitude de probabilidade
v+(p,t) para um tnico fé6ton com momento p e polarizacdo +1. Assim, para se fazer a

. ~ . ~ 5 a . ~
quantizagao, usamos a associagao E — thg;. Neste caso obtemos a seguinte equacao de

onda para o féton na representacao do momento:

L0
Zh%(p, t) = cpy+(p, t). (4.2)

Para fazermos a interpretagao probabilistica de v (p, t), serd conveniente introduzirmos
os vetores de polarizagao linear e e e; e também o vetor de propagagao p = e; X 3. Assim
os vetores de polarizacao circular sao dados por: e4 = $eliT;ez. Com isso, definiremos a

amplitude de probabilidade vetorial associado a polarizacao circular:

V£(p;t) = 12(p, t)ex. (4.3)
Entao podemos interpretar a quantidade v% (p,t) - Y+(p, t)dp = 7Y+ (p, t) - Vi (p, t)dp, como

sendo a probabilidade de detec¢ao de um féton com polarizagao(spin) £1, e com momento
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entre p e p + dp. Também é facil de mostrar que ¥ (p,t) - Y-(p,t)dp = 0, pois os vetores
de polarizagao sao perpendiculares. Isto significa que os estados de polarizacao no espaco
livre sao independentes.

Vamos definir agora a transformada de Fourier de y.:

@ﬂnﬂf/ P2 (p,0)e (4.4)

Se o momento do féton esta na direcao p, através de simples manipulagoes algébricas

na equagao (4.4), mostramos que ®(r,t) satisfaz:

L 0Py
ih 5

A partir da interpretagao probabilistica de ¥(p,t), podemos entao escrever a condigao

(r.t) = £chV x B (p, 1) (4.5)

de normalizacao abaixo:

/@Wﬁﬁ+¢ﬁ»=1 (4.6)

Das equagoes (4.4) e (4.6) mostramos que:

/dr((I)i B, 4+ P D) =1 (4.7)

Da equacao (4.7), poderiamos interpretar precipitadamente ®(r, t) como sendo a fungao
de onda do féton na representacao das posigoes. Mas esta interpretacao entra em con-
tradigdo ao resultado da nao localizagao do féton [42, 44]. Entdo temos um problema ao
tomar ®(r,t) como sendo a fun¢do de onda do féton na representagdo da posi¢ao. Para
evitar tal problema, podemos fazer uma outra escolha para a funcdao de onda. A possivel
escolha para esta funcao de onda deve ser tal, que sua interpretacao probabilistica esteja
relacionada a outra grandeza do féton ao qual se possa medir. Para a funcao de onda do

foton vamos definir entao:

v = (3 ). 1.3

onde:
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R A
V. (r,1) = / dp e e (4.9)

Assim com a definicao acima, conclui-se que:

/ WH(r, 1) - B(r, t)dr = (ep) — (E). (4.10)

Ou seja, a interpretacao probabilistica para a funcao de onda escolhida é que a integral
do quadrado do seu médulo numa certa regiao é o valor esparado para a energia do féton
nesta regiao. E se dividirmos tal expressao por hw teremos a probabilidade de medir a
energia (E) para o féton numa certa regiao. Resta-nos agora mostrar qual equagao de onda

que W satisfaz.

De forma andloga a ®,(r,t), podemos mostrar que W (r,t) satisfaz a equagao:

L 0Py
h
o

Esta equacao é analoga a equacao de Schrodinger para o féton. Ou melhor dizendo, como

(r,t) = £chV x ¥ (r,1). (4.11)

o féton é uma particula intrinsicamente relativistica, a eq. (4.11) é o anélogo a equagao de
Dirac para o féton . Para a analogia com a equacao de Dirac ficar mais explicita, podemos
escrever a eq. (4.11) na forma hamiltoniana , isto é, na forma ih%—‘f = HW. Isso é feito

associando o operador hamiltoniano com

H :ch< VOX _gx ) . (4.12)

Vamos escrever o operador rotacional da seguinte maneira:

Ux = —iS-V, (4.13)

onde (S;) = —i€;x, sendo €;; os simbolos de Levi-Civita

Entao, a forma explicita das componentes da matriz vetorial S é:

0
0 —i (4.14)
i



0 0 =
Sy = 0 00 (4.15)
00

0 — 0
S,=1¢ 0 0 |. (4.16)
0 0 0
Usando (4.13), e p = —ihV, podemos escrever o hamiltoniano como:
_ p-S 0
’H—c( 0 —p-S)' (4.17)

Podemos escrever esta equacao de uma forma mais compacta, como mostrado abaixo:
HY = cp3(S-p)?, (4.18)

onde p3 é uma matriz que produz um sinal positivvo quando atua na componente superior
de (S - p)¥, e produz o sinal negativo quando atua na componente inferior
Podemos observar entao que existe uma perfeita analogia da equacao de onda para o

féton, com a equacao de Dirac para Férmions de spin 1/2 sem massa [50]:
HY = cp3(o-p)Y, (4.19)

onde o sao as matrizes de Pauli. com a diferenca de que as matrizes de Dirac de spin 1/2
sao substituidas pelas matrizes S,, Sy, Sz, as quais estao associadas a particulas de spin
1. Ou seja, fétons descritos pela fungao de onda apresentada aqui sao particulas bosonicas
de spin 1.

Outra observacao importante, é que na equacgao de onda para o féton aparece o fator h
nos dois membros da equacao. Assim a equagao de onda nao depende de h, o que significa
que no limite classico, ou seja, h — 0, a descricao para o foton continua da mesma maneira
descrita pela teoria da primeira quantizacao do féton. E por isso que no limite cléssico os
fenomenos associados ao féton possuem carater ondulatério. Essa caracteristica da teoria
da primeira quantizacao do féton nos leva entao a uma relacao direta da funcao de onda

com os campos classicos. As equagoes cldssicas para os campos no espaco livre e sem fontes
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sao:

V-E =0

V-H =0

VxE — —Mo%—? (4.20)

VxH = 60%—];:.

Multiplicando-se V x E por /¢y, V x H por +i,/py e somando-se, temos:
10
V x (veE £ iy/poH) = j:—a(\/aE + i\/poH). (4.21)

c

Assim da tultima equagao podemos fazer a associacdo abaixo [46, 47, 48]:

o 1 E()E(I', t) +1 ()H(I', t)
e, t)= ( \\j_;E(L i Z.\/\/%Hm i ) | (4.22)

Observamos que a associacao feita entre a fungao de onda do féton e os campos cldssicos

é compativel com a interpretacao da funcao de onda do féton:

/ dr¥t . ¥ = % / dr(eoE? + poH?) = (E). (4.23)

Para estados estaciondrios, isto é, estados os quais W(r,t) = ¥(r)e ™! temos entao a

equacao de onda para o féton independente do tempo:
HY(r) = hw¥(r), (4.24)

que é analoga a equacao de Dirac independente do tempo.

4.3 Foton num meio material

O problema microscopico da propagacao do féton num meio material possui um nivel de
complexidade alto, pois para tratar tal problema devemos considerar as sucessivas abor¢oes
e emissoes de féton nas moléculas do meio.

Macroscopicamente, um meio linear e isotropico, é caracterizado por uma funcao sus-
ceptibilidade elétrica x.(r) e uma fungao susceptibilidade magnética x,,(r). Vamos fazer
o tratamento semicldssico discutido em [53]. Tal tratamento consiste em supor que o meio

desempenhe o papel de um campo externo para o féton, de maneira analoga a elétrons na

40



presenca de campos elétricos. Dessa forma, o meio contribuird para a energia potencial do
féton. Vamos considerar aqui um meio linear, isotrépico, e nao dispersivo. Dessa forma as

equacoes classicas rotacionais sao:

V X E(r) = iw(1l + xm(r))H(r) (4.25)

V x H(r) = —iw(1 + xo(r))E(r). (4.26)

Vamos definir aqui as matrizes p e 17,como sendo:

p_%(} 1) (4.27)

n=%<j }) (4.28)

Assim, o efeito de p e n aplicado a ¥(r) é:

pW:(ﬁg) (4.29)

N = < j/fﬁ_gi ) . (4.30)

A partir da definicao das matrizes p e 1 mostramos as propriedades:

PP=p n=n m=0 (4.31)

Hp+pH=H, Hn+nH="H. (4.32)

Assim, das equagoes (4.25) e (4.26), e usando as definigoes das matrizes p e n podemos

escrever a equacao de onda para o féton num meio material como sendo:
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hwW®(r) = H®(r) — hw(xep + xmn) ¥ (r). (4.33)

Aplicando em (4.33) o operador H — hw(xep + xm7) € usando as propriedades de p e 7,

teremos:

(hw)?® (1) = [H® — hw(Xe + Xm) — Fw’XeXm] ¥ (T). (4.34)

Vamos fazer um pouco de algebra com a equacao (4.34). Sendo F = hw e H? =

A(p-S)? = ?p?, a equagao (4.34) é escrita como:

E*WU = Pp*W — Ehw(Xe + Xm) ¥ — (Aw)*XeXm . (4.35)

[E? 4+ E(xe + Xm) ] ¥ = ?p* W — (hw)?XeXm . (4.36)

Somando-se (hw)zw aos membros da eq. (4.36), obtemos a relagao entre E e p

dada por:

2
(EWWTM) = (pe)? + ()Xo X (4.37)

Esta expressao tem a mesma forma da relacao entre a energia e o momento de uma

particula relativistica de massa m com uma energia potencial U:

(E—U)* = (pc)* + m*c*, (4.38)

Comparando-se (4.37) e (4.38), podemos fazer uma interessante interpretagao a respeito
da propagacao do féton num meio material. Esta interpretacao é que um féton num meio

material se comporta efetivamente como uma particula de massa:

&

|X6 - Xm| (439)

m =

[\

c2

e que tem energia potencial:
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- —MWTX’”. (4.40)

Podemos escrever a equagao (4.38) como:

E = \/02p2 + (M)ZW — %hw(xe + Xom)- (4.41)

A energia de uma particula relativistica de massa m é:

E=—F—"+U (4.42)
Comparando-se (4.41) e (4.42) podemos definir a velocidade do féton como particula:

2
Z—z —1- % (4.43)
onde e =x.=1epu=xm+1.

A velocidade do féton é uma velocidade associada ao féton como particula. Tal veloci-
dade é diferente da velocidade de fase e da velocidade de grupo, as quais estao relacionadas
com os aspectos ondulatérios do féton.

Para os casos em que € >> p ou p >> € teremos ¢ << 1, e entao teremos uma

aproximacao "nao relativistica” para o foton.

4.4 Potencial vetor para o féton

Qual a interpretacao para o potencial vetor do foton? Para fazer tal interpretacao
vamos seguir o caminho feito na referéncia [53]. Vamos fazer a substitui¢do p — p+ A na

equacgao de onda para o foton. Assim teremos:

_.( (p+A)-S 0 _ _
hwW = ¢ ( 0 _(p+A)-S hwxep® — hwx,,nP (4.44)

Usando as equagoes classicas VX E = iwB, VxH = —iwD e as identidades p-S = V x,

A - S = Ax, podemos escrever a eq. (4.44) como:
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A A
D=¢eE+_—xH B=uyH—-—xE 4.45
E e a o (4.45)

As equagoes (4.45) sao exatamente idénticas a aproximagao de Minkowski nao relativistica

para a propagacao de ondas em meios méveis [55]:
u u
D=ccE+(ep—1)— xH, B=pypH—(ep—1)— xE, (4.46)
c c

onde u é o campo de velocidade associado ao movimento do meio.
Comparando-se (4.45) e (4.46) concluimos que:

A = Fw(ep — 1)% (4.47)

Assim é mostrado que o potencial vetor para o féton tem uma relacao direta com a ve-
locidade do meio. Este meio pode ser inclusive um fluido, onde o campo de velocidade é

obtido através do tratamento hidrodinamico.

4.5 Resultados

4.5.1 Foéton num meio peridédico

Faremos agora uma aplicacao da funcao de onda do féton, no problema de um féton,
propagando-se num cristal fotonico unidimensional, com o vetor de onda perpendicular ao
cristal, como mostra a figura 4.1.

Nesse caso, a contribuicao do cristal fotonico na equacao de onda para o féton, se dé
através de um potencial periddico, que é obtido por uma susceptibilidade elétrica periddica,
o que equivale a uma constante dielétrica periédica. Pela similaridade da equagao de onda
do féton, com as equacoes classicas, as condi¢oes de contorno de interface, serao as mesmas
para o caso do campo eletromagnético classico. Assim W serd continuo na interface, e
também, pela periodicidade do sistema, as condi¢oes de Bloch sao validas. Assim o céalculo

serd idéntico ao feito no Apéndice A, onde calculamos estrutura de bandas para ondas
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7 24 a+b
Figura 4.1: Cristal fotonico unidimensional.

eletromagnéticas que se propagam em cristais fotonicos.Logo, a equacao transcedental que
da a estrutura de bandas é a mesma obtida no capitulo 1, e assim as bandas de um féton

num cristal fotonico é idéntica as bandas obidas para ondas classicas.

cos(k(a + b)) = cos(q1a) cos(g2b) — % (Z—i + Z—;) sin(qia) sin(gqa). (4.48)

Isso se da pelo fato de que no limite classico, as equacoes quanticas que descrevem a

dinamica do féton, mantém a mesma forma.

4.5.2 Analogo do Efeito Aharonov-Bohm para o Féton

Nas se¢oes anteriores fizemos a explanacao tedrica a respeito da funcao de onda do féton
num meio material, e da intrepretacao do potencial vetor associado ao féton. Faremos agora
uma aplicagao interessante: vamos investigar o problema do efeito Aharonov-Bohm para
o foton. Para entendermos este problema, vamos recordar o efeito Aharonov-Bohm para
o elétron [57, 58]. Quando se tem um feixe de elétrons se dividindo em dois, e depois
se recombinando-se , e na regiao onde o feixe se dividiu, se tem um campo magnético
uniforme confinado(figura 4.2), classicamente espera-se que o campo magnético nao tenha
influéncia na dinamica da particula, pois esta nao esta imersa no campo. Mas o que se
mostra quanticamente é que quando o feixe de elétrons se divide em dois, as funcoes de
onda asscociada a cada um desses feixes passam a ter uma diferenca de fase dada por

=13 [A-dr =2 onde ® = 1a’B ¢ o fluxo magnético. Nesse caso, o potencial vetor
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experimentado pelo elétron tem a forma:

Bré, 0<r<a
37“29, r>a

Ar) = { (4.49)

Figura 4.2: Efeito Aharonov-Bohm para o elétron.

O que faremos agora é investigar um efeito analogo para o féton. Para isso precisamos
de um sistema fisico, onde em tal sistema o potencial vetor para o féton tenha a forma
semelhante a equagao (4.49).

Vimos anteriormente qua o potencial vetor experimentado pelo fé6ton é proporcional
ao campo de velocidade do meio. Assim, para obtermos o efeito Aharonov-Bohm para o
féton, devemos ter um meio, onde o campo de velocidade tem uma dependéncia com a
posicao, como na equagao (4.49). Vamos propor entao tal sistema. O meio que atende tais
condigoes é um cilindro dielétrico(e/ou magnético) de raio a que gira uniformemente com
velocidade angular A em torno do seu eixo, imerso num fluido viscoso que tem viscosidade
uniforme e constante. A figura 4.3 ilustra tal meio:

Assim, resolvendo as equagoes hidrodinamica de fluidos para o caso acima [56], encon-

tramos o campo de velocidade abaixo:

Ard 0<r<a
= A - = 4.50
u(r) { ATGQQ, r>a (4:50)
Assim o potencial vetor experimentado pelo féton tem a forma:
b (e —1)Ar0, 0<r<a
A(r) =1 hzq T (4.51)
eppup —1)250,  r>a
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u(r)

Figura 4.3: Cilindro girante de raio a imerso num fluido viscoso.

onde € e py sao respectivemente as constante dielétrica e a permeabilidade magnética do
fluido.

Assim, o analogo do campo magnético experimentado pelo foton é:

(epn — 1)AZ (4.52)

E assim o "fluxo magnético”é ® = 7 (ep — 1)Aa?

Suponhamos entao um feixe de fétons que se divida em dois, numa circunferancia de
raio b e em seguida o feixe se recombine, semelhante ao caso da figura (4.2).

Consideremos agora a equagao de onda do féton na presenga do potencial vetor (4.44).

Vamos supor a transformagao:

U = Oy (4.53)

onde ¢(r) = 3 [ A -dr.
Desta transformacao, temos a equacao equacao de onda do féton como mostrado abaixo:

p-S 0

[
hw@-c( 0 p-S

) U — hwxep®' — hwy,,nP’. (4.54)

Assim o analogo a fase de Aharonov Bohm para o féton sera dada por;

1 27 h/w 2 R R 2A
o= | leppr — 1ASE - bd0h = 2mw(espy — 1) (4.55)
hJo c b c
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Assim, mostramos a existéncia de umaa fase do tipo Aharonov-Bohm para fétons.
Podemos usar o efeito Aharonov Bohm para o féton, por exemplo, para calcular indices
de refracao de fluidos viscosos. Para isso, basta apenas medirmos a fase geométrica, que

assim podemos ter uma medida do indice de refracao de tal fluido.
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Capitulo 5

Fases Geomeétricas em Sistemas nao
Hermitianos Relativisticos

5.1 Introducao

Para se descrever sistemas de particulas que nao podem ser descritos com a mecanica
classica, como elétrons, atomos, nicleos, moléculas, sélidos, supercondutores, etc, usamos
a mecanica quantica. Para a descricao destes sistemas, a mecanica quantica se baseia em
alguns postulados, um deles diz que os observaveis sao associados a operadores hermi-
tianos. A exigéncia de que os observaveis estejam associados a operadores hermitianos,
deve-se ao fato desses operadores terem autovalores reais, e seus auto estados serem com-
pletos. Presisamos rever aqui este postulado. O fato de se ter autovalores complexos para
operadores que representam grandezas fisicas pode ter interpretacoes fisicas. Como por
exemplo, um valor complexo para o operador hamiltoniano, pode ser entendido como uma
dissipacao no sistema, ou ganho de energia. Entao no caso em que temos sistemas com
perdas ou ganho, podemos muito bem trata-los com o uso de operadores nao hermitianos.
E também podemos ter operadores nao hermitianos que possuem auto-valores reais e que
sao completos, assim, podemos usar operadores nao hermitianos na descricao de sistemas
fisicos em mecanica quantica sem nenhum problema.

Operadores nao hermitianos surgem na mecanica quantica para descrever partes de um

sistema, como resultado da decisao de nao se incorporar todos os graus de liberdade do
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sistema [59], por exemplo, sistemas descrevendo dissipacado ou ganho, ji que esses dois
processos se da pela interacao com um meio externo, que nao é levado em consideracao nos
graus de liberdade. Podemos ter por exemplo, fétons se propagando em meios metalicos
ou em meios amplificadores,ou podemos ter também como exemplo potenciais complexos
que descrevem o espalhamento de elétrons ou raios X por ntcleos atomicos.

O que faremos neste capitulo é referente ao estudo de fases geométricas em sistemas
nao hermitianos. Sabe-se que particulas quanticas sujeitas a interacoes periddicas e lentas
adquirem fases geométricas em sua funcao de onda [58]. A generalizagao relativistica deste
problema é feita em [60], onde se mostra que o cédlculo da fase geométrica é idéntico ao
caso nao relativistico. O caso de fases geométricas em sistemas nao relativisticos, com
hamiltoniano nao hermitiano foi estudado por varios autores [61, 62, 63, 64]. O que eles
mostraram foi que quando o hamiltoniano é nao hermitiano, surge uma fase geométrica
complexa, onde a parte real representa uma fase propriamente dita, e a parte imaginaria
representa uma atenuagao na amplitude da fungao de onda.

O que faremos aqui é a generalizagao relativistica do problema da fase geométrica para
sistemas descritos por hamiltonianos nao hermitianos. Outro problema que trataremos
aqui, € o relacionado ao analogo do efeito Aharonov-Bohm para o féton, no caso em que o

potencial vetor associado ao féton é complexo.

5.2 Fases Geométricas para Particulas Relativisticas
Descritas por Hamiltonianos nao Hermitianos

Um resultado importante da mecanica quantica é o teorema adiabatico [58]. Este
teorema nos diz que para um sistema quantico, o qual estd sujeito a interagoes muito
lentas e que inicialmente estd em um dos seus autoestados, tal sistema permanecerd neste
autoestado durante toda sua evolucao temporal. Uma consequéncia deste teorema ¢é o
surgimento de um tipo de fase na funcao de onda chamada de fase geométrica, e tal fase é

real, se o hamiltoniano for hermitiano. Para sistemas relativisticos, o teorema adiabatico
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continua valido [60].

Nesta secao calcularemos fases geométricas para sistemas relativisticos descritos por
um hamiltoniano nao hemitiano. Os sistemas tratados aqui serao: particulas de spin 0
(descritas pela equagao de Klein-Gordon), particulas de spin 1/2, (descritas pela equagao
de Dirac) e particulas de spin 1(descritas pelas equagoes de Maxwell para func¢ao de onda

do féton).

5.2.1 Particulas de Spin 0 com Interacoes nao Hermitianas

Em geral, particulas de spin 0 sao descritas pela equacao de Klein Gordon:

(—ih% —e¢)?V = (p — eA)’V + m2ct, (5.1)

onde ¢ é o potencial escalar elétrico ao qual a particula carregada com carga e esta sujeito.
e A ¢ o potencial vetor magnético.
Serd conveniente escrever esta equacdo na forma hamiltoniana, i.e, ihg|v) = H|y).

Para isso vamos usar o formalismo de Feshbach-Villars [65]. Definiremos entao:

1

U= —=(g"+97). (5-2)

Sl

2

1 0 1
_ d=— (v —p™ 5.3
(5 e0) T ) (53
Podemos substituir a equacao de segunda ordem (5.1) por duas de primeira ordem para

T e 7. Entdo podemos escrever a equagao (5.1) como:

m%(if):%<5f), (5.4)

onde

1
H = %(73 —+ 27’2)(13 — BA) + mc 27’3 + €¢, (55)
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(1 0\ . [ 01
com 73 = 0 1 € 1Ty = 1 0 .

Neste caso, a equacao de Klein Gordon na forma hamiltoniana é:

_0|D)
ih— = H|T), (5.6)

onde | ) — ( Zf )

Consideremos uma, particula de spin 0 com uma interacao nao hermitiana. Assim o
operador hamiltoniano é nao hermitiano, i.e, H # H'. Consideremos entdo os conjuntos

de autoestados de H e H:

Hixn) = Xolxa)- (5.8)

Os conjuntos {|¢,)} e {|xn)} s@o bi ortogonais, isto é:

<Xm’90n> = Omn- (5-9)

Estes conjuntos também satisfazem a relacao de completeza abaixo:

D len) (xnl = 1, (5.10)

onde I é o operador identidade.

Supomos que os conjuntos {|¢,)} e {|x»)} sejam ndo degenerados. Podemos escrever

as solugoes de (5.6) em termos desses conjuntos:

U) = anlen) (5.11)

|\Il> = Zanb(n) (5'12)

n
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Vamos supor agora que H e H' sdo fungoes de um conjunto de parametros R*(t), os
quais variam muito lentamente com o tempo. Podemos entdo escrever a equacao (5.6)
COmMo:

o|v)

=t = H(R (1)) (5.13)

Queremos estudar a evolugao temporal do sistema no intervalo [0, T'], onde T" é o periodo

temporal da interacao. Nossa hipotese é que no instante ¢ = 0, o sistema esta num dos seus

auto estados , i.e, |¥(0)) = |¢,(0)). Supomos também que no instante ¢ = 7' o sistema

volta a seu estado inicial, i.e, R*(T) = R*(0). O mnosso problema é resolver a equagao

(5.13) com as condigoes abaixo:
L [(0)) = len(0));
2. RM(t) varia lentamente;
3. RM(T) = R"(0).
Pelo teorema adiabatico, podemos concluir que a solucao para nosso problema é do tipo:
(W (t)) = fu(t)lon (R(2))), (5.14)

onde f,(t) é uma fungao a se determinar.

Se derivarmos (5.14), teremos:
i % = H|W) = ihfol@n(RH (1)) + ihf0(6)|0unon(R! (1)) Ry (5.15)
Se |¥) = f.(t)|¢), entao,
HIW) = fu(t)Anlp) = Au|¥). (5.16)
Se substituirmos (5.15) e (5.16) na eq. (5.13) teremos:

Al 0) = ihifo|on (R () + il fu()|0ppn( R (1)) Ry (5.17)
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Pela biortogonalidade dos autoestados de H e HT, podemos escrever |¥) como:

(W) = gn(8)xn (RH(2))), (5.18)

onde g,(t) é uma outra fungao a se determinar.

Vamos agora tomar o produto interno da eq.(5.18) com a eq. (5.17). Entao teremos:

MGl fo = TRGE fo + ihGE o (X 000) By (5.19)

Pela normalizagao de |¥) teremos:

Infn =1, (5.20)

e assim:

9o =7 (5.21)
assim, podemos escrever a eq.(5.19) como:

An = m% + il (x| o0 R, (5.22)

Resolvendo a eq. (5.22) para f,, e usano a condigao ciclica para R* no intervalo [0, 77,

teremos:

. T

falt) = e7to Frdte=i (5.23)

e assim encontramos o fator de fase geométrico:

RH(T)
y—i f (xalO)dR, (5.24)
RH(0)

entao, a solugao da equagao dinamica ¢é:

W) = e~tho dte=i) ) (5.25)

Se H = H' (caso hermitiano), a fase 4 ¢ real, mas em nosso problema temos H # HT,

assim 7 nao é real. A principal implicagao do fato da fase ser nao real é o decaimento(ou
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ganho) na amplitude da fun¢ao de onda, isto é, a probabilidade de se encontrar a particula
numa certa regiao decai(ou cresce) com o tempo.

Uma observagao importante é que a fase geométrica dada por (5.24) estd escrita na
forma de um produto escalar no espaco de Minkowski, o que significa que esta fase é um

invariante relativistico.

5.2.2 Particulas de Spin 1/2

Vamos calcular aqui fases geométricas para particulas de spin 1/2 com um hamiltoniano
nao hermitiano que varia lentamente. Na referéncia [60], o autor mostra que para particulas
de spin 1/2, a fase geométrica é comum a todas as componentes do spinor de Dirac, e que
tal fase é um invariante relativistico. Faremos aqui, a extensao deste estudo para o caso
em que as interagoes sao nao hermitianas.

A equacao que rege a dinamica de particulas de spin 1/2 é a equagao de Dirac:

. 0|)
h—— =H|V 5.26
= =), (5.26)
uLE
onde |¥) = < LR ) e os indices L e R estao relacionados com os spins up e down,

enquanto as componentes u e v estao relacionado com as energias positivas e negativas.
O Hamiltoniano H, na presenca de um potencial vetor A e um potencial escalar ¢ tem
a forma:

H=cd-(p—eA)+Bmc+eg, (5.27)

c
0 0
matriz identidade 2x2.

onde @ = ( 2’ ) e = ( ! _O] ), sendo ¢ o conjunto de matrizes de Pauli, e [ a

Supomos que H seja nao hermitiano, e que este hamiltoniano tenha a evolugao temporal
muito lenta através de um parametro adiabatico R*(t). Vamos considerar que os autoes-
tados de H e H' sejam biortogonais, isto ¢é, para {|p,)} e {|x.)} tais que H|pn) = A\p|@n)
e Hixn) = Ni|xn), deve-se ter que:

<90m|Xn> = (5mn (528)
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Para a condicao inicial [¥(0)) = |¢,(0)), e supondo-se que R*(0) = R*(T), usando o

teorema adiabatico teremos a solugao geral :

(W(t)) = fu()](0)). (5.29)

Utilizando-se um calculo identico ao usado no caso das particulas de spin 0, encontramos

que:

fulT) = e S dtg=in, (5.30)

onde a fase geométrica é dada por:

7h=:ij€<xﬂéﬁ¢%)d3u, (5.31)

onde C' é um caminho de integragao no espago dos parametros R*.

E assim o estado quantico se da por:
[W(1)) = e e o(0)). (5.32)

5.2.3 Particulas de spin 1

Particulas de spin 1 s@o os quanta do campo eletromagnético [44]. No capitulo 4
mostramos que para a descricao quantica de um unico féton, as equacao que regem sua
dinamica sao equivalentes ao conjunto das equacoes de Maxwell. Mostra-se no capitulo 4
que estas equacoes pode ser agupadas na equacao abaixo:

o|w)

onde o Hamiltoniano A de um unico féton é:

_(p-S 0
’H—( 0 _p.S)—i—U, (5.34)
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onde, U ¢é a energia potencial do fotoon, cuja existéncia, como foi apresentada no capitulo 4,
deve-se a interacao do féton com o meio. Se o meio for condutor, ou um meio amplificador,
entao U serd complexo e assim H serd nao hermitiano.
Os estados quanticos estao relacionado da seguinte maneira com os campos:
oy = L ( VEeoB(r, ) +iy/ioH(r, 1) ) . (5.35)
2 \ eE(r,t) —i/uH(r, 1)

E S sao as matrizes de spin 1, que tem a forma:

00 O

S,=1 0 0 —1¢ (5.36)
0 ¢ 0
0 0 =2

Sy = 0 00 (5.37)
—i 0 0
0 — 0

S, = i 0 0 ). (5.38)
0 0 O

Faremos aqui um calculo idéntico ao que fizemos anteriormente para as particulas de
spin 0 e spin 1/2. Vamos supor que H seja nao hermitiano. Supomos também que H varie
lentamente através de um parametro adiabatico R¥(t), que este parametro varie ciclica-
mente no intervalo [0,7], e que inicialmente o sistema esteja num dos seus autoestados.
Um exemplo de realizacao experimental de fétons com interagoes nao hermitianas poderia
ser feito considerando uma solucao de rodamina, que é usado para reproduzir meios am-
plificadores. Ao controlar a concentragao de rodamina, fazendo com que esta concentragao
varia lentamente, teremos um hamiltoniano que evolui lentamente e o parametro associado
seria a concentracao de particulas na solugao.

De maneira andloga aos casos das particulas de spin 0 e spin 1/2, encontramos uma

fase geométrica da forma:

i 7( (|00 )d R, (5.30)
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e assim:

W(1)) = e~ o e |o(0)). (5.40)

5.2.4 Analogo do Efeito Aharonov Bohm nao Hermitiano para o
Foéton

Supomos aqui um féton sujeito a uma interacao nao hermitiana. Se o meio no qual o
foton se propaga for um meio metalico, ou um meio de ganho, o meio tera uma suscepti-
bilidade elétrica complexa, e assim teremos um potencial escalar complexo, e um potencial
vetor complexo. Supondo que o meio seja 6hmico, entao nas equacoes de Maxwell teremos
uma corrente do tipo: J = oE. O efeito da introducao do termo 6hmico nas equacgoes
de Maxwell se da através de uma susceptibilidade elétrica efetiva complexa. Neste caso a

equacao de onda para o féton, num meio com uma suscetibilidade complexa é dada por:

(p+A)-S 0 N
hwW = ~ W — hwxep¥ — hwx,nW 5.41
C< 0 (p+A)-S Xep X1 (5.41)

o
weg

onde Ye = Xe + ¢
Vamos considerar o problema do analogo do efeito Aharonov-Bohm para o féton dis-

cutido no capitulo anterior. Na Figura 5.1 é ilustrado o sistema que reproduz tal efeito.

Figura 5.1: Sistema utilizado para reproduzir um efeito andlogo ao Aharonov-Bohm com
potencial vetor complexo. Para isso utiliza-se um cilindro metalico que gira com velocidade
angular A, imerso num fluido viscoso que pode ter condutividade ou ganho.

A diferenca é que o cilindro é metélico, nesse caso caractrizado por uma permissividade

complexa € e uma permeabilidade magnética real. O fluido viscoso se caracteriza por uma
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permissividade complexa €; e uma permeabilidade magnética real py. Um exemplos de
fluido que apresenta pemissividade complexa é uma sulucao eletrolitica, ao qual a con-
dutividade contribui para que a parte imaginaria da permissividade seja negativa. Outro
exemplo de fluido que apresenta permissividade complexa é uma solucao de rodamina, us-
ada para lasers como meio amplificador. Nesse caso a parte imaginaria da permissividade
é positiva, o que origina efeitos amplificadores.

O potencial vetor associado ao sistema ilustrado na Figura 5.1 é entao:

b

(ep—DAr0, 0<r<a

2 A ) 5.42
(€ppp — D220, r>a (5.42)

S

- h
Aw-{

C
onde € = x, + 1.

Executando um céalculo idéntico ao feito no capitulo anterior, onde calculamos a fase
geométrica de um num anel de fibra éptica de raio a confinado num cilindro girante com
velocidade angular A, mostramos que no caso de uma susceptibididade complexa, o féton
adquire uma fase geométrica complexa, dada por:

N a’A

Nesse caso, além de efeitos de interferéncia, pode se ter efeitos atenuantes ou amplifi-

cadores na funcao de onda do féton.

5.3 Conclusao

Neste capitulo mostramos que particulas relativisticas quaisquer, de spin 0, spin 1/2 ou
spin 1, que sofrem interacoes lentas e nao hermitianas, adquirem em suas fungoes de onda,
um fator de fase geométrico complexa. A interpretacao da fase geométrica complexa, é que
a parte real da fase geométrica corresponde a um fator de fase propriemente dito, enquanto
que a parte imaginaria da fase geométrica corresponde a uma atenuacgao na amplitude da
funcao de onda, ou a uma amplificacao.

Mostramos também a possibilidade de um efeito Aharonov-Bohm complexo para o

féton. Para que ocorra a existéncia de tal efeito, basta que um feixe de fétons que se divide

29



em depois e recombina-se em torno da vorticidade de um fluido viscoso que apresenta tenha

permissividade complexa. Nesse caso o fluido pode ser condutor, ou um meio de ganho.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Ao fim deste trabalho, discutiremos agora algumas conclusoes a respeito dos conheci-
mentos obtidos nesta tese, e importantes propostas para trabalhos posteriores a partir dos
resultados aqui apresentados.

No capitulo 1, onde foi apresentado a fisica basica da propagacao de onda em cristais
fotonicos, conseguimos obter os resultados nas estruturas de banda de forma analitica, e
assim é mostrado que o contraste dielétrico e magnético entre as placas que formam o
material, assim como a razao entre as espessuras, determinam as bandas de frequéncias
nesses cristais.

Podemos dizer que uma das aplicagoes indiretas dos conhecimentos obtidos no nosso
estudo dos cristais fotonicos, foi referente ao capitulo 2, sobre a fisica de sistemas com massa
peridédica. Embora os cristais fotonicos e os sistemas com massa periddica sejam fisicamente
diferentes, a matematica que se usa nos dois sistemas é semelhante. Assim aproveitamos a
matematica utilizada no estudo dos cristais fotonico para se obter os resultados referentes
ao estudo de sistemas de massa periddica.

Do capitulo 2, os resultados mais relevantes foram a nossa proposta para o Hamiltoniano
que descreve particulas de massa variavel e o calculo de estruturas de bandas para sistemas
de massa variavel. A proposta para o hamiltoniano, baseia-se no processo de quantizagao
canonica para um observavel composto pelo produto de outros observaveis. O fato dos

sistemas de massa periddica possuirem estrutura de bandas, pode ser aplicado no estudo
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de semicondutores. Assim a principal conclusao que podemos chegar, quanto ao estudo de
sistemas de massa periddica, é que como o elétron ao se mover numa estrutura metalica
ou num semicondutor, adquire uma massa efetiva, entao pode-se construir uma estrutura
onde o elétron possui massa efetiva periddica, utilizando-se a juncao periédica de duas
placas de metais diferentes. Assim pode-se construir novos dispositivos semicondutores,
usando-se apenas juncao periédica de metais, que sao condutores.

No capitulo 3, onde apresentamos os isolantes topoldgicos, mostramos que a luz ao se
propagar numa estrutura periédica em uma dimensao composto por um isolante comum
e um isolante topoldgico também apresenta estruturas de bandas, semelhantes aos cristais
fotonicos usuais, com a diferenca que o parametro correspondente ao isolante topoldgico
também controla a estrutura de bandas, inclusive no caso em que a estrutura nao tenha

contraste dielétrico nem magnético.

No capitulo 4, introduzimos o formalismo da primeira quantizacao do féton. Tal formal-
ismo, apesar de pouco explorado, possui um enorme potencial de aplicacao, ja que podemos
buscar problemas quanticos que foram resolvidos para elétrons, mas que ainda sao pouco
explorados para o féton, como por exemplo, o efeito Aharonov-Bohm. Mostramos que
para fétons num meio periédico em uma dimensao, surgem estruturas de bandas iguais as
calculadas no capitulo 1. Mostramos também que para um feixe de fétons que se divide
em dois e depois se recombina, em torno da vorticidade de um fluido viscoso, surge uma
fase do tipo Aharonov-Bohm. Podemos usar este analogo do efeito Aharonov-Bohm, por

exemplo para se medir indices de refracao de um fluido viscoso.

No capitulo 5 discutimos que o uso de operadores nao hermitianos para desrever
observaveis é fisicamente aceitavel. O estudo feito neste capitulo foi referente a fase
geométrica em sistemas relativistico com hamiltoniano nao hermitiano. Mostramos que
para sistemas de spin 0, spin 1/2 e spin 1, sujeitos a hamiltonianos nao hermitianos que
variam lentamente no tempo surgem um fator de fase geométrica complexo, o que in-

flui diretamente na amplitude da funcao de onda do sistema em questao. O fato da fase
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geométrica ter uma parte imaginaria, significa que a amplitude da funcao de onda decai,
ou sofre uma amplificagdo. Mostramos ainda que é possivel teoricamente a existéncia de
um andlogo efeito Aharonov-Bohm complexo, onde o potencial experimentado pelo féton
é complexo. O que desempenha o papel do potencial vetor complexo é um meio formado
por um cilindro que fira com velocidade angular constante, imerso num fluido viscoso con-
dutor. Nesse caso mostramos teoricamente que em tal sistema surge uma fase do tipo
Aharonov-bohm complexa.

Quanto as pespectivas, apresentaremos aqui algumas propostas de trabalhos futuros:

1. Uma de nossas propostas quanto aos sistemas de massa periddica, é estudar a in-
clusao de defeitos na estrutura, para assim estudar propriedade de semicondutores
nestes materiais. Nesse caso, o defeito se da pela insercao de uma placa diferente
na estrutura periédica. Poderemos fazer entao o estudo de modos localizados, da
densidade de portadores de carga, o estudo da estatistica destes portadores, e etc.
Um dos problemas no resultado obtido para a estrutura de bandas no problema de
massa periédica, é que o tamanho do gap(1075¢V) para estrutura da ordem de 1u
¢ muito menor do que o gap de um semicondutor tipico(leV'), assim o sistema pro-
posto sé teria aplicagao em semicondutores para temperaturas muito baixas. Uma
proposta nossa para se elevar esse gap é a inclusao de efeitos de campo magnético
nestes sistemas. Se colocarmos um campo magnético periddico, que tenha a mesma
periodicidade da massa, talvez possamos obter uma estrutura de bandas ajustavel
pelo campo magnético, o que teria um grande potencial para aplicagoes praticas, ja

que nesse caso teriamos um sistema com condutividade elétrica ajustavel.

2. Uma das diferencas fundamentais entre semicondutores eletronicos e cristais fotonicos,
é a estatistica das particulas transportadas. Enquanto nos semicondutores eletronicos,
os elétrons obedecem a estatistica de Fermi-Dirac, nos cristais fotonicos os fétons
obedecem a estatistica de Bose-Einstein. No estudo de ondas eletromagnéticas em
cristais fotonicos, nao se ¢ levado em conta a estatistica quantica, ja que o sistema é

classico. Pretendemos entao, investigar a influéncia da estatistica de Bose-Einstein na
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propagacao de fotons em cristais fotonicos. Um estudo que pode ser feito também,
é a influéncia da estatistica de Bose-Einstein na propagacao de fétons em cristais

fotonicos.

. Pretendemos também fazer o estudo do confinamento de fétons, usando o formalismo
apresentado aqui da fun¢ao de onda do féton. Podemos entao verificar o confinamento
geométrico do foton através de um defeito topoldgico, os quais podem ser descritos
por uma geometria efetiva. Esses defeitos topoldgicos existem, por exemplo, em

cristais liquidos.

. E por fim, podemos estudar a dinamica de fétons na presenca de uma distribuicao
de defeitos topoldgicos. Se a distribuicao de defeitos for ordenada, teremos entao um
novo cristal fotonico, e se a distribuicao for desordenada podemos verificar localizacao

de Anderson para fétons nessas estruturas.
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Apeéendice A

Calculo da Estrutura de Bandas em
Cristais Fotonicos Unidimensionais

Neste apéndice vamos mostrar como foi feito o calculo da estrutura de bandas no cristal
fotonico unidimensional apresentado no capitulo 1. A Figura A.1 ilustra o sistema trabal-
hado. Nas regices sem interfaces, a equagao de onda é a mesma para meios homogéneos.

Ou seja:

[T
TE=
|
o
=
|
L]
r~

Figura A.1: Cristal fotonico unidimensional. Nas regioes sem fronteira, o meio pode ser
considerado como homogeéneo.

d*H  eu
W—F?w H=0. (Al)

Podemos entao escrever a solugao para H(z) como:
Acosqz+ Bsing z, 0<z<

H(z) =< Ccosqz+ Dsingsz, 0<z<
Fcosqz+ Gsing z, 0<z<

(A.2)

[NJISENTISY Sl S
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onde g = YW e gy = Y2

w

Para determinar a solucao do problema, precisamos das condigoes de contorno. A
teoria eletromagnética informa as condigoes de fronteira na interface [14, 15], e a simetria
do cristal informa as condicoes de contorno de periodicidade do sistema.

A teoria eletromagnética diz que as componentes de E e H tangentes a interface sao
continuas nessas interfaces. Ja das simetrias do sistema temos o teorema de Bloch, e tal
teorema implica que E(a 4 b) = e* @ E(0) e H(a + b) = ¢*@TY H(0). Assim, na célula

unitdria, o conjunto de condigoes de contorno nas interfaces z = § e 2 = § + b sao:

a
2

| 245 40%) = 24 (5 1)

e as condicoes de Bloch sao:

H(a + b) = e+ H(0) "
A4
ﬁ(a + b) _ ez’k(a+b)d_H(0)

dz dz

Aplicando-se as condigdes (A.3) na solugao geral (A.2) encontramos que:

C cos 2% + Dsin 2% = Acos 4% + Bsin 4*
—20sin 4% L U cos L2 = U Bgin 42 4 9L B cog 22
€2 2 €1 2 €1 2 €1 2

Feosq (&+b)+Gsing (¢+b) =Ccosqge (&+b) + Dsing (% + )
_Z_IFsinql (% —i—b) + %Gcosql (% +b) = —Z—;Csinqg (% +b) + Z—z COS ¢ (% —i—b)
(A.6)

Vamos encontrar C',D, F.e G em funcao de A e B. As constantes A e B dependem das

condicoes iniciais dos campos. Resolvendo os sistemas acima encontramos:

C = COS@COS%—I—@SiH@SiH@ A+ sinwcos@—@cos@sin% B
2 2 q2€1 2 2 2 2 q2€1 2 2

(A7)
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a a a a a a a a
D = (Cosqisinqi—@sinql—cosqi) A—k(smch—sinqi—(hﬁcosqicos(]L)B

2 2 pa 2 2 2 2 pa 2 2
(A.8)
F= (Cosqlbcosng b= ( +b) sin 4% sin gob + qz ! (%—i—b) COSMSIHQQb)A
+ <— sin q1b cos q2b + Z;? COS q1 (5 + b) cos 4% sin qob + ZTZ; sin ¢q (% + b) sin 4% sin q2b> B
(A.9)

G = (sin ¢1b cos qab — ‘“62 2singy (9 + b) sin 4% sin gab — qi; Cos q1 (g + b) cos 4 sin ng> A

+ (cos q1b cos g2b + Z;—: sin ¢y ( + b) cos L2 sin gob — Zfeé CoS (1 ( + b) sin £ sin q2b> B
(A.10)

Agora vamos aplicar as condigoes de Bloch (A.4) a soluc¢do encontrada. Teremos entao

o sistema:

Fcosqi(a+0b) + Gsingi(a+b) = e*@+h) 4 Al
—Fsing(a+0b) + Gceosqi(a+b) = etk(a+b) B :
O sistema acima pode ser escrito da forma geral abaixo:
(Cll - eik(a+b))A + 012B =0
{ Cn A+ (Co — eik(a+b))B -0 (A.12)

A condigao para que tenhamos solugoes nao triviais para os modos eletromagnéticos é

que o determinante da matriz dos coeficientes do sistema seja nulo. Entao isto implica em:

1L I
cos(k(a + b)) = cos qra cos gab + 3 (I_l + 12) sin gy a sin ¢ob (A.13)
2 I

onde [} = \/‘ezl1 el = \/’6‘:22 sao as impedancias das placas que formam o cristal fotonico.

A relagao (A.13) é a relagao de dispersdao para os modos eletromagnéticos no cristal
fotonico unidimensional. O membro esquerdo desta relacao é limitado entre -1 e 1, o que
significa que os valores de w(k) deve ter restrigoes para que a relagao (A.13) obedega tal
limitagao. Assim surgem bandas de frequéncia. Os graficos tragados abaixo ilustram tais

bandas:
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Figura A.2: Estrutura de bandas num cristal fotonico unidimensional modulada pela razao
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Apeéendice B

Calculo da Estrutura de Bandas para
Luz em Cristais Fotonicos formados
por Isolantes Topolégicos

Vamos aqui apresentar o cdlculo da estrutura de banda para as frequéncias de ondas
planas que incidem normalmente num isolante topolégico periddico. O sistema em questao

¢ ilustrado pela Figura B.

ELM 14 EQ,U.Q@Q

|
|
|
|
|
|
0 & §+ba+b

Figura B.1: Isolante topolégico peridédico

Precisamos encontrar a solucao da equacao de onda. Considerando-se regides sem
interfaces, a equacao de onda para as pertes espaciais dos campos é dada poré escrita

CO1Mo:

d’E
—%4E=0

dz?
(B.1)
{1 owm o

Dessa forma, a solucao geral para os campos é entao dada por:
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a, COSq12 + by sinqq z,
E, =< c,cosqz+ d,singsz,
€xCos 12 + frsing z,
@y oS 12 + by sin g 2,
E, =< c¢ycosqz+dy,singz,

€y COS 12 + fysinq; z,

Sy sing z — ;qlby coS q1 2,

1 : [
Ba: = ZQZCZ/ SIn g2 — ;'quy COS (@27,
1 3 3
Sq1€ySMg1z — ;Chfy €coSq12,
——qlam sin g,z + qlb cos 12,
B, = ——qgcx sin goz + qu COS (22,
—tqreysinq1z + wafm oS ¢12,
w./€
onde q; = 2L o gy = V22
C C

0<z<
%§z< +0b
%+b§z<a—|—b

vl ole

(B.2)

0<z2<3
5<z2<5+b
s+b<z<a+b

(B.3)

(B.4)

(B.5)

Precisamos aplicar agora as condicoes de contorno. Das condigoes de interface temos:

e Para z =3
{czcos%—i-dxsin%—axcos%ijmsin% (B.6)
aa i 20— aia i e :
¢y cos 2= + d, sin 5= = a, cos &= + b, sin &
(92 q2a _ig2 q2a
G —L2_c sin q2a o y COS q2a o »
1 1a 1 1 qay Lo (q1a
Soay sin Bt — —eb, cos 4t — Abla, cos(%F) — Adb, sin(%F) -
B.7
— e sin % + 122 cos 2t =
w z w
_ G sin e qla + it b, cos L2 e + Aba, cos(L*) + Adb, sin( L)
\ wpopy T WO L1 2 Y 2 Y 2
e Para z =3 +1b
{ ez cos( % +b) + fusin(%* 4 b) = ¢, cos(2* 4 b) + d, sin(%* + b) (B.8)
q1 3 qia _ q2 3 qia .
€y COS(T + b) —+ fy SIH(T + b) =Cy COS(T + b) + dy SID(T + b)

70



( ey sin(4* +b) — ‘1 fycos(L2 +b) =
2 .

WHOK wWhop1
w;‘f}% cysin(L* +b) — w;%iQ dy cos(L* +b) + Abc, cos(2* 4 b) + Add, sin(%* 4 b)

o sin(%* +b) + Z:‘“ faocos(%* +b)

\ whope

onde Af = 6, — 0.

Resolvendo o sistema acima para ¢, ¢, d,, d, teremos:

Cp = (cos L% cos L +- q”” sin 2% sin ‘“2“) az + (COS L% sin T4 — 3152 sin 22 cos ‘““) bz

_‘*’”0/"2 q2a aa WHop2 424 3y N4
+= A@sm 5~ cos fta, + =00 Af sin £ sin 425,

(B.10)

_ qza qla qLp qza qa qza qia  qipe qza qa
¢, = | cos £= cos &= sin £=sin = ) a Ccos 2= sin 4= — sin 2% cos &2 ) p
Y ( + q2p1 2 ) vt ( 2 q2p1 ) Y

—MA@ sin m cos L2q, — MA@ sin 2% gin 4%, .
1q2 2 2 iq2 2 2

(B.11)

d, = (sm 822 cog UL DK2 (o5 29 gjy) ql“) ay + (Sm L% sin 4% + 282 cog B2 cos M) by

2 2 q2/41 2 2 2 q2/41 2 2
—MAG cos q22“ cos q;“ ay — —%&AH cos q;“ sin q”‘b

(B.12)

— i 42@ qa _ qip2 qza qaa in 29 o3y 414 q1p2 q2a Qua
d, = (sm 5~ cos 4= — T2 cos 4= sin )ay+ <s1n 5 sin 4= 4 T2 cos 4= cos 4 )by

wiiopa m M wiiopa @a g qia
+ e A0 cos £+ cos Lra, + - Af cos T= sin T2b,.

(B.13)
A solugao para ey, ey, fz, fy €
€y = [cos (% + b) COS (% + b) + gf—“; sin (% + b) sin((% + b)} Cy
+in (52 4 0) cos (32 +) — B cos (5 + D) sin(2 4 0)] e gy

——“”;32“2 Af cos (% + b) sin (% + b) c
——“’;3;2A€ sin (% + b) sin (% + b) dy,
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ey, = [cos (2% 4+ b) cos (L +b) + e sin (2% 4+ b) sin( (L2 + b)} ¢y
+ [Sln (%% +b) cos (4* +b) — LiLcos (4% +b) sin( (4" + b)} dy (B.15)
+—L°“ A0 cos (qT —|— b) sin (‘ha + b) C
+MA951H( 20 4 b) sin (42 4 b) d,,

q1p2
o [sin (%2 + B) sin (%2 + ) + 22 cos (%° + ) cos((%4* +b) |, (B.16)
+E2 A cos (222 +b) cos (L2 +b) ¢,
+E2E2 Af cos (%22 +b) sin (L% +b) dy,

fo= [COS (‘m + b) sin (‘““ + b) + LEL gip (‘m + b) cos((% + b)} Co

fo= [cos (2% +b) sin (4 +b) + B sin (%22 +b) cos((L* + b)] cy

+ [sm (% + b) sin (% + b) + % cos (% + b) cos((% + b)
——”‘;52“2 Af cos (% + b) coS (% + b) Cy
——“?22“2 A cos (% + b) sin (% + b) d,.

| I

dy (B.17)

Para finalizar o problema, precisamos aplicar as condicoes de Bloch. Das equacoes

(B.2),(B.3),(B.4) e (B.5) teremos:

(e,cosqi(a+0b)+ frsing (a+b) = etkatb) g

—egsing(a+b) + frcosqi(a+b) = eiklatb)p
< (B.18)
eycosqi(a+b) + fysingi(a+0b) = eik(a+b)ay

| —eysingi(a+b) + f,cosqi(a+b) = ety

Escrevendo e, ey, fz, f, em termos de a,, a,, b;, b, temos um sistema linear homogeneo

do tipo: :
(C — e*et1)a =0, (B.19)
Ay
onde a = Zz e C — et & a matriz dos coeficientes. sendo 1 a matriz identidade
by
4 x 4.
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Para a existéncia de solugoes nao triviais, devemos impor que det(C — eik(“+b)i) = 0.

Desta condicao encontramos a equacao trancedental:

1 _[2 Il O[,M% 9 . .
cos k(a4 b) = cos qracos gab — = T + A + ﬁlllgAH sin g a sin ¢ob, (B.20)
1 2 ™

2
onde[lz,/‘e‘—llelzzM’;—j.

Observamos que o membro esquerdo da equagao (3.15) é limitado por —1 e 1 enquanto
o membro direito nao é limitado. consequentemente teremos valores proibidos para w, e

entao uma estrutura de bandas para as frequéncias.
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