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Resumo

No presente trabalho fazemos uma investigacao de novas caracteristicas dos chamados k-
defeitos, que sao defeitos topolégicos com termo cinético nao-canonico. Especificamente,
estudamos uma classe de k-defeitos em modelos de teorias de campos escalares distintos da
teoria padrao mas que descrevem, caso a caso, o mesmo defeito com a mesma densidade de
energia daquele descrito pela teoria governada pela densidade lagrangiana padrao. Em teorias
que apresentam tais relagoes, modelos distintos suportam a mesma estrutura topologica;
dai chamé-los de modelos gémeos. Construimos, entdao, um modelo de teoria gémea, que
denominamos modelo ALTW, e encontramos as relacoes existentes entre eles, incluindo as
relacoes entre os potenciais de ambos, que, embora distintos, apresentam minimos conectados
pelo mesmo campo solucao, para o caso de configuracoes estaticas e estaveis. Os resultados
sao ilustrados com varios exemplos. Com a finalidade de distinguir as teorias, analisamos a
situacao em que a componente T do tensor energia-momento é nao-nula, o que é equivalente
a quebrar a condicao de pressao nula necessaria para garantir a estabilidade das solugoes
estaticas. Com o mesmo objetivo de distingao, fizemos um estudo da estabilidade linear dos
defeitos e obtivemos que, embora representem o mesmo defeito, caso a caso, uma teoria nao
¢ uma simples reparametrizagao da outra. Fizemos ainda uma extensao da natureza gémea
entre modelos mais gerais de teorias de campo escalar real e uma aplicacdo ao cenario de
brana. Investigamos também o comportamento gémeo entre os modelos padrao e taquidnico

em cosmologia FRW, onde o campo escalar evolui com o tempo.

Palavras-chave: Campos escalares, Teorias gémeas, Dinamica modificada.



Abstract

In this work we do an investigation of new features of so-called k-defects, which are topological
defects with non-canonical kinetic term. Specifically, we study a class of k-defects in models
of scalar field theories distinct from standard theory but discribing, case to case, the very
same defect structure with the very same energy density as that described by the theory
governed by standard Lagrange density. In teories which presents such relationships, distinct
models support the same topological structure; why call them of twinlike models. We
then build a model of twin theory, which we call ALTW model, and find the relationships
between them, including relations between the potentials of both, which, although distinct,
they present minima that are connected by the same field solution, for the case of static
and stable configurations. The results are ilustrated with several examples. In order to
distinguish between theories, we analyze the situation in which the component T*! of the
energy-momentum tensor is nonzero, which is equivalent to breaking the pressureless condition
required to ensure stability of static solutions. With the same purpose of distinction, we did
a study of linear stability of defects and we found that, although representing the same defect
structure, case to case, a theory is not a simple reparametrization of the other. We also made
an extension of the twin nature between more general models of real scalar field theries and an
application to braneworld scenario. We also investigated the behavior twin between standard

and tachyonic models in FRW cosmology, where the scalar field evolves over time.

Keywords: Scalar fields, Twinlike theories, Modified dynamics.
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Introducao

Estruturas topologicas em teorias de campos cléssicos estao presentes em diversas areas
da fisica. Estruturas como kinks, vortices e monopolos sao importantes em fisica de altas
energias, surgindo, por exemplo, em diversos contextos na Cosmologia [1, 2, 3, 4, 5, 6].
Em particular, podem ter existido em diferentes fases da evolugao do universo |7, 8, 9, 10].
No univero primordial, tais defeitos podem ter sido formados a medida em que o universo
resfriou e simetrias foram quebradas. Neste trabalho, investigamos algumas caracteristicas de
defeitos topologicos em teorias de campo escalar com termos cinéticos nao-canonicos, similares
aquelas empregadas em modelos de k-esséncia [11, 12, 13|. Os defeitos topoldogicos estudados
em teorias generalizadas dessa natureza sao denominados k-defeitos e alguns aspectos destes
objetos ja foram estudados em [14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21|. Inspirados em [22], estudamos
modelos de teorias de campo escalar real com termo cinético nao-canénico, mas que se
relacionam com o modelo padrao de termo cinético canénico de uma maneira que nos permite
classificd-los como modelos gémeos, tendo em vista que, embora sejam distintos, os dois
modelos de teorias descrevem uma mesma estrutura topoldgica, caso a caso, tendo mesma

solucao, para configuragoes de campo estatico, e mesma densidade de energia.

Inicialmente, no primeiro capitulo, desenvolvemos as equacoes necessarias ao entendimento
da dindmica generalizada de uma teoria de campo escalar real em (1 4 1) dimensoes espago-
temporais, partindo das consideracgoes feitas acerca do principio de mimina acao, passando

pelas condigoes de estabilidade de uma solugao, como discutido no argumento de Derrick, e



Introducao

culminando no estudo generalizado da estabilidade linear de uma estrutura de defeito a partir
de flutuagoes em torno do campo solucao. No segundo capitulo é feita uma descricao da
dinamica padrao, com termo cinético canonico, e uma investigacao de estruturas topoléogicas,
ou do tipo kink, e estruturas nao-topologicas, ou do tipo lump, seguida de varios exemplos. O
mesmo é feito no terceiro capitulo, desta vez para um modelo modificado que intitulamos
modelo ALTW. No quarto capitulo, comecamos a tracar relagoes entre os dois modelos
tratados nos capitulos anteriores. Algumas propriedades semelhantes levaram-nos a justificar
a denominacao de modelos gémeos, ou teorias gémeas. Um formalismo de primeira ordem
para resolucao das equacoes é desenvolvido, como em [23], e a natureza gémea é incorporada
as equacoes reescritas segundo esse formalismo. Ainda neste capitulo, estudamos formas
de distinguir as duas teorias, considerando inicialmente o componente T do tensor energia-
momento nao-nulo e, em seguida, através do estudo da propria estabilidade linear das solucoes.
Modelos mais gerais e uma aplicacao ao cenario de brana podem ser vistos no capitulo quinto.
O capitulo que antecede as consideracoes finais é dedicado ao estudo da existéncia de modelos
gémeos no cenario de cosmologia. Relacionamos as equagoes de campo evoluindo com o tempo
sob dinamica padrao e sob dinamica taquidnica, em um sitema espaco-tempo cuja métrica ¢é

a de Friedmann-Robertson-Walker.



Capitulo 1

Dinamica generalizada

Este capitulo é devotado ao desenvolvimento das equacoes gerais que formam o ferramental
matematico necessario ao desenvolvimento dos capitulos seguintes, de maneira que se possa
evoluir na leitura sem a necessidade de pausas para demonstracoes matematicas mais
demoradas. Inspirados no desenvolvimento adotado em [19, 24|, descrevemos uma dinamica
generalizada para estruturas de defeitos em modelos governados por um campo escalar real

m (1,1) dimensoes espaco-temporais. Até entdo, nao fazemos ilustracdes com exemplos
especificos. A descricao tem carater geral e, feita dessa forma, tem a vantagem de permitir o
estudo de uma diversidade de possibilidades. Algumas possibilidades, no que diz respeito
principalmente a forma do termo cinético da densidade lagrangiana, serao tratadas em

detalhes nos capitulos seguintes.

Consideramos inicialmente que cada ponto de uma regiao do espago estd associada a
um campo escalar real ¢(x,t): uma fungdo continua das coordenadas posigdo e tempo, que
constitui um sistema com um nimero infinito de graus de liberdade (Para uma revisdo mais

detalhada, consultar [25, 26]). A dinamica de ¢ ¢é descrita pela agao

S = /d2x£(¢,X), (1.1)

onde L(¢, X) é uma densidade lagrangiana generalizada. Esta é simultaneamente uma fungao
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do campo e de suas primeiras derivadas, e a grandeza
1 “
X = S0,60"6, (1.2)

onde u, v = 0,1, representa as contribuigoes cinética e gradiente da dinamica. Em principio,
a densidade lagrangiana £ poderia também depender de derivadas de ¢ em ordens mais altas.
A consequéncia indesejada é que as equagoes de movimento seriam nao de segunda ordem,

mas de ordens superiores.

A assinatura da meétrica é (+,—), onde z° ¢ a dimensdo temporal e ! é a dimensdo
espacial. Estamos considerando o campo escalar como sendo uma grandeza adimensional,

com coordenadas espaciais e temporais também adimensionais.

Se fizermos uma pequena variacao arbitraria d¢ no campo ¢, a variacdo consequente na

acao ¢ da forma
59 = /d% 5L(6, X)), (1.3)

Aplicando o principio da minima ac¢ao, onde se requer que S seja estacionaria sob uma variacao
arbitraria d¢ que se anula nos limites de integragao |27, 28|, obtemos as equagoes classicas de

movimento para o sistema descrito por S:
O (Lx0"p) = Ly. (1.4)

Estas sao conhecidas como equacoes de Euler-Lagrange, podendo ser reescritas mais

explicitamente da seguinte forma
Lyx 0,00 ¢ + Lxx 0" 00 00,009 + LxDOd = Ly, (1.5)

onde estamos usando a notacdo Lx = 0L/0X e L, = 0L/0¢. Conhecida a densidade
lagrangiana que governa determinada teoria, podemos escrever as equacoes de movimento

como equagoes diferenciais parciais nas variaveis z e t.
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A invariancia da acdo com respeito a pequenas variacoes na métrica do espaco-tempo
esté relacionada a uma quantidade conservada para configuragoes de campo que obedecem &

equagao (1.5), e que identificamos como sendo o tensor energia-momento, cuja forma é

TH = L30"¢pd"$ — g™ L. (1.6)

As componentes do tensor energia-momento sao

T = p=Lxd* - L, (1.7)
T =T = Ly, (1.8)
™ =p=Lx¢”+ L. (1.9)

Os termos T% = p e T'! = p, nas equagoes (1.7) e (1.9), representam a densidade de energia

/

e a pressao, respectivamente. Os simbolos (") e (/) representam, respectivamente, derivadas

com respeito ao tempo e a coordenada espacial.

Desde que consideremos uma configuracao de campo estatico, ou seja, ¢ = ¢(x), da Eq.
(1.2), temos que

1
X = —§¢’2, (1.10)

onde usamos a notagao ¢ = d¢/dx. A Eq. (1.5) é entdo reduzida a
(2Lxx X + Lx)¢" =2Lyx X — Ly. (1.11)
Com um pouco de édlgebra, a equagao acima pode ser reescrita de uma forma mais simples:
(L—-2LxX) =0. (1.12)
Integrando esta equacao, o resultado obtido deve ser igual a uma constante. Assim,
L-2LxX =C, (1.13)

onde C é a constante de integragao a qual nos referimos.
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Como estamos tratando o caso em que as solucoes sao estaticas, um olhar sobre a Eq.
(1.9) permite-nos identificar a constante C' como sendo a componente 7! do tensor energia-

momento, ou seja, a pressao:

C=L-2Lyx (—%qs’?) =Lx¢? +L=T"

A energia total da configuracao de campo pode ser obtida integrando a componente 7%
sobre todo o espaco da densidade de energia. Para configuracoes de campo estatico, temos

T = —L e a energia total é

E=-— /OO drL(¢, X). (1.14)

[e.9]

Esta energia identifica a massa de repouso da estrutura do defeito.

1.1 O argumento de Derrick

O teorema de Derrick é importante porque trata da condigao necessaria para estabilidade
da solucao estatica. Segundo esse teorema, nao pode haver solucoes estéticas, de energia finita,
em teorias de campo escalar em mais do que uma dimensao espacial. Derrick percebeu que,
para uma configuracao de campo que é um ponto estacionario da energia, esta é estacionaria

para todas as varia¢oes, incluindo mudangas de escala [28, 29, 30, 31, 32, 33|.

Para uma configuragao de campo escalar estatico ¢(z), definimos uma solugao reescalada

da forma
oM (x) = ¢(Az), (1.15)

onde estamos considerando a mudanca de escala x — Ax, sendo A um parametro finito. Temos

que

X0 =1 (‘@?)2 - (di (qﬁ(m))f - —%2 (%(m))Q _A2X (M),
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A energia antes da mudanca de escala é a seguinte:

E(¢) = — /_OO dPxL (¢, X) = Ey + E». (1.16)

o
Aqui temos decomposto a energia em suas partes potencial e cinética. A expressao da energia
escrita assim, na forma de uma soma de suas componentes, representa uma teoria governada
pela dinamica padrao ou generalizacoes dela. Os subscritos indicam as poténcias explicitas

de A que aparecem quando a integral é reescalada. Com a mudanca de escala, temos

E™ = B(¢W) = _/OO dPzL (¢W, X W) = —/Oo dPzL (p(Ax), X (Az)).  (1.17)

— 00 o0

Fazendo

y=Xxr = dPz=X\"PdPy, (1.18)

podemos reescrever a equacao anterior da seguinte forma:
EW = — / dPyN"PL(6, A2 X) (1.19)

Decompondo esta energia em suas partes potencial e cinética como feito anteriormente, e

comparando-a com a Eq. (1.16), obtemos
EW = \"PE, + N\ PE,. (1.20)

Considerando Ey e E, como grandezas positivas, analisemos o seguinte:

(1
XEU + )\Eg, D = 1
1
EN — ﬁEo + By, D=2 (1.21)
1 1
L FEO+XE27 D:3

Podemos notar que, para D = 1, temos um ponto estacionario em A\ = Ey/FE,. Se D > 1, a
energia M decresce monotonicamente a medida que D cresce. Assim, solucdes estéaticas em
teorias de campo escalar com uma energia do tipo (1.16) s6 sdo possiveis em uma dimensao

espacial.



Dinamica generalizada

Podemos ainda ver que EM|\_; = E; e isso independe da energia ter a forma descrita em
(1.16), podendo ser escrita na forma de um produto de suas componentes, por exemplo, como
¢ o caso de uma teoria descrita pela dinamica taquionica [34, 35]. Assim OEW /OX deve ser

minimizada em A = 1. Portano, uma solucao estatica, ¢ = ¢(x), deve satisfazer

dEW o
= / dPx (DL —2LxX) = 0. (1.22)
N P —00
Para D = 1, temos
L—2LxX =0, (1.23)

o que significa dizer que apenas configuracoes estaticas e sem pressao sao estaveis. Observamos
que esta equacgao depende do campo escalar e de suas primeiras derivadas. Portanto, ¢ uma
equacao de primeira ordem. E também uma equacao de vinculo: ela impoe a condicao de

pressao nula para existéncia da estabilidade.

1.2 Estabilidade linear

Solugoes topoldgicas tendem a manter a topologia mesmo quando sofrem perturbacoes.
O estudo desta estabilidade fornece informacoes acerca da energia e topologia das solugoes.
Além do mais, possibilita associar um conjunto de niveis quanticos a qualquer solugao classica
estatica estavel, fundamentado na observacao de que solitons - solucoes de equagoes classicas
de campos -, sem quantizacao, sao similares a particulas. Certas propriedades dos estados
quanticos podem ser expandidos em uma série semiclassica; os termos dominantes desta série

estao relacionados as solugoes classicas correspondentes [31, 36, 37].

Consideramos o campo escalar da forma

¢(x,1) = ¢(x) +1n(x, 1), (1.24)

onde ¢(z) representa o campo estético e n(z,t) descreve uma pequena flutuagado em torno da

solugao estatica. Logo, o X = %é?uqﬁ@“qﬁ também sofre uma pequena variacao, podendo ser

8
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reescrito como

X(z,t) = X(z) + X(x,1), (1.25)

onde

X(z,t) = 0,00"n + %8“78"77. (1.26)

Podemos expandir a densidade lagrangiana em série de Taylor até segunda ordem em 7 e

em X. O resultado da expansdo é o seguinte:
_ _ n? X2 _
LO+n,X+X)=L(),X)+nLy+ XLx + ?Ew + TEXX +nXLyx. (1.27)

Substituindo (1.26) em (1.27) e reunindo apenas os termos quadraticos, a parte correspondente
da acao é

1

S@)
2

/d2$ {EX@J]@”U + /;XX (8@8“7})2 + [£¢¢ - au(£¢xa#¢)] 7]2} . (1.28)

A equacgdo de movimento para 7 tem a forma
O (Lx0"n + Lxx0" 9000 n) = [Loy — 0u(Lox 0" P)] ), (1.29)

onde temos desprezado justamente os termos quadraticos em 7, e considerado apenas os

termos lineares. Sendo ¢ uma solugdo estatica, a Eq. (1.29) toma a forma

Lxgii = [(2LxgxsXs + Lx ) = [Los + (Loxsd')]n. (1.30)

Supondo
n(x,t) = n(x) cos(wt), (1.31)

na Eq. (1.30) obtemos
—[(2Lxxs Xs + Lx )] = [Log + (Loxsd) + w0 Lxy] n. (1.32)
Esta pode ainda ser reescrita na forma

—la(z)n'] = b(x)n, (1.33)
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onde

a(x) = QEXSXSXS + ‘CXS7 (134)

b(x) = Los + (Loxs¢') + wLx,. (1.35)

Agora chamemos
_ 2LxoxsXs + Lxg

A? 1.36
o (1.36)

e, por simplicidade, facamos a seguinte transformacao de variaveis

u
der =Adz e n= . 1.37
1= (1.37)
Com isso, obtemos

—u,, + U(2)u = w’u, (1.38)

onde

- e LT ()] 0o

A Eq. (1.38) obtida ¢ uma equagao de autovalores w? que, formalmente, coincide com a
equacdo estacionaria de Schrodinger no potencial U(z). A estabilidade da solucao estética

¢(z) depende da existéncia ou nao de autovalores negativos do operador

—@ +U<Z). (140)

Podemos notar que a presenca de autovalores negativos transforma a funcao cos da Eq. (1.31)
em cosh. Isto contraria a nossa suposicao de pequena flutuacao em torno do campo estético.
Neste caso, as solucoes sao instaveis, desde que a perturbacao cresce exponencialmente. Se
nao ha autovalores negativos, entao todos os w sdo reais e a pequena perturbagao n(z,t) ndo
cresce com o tempo. Podemos notar que ou ela oscila, no caso w? > 0, ou entao nao depende

do tempo. Temos, nestes casos, uma solucao estavel.

Nosso interesse estd voltado para solugoes estiveis e o nao-crescimento exponencial da

perturbagio é assegurado pela condigao de hiperbolicidade [14]. Tal condigao é a imposigao

10
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de que as raizes da Eq. (1.30) sejam reais e distintas, o que resulta em

_ 2Lxgxs X5+ Lxs

A2
Lx.

> 0. (1.41)

Uma melhor discussao pode ser encontrada em [38, 39, 40, 41].

11



Capitulo 2

O modelo padrao

Neste e no proximo capitulo, estaremos empregando as equacoes desenvolvidas no capitulo
anterior aos modelos de teorias de campo escalar cujos detalhes propomo-nos a estudar. O
modelo que consideramos no presente capitulo é o mais simples: o de um tinico campo escalar

cuja dinamica é governada pela densidade lagrangiana padrao dada por
L=X-V(), (2.1)

onde X = %augzﬁ@“qb representa as contribuicoes cinética e gradiente para a dinamica e V(¢)
descreve o potencial: uma funcao de ¢ tomada frequentemente como sendo polinomial, tendo
formas especificas para cada situagio considerada. A densidade lagrangiana (2.1) é invariante
sob transformacoes de Lorentz e se apresenta naturalmente como uma soma de componentes

cinética e potencial da energia. A equagdo de movimento (1.4) para este caso toma a forma
0,0"p+V, =0, (2.2)
onde V; = dV/d¢. O tensor energia-momento é
™ = o"'pd" ¢ — " L. (2.3)
Desde que consideremos solucoes estaticas, a equagdo de movimento torna-se

"=V, (2.4)
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e as componentes do tensor energia-momento sao

T = p(x) = 26” + V(0), (2.5)

que representa a densidade de energia, e

T = 6%~ V(9). (2.6)

A energia do campo estatico é

o /d:r (%gb’? + v<¢)> | (2.7)

A condigao de pressao nula, Eq. (1.23), leva a seguinte equagao:

1

262 =V(6). (2.8)

Combinando (2.8) com (2.5), obtemos a importante relacdo

p(z) = ¢ = 2V(9). (2.9)

Uma relagao deste tipo é verdadeira unicamente pela existéncia de uma grandeza conservada
para configuracoes estaticas que relaciona o valor do campo a sua derivada espacial. Em geral,

a densidade de energia nao pode ser expressa como uma funcao do campo apenas.

2.1 Defeitos do tipo kink

As estruturas conhecidas como solitons foram descobertas pelo enegenheiro escocés J.
Scott Russell, em 1834, enquanto montava seu cavalo por um canal de dgua, quando viu um
barco parar repentinamente. Ele observou que um “morro” de dgua comecgou a se mover desde
a proa do barco por uma grande distancia canal abaixo, preservando a forma e a velocidade.
Solucoes que se propagam sem dissipacao e com velocidade uniforme sao conhecidas como
solitons e uma de suas mais importantes aplicacoes esta, por exemplo, na 6tica, onde eles

podem se propagar em fibras 6ticas sem distorcao.
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Defeitos como kinks e paredes de dominio (a sua extensdo para mais do que uma dimensao
espacial) sdo os tipos mais simples de solitons. Sao objeto de pesquisa em varias areas da
fisica, desde matéria condensada a cosmologia; podem ter existido, por exemplo, no universo
primordial. Uma diferenca consiste no fato de que os sélitons de agua preservam sua identidade
depois de um espalhamento enquanto que kinks e paredes de dominio nao necessariamente

tém essa propriedade [32, 36].

Figura 2.1: Potencial (2.11). As linhas continua, pontilhada e tracejada representam o
potencial para a =1e A = 0.5, 1, 2, respectivamente.

Como um primeiro exemplo, consideramos o modelo descrito pelo potencial com auto-
interacao quartica, conhecido como modelo ¢* que sofre quebra espontanea de simetria;
talvez o exemplo mais conhecido de estruturas de defeitos suportando solucdes topologicas.
A dinamica é descrita por

)\2
2

L= 00~ % (&~ ), (2.10)

onde p = 0,1, e A\ e a sao parametros. Esta lagrangiana é invariante sob a transformacao
¢ — —¢. O potencial

V(g) = %)\2 (6* — a?)” (2.11)

tem dois minimos globais degenerados em ¢ = +a e um méaximo em ¢ = 0 (Ver Fig. 2.1).

Os minimos do potencial sao equiprovaveis na situacao simétrica. A quebra espontanea de
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simetria ocorre quando o campo ¢ assume um desses minimos.

Figura 2.2: Solucao (2.14). As linhas continua, pontilhada e tracejada representam as solugoes
kink e anti-kink para a =1 e A = 0.5, 1, 2, respectivamente.

A equacao de movimento é
¢—¢" +2) (¢* —a®) ¢ = 0. (2.12)

Duas solugoes triviais da equacao acima sao ¢ = +a. Estas, porém, tém densidade de energia
nula e, como vimos, identificam os vacuos classicos do modelo. A equacao de movimento para

campo estatico tem a forma

¢" — 2X\%¢(¢” — a®) = 0. (2.13)

As solucoes desta equagao sao chamadas topologicas ou do tipo kink, e sao dadas por
¢(r) = fatanh (Aa(z — x0)), (2.14)

onde xg localiza o centro do kink. A localizacao do centro de uma solucao estatica é
arbitraria, pois o modelo tem simetria translacional. O kink tem amplitude igual a a e largura
inversamente proporcional a Aa. E costume denominarmos as solucdes correspondentes ao
sinal positivo de kinks e aquelas correspondentes ao sinal negativo, de anti-kinks. A Fig. 2.2

mostra as solugbes (2.14), consideradas as duas possibilidades de sinal, para diferentes valores
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de A, onde fizemos a = 1 e x5 = 0. Podemos entao notar que, quando x > 0, ¢ evolui em
direcao a +a. Para x < 0, ¢ evolui em direcao a —a. Uma solugao topoldgica, portanto,

conecta minimos distintos e descreve um setor topologico.

Solucoes do tipo kink sao casos especiais de solucoes nao-dissipativas, para as quais a
densidade de energia em um dado ponto nao se anula no limite de tempo grande. A densidade

de energia para este caso é dada por
p(z) = Na'*sech* (\a(z — x0)), (2.15)

e tem um mAXimo em T = T, Pmee = A2a. Graficos da densidade de energia estao presentes
na Fig. 2.3, onde novamente fizemos xqg = 0. A energia total do kink é obtida integrando-se

a densidade de energia em todo o espaco. Vejamos:

+o0 D\ 3
E_/ depla) = 5 (2.16)

o0

E facil observar que este valor é independente da localizacdo do centro do kink, o que significa

que translacoes nao mudam a sua energia.

Figura 2.3: Densidade de energia (2.15). As linhas continua, pontilhada e tracejada
representam a densidade de energia para a =1 e A = 0.5, 1, 2, respectivamente.

Associada a solucao do tipo kink existe uma corrente conservada,

1
3" =5 €00, (2.17)
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onde i, v = 0,1 e e"” é o simbolo anti-simétrico em duas dimensdes, sendo €*! = 1. Utilizando
esta propriedade de anti-simetria, podemos mostrar que j# ¢ uma grandeza conservada, ou
seja,

8," = 0. (2.18)

Kinks sao caracterizados por uma grandeza denominada carga topolégica, dada por

Q- /dxjo _ % (6(z = +00) — ¢z = —o0)] . (2.19)

Sua conservacao da-nos informacao acerca da estabilidade do defeito. Configuracoes de defeito

estaveis sao tais que d@/dt = 0.

Figura 2.4: Potencial (2.20). As linhas continua, pontilhada e tracejada representam o
potencial para a=1e A = 0.5, 1, 2, respectivamente.

Outro exemplo de defeito topologico é o conhecido como modelo sine-Gordon, que tem
sido utilizado para estudar uma gama de fenomenos em diferentes contextos [42, 43, 44, 45],

cujo potencial tem a forma

V(g) = %AQ cos®(ag), (2.20)

e estd plotado na Fig. 2.4. Este potencial tem um ndmero infinito de minimos que
correspondem a ¢ = kw/a, onde k é um ntmero inteiro. Um ndimero infinito de minimos

significa um namero infinito de correntes locais conservadas e, por sua vez, um ntimero também
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infinito de setores topolégicos equivalentes que sao conectados pelas solugoes

1
¢(z) = £— arcsin[tanh(Aax)] + k; k=0,+£1,£2,... (2.21)
a

Um grafico destas solugoes é visto na Fig. 2.5, para diferentes valores de A, contemplando as

possibilidades kink e anti-kink.

Figura 2.5: Solucoes do modelo sine-Gordon. Sendo a = A = 1, as linhas continua, pontilhada
e tracejada representam as solucoes kink e anti-kink para k = 0 4 1, £2, respectivamente.

A densidade de energia associada a cada solucao é do tipo
p(x) = Asech?(\ax). (2.22)

Um gréafico desta expressao esta na Fig. 2.6, onde é perceptivel a semelhanca com a Fig.
2.3, que representa o exemplo anterior. A densidade de energia associada aos kinks esté
concentrada no centro do defeito. Integrando a densidade de energia em todo o espago,

obtemos a energia total de cada solugao:

a

E=2 (2.23)

Mais uma vez, observamos que a energia nao depende da localizacao do centro do kink.
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Figura 2.6: Densidade de energia do modelo sine-Gordon. As linhas continua, pontilhada e
tracejada representam a densidade de energia paraa=1e A = 0.5, 1, 2, respectivamente.

2.2 Defeitos do tipo lump

Estruturas nao-topolédgicas, ou do tipo lump, aparecem em vérios contextos dentro da
fisica. Em fisica da matéria condensada, sao importantes para descrever, por exemplo,
transporte de carga em correntes diatomicas [46, 47, 48, 49, 50|, em comunicagao Optica.
Em fisica de altas energias, estdo presentes nos estudos sobre formagao de estrutura

[51, 52, 53, 54, 55| e propriedades da matéria escura presente nas galaxias [56, 57].

Um exemplo de defeito nao-topologico ou do tipo lump é o modelo ¢* descrito pelo
potencial
A ¢

Va(¢) = 567 (1 - 5) . (2.24)

Este tem um tnico minimo local em ¢ = 0 e um maximo em ¢ = 2a/3 e esta plotado na Fig.

2.7.

A equacao de movimento para configuracoes de campo estatico tem a seguinte forma:

/! 3¢ J—
¢" — A (1 - %> = 0. (2.25)
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Figura 2.7: Potencial do modelo ¢. As linhas continua, pontilhada e tracejada representam
o potencial paraa=1e A = 0.5, 1, 2, respectivamente.

Figura 2.8: Solugoes do modelo ¢3. Sendo a = 1, as linhas continua, pontilhada e tracejada
representam as solucoes do tipo lump para A = 0,5; 1; 2, respectivamente.

A solucao dessa equacao é

o(z) = a sech? (%X(x - x0)> : (2.26)

Seus graficos sao mostrados na Fig. 2.8, onde fizemos o centro da solugao ser o = 0 e,
com a fixo, escolhemos diferentes valores para A. A denominacao nao-topologica para uma
solucao deste tipo diz respeito & auséncia de carga topologica. Podemos notar que os valores
assintoticos de campo ¢(+00) e ¢(—00) coincidem. O campo ¢, neste caso, nao descreve um

setor topologico, como acontece para solucoes do tipo kink.
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A densidade de energia associada a essa solugao é do tipo

p(x) = Aa*sech’ (@(Z‘ — x0)> tanh? <g(x - xo)) : (2.27)

Seus graficos estao representados na Fig. 2.9, para diferentes valores do parametro A, com a
fixo. Desde ja é perceptivel a diferenca entre esta forma de distribuicdo de energia e aquela

para os exemplos do tipo kink.

Figura 2.9: Densidade de energia (2.27). As linhas continua, pontilhada e tracejada
representam a densidade de energia para a =1 e A = 0.5, 1, 2, respectivamente.

A energia total associada a solucao do tipo lump também nao depende da localizagao do

centro do defeito. Para este caso, é dada por

E = /OO p(x)dr = 4"/ (2.28)

Outro exemplo onde se tem solucao do tipo lump é o descrito pelo potencial
1
V(9) = 5A%0" (¢ = ¢°), (2.29)

cujos graficos estdo mostrados na Fig. 2.10. Este potencial é semelhante ao do modelo ¢?,
mas invertido. Daf ser denominado modelo ¢* invertido. Ele tem um minimo local em ¢ = 0

e tem maximos em ¢ = i“‘Tﬁ.
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Figura 2.10: Potencial ¢* invertido. As linhas continua, pontilhada e tracejada representam
o potencial paraa=1e A = 0.5, 1, 2, respectivamente.

Figura 2.11: Solugoes do modelo ¢* invertido. Sendo a = 1, as linhas continua, pontilhada
e tracejada representam as solucoes do tipo lump e suas simétricas para A = 0.5, 1, 2,
respectivamente.

A equacao de movimento para campo estatico é
¢" — Np(a® — 2¢%) =0, (2.30)
cujas solugoes nao-topologicas sao
o(z) = £a sech(Max). (2.31)

Estas solugoes representam lumps, cuja amplitude é dada por a e cuja largura é inversamente

proporcional a Aa. Vejamos a Fig. 2.11.
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A densidade de energia associada a essa solucao é
p(r) = Ma'*sech?(Aax) tanh?(\azx), (2.32)

e estd plotada na Fig. 2.12. Um olhar sobre esta e sobre a Fig. 2.9 permite-nos perceber
que a densidade de energia associada a solucao do tipo lump se anula no centro do defeito e
tem maximos degenerados simétricos em relagao ao centro. Essa forma na qual se distribui
a densidade de energia sugere que lumps podem ter estrutura interna. Integrando em todo o

espaco, a energia total associada ao lump é

SV
E:/ - 3a. (2.33)

Figura 2.12: Densidade de energia do modelo ¢* invertido. As linhas continua, pontilhada e
tracejada representam a densidade de energia paraa =1e A = 0.5, 1, 2, respectivamente.
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Capitulo 3

O modelo modificado

Teorias de campos escalares com termo cinético nao-canonico, conhecidas como teorias de
k-campos, vem tornando-se cada vez mais comuns e encontrando aplicacoes nos mais diversos
ramos da fisica tedrica moderna. Originalmente, tais teorias foram admitidas como uma
possibilidade de estabilizacao de solugoes estaticas em alguns modelos de soéliton, como feito

em [58, 59].

Nos tltimos anos, lagrangianas com termo cinético modificado vem sido bastante estudadas
no contexto cosmologico. A introducao dos k-campos no estudo da inflagao, por exemplo, leva
ao que conhecemos como k-inflacio [13, 60]. Ainda nesse contexto, foram entdo sugeridos
modelos de k-esséncia como solucao para o problema da coincidéncia césmica, como pode ser
visto em [11, 12]. Dentre outras aplicagoes, propostas de solugao alternativa para o problema
da matéria escura também surgem com a introducao de k-campos [61, 62, e os efeitos desses

campos modificados na vizinhanca de um buraco negro podem ser vistos em [63, 64, 65, 66].

O comportamento de defeitos topologicos, como paredes de dominio, vortices e monopolos,
também tem sido analisado em cenarios governados por teorias de k-campos. Estes sao
denominados k-defeitos - defeitos topologicos em teorias que admitem mais do que duas

derivadas no termo cinético, mas que levam a equagoes de movimento de segunda ordem.
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Neste capitulo, investigamos novas caracteristicas de defeitos topoldgicos em tais teorias, com
termo cinético nao-canoénico. Estudamos detalhes do modelo modificado, que nomeamos
Modelo ALTW, cuja sigla corresponde as iniciais dos autores da Ref. [22] (Andrews,

Lewandowski, Trodden, Wesley), no qual o modelo foi introduzido.

No trabalho acima citado, é estudada uma familia de modelos que generalizam a teoria de
campo escalar canonica, por adicionar derivadas de ¢ ao termo cinético. Uma forma especifica
de teoria com termo cinético modificado analisada ¢ descrita pela acao de Dirac-Born-Infeld
(DBI). O modelo foi recentemente proposto no contexto da teoria de cordas, no cenario da

chamada inflagdo DBI, onde a inflagao ¢ guiada por uma D-brana [67, 68, 69, 70, 71].

Em [22], os autores mostraram que, dada uma teoria de campo escalar canonica, como
a descrita no capitulo anterior, com um potencial positivo semi-definido, existe sempre uma

escolha de potencial U(¢) na teoria DBI descrita pela densidade lagrangiana

E:MQ—M2<1+U]\(4(£>>\/1—%, (3.1)

de forma que as duas teorias descrevam a mesma estrutura de defeito, com o mesmo campo

solugdo e a mesma densidade de energia. Em (3.1), M? é um paramtero de massa associado

ao termo DBI.

No limite de massa grande, podemos expandir o termo (1 — 2X/M?)'/? e reescrever a

lagrangiana como segue

L=X—U(6)+ # (%X2 + U(¢)X) | (3.2)

Podemos perceber que, quando 1/M? — 0, a equagdo acima representa a densidade
lagrangiana que governa a teoria padrao, onde identificamos U(¢) = V(¢), que é o potencial
desta ltima.

A equagao de movimento geral (1.4) que desenvolvemos anteriormente, para este caso,
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toma a forma

o

1+ 549 2X
M?2

Uma maneira mais explicita de escrever a equacao acima é a seguinte:

1 awaw) 1 U,
4 — e 0,0, = — s — (3.4)
(s 5 o= s

Como estamos interessados em configuragoes de campo estatico, podemos escrever a equagao

de movimento em uma maneira mais simples:

Qb// 1 Ud)
= 3.5)
7 27 U@ (
L+ M+ 55

Esta equacao pode ser integrada; e o resultado que obtemos é uma equacao de primeira ordem:

U(¢)
L2 MY '
Tz

onde C' é uma constante de integracao, que mais uma vez identificamos com a componente

T1! do tensor energia-momento. Reorganizando os termos, obtemos

2 2 2 1 + % i
/

O tensor energia-momento, cuja expressao geral ¢ aquela da Eq. (1.6), na situagao atual,

é dado por
1+ 5#) 0100 U [, 2X
w _ 2 pv _ R
T \/1_7& M=n [1 (1 + e ) 1 M2] . (3.8)
M2

A componente T% do tensor energia-momento fornece a densidade de energia que é dada por

plz) = —M?* + M? (1 + Z\(ﬁ)) 1+ ;\ZZ (3.9)

Utilizando o resultado obtido na Eq. (3.6), podemos reescrever a densidade de energia de

uma forma um pouco diferente:

p(;p):_M2+M2(1_—M£):—M2+M2 (1—@) (1—{—;\32) (310)
M2
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Agora relembremos a condigdo de estabilidade estudada no Capitulo 1. Esta diz que devemos

ter C = T = 0. Fazendo isto na Eq. (3.7), obtemos

U*(9)
M2

% =2U(¢) + (3.11)

Percebemos entao que esta é a mesma expressao da densidade de energia, quando fazemos

C =0 na Eq. (3.10):

U*(9)

= @ (3.12)

plx) =2U(¢) +

Observamos que esta mesma igualdade foi obtida para o Modelo Padrao, na Eq. (2.9). Esta
semelhanga nos motiva a estudar a existéncia de outras relagoes anélogas entre as duas teorias

(Modelo Padrao e Modelo ALTW), de forma a poder classifici-las como teorias gémeas.

Podemos agora analisar alguns exemplos. Inicialmente, consideramos o modelo descrito

pelo potencial

U(p) = —M2+M2\/1+]\)\4—22(¢2—a2)2, (3.13)

onde A e a sao parametros. Este potencial esta plotado na Fig. 3.1, para diferentes valores

de A e ae M fixos.

Figura 3.1: Potencial (3.13). As linas continua, pontilhada e tracejada representam o potencial
para M =1,a=1e A =0.5, 1, 2, respectivamente.
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A equagdo de movimento, resultante de (3.11), toma a forma

2

=N (¢* —a?)". (3.14)

As solucoes desta equagao sao
¢(z) = £ atanh(Aa(x — x9)). (3.15)

Podemos perceber que estas sao as mesmas solucoes do tipo kink que estao escritas na Eq.
(2.14). A semelhanca entre as solugdes nas duas teorias implica também uma igualdade nas
expressoes da densidade de energia. Isto significa que as duas escolhas de potenciais, (2.11)
e (3.13), representam teorias distintas que descrevem uma mesma estrutura de defeito. Esta
ultima escolha de potencial, semelhantemente & escolha anterior, também tem minimos em

¢ = a e um maximo em ¢ = 0.

Como um outro exemplo, consideramos desta vez o seguinte potencial:

2

U(¢) = —M>+ M*\/1+ %gb? (a2 — ¢?). (3.16)

Os graficos deste potencial sao os da Fig. 3.2, para diferentes valores de A e a e M fixos.

16). As linas continua, pontilhada e tracejada representam o potencial

Figura 3.2: Potencial (3.
A=0.5, 1, 2, respectivamente.

para M =1, a=1e¢e
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A equacao de movimento para este caso é a seguinte:
9% = N¢* (a® — ¢7). (3.17)

As solucoes desta equagao sao

() = £a sech(Max). (3.18)

Estas sdo as mesmas solucoes do tipo lump que estdo escritas na Eq. (2.31). Podemos entao
perceber que a densidade de energia associada a estas solucoes ¢ a mesma do modelo ¢*
invertido, desenvolvido segundo a dinamica padrao. Os valores extremos dos potenciais, nos
dois casos (padrdo e modificado), também se assemelham: o potencial (3.16) também tem

um tnico minimo local em ¢ = 0 e maximos em ¢ = :i:%ﬁ.
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Capitulo 4

A natureza gémea dos modelos

Nos dois capitulos anteriores, desenvolvemos dois modelos distintos de teorias de campos
escalares, mas que apresentam semelhancas de carater muito singular. Vimos a possibilidade
de escrever uma teoria nao-canonica cujas escolhas especificas de potenciais permitem
descrever estruturas topologicas com as mesmas propriedades fisicas descritas por escolhas
distintas de potenciais na teoria canonica. Pelo que vimos, dada uma estrutura de defeito
cuja descricao pode ser feita segundo a teoria canonica, é sempre possivel descrevé-la também

segundo um modelo andlogo em uma teoria gémea diferente da anterior.

Neste capitulo, analisamos detalhadamente algumas propriedades dessas duas teorias.
Além da anélise de semelhancas entre elas, servimo-nos também de ferramentas capazes de
distingui-las, como tem sido feito na Ref. [72]. A natureza gémea que observamos entre as
duas teorias ¢, evidentemente, resultado de semelhancas fortes o bastante para classifica-las
como tais e, a0 mesmo tempo, resultado de diferencas fortes o bastante para enxerga-las como

teorias realmente distintas.
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4.1 Propriedades especificas

Quando consideramos o modelo padrao, no Capitulo 2, obtivemos uma relacao entre a

derivada espacial do campo solucdo ¢’ e o potencial V (¢) da teoria, da seguinte maneira:

¢ =2V (9). (4.1)

Para o modelo modificado, no Capitulo 3, a relacdo entre essas grandezas esta escrita em uma

expressao diferente:

U*(¢)

¢ =2U(d) + — 5

(4.2)

Supondo que a solucao seja a mesma para as duas teorias, notamos que os dois potenciais

obedecem a seguinte relagao:

V() = U(g) + L@

T (4.3)

De forma a testar nossa suposicao, usamos este resultado na equacao de movimento do modelo

padrao, Eq. (2.2). Assim, temos

U
" 0,0,¢ + (1 + %) Uy =0. (4.4)

Fazendo a mesma substitui¢ao, ou seja, V(¢) dado pela Eq. (4.3), na Eq. (2.3), o tensor

energia momento toma a forma

2
T = 940" $ — ™ X + 0™ (U(¢) + %U]w(f)) . (4.5)

Considerando configuracoes de campo estatico, a equacao de movimento pode ser reescrita

COImo segue:

= (1 + i\(ﬁ)) U, (4.6)

e a componente 7% do tensor energia-momento fornece a densidade de energia:

1U?(¢)
2 M2

o) = 567 +U(9) + (17)
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A componente T é

1y 1U%(¢)
Tll__¢2_U(¢)_§ M2 .

> (4.8)

No Capitulo 1, identificamos a componente 7! como sendo a pressao e esta, por sua vez, como

sendo igual a uma constante de integracao C', para configuracoes estaticas. Dessa maneira,

podemos escrever

U*(9)

¢? =20 +2U(¢) + Ve

(4.9)

Ainda no Capitulo 1, vimos que configuracoes estaticas estaveis sao aquelas em que C' = 0,
ou seja, situacoes nas quais a pressao ¢ nula. Fazendo isto na equacgao acima, obtemos um

resultado bastante interessante:

U*(¢)
M2

¢ =2U(¢) + (4.10)

Podemos notar que esta é a mesma Eq. (4.2), o que significa dizer que as duas teorias tém
0 mesmo campo como solucao, desde que os potenciais se relacionem da forma dada pela
Eq. (4.3). Um olhar sobre as equagoes (2.9) e (3.12), mostra-nos que a igualdade entre as
solucdes significa também uma igualdade nas densidades de energia das duas teorias. E esta
a razao da denominacao Teorias Gémeas: teorias distintas, com potenciais distintos, porém

com mesmas solucao e densidade de energia.

4.2 Formalismo de primeira ordem

A equagdo de movimento (1.12), que nos Capitulos 2 e 3, é escrita respectivamente nas
equagoes (2.4) e (3.5), tem uma forma nao-trivial cujas solu¢oes nem sempre sao possiveis de
se obter analiticamente. Por esta razao, recorremos a um procedimento, conhecido como
formalismo de primeira ordem, desenvolvido nas Ref. [23, 24, 73, 74, 75|, em diversos
contextos, como na investigacao de solugoes generalizadas para defeitos globais e, em

cosmologia, considerando as diversas possibilidades de evolucao do universo como a dinamica
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de quintesséncia, dinamica taquionica e cenério de brana. Com auxilio deste formalismo,
reduzimos a ordem das equagcoes envolvidas, obtendo um sistema de equacoes de primeira

ordem permitindo fazer uma investigacao mais aprofundada dos modelos tratados.

O formalismo comecga quando introduzimos uma funcao W (¢), supondo poder escrever

uma equacao de primeira ordem da forma
Ly =Wy, (4.11)

onde £ é uma lagrangiana genérica. Esta equacdo e a Eq. (1.23) formam o sistema de equagoes
diferenciais de primeira ordem que devemos resolver. As solucoes dessas equacoes de primeira
ordem sao também solugoes da equagao de movimento original (1.12). A investigacdo dos

modelos segue de maneira mais simples.

Para o caso padrao, temos Lx = 1. A equacao de movimento original é de segunda ordem
em x, da forma como esta na Eq. (2.4). Mas, de acordo com o formalismo, podemos escrever

uma equacao de primeira ordem, da forma (4.11), como segue:
¢ =W, (4.12)
e a condicao de pressdo nula, Eq. (1.23), leva a
I
V(p) = §W¢. (4.13)
Nao é dificil verificar que as solugoes destas duas equacoes sao também solugoes da Eq. (2.4).

Para o caso modificado, temos que

U U
Lo = o 1Ham (4.14)
1-2 J1+%

A equagdo diferencial de primeira ordem obtida a partir da Eq. (4.11) é a seguinte:
2
W¢>
2 W2 .
(+5e)
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Esta equagao é compativel com a (3.7) - a equagao de movimento que resultou da integragao
da equagao de segunda ordem -, para C' = 0, desde que o potencial tenha uma forma muito

especifica:

W2
U(p) = —M> + M*([1+ ﬁﬁ (4.16)

A densidade de energia é entao dada por

aw

pla) = ¢ = Woe/ = —. (4.17)

A energia total é obtida integrando a densidade de energia em todo o espago. O resultado é

0 seguinte:

bE= /_Oo plz)de = [AW] = [W(d(00)) — W(p(—00))|. (4.18)

e}

E importante notar que esta energia nio depende da forma explicita da solucdo, mas é dada
em termos de W, calculada nos valores assintoticos do campo ¢(x). Um outro resultado
importante surge quando expandimos (4.16) para 1/M? pequeno: o potencial U(¢) ¢ dado da

mesma, forma que o potencial do modelo padrao,
Lo
U(9) = 5W3, (4.19)
o que ¢é reforcado pela Eq. (4.3), no limite 1/M? — 0, onde obtemos

V(g) =U(9). (4.20)

Considerando a natureza gémea dos modelos, observamos que ha um mesmo W = W (¢)
controlando os modelos padrao e modificado, embora V(¢) e U(¢) sejam funcoes diferentes

do campo escalar real.

4.3 Distinguindo as teorias

E necessario que facamos a distingao entre as duas teorias, para que fique claro que uma

nao ¢ uma simples reparametrizacao da outra, no sentido de que, embora tendo a mesma
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solucao e a mesma densidade de energia, sao situacoes diferentes. Neste ponto, fazemos esta
distin¢ao de duas maneiras. Primeiramente, fazemos a componente 7*! do tensor energia-
momento ser diferente de zero [72|. A segunda maneira de distinguir as teorias ¢ através do
estudo da estabilidade linear da estrutura do defeito, como feito na Ref. [22]. Diferentemente
do que foi feito na dltima Referéncia citada, aqui inserimos o Formalismo de primeira ordem

no estudo da estabilidade, permitindo obter resultados gerais de maneira analitica.

4.3.1 T nao-nulo

Para o caso padrao, considerando que a componente 7! do tensor energia-momento nao
¢ nula e sim igual a uma constante C' # 0, a equa¢ao de movimento que devemos resolver é a

seguinte:

¢? = W3 +2C. (4.21)

Para o modelo modificado, a equacao de movimento se escreve

2
2 2 2 1 + %
¢ =M+ M*— (4.22)
(1-57)
M2

De maneira mais explicita, tomemos como um primeiro exemplo o caso em que 0
superpotencial é dado por

Wy =1-¢" (4.23)

Esta escolha é a que leva ao modelo ¢* no caso padrao, representado pelo potencial (2.11).
Por simplicidade, temos feito ambas as constantes A e a iguais a unidade. Assim, as equacoes

de movimento para as situacoes padrao e modificada sao, respectivamente,

¢ = (1—¢*)*+2C (4.24)
[§]
1 (1—¢%)?
¢?=—M?+ M2+—MQQ. (4.25)
(1- )

35



A natureza gémea dos modelos

Na Fig. 4.1, estao plotadas as solugoes destas equagdes em um plano (¢, ¢'); os gréficos
superiores sao os do Modelo Padrao, e os graficos inferiores, os do Modelo ALTW. As linhas
sOlidas pretas representam as solucoes para C' = 0, ou seja, as solucoes kink e anti-kink.
As linhas tracejadas vermelhas representam as solucbes para valores positivos de C'. As
linhas trago-pontilhadas azuis representam as solugoes para valores negativos de C. Da
esquerda para a direita, escolhemos 1/M? = 1,0.5,0.1 e percebemos que, a medida que
nos aproximamos do limite de massa grande, os dois casos tornam-se mais proximos; para

valores pequenos de M?, fica clara a diferenca entre eles.

Figura 4.1: Gréficos das solugdes do potencial ¢* no plano (¢, ¢’), no Modelo Padrao (painel
superior) e no Modelo ALTW (painel inferior), para 1/M? = 1, 0.5, 0.1, da esquerda para
a direita, respectivamente. A linha sélida preta representa 7' = 0, as linhas tracejadas
vermelhas representam 7' > 0 e as linhas traco-pontilhadas representam 71! < 0.

Outro exemplo que vamos considerar é aquele em que tomamos

Wy = cos(¢). (4.26)
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Figura 4.2: Graficos das solugoes do potencial sine-Gordon no plano (¢, ¢'), no Modelo Padrao
(painel superior) e no Modelo ALTW (painel inferior), para 1/M? =1, 0.5, 0.1, da esquerda
para a direita, respectivamente. A linha solida preta representa 7' = 0, as linhas tracejadas

vermelhas representam 7' > 0 e as linhas traco-pontilhadas representam 71! < 0.

Esta escolha é a que leva ao potencial sine-Gordon no caso padrao, como escrito na Eq.

(2.20). Novamente, por simplicidade, escolhemos A = a = 1. As equa¢oes de movimento para

os casos padrao e modificado sao, respectivamente,

¢ = cos*(¢) + 20

[§
2
1+cos(¢)
2 a2 2 M2
#? = M+M(1_C)2.
M?

(4.27)

(4.28)

Utilizando as mesmas convencgoes da Figura anterior, plotamos as solucoes destas equacoes,

em um plano (¢, ¢'), na Fig. 4.2. A forma das linhas é bem semelhante ao exemplo anterior;

isto porque em ambos os casos estamos falando de solucoes topologicas. Perceberemos um

comportamento diferente quando tratarmos de solugoes nao-topolégicas no proximo exemplo.
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Figura 4.3: Graficos das solugoes do potencial ¢* no plano (¢, ¢'), no Modelo Padrao (painel
superior) e no Modelo ALTW (painel inferior), para 1/M? = 1, 0.5, 0.1, da esquerda para
a direita, respectivamente. A linha solida preta representa T = 0, as linhas tracejadas
vermelhas representam 7' > 0 e as linhas traco-pontilhadas representam 71! < 0.

O exemplo mais comum de solugoes do tipo lump, ou nao-topologicas, surge quando

fazemos a seguinte escolha:
Wy =o\/1—¢. (4.29)

O potencial que obtemos no modelo padrao é o conhecido como ¢, cuja forma ¢é aquela da
Eq. (2.24), desde que consideremos A = a = 1. As equagOes de movimento para o0s casos

padrao e modificado sao, respectivamente,

¢ = ¢*(1 - ¢) +2C, (4.30)
1 ¢2(1§¢)
¢ = —M?*+ M2+—AC42. (4.31)
(1-37)

As solucoes destas equagoes estdo plotadas em um plano (¢, ¢') na Fig. 4.3, onde podemos
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ver claramente as diferencas entre os graficos superiores e inferiores, para diferentes valores

de 1/M2.

4.3.2 Estabilidade linear

Outro caminho para distinguir as teorias gémeas é através do estudo da estabilidade linear.
Neste ponto aplicaremos as expressoes gerais obtidas na Se¢ao 1.2. Inicialmente, supomos que
a solugao é constante e representa um minimo v do potencial, ou seja, ¢ = v, tal que, segundo
a Eq. (4.12), fornece Wy(v) = 0. Observamos que, tanto para o modelo padrdo quanto para

o modelo modificado, a equacao do tipo Schrodinger obtida é da forma
—n" + qus‘vn = w?n, (4.32)

o que significa que nao ha como distinguir entre os modelos gémeos através do estudo da
estabilidade linear no estado de minimo. Isso pode ser visto mais claramente observando-se

os exemplos abaixo.

Figura 4.4: Potenciais para Wy = 1 — ¢? no Modelo Padrio (linha solida preta) e no Modelo
ALTW (linha tracejada azul), para 1/M? =1, 0.5, 0.1, da esquerda para a direita.

Com a escolha Wy = 1 — ¢?, os potenciais das teorias padrao e modificada sao,
respectivamente,
1 1
V(p) = 3 (1- ¢>2)2 e U(p) = —M? + MQ\/I 15 (1—¢?)° (4.33)
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Os graficos desses potenciais estao na Fig. 4.4. A linha solida preta representa o potencial da
teoria padrao e a linha tracejada azul representa o potencial da teoria modificada. Notamos
que, embora sejam potenciais diferentes, os valores de ¢ que representam os minimos sao
sempre os mesmos. Podemos perceber ainda que os potenciais tornam-se cada vez mais
parecidos & medida que M? aumenta. Discussiao semelhante pode ser feita quando a escolha

¢ Wy = ¢+/1 — ¢. Neste caso, os potenciais sao dados por

Vo =i-0 o U@ =-MarieSaoe, us

e estao plotados na Fig. 4.5.

Figura 4.5: Potenciais para W, = ¢v/1 — ¢ no Modelo Padrao (linha solida preta) e no Modelo
ALTW (linha tracejada azul), para 1/M? =1, 0.5, 0.1, da esquerda para a direita.

Consideramos agora o caso em que temos solugao estatica, ou seja, ¢ = ¢(x). A equagao

em 7) que obtemos para o modelo padrao é a seguinte:
="+ Vy(x)n = w?n, (4.35)
onde
V;](ZL‘) = Wj(i) + W¢W¢¢¢ (436)
¢ o potencial do tipo Schrédinger. Para o modelo modificado, a equacao de movimento que

controla a estabilidade tem a forma

2
(3
M2

/

7], + W;tb + W¢W¢¢¢ +

-1 -1

2 IJ[/'Q
— (14 W¢> 77//_ ¢>W¢
M2 14 w2
72

1
e n=w?n. (4.37)
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Esta é uma equagao de forma um tanto complicada. De maneira a simplificar sua escrita,

fazemos a seguinte mudanca de variaveis

1
W2\ 2

dz = (1 + Md;) dz, (4.38)
W2\

n = (1 + Mﬁ) u. (4.39)

Dessa forma, a equacdao de movimento pode ser reescrita como uma equacao do tipo

Schrodinger
—u,, + Uy(2)u = w?u, (4.40)
onde U,(z) é dado pela Eq. (4.6), cuja forma explicita é
2 w w2 2
1+
(4.41)

vy, |1 2+ (35 ] }<x<z>>,

onde U; representa o potencial da teoria padrao, dado pela Eq. (4.36). Este potencial esta

plotado na Fig. 4.6, para alguns valores de 1/M?, com a escolha Wy =1 — ¢*.

Figura 4.6: Graficos de U(z). As linhas solida, tracejada e trago-pontilhada representam a
fungdo para 1/M? = 0.1, 1, 10, respectivamente.
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Feita a mudanga de variaveis, precisamos saber quem é z = z(z), muito embora saibamos

ser dificil escrever uma expressao analitica dessa forma, para M geral. Consideramos, no

entanto, o caso em que M? é muito grande. Assim, podemos obter resultados analiticos

através de uma expansiao até a ordem 1/M?. O termo entre parénteses na Eq. (4.38) pode

ser escrito como

Temos entao que

1 9 1
2]\42/T/V¢clz = Z_2M2

Logo, podemos escrever

r =2z —

/ W' dz

W(o(z))
2M2

onde temos feito a escolha W (4(0)) = 0.

1 2dW

(4.43)

Figura 4.7: Graficos de x = z(z). As linhas solida, tracejada e trago-pontilhada representam

a fungao para 1/M? = 0.1, 1, 10, respectivamente.

No caso geral, é necessario realizar uma integracao numeérica para obter z = x(z). Fazendo

a escolha W, = 1 — ¢? na Eq. 4.38, podemos analisar o comportamento de z = x(z) nos

graficos da Fig. 4.7. Podemos notar que na regiao fora do niicleo do defeito, o campo ¢ evolui
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em dire¢ao aos minimos e W, é pequeno; portanto, podemos aproximar z ~ x + ¢, onde c é

uma constante, e u ~ 7.

Uma fungao qualquer F'(z) pode ser escrita como uma expansao em série de Taylor até a

ordem 1/M?:

Flo)= F (z _ %) — F(z) - F'(Z)%. (4.44)

Seguindo esta idéia, percebemos que uma func¢ao genérica do campo escalar ¢ pode ser escrita

da forma
(FuWsW)(2) |

T (4.45)

F(o(z)) = F(6(2)) —

Desta maneira, podemos excrever expressoes do tipo

Wala) = Wy(z) — o 2%,
Wog(x) = Wie(2) — %,
Waso () = Wage(2) — %,
3 (0) = W3, () — T e e
WWeWesWoss + WIS Wosoo

WoWape (1) = WsWge(2) —

2M?

Substituindo os resultados acima na Eq. (4.41) e desprezando termos com poténcias de M

maiores do que 2, o potencial pode entao ser escrito como

W
2M?2

Ug(2) = Ug(2)

q

[BWWssWops + WWsWopss + 3WiWege + 8WW2] . (4.46)

Um exemplo pode ser visto considerando, novamente, o caso Wy = 1 —¢*. Obtemos entio

o potencial

1
U,(2) = 4 — 6sech?(z) + el [4sech®(z) 4 14sech®(z) — 21sech®(z)] . (4.47)
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Capitulo 5

Outros modelos gémeos

A possibilidade de generalizar resultados e de extendé-los a outros contextos é sempre
interessante. Embora o fato da teoria padrao descrita no Capitulo 2 ter uma teoria gémea
nao ser uma propriedade geral de teorias de altas derivadas, a existéncia de modelos gémeos
de teorias de campos escalares descritas por acoes diferentes das tratadas anteriormente é
possivel desde que respeitados os requerimentos béasicos. Devemos exigir, portanto, que as
duas agoes tenham o mesmo campo como solucao das respectivas equacoes de movimento e que
a densidade de energia seja a mesma nas duas situagoes. A forma especifica através da qual

0s potenciais se relacionam é, entao, consequéncia do cumprimento desses dois requerimentos.

Neste capitulo, estudamos uma generalizacao das teorias padrao e modificada,
considerando um termo cinético com uma nao-linearidade geral, indicada por um indice inteiro
variavel, e estudamos também uma aplicacao interessante no cenario de brana, com o campo
escalar sendo funcao da dimensao extra. Em ambas as situacoes podemos enxergar a natureza

gémea dos modelos.
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5.1 Um modelo mais geral

Consideramos agora uma teoria de campo escalar mais geral, inspirados no que foi feito
em [17]. O trabalho citado investiga a conecc¢ao entre k-campos e o aparecimento de uma
classe especial de defeitos topoldgicos denominados compactons, que sao estruturas de defeitos
existentes em uma regiao compacta dentro da linha real. Lagrangianas invariantes de Lorentz
k-deformadas sao consideradas, semelhantes a que escolhemos na nossa investigacao. A

densidade lagrangiana que consideramos ¢ a seguinte:

2n71

n

L X|X[" = V(g). (5.1)

Podemos observar que no caso n = 1, voltamos a obter o modelo padrao. Para outros valores
de n, ha uma mudanca na cinematica da teoria, e isto é de interesse em cosmologia, como
em k-esséncia ou k-inflagao [13, 60, 76, 77|, e também no contexto ja citado de compactons

[14, 17, 19].

Para o caso geral, temos

Lx =2 x| (5.2)

Neste ponto, recorremos mais uma vez ao formalismo de primeira ordem introduzido da

Secao 4.2. Assim, o sistema de equacoes de primeira ordem que precisamos resolver é o

seguinte:
1
o =W, (5.3)
2n —1 2n
V(p) = o W;"’l. (5.4)

Essas duas equagoes acima representam uma generalizacdo das Eqs. (4.12) e (4.13), obtidas
para a teoria padrao. Neste caso, a densidade de energia aqui obtida também representa uma

generalizacao daquela obtida para a teoria padrao:

2n

pla) = W7 (5.5)
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Supomos entao uma teoria que seja gémea aquela descrita pela densidade lagrangiana

(5.1). Tal teoria é descrita por:
L =M+ MF(X)G(¢), (5.6)

onde M é um parametro de massa e F'(X) e G(¢) sao fungoes a serem determinadas. Para

solugoes estéticas, as Eqgs.(1.23) e (4.11) fornecem

M?*FxG(¢)¢' = Wy, (5.7)

1

=Xy F (5:8)

G(o)

Usando as equagoes (5.3) e (5.7,5.8) e considerando que a solugdo ¢(x) e o superpotencial

W (¢) sdo os mesmos para ambas as teorias, obtemos a seguinte equagao diferencial
Fx (M2 — 2”X|X\”*1) = —Fl2X|" (5.9)

que integrada fornece

F(X) = (M? = 2°X|X|""1) % | (5.10)

Portanto, substituindo (5.10) em (5.6), encontramos que a teoria gémea é dada por

1
2n+1 nX’X|n71 2n
L=M+ M= G(¢) (1—2 W) : (5.11)

Substituindo ainda (5.10) em (5.8), a fungdo G(¢) pode ser escrita como

22\ B
G(¢)=—M"n |1+ &2 . (5.12)
A densidade lagrangiana, por sua vez, toma a forma
2n—1 1
2n V(p)\ = XXty 2
L=M —-M*(1+—"——2L 1-2"—— 1
(g2 )™ ()

onde, no desenvolvimento, utilizamos a Eq. (5.4). Com o auxilio da Eq. (4.16), podemos

reescrever o resultado acima em termos de U(¢):

21y %5 no1N =
£:M2—M2{1—2nn_1[1—(1+(§\(j§))]} <1—2”X|j)\2—|21) : (5.14)
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Podemos notar que, no limite n — 1, a equacao acima reproduz exatamente o modelo ALTW
estudado anteriormente. A densidade de energia, neste mesmo limite, é também dada como

antes.

uando mvestigamos o caso no qua ¢ multo pequeno, até a ordem , obtemos
do investig 11/M? é muit té dem 1/M?, obt

2n
2n—1

2n—1

1 2n—1
“on

£ M2 8n2

XXt —v+

(2"X\Xy”1 + V(¢))2. (5.15)

Podemos ainda observar que o modelo gémeo descrito pela densidade lagrangiana (5.13)
reproduz o modelo descrito por (5.1) no limte 1/M? — 0. Como antes, as relagoes de

semelhancas aqui estudadas levam-nos a classificar essas duas teorias como gémeas.

5.2 O cenario de brana

Neste ponto faremos uma aplicacdo no cenario de brana, cuja motivacao vem do fato
de que a afirmacgao de que vivemos em quatro dimensoes espaco-temporais nao-compactas
pode nao ser totalmente verdadeira, como argumentado em [78|, cujo trabalho consiste no
estudo sobre uma 3-brana (um subspaco (3 + 1)-dimensional) imersa em cinco dimensoes.
Originalmente, a idéia de dimensoes extras surge como uma proposta de solugao para o
problema da hierarquia [79]. Dai em diante varios estudos relacionados a dimensoes extras
tém sido realizados, como em teoria de cordas, gravidade f(R) e em diversos outros contextos
[80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87|. Aqui, a partir de uma teoria generalizada [21| com uma
Gnica dimensao extra de extensao infinita, construiremos a sua teoria gémea, observando os

requerimentos de igualdade da solucao e da densidade de energia estabelecidos anteriormente.

Consideramos uma acao 5-dimensional descrevendo gravidade acoplada ao campo escalar

na forma

S = /d%\/g {—3R+L(¢,X)} : (5.16)
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Como de costume, temos feito 4G = 1, onde G representa a constante gravitacional de

Newton. Temos adotado a mesma convencao:

1
X = 5Vuovho,

(5.17)

desta vez com uma dimensao a mais, onde M, N = 0,1,2,3,4. A equacao de movimento para

o campo escalar é obtida a partir da variacao da agao com respeito ao campo. Temos entao:

Va(LxVA) — Ly =0,
que, de maneira mais explicita se escreve
GABN 4V pd +2X Ly — Ly =0,

com GAE dado da forma

GAB = Ly g8 + Lxx VAoV B0

As equagoes de Eistein sao

Gap = 2TB,
com o tensor energia-momento dado por
Tap = VadVpoLx — gapL.
O elemento de linha do espaco 5-dimensional pode ser escrito como
dsi = e2A77de“dx” — dy?,

onde €*4 é o warp factor ' e

dsj = ndatdz”

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

YO warp factor é o fator responsavel pela “deformacdo” na parte da métrica correspondente & métrica de
Minkowski. E uma funcao da dimensao extra e pode ser escrito de outras formas. Neste caso, o warp factor

é uma exponencial.
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descreve a geometria de Minkowski. Supomos que tanto A quanto ¢ sao estaticos e dependem
apenas da dimensao extra, ou seja, A = A(y) e ¢ = ¢(y). Neste caso, a equagdo de movimento

(5.19) toma a forma
(ﬁX + 2X£XX> " <2X£X¢> — £¢) = _4£X¢/A/; (525)

onde o (’) denota derivada com respeito & dimensao extra. Temos usado também Ly =

OLJOX e Ly = L]0,

Considerando a métrica em questao, as equagoes de Einstein se escrevem como

4
A" = §X£X, (5.26)
1
AP = 3 (L —2XLyx), (5.27)
onde X = —¢/2 para configuragio estitica. A Equagao (5.25) pode entao ser reescrita na
forma
(L—2XLx) = —4¢”A'Ly. (5.28)

Novamente lancamos mao do formalismo de primeira ordem. Para obter o sistema de

primeira ordem, introduzimos uma fungdo W = W (¢) que obedeca a seguinte relagao:
, 1
A = —§W(¢). (5.29)
Neste caso, as equagoes (5.26) e (5.27) levam-nos a
, 1
Lx¢) = 5We, (5.30)

1
L—2XLy = §W2. (5.31)

No caso de um campo escalar padrao, £L = X — V(¢), a equagdo de movimento (5.25)

fornece uma equacao de segunda ordem da forma

¢+ 4A Y =V, (5.32)
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De posse do procedimento de redugao de ordem, porém, podemos utilizar as Egs. (5.30) e

(5.31) e obter a seguinte equagio de primeira ordem

1
o =W, (5.33)
e uma expressao para o potencial,
Lo 1o

ambas escritas em funcdo do W (o).

I importante notar que as solucdes das equacdes de primeira ordem (5.29) e (5.33) sdo
também solugdes da equacdo de segunda ordem (5.32), com o potencial tendo a forma (5.34).
A componente 7% do tensor energia-momento fornece a densidade de energia; esta ¢ dada

4 3

De maneira a obter a teoria gémea, consideramos que esta é governada pela seguinte

y U 2X
L=M—M (1+W)‘/1_W+f(¢)' (5.36)

Podemos notar que esta é semelhante aquela do caso bidimensional que analisamos no Capitulo

densidade lagrangiana:

3. A diferenca ¢ a adicao da funcdo f(¢), a ser determinada de acordo com os requerimentos
que determinam a natureza gémea de uma teoria em relacao a sua contrapartida canonica.

Usamos as equagoes (5.30) e (5.31) para escrever

1+ -5 1
RARTPTA (5.37)
1- 35
14 5
e g (5.38)
1 - 35



Outros modelos gémeos

onde temos feito f(¢) = W?2/3. Se substiuirmos (5.38) em (5.37) obtemos
, 1
¢ = 5We. (5.39)

Portano, obtemos a mesma equacao de movimento do modelo padrao, o que significa dizer
que, para um determinado W, o campo solugao é o mesmo em ambos os modelos de teoria.

Podemos usar (5.38) para escrever

¢”* =2U + Cid (5.40)
e :

Determinada a fungio f(¢), podemos reescrever a densidade lagrangiana do modelo gémeo

de brana da seguinte forma:

U 2X 1
L=M—M (1 + W) l-3E 3" (5.41)
A densidade de energia é
1 1
T = 24 (ng - gW2> : (5.42)

a mesma do modelo padrao. Notamos entao que os dois modelos tem a mesma solucao, com a
mesma densidade de energia, que sao os determinantes basicos da natureza gémea entre eles.

O potencial do modelo modificado tem a forma

1 w3
U(¢) = =M + M [4+ ﬁg (5.43)

e os potenciais das duas teorias se relacionam como segue:

U(p) = —M?*+ M2\/1 + 2‘5\%) + %W];(f). (5.44)

Como consequéncia da semelhanca entre solucao e densidade de energia, podemos notar que
também o warp factor ¢ o mesmo nos dois casos, o que significa que a “deformacao” na brana,
como fun¢ao da dimensao extra, ¢ a mesma. Podemos ainda ver que, no limite de 1/M? muito

pequeno, o modelo gémeo (5.41), com U(¢) dado por (5.44), recai no modelo padrao.
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Um exemplo interessante de ilustracao é quando fazemos a seguinte escolha:
W = 2a arctan (senh(b¢)), (5.45)

onde a e b sao parametros. Os potenciais do modelo padrao e do modelo modificado sao,

respectivamente,
1 4
V(p) = 5azl)QSeChQ(b(b) - §a2 arctan (senhQ(bqﬁ)) , (5.46)
) , a2b2 ,
U(9) = —M* + M*\[1 4 S sech?(bg). (5.47)

Estes estao plotados na Fig. 5.1 para diferentes valores de 1/M?, mantendo a = b = 1.

Figura 5.1: Potenciais para a escolha (5.45) no Modelo Padrao (linha solida preta) e no
Modelo ALTW (linha tracejada azul), para 1/M? = 0.1, 1, 10, da esquerda para a direita.

As solucoes das equacgoes de primeira ordem sao
1 2
o(y) = j:garcsenh(ab Y). (5.48)
Estas conectam minimos no infinito. Temos ainda que

1 2
Aly) = g In (1+a®b'y?) — Say arctan(ab’y). (5.49)

Na Fig. 5.2 estao os graficos da solugao (sinal positivo), do warp factor e da densidade de

energia, respectivamente, para diferentes valores de a e b.
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Figura 5.2: Da esquerda para a direita, a solugao, o warp factor e a densidade de energia para
a=1eb=1/2, 1, 2, respectivamente para as linhas solida, pontilhada e tracejada.

Outro exemplo é o modelo conhecido como ¢*. Neste caso, o superpotencial ¢ dado da

forma
b2

Wie) =2 (0~ 50). (5.50)

onde a e b sao parametros. Os potenciais gémeos sao os seguintes:

1 4 » L\’

V(g) = 5a* (1 - b2¢?)” — G’ (1 - §¢2) , (5.51)
U(6) = M2+ M1+ C2 (1~ ppg2y? 5.52
(6) = =M+ M2\ 1+ S (1 - b2 (552)

Seus gréficos sao os da Fig. 5.3, para diferentes valores de 1/M?.

Figura 5.3: Potenciais para a escolha (5.50) no Modelo Padrao (linha solida preta) e no
Modelo ALTW (linha tracejada azul), para 1/M? = 0.1, 1, 10, da esquerda para a direita.
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Figura 5.4: Da esquerda para a direita, a solugao, o warp factor e a densidade de energia para
a=1eb=1/2, 1, 2, respectivamente para as linhas solida, pontilhada e tracejada.

Para este modelo, as solugoes das equagoes de movimento sao

oy) = i% tanh (ab®y) , (5.53)

4 1
Aly) = e In (sech(abzy)) ~ o tanhQ(abzy). (5.54)

As solugoes do tipo kink para este modelo conectam os minimos ¢ = +£1/b. Os gréficos da
solugdo (sinal positivo), do warp factor e da densidade de energia sdo os da Fig. 5.4. Ambos
os exemplos descrevem branas com energia finita. Pelos graficos, percebemos que a densidade

de energia é localizada.
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Capitulo 6

Presenca de modelos gémeos em
cosmologia

A descoberta da aceleracao cosmica [88, 89, 90|, como consequéncia da existéncia de uma
energia escura com pressao negativa, iniciou um novo estagio para a cosmologia moderna.
Recentes observacoes (91, 92, 93, 94, 95| apontam uma constante cosmolégica como uma
possivel responsavel desta aceleracao, que concorda com todos os dados. O grande problema
desta opcao é o conhecido problema da coincidéncia césmica: uma enorme quantidade de
ajuste fino que deve ser realizada de maneira a fazer a constante cosmoldgica dominar a
densidade de energia do universo atual. Outra possibilidade de entendimento da atual fase de
expansao acelerada é considerar o universo preenchido por um fluido perfeito com equacao de
estado dependente do tempo, ou seja, um campo escalar [96, 97, 98, 99, 100, 101, 102, 103, 104].
Um campo escalar respeita o requerimento de homogeneidade e isotropia do principio

cosmologico, e pode evoluir de acordo com diferentes dinamicas.

Neste capitulo, de maneira distinta ao que foi feito nos capitulos anteriores, onde tratamos
campos estaticos, investigamos a presenca de modelos gémeos em teorias de campos escalares
reais que evoluem no tempo, ou seja, modelos descritos por diferentes dindmicas, mas que

descrevem uma mesma evolugao de universo.
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Presencga de modelos gémeos em cosmologia

A acao que nos fornece as equagoes de movimento é a de Einstein-Hilbert

5= /d4:):\/—_g {—}lR + Lo, X)} , (6.1)

onde temos feito 471G = 1 e X = %8“9258,45, como anteriormente. Temos ainda que g é o
determinante do tensor métrico g,,, I? é o escalar de curvatura e £ ¢ a densidade lagrangiana
que descreve o modelo. Um detalhamento da motivagao para escrever a a¢ao da forma (6.1)

pode ser visto em [105].

As equacoes de movimento surgem da variacao da acao com respeito a métrica. Aplicando

o principio de minima acao, obtemos as conhecidas equacgoes de Einstein:

G;UJ = 2T;u/7 (62)
onde
1
ij = R/w — §ngR7 (63)

escrito em termos do tensor e do escalar de Ricci, é o tensor de Einstein. Este nos fornece

informacao acerca da curvatura do espaco tempo. O tensor que aparece no membro direito,

oL

o = Zpgw

- guwca (64)
é o tensor energia-momento. Este nos fornece informacao acerca do conteido do universo.

A métrica que utilizamos, fundamentada no requerimento de homogeneidade e isotropia

do principio cosmologico, é a FRW (Friedmann-Robertson-Walker) que tem a forma padrao

dr?
1 —kr?

ds® = dt* — a*(t) ( + T2d§22> : (6.5)

onde a representa o fator de escala do universo em expansao, r é a coordenada radial e d?

descreve a parte angular da métrica, esta sendo dada por
dQ? = df* + sen®0d¢°. (6.6)
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Presencga de modelos gémeos em cosmologia

Para uma melhor compreensao sobre a estrutura da métrica FRW, ver [106]. A constante k
pode ter trés valores: k = 0, para um universo plano; k = +1, para uma universo fechado de

geometria esférica; e k = —1, para um universo aberto de geometria hiperbolica.

As equacbes de Einstein, escritas para a métrica escolhida, fornecem as equacdes de

Friedmann:
2 k
H?>=Zp— — 6.7
it (6.7)
a 1
- _Z 3 6.8
. 5 (P +3p), (6.8)

onde p e p sao, respectivamente, a densidade de energia e a pressao, e H = a/a é o parametro
de Hubble. O ponto sobrescrito indica derivada com rela¢ao ao tempo; assim, a = da/dt. A
primeira equacao nos da informacgao acerca da evolugao do parametro de Hubble enquanto a
segunda ¢ conhecida também como equacao da aceleracao, por conter uma derivada segunda
do fator de escala com relacao ao tempo. A partir destas equacoes, obtemos a seguinte equacao
de continuidade:

p+3H(p+p) =0 (6.9)

Por fim, definimos uma grandeza chamada parametro de aceleracao, dada por

Esta nos fornece informacoes importantes sobre como se di a expansao do universo, se
acelerada ou desacelerada. Originalmente, o que se media era o parametro de desaceleracao,
termo utilizado porque se acreditava inicialmente que o universo estaria em uma fase de

expansao desacelerada.

A seguir tratamos dois modelos de teorias de campos escalares reais, considerando
inicialmente um universo com geometria plana, ou seja, k = 0. A presenca de curvatura

é vista logo em seguida.
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Presencga de modelos gémeos em cosmologia

6.1 Dinamica padrao

Como um primeiro modelo de teoria, consideramos aquele no qual a densidade lagrangiana
descreve uma dinamica padrao, com termo cinético canodnico, cuja forma é motivada pela
mecanica relativistica de meio continuo. Este é conhecido como modelo de quintesséncia
[107, 108]. Temos entao:

L=X-V(p). (6.11)

Neste caso, a densidade de energia e a pressao sao dadas, respectivamente, por

p= 38+ V() p= 53 -V, (612)

A equagao de continuidade (6.9) leva-nos a seguinte equagao de movimento:
b+3Hp+V,=0. (6.13)

As formas das equacgoes acima sao as mesmas independentemente de ser considerada, ou nao,
a curvatura. A equagao de Friedmann, no entanto, traz explicita a constante de curvatura.

Para o caso plano, onde k& = 0, o parametro de Hubble evolui segundo a expressao

1., 2
H?> = -¢*>+ =V. 6.14
39 +3 (6.14)

6.2 Dinamica taquidnica

Uma outra forma de dinamica de campo escalar tem motivacao no contexto de teoria
de cordas [109, 110, 111]. Neste caso, a acao é do tipo Born-Infeld. Com uma pequena

modificacao, a densidade Lagrangiana é entao dada por

£ = ~U(6)\/T— 0,006 + f(9). (6.15)

onde U(¢) representa o potencial da teoria e f(¢) é uma funcdo a ser determinada. A razao

da presenca de f(¢) é garantir que a teoria satisfaga os requisitos de teoria gémea do modelo
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de quintesséncia. A densidade de energia e a pressao sao dadas por

p= %—f, p=-U\/1-¢+f. (6.16)
1— ¢?

A equacao de movimento tem uma forma um pouco mas complicada do que a do caso anterior:

b+ (1-6) <3H¢b+ %) - (1- qﬂw% — 0. (6.17)

E o parametro de Hubble, também para & = 0, é dado pela equacao de Friedmann:

eV gf. (6.18)

31— g2 3
6.3 Formalismo de primeira ordem

Seguindo a ideia do formalismo de reducao de ordem das equagoes de movimento tratado
anteriormente [23, 74|, escrevemos o parametro de Hubble como uma fun¢ao do campo escalar,
da forma H = W (¢). Esta ¢ uma equagao de primeira ordem no tempo. A outra equagao de

primeira ordem que obtemos tem a forma geral

W = —(p+p). (6.19)

Considerando inicialmente a dindmica padrao, de (6.19) obtemos a seguinte equagao de

primeira ordem:

b= —W,. (6.20)
Para este caso, o potencial é dado por
3o Lo

Podemos notar que as solucoes das equacoes de primeira ordem obtidas, para o potencial

escrito da forma (6.21), sdo também solucoes da equacao de segunda ordem (6.13).
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Considerando agora a dinamica taquionica, desde que H é a mesma funcao W (¢) do caso

padrao, obtemos
W
——t
W2+ f

U__vTiEE(gwa+f). (6.23)

Neste caso, podemos também notar que as solugoes das equacoes de primeira ordem, para o

b= (6.22)

e o potencial tem a forma

potencial da forma (6.23), sdo também solugdes da equagdo de segunda ordem (6.17).

De forma a obter os modelos gémeos, igualamos as equagoes (6.20) e (6.22), com o
proposito de determinarmos a funcdo f(¢), garantindo que ambas as equagoes tenham a
mesma solugao. A funcgao f(¢) é entao dada por

f:1—§w@ (6.24)

Assim, obtemos a forma do potencial taquionico:

U=,/1-W, (6.25)

e a densidade lagrangiana do modelo taquidnico gémeo tem a seguinte forma:
L= 1-W2/T= 0,000+ 1 — SW? 6.26
— 1= W T= 8,600+ 1 - SW (6.26)

Como consequéncia da natureza gémea entre os modelos, podemos notar que em ambos

0s casos, padrao e taquionico, a densidade de energia é a mesma:

p:§wﬁ (6.27)
e também a pressao:
3
pzmﬁ—EW@ (6.28)

O parametro de aceleracao também tem a mesma forma para os dois casos:
2
w3

ey (6.29)

g=1-
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O que temos sao duas teorias distintas que descrevem a evolucdao de um mesmo universo,
caracterizado por densidade de energia e pressao comuns. O universo é entao preenchido por

um fluido com uma equagao de estado dependente do tempo, que é comum as duas dinamicas.

Como um exemplo, tomamos W = Acosh(B¢). Assim, os potenciais gémeos tomam as

formas

3 1
V= 5A2 cosh?(B¢) — §A2B2 sinh?(B¢) (6.30)

U = /1 - A2Bsink*(Bo). (6.31)

Ambos estao plotados na Fig. 6.1.

Figura 6.1: Potenciais (6.30)(curvas pretas) e (6.31)(curvas azuis) para A=1e B=0.5, 1, 3
correspondendo a linhas sélida, tracejada e trago-pontilhadas, respectivamente.

A solucao das equacoes de movimento é

1 AB?t
o= B In (tanh 5 ) . (6.32)
O parametro de Hubble também é determinado:
H = Acoth (AB*) . (6.33)
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O paramtero de aceleracao é dado por
q =1— B’sech’® (AB%t), (6.34)

e seus graficos sao os da Fig. 6.2. A curva sélida indica uma expansao sempre acelerada.
A curva tracejada indica uma expansao que comeca a acelerar em t = 0. A curva trago-

pontilhada mostra a evolucao de uma fase desacelerada para uma fase acelerada.

Figura 6.2: Parametro de aceleracao q for A = 1 e B = 0.5,1,3 correspondendo a linhas
solida, tracejada e trago-pontilhada, respectivamente.

6.4 Presenca de curvatura

Considerando a situacao em que k # 0 e insistindo com H = W, a equacao de primeira
ordem que obtemos tem a seguinte forma geral:

. k
Wep=~(p+p)+ . (6.35)

Inspirados em [74], introduzimos a como sendo um ntimero real e Z = Z(¢) como sendo uma

funcao do campo escalar, através da escolha aiz = aZ¢. Para o caso padrao, obtemos

b =kaZ —W,. (6.36)
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O potencial é entao dado por
3.5 1
V= §W + (kaZ —Wy) | kaZ — §W¢ . (6.37)

A validade do formalismo de primeira ordem depende do fato de as solugdes das equacoes de
primeira ordem serem também solugoes da equagao de segunda ordem (6.13). Neste sentido,

as fungoes W e Z devem obedecer a seguinte equacao de vinculo:

W¢¢Z + W¢Z¢ — 2]{?OéZZ¢ — 2WZ =0. (638)

Para o caso taquidnico, a equacao de primeira ordem que obtemos é

L W¢
¢= T ) 1T (6.39)

Seguindo o procedimento da se¢do anterior, igualamos as equagoes (6.36) e (6.39), e

determinamos f. Esta é dada por

f= —gwﬂ — gkaZ(kaZ —Wy) —

W

m. (6.40)

O potencial é entao

Wyr/T— (kaZ — Wy)?

U pr—
kaZ — W,

(6.41)

Podemos notar que as expressoes para o ¢, para os potenciais V(p) e U(¢) e para f(¢),
todas sao reduzidas as equacoes correspondentes do caso plano, quando fazemos £ = 0. A

equacao de vinculo para o caso taquionico, porém, é diferente daquela do caso padrao:
W¢¢Z + W¢Z¢ — 2k70£ZZ¢ =0. (642)

Este resultado sugere que a presenca de curvatura distingue os dois modelos. A natureza

gémea entre esses dois modelos de teorias ¢ estabelecida apenas para o caso plano.
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Neste trabalho, fizemos uma extensao da idéia apresentada na Ref. [22], que diz respeito
a existéncia de duas teorias de campo escalar distintas que suportam a mesma estrutura
de defeito. Tais teorias sao denominadas gémeas, pois descrevem uma mesma estrutura de
defeito com a mesma densidade de energia. Inicialmente tratamos de montar a estrutura
matematica necessaria ao entendimento dos modelos. Dedicamos um capitulo ao estudo de
equagoes gerais a partir das quais podemos obter as equagoes de movimento para as situacoes

distintas.

Deduzimos em detalhes as equacoes que descrevem tanto o modelo padrao de teoria de
campo escalar como o modelo que denominamos ALTW, apresentado anteriormente na Ref.
[22]. Alguns exemplos, os mais comuns, de solugbes do tipo kink e do tipo lump foram
apresentados. O estudo das relagoes entre os dois modelos, no que diz respeito as solugoes das
equacoes e a densidade de energia associada a estrutura de defeito, premitiram-nos identificar
a natureza gémea entre eles. Utilizamos o formalismo de primeira ordem desenvolvido em
[23, 73, T4, 75] e reescrevemos as equagoes que relacionam os modelos gémeos em fun¢ao do

superpotencial W = W ().

Mostramos duas maneiras de distinguir as teorias. Inicialmente estudamos a situagao em
que a componente T do tensor energia-momento é constante e diferente de zero. Neste
caso, vimos que as equacoes de movimento sao resolvidas por solugoes estaticas distintas.

Um estudo da estabilidade linear da estrutura de defeito nas duas teorias também permitiu-
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nos distingui-las. Isto foi apresentado primeiramente na Ref. [22], mas aqui investigamos
a estabilidade na maneira padrao, buscando a equacao tipo Schrodinger que normalmente
aparece no estudo da estabilidade linear. Como o modelo ALTW é descrito por uma densidade
lagrangiana modificada, com uma generalizacao do termo cinético, nao é tao direto obter a
equacao tipo Schrodinger. Porém, uma correta transformacao de variaveis e o formalismo de
primeira ordem que aqui utilizamos permitiu obter a referida equacao; podemos observar a

distingao entre as teorias através de alguns exemplos.

Estendemos a idéia da natureza gémea para outras classes de modelos. Tratamos de
modelos mais gerais, dos quais os modelos padrao e ALTW sao casos especificos em que n = 1.
Fizemos ainda uma investigagao sobre a presenga de modelos gémeos no contexto de brana.
Sabemos que campos escalares podem ser usados para produzir branas thick e, observamos
que uma brana pode ser gerada a partir de dois modelos distintos de campos escalares reais,
acoplados a gravidade em 4 4+ 1 dimensoes espago-temporais, com uma dimensao extra do

tipo espaco e extensao infinita.

Investigamos ainda a existéncia de modelos gémeos no cenario da cosmologia de
Friedmann-Robertson-Walker, onde encontramos que dois modelos distintos de um campo
escalar dependente do tempo - o modelo de quintesséncia, descrito pela dinaAmica padrao, e
aquele com dinamica taquidnica - podem descrever uma mesma evolu¢ao de universo plano
com densidade de energia e parametro de aceleracao comuns aos dois modelos. Vimos, porém,
que a situacao é diferente quando da presenca de curvatura, caso em que os modelos se

distinguem.

A natureza gémea entre modelos de campos escalares é, portanto, um campo no qual
podem ainda existir muitas possibilidades de pesquisa. Como perspectivas a partir deste
trabalho, podemos citar a investigacao de modelos gémeos em cenarios com dois ou mais

campos escalares, ou mesmo a possibilidade de mais de duas teorias gémeas simultaneamente.
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Podemos ainda pensar em descrever um comportamento gémeo em diferentes contextos dentro
da cosmologia, como na fase inflacionaria. Aplica¢des na area da matéria condensada também

podem trazer resultados interessantes.
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