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Resumo

Neste trabalho estudamos numericamente a formacao e dinamica de defeitos topo-
logicos em cristais liquidos nematicos. Nosso estudo é baseado no modelo de Ginzburg-
Landau, o qual descreve a evolucao da ordem orientacional de um cristal liquido em termos
de um tensor de segunda ordem simétrico e com traco nulo. Este modelo fenomenologico
permite estudar a fase nematica em escalas que vao de poucos nandémetros até poucos mi-
crometros (escala mesoscopica). Para tal estudo numeérico, desenvolvemos um programa
de computador que denominamos de LICRA (Liquid CRystal Algotithm). Este programa
combina o algoritmo de diferenca finita para calcular derivadas espaciais com a integracao
temporal de Runge-Kutta para resolver a equagao de relaxacao da nematodinamica, sem
a presenca de flutuagoes térmicas e fluxos hidrodinamicos.

Usando este programa de computador investigamos a dinamica de coalescéncia em
duas e trés dimensoes em um cristal liquido neméatico uniaxial. Tanto o fator de estrutura
quando a escala de comprimento caracteristico foram calculadas no tempo. Espera-se
que esta escala cresga como uma lei de poténcias do tempo, L o t%, onde, a partir de
uma anélise dimensional, & = 1/2. Encontramos os valores de a = 0,45 + 0,01 em
duas dimensoes e a = 0,350 4= 0,003 em trés dimensoes. Além disso, em todos os casos
verificamos que a lei de Porod ¢ satisfeita para nimero de ondas k de grandes valores.

Utilizando LICRA, investigamos também a dindmica de coalescéncia de cristais liqui-
dos nematicos em duas dimensoes submetidos a um campo elétrico externo. Consideramos
a anisotropia dielétrica positiva e negativa e duas diferentes possibilidades de orientacao
do campo elétrico: paralelo e perpendicular ao plano da rede bidimensional. Determi-
namos os efeitos de um pulso de campo elétrico na evolucao da escala do comprimento
caracteristico e as alteracoes nas texturas dos cristais liquidos. Em particular, mostramos
que os diferentes tipos de defeitos que sao produzidos apés o campo elétrico ser aplicado
dependem da orientacao do campo elétrico e do sinal da anisotropia dielétrica.

Finalmente, apresentamos os efeitos da rotagao de um campo elétrico externo na dina-
mica de uma rede de defeitos semi-inteiros em cristais liquidos neméticos em duas e trés
dimensoes com anisotropia dielétrica negativa. Mostramos que, girando o campo elétrico
por um angulo m ao redor de um eixo pertencente a plano da rede, ocorre uma trans-
formagcao continua de todas as desclinagoes semi-inteiras da rede em desclinagoes com
sinal oposto. Esta transformacao é intermediada por desclinagoes do tipo tor¢ao. Além
disso, determinamos a evolucao da escala de comprimento caracteristico quantificando o
impacto do campo elétrico externo na dindmica de coalescimento da rede.

Palavras chave: cristais liquidos nematicos, defeitos topologicos, dinamica de coa-
lescéncia, escala do comprimento caracteristico, estudos numéricos.



Abstract

In this work we study numerically the generation and dynamics of topological defects
in nematic liquid crystals. Our study is based on a Ginzburg-Landau model describing the
evolution of the orientational order of a liquid crystal in terms of a symmetric, traceless,
second-rank tensor. This phenomenological model allows studies of nematic phases at
scales ranging from few nanometers to few micrometers (mesoscopic scale). Within this
framework we developed a software named LICRA (Liquid CRystal Algorithm) that com-
bines standard finite difference algorithm for the spatial derivatives with a Runge-Kutta
temporal integration to solve the relaxational equations of nematodynamics without ther-
mal fluctuations and hydrodynamic flow.

Using this software we investigate the coarsening dynamics of defects of two- and
three-dimensional uniaxial nematic liquid crystals. The time dependences of the structure
factor and characteristic length scale were computed. The characteristic length scale is
expected to grow as a power law in time, L o t*. From dimensional analysis o = 1/2 and
we found o = 0,45+ 0,01 in two-dimensions and o = 0, 350 + 0, 003 in three-dimensions.
Furthermore, in all cases Porod’s law is satisfied for large values of wave number k.

We also investigate, using LICRA, the coarsening dynamics of liquid crystal textures
in a two-dimensional nematic under applied electric fields. We consider both positive and
negative dielectric anisotropies and two different possibilities for the orientation of the
electric field parallel and perpendicular to the two-dimensional lattice. We determine the
effect of an applied electric field pulse on the evolution of the characteristic length scale
and other properties of the liquid crystal texture network. In particular, we show that
different types of defects are produced after the electric field is switched on, depending
on the orientation of the electric field and the sign of the dielectric anisotropy.

Finally, we present the effect of the rotation of an external electric field on the dy-
namics of half-integer disclination networks in two and three dimensional nematic liquid
crystals with a negative dielectric anisotropy. We show that a rotation of 7 of the electric
field around an axis of the liquid crystal plane continuously transforms all half-integer
disclinations of the network into disclinations of opposite sign via twist disclinations. We
also determine the evolution of the characteristic length scale, thus quantifying the impact
of the external electric field on the coarsening of the defect network.

Keywords: nematic liquid crystals, topological defects, coarsening dynamics, charac-
teristic length scale, numerical approach.
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Introducao

Cristal liquido nematico é um estado que substancias organicas podem assumir, cuja
principal caracteristica sao fluidez e ordem orientacional de longo alcance. Tal sistema
frequentemente apresenta irregularidades singulares no seu estado de ordenamento que
sao conhecidos como defeitos topoldgicos. A presenca destes defeitos impede que o cristal
liquido esteja no seu estado de menor energia.

A formacao desses defeitos topologicos em cristais liquidos nematicos pode ocorrer
quando a simetria da fase isotropica é quebrada em uma transicao de fase isotropica-
nemética, ou como uma resposta topologica imposta pelas condigoes de contorno [1].
Entretanto, defeitos topolégicos nao sao exclusividade de cristais liquidos neméticos, pois
estao presentes também em outras mesofases [2,3| e em uma variedade de outros sistemas
de matéria condensada, como hélio superfluido [4-7| e grafeno [8-10].

Alguns modelos cosmologicos do universo primordial também apresentam defeitos
topologicos provenientes de transicoes de fase ocorridas nos instantes iniciais do uni-
verso [11-16]. Como as propriedades fisicas associadas & topologia sdo independentes do
tipo de sistema fisico [17], os cristais liquidos tém se tornado um excelente laboratorio
para o estudo destes modelos cosmolégicos. Esta analogia entre defeitos topoldgicos em
cristais liquidos e defeitos no cosmos vai desde os mecanismos da sua formagao [17-19] &
maneira como a luz se propaga em sua vizinhanga [20-23].

Do ponto de vista industrial, defeitos topolégicos sao um problema para mostradores de
cristais liquidos (LCDs) pois espalham a luz e reduzem a qualidade das imagens mostradas.
A presenga destes defeitos nas células dos LCDs é quase inevitavel [24,25|. Desta forma, é
desejéavel, tanto do ponto de vista cientifico quanto tecnolégico, o estudo das implicagoes
na formacao e dinamica dos defeitos topologicos na presenga de campos elétricos externos,
a fim de reduzir os detrimentos causados pelos defeitos.

De qualquer forma, seja no contexto de fisica bésica, no ambito cosmologico ou bus-
cando solugoes tecnoldgicas, o grande trunfo de estudar defeitos topologicos em cristais
liquidos nematicos estd na grande variedade de defeitos existentes neste sistema e tam-
bém na facilidade com que estes defeitos podem ser estudados experimentalmente, quando
comparados a outros sistemas, como hélio superfluido, por exemplo.

Este trabalho esté organizado da seguinte forma: no primeiro capitulo apresentamos
uma introdugao sobre cristais liquidos em que discutimos seus diferentes tipos, mesofases
e propagacao da luz em meios liquido cristalinos. No capitulo seguinte introduzimos
as definicoes dos parametros de ordem escalares e tensorial e apresentamos o modelo
de Landau-de Gennes, que descreve a transicao da fase isotropica para a fase nemética
uniaxial. Além disso, mostramos a densidade de energia elastica, associada a deformacoes
na orientagao do diretor, e a densidade de energia de ancoramento, e finalizamos este
capitulo abordando os efeitos de um campo elétrico externo em um cristal liquido nematico
uniaxial.



A dinadmica do parametro de ordem tensorial é discutida no capitulo trés, em conjunto
com as consequéncias desta dinamica, como: formacao de defeitos topologicos, correlacao
entre os parametros de ordem tensoriais e evolucao da escala dos comprimentos carac-
teristicos. No capitulo trés também mostramos algumas técnicas numéricas utilizadas
para resolver a equacao de Beris-Edwards, sem fluxo hidrodinamico, que descreve a dina-
mica do parametro de ordem, bem como as técnicas numéricas para calcular o fator de
estrutura, que na verdade consiste na fungao de correlagao no espaco de Fourier.

No inicio do capitulo quatro sao apresentadas cinco secoes de resultados obtidos pela
solugao numérica da equacao da nematodinamica. Na primeira se¢ao introduzimos o
programa LICRA, que resolve a equagao de Ginzburg-Landau, e mostramos alguns re-
sultados conhecidos na literatura, a fim de confrontar a validade do programa LICRA,
desenvolvido no ambito deste doutorado. Na secao seguinte mostramos como o diretor e
os parametros de ordem evoluem a partir de uma configuragao inicial aleatéria em duas
dimensoes. Uma extensao para trés dimensoes ¢ mostrada na terceira secao. Na quarta
secao mostramos quais as consequéncias da aplicagao de um campo elétrico externo na
dindmica de um cristal liquido nematico e, na ultima secao, descrevemos como inverter
o sinal da carga topoldgica com a aplicacao de um campo elétrico externo. Por fim, sao
apresentadas algumas conclusoes, discussoes e perspectivas futuras.



Capitulo 1

Cristais Liquidos

Um solido cristalino tem como principal caracteristica o arranjo regular dos seus
constituintes numa configuragao recorrente ou periédica. Acima de uma determinada
temperatura tal simetria é perdida, de modo que o sélido cristalino torna-se um liquido
isotropico. Existem alguns materiais organicos em que essa transicao de fase é separada
por outras mesofases que apresentam propriedades fisicas tanto da fase solida cristalina
quanto da fase liquida isotrépica. Tais mesofases sao conhecidas como cristais liquidos.

Os constituintes destes sistemas mesomorficos! apresentam uma forte anisometria em
seu formato, responsével por criar uma ordem orientacional, de modo que apresentam
uma tendéncia em ficarem paralelos a um eixo comum, o qual é conhecido como diretor,
n. E, como pode ser observado na figura 1.1, esse diretor apresenta uma simetria muito
importante em que os estados 77 e —fi sdo equivalentes [1].

(a) Solido Cristalino (b) Cristal Liquido (¢) Liquido Isotropico

Figura 1.1: Representagao esquemética da ordem molecular de uma fase solida cristalina, liquida
cristalina nematica e liquida isotrépica.

Uma variedade de mesofases pode ser observadas em um sistema liquido cristalino,
onde as transicoes entre essas mesofases podem ser originadas puramente por processos
térmicos (cristais liquidos termotropicos) e/ou por influéncia de concentragao relativas
(cristais liquidos liotropicos) [26]. Essas duas classes de cristais liquidos serao alvo das
discussoes das duas proximas secoes, bem como suas mesofases.

Do grego mesos morphe: forma intermedidria.



1.1 Cristais liquidos termotrépicos

Os cristais liquidos termotropicos (CLT) sao constituidos por moléculas organicas
anisométricas que possuem a forma semelhante a um cilindro, disco, ou ainda formas
exoOticas, como o formato de uma banana - ver figura 1.2.
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Figura 1.2: Exemplos de moléculas tipicas de cristais liquidos termotropicos. R podem ser
cadeias alifaticas rigidas ou flexiveis.

Esses CLTs possuem basicamente quatro mesofases, que de agora em diante trataremos
por fases. Estas fases sao conhecidas como: nemdtica, esmética, colunar e blue phase.

Nematica - Esta fase é caracterizada por possuir uma ordem orientacional, definida
pelo vetor 77, e por possuir ordem translacional de curto alcance, ou seja, os centros de
gravidade das moléculas nao apresentam fraca correlagao, devido a fluidez da fase. Fases
neméticas formadas por moléculas alongadas, figura 1.3a, recebem o nome de nemdtica
calamitica e o eixo principal (@) da molécula tende a ser orientado preferencialmente ao
longo do diretor. Caso as moléculas sejam achatadas, figura 1.3b, o alinhamento tende a
ser perpendicular ao plano da molécula e esta fase é conhecida como nemdtica discotica |3].

A fase nemdtica biaxial é caracterizada por possuir, além do diretor, uma segunda
direcdo privilegiada?, denominada co-diretor, l. Aqui os estados [ e — também sio
equivalentes. Somente em 2004 esta fase foi observada pela primeira vez nos CLT [27].

Os constituintes desta fase frequentemente possuem a forma de uma caixa, como
ilustrado na figura 1.3c. Esta anisometria nas trés dire¢oes das moléculas nao garante
a existéncia da fase nemética biaxial, isso porque uma elevada agitacao térmica pode
conduzir a flutuagoes em um dos eixos da molécula, de tal forma que ela passa a apresentar
a fase nematica uniaxial. Do mesmo modo, os constituintes de uma fase nemética uniaxial
podem se organizar de modo a formar uma fase nematica biaxial [1]. Este ultimo caso
ocorre nos resultados de nossas simulagoes e sera melhor discutido no capitulo 4.

Também existe outra classe da fase nematica conhecida como nemdtica quiral ou co-
lestérica. Esta é formada por moléculas que nao apresentam simetria especular e também

2Na verdade, existe uma terceira direcdo privilegiada, porém esta é dada pelo produto vetorial dos
diretores, 7 X .
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Figura 1.3: Organizagao de moléculas com formato de um cilindro (a) e de um disco (b) na fase

nematica calamitica e discotica, respectivamente. Em (c) temos a representagao da fase nemaética
biaxial. Representagao da fase neméatica quiral pode ser vista em (d). Note que, devido ao fato
de 7 = —7i, um passo da estrutura helicoidal corresponde na verdade a meio passo.

por moléculas com o formato de banana, como mostrado na figura 1.2c. Devido a esta
falta de simetria, o diretor sofre uma ligeira torcao entre dois planos moleculares, for-
mando assim uma estrutura helicoidal, como pode ser visto na figura 1.3d. Um ponto
interessante desta fase esté relacionado com o fato de o passo, p, da estrutura helicoidal
depender da temperatura e ser da ordem de grandeza do comprimento de onda da luz
visivel. Isso faz com que seja possivel usar este sistema como um seletor de determinados
comprimentos de onda, podendo ser utilizado como um sensor de temperatura por meio
da variacao de cores [28].

Esmeética - Nesta fase, as moléculas estao dispostas em camadas e, além disso, existe
uma ordem translacional entre estas camadas, bem como uma ordem orientacional das
moléculas em cada camada. Contudo, os centros de gravidade das moléculas de uma
mesma camada apresentam uma distribuicao irregular, ou seja, semelhante a um liquido
isotropico em duas dimensoes [29].

Existem trés tipos de fase esmética que nao apresentam correlagao entre suas camadas,
as quais sao:

e Esmética A: Aqui o 77 possui uma dire¢ao normal em relagao as camadas, como pode
ver visto na figura 1.4a.

e Esmética C: Ja neste caso, como é possivel observar na figura 1.4b, o 7 sofre uma
pequena inclinacao.



e Esmética C*: O asterisco indica que a fase é construida por moléculas quirais, ou
seja, entre cada plano o 7 sofre uma pequena torgao.
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Figura 1.4: Representacao das fases (a) esmética A e (b) esmética C.

Colunar - Esta fase é caracterizada por possuir uma simetria de translagao entre
colunas formadas pelo empilhamento de moléculas com o formato de disco. J4 as distan-
cias entre as moléculas ao longo de uma coluna nao apresentam nenhuma correlagao [3].
Assim, podemos dizer que a fase colunar possui as propriedades de um liquido em uma
dimensao.

Figura 1.5: Representacao da fase colunar.

Blue Phase - Esta é uma fase tridimensional composta por moléculas quirais onde,
além de o diretor sofrer uma torcao entre planos consecutivos, também sofre uma torcao
em planos perpendiculares, como pode ser visto na figura 1.6. Devido a essas duas torgoes,
esta fase também é conhecida como double twist [30]. Ha trés tipos distintos de blue phase,
conhecidos como:

e BPI: Neste caso, os cilindros formados pela dupla tor¢ao organizam-se formando
uma rede ctbica de corpo centrado (body centred cubic - bee).

e BPIIL: Aqui, uma rede ctibica simples é formada pela organizacao dos cilindros.

e BPIIL: é uma fase amorfa, onde os cilindros apresentam distribuicao aleatoéria e
flexibilidade, podendo até entrelagar-se [3].

Recentemente, esta fase vem sendo muito explorada devido & sua rapida resposta a
mudangas eletro-6pticas® [31-34]. Passaremos agora a descrigao de uma outra classe de
cristais liquidos, os cristais liquidos liotropicos.

3Respostas rapidas a mudancas na orientacdo das moléculas sio extremamente importantes para a
confecgao de mostradores (displays).



Figura 1.6: Perspectiva de um cilindro formado por moléculas com dupla tor¢ao. Note que as
moléculas mais externas possuem uma inclinacao de 45° em relagao ao eixo do cilindro e reduzem
este angulo a zero no centro do cilindro.

1.2 Cristais liquidos liotropicos

Antes de introduzirmos o cristal liquido liotropico (CLL), faremos uma breve descrigao
sobre um de seus compostos, as moléculas anfifilicas.

Moléculas anfifilicas sao moléculas que apresentam uma cabeca polar e uma cauda
apolar, ou seja, parte da molécula é hidrofilica (soltvel em meio aquoso) e outra parte
é hidrofobica (insoltvel em agua, mas solavel em solventes orgénicos). Na figura 1.7 é
possivel ver a parte polar, que esta circulada, e a parte apolar, representada pela cadeia
de carbonos de uma tipica molécula anfifilica.
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Figura 1.7: Estrutura molecular do estearato de sodio (sabao). Uma tipica molécula anfifilica.

Quando estas moléculas estao dispersas em um solvente polar elas podem, acima de
uma concentragao critica, formar agregados que recebem o nome de micelas [35|. Estes
agregados garantem que a parte hidrofébica nao fique em contato com o solvente polar.
Além disso, estas micelas sao as estruturas elementares dos CLLs, de modo que as fases dos
CLLs dependem das formas estruturais das micelas, que podem ter a forma de cilindro,
disco, caixa de fosforos, entre outras.

Os CLLs possuem as fases nemdticas, lamelar, hexagonal, cibica e esponja.

Nematica - Assim como os CLTs, os CLLs também apresentam uma fase nematica, na
qual a maior diferenca reside nos seus constituintes. A fase nematica calamitica é formada
por micelas com o formato de um cilindro, ja micelas com o formato disco formam a fase
nematica discotica. A fase neméatica biaxial neste tipo de cristal liquido apresenta micelas
que possuem a forma de um caixa de fésforos, tendo sido observada pela primeira vez
em 1980 [36]. Contudo, h4 uma outra vertente que considera que as fases nematicas
calamiticas, discoticas e biaxiais ocorrem devida a flutuagoes de orientacao em torno do
eixo de simetria [37]. O primeiro caso de um nematico colestérico surgiu em 1975 [38],
com a adi¢ao de moléculas quirais em uma amostra de CLL.

Lamelar - Nesta fase, as moléculas anfifilicas se agrupam formando bicamadas de
forma a dificultar o contato do solvente polar com parte hidrofébica, conforme pode ser
observado na figura 1.8. Esta fase é equivalente a fase esmética A e, além disso, esta
estrutura lamelar apresenta grande semelhanca com as membranas celulares [39-41].

7



Figura 1.8: Representacao esquemética da fase lamelar. A camada de solvente polar é muito
menor que a bicamada do surfactante [3].

Hexagonal - A fase hexagonal é caracterizada por apresentar moléculas anfifilicas
que organizam-se como agregados na forma de longos cilindros, cuja distribui¢cao forma
uma rede hexagonal, conforme ilustrado na figura 1.9. As cadeias de carbono dentro dos
cilindros apresentam um ordenamento tipo liquido [42].

Figura 1.9: A figura mostra uma representagao da fase hexagonal vista de cima.

Cubica - As micelas nessa fase possuem a forma esférica e uma ordem posicional
tridimensional de curto alcance, de forma que podem formar estruturas como uma rede
cibica de corpo centrado (bcc) [42].

Esponja - Nesta fase as bicamadas, constituidas por moléculas anfifilicas formam
superficies fechadas ou com buracos distribuidos aleatoriamente [43]. Um exemplo deste
tipo de estrutura pode ver visto na figura 1.10.

Figura 1.10: Modelo da configura¢ao das moléculas anfifilicas em uma fase esponja.

Até aqui vimos a existéncia de uma grande quantidade de configuracoes, simetrias
e constituintes da fase liquida cristalina. Estes materiais vém despertando o interesse
de diversas areas da ciéncia devido a sua vasta possibilidade de aplicagoes, tais como,



confeccao de mostradores digitais com CLT; sensores de vibracoes mecanicas com CLL
[44]; aplica¢oes na industria cosmética [45]; aplicagoes na area farmacoldgica, onde as
fases hexagonal, ciibica e esponja sao utilizadas como sistemas de liberacao de farmacos
(drug delivery) [46]; entre outras.

Na proxima se¢ao iremos abordar o que acontece com a luz ao passar por uma amostra
de cristal liquido. Este estudo é muito importante para a compreensao do funcionamento
de mostradores digitais [47], bem como para o entendimento do funcionamento da téc-
nica experimental de microscopia 6ptica de luz polarizada, que pode ser utilizada para a
verificacao da configuracao do diretor em uma amostra de cristal liquido.

1.3 Propagacao da luz em um meio anisotréopico

Um feixe de luz, ao atravessar um cristal liquido uniaxial, pode ser estudado como
duas ondas linearmente independentes e polarizadas. Isso devido ao fato de os cristais
liquidos apresentarem uma propriedade fisica conhecida como birrefringéncia. Substancias
uniaxiais birrefringentes possuem dois indices de refragao, um chamado ordindrio, n, =
V€1, que é perpendicular ao eixo optico, e outro chamado extraordindrio, ne = | /€||, que
é paralelo ao eixo Optico, que no caso dos cristais liquidos coincide com o 7. Aqui, €, e
€|| sao as constantes dielétricas perpendicular e paralela ao diretor, respectivamente.

A diferenga An = (n. — n,) ¢ conhecida como a medida da birrefringéncia. No caso
em que n, > n,, dizemos que o material é uniaxial positivo, como por exemplo o cristal
liquido termotrépico 5CB, e no caso em que n, < n,, dizemos que o material é uniaxial
negativo como, por exemplo, o cristal liquido termotropico PAA. Na maioria dos cristais
liquidos termotrépicos a birrefringéncia é da ordem de 0,2 [48], enquanto que em um
tipico cristal liquido liotropico* a birrefringéncia ¢ da ordem de 0,002 [49].

Para explorarmos estas duas ondas linearmente polarizadas, vamos considerar um
material birrefringente uniaxial negativo com o eixo ¢ptico alinhado ao longo do eixo z,
ou seja, ao longo deste eixo o material apresenta uma constante dielétrica dada por €| e
€ nos outros dois eixos. Além disso, vamos também considerar uma fonte de luz pontual
no centro do material que coincide com a orgiem do sistema de coordenadas. Assim,
um tempo t apos a emissao de um pulso de luz, existirao duas frentes de ondas, como
podemos ver na figura 1.11. A frente de onda circular é conhecida como onda ordindria e
propaga-se com velocidade v, = ¢/n, em todas as dire¢oes. O campo elétrico desta onda
oscila perpendicularmente ao plano x —y e consequentemente ao eixo 6ptico, ou seja, este
campo elétrico é influenciado apenas pela constante dielétrica € .

J& a outra onda linearmente polarizada, chamada de onda extraordindria, possui um
campo elétrico que oscila sobre o plano x — y, e a velocidade desta onda depende da
dire¢do com a qual este campo elétrico oscila [50]. Entao, vamos analisar trés possiveis
direcoes de oscilagao para inferirmos a velocidade de propagacao da onda extraordinéria.

i. Quando o campo elétrico oscila na direcao do eixo x, ou seja, na mesma dire¢ao
do eixo 6ptico, a onda extraordinaria propaga-se com velocidade v, = ¢/n,, pois o
campo elétrico sente apenas a influéncia da constante dielétrica ¢

4Mistura ternaria de Laurato de Potassio (KL), Decanol (DeOH) e agua pesada (D20). Dependendo
da concentracgao relativa destes compostos, este cristal liquido pode apresentar as fases neméticas biaxial
e uniaxial discotica e calamitica [36].



Figura 1.11: Frente da onda ordinéria e extraordinaria propagando-se em um material birre-
fringente uniaxial negativo. No caso de um material uniaxial positivo, terfamos a elipse contida
no circulo. Ha dois pontos (A, B) onde estas superficies tocam-se e o eixo que conecta esses dois
pontos é definido como o eixo 6ptico.

ii. Ja o campo elétrico oscilando na direcao do eixo y faz com que a onda extraordinéria
propague-se com velocidade v,, devido ao fato de o campo elétrico sentir apenas
a influéncia da constante dielétrica ¢,. Note que este é o mesmo caso da onda
ordinéaria.

iii. Uma outra possibilidade é o campo elétrico possuir uma componente em x e outra
componente em y. Neste caso, as duas constantes dielétricas influenciarao o campo
elétrico, fazendo com que a velocidade de propagacao da onda extraordinaria seja
uma combinacao das velocidade v, e v,.

A variagao da velocidade da onda extraordinaria em relacao & direcao de propagacao
faz com que esta onda possua a forma de um elipsbéide, como pode ser visto no Apéndice
A.

Apos esta breve descricao da luz em um meio birrefringente uniaxial, descrevermos
quantitativamente uma técnica experimental muito usada para observar fases liquido cris-
talinas, conhecida como microscopia 6ptica de luz polarizada.

A ideia desta técnica experimental é fazer um feixe de luz branca atravessar um pola-
rizador linear. Em seguida, o feixe de luz polarizado atravessara uma amostra de cristal
liquido confinada em um porta amostra e, antes de atingir um sensor de captagao de ima-
gens (Charge-Coupled Device - CCD), o feixe deve passar por um analisador, que é nada
mais que um polarizador linear com seu eixo de polarizacao perpendicular ao primeiro
polarizador.

A CCD ira funcionar como medidor da intensidade da luz que atravessa o analisador.
E possivel calcular esta intensidade, para isto vamos considerar o caso onde o diretor pode
estar orientado em qualquer direcao e que ha um feixe de luz branca propagando-se ao
longo do eixo z. Neste caso a luz branca, apoés passar pelo primeiro polarizador linear, tera
intensidade I, = A%, em que A é a amplitude da onda linearmente polarizada. Ao atra-
vessar a amostra de cristal liquido esta onda linearmente polarizada pode ser decomposta
em dois feixes. Estes dois feixes, conhecidos como ordinario e o extraordinario, possuem
polarizagoes mutuamente perpendiculares e amplitude Asen(3) e Acos(f), respectiva-
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mente, onde § é o angulo formado entre a projecao do diretor @ no plano do polarizador
e a direcao da polarizacao do feixe incidente.

Como os feixes ordinario e extraordinario propagam-se sob a influéncia de diferentes
indices de refracao, significa que levam tempos diferentes para atravessar a amostra de
cristal liquido. Esses tempos dos feixes ordinarios, t,, e extraordinarios, t., sao

d c d 2
to:_: - _:_noda
Uy U, C WAy
~—
(1.1)
d c d 27
t.=—= — —=—N(0)d,
Ve Ve € WA (9)
~—
N(6)

onde d é a espessura da amostra, v, e v, sao as velocidades de propagacao da onda ordinaria
e extraordinaria sob a influéncia dos indices de refracao n, e N(0), respectivamente. Aqui,
como ja mencionado, n, ¢ o indice de refragdo ordinario, ja N(#) é o indice de refragao
para a onda extraordinéria que possui uma dependéncia com o angulo que o vetor de onda
k forma com o eixo optico. A equagao (A.16) no Apéndice A mostra esta relagdo entre N
e 0. Ainda no conjunto de equagoes (1.1), fizemos uso da relagdo ¢ = w\y/27, onde ¢ é a
velocidade da luz no vacuo, w a frequéncia da luz no cristal liquido e Ay o comprimento
de onda da luz no vacuo®.

A parte oscilatoria dos campos elétricos das ondas ordinaria e extraordinaria, imedia-

tamente apos atravessar a amostra, devem ser

a = Asen(p) coslw(t —t,)] = Asen(f) cos|wt — ilnod] :
0

b= Acos(f)cos|w(t —t.)] = Acos(f) cos[wt — ilN(Q)d] :

0

E as projecoes destas duas ondas sobre o analisador devem ser

a' = Asen(f)sen(f + g) cos|wt — i—ﬂnod] = Asen(f3) cos(f) coslwt — ilnod] ,
0 Y 0
1
b= Acos(B)cos(f + g) cos|wt — i—ﬂN(é’)d] =—A cos() sen(ﬁl cos|wt — i—ﬂN(Q)d] :
0 e 0

®2

(1.2)
Como podemos ver na figura 1.12, as ondas ordinaria e extraordinaria possuem seus
respectivos campos elétricos oscilando na mesma direcao de polarizagao do analisador.
Desta forma, estas duas ondas combinam-se formando uma s6 onda de intensidade A.
Para calcularmos esta intensidade®, devemos recordar que duas ondas A; cos(wt + 1)
e As cos(wt 4 ¢9) com mesma frequéncia e diregdo combinam-se formando uma onda com
amplitude dada por [51]

A% = A2+ A3+ 24, Az cos(ip1 — ) . (1.3)

5Note que estamos tratando de uma luz branca que contém muitos comprimentos de onda, ou seja,
para cada comprimento teremos um tempo diferente.

5Lembre-se de que este é o principal resultado que estamos buscando, pois esta intensidade corresponde
justamente & medida pela CCD.

11



raio anadibddor
luz polarlzada

extraordmarlo Y
analisador
polarizador
fone ordimgio
de luz amostra de
polarizador cristal liquido

Figura 1.12: Representacao esquemética de uma fonte de luz branca propagando-se ao longo
do eixo z e atravessando dois polarizadores cruzados com uma amostra de cristal liquido com
espessura d entre eles e projecao de todo este sistema no plano x —y. Note que 5 é o dngulo que
o diretor faz com o eixo do polarizador.

Assim, substituindo (1.2) em (1.3), obtemos que a intensidade de luz que atravessa dois
polarizadores cruzados com uma amostra de cristal liquido entre eles é

I= %senQ(Qﬁ) sen” [Z—j(N(G) — no)l . (1.4)

Usando a equagao (A.16) ficamos com

I 9 o | md NNy
I = —sen®(25) sen* | — — 1N, . 1.5
2 (25) Ao \ y/n?cos2(0) + n2sen?(h) (1-5)

E sabido que um feixe de luz néo polarizado, ao atravessar um polarizador, tem sua in-
tensidade reduzida pela metade. Sendo assim, o termo I/2, presente na equagao (1.5),
corresponde & intensidade da luz depois de atravessar o primeiro polarizador. Por uma
questao de conveniéncia vamos considerar 1/2 = 1, pois desta forma a intensidade de luz
que atravessa uma amostra de cristal liquido entre dois polarizadores cruzados é norma-
lizada.

O altimo termo da equagao (1.5) possui uma dependéncia do comprimento de onda,
isto é, quando uma amostra é iluminada com uma luz branca, apenas algumas cores irao
possuir intensidades diferentes de zero, formando assim imagens coloridas, como pode ser
visto na figura 1.13. Além disso, podemos ver que no caso de § = 0, ou seja, quando o
diretor esta paralelo com o vetor de onda, E, a intensidade transmitida sera zero, bem
como nos casos onde a projegao do diretor é paralelo (5 = 0) ou perpendicular (8 = 7/2)
ao eixo de polarizagao do polarizador [3].

No caso em que nao haja interesse nas cores, podemos reescrever a equagao (1.5) como
segue

I x sen®(23), (1.6)

onde fizemos sen [’/{d(N (0) — n,)] = const.. E claro que este resultado s6 é valido se
a amostra for iluminada por uma luz branca. Também é importante mencionar que
chegariamos ao mesmo resultado da equagao (1.6) considerando um cristal liquido biaxial
ao invés de um uniaxial, pois a medida da birrefringéncia em sistemas biaxiais ¢ dada

apenas pela diferenca entre o maior e o menor valor do indice de refragao [52].
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Figura 1.13: Foto de uma gota do cristal liquido 5CB na transigao isotropica-nematica ob-
tida por meio da técnica experimental de microscopia 6ptica de luz polarizada. FEsta imagem
também é conhecida como textura Schlieren, que em alemao significa riscas e foi obtida no la-
boratoério de fluidos complexos da Universidade Estadual de Maringd. O tamanho da imagem é
de 520times390 pum?.

Nos capitulos 3 e 4 mostraremos que uma forma de diferenciar defeitos de anti-defeitos,
presentes em uma amostra de cristal liquido nematico, é pela rotacao de um dos polariza-
dores. Para tal proposito, basta substituir § 4+ 7/2 — 3+ 7/2 — a, onde « é o0 dngulo em
que o analisador é girado no sentido horario. Assim, refazendo as contas com este novo
angulo, obtemos que a intensidade de luz que atravessa o sistema agora passa a ser

I x sen’(283 — ).

E possivel obtermos a equacéo (1.5) usando uma abordagem matricial desenvolvida em
1941 por Jones [53]. Nesta abordagem, cada elemento opticamente ativo é representado
por uma matriz. Por exemplo, para um raio de luz propagando-se na mesma dire¢cao do
eixo z, os polarizadores sao representados por

10 00
(o) me(ah)

onde P, e P, representam polarizadores com eixo de polarizagao na direcao x e y em
relacao do referencial do laboratério, respectivamente. J& um material birrefringente,
como os cristais liquidos, é representado pela seguinte matriz [52]

o (e [—i%ijv(e)] 0
a 0 exp [—i%\iﬁno] 7

onde d é a espessura da amostra e \y corresponde ao comprimento de luz no vicuo. Note
que esta matriz estd escrita na forma diagonal, isto significa que as componentes dos
campos elétricos dos raios extraordinario e ordinario devem ser paralelos aos eixos x e
y, respectivamente. Entao, se o eixo 6ptico faz um angulo § com o eixo x, é necessario
utilizar uma matriz rotagao, R(f), para rotacionar o referencial do laboratério em torno
do eixo z para que o eixo Optico coincida com o novo eixo x. Em seguida, para retornar ao
sistema de coordenadas do laboratorio, basta multiplicar pela matriz de rotacao inversa,

R™(B) = R(-9).
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Assim, podemos escrever que as componentes do campo elétrico da luz que atravessa
um cristal liquido entre dois polarizadores é

E; =P, R(3) BR(-5) P, E

J

ou, de maneira equivalente

(Ej) ) (1 0) (Cos(ﬁ) —Sen(ﬁ)> exp | -iZLN (9)] 0

E] 00 sen(f) cos(8) 0 exp [—iwno]

Ao
" cos(f) sen(f) 0 0 E?
—sen(f) cos(p) 01 E) )
Para encontrarmos a intensidade de luz nao polarizada que atravessa um cristal liquido
entre dois polarizadores cruzados, basta calcular o produto de todas as matrizes acima e,

em seguida, somar o quadrado do valor absoluto de cada componente do campo elétrico,
como segue,

wd
I =|El]> + |EJ] = |E)|? sen®(23) sen® [)\—(N(Q) - no)] .
0
Note que o resultado é exatamente o mesmo obtido na equacao (1.4).
O mais interessante deste tipo de abordagem é que é possivel encontrar a intensidade
de luz que passa por um cristal liquido com N camadas, entre dois polarizadores cruzados.
Esta intensidade é dada pelo produto da matriz J de cada camada, ou seja,

Ef:PxJNJNfl...JleEo.

No proéximo capitulo, abordaremos os parametros que definem a ordem na fase nema-
tica, bem como um modelo que descreve a transicao de fase isotropica-nemaética uniaxial.
Além disso, descreveremos a densidade de energia elastica e de ancoramento presentes na
fase nematica e também descreveremos os efeitos causados pela aplicacao de um campo
elétrico externo.

Daqui em diante, passaremos a chamar as micelas de moléculas, tendo em vista que

os modelos que serao tratados neste trabalho servem tanto para os CLLs quanto para os
CLTs.
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Capitulo 2

Ordem e energia da fase nematica

Como foi mencionado no capitulo anterior, a fase nematica possui uma ordem orien-
tacional. O objetivo deste capitulo consiste justamente em quantificar esta ordem orien-
tacional por meio da defini¢ao de trés parametros de ordem, dois escalares e um tensorial.
Além disso, sera abordado o modelo de Landau-de Gennes muito usado para descrever
a densidade de energia na transicdao isotropica-nemética. Apresentaremos também ou-
tras densidades de energia como a elastica, a de ancoramento e os efeitos decorrentes da
presenca de um campo elétrico externo.

2.1 Parametro de ordem escalar uniaxial

As figuras 2.1a e 2.1b mostram a distribui¢ao de um conjunto de moléculas formando
a fase nematica uniaxial. Apesar de ambas possuirem a mesma direcao orientacional,
definida pelo diretor, 77, existe uma visivel diferenca no grau de ordenamento entre elas.

00 ﬂm\i
N\

Figura 2.1: As figuras apresentam mesma diregao orientacional, contudo diferentes graus de
ordenamento. Podemos observar que a figura (a) possui uma menor dispersao da média, definida
pelo diretor, do que a figura (b).
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Este grau de alinhamento pode ser descrito por uma funcao distribuicao normalizada®,
f(6)df, que fornece a probabilidade de encontrar o eixo principal de uma molécula, @,
formando um angulo entre 6 e 6 + df com o diretor. Devido a simetria cilindrica das
moléculas, a funcao distribui¢ao ¢ independente do angulo azimutal, ¢.

Para caracterizar o grau de alinhamento de uma amostra de cristal liquido, é preferivel
que este seja feito por um parametro numérico ao invés de uma funcao. Este parametro
numérico, também conhecido como parametro de ordem escalar uniaxial, pode ser definido
da seguinte forma [3]

S =(P(d-n))= %<3C0829 —1)=2r /7r Py(cosf) f(0)senbdb,
0

onde Py(cosf) é o segundo polindmio de Legendre e 6 é o dngulo formado entre o eixo
principal da molécula e o diretor. Este parametro de ordem uniaxial nao possui depen-
déncia azimutal como esperado. Além disso, a principal simetria da fase nemaética, que é
a simetria de equivaléncia dos estados @ = —fi, é preservada. E valido mencionar que a
média do polinémio de Legendre de quarta ordem também poderia ser usado para definir
o parametro de ordem.

No caso onde todas as moléculas estao alinhadas ao longo do diretor, isto é, f(#) =
§(0)/4m ou f(0) = 0(6—mn)/4m, onde §(...) & fungao de Dirac, temos S = 1 (nematico ideal).
Ja quando todas orientagdes no espago sdo igualmente provaveis, portanto f(0) = 1/4mr,
temos S = 0 (fase isotropica). Também podemos ter o caso em que a fungao f(0)
apresenta um pico em 6 = 7/2, neste caso todas as moléculas estao distribuidas no plano
perpendicular ao diretor, e assim temos S = —1/2. Esta configura¢ao com S negativo é
conhecida com configuracao planar.

O parametro de ordem escalar pode ser medido experimentalmente por meio de Res-
sonancia Magnética Nuclear. Esta medida mostra uma abrupta mudanca no valor de S
em funcao da temperatura na transicao isotropica <> nematica, indicando uma transicao
de fase de primeira ordem [48|. Este resultado ja havia sido previsto por Maier e Saupe
no final da década de 50 [54]. Na proxima secao, sera mostrado um segundo parametro
de ordem escalar usado para definir o grau de alinhamento das moléculas em uma direcao
perpendicular & do diretor.

2.2 Parametro de ordem escalar biaxial

Com a aplicagao de campos externos, como campos elétricos e magnéticos, é possivel
que as moléculas uniaxiais de uma fase nematica possam se organizar de modo a criarem
um segundo diretor, conhecido como co-diretor, que é sempre perpendicular ao diretor.
Considerando que o diretor, 77, coincida com o eixo z do referencial do laboratorio e que o
co-diretor, lﬁ, com o eixo y, o parametro de ordem escalar biaxial pode ser definido como
segue [55]

p— [<p2(5. 1)) — (Py(a- m)>] = g(sen29 cos(29)) ,

onde, como pode ser visto na figura 2.2, @ é o eixo principal da molécula e m = 1 x [.
E importante mencionar que o co-diretor também possui a simetria de inversao, isto ¢,

[l =—lI.
L £(0)dQ = [27 [ f(0)senfdf dp = 1
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Figura 2.2: Relagao entre o eixo principal da molécula e os versores, 7, [ também conhecidos
como diretor e co-diretor, respectivamente.

O parametro de ordem escalar biaxial estd definido no intervalo [—3/2,3/2], onde
P = 0 corresponde a um ordenamento uniaxial. Ja P = 3/2 caracteriza um perfeito
ordenamento biaxial ao longo do co-diretor, I. Os valores deste parametro sao limitados
pelo parametro de ordem S, isto é,

1-S)<P<(1-5).

Assim, o perfeito ordenamento biaxial s6 é possivel quando S = —1/2. Desta forma,
podemos concluir que o parametro de ordem escalar biaxial indica apenas a dispersao das
moléculas em relagao ao co-diretor pois, como veremos mais adiante, o grau de biaxialidade
do sistema s6 é maxima quando a dispersao das moléculas em relacao ao diretor e co-
diretor é numericamente igual, S = P.

Até agora foram definidos dois parametros de ordem escalares e trés versores que
definem a direcao de ordenamento das moléculas. Seria possivel escrever todos estes
graus de liberdade em um tnico pardmetro? Isso é o que iremos responder na proxima
secao.

2.3 Parametro de ordem tensorial

E possivel escrever os dois parametros de ordem escalares juntamente com os versores,
1, [e m, em um unico parametro conhecido como parametro de ordem tensorial, definido
pela seguinte relacao [56]

1 1
Aqui, os indices 7 e 7 variam de 1 a 3 e indicam as coordenadas espaciais, ou seja, ny, no
e m3 representam as componentes ng, n, € n, do diretor, respectivamente.

O tensor ();; também pode ser escrito na forma matricial onde ¢ corresponde a i-ésima
linha e j a j-ésima coluna. Esta matriz possui nove elementos e dentre eles apenas cinco
sao independentes. Tal reducao no niimero de elementos independentes esta relacionada
com o fato de a matriz ser simétrica, @Q;; = @i, ou seja, os elementos acima e abaixo da
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diagonal principal sao idénticos. Também relaciona-se com o fato desta matriz ter traco
nulo, TrQ = Q11 + Q2 + Q33 = 0, isto é, qualquer elemento da diagonal principal pode
ser encontrado pela combinacao linear dos outros dois elementos da diagonal principal.

Estes cinco graus de liberdade do parametro de ordem tensorial, ();;, estao associados
aos parametros de ordem escalares, S, P, com duas componentes do diretor, 7 e com
uma componente do co-diretor I. Note que a terceira componente do diretor pode ser
calculada usando o fato de o diretor possuir norma igual a um, 77 -7 = 1. As outras duas
componentes do co-diretor podem ser encontradas considerando a ortogonalidade entre
o diretor e co-diretor, 77 x 7 = 0, e também pelo o fato de o co-diretor possuir norma
unitaria, [l

Os valores dos parametros de ordem escalares S e P podem ser encontrados por meio
da diagonalizacao da matriz @);;, isto é, utilizando-se do calculo dos autovalores da matriz

Qij

—(S+P)/2 0 0
0 0 S

Os autovetores desta matriz sao 7 = (0,0, 1), [ = (0,1,0) e m = (1,0,0). O ultimo
autovalor pode ser reescrito como —(S—35)/2. Nesta forma podemos ver que, se P < 35,
o tltimo elemento da diagonal principal, na equagao (2.2), sera o autovalor de maior valor.
Mais adiante, veremos que é esta informacao que permitird diferenciar os parametros de
ordem escalares S e P.

No caso em que P # 0, o grau de ordem s e o grau de biaxialidade p do sistema é

dado por [57]

S = (4/\1A2)\3)% s (23)
SN E 2

onde A1, A2 e A3 sao autovalores da matriz ();;. Apesar de o trago da matriz Q ser nulo,
os tracos de Q? e Q3 nao o sao. Com o auxilio da matriz (2.2) é possivel calcular TrQ? e

TrQ?
TrQ* = =(35% + P?), (2.5)

rQ* = ~(S° — SP?). (2.6)

=W o -

Utilizando (2.2), (2.5) e (2.6) podemos reescrever (2.3) e (2.4) em funcao dos parame-
tros de ordem escalares, como segue

s =[S(S — P)(S+ P)),

_ [, s prsy
b= (P2 +352)8

Neste formato, é possivel verificar que P = 0, implica em s = S e p = 0, ou seja, o sistema
¢ totalmente uniaxial e o parametro de ordem S coincide com o grau de ordenamento s.
Além disso, o fato de o parametro de ordem escalar biaxial ser nulo, implica em \; = \o.

18



O grau de biaxialidade estd definido no intervalo de [0, 1], onde p = 1 representa a
méxima biaxialidade. Este méaximo acontece quando S = P (ou Ay = 0). Neste maximo, a
dispersao, tanto na dire¢ao do diretor quando na direcao do co-diretor, sao iguais contudo,
quando um parametro ¢ maior do que o outro, uma dire¢ao passa a ser mais privilegiada do
que a outra, isto é, o sistema tende para um comportamento uniaxial. Outra implicagao
de S =P é que s =0.

Um caso interessante é observado quando P = 35. Esta condicao, obtida quando
A2 = A3, corresponde a uma configuragao uniaxial planar pois, neste caso, temos s < 0 e
p=0.

Na proxima secao utilizaremos o parametro de ordem tensorial para descrever a tran-
sicao da fase isotropica para nemaética uniaxial.

2.4 Transicao da fase isotropica para nematica uniaxial
(Iso-Nem)

O modelo fenomenologico de Landau [58] é uma das muitas formas de descrever uma
transicao de fase. Este modelo de campo médio consiste em encontrar um parametro
de ordem que descreva ambas as fases, em seguida desenvolver a energia livre (poten-
cial termodindmico) deste sistema nas proximidades da transi¢do de fase em rela¢ao ao
parametro de ordem, e, por fim, encontrar qual a temperatura e/ou outras variaveis de
estado em fungao do parametro de ordem que minimizam a energia livre. Uma notéavel
caracteristica deste modelo é que ele é independente da natureza das interagoes e das
estruturas moleculares [59]. E interessante deixar claro que este modelo descreve apenas
caracteristicas qualitativa da transicao de fase. Isso porque, em sistemas reais, a energia
livre nao é uma funcao analitica dos parametros de ordem nas proximidades da transicao
de fase [60].

No comego da década de 70, de Gennes desenvolveu um modelo fenomenologico para
transicoes de fase Iso-Nem baseado no modelo de Landau, o qual ficou conhecido como
modelo de Landau-de Gennes.

Neste modelo, considera-se que os parametros de ordem escalares sao pequenos nas
proximidades da transi¢ao Iso-Nem, implicando que, as componentes do tensor @;; tam-
bém sejam pequenas (veja equagao (2.1)). Assim, a diferenga entre a energia livre por
unidade de volume das duas fases pode ser desenvolvida em poténcias de termos que sao
combinagoes invariantes dos elementos de @);;, ou seja,

Frac = Foem(S, P, T) — Fiso = é Qi Qi + g Qi Qi Qri + % (Qi;Qj1)° + O(Qi;Q1Qui)’

(2.7)

onde Fi, é a energia livre da fase isotrépica e a soma sobre os indices repetidos esta
implicita?.

Realizando a soma sobre os indices repetidos é possivel mostrar que Q;;Q;; = TrQ?

e QijQikQri = TrQ?. Desta forma, podemos reescrever o desenvolvimento de Landau-de

3 3
2QiiQji = ZZQ@Q;@

j=11i=1
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Gennes em uma forma mais compacta, como segue

B C
E TI'QS + Z (TI'Qz)Q + ... (28)
Os coeficientes A, B e C' sao determinados fenomenologicamente. O coeficiente A é

dependente da temperatura e pode ser escrito como uma série de poténcias da temperatura
mas, usualmente, somente o primeiro termo é levado em conta

A(T) = a(T — T,

A
Frac = ETI"QQ +

onde T™ é constante e a é uma funcao muito suave da temperatura que tomaremos como
constante. A constante T™ representa a temperatura limite da metaestabilidade da fase
isotropica. Isto é, enquanto a temperatura do sistema for menor que a temperatura de
transicao de fase T, e maior que T™, a fase isotropica seré localmente estével e serd neces-
saria uma flutuacao para que ocorra a transicao da fase isotropica para a fase nematica.
Esta temperatura também é conhecida na literatura como fendmeno supercooling. Os co-
eficientes B e C' também dependem da temperatura. Apesar disso, serao tomados como
constantes a fim de evitar uma mudanca de sinal que, como veremos mais adiante, impli-
caria em mudanga de sinal no valor minimo do parametro de ordem e em instabilidade
da fase nematica.

No caso do sistema em estudo possuir temperatura e pressao constantes durante a
transicao de fase, a energia livre, dada pela equagao (2.7), corresponde a energia livre
de Gibbs ou, para o caso da temperatura e volume serem mantidos constante, & energia
livre de Helmholtz. No mundo experimental, ¢ comum que temperatura e pressao sejam
mantidas constantes, enquanto que no mundo computacional, é mais simples manter tem-
peratura e volume constantes. De qualquer forma, se as mudangas na densidade (volume)
de um experimento sao pequenas, a diferenca nos resultados tebricos baseados na mini-
mizagao da energia livre de Gibbs ou Helmholtz também sera pequena [3]. Como nosso
interesse é concentrado apenas na minimizacao da energia em fungao da temperatura,
passaremos a tratar a equagao (2.7) como “energia livre”.

A auséncia do termo linear na equagao (2.7) permite a existéncia da fase isotropica [59],
isso porque na presenca de um termo linear a energia livre da fase nemética é menor que a
energia livre da fase isotropica para todas temperaturas . J& a presenca do termo ciitbico
indica que a transformagao dos estados Q);; — —Q;;, que também pode ser abordada
como S — —§, nao deixa JFrqq invariante. Isso significa que estes estados possuem
diferentes arranjos moleculares * que nao sao simétricos e também nao sao degenerados.
Como consequéncia, de acordo com o modelo de Landau [58], a existéncia do termo ctibico
implica que a transicao de fase Iso-Nem é de primeira ordem, o que ja foi confirmado por
intimeros experimentos [61,62].

Considerando apenas o ordenamento uniaxial de um cristal liquido nematico, isto é,

g. = %S(?mmj — 0;;), 0s termos (;;Q;i € Qi;Q;1Qri, Presentes na energia livre, podem
ser simplificados para

3
3’ }JZ = TI(QU)Q = 5527
(2.9)
3
SQUQY — Tr(QU) = 5.

3Qualquer polinémio com um termo linear ndo possui um minimo na origem, que no caso dos cristais
liquidos corresponderia a inexisténcia de uma energia minima para S = 0.

4Lembre-se que quando S > 0 as moléculas estdo mais paralelas ao diretor, enquanto que quando
S < 0 as moléculas estdo mais perpendiculares ao diretor.
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Substituindo estas simplifica¢oes (2.9) na equagao (2.8) obtemos
Flo=5as2+ipsiydog (2.10)
LdG Ty 4 16 ' '

Na figura 2.3 é possivel ver a relacao entre a energia livre e o parametro de ordem
uniaxial, S. Além disso, também é possivel ver que A > 0 permite a existéncia de um
minimo em S = 0, enquanto A < 0 produz minimos em S # 0. Desta forma, podemos
concluir que A é o termo que determina a transicao de fase.

5x 10"
200 ' ' ' ;

""""

4 . .
-0.2 0 02 0.4 0.6

Figura 2.3: Densidade de energia livre em fungao do parametro de ordem escalar uniaxial, S,
para diferentes temperaturas. O grafico interno é uma ampliacao que mostra um minimo quando
T > T. e dois minimos em S quando T" = T,. Os parametros utilizados neste grafico sdo do
MBBA [63]: a = 8,67 x 10*Jm 2K}, B=-212x 10Jm™3 e C' = 1,74 x 10% Jm~3.

Podemos derivar a equacdo (2.10) em relagao a S e igualar o resultado a zero para
encontrar para quais valores de S a energia livre € minimizada, como segue
U
OFLac
08

1
_ a(T—T*)+§BS+gCS2 gszo. (2.11)

Existem trés solugoes para equagao (2.11), que sao

Sl == 07
—B++/B?>—-24a(T-T*)C
Sy = Seq = \/ 6C , (2.12)
g — —B—\/B2—24a(T—T*)C
5T 6C '

A primeira solugao, isto é, S; = 0, corresponde & fase isotropica e a energia livre neste
caso é Frqg = 0. E importante notar na equacdo (2.11) que a constante C' deve ser
maior que zero para garantir que a energia livre Fp4g possua um minimo para um valor
finito de S. Desta forma, podemos ver que S5 é maior que zero e, de acordo com a figura
2.3, corresponde a um minimo global, ou seja, Seq corresponde ao valor de equilibrio do
parametro de ordem S na fase nematica. S3, por sua vez, é negativo e corresponde a um
minimo local de acordo com a mesma figura.
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Na temperatura de transicao de fase, T;, tanto S; quanto S, > 0 fornecem o mesmo
valor para a energia, ou seja,

3 1 9
Frac(S2 = 8.) = Frac(S1) = Za(Tc —T*) S + ZBS§+ 1—6(JSél =0,

ou simplesmente

1 3
Mﬂ—Tﬂ+§B&+ZC$:0. (2.13)

Nesta mesma temperatura a equagao (2.11) assume a seguinte forma:
. 1 3 9
a(TC—T)+§BSC+§CSc:0. (2.14)

Substituindo a equagao (2.13) em (2.14), obtemos o valor de S.

2B

Se=——.
9C

(2.15)

Portanto, podemos concluir que B deve ser negativo para que S, seja maior que zero.
Com o valor de S, é possivel encontrar a temperatura de transicao 7. Para isso, basta
substituir a equagao (2.15) em (2.13) ou (2.14), obtendo-se

2

27aC

T, =T*+

Como esta tese consiste em um estudo numérico, é conveniente reescrever a densidade
de energia de Landau-de Gennes em uma forma adimensional a fim de reduzir o nimero
de parametros dependentes. Para isto, sugerimos a seguinte mudanca,

3C

2| (2.16)

Qij —

Substituindo este novo pardmetro de ordem tensorial na equacao (2.7), obtemos

- - _ 1 _
fmG:%TKf—TMf+§(HQ%%h“, (2.17)
onde
9C . 81C°
g = @Q(T—T*) (S deG = B4 JT"LdG . (218)

No caso do 5CB na temperatura de T = 25°C temos a = 0,14 x 10° Jm 3K, B = —1,8x
106 Jm™3, C' = 3,6 x 105Jm™3 e T* = 34,2°C |64]. Neste caso, o, que ¢ conhecido como

temperatura reduzida [65,66] possui o valor 0 = —6,44. Substituindo estes valores na
equagao (2.12), obtemos que o valor do parametro de ordem escalar uniaxial de equilibrio
¢ Seq = 0,58.

Além da densidade de energia livre de Landau-de Gennes descrita até aqui, também
existe uma densidade de energia associada a variagoes espaciais do diretor, e é sobre esta
energia que iremos discutir na proxima segao. Alguns autores [56, 66| consideram que a
densidade de energia elastica faz parte da expansao de Landau-de Gennes, contudo iremos
considera-la separadamente.
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2.5 Densidade de energia elastica de um cristal liquido
nematico

O estado de equilibrio do diretor em um cristal liquido nematico (ndo quiral) ocorre
quando o diretor nao apresenta nenhuma variacao espacial. Qualquer variacao na direcao
do diretor contribui para um aumento na densidade de energia livre do sistema. Este
comportamento em um cristal liquido nematico é muito semelhante ao sistema massa
mola, onde qualquer mudanca no comprimento da mola a partir do seu estado de equi-
librio também conduz a um aumento na energia que é proporcional ao quadrado deste
deslocamento. Sendo assim, a densidade de energia livre devido & mudanca na direcao do
diretor pode ser escrita em termos do quadrado da variacao espacial do diretor, ou seja,

1 1 1
Fo = éﬁlQij,inj,k + §£2Qij,jQik,k + éﬁsQiszikJ , (2.19)

onde £, L5 e Lg sao conhecidos como “parametros elasticos”, que sdo da ordem de 10~2N
e onde a virgula implica em uma derivada espacial, isto é, Q;;x = 0Q;;/0x). As constantes
L; sao independentes do grau de ordenamento nemaético e podem ser interpretadas como
a forga de interagao intermolecular [67].

Lembrando que o diretor possui norma igual a um, ou seja, n;n; = 1, portanto,
nin;; = 0, e usando a defini¢io QF; = 3Seq(3n:n; — &;;), podemos reescrever a densidade
de energia elastica em uma forma conhecida como densidade de energia de Frank [68],

como segue

Fhrank = %Kn <6 . ﬁ>2 + %KQQ [ﬁ (6 X ﬁ)]z + %Kz&s [ﬁ X (ﬁ X ﬁ)r +
(K Ka) 9 [T 7) 7 (9 7)) (220

onde Ky, K9 e K33 sao as constantes elasticas de Frank associadas as deformagoes na
diregao do diretor do tipo afunilamento (splay), tor¢ao (twist) e flexdo (bend), respecti-
vamente. Os valores das constantes elasticas, /;;, sao sempre positivos para assegurar a
estabilidade termodinamica do sistema [69]. Cada uma das deformagdes, associadas as
constantes elasticas, estao representadas esquematicamente na figura 2.4.

\ / ===

Wi NS ZER
W = =T
(a) K11 (b) Kao (c) K3

Figura 2.4: Trés possiveis tipos de deformagoes ocorrendo em um cristal liquido nematico.

Quando integramos a densidade de energia de Frank em todo o volume, o ultimo termo,
conhecido como saddle-splay, pode ser trocado por uma integral de superficie utilizando
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o teorema de Gauss. Portanto, este termo esta associado com a energia na superficie e
¢ responséavel por conduzir modificagoes nas condigoes de contorno [70]. Neste caso, se
nosso interesse for descrever apenas o volume (bulk) de um cristal liquido, o que equivale
computacionalmente a utilizar condi¢oes periddicas de contorno, o termo saddle-splay
pode ser desconsiderado.

A relacao entre as constantes K;; e £; sao |70]

9
Kll - Kgg - Zqu(zﬁl + EQ + ES) 5

9
KZQ = 533q£17

9
Koy = 1
Valores numeéricos das constantes Ki1, Koo € K33, podem sem obtidos experimental-
mente por meio da medida das deformagoes causadas pela aplicacao de um campo externo
(Transi¢ao de Fréedericksz) [71]. Estas constantes sao da ordem de 107'N. A constante
K5, pode ser medida pelo estudo das estruturas tridimensionais formadas em um capilar
com ancoramento homeotropico |72, e o valor desta constante ¢ da mesma ordem de
grandeza das constantes de Frank.
E importante notar que neste tipo de abordagem as constantes K11 e K33 sdo tratadas
como sendo iguais. Uma forma de distinguir esta igualdade é pela da introducao do
termo [73|

S2.Ls.

1
§£3Qiijl,ile,j (2.21)

na equacao (2.19). Com esta alteracao, a nova relagao entre as constantes elasticas e os
parametros elasticos sao

9
Kll — ngq(Q‘Cl + EQ - S£3 + ES) ;

9
Koy = ngq(m - SL3),

9 2
K33 — ZSeq

9
K24 - Z_]:quﬁs .

(2L + Lo+ SLs + L),

Além de (2.21), outros termos podem ser adicionados na equagao (2.19). Por exemplo,
em um cristal liquido nemético quiral, que apresenta uma torgao intrinseca, é necessario
a adicao do termo

‘Cq(QQO EiijijQZk,j) )

onde €, é o simbolo de Levi-Civita e ¢y = 27/p, em que p corresponde ao passo da
hélice formado pela sucessiva tor¢ao do diretor entre dois planos moleculares. Este termo
também é muito empregado quando o cristal liquido apresenta blue phase [74-77|.

Uma aproximacao muito utilizada para simplificar a densidade de energia elastica no
volume consiste em fazer K11 = Ko = K33 = K e Ky = 0 e, portanto, £, = L e
Lo = Ls = 0. Neste caso, a densidade de energia elastica (2.19) pode ser reescrita da
seguinte forma

1
-Fel = 5 L Qij,k@ij,k )
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onde L = #K . A equacdo de Frank (2.20), nesta aproximagao, torna-se

—

FFrank = %K [(6 -i1)? + (V x ﬁ)Z] : (2.22)

A adequagao desta aproximacao esta diretamente ligada ao material. Por exemplo, para
o MBBA a constante Koy difere da média 5,83 x 107'?N em aproximadamente 30% |[78].
Apesar desta diferenca, esta aproximacgao de uma tnica constante é capaz de descrever
qualitativamente a orientagao do diretor em uma amostra de cristal liquido neméatico. No
proximo capitulo faremos uso desta densidade de energia (2.22) para mostrar a configu-
racao do diretor ao redor de um ponto singular.

Aqui também podemos utilizar a redefinicao do parametro de ordem tensorial, dado
pela equagao (2.16), para reescrever a densidade de energia elastica (2.19) na forma adi-
mensional, como segue

= 15 ~ =~ 1~ ~ =« 1 -
Fea = 551 Qi iQiji + 5»62 Qi i Qi + 5/55 QiiiQunj | (2.23)
onde
; 9¢ _ 8103
a —51 Tl |- 2.24
L 2B2(A)? Ll e\ Ja=gprFa (2.24)

Na equacao (2.23), o termo Qij’,; corresponde a derivada da matriz Qij em relagao a
coordenada adimensional 7. Antes de definir a coordenada adimensional, é importante
lembrar que nossa ideia principal é discretizar o espago em pontos igualmente espagados e
atribuir valores para o parametro de ordem tensorial em cada ponto. Assim, a coordenada
adimensional é definida pela seguinte relacao

fk :{L‘k/A,

onde A é a distancia entre dois pontos da rede. Neste sentido, uma derivada de primeira
ordem pode passar a ser calculada (numericamente) da seguinte forma

e = Q=@ /2,

em que [ é o indice que representa um ponto na rede.

Para o 5CB, na aproximag¢ao de um tnica constante, o parametro elastico vale L =
3,0 x 102N [64], considerando A = 1,0 x 10~ m temos que £ = 15,0. Note que a
densidade de energia elastica escrita na forma adimensional agora tem a mesma ordem
de grandeza da densidade de energia do modelo de Landau-de Gennes.

2.6 Densidade de energia de ancoramento

Quando um cristal liquido esta confinado em um recipiente como, por exemplo, um
capilar, seu ordenamento orientacional pode sofrer ligeiras modifica¢oes devido a interacao
das moléculas com a parede. Este fenémeno é conhecido como ancoramento e também
ocorre na interface do cristal liquido com ar ou liquidos.

E possivel tratar superficies com polimeros ou surfactantes, de modo que quando
um cristal liquido entra em contato com tais superficies ele se alinha de acordo com as
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condigoes impostas pela superficie. Os dois alinhamentos mais comuns sao o planar e o
homeotrépico, onde o ordenamento é paralelo ou perpendicular em relacao a superficie,
respectivamente. Qualquer variacao deste ordenamento causa um aumento na energia.
Em 1969, Rapini-Papoular [79] propuseram que a densidade de energia de interagao entre
o cristal liquido e a superficie é dada por

1 Lo
Js = §W [1—(7-0)*],
onde W ¢ a intensidade do ancoramento e 7 corresponde a dire¢ao imposta pela superficie.
Em 1992, Nobili et al. [80] generalizaram a equagao de Rapini-Papoular, escrevendo a
densidade de energia de ancoramento em funcao do parametro de ordem tensorial, ou
seja,
1 02

Fs = §W (Qiy — Q%) . (2.25)
onde Q?j corresponde ao valor do parametro de ordem imposto pela superficie. Note que,
agora, qualquer variagao dos parametros de ordem escalares conduz a uma mudanca na
energia. Valores tipicos de W vdo de 107% a 10~7Jm™? [81]. Para valores entre 1073
e 107*Jm™2, o ancoramento é considerado forte, no sentido que o alinhamento imposto
pela superficie propaga-se para o volume. Ja para valores entre 107° e 10~ 7Jm™2, o
ancoramento é considerado fraco.

Substituindo a defini¢do (2.16) na densidade de energia de ancoramento obtemos

- 1~ - -
Fs = §W(QU — Q) (2.26)
onde
~ 9C ~ 81C3 Fg

Para que Fg seja adimensional foi necessario introduzir uma “espessura’ para a super-
ficie [82]. Para um tipico cristal liquido, como o 5CB, temos que W ~ 4,0 para um
ancoramento forte e W ~ 4,0 x 10~* para um ancoramento fraco.

2.7 Efeitos de um campo elétrico externo em um cristal
liquido nematico

A maioria das moléculas de um cristal liquido possui um momento de dipolo perma-
nente. Apesar disso, na auséncia de um campo elétrico externo, estes dipolos nao possuem
um alinhamento devido a agitacao térmica. Contudo, na presenca de um campo elétrico,
estes dipolos alinham-se produzindo uma polarizacao, 15, no material. Esta polarizacao,
que corresponde a este conjunto de dipolos por unidade de volume, é proporcional ao
campo elétrico (valido apenas para campos elétricos de baixa intensidade), isto é,

P = e\"E, (2.28)

onde ¢ ¢ a permissividade elétrica do vacuo e ¥ é a suscetibilidade elétrica do material.
Uma notéavel caracteristica das moléculas uniaxiais é que elas apresentam dois valores

26



para a suscetibilidade elétrica. Um valor na diregao do diretor, Xﬁj , e outro valor na
diregao perpendicular ao diretor, x¥. Assim, x¥ presente na equacio (2.28) ¢ na verdade
um tensor e, considerando que o diretor esta alinhado com o eixo z, este tensor pode ser
representado na forma de uma matriz, como segue

P, Xf 0 0 E,
Py = €p 0 Xf 0 Ey
P, 0 0 Xﬁ; E,

Desta forma, como podemos observar, o valor da polarizacao depende da direcao em que o
campo elétrico é aplicado. Com o auxilio da figura 2.5, podemos reescrever a polarizacao
P, em termos de diregoes arbitrarias para o campo elétrico e diretor, da seguinte forma

A
z

=~
\
\
\Y
>

EL E”

Y

Figura 2.5: Diagrama esquemético mostrando as componentes do campo elétrico paralela e
perpendicular ao diretor. Note que Ej| = (£ -7) e B = |E — (E - 7).

P = e {X{(E - )i+ XEIE — (B} =

P=¢ [xfﬁ +(xf = X)(E - ﬁ)ﬁ} : (2.29)

Assim como a suscetibilidade elétrica, as moléculas uniaxiais tém uma componente da
constante dielétrica ao longo do diretor, ¢, e outra componente da constante dielétrica
perpendicular ao diretor, €,. As relagoes entre as componentes da constante dielétrica e
as componentes da suscetibilidade elétrica sao [35]

e = (1+x{),

el =(1+x7).

A existéncia de uma polarizagdo no material tem como consequéncia o surgimento do
vetor de deslocamento elétrico, que é dado por [83]

—

D:€0E+ﬁ.

Substituindo as componentes da suscetibilidade elétrica pelas componentes da constante
dielétrica na polarizagao dada pela equagao (2.29) e, a seguir, substituindo este resultado
na definicao do deslocamento elétrico, obtemos

D=« [ELE 4 Ae(E - ﬁ)ﬁ] ,
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onde Ae = ¢ —eL ¢ a anisotropia dielétrica. Esta anisotropia dielétrica pode ser positiva
(€ > €1) ou negativa (e < € ). Na maioria dos cristais liquidos neméaticos esta anisotro-
pia dielétrica esta na regiao dos —5 a +30 [71]|. No caso de cristais liquidos com Ae > 0,
o diretor tende a ficar alinhado com a dire¢ao do campo elétrico aplicado, como mostrado
na figura 2.6a. Este alinhamento reduz o campo elétrico dentro do material devido ao
efeito da polarizacao e, como consequéncia, a energia é reduzida. Um exemplo de cristal
liquido com anisotropia dielétrica positiva é o 5CB, cuja estrutura esta representada na
figura 2.6b.

L0000
I o

(a) (b)

Figura 2.6: Em (a) é mostrada a configuracdo de um grupo de moléculas com anisotropia
dielétrica positiva na presenga de um campo elétrico externo. Em (b) temos a representagao
molecular do 5CB, que possui anisotropia dielétrica positiva.

J& no caso de cristais liquidos com Ae < 0, o diretor, como pode ser visto na figura
2.7a, tende a ficar perpendicular a direcao do campo elétrico aplicado. O PAA é um
exemplo de cristal liquido que possui uma anisotropia dielétrica negativa e sua estrutura
molecular esta representada na figura 2.7b.
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Figura 2.7: Em (a) é mostrada a configuragdo de um grupo de moléculas com anisotropia
dielétrica negativa na presenga de um campo elétrico externo. Em (b) temos a representagao
molecular do PAA, que possui a anisotropia dielétrica negativa.

A densidade de energia por unidade de volume associada a um campo elétrico externo
é [84]

—

E E
fE — —/ D . dE' = —60/ |:€LEI+AE<EI‘ﬁ>ﬁ dE/:>
0 0

1 1 -
fE = —§€0€J_E2 - §€0A€(E : ﬁ)Z . (230)

Note que o primeiro termo na densidade energia é independente da orientacao das
moléculas. O segundo termo favorece o alinhamento paralelo do diretor com o campo
elétrico, se Ae > 0, ou favorece o alinhamento perpendicular, se Ae < 0.

28



E possivel expressar Fr em funcdo do parametro de ordem tensorial, bastando para
isso introduzir as seguintes alteragoes na equagao (2.30),

1 2 1 2Ae |1
.FE == —560 { (gEL + §€|) EzEz + gs—eq |:§Seq (3nlnj — 5@]):| EZE]} =

1 2
JE = 5 {EEiEi + gAem EEZEJ} ; (2.31)

onde € = (2¢, + ¢)/3 ¢ a média da permissividade elétrica do cristal liquido e Ae™ =
eﬂ“ — €' é a anisotropia dielétrica microscopica. A relagao entre a anisotropia dielétrica
macroscopica e a microscopica é Ae = SAe™. A introdugao desta anisotropia dielétrica
microscopica esta relacionada com o fato de o pardmetro de ordem escalar sofrer modifi-
cagoes em seu valor ao longo da amostra.

Baseado na equacao (2.31), podemos considerar que, em uma primeira aproximagao,
a densidade de energia em um cristal liquido devida a presenca de um campo elétrico,
para o caso em que o parametro de ordem escalares variam espacialmente, é dada por

1
fE = _geoAEmEiEjQij . (232)

Note que nao incluimos o primeiro termo da equagao (2.31) porque este nao depende
do parametro de ordem, isto é, é constante sobre toda a amostra e desaparece em um
processo de minimizagao.

Substituindo a redefinigdo do pardmetro de ordem tensorial (2.16) na equagao (2.32),
obtemos

ﬁE = Eéiéj Qij ) (2.33)

onde ¢; e ¢; sao versores que indicam a direcao do campo elétrico e E ¢ definido da seguinte
forma

. 907 .
E=_= oA |E|? . (2.34)
A relagao entre .7:—E e Fg é dada por
~ 81C3
BE= Sp JE|. (2.35)

Nos laboratoérios de cristais liquidos é usual a aplicagao de campos elétricos da ordem
de 1 ~ 100V /um [85]. Sendo assim, considerando um campo elétrico externo de E =
10,0V /um sendo aplicado em um 5CB e Ae = 11,5 [86], obtemos £ = —0, 086.

No proximo capitulo mostraremos quais as configuragoes do diretor que minimizam as
densidades de energia tratadas até aqui.
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Capitulo 3

Dinamica do parametro de ordem
tensorial

A energia total de um cristal liquido nemético pode ser escrita integrando a soma de
todas as densidades de energia descritas no Capitulo 2, ou seja,

FT:/(deg+fel+FE)dV+/fsdA,
Q ¥

onde ) corresponde ao volume ocupado pela amostra de cristal liquido e ¥ a superficie
que limita este volume. Neste capitulo, vamos verificar quais configuragoes do diretor
minimizam esta energia total. Além disso, descreveremos a equacgao que fornece a dinéa-
mica de orientacao de uma determinada condicao inicial para uma configuracao em que
a energia é minima, em outras palavras, abordaremos a equagao que fornece a evolugao
do parametro de ordem tensorial. Também veremos que é possivel impor uma dinamica
nas condigoes de contorno.

3.1 Minimizacao da energia de um cristal liquido ne-
matico

Em um processo de minimizacao de energia, comegamos por considerar que uma pe-
quena variacao arbitraria do parametro de ordem tensorial, 6Q);;, produz um aumento na
energia total do sistema, isto &, F[Q;;] — F'[Q};], onde Q; = Qi; + 0Q;;. Em seguida,
basta calcular 6 F = F’ — F' e buscar quais as condi¢oes em que 6 F = 0. Para um sistema
onde existe a presenca de uma energia de superficie, a vari¢ao d Fr é dada por [68]

oF, 0 O0F,
! o 0Qi; 0z 0Qijk @

o0F, 0Fs ]
+ v + ) ZdAA,
Yi {a@-j,k et B0, 09

onde F, = Frag+Fa+FE € v, representa as componentes cartesianas de um versor normal
a superficie. Como §Fp deve ser nulo, para que isso seja um minimo, independentemente
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da escolha de 0@);;, entao temos que

0F, 0 0F, }
_ =0, 3.1
|:8Ql] axk aQij,k Volume ( )
0F, 0Fs ]
v + =0, 3.2
[aQij:k * aQU Superficie ( )

valido para qualquer volume () limitado por uma superficie fechada 3.

Sendo assim, substituindo as equagoes (2.7), (2.19), (2.32) e (2.25) em (3.1) e (3.2),
encontraremos como devem ser os cinco graus de liberdade, presentes no parametro de
ordem tensorial, que minimizam a energia do cristal liquido nematico. Porém, antes
de fazermos esta substituicao, é conveniente introduzirmos algumas simplificacoes, isto
é, substituirmos as densidades de energia separadamente e, ainda, impormos algumas
restricoes. Neste sentido, veremos que surgirao alguns resultados interessantes, como os
defeitos topologicos que trataremos na proxima secao.

3.2 Defeitos topologicos

A transicao da fase isotropica para a fase nematica por meio de uma répida variacao da
temperatura (quench) nao ocorre de forma imediata. Ao invés disso, sdo formados peque-
nos dominios nematicos, como pode ser visto na figura 3.1. Estes dominios, que possuem
diferentes orientacoes, tendem a aumentar seu tamanho e coalescer, isto é, tendem a se
juntar. E justamente na juncao destes dominios que podem! surgir defeitos topologicos.

Figura 3.1: Similar a figura 1.13, embora neste caso a foto tenha sido obtida no inicio da transigao
da fase isotropica para fase nemética. Note que é possivel observar os dominios neméticos
formados nesta transicao. Esta foto também foi obtida no laboratoério de fluidos complexos da

Universidade Estadual de Maringa. O tamanho da imagem é de 520times390 pum?.

Como veremos mais adiante, os defeitos sao caracterizados por possuirem considerével
distorcao do diretor em relagao aos diretores mais proximos, bem como uma redugao no

INo caso em que os dominios apresentam a mesma orientacdo, ndo ocorre a formacdo de defeitos
topologicos.
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grau de ordenamento nematico (S) e um aumento na biaxialidade (P). Desta forma, de
maneira simplista, podemos inferir que, defeitos sao regioes em que o parametro de ordem
sofre modificagoes abruptas.

Teoricamente, estes defeitos podem ser do tipo ponto, linha (desclinagao) ou parede:

e Defeitos do tipo ponto presentes no volume recebem o nome de hedgehogs, enquanto
os boojums sao os defeitos do tipo ponto encontrados em superficies. A existéncia
deste tipo de defeito estd diretamente ligada as condigoes de contorno impostas
pelas paredes dos porta amostras [84].

e Os defeitos do tipo linha sao tao frequentes que representam um grande problema
para a industria de mostradores digitais, por espalharem a luz [87]. Este tipo de
defeito ¢ unidimensional e consiste no “carro chefe” deste trabalho.

e As paredes sao defeitos bidimensionais que separam dois dominios com diferentes
orientagoes [88].

A medida que o sistema evolui ao longo do tempo para alcancar uma configuracio de
equilibrio, ou seja, de minima energia, a cadeia de defeitos também evolui. Por exemplo,
defeitos pontuais aniquilam-se mutuamente, defeitos do tipo linha fechada, também co-
nhecidos como loops, podem contrair-se até desaparecerem e defeitos linha tendem a se
esticar a fim de reduzirem a energia [89, pp. 141-165].

Tendo em vista que o principal objetivo deste trabalho é o estudo das desclinagoes,
restringiremos nossa atencao ao plano perpendicular de uma desclinacao e verificaremos
qual a configuracao que o diretor assume ao redor desta desclinacao. Para realizarmos
esta tarefa, consideraremos que o diretor nao pode sair do plano e que, em cada ponto
deste plano, o diretor possui uma determinada diregao, dada pelo angulo 8 = f(zx,y), que
é o angulo que o diretor forma com o eixo = no sentido horéario. Além disso, para facilitar,
consideraremos que a desclinacao atravessa a origem deste sistema de coordenadas, como
mostrado na figura 3.2. Neste contexto, as componentes do diretor sao

A
Y

Figura 3.2: Especificagdo das coordenadas da configuragao do diretor ao redor de uma descli-
nacgao.

ne = cos[0(x, y)],
ny = zen[ﬁ(x, Yl (3:3)

Como ja mencionado, desejamos conhecer a configuragao do diretor ao redor da des-
clinacao, isto é, encontrar a forma da fungao [(z,y). Para isso, basta resolvermos as
equagoes, (3.1) e (3.2) com as seguintes restri¢oes:
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i. Analisaremos apenas o volume, nao levando em conta as contribui¢oes de superficie,
nem as contribuigoes provenientes de campos exteriores, isto é, Fg = Fg = 0. Note
que esta restri¢ao indica que nao é necessario resolver a equagao (3.2).

ii. Consideraremos o caso uniaxial homogéneo, isto é, o parametro de ordem S cons-
tante e o parametro de ordem P nulo em todos os pontos do espago;

iii. Como S é constante e P é nulo, podemos afirmar que Frqq é constante - ver equagao
(2.10), de modo que este termo pode ser retirado da equagao (3.1) restando, assim,
apenas a densidade de energia elastica, F.

iv. Outra consequéncia de S ser constante e P nulo é que a densidade de energia elastica
dada pela equagao (2.19) pode ser simplificada para a densidade de energia eléstica
de Frank. Com o intuito de facilitar um pouco mais, adotaremos a aproximacao de
uma tnica constante elastica, o que resulta na reducao da energia elastica de Frank
para a equagao (2.22).

Levando em conta todas estas restrigoes, temos que a energia por unidade de volume
(bulk) do sistema é

F = %K (5 p + (9 x 2] (3.4)

que consiste na densidade de energia de Frank na aproximacao de uma tnica constante
elastica. Desta forma, substituindo as componentes do diretor dada pela equagao (3.3),

obtemos , ,
1 op op
Fo= 5K [(6_x) + <a_y> ] . (3.5)

A densidade de energia do sistema era um funcional que dependia do parametro de
ordem tensorial e da variacao espacial deste parametro, e que agora passa a depender da
fungao 5 e da derivada desta fungao. Portanto, a equacao (3.1) passa a ser reescrita da
seguinte forma

1 [ o |/08\* [08\* o o |[o8\> [0B8\°
54%[(%)*(@)] T ol (5:) + (%)

-~

o o [rog\* [o8\*||
oy o2 (5) +(5) }—0*

Desta forma, podemos afirmar que a func¢ao S(z,y), que minimiza F,, deve satisfazer a

seguinte equacao
2 2
P\ (98] _,
0x? 0y?

que corresponde & equagao de Laplace em duas dimensoes. A figura 3.2 nos convida a
escrever a equacao de Laplace em coordenadas cilindricas, ou seja,

03 1 /08 1 (08
() 2 (5)+ 7 (5) =0 &0
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onde
z=pcos(¢) e y=psen(d)

p=+\r2+y> e gb:tan*l(g).

x
Considerando que a configuracao do diretor ao redor da desclinacao nao dependa da
coordenada radial, isto é, 5 = [5(¢), uma possivel solugao da equagao (3.6) é

B=mo¢+B(9), (3.7)

onde m ¢é constante e B(¢) é uma funcao harmoénica? e regular na origem. Normalmente,
B(¢) é tomado como constante, [y, e esta constante define a orientagao relativa dos
diretores em relacao ao sistema de coordenadas adotado. Um dos pré requisitos para que
uma funcao seja caracterizada como tal®, é que cada elemento do seu dominio nao pode
possuir duas imagens. Neste sentido, é necessario impor que m seja um multiplo de £1/2,
caso contrario, quando ¢ = 27, temos que [(¢) pode ser igual a 7 ou 27, devido a simetria
em que 17 = —1i.

A figura 3.3 mostra a configuracao do diretor ao redor da desclinagao para alguns
valores de m e [3y.

[ S A N N S A T Y A S
LSS S e VUV Y N N N e RS T N R A
[ A A e e LN N N e SN T T B A
L A [ O T e~ N S e
-] o o

R T S S A A T N T
| T S N [ A A S U
O S N A AV S i T B T
L S S N IV AVAV VNG ahaial LA A B R SN
A T N VAV AV AV G VA A B U W NN
(a) m=+1/2, Bp =0 (bym=-1/2,6,=0 (c)m=+41, 5, =0
A NN NN NN
VAV N BN ////f‘“‘\\\ \\\\‘ﬂ////
SOV ARSI VNSNS
R T s /\\\\\\l 1\\\i/////
TTT (eI % Ry
ey 2 UL e g N

~~ NV /I /s \\i\\,//// ////,\i\\\\
NANANANA s NN DN
R R T T B l\\\kﬁ//// ////ﬂk\\\l
(d)ym=-1,5,=0 () m=+1, Bo =m/2 (f) m=—1, Bp =m/2

Figura 3.3: Possiveis configuragoes do diretor nas proximidades de uma desclinagao.

Apenas como curiosidade, é interessante notar que nossa impressao digital, como ilus-
trada na figura 3.4, possui alguns defeitos, isto é, as linhas que a formam sdao muito
semelhantes & configuracao do diretor ao redor de uma desclinacao.

No capitulo 1, vimos que a intensidade de luz que atravessa dois polarizadores cru-
zados com uma amostra de cristal liquido entre eles é dado pela equagao (1.6), isto ¢, a

2Fungoes harmonicas sao fungdes que satisfazem a equacio de Laplace [90].
3Funcdo no sentido de ser uma funcio de tinico valor e nio uma funcio de maltiplos valores. Um
exemplo de fungoes de multiplos valores sao as fungoes trigonométricas inversas.
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Figura 3.4: Na impressao digital é possivel ver um defeito m = —1/2 na parte inferior e um
defeito m = 1/2 para parte superior.

intensidade depende do angulo que o diretor faz com o o eixo do polarizador. Nos casos
em que o diretor estd perpendicular ou paralelo ao eixo do polarizador, nenhuma luz é
transmitida. Para todos os outros casos, existe uma intensidade de luz diferente de zero
que atravessa o sistema. Assim, quando temos uma desclinacao entre dois polarizadores,
é possivel observar duas manchas que se encontram em um ponto, para desclinacoes semi-
inteiras (m = £1/2), e quatro manchas se encontrando em um ponto, para desclinagoes
inteiras (m = 41). Estes pontos correspondem justamente as desclinagoes. Como ja foi
mencionado, este tipo de imagem ¢é conhecido como textura Schlieren.

Uma forma de diferenciar as desclinagoes com carga topologica positiva e negativa é
girando um dos polarizadores. As manchas que girarem no mesmo sentido do polarizador
sao positivas e as manchas que girarem no sentido contrario sao negativas. Este tipo de
analise pode ser verificado entre nas figuras 4.13a e 4.13b, onde o polarizador foi girado
em um angulo de 40°.

Nas desclinacoes mostradas na figura 3.3, o eixo de rotacao do diretor ao redor da
desclinagao é paralelo & propria desclinacao. Porém, existe um tipo de defeito conhecido
como desclinagao torc¢ao (twist disclination), onde o eixo de rotagdo do diretor é perpen-
dicular ao eixo da desclinacao. Este tipo de defeito também é solucao da equagao de
Laplace s6 que, neste caso, ¢ = tan~'(z/x). Além disso, n, = cos|f(z,2)], n, = 0 e
n, = sen|3(z, 2)].

A configuragao do diretor ao redor do defeito do tipo torgao pode ser visto na figura 3.5.
Nesta figura sao mostrados apenas os defeitos do tipo torcao com carga topologica positiva.
Os defeitos com carga topologica negativa sao a imagem especular destes. Defeitos do
tipo torcao entre dois polarizadores nao produzem o padrao Schlieren, tornando-se assim
um defeito de dificil observagao experimental.

Um fato interessante é que desclinagoes semi-inteiras sao topologicamente equivalentes,
ou seja, desclinacoes semi-inteiras com carga topologica positiva podem ser continuamente
deformadas para desclinagoes com carga topoldgica negativa, e vice-versa. Este processo
de transformagao ¢ intermediado por uma desclina¢ao do tipo tor¢ao [3]. No capitulo
referente aos resultados, mostraremos como realizar esta deformagao numericamente e
apresentaremos os ingredientes necessarios para realizar esta deformacao experimental-
mente.

Substituindo a solugao (3.7) na equagao (3.5), obtemos a densidade de energia ao redor

da desclinacao como sendo
7 _ 1 Km2
b= 5 2
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Figura 3.5: Configuracao do diretor em torno de um defeito do tipo tor¢ao com diferentes m.
Note que o tamanho do segmento azul esté diretamente relacionado com a projecao do diretor
no plano = — y.

Como a densidade de energia diverge na desclinagao, concluimos que esta abordagem
simplificada nao é suficiente para descrever o nucleo do defeito. Desta forma, para calcu-
larmos a energia da configuracao do diretor ao redor da desclinacao, definiremos um raio
limite, r., acima do qual a energia por unidade de comprimento é dada por

1 27 R 1
JTLZ—KWQ/ / —dppdp + E. =

5 2

0 Te P

Fi, = L km?n (5) + E., (3.8)
2 Te
onde E. corresponde a energia do nicleo (core) da desclinagdo. Quando temos um defeito
isolado em uma camada infinita, ou seja, R — 00, temos como consequéncia Ji, — 00.
Tal situagao é apenas hipotética, pois na prética os defeitos surgem aos pares com sinais
trocados [2].

Usando a equagao (3.8), é possivel notar que desclinagoes inteiras, m = £1, possuem
uma energia duas vezes maior do que a soma de duas desclinagoes semi-inteiras, m =
+1/2. Portanto, é esperado que uma desclinacao inteira se divida em duas desclinagoes
semi-inteiras. Apesar disso, foi observada a existéncia de desclinacoes inteiras, tanto
experimentalmente [17,91-94] quanto numericamente [87,95,96].

Na década de 1970 foi mostrado teoricamente por Cladis e Kleman [97] e experimen-
talmente por Meyer [98] que, em defeitos com m = =1, o diretor tende a abandonar
a configuragao planar e passar a escapar para a terceira dimensao. Como consequéncia
deste escape, nao é mais observada a presenca de uma singularidade e a energia do sistema
é reduzida. Para mostrar que a energia do escape realmente é menor que a energia da
desclinagao planar, vamos considerar a seguinte configuracao: Um cristal liquido nematico
em um capilar de raio py com um ancoramento homeotropico. Para este arranjo, consi-
deraremos novamente que o parametro de ordem escalar uniaxial é constante e o biaxial
é nulo. Além disso, as componentes do diretor agora sao escritas da seguinte forma

n, = cos(f)sen(y),
ny = sen(B)sen(7). (39)
e = cos()

onde 8 novamente é o angulo que o diretor forma com o eixo x, como mostrado na figura
3.2, e v & o angulo que o diretor estabelece com o plano x — y. Portanto, substituindo
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as componentes (3.9) em (3.4), obtemos a densidade de energia desta configuragdo como
sendo

Fi = S K {991 + sen’ ([T + 2sen(1)eos(8) 95 x Tol} . (3.10)

A ideia agora é procurar qual a forma das fung¢oes 5 e v que minimizam F;,. Neste sentido,
o primeiro passo é substituir a densidade de energia (3.10) em (3.1). O resultado desta
substituicao sao as duas equacgoes diferenciais acopladas que seguem

V2y — sen(y)cos(v)[VA]? = 0, (3.11)

V28 + 2cot(7)[Vy - V] =0, (3.12)

A solucao deste conjunto de equagoes nos fornece a configuragao do diretor dentro deste
capilar. A simetria do problema nos induz a procurar por solugdes em que 5 = ((¢) e
v = v(p), ou seja, que dependam das coordenadas polares, ¢ e p, respectivamente. Assim,
as equagoes (3.11) e (3.12) podem ser reescritas da seguinte forma

2o (957) = sentaeosITA = 0. (313)
62
87552 =0. (3.14)

A solugao da equagao (3.14) ja conhecemos (veja as equagoes (3.6) e (3.7))

f=mo+Po, (3.15)

com m = =+1. Substituindo a solugao (3.15) na equagao (3.13), obtemos a seguinte

equacao diferencial
2

10 ( 87) m
—— | p= | — —sen(y)cos(y) =0. (3.16)
pOp \" dp p?

Levando-se em conta que v(p = pg) = 7/2, (ancoramento homeotropico) e que no centro
do capilar o diretor tenha a mesma dire¢ao do eixo do capilar, y(p = 0) = 0, a equagao
diferencial (3.16) tem a seguinte solugao

Im|
v =2tan"! (ﬁ) . (3.17)
Po

Substituindo as solugbes (3.15) e (3.17) na densidade de energia (3.10) e integrando no
plano polar do cilindro, obtemos a energia total do sistema por unidade de comprimento

como sendo
7 _ 3rK  para m=+1
L7 nK para m = —1

Um fato curioso é que esta energia ¢ independente do raio py do cilindro. Mais adiante,
veremos que o tamanho do niicleo de uma desclinacao é da mesma ordem de grandeza da
dimensao de algumas moléculas. Assim, a energia de uma desclinacao planar, dada pela
equagao (3.8), é muito maior que a energia de uma desclinagao com escape para a terceira
dimensao quando o raio do cilindro é grande o suficiente para observagoes 6pticas. Porém,
no caso do raio do cilindro ser extremamente pequeno, pg ~ 107, a desclinacao planar
com m = +1 pode ser energeticamente mais favoravel.
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Neste “zoologico” de defeitos topologicos, também existem os defeitos pontuais. Para
analisarmos estes defeitos, que possuem carga topologica inteira, consideraremos que a
configuracao do diretor em torno do defeito pontual é novamente descrita pela equagao
(3.9). Porém, diferentemente do escape para a terceira dimensao, aqui adotaremos que
v = (), onde 6 é angulo polar das coordenadas esféricas. Assim, mais uma vez, a
equacao (3.14) é a solugdo que minimiza a densidade de energia (3.10). J& a fungao vy que
minimiza a energia do sistema deve ser solugao da equagao (3.11), ou seja,

2
% + cot(@)% — m?sen(vy)cos(y) = 0.

Uma das solugoes desta equacao é

tan (%) — {tan (g)ym' . (3.18)

Portanto, substituindo as solugoes (3.18) e (3.15), com m = +1, em (3.10), obtemos, apos
uma integracao no volume de uma esfera de raio R centrada no defeito, a energia devido
a configuracao radial do diretor como sendo

Fradial == SWK(R - rc) + Ec 5

onde r. é o raio do ntucleo do defeito e E. a energia deste niicleo. Esta configuracao radial
do diretor ¢ conhecida como defeito porco espinho (hedgehog).

A partir da configuracao radial, outras configuragoes podem ser obtidas por meio de
rotacoes de angulos arbitrarios em torno de qualquer eixo. Dois exemplos deste tipo
de configuracao sao os defeitos pontuais conhecidos como circular e hiperbélico, onde o
diretor sofre uma rotagdo de 7/2 e uma rotagdo de m, respectivamente. Isso significa
que as configuracoes radial, circular, hiperbodlica e todas as outras intermediarias sao
topologicamente equivalentes [99]. Mas estas deformagoes trazem consequéncias, e uma
delas ¢ a mudanca na energia. Assim, substituindo estas novas configuracoes do diretor?
na densidade de energia (3.10), minimizando e integrando em todo o volume de uma esfera
de raio R centrada no defeito, encontramos as novas energias como sendo

16
Fcirc = gﬂ'K(R — TC) + EC

8
gﬂ'K(R —re)+ E..

Podemos notar que o defeito pontual com o diretor possuindo uma configuragao hiper-
bolica em torno do mesmo é a que apresenta menor energia. Mas isso s6 ocorre porque
utilizamos a aproximagao de uma tnica constante (K7; = Ky = K33) e nao consideramos
o termo de superficie (K;). Uma analise mais detalhada das energias destes defeitos em
fungao das constantes elasticas pode ser encontrada na referéncia [99].

Girando-se as figuras 3.3c 3.3d e 3.5b em torno de um eixo perpendicular a desclinagao
(ou paralelo ao plano da pagina), é possivel ter uma ideia da configuragao do diretor em
torno do defeito pontual do tipo porco espinho, hiperbodlico e circular, respectivamente.

O ntucleo desdes defeitos pontuais possui uma estrutura interna que depende das pro-
priedades do material, da geometria do porta amostras e do ancoramento. Trés tipos de
estruturas do niicleo do defeito foram relatadas:

Fhiper =

4Para obter estas novas componentes basta multiplicar o diretor por uma matriz de rotacdo em torno
de qualquer eixo.
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i. Nucleo isotropico (melt core) - neste caso o parametro de ordem escalar uniaxial, S,
tem seu valor reduzido a quase zero no nicleo do defeito [100].

ii. Defeito anel (ring defect) - aqui o defeito inteiro é dividido em dois defeitos semi-
inteiros, surgindo assim uma desclinagao no formato de anel [101].

iii. Nucleo dividido (split core) - neste caso, o nicleo do defeito é esticado. [102]

Os trés tipos de estruturas citadas acima podem ser visualizados na figura 3.6. Estudos
analiticos e numéricos em relacao a estabilidade e as transicoes de fase entre estes tipos
de nicleos podem ser encontrados nas seguintes referéncias [69,102-105].

) ) )

(a) nucleo isotropico (b) defeito anel (¢) nucleo dividido

Figura 3.6: Trés possiveis configuragoes do diretor com ancoramento homeotropico dentro de
uma gota nemaéatica.

Os defeitos do tipo anel também sao encontrados em torno de esferas coloidais dispersas
em cristais liquidos neméaticos. Neste caso, estes defeitos recebem o nome de anéis de
Saturno. Estudos detalhados deste tipo de defeito podem ser encontrados nas referéncias
[106-115].

Até aqui, consideramos o parametro de ordem S como sendo constante e analisamos
quais as configuracoes do diretor que minimizam a energia do sistema. Na proxima se¢ao
iremos fixar o diretor e mostrar as implica¢oes que surgem quando o parametro de ordem
S passa a depender das coordenadas espaciais, S = S(7).

3.3 Comprimento caracteristico

Existe um comprimento caracteristico, N, que determina a escala espacial para vari-
acao do grau de ordenamento nemético, S. Como veremos, a variacao de S é bem nitida
no nucleo dos defeitos topolégicos. Para encontrarmos este comprimento caracteristico
consideraremos que a densidade de energia do sistema depende apenas de Frqq € Fel, isto
é, livre de campos externos e efeitos de superficie. Além disso, consideraremos que nao
existe biaxialidade e que apenas variagoes espaciais de S sao permitidas, ou seja, n; ; = 0.
Desta forma, na aproximacao de uma tnica constante, a energia total do sistema por
unidade de volume é dada por

3 1 9 3
= 2a(T —T"S*> + -BS® + —CS* += 2. 1
7 Aa( )5% + 1 BS* + 16051+4£(va5) (3.19)
‘FEdG -
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Minimizando a equagao (3.19) com o formalismo de Euler-Lagrange obtemos

OFle 0 0 [3
05  0x, 05, 1 L8| =0=
3 =9 8FLdG o
SLVS - =l =0, (3.20)

Caso o parametro de ordem escalar uniaxial nao varie espacialmente, o primeiro termo
da equagao (3.20) seréd constante e, portanto, o valor de S que minimiza a densidade de
energia (3.19), como ja visto no capitulo 2, serd Se, (veja equacdo (2.12)). No caso de
pequenas perturbagoes espaciais em torno do ponto de equilibrio, S(z;) = Seq + 05(2:),
podemos linearizar a equagao (3.20) e obter o comprimento caracteristico como sendo

0

3 =2
ZEV [Seq + 58([[‘1)] 85

4 SN aS [‘FLdG(S ) + aS

Seq

e [P L B L
YV 202706 /08Y) s, \ a(T = T%) + BSeq + 2CS2,

Para cristais liquidos como o MBBA e o 5CB, temos que {y = 2,27nm e &y = 0,98 nm,
respectivamente. E esta grandeza que definira a distancia entre dois pontos da rede, isto
é, Az devera ser da ordem de &y.

Na proxima secao, abordaremos como o parametro de ordem tensorial, que possui
informacoes do diretor, co-diretor e dos parametros de ordem escalares, evoluem no tempo.

3.4 Equacao de Beris-Edwards

A evolugao do parametro de ordem @);;, a partir de um determinado conjunto de
condicoes iniciais e sem flutuagoes termodinamicas, pode ser descrito pela generalizacao
da equacao de Eriksen—Leslie—Parodi5, conhecida como equagao de Beris-Edwards [116,117]

0Fp

ng + ug inj — Sy ( m,Qm) UM@7

onde u; é a componente da velocidade do fluido no volume e I';j; = (%5%5;'[ + %5%5]% —
1(51](5;@;) assegura que O lado esquerdo da equagao acima seja sempre simétrico e com o
trago nulo. J& py = /52 e onde 1 € o coeficiente de difusdo rotacional que atua no
sentido de manter ou restaurar a orientacao do diretor. Na maior parte deste trabalho
utilizamos y; = 0,081 Pas com Seq = 0,52 [118] e 73 = 0,0763 Pas com S, = 0,62 [63],
para os cristais liquidos termotropicos 5CB e MBBA, respectivamente.

O coeficiente 1, também pode possuir uma dependéncia com o parametro de ordem
tensorial, [119]

M1 <— Nl(l — 'TI'(Q2)27

[ ~ L . . . o~ . ~
°Esta equagao é escrita em termos do diretor e varigoes na magnitude dos pardmetros de ordem
escalares ndo sdo permitidas [1]
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onde a dependéncia do parametro de ordem tensorial aumenta a reorientagao para um
sistema bem ordenado.

Voltando a equacgao de Beris-Edwards, o segundo termo do lado esquerdo acopla o
gradiente de velocidade, W;; = u; j, com o parametro de ordem tensorial, );;. Tal aco-
plamento com menor ordem em @);; é dado por

—2¢ (Qij +655/3) Tr(QW),

onde A;; = (Wi;+Wj;) /2 e Qi = (Wi —W;;) /2, sdo o tensor gradiente de velocidade simé-
trico e anti-simétrico, respectivamente, e ( ¢ um parametro relacionado com as proporgoes
das moléculas.

Na auséncia de fluxos hidrodinamicos, isto é, @ = 0, a equagao (3.21) pode ser simpli-

ficada para

U )8
N1§Qij(ﬁt>— Fzgkl@'

Como foi feito no capitulo 2, aqui também substituiremos Q;; — —(23/30)@15 e
F — (8B1/81C?)F na equagao (3.22) para reduzir o ntimero de parametros dependentes,
isto é,

(3.22)

8B4 -
8 ( 2B - 6(8103fT)
_fQ” =—Liju |—F7—F5—%| =
5

Hag 28
_% kl

4AB?\ [/81C3 0 ~ 6 Fr 9C \ 1y O ~ 6Fr
i - — Q.. = —TI.. _ 220 = —T1..,,—
(902) (8B4 > g Qs EL o (232) At 972 S om

10 ~ 4]
T 570 = Taugst (3.23)
onde A = 2B2At/9Cu; e t = t/At, este tltimo correspondendo & discretizacdo do tempo.
Este conjunto de cinco equagoes diferenciais parciais parabolicas nao lineares acopla-
das, que fornece informacoes de como a orientacao do diretor e os parametros de ordem
escalares evoluem no tempo, é conhecida como equagao de Ginzburg-Landau [96,120].
Portanto, de acordo com a equagao (3.23), as equagoes (3.1) e (3.2) deixam de ser iguais
a zero e passam a ser termos simétricos, com trago nulos e iguais & variacao temporal do
parametro de ordem, como pode ser visto abaixo,

10 - OF o  OF

K—~Qz‘j = —Liju - ErEYs : (3.24)
at anl Lm anl’ﬁl Volume

10 ~ OF OF:

~ @i = —Tijm ~—me = (3.25)

A ot anl,fn anl Superficie
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Substituindo as equagoes (2.17), (2.23), (2.26) e (2.33) nas duas equagoes anteriores
obtemos

0 -~ o~ = < -~ o~ ~ ~ = ‘
a_fQij =-A [(U +2Tr Q%) Qi — 3 QimQmj  — L1 Qijvin — (L2 + Ls) Qim.nj

+E e } , (3.26)

o ~ . - L e . ~
a—ngj =-A [51 QijonVm + L2 QimmVj + Ls Qupivm  + W(Qy — ?j):| ,  (3.27)

onde ‘Xij‘ = %(Xij + X)) — %&-J»ka é o procedimento para tornar qualquer matriz real
em uma matriz simétrica e com trago nulo. Os passos para obter os resultados (3.26) e
(3.27) estao detalhados no Apéndice B.

Para resolver numericamente as equagoes (3.26) e (3.27), utilizamos o método de
diferenga finita para calcular as derivadas espaciais [121] e o método de Runge-Kutta
de segunda ordem para integragao temporal [122,123|. Utilizamos também o método de
Runge-Kutta de quarta ordem, porém nenhuma mudanga significativa nos resultados foi
observada. Observe que, utilizando o método de diferenca finita para calcular as derivadas
espaciais, as equagoes (3.26) e (3.27) deixam de ser equagoes diferenciais parciais e passam
a ser equacao diferenciais ordinarias na variavel temporal.

Como discutido no inicio da se¢ao 3.2, numa transicao da fase isotropica para nematica,
por meio de uma brusca queda de temperatura, dominios nematicos sao formados. Um
estudo acerca da evolucao deste dominios pode ser realizado utilizando-se a fungao de
correlagao e/ou o fator de estrutura que abordaremos na proxima secao.

3.5 Funcao de correlacao e fator de estrutura

A fungao de correlagao, C(7,t), e sua transformada de Fourier conhecida como fator
de estrutura, S (lg, t), sao ferramentas muito utilizadas, tanto experimentalmente [124,125]
quanto teoricamente [126,127| para a analise da estrutura dos dominios e a evolugao da
escala do comprimentos caracteristicos.

Podemos definir a funcao de correlacao em termos do parametro de ordem tensorial
da seguinte forma (
C(F, If) _ f A’z Qij('f’ E)Qﬂ@_;t F? t) ,

f d3x Qij (J:a t)jS (J:’ t)

onde o denominador é apenas um fator de normalizacao. Neste sentido, o fator de estru-
tura pode ser escrito como

SE = [ d@re oy = - Quk @k
J @k Qij(k, 1)Qji(—k, 1)

Aqui, jS(—lg, t) é o complexo conjugado de Qi]-(lg, t).

De acordo com Bray [128|, em um sentido estatistico, para tempos avancados deve
existir apenas uma escala de comprimento caracteristico, L(t). Desse modo, a estrutura
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dos dominios ¢ independente do tempo quando os comprimentos sao escalados por L(t),
isso tudo, num sentido estatistico. Portanto, os dados para uma média orientacional de
C(r,t) para diferentes tempos devem colapsar em uma tnica curva quando as distancias
em um tempo t sao reescaladas por L(t), isto é,

C(r,t) = flr/L@)],

onde f[r/L(t)] é a funcdo de escala. De maneira semelhante, podemos reescalar o fator
de estrutura pela seguinte relacao

S(k,t) = L[kL(t)], (3.28)

onde d corresponde & dimensdo espacial e g[kL(t)] é a fun¢ao de escala no espago de
Fourier. A qualidade do colapso, tanto para a funcao de correlacao quanto para o fator
de estrutura assegura a validade da hipotese de Bray.
E possivel obter a escala do comprimento caracteristico, L(t), de diversas maneiras.
Uma delas consiste na seguinte defini¢ao
C(r,t) =1/2.
r=L(t)

Também é possivel definir a escala do comprimento caracteristico como o inverso do valor
médio do nimero de onda ao quadrado, ou seja,

1 2\ __ 2 7 7
ﬁZUf)-%k S(k,t)/%:S(k,t)- (3.29)

Note que ambas as defini¢oes, apesar de diferentes, devem ser capazes de colapsar os
dados tanto da fun¢ao de correlacao quanto do fator de estrutura para diferentes tempos
e em tempos avangados. Como o célculo numérico da fungao de correlagao tem um grande
custo computacional, optamos por calcular apenas o fator de estrutura.

Considera-se que a escala do comprimento caracteristico L(t) cresga como uma lei
de poténcia do tempo, L(t) o t*, para tempos avan¢ados. Uma anéalise dimensional da
equagao (3.26) sugere que o = 1/2. Além disso, em sistemas com defeitos topologicos, a
fungao L(t) pode ser entendida como a separagdo média entre os defeitos [95].

O fator estrutura também obedece a uma lei de poténcia, conhecia como lei de Porod,
que ¢ tipicamente escrita como,

S(k) ~ pk™,

onde p é a densidade de defeitos e x é o expoente de Porod, que é dado por 2d — D. Neste
ultimo, d é o numero de dimensao espacial e D é a dimensao do defeito. A lei de Porod
é valida apenas no limite de ¢ < 27“ < L, onde £ corresponde ao tamanho do defeito
que é definido pela variagdo do pardmetro de ordem no seu centro [89, pp. 141-165|. Nos
sistemas que possuem apenas desclinagoes (D = 1 em trés dimensoes e D = 0 em duas
dimensdes), o que corresponde aos encontrados no presente trabalho, como veremos no
capitulo 5, o expoente de Porod vale x = 5 num espago tridimensional e x = 4 em um
espaco bidimensional.

Em sistemas com diferentes tipos de defeitos topologicos, a lei de Porod deve ser escrita
como a soma de diversos termos pk~X, onde cada termo corresponde a contribui¢ao de um
determinado tipo de defeito [129]. E valido mencionar que defeitos do tipo escape para a
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terceira dimensao, que sao defeitos nao singulares, nao contribuem para a lei de poténcias
do fator de estrutura.

Para o célculo do parametro de ordem tensorial no espagco de Fourier, Qij(E), e do
fator de escala, S(k), utilizamos a biblioteca FFTW (Fastest Fourier Transform in the
West) [http://www.fftw.org/|. Esta biblioteca é constituida por um conjunto de codigos
escritos em linguagem C que utilizam o algoritmo conhecido como transformada de Fourier
rapida (Fast Fourier Transform - FET) para calcular a transformada de Fourier discreta.
A definicao desta tltima é dada por

N-1

g(k;) = A exp (—ikjm) f(x1), (3.30)

=0

onde g(k;) corresponde a transformada de Fourier da fun¢ao f(z;) e A a distancia entre
dois pontos da rede. E possivel reescrever a equagao (3.30) em forma matricial, como
segue

N-1
9 =AY Wi fi,
1=0

onde Wj; = exp (—ik;z;), g = g(ki) e fi = f(x;). Desta forma, para calcular a transfor-
mada de Fourier discreta, ¢ necessario realizar N? produtos matriciais. Ja o algoritmo
da transformada de Fourier rapida divide a matriz W; em submatrizes de tal forma que
o numero de operagoes necessarias agora passa ser da ordem de N log,(/N). Portanto,
quando N apresenta grandes valores o tempo de computagao pode ser reduzido de alguns
dias para alguns segundos. [130].

A relagao entre o dominio da fungdo f(z;) e o dominio de z(k;) = FFT(f(z;)) é
mostrada na tabela 3.1

indice fx) g(k;) = FFT(f(x;))
0 flz=0) g(k =0)

1 flz=1) g(k =1/(NA))

2 flz=2

) gk =2/(NA))
N2 fm=N/2) gk =%1/2A))

N_3 [ ~3/(NA))

x:N—3) g(k =
N2 fr=N-2) glk=—2/(NA))
N1 fe=N-1) glk=—1/(NA))
(

Tabela 3.1: Relacao entre os dominios da fungao f(z;) e sua transformada de Fourier rapida
g(k;).

Podemos ver, por meio da tabela 3.1, que o médulo do vetor de onda em um espaco
tridimensional, |k| = /&2 + k2 + k2, esta definido no intervalo [0,+/3 x 0,5A]. O pro-
cedimento numérico para o célculo da func¢do S(k) consiste justamente em dividir este
intervalo em 1024 partes, o que corresponde ao nimero maximo de pontos em que a fu_p—

cao S(k) pode ser definida. Em seguida, basta varrer todo o dominio da fungao S(k),
verificando em qual intervalo destes 1024 pontos o moédulo de k se encaixa e atribuir o
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valor de S(k) para S(k). Se mais de um médulo de k coincidir no mesmo intervalo, entdo
o valor da funcao S(k) sera a média aritmética dos S(k).

No préximo capitulo, apresentaremos os resultados numéricos obtidos por meio da
solugdo das equagdes (3.26) e (3.27) para diferentes condigoes iniciais e de contorno.
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