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"Na casa de um rico nao ha lugar para cuspir, a nao

ser na sua propria cara."(Diogenes de Sinope)
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Resumo

Neste trabalho, apresentamos alguns resultados novos sobre configuracoes de topologia
nao-trivial obtidas no ambito de algumas teorias classicas de campo generalizadas. Em
particular, nos concentramos em vortices estaticos possuidores de energia finita. Tais
configuragoes surgem quando hé a violagao espontanea da invariancia de gauge local U(1)
no ambito de alguns modelos Higgs-Abelianos.

Primeiro, fazemos uma breve revisao sobre os vortices usuais. As estruturas usuais
surgem em trés cenarios diferentes: a eletrodinamica de Maxwell-Higgs, a eletrodinamica
de Chern-Simons-Higgs e a eletrodinamica de Maxwell-Chern-Simons-Higgs. Em todos
estes casos, ocorrem vortices BPS topologicos: configuragoes com simetria rotacional e
energeticamente estaveis que satisfazem um conjunto de equagoes de primeira ordem, sua
energia sendo proporcional a sua carga topologica. Resolvemos as equacoes BPS explicita-
mente para diferentes valores da vorticidade n, e enunciamos as principais caracteristicas
que as solugoes numéricas resultantes engendram.

A posteriori, introduzimos um modelo generalizado descrito por uma func¢ao arbitraria
K (X), onde X = \D,L(/b|2 determina a dinamica do campo escalar complexo. Especifica-
mente, escolhemos K (X) = X — aX?, da qual resultam apenas vortices nao-BPS gener-
alizados (o modelo assim obtido nao engendra vortices BPS). Estes vortices engendram
campo elétrico nulo (tal como aqueles obtidos no ambito da eletrodinamica de Maxwell-
Higgs usual), além de carga topologica nao trivial (dado serem topologicos). Em seguida,
resolvemos as equagoes de Euler-Lagrange (diferenciais de segunda ordem) e enunciamos
as principais caracteristicas que as solucoes generalizadas resultantes engendram.

Em seguida, apresentamos um segundo modelo generalizado. O novo modelo é deter-
minado por duas fungdes adimensionais do campo escalar, G (|¢]) e w (|¢]). Estas fun¢oes

sao supostas obedecerem um vinculo que relaciona-as ao potencial de Higgs, V (|¢|). Neste
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contexto, vortices BPS topologicos também existem, e as suas caracteristicas numeéricas
podem ser muito semelhantes, ou muito diferentes, daquelas verificadas no contexto usual.

Finalmente, adaptamos o segundo modelo generalizado ao estudo das teorias gémeas,
i.e., teorias diferentes com exatamente as mesmas solugoes, além de exatamente a mesma
energia. Neste caso, G (|¢]), w (|¢|) e V (|¢|) sdo supostas obedecerem dois novos vinculos.
Aqui, existem vortices BPS gémeos caracterizados por diferentes densidades de energia,

todas elas resultando na mesma energia total.

Palavras-chave: Vortices, Defeitos Topologicos, Teorias de Gauge.



Abstract

In this work, we present new results regarding topologically non-trivial configurations
arising in some generalized classical field theories. We focus on static finite-energy vortices
which arise when a spontaneous symmetry breaking of U(1) local gauge invariance takes
place in some Abelian-Higgs models.

First, we perform a brief review regarding the usual vortices. The usual struc-
tures emerge in three different scenarios: the Maxwell-Higgs electrodynamics, the Chern-
Simons-Higgs electrodynamics and the Maxwell-Chern-Simons-Higgs electrodynamics. In
all these cases, there are BPS topological vortices: energetically stable radially symmetric
configurations satisfying a set of first order equations, their energy being proportional
to their topological charge. We solve the BPS equations explicity for different values of
the vorticity n, and we comment on the main features the numerical solutions we found
engender.

A posteriori, we introduce a generalized model, described by an arbitrary function
K (X), where X = |D,¢|* gives the dynamic of the complex scalar field. Specifically, we
choose K (X) = X — aX? from which we get generalized non-BPS vortices only (the
resulting model does not allow for BPS ones). These vortices have no electric field (as
the Maxwell-Higgs ones), but also have a non-trivial topological charge (since they are
topological). We then solve the second order Euler-Lagrange equations and comment on
the main features the generalized solutions we found engender.

Then, we introduce a second generalized model. The new model is specified by two
dimensionless functions of the scalar field, G (|¢|) and w (|¢|). These two functions are
suposed to obey a constraint relating them to the unspecified Higgs potential, V (|¢]). In
this case, BPS topological vortices exist, and their numerical features can be quite similar,

or quite different, from the standard ones.
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Finally, we adapt the second generalized model to the study of twinlike theories, which
are different theories allowing the very same field solutions and the very same energy. In
this case, G (|¢|), w (|¢|) and V (|¢|) are suposed to obey two new constraints. Here,
there are twinlike BPS topological vortices related to different energy densities, all of

them giving the very same total energy.

Keywords: Vortices, Topological Defects, Gauge Theories.
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Introducao

No ambito das teorias classicas de campo, defeitos sao configuracoes descritas a partir
da resolucao de equagdes diferenciais nao-lineares [1]. Em geral, estas sao as equagoes de
Euler-Lagrange de uma teoria na qual ocorre quebra espontanea de alguma simetria con-
tinua. Assim, os defeitos se dividem em duas classes distintas: os defeitos topoldgicos, pos-
suidores de carga topoldgica nao-nula, e os nao-topologicos, possuidoras de carga topologica
nula. Neste trabalho, consideraremos apenas os defeitos pertencentes a primeira classe.

Os exemplos mais comuns de defeitos topologicos sdo o kink [2|, o vdrtice |3] e o
monopdlo magnético [4,5]. O primeiro é obtido no contexto de uma teoria definida em um
espago-tempo (1+1)-dimensional, possuidora de um tnico campo escalar, real e estéatico;
vortices sao solugoes construidas no ambito de teorias de gauge abelianas definidas em um
espago-tempo (1+42)-dimensional, caracterizadas pela presen¢a de um campo de gauge e
de um campo escalar complexo; finalmente, monopolos magnéticos sao obtidos via teorias
de gauge ndo-abelianas (1+3) dimensionais, nas quais ha a presenga de um tripleto de
campos de gauge e de um tripleto de campos escalares reais.

Em particular, vortices sao estruturas estaticas, possuidoras de simetria rotacional,
construidas no ambito de teorias de gauge abelianas (1+2)-dimensionais [6]. Neste con-
texto, vortices topologicos emergem a partir da violagao da simetria de gauge local |7, 8].
Em casos muito especificos, tais estruturas, ao invés de obtidas via as equagoes de Euler-
Lagrange, podem ser obtidas a partir da resolucao de um conjunto de equagoes diferenciais
de primeira ordem, denominadas equacdes BPS |9,10]. Nestes casos, a configuragao re-
sultante, denominada estado BPS, possui a minima energia possivel, sendo esta energia
proporcional a sua carga topologica. Por outro lado, quando tais configuracoes sao obtidas
a partir das equagoes de Euler-Lagrange, pouco podemos afirmar sobre suas energias.

Via de regra, vortices BPS sao construidos a partir de trés teorias de gauge distintas:



a eletrodinamica de Maxwell-Higgs [11], a eletrodinamica de Chern-Simons-Higgs [12,13]
e a eletrodinamica de Maxwell-Chern-Simons-Higgs [14,15]. No primeiro caso, os vortices
BPS resultantes engendram campo elétrico nulo; nos dois casos seguintes, estas estruturas
possuem nao apenas campo magnético nao-nulo, mas também campo elétrico nao-nulo.

Vortices possuem uma grande variedade de aplicagoes: desde o efeito Hall quantico in-
teiro e fraciondrio [16,17|, até a supercondutividade de alta temperatura [18]. Na verdade,
justamente a partir da teoria da supercondutividade proposta por Landau e Ginzburg [19],
Abrikosov [20] obteve, pela primeira vez, solug¢oes nao-relativisticas com simetria rota-
cional. Neste contexto, a eletrodinamica de Maxwell-Higgs fornece a versao relativistica
dos vortices obtidos por Abrikosov [3].

Ao longo dos tltimos anos, além dos modelos usuais citados acima, modelos general-
izados, denominadas teorias k-generalizadas, tem atraido muita atencao. Em geral, estas
teorias sao construidas a partir de suas contrapartidas usuais, via a generalizagao dos
termos responsaveis pela especificacao da dinamica dos campos em questao. A idéia por
tras desta generalizagao, vale ressaltar, emerge naturalmente no contexto da Teoria das
Cordas.

As teorias generalizadas também engendram defeitos topologicos. Em alguns casos,
inclusive, ndo é necessario haver a violagdo espontanea de qualquer simetria [21]. Porém,
no intuito de melhor identificar os efeitos causados pela generalizacao, costuma-se consid-
erar, além da generalizacao em si, a ocorréncia da violacao de simetria. Assim, pode-se
mensurar os efeitos da generalizacdo via a simples comparagao entre as solucoes resul-
tantes e suas correspondentes usuais. Neste sentido, resultados interessantes podem ser
encontrados em [22]- [29]. Em geral, as solugoes generalizadas engendram variagbes nao
apenas em suas amplitudes, mas também em seus comprimentos caracteristicos.

Atualmente, teorias generalizadas como as aqui apresentadas sao amplamente uti-
lizadas como modelos efetivos, principalmente em Cosmologia, onde as teorias f(R)
[30, 31] buscam, por exemplo, compreender a atual fase de expansdo acelerada do Uni-
verso [32]. Ainda em Cosmologia, outras frentes de trabalho envolvem o uso de teorias
generalizadas no estudo de ondas gravitacionais fortes [33], matéria escura [34], matéria
taquionica [35] e outros fenomenos [36]- [48]. Tais teorias também encontram aplicagao
na Fisica das Interages Fortes [49]- [55], e na Matéria Condensada [56,57|.

Neste sentido, esta tese sumariza alguns resultados obtidos ao longo do curso de



doutorado. Em particular, voltaremos nossa atencao ao estudo dos vortices topologicos
construidos no ambito de teorias generalizadas, procurando definir os efeitos das gener-
alizacoes utilizadas. Como veremos, algumas destas generalizagoes impedem a obtencao
vortices BPS estaticos, enquanto outras engendram vortices BPS possuidores de carac-
teristicas muito interessantes.

No Capitulo 2, apresentamos uma, breve revisao sobre a obtencao de vortices estaticos
no ambito das eletrodinamicas de Maxwell-Higgs [11], de Chern-Simons-Higgs [12, 13|
e de Maxwell-Chern-Simons-Higgs [14, 15]. Estes vortices, como todos nesta tese, sao
topologicos (i.e., caracterizados por uma carga topologica nao-nula), e podem ser obtidos
de duas maneiras: via a resolu¢ao numérica (i) das respectivas equagoes de Euler-Lagrange
(equagoes diferenciais de segunda-ordem), ou (ii) de um par de equagdes diferenciais de
primeira ordem, denominadas equacoes BPS. Os vortices obtidos a partir das equacoes
BPS engendram os minimos valores possiveis para suas energias totais, sendo estes valores
proporcionais as suas cargas topolégicas. Por outro lado, pouco podemos afirmar sobre
as energias dos vortices nao-BPS, i.e., aqueles obtidos via a resolugao direta das equacoes
de Euler-Lagrange.

No Capitulo 3, inicio da parte central deste trabalho, apresentamos uma primeira
eletrodinamica generalizada, construida a partir da eletrodinamica de Maxwell-Higgs [24].
Também neste caso, ocorrem vortices estaticos de topologia nao-trivial. Porém, ao con-
trario dos obtidos no contexto usual, tais estruturas sao puramente nao-BPS, i.e., apenas
podem ser obtidas via a resolucao das equagoes de Euler-Lagrange generalizadas. Neste
caso, apesar de topologicos, as energias destas estruturas nao sao mais proporcionais as
suas cargas topologicas.

No Capitulo 4, introduzimos uma segunda eletrodindmica generalizada. Neste caso,
apesar de também construida a partir da eletrodinamica de Maxwell-Higgs, a nova teo-
ria generalizada engendra a formacao de vortices BPS estaticos [26]. Assim, apés uma
abordagem geral, introduzimos duas generalizagoes especificas. As estruturas resultantes
podem possuir caracteristicas muito parecidas, mas também muito diferentes, daquelas
observadas no contexto usual.

Ainda no Capitulo 4, adaptamos o segundo modelo generalizado ao estudo das teo-
rias "gémeas" [58]. Teorias gémeas, apesar de definidas por densidades de lagrangeanas

diferentes, engendram nao apenas exatamente as mesmas solucoes, mas também a mesma



energia total [59]- [62]. Aqui, a partir da introdugao de dois vinculos especificos, a teo-
ria generalizada fornece exatamente as mesmas estruturas BPS obtidas no contexto da
eletrodinamica de Maxwell-Higgs. Além disso, apesar de possuirem a mesma energia total,
tais estruturas exibem diferentes densidades de energia. Novamente, apos uma abordagem
geral, introduzimos duas generalizacoes especificas, e voltamos nossa atengao para suas
densidades de energia.

Finalmente, sumarizamos os resultados contidos neste trabalho, apresentamos nossas
conclusoes e perspectivas de investigacoes futuras.

As teorias apresentadas ao longo deste trabalho sao definidas em um espaco-tempo
(14-2)-dimensional. Aqui, os indices gregos denotam todas as coordenadas do espago-
tempo (u, v = 0,1,2), enquanto os indices latinos denotam apenas suas coordenadas es-
pacias (j = 1,2). A meétrica utilizada é " = (+ — —), o campo de gauge é dado por
At = (Ao, Ay, Ay), e vale 0, = (0, 0y, 0,). Além disso, utilizaremos o sistema de unidades

naturais (¢ = h =1).



Capitulo 1

Revisao: Vortices Usuais.

Vortices sao estruturas planares, dotadas de simetria rotacional, livres de quaisquer
divergéncias e possuidoras de energia total finita. Tais estruturas sao obtidas via o trata-
mento numérico das respectivas equagoes de Euler-Lagrange (equagoes diferenciais de
segunda ordem), implementadas as corretas condi¢des de contorno.

Porém, vortices podem também ser obtidos a partir de uma abordagem alternativa,
mais simples e sofisticada. Neste caso, tais estruturas sao obtidas via a resolucao de
um conjunto de equacoes diferenciais de primeira ordem, denominadas equac¢oes BPS.
Naturalmente, os vortices assim obtidos, denominados vdrtices BPS, sao também solucoes
das equacoes de Euler-Lagrange e, portanto, solugoes legitimas da teoria em questao.
Outra vantagem desta abordagem é mostrar serem tais vortices solugoes fundamentais
(i.e., de minima energia) do modelo.

Neste Capitulo, apresentamos uma breve revisao sobre a obtencao de vortices BPS
a partir dos modelos de Maxwell-Higgs, Chern-Simons-Higgs e Maxwell-Chern-Simons-

Higgs.

1.1 Véortices BPS: Maxwell-Higgs.

A eletrodinamica planar de Maxwell-Higgs é definida pela seguinte densidade de la-

grangeana

1
Ly = _ZFWFW + X —-Un(l9]), (1.1)



na qual A*(z¥) é o campo de gauge (vetorial) e ¢ (z/) é o campo de Higgs (escalar
complexo). Além disso, F),, = 0,4, — 0,A, ¢ o tensor do campo eletromagnético, X =
|D#gb|2 e D,¢ = 0,6 + ieA,¢ representa a derivada covariante do campo ¢ (z*). O

potencial Uy (|¢|) é dado por

2 9 2
Un (161) = 5 (16 = %)’ (12)
e descreve a interagao de ¢ (z#) consigo proprio (auto-interagdo). Aqui, e e A\ sdo con-
stantes de acoplamento, supostas reais e positivas, e v é o valor esperado de |¢| no vacuo
do modelo (Uy (J¢| = v) = 0), também real e positiva.

E atil lidar com campos, coordenadas e parametros completamente adimensionais.
Portanto, definimos o parametro de massa M do modelo (1.1) e, a partir dele, imple-
mentamos as transformacoes de escala: z#* — M~lazt, ¢ — M2, A* — MY2AH,
e— MY2e, X\ — MY2\ e v — M'?v. Neste caso, obtemos Ly, — M3L, e a teoria (1.1)
passa a ser descrita por uma densidade de lagrangeana £ completamente adimensional,
com a mesma forma funcional de £;y.

Solugoes proprias a (1.1) sao obtidas a partir das respectivas equagoes de Euler-

Lagrange. Estas equagoes sao

O+ = JP, (1.3)
1dUy,
0,0" |p| — 2A A* |¢| = —=——, 1.4
0 19] = A, A" o] = 5 (14)
nas quais
JP = —2¢%|¢|* AP, (1.5)

é 0 4-vetor densidade de corrente.
Porém, antes de avancarmos, consideremos a lei de Gauss relacionada a (1.1). Ela

pode ser escrita na forma (supondo campos independentes do tempo)
0;00 A = —2¢2 |p|* A, (1.6)

na qual j = 1,2 representa somatorio sobre coordenadas espaciais apenas. A partir de
(1.6), notamos ser possivel a escolha do gauge temporal (i.e., A° = 0), dado esta escolha
satisfazer a propria lei de Gauss. Implementada esta escolha, solugoes estaticas serao
caracterizadas pela completa auséncia de campo elétrico.

Como dito, vortices sao configuragoes estaticas possuidoras de simetria rotacional.

Tais configuragoes sao tradicionalmente descritas pelo Ansatz

¢ (r,0) =vg (r)e™, (1.7)
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A(r,0)= —g(a(r) —-n), (1.8)

onde 7 e 6 sao coordenadas polares, n = +1, £2, £3 ... é a vorticidade da configuracao,
e g(r) e a(r) sao fungoes adimensionais.
Via (1.7) e (1.8), (1.3) e (1.4) podem ser reescritas como

d? 1d
d_rg — ;d—j = 2¢*v%g%a, (1.9)

d’q 1dg a%g LdUM

-J 2 J 1.1
dr? + rdr r2 202 dg ’ (1.10)
onde Fy = 0, A, — 0,A, =B e
1 da
B = ——— 1.11
(r) er dr ( )

é 0 campo magnético.

Aqui, (1.9) e (1.10) sao as equagoes de Euler-Lagrange para as fungoes g (r) e a (r). A
partir da resolugao destas equagoes, os campos ¢ (r,0) e A (r, 0) sdo obtidos conforme (1.7)
e (1.8). Porém, antes de resolvermos (1.9) e (1.10), precisamos especificar as condigoes de
contorno a serem impostas sobre as fungoes ¢ (r) e a (7).

Para r — 0, as condicoes de contorno devem evitar o surgimento de configuragoes
dotadas de quaisquer singularidades. Portanto, e tendo em vista (1.7) e (1.8), g (r) e a (r)
devem satisfazer

g(r—0)—=0 e a(r—0)—n. (1.12)

Além disto, as configuracoes resultantes devem ser possuidoras de energia total finita. Tal
imposicao resulta em mais um conjunto de condicoes de contorno, validas para r — oo,
e obtidas via a andlise do tensor de energia-momento proprio a (1.1). No presente caso,

este tensor é dado por
Thp = —FauFﬁu + 20, |¢| 8@ ‘¢| + 262AOCA/3 ‘¢|2 — 77aﬁ£> (1.13)
do qual resulta a densidade de energia (ja escrita a partir de (1.7) e (1.8))

B 1/ 1da\> ,{(dg\> g2a? Mot 2
8(7”):T00—§(5%> +v (<5> +7“_2 + 1 (g —1) . (1.14)

A densidade de energia (1.14) resultard em uma energia total finita quando satisfizer

e (r — 00) — 0. Portanto, as fungoes g (1) e a (r) devem satisfazer

g(r—o00)—=1 e a(r—o0)—0. (1.15)



Finalmente, dadas as condigoes de contorno (1.12) e (1.15), vortices estaticos podem
ser obtidos via a resolu¢do numérica das equagoes de Euler-Lagrange (1.9) e (1.10). Esta
abordagem, mais direta, foi efetivada por Nielsen e Olesen, em 1973 [3]. Porém, poucos
anos mais tarde, Schaposnik e de Vega [11]| obtiveram as mesmas estruturas via uma
abordagem alternativa, mais simples e sofisticada, na qual precisaram resolver apenas
equagoes diferenciais de primeira ordem (ao contrario das equacoes de Euler-Lagrange,
de segunda ordem). No entanto, tais equagoes, denominadas equagoes BPS, apenas sdo
obtidas em um contexto especifico, denominado limite de Bogomol’nyi [9]. Este contexto
e a obtencao de tais equacgoes sao discutidos abaixo.

Consideremos a eletrodinamica de Maxwell-Higgs (1.1). Neste caso, o limite de Bo-
gomol'nyi é definido por \> = 2¢%. Neste limite, a densidade de energia (1.14) pode ser

reescrita como

1/ 1da\> ,{(dg\> ¢2a? vt 2
5(7’)—5(5%> +v ((5> +7 + 5 (g —1) , (1.16)

ou

Desta forma, a energia total E resulta

B 5 1/ 1da 2/ 9 2 2 (dg _ ga ? 2
E:/&:('r’)dr:/ [5 (;%:Fev (g —1)) + v <%:F7) + €pps | A1 > Epps,
(1.20)
na qual
Eiyps = /ebpsd%, (1.21)
e

vida v? d
—F—— 4+ —— 24) . 1.22
Sbps rdr = rdr (g°) (1:22)

Assim, quando g (r) e a (1) satisfizerem



dg ga
4=
dr r’

a configuracao resultante possuird uma energia total minima, E = E,,, dada por (1.21).

(1.24)

As equagoes diferenciais de primera ordem (1.23) e (1.24) sao as equagoes BPS proprias
a eletrodinamica de Maxwell-Higgs (1.1). A partir destas equagoes, é possivel obtermos as
equagoes de Euler-Lagrange (1.9) e (1.10). Assim, verificamos serem as solugdes obtidas
via (1.23) e (1.24), denominadas estados BPS, também solugoes de (1.9) e (1.10), e,
portanto, solugoes legitimas de (1.1). Como dito, tais solu¢oes engendram configuracoes
possuidoras de energia total minima, E = Ej,,, dada por (1.21), e cujo valor pode ser

calculado a partir de (1.12), (1.15) e (1.22)
By = 27r/r5bpsdr =2mv% |n], (1.25)

na qual g4 ¢ dada por (1.22). Assim, notamos ser o valor desta energia total quantizado
conforme a vorticidade n da configuracao em questao.

Antes de procedermos a resolu¢ao numérica das equacoes BPS, verifiquemos a compat-
ibilidade entre estas equagoes e as condigoes de contorno (1.12) e (1.15). Esta verificagao
é efetivada através do processo de lineralizacao das equagoes diferenciais em questao, e
consiste na construcao de versoes aproximadas destas equacoes, validas apenas em deter-
minadas regioes do espaco. A partir da implementacao deste processo, emergem solugoes
analiticas aproximadas para as fun¢oes g (r) e a (r), validas apenas para r — 0 e r — o0.
Este procedimento pode ser aplicado a todos os casos apresentados neste trabalho (inclu-
sive os generalizados). Porém, por simplicidade, serd abordado apenas aqui, a titulo de
ilustracao.

Tomemos o limite » — 0. Neste limite, vale a aproximacgao
g(r)=dg(r) e a(r)=n-—da(r), (1.26)
na qual dg (r) e da (r) satisfazem as condigoes de contorno
dg(r—-0)—=0 e Jda(r—0)—0. (1.27)

Neste caso, as equagoes BPS (1.23) e (1.24) podem ser reescritas em termos das fungoes

dg (r) e da (r) (considerando apenas contribuigoes lineares em )

d
géa = +ev?r, (1.28)



—0g = +tn—, (1.29)
r

a partir das quais emergem as solugoes (compativeis com (1.27), G é uma constante real)

e?v?
S(r) =Gl e dar) = 500, (1.30)
e
e2v?
g(r)=Grl" e a(r)=nT - 2. (1.31)

Como sabemos, em r — 0, as condi¢oes de contorno devem evitar o surgimento de
configuragoes possuidoras de quaisquer singularidades. Neste sentido, as solugoes (1.31),
validas justamente em r — 0, por satisfazerem tais condigoes, reforcam a compatibilidade
entre as equagoes BPS (1.23) e (1.24), e as condigoes de contorno (1.12) e (1.15).

De maneira analoga, no limite » — 0o, usamos a aproximagao
gr)y=1—0dg(r) e a(r)=da(r). (1.32)
na qual dg (r) e da (1) satisfazem
dg(r ->o00) =0 e da(r—o0)—0. (1.33)

Agora, as equagoes BPS resultam (novamente, considerando apenas contribuigoes lineares

em 0)
1d

_— — 2,2

rdr(sa F2e vdg, (1.34)
d da
—§qg = T— 1.

a partir das quais obtemos

1 \/§evr
dg (r) = pvm da(r) ==+ eor (1.36)

1 V2evr

g(r)y~1-— e e a(r)==+ e (1.37)

compativeis com ¢ (r — o0) — 0, como esperado.

Utilizando estes resultados, podemos construir solucoes aproximadas para, por exem-
plo, o campo magnético B (r) (1.11) e a densidade de energia ¢ (r) (1.22), validas em seus
respectivos limites. Ainda assim, para valores intermediarios da variavel r, a resolugao

numérica das equacoes BPS faz-se necessaria.
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Todas as configuracoes descritas neste trabalho sao topologicas, ou seja, possuem carga
topdlogica Qr diferente de zero. Além disso, a energia de uma dada configuracao BPS
deve ser diretamente proporcional & carga topologica desta mesma configuracao, ou seja,
deve valer E = Ej); o< Q. Assim, no intuito de melhor caracterizarmos as configuragoes

aqui descritas, introduzimos a definicao de densidade de corrente topologica JH
T = "0, Ag, (1.38)

na qual e#? & o tensor de Levi-Civita (¢°'? = +1). Desta forma, a densidade de carga
topdlogica qr é dada por

qr = J° = 0, Ay — 9,A, = B, (1.39)

a partir da qual obtemos uma expressao geral para a carga topologica ()7 de uma dada
configuragao

Qr = /quQr = /Bd%« = dp. (1.40)

Aqui, ®p representa o fluxo do campo magnético B. Em particular, para configuracoes
descritas pelo Ansatz (1.7) e (1.8), a carga topologica pode ser calculada a partir das

condicoes de contorno (1.12) e (1.15)

Qr = dp = —. (1.41)
Portanto, a energia total das configura¢oes BPS obtidas via (1.23) e (1.24) resulta

Eyps = ev® Q1] (1.42)

a partir da qual notamos ser esta energia diretamente proporcional a carga topologica
das configuracoes em questao, como esperado. Por fim, enfatizemos o fato de nao so a
carga topologica ()7, mas também o fluxo do campo magnético ®p, serem quantizados
conforme o valor de n.

Abaixo, apresentamos as solugoes numéricas para g (r) e a(r) obtidas a partir de
(1.23) e (1.24), conforme as condi¢oes de contorno (1.12) e (1.15). Por simplicidade,
implementamos e = v = 1, mas diferentes valores de n. Além disso, constam também
solugbes para o campo magnético B (1) (dado por (1.11)) e para a densidade de energia

evps (dada por (1.22)).
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1.2 Solugoes numéricas: Maxwell-Higgs.

Abaixo, constam solu¢oes obtidas via o tratamento numérico das equagoes (1.23) e (1.24).
Todas as solugoes foram construidas a partir de (1.12) e (1.15), e descrevem configuracoes
BPS possuidoras de vorticidade n = 1 (curva preta solida), n = 3 (curva azul ponto-
tracejada) e n = 5 (curva vermelha tracejada). Além disso, por simplicidade, utilizou-se

e=v=1.

Figura 1.1: Solu¢oes numéricas para a (1), para n = 1 (curva preta solida), n = 3 (curva

azul ponto-tracejada) e n = 5 (curva vermelha tracejada).

A Figura 1.1 mostra as solugoes numéricas obtidas para a (r). Em geral, este campo
atinge seu valor méaximo (igual & n) quando r = 0 (conforme (1.12)). A partir disto, a ()
decresce monotonicamente, tornando-se nula no limite r — oo (conforme (1.15)).

A Figura 1.2 mostra as solugbes para ¢ (r). Conforme (1.12) e (1.15), os valores
maximo e minimo engendrados por este campo nao dependem da vorticidade n. Assim,
em r = 0, todas estas solugoes engendram valor nulo. A partir disto, todas elas crescem
monotonicamente ao mesmo valor méaximo (igual a 1, conforme (1.15)). Além disso,
solucoes de maior vorticidade possuem maiores comprimentos caracteristicos.

As solugoes numéricas para a densidade de energia das configuracoes BPS (g4, dada
por (1.22)) sdo mostradas na Figura 1.3. Para n = 1, g, atinge seu valor maximo quando

r = 0, a partir do qual decresce monotonicamente, até tornar-se nula no limite » — oo.

12



g(r)

Figura 1.2: Solu¢oes numéricas para g (r). Convengoes conforme a Fig.1.1.

Figura 1.3: Solucoes numéricas para ep,s. Convencgoes conforme a Fig.1.1.
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Por outro lado, para n = 3 e n = 5, g5 engendra valor maximo quando r = R, onde R
é algum valor finito. Tradicionalmente, R é dito representar o "raio"da solucao. Assim,
as solucoes de maior vorticidade exibem os maiores raios. Além disso, aparentemente,
vale epps (r =0, =3) = epps (r =0,n =5). Em todos os casos, epps — 0 para r — oo,

conforme as condic¢oes de contorno.

14

0.8
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B(r)

0.4

0.24

Figura 1.4: Solugdes numéricas para B (r). Convengoes conforme a Fig.1.1.

A Figura 1.4 mostra solugoes para o campo magnético B (r) (dado por (1.11)). Todas
as solucoes exibem as mesmas caracteristicas gerais: para r = 0, todas elas atingem um
mesmo valor maximo, a partir do qual decrescem monotonicamente, tornando-se nulas no
limite r — oo. Novamente, os comprimentos caracteristicos sao tao maiores quanto maior

o valor da vorticidade n.

1.3 Vortices BPS: Chern-Simons-Higgs.

A eletrodinamica de Chern-Simons-Higgs é, por definicao, uma teoria planar. Ela é

definida pela densidade de lagrangeana

k
Log = Ze“”pAuFl,p + X —Ucs (|9]), (1.43)
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na qual k£ é uma constante de acoplamento. Aqui, F,,, X e D,¢ = 0,0 + ieA,¢ sao

definidos como no caso anterior. Além disso, o potencial Ucs (|¢|) é dado por

A2 9 9\ 2
Uos (191) = - 16F (16l — v)” (1.44)

a partir da qual notamos ser A uma constante de acoplamento adimensional.

Via (1.44), verifica-se ser a eletrodinamica de Chern-Simons-Higgs possuidora de dois
vacuos distintos: o primeiro, um vacuo simétrico, ocorre quando |¢p| = 0 (Ucs (|¢| = 0) = 0);
ja o segundo, um vacuo assimétrico, ocorre para |¢| = v (Ucs (|¢| = v) =0). Neste
caso, como no anterior, apenas o vacuo assimétrico engrenda a formagao de configuragoes
topologicas (i.e., caracterizadas por Qr # 0).

Implementemos as tranformagoes de escala apresentadas anteriormente, definidas a
partir do parametro de massa M. Além destas, implementemos também k& — Mk. Neste
caso, resulta Log — M3L, na qual £ ¢ uma densidade de lagrangeana completamente
adimensional, com a mesma forma funcional de Log. Como resultado, o modelo (1.43)
passa a ser descrito por £, e nao mais por Lcg.

As equagoes de Euler-Lagrange sao

k
3" Fua = 7, (1.45)

1dUcs
2 dlg|’

nas quais o 4-vetor densidade de corrente J” é dado por (1.5).

8,0" 16| — *A, A || = - (1.46)

Agora, consideremos a lei de Gauss propria a (1.43) (supondo campos independentes

do tempo)
kB = 2¢%|¢|> A, (1.47)

a partir da qual notamos nao ser mais possivel a escolha do gauge temporal, dado este
nao mais satisfazer a propria lei de Gauss. Portanto, no presente caso, solucoes estaticas
exibirao nao somente campo magnético nao-nulo, mas também campo elétrico nao-nulo.
De fato, a impossibilidade de escolhermos o gauge temporal é uma caracteristica geral aos
modelos de Chern-Simons.

Por se tratarem de estruturas planares possuidoras de simetria rotacional, vortices
estaticos sao sempre descritos por (1.7) e (1.8). Portanto, (1.45) e (1.46) podem ser
reescritas na forma

d*a  lda 5 _ydadg qotet

a2 rdr Y wrar T k29 (1.48)
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2 1 2 2k2g73 (1da\> 1
ngr dg a’g  2k%g (@) 1 dUcs (1.49)

drz " rdr r2 8uvtet \rdr 202 dg ’
nas quais implementamos também a lei de Gauss (1.47).

As equagoes (1.48) e (1.49) sao as equacoes de Euler-Lagrange para as fungdes estéticas
g (r) e a(r). Resolvidas estas equagoes, os campos ¢ (r,0) e A (r,0) sdo obtidos conforme
(1.7) e (1.8). A partir destes campos, podemos obter também os campos magnético B (1)
(dado por (1.11)), o campo A°(r) (via (1.47)) e, finalmente, o campo elétrico E (r) =
—d, A°.

No entanto, antes de resolvermos (1.9) e (1.10), devemos especificar condigbes de
contorno satisfeitas por g (r) e a (r). Novamente, estas fun¢oes devem engendrar config-
uragoes estaticas livres de quaisquer divergéncias. Portanto, g (r) e a (r) devem, também
neste caso, satisfazer (1.12). Além disso, como no caso anterior, tais configuragoes devem
possuir energia total finita. Logo, consideremos o tensor de energia-momento referente a

densidade de lagrangeana (1.43). Este tensor é dado por

Ty =2 (3,\ 91, || + 6214/\14;7 |¢|2) — MpLntops (1.50)

onde

Entop =X — UCS <|¢|> ) (151)

com Ucs (|¢|) dado por (1.44). Logo, a densidade de energia pode ser escrita na forma

(ja a partir de (1.7) e (1.8))

k2 1 da\> 9 dg 2 a’g? A8, 2
=— | —— — —1)". 1.52
e (r) 42t (rg dr) Tt <<dr) + 72 + 4 g (g ) (1.52)

Também neste caso, (1.52) resultara em uma energia total finita quando satisfizer € (r — oc0) —

0. Para isto, g () e a(r) devem, também neste caso, satisfazer (1.15).

A partir de (1.12) e (1.15), vortices estaticos sao obtidos via a resolugdo numérica
de (1.48) e (1.49). Porém, como antes, ao invés de lidarmos diretamente com estas
equacoes de segunda ordem, busquemos pelas equacgoes BPS relacionadas a eletrodinamica
de Chern-Simons-Higgs (1.43). Originalmente, estas equagoes foram obtidas, separada-
mente, por Jackiw e Weinberg [12], e por Hong, Kim e Pac [13].

O limite de Bogomol’nyi da eletrodinamica de Chern-Simons-Higgs é definido por

A2 = 4e* /k?. Neste limite, a densidade de energia (1.52) pode ser reescrita como

k2 1 da\” 9 dg 2 a’g? et 5, 2
=— | —— — —_— —1)". 1.
e(r) Y (ngr) + v <(dr) +— | = (¢* —1) (1.53)
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ou

k2 1 da 2e30* 2 d ag\> v2da 02 d
()= gz (o 7o D) o (E3%) F LR 20 ().

- 402e2g2 \ er dr dr ~ r rdr rdr
(1.54)
Portanto, a energia total £ resulta
k? 1 da _ 2e30* 2 dg ag 2
E = = 2 2 1 2 7J -J . d2 > B <
/[41}26292 <e7“dr:F [ (g )) v <dr:F r> e "= Fos:
(1.55)
onde
Ebps = /gbpsdQT; (156)

vida ' d ,,
Ebps = :F?% + 7% (g Cl) . (157)

Logo, quando as fun¢oes g (r) e a (r) satisfizerem

1da 2¢etv?
e
dg ga

a configuracao estatica exibird uma energia total minima, F = Ej,,, dada por (1.56).

As equacoes (1.58) e (1.59) sao as equagdes BPS relacionadas a eletrodinamica de
Chern-Simons-Higgs (1.43). Naturalmente, através da manipulagdo destas equagoes, é
possivel obtermos as equagoes de Euler-Lagrange (1.48) e (1.49). Desta forma, os estados
BPS (i.e., as solugoes obtidas via (1.58) e (1.59)) s@o solugoes de (1.48) e (1.49), e, por
conseguinte, solu¢oes legitimas de (1.43). Tais estados representam configuragoes estaticas
possuidoras de uma energia total minima, £ = Ej,, dada por (1.56), e cujo valor pode

ser calculado a partir das condiges de contorno (1.12) e (1.15). Este célculo resulta
Eyps = 27r/r6bpsdr = 27m0% |n], (1.60)

onde g5 ¢ dada por (1.57), e n é a vorticidade da configuracdo em questao. Portanto,
também mneste caso, o valor da energia total minima Ep,, resulta quantizado. E interes-
sante o fato de ser este valor exatamente igual ao obtido no contexto da eletrodinamica

de Maxwell-Higgs (1.1); ver (1.25). Por conseguinte, configuragdes BPS obtidas a partir
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da eletrodinamica de Chern-Simons-Higgs possuem a mesma energia total daquelas obti-
das a partir da eletrodinamica de Maxwell-Higgs (supondo possuirem também a mesma
vorticidade).

As equagoes (1.58) e (1.59) descrevem configuragoes BPS topologicas, i.e., possuidoras
de uma carga topologica ()7 nao-nula, para as quais, como ja sabemos, deve valer £ =
Eyps o Qr. Novamente, utilizemos a densidade de corrente topologica (1.38), a partir da
qual resulta a densidade de carga topologica (1.39). Desta forma, dado serem as condic¢oes
de contorno as mesmas do caso anterior, a carga topologica ()7 resulta igual & dada por
(1.40). Logo, a energia total das configuragoes BPS obtidas a partir de (1.58) e (1.59)
pode ser reescrita como

Ebps = 6U2 |QT| ) (161)

exatamente como no caso anterior.

Abaixo, apresentamos as solu¢oes numéricas obtidas a partir de (1.58) e (1.59), con-
forme (1.12) e (1.15), para diferentes valores de n. Também neste caso, usamos e = v = 1,
alem de k = 1. Como antes, constam também solug¢oes para o campo magnético B (r)
(dado por (1.11)), para o campo elétrico E (r) = —d,. A" e para a densidade de energia
Ebps (neste caso, dada por (1.57)).

1.4 Solucgoes numéricas: Chern-Simons-Higgs.

Abaixo, constam algumas solugoes numéricas obtida a partir de (1.58) e (1.59). Também
neste caso, tais solugoes satisfazem as condigoes de contorno (1.12) e (1.15). Novamente,
a curva preta solida representa a configuracao com vorticidade n = 1, a curva azul ponto-
tracejada representa a configuracao com vorticidade n = 3 e a curva vermelha tracejada
representa a configuracao com vorticidade n = 5. Por simplicidade, implementou-se
e=v=1,alémde k£ =1.

A Figura 1.5 mostra as solugoes para a (r). Como antes, este campo atinge seu valor
méaximo (igual & n) quando r = 0, a partir do qual a(r) decresce monotonicamente,
tornando-se nula no limite r» — oo.

A Figura 1.6 mostra as solugdes numéricas obtidas para g (r). Novamente, os valores

méaximo e minimo engendrados por este campo nao dependem da vorticidade n. Para,
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Figura 1.5: Solugbes numéricas para a (1), para n = 1 (curva preta solida), n = 3 (curva

azul ponto-tracejada) e n =5 (curva vermelha tracejada).

g(r)

Figura 1.6: Solugbes numéricas para g (r). Convengoes conforme a Fig.1.5.
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r = 0, a funcao g (r) engendra valor nulo. A partir disto, ela cresce monotonicamente
ao seu valor maximo. Como antes, as solucoes de maior vorticidade possuem os maiores

comprimentos caracteristicos.

B(r)

Figura 1.7: Solugoes numéricas para B (r). Convengoes conforme a Fig.1.5.

As solugoes obtidas para o campo magnético B (r) sdo mostradas na Figura 1.7. Em
geral, este campo engendra seu valor méximo para » = R, onde R é algum valor finito,
o "raio"da solucao. Assim, configuracoes de maior vorticidade possuem os maiores raios.
Por outro lado, os respectivos valores maximos parecem nao depender de n. Em todos os
casos, B(r=0)=0e B(r — oo) = 0.

A Figura 1.8 exibe solugoes para o campo elétrico E (r) = —d, A°. Assim como B (r),
E (r) atinge seu valor maximo quando r = R, sendo o raio R de uma dada configuragao
tao maior quanto maior o valor da vorticidade desta mesma configuracao. Agora, porém,
os respectivos valores maximos parecem depender do valor de n. Novamente, em todos
os casos, ocorre E (r=0)=0e E(r — oc0) — 0.

Finalmente, as solu¢oes numéricas para a densidade de energia e, (dada por (1.57))
sao mostradas na Figura 1.9. Em todos os casos, ep,s atinge seu valor maximo para
r = R, sendo as solucoes de maior vorticidade possuidoras dos maiores raios. Paran = 1,

Ebps (1 = 0) assume valor nao-nulo. Contudo, €pps (1 = 0,1 = 3) = €pps (r =0,n =5) = 0.
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Figura 1.8: Solug¢oes numéricas para F (r). Convengoes conforme a Fig.1.5.

bps

Figura 1.9: Solucoes numéricas para ep,s. Convencgoes conforme a Fig.1.5.
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1.5 Vortices BPS: Maxwell-Chern-Simons-Higgs.

A obtencao de vortices estaticos via equacoes BPS é factivel mesmo na presenca si-
multanea dos termos de Maxwell, F,, ['*”, e de Chern-Simons, €¢**?A,F,,. Neste caso,
aléem do campo de Higgs ¢ (z#), é necessaria a introdu¢ao de um outro campo escalar,

agora real, N (z#). A densidade de lagrangeana resultante é

1 k 1
Liyics = _ZFWFW — ZGW’JAMFW + X + 58“]\78“]\7 — Unes (|6], N), (1.62)

na qual, novamente, F,,, X e D,¢ sdo definidos como antes. Agora, o potencial Upcs (@], N)
depende nao apenas do campo escalar complexo ¢ (z*), mas também de N (z#). Este po-

tencial é dado por

(e\q§]2+kN—ev2)2+62N2\¢\2, (1.63)

DN —

Uncs (|¢|,N) =

a partir do qual notamos ser a eletrodinamica de Maxwell-Chern-Simons-Higgs (MCS-
Higgs) (1.62) possuidora de dois vacuos distintos: o vacuo simétrico ocorre para |¢p| = 0
e N =ev?/k (Uycs (|¢] =0, N = ev?/k) = 0), e o vacuo assimétrico ocorre para |¢| = v
e N =0 (Uyes (|¢] =v, N =0) =0). Também neste caso, apenas o vacuo assimétrico
engendra a formagao de configuragoes topologicas estaticas (Qr # 0).

Implementemos as transformacoes de escala definidas anteriormente. Além destas,
utilizemos N — MY2N. Neste caso, resulta Lycs — M3L, sendo £ uma densidade de
lagrangeana completamente adimensional, com a mesma forma funcional de L£,;cs.

As equacgdes de Euler-Lagrange adimensionais sao

k
0, M — §ep’“’Fu,, =J?, (1.64)
1 0Uncs
0,0" |p| — 2A, A" |p| = —= , 1.65
016 = A4 o] = —3 S (1.65)
OUnics
9,0"'N = — 1.
14 aN ) ( 66)
a partir das quais emerge a lei de Gauss para campos estaticos
9;0° A° 4 2¢2 |p)* A° = —kB. (1.67)

Novamente, por conta da presenga do termo de Chern-Simons em (1.62), notamos nao ser
possivel a implementacao do gauge temporal. Portanto, também neste caso, configuracoes

estaticas possuirao campos elétrico e magnético nao-nulos.
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Agora, no intuito de descrevermos os campos ¢ (z*) e A (z#), usemos os Ansatz (1.7)

e (1.8). Além destes, implementemos
N (r,0) = FA (r). (1.68)

Neste caso, (1.64), (1.65) e (1.66) podem ser reescritas como
d?A°  1dA° k da

1 _ 9,22 20 N ad
dr? + r dr 2e0°g ATF er dr’ (1.69)
d’a 1lda dA°
22 _ -2 _—9 2,2 2 + )
dr?2  rdr cuglatchr dr’ (1.70)
d? 1d a’®
ot~ = oy (FRA e (g7~ 1)) (171)
onde
1 da 0 2 (2
— = (FEA? +v%e (¢* —1)). (1.72)

Neste caso, dado o Ansatz (1.68), a coeréncia entre (1.66) e (1.67) é preservada pelo
vinculo (1.72). Além disso, como veremos, este vinculo emerge naturalmente como uma
das equagoes BPS proprias a (1.62).

Também neste caso, g (r) e a(r) devem satisfazer (1.12) e (1.15). Além disso, A° (r)
deve satisfazer

Ay(r—=0) =0 e A°(r— o0) =0, (1.73)

onde Ay = dA°/dr.

Finalmente, (1.69), (1.70) e (1.71) podem ser solucionadas via (1.12), (1.15) e (1.73).
Porém, como antes, investiguemos a existéncia de estados BPS proprios a (1.62). Para

isso, consideremos o tensor de energia-momento. Este tensor é dado por
T\, = —F\, F,' +2 (8A |6 0, || + eQA,\Ap |gz5|2) + OANO,N — 0\, L, (1.74)

onde

1 1
Lo =~ FuF" + X + 50,NO"N — Upres (1], V). (1.75)

A densidade de energia, ja escrita a partir de (1.7) e (1.8), resulta

1/ 1da\> 1 [/dA\?> 1 [/dN\* [ [dg\> a3¢> -
=5\ o S\ 7 S\ o — — A2+ U. (1.
€ 2(€T’d7”> +2<dr)+2(dr) +v (dr) + 2 +e v Agg +U. (1.76)

Agora, a partir de (1.68), notamos ser possivel reescrever (1.76) como

coL(Lde e (2o 1)) et (D)
2 \erdr g dr r
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2d 2d 1d dA®
:Fv__a + == (9%a) + dr (’FAO—) ; (1.77)

r dr r dr

na qual utilizamos também a lei de Gauss (1.69). Desta forma, a energia total E resulta

1/ 1 da ? dg _ag\’
e | [5 (o 7 rat e e =) w0t (G 5F) om| 2 B
(1.78)
onde
Ebps = \/gbpsd%n; (179)
e
vida  v? d 1d dA°®
s=F——+ —— (¢? —— (rA"— ). 1.80
“op $7“al7“ rdr(ga)+rdr(r dr) (1.80)
Portanto, quando ¢ (r) e a (r) satisfizerem
1 da
—— =% (FLA® + 0% (9* - 1)), (1.81)
e
dg ga
— =4= 1.82
dr r’ (1.82)

a configuracao estatica resultante possuird uma energia total mimina, £ = Ey,,, dada por
(1.79).

As equacoes (1.81) e (1.82) sao as equagoes BPS proprias a eletrodinamica de Maxwell-
Chern-Simons-Higgs (1.62) [14,15]. Neste caso, os estados BPS sao obtidos via a resolucao
numérica simultanea destas equagdes e da lei de Gauss (1.69). Como em todos os casos
anteriores, tais estados, além de serem também solucoes das respectivas equagoes de Euler-
Lagrange, engendram solugoes possuidoras de uma energia total minima Fy,, dada por

(conforme as condigbes de contorno (1.12), (1.15) e (1.73))
By = 27 / reppsdr = 2mv? |n| (1.83)

onde &5 ¢ dada por (1.80). O valor desta energia minima, além de quantizado e igual

aos obtidos nos contextos anteriores, pode ainda ser relacionado a carga topologica Qr
Eys = ev? Q7| (1.84)

exatamente como nos casos ja discutidos.

Abaixo, constam algumas solugoes numeéricas obtidas a partir de (1.69), (1.81) e (1.82),
para diferentes valores de n, conforme (1.12), (1.15) e (1.73). Constam também solu¢oes
para o campo magnético B (r), para o campo elétrico E (r) e para a densidade de energia

Epps- Como antes, usamos e =v =k = 1.
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1.6 Solugoes numéricas: Maxwell-Chern-Simons-Higgs.

Abaixo, apresentamos as solugoes obtidas via (1.69), (1.81) e (1.82), para diferentes val-
ores de n, conforme (1.12), (1.15) e (1.73). Também neste caso, a configura¢do com
vorticidade n = 1 é descrita pela curva preta solida, a configuracao com vorticidade n = 3
é representada pela curva azul ponto-tracejada, e a configuracao com vorticidade n = 5
é representada pela curva vermelha tracejada. Constam também as respectivas solucoes
para os campos elétrico e magnético, e para a densidade de energia &,,. Por simplicidade,

implementamos e =v =k = 1.

5

Figura 1.10: Solugoes numéricas para a (r), para n = 1 (curva preta solida), n = 3 (curva

azul ponto-tracejada) e n =5 (curva vermelha tracejada).

A figuras 1.10 e 1.11 mostram as solugbes numéricas obtidas para a (r) e g (r), respec-
tivamente. Estas solucoes exibem as mesmas caracteristicas gerais ja discutidas anterior-
mente. Passemos, portanto, as proximas figuras.

A Figura 1.12 mostra solug¢oes para o campo magnético B (r). Neste caso, nota-se a
ocorréncia de um comportamento peculiar, quase dibio: para n = 1, o campo B (r) se
comporta como o observado no contexto da eletrodinamica de Maxwell-Higgs: para r = 0,
B (r) atinge seu valor maximo, a partir do qual decresce monotonicamente, tornando-se
nulo no limite » — oo; por outro lado, para n = 3 e n = 5, o campo magnético se

comporta como aquele obtido no contexto da eletrodinamica de Chern-Simons-Higgs:
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g(r)

12 14

Figura 1.11: Solugbes numéricas para ¢ (r). Convengoes conforme a Fig.1.10.

engendra valor maximo para r = R, enquanto B (r — oo) — 0.

As solu¢oes numéricas obtidas para o campo elétrico £ (r) sao mostradas na Figura
1.13. Em geral, estas solugoes exibem as mesmas caracteristicas gerais ja observadas
no contexto da eletrodinamica de Chern-Simons-Higgs. Porém, vale uma ressalva: ao
contrario do caso anterior, no qual as solu¢oes de maior vorticidade engendram os menores
valores maximos, no presente caso, as configuracoes de maior vorticidade engendram
as maiores amplitudes. Contudo, em ambos os casos, as solu¢oes de maior vorticidade
possuem os maiores raios.

A Figura 1.14 exibe as solugoes para a densidade de energia ep,s. As solucoes obtidas
possuem o mesmo comportamento engendrado pelo campo magnético: para r = 0, €y
atinge um valor méximo, a partir do qual decresce monotonicamente, anulando-se para
r — 00; paran = 3 e n = 5, as repectivas solugoes engendram seus valores maximos para

r = R, com &pys (r — 00) — 0.
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0.5

0.4+

B(r) 0.3

0.24

0.14

Figura 1.12: Soluges numéricas para B (r). Convengoes conforme a Fig.1.10.

0.25-
0.20-
0.15-

E(r)

0.10

0.057] |

Figura 1.13: Solugbes numéricas para F (r). Convengoes conforme a Fig.1.10.
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bps

Figura 1.14: Solugoes numéricas para €y,s. Convencoes conforme a Fig.1.10.
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Capitulo 2

Vortices generalizados 1.

Neste Capitulo, apresentamos um primeiro modelo generalizado. Este modelo é obtido
a partir de uma alteracao imposta sobre a densidade de lagrangeana (1.1) [24]. Neste caso,
infelizmente, tal alteracao nao permite a ocorréncia de equacoes BPS. Ainda assim, vor-
tices estaticos podem ser obtidos a partir da resolucao numérica das respectivas equacoes
de Euler-Lagrange. Para tanto, usaremos as condig¢oes de contorno (1.12) e (1.15), dado

serem tais condicoes validas também no contexto generalizado.

2.1 Modelo generalizado I.

Apresentemos um primeiro modelo generalizado. Ele é descrito pela densidade de la-
grangeana

£y = —EFWF‘“’ K (X)—U(4]), (2.1)

na qual F,,, X e D, ¢ sao definidos como nos casos anteriores. Aqui, K (X) ¢ uma fungao
arbitraria de X = |D,¢|*, para a qual vale dim K = 3. Além disso, o potencial U (|¢])
também é suposto arbitrario.

Como antes, introduzimos o parametro de massa M proprio do modelo generalizado
(2.1), a partir do qual implementemos as transformagoes de escala: z# — M 'z ¢ —
MY2p, AF — MY2A" e e — M'?e. Assim, obtemos U — M3U, K — M3K e L, —

M3L, sendo £ uma densidade de lagrangeana completamente adimensional.
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As solugoes estaticas sao obtidas a partir das respectivas equacoes de Euler-Lagrange

generalizadas. Tais equacoes sao

OuFH = JH, (2.2)
oU
KxD,D"¢ + KxxD,¢0"X = s (2.3)
nas quais
J, =ie (¢D,dp — ¢D,¢) Kx (2.4)

é o 4-vetor densidade de corrente generalizado. Aqui, Kx = dK/dX e Kxx = d*K/dX*.
Em geral, tais equagoes sao validas para quaisquer fungoes K (X) e U (|¢]).
Antes de continuarmos, escrevemos a lei de Gauss generalizada (supondo campos

estaticos)

V2A° = 2¢% |¢” A°K x, (2.5)

a partir da qual notamos ser possivel, também no caso generalizado, a implementacao
do gauge temporal A’ = 0. Portanto, apesar da generalizacio introduzida via a funcio
K (X), também as configuragoes estaticas generalizadas, como as usuais, serao caracteri-
zadas pelas auséncia de campo elétrico.

A partir de agora, buscamos por configuracoes generalizadas estaticas possuidoras de
simetria rotacional. Para tanto, utilizemos os Ansatz usuais (1.7) e (1.8). Além disto,

suponhamos um modelo definido por

K(X)=X—aX? (2.6)
vl = (147 (o - )’ 1)

Aqui, a e 8 sdo constantes reais, nao-negativas e adimensionais. Neste caso, as equagoes

de Euler-Lagrange (2.2) e (2.3) podem ser reescritas como

d? 1d

d—;; — ;d—j — 4ae*v*G (g, a) = 2e*v%g%a, (2.8)
d’g  1ldg d’g A2 33
CI9 429 TI 4 om?G - 1+ 22 (g* - 9.
dr2+7’dr 7’2+ Gz (g,a) 2 ( +2>(g g), (2.9)

nas quais G1 (g,a) e Gs (g, a) sao dadas por
dg 2 4,3
_ 2
Gi(g,a) =g°a (5) e (2.10)



1 (dg\*® dg\°> d®9  ¢*a®d?q agdg [ dg da ga gat
— - (X ) =22 A e A e AT, Pl Al IO el
G2 (9,0) r (dr) 3 (dr) dr? 2 a2 2 ar \Vdr +g

dr r rd
(2.11)

As equagoes (2.8) e (2.9) sao as equagoes de Euler-Lagrange para as fungoes g (r) e
a(r). Para a = = 0, estas equagoes resultam em (1.9) e (1.10), i.e., a teoria general-
izada (2.6)-(2.7) resulta na usual (1.1)-(1.2). Por outro lado, para qualquer a nao-nulo,
além da nao-linearidade introduzida pelo potencial U (|¢|) (2.7) (presente mesmo para
f = 0), também estardo presentes aquelas causadas pelas fungoes G1 (g,a) e Ga (g, a),
ambas extremamente ndo-lineares; ver (2.10) e (2.11). Neste caso, mesmo a resolugao
numérica das equagoes (2.8)-(2.9) constitui tarefa dificil, e a obtencao de equagdes BPS
generalizadas seria de grande utilidade. Porém, como afirmamos abaixo, a obtencao de
equagoes BPS proprias ao modelo (2.6)-(2.7) nao é possivel.

Agora, no intuito de resolvermos (2.8) e (2.9), busquemos as condi¢oes de contorno
satisfeitas pelos campos g (r) e a (r). Como antes, tais condi¢oes devem evitar configu-
ragoes possuidoras de quaisquer divergéncias. Portanto, para r = 0 e dados (1.7) e (1.8),
g (r) e a(r) devem, também no caso generalizado, satisfazer (1.12). Além disso, como nos
casos anteriores, as configuracoes generalizadas resultantes devem possuir energia total
finita. Assim, consideremos o tensor de energia-momento generalizado. Ele é dado por

(expressao valida para qualquer K (X))
Ty = —FuuF,® + 2KxD,pé Dyt — 1L, (2.12)

a partir da qual calculamos a densidade de energia generalizada

1/ 1da\> ,f(dg\> ¢2a?
5—5(55) v ((d_) o

9 2
+an? (( ) + 9232> + Azfl (1 + %) (2 —1)°, (2.13)

”
ja reescrita a partir de (1.7), (1.8), (2.6) e (2.7). Agora, devemos implementar € (1 — c0) —

&

0. Assim, as fungées g (r) e a(r) devem, também no caso generalizado, satisfazer as as
condigbes de contorno dadas por (1.15). Em suma, mesmo na presenga da generalizagao
introduzida via a fungao K (X), as fungoes ¢ (r) e a (r) devem satisfazer exatamente as
mesmas condicoes de contorno obtidas no contexto da teoria usual.

Finalmente, a partir da densidade de energia generalizada (2.13), verifica-se nao ser

possivel a obtencao de equagoes BPS e, por conseguinte, de estados BPS generalizados
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proprios ao modelo (2.6)-(2.7). Portanto, precisaremos lidar diretamente com as equagoes
(2.8) e (2.9). Abaixo, constam algumas solu¢oes numeéricas para g (r) e a (r) obtidas a
partir de (2.8) e (2.9). Além destas, constam também soluc¢oes para o campos magnético
B (r) e densidade de energia ¢ (2.13). Todas as solugbes satisfazem as condigbes de

contorno (1.12) e (1.15).

2.2 Solucoes numéricas I.

A partir de agora, apresentamos algumas solugoes para as fungoes g (r) e a(r). Tais
solucoes foram obtidas a partir do tratamento numérico das equagoes de Euler-Lagrange
generalizadas (2.8) e (2.9). Para tanto, utilizamos as condi¢des de contorno (1.12) e (1.15),
e diferentes valores para o e 3. Além disso, implementemos e = v =n = 1 e \2 = 2.

Neste caso, (2.8) e (2.9) resultam

d?>a lda

— - _4 — 92 .

7z g~ daGi(g.a) =2¢a, (2.14)
d*’q 1dg a%g 3 .
— 42— 42 =(1+2 — ). 2.1
dr?  rdr 72 206> (9,0) ( + 26> (g g) (2.15)

Além das solugoes para g (r) e a(r), constam também as solugoes para a densidade

de energia (2.13)

2
1 (1da\” dg 2 g%a® dg 2 g%a®
5—5(;5) +(5) o (d_) =

e para o campo magnético B (r)

B(r) = —%%. (2.17)

Por enquanto, facamos, por simplicidade 5 = 0. Neste caso, a convencao utilizada é:
a curva preta solida representa as configuragoes para as quais v = 0 (caso usual), a curva
azul ponto-tracejada representa as configuracoes para as quais a = 10 e a curva vermelha
tracejada representa as configuragoes para as quais a = 40.

A Figura 2.1 mostra solugoes numéricas para a (r). Em todos os casos, esta funcao
engendra seu valor maximo para r = 0, a partir do qual a () decresce monotonicamente,
tornando-se nula para r — oco. Em particular, quanto maior o valor de «, menor o

comprimento caracteristico da solugao resultante.
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a(r)

Figura 2.1: Solu¢oes numéricas para a (1), para § = 0 e a = 0 (caso usual, curva preta
solida), 5 = 0 e a = 10 (curva azul ponto-tracejada), e f = 0 e a« = 40 (curva vermelha

tracejada).

g(r)

Figura 2.2: Solugoes numéricas para g (r). Convengoes conforme a Fig.2.1.
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A Figura 2.2 mostra as solugoes para ¢ (r). Novamente, todas as solugdes engendram
as mesmas caracteristicas gerais. Porém, ao contrario das solugdes para a (1), os maiores

valores de o correspondem aos maiores comprimentos caracteristicos.

B(r)

Figura 2.3: Solugoes numéricas para B (r). Convengoes conforme a Fig.2.1.

As solugbes numéricas para o campo magnético B (r) sdo mostradas na Figura 2.3.
Neste caso, além de variacdes nos comprimentos caracteristicos, ocorrem também vari-
acoes nos valores maximos das solucoes: quanto maior o valor de a para uma dada
solucao, tanto maior a amplitude, mas tanto menor o comprimento caracteristico desta
mesma solu¢ao. Ainda assim, todas as solugoes exibem o mesmo comportamento: para
r = 0, todas elas atingem seus respectivos valores maximos, a partir do qual decrescem
monotonicamente, satisfazendo B (r — co) — 0.

A Figura 2.4 mostra as solugoes numéricas para a densidade de energia (). Inde-
pendente do valor de «, todas elas engendram um mesmo comportamento, ja enunciado
no paragrafo anterior. Também neste caso, ocorrem variagoes nao s6 nas amplitudes, mas
também nos comprimentos caracteristicos destas solucoes.

Na verdade, para qualquer valor fixo do parametro real 5 (e nao so6 para § = 0),
a amplitude e o comprimento caracteristico das solugoes para a (r), g (r), B(r) e €(r)
dependem do valor de o exatamente da mesma maneira. Ver figuras 2.5, 2.6, 2.7 e 2.8.
Para § = 10, por exemplo, e considerando a solugdo para a (r), os maiores valores de

a engendram os menores comprimentos caracteristicos, exatamente como na Figura 2.1,
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Figura 2.4: Solu¢oes numéricas para € (r). Convengoes conforme a Fig.2.1.

a(r)

Figura 2.5: Solugbes numéricas para a(r), para § = 10 e @ = 0 (curva preta solida),
f =10 e « = 10 (curva azul ponto-tracejada), e § = 10 e @ = 40 (curva vermelha

tracejada).
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obtida para § = 0. Agora, contudo, os valores maximos atingidos por B (r) e £ (r) sao

consideravelmente maiores.

14

0.8+

0.6

g(r)

0.4

0.2

Figura 2.6: Solu¢oes numéricas para g (r). Convengoes conforme a Fig.2.5.

A partir de agora, analisemos um segundo caso, definido por @ = . Também neste
caso, a curva preta solida representa as configuragbes para as quais a = = 0 (caso
usual), e a curva azul ponto-tracejada representa as configuragoes para as quais a = § =
10. Agora, porém, a curva vermelha tracejada representa as configuragoes para as quais
a = =20.

A Figura 2.9 mostra as solugbes para a (r). As caracteristicas gerais destas solugoes
permanecem as mesmas. Novamente, os maiores valores de o correspondem aos menores
comprimentos caracteristicos.

As solugoes para g (r) sdo mostradas na Figura 2.10, a partir da qual notamos serem
todas as solucoes possuidoras das mesmas caracteristicas gerais. Porém, neste caso, ao
contrario dos anteriores, quanto maior o valor de « para uma dada solucao, menor o
comprimento caracteristico desta mesma solucao.

As figuras 2.11 e 2.12 mostram as solugoes numéricas para o campo magnético B (1)
e para a densidade de energia e (1), respectivamente. Também neste caso, a amplitude
e o comprimento caracteristico destas solucoes dependem do valor de o como nos casos
anteriores; ver figuras 2.3, 2.4, 2.7 e 2.8.

Como sabemos, a interagao entre vortices estaticos ocorre quando hé a sobreposicao
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Figura 2.7: Solugdes numéricas para B (r). Convengoes conforme a Fig.2.5.

Figura 2.8: Solu¢oes numeéricas para € (r). Convengoes conforme a Fig.2.5.
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a(r)

Figura 2.9: Solugbes numeéricas para a(r), para & = = 0 (caso usual, curva preta

solida), & = 8 = 10 (curva azul ponto-tracejada), e o = 3 = 20 (vermelha tracejada).

g(r)

Figura 2.10: Solugoes numeéricas para g (r). Convengoes conforme a Fig.2.9.
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Figura 2.11: Soluges numéricas para B (r). Convengoes conforme a Fig.2.9.
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Figura 2.12: Solu¢oes numeéricas para € (r). Convengoes conforme a Fig.2.9.
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de suas solugoes. Assim, quanto menor o comprimento caracteristico das configuracoes
interagentes, menor sera a intensidade da interacao, e vice-versa. Por outro lado, o com-
primento caracteristico das solucoes generalizadas depende dos valores dos parametros
reais a e 3.

Portanto, a partir da defini¢do do modelo generalizado (2.1), introduziu-se a possibil-
idade de controlar a intensidade da interacao entre vortices estaticos, sendo este controle
exercido via o dois parametros reais nao-negativos, a e [3.

Infelizmente, o modelo (2.1) nao permite a ocorréncia de equagoes BPS. Porém, no
proximo Capitulo, apresentaremos um segundo modelo generalizado; este modelo, sim,
permite a ocorréncia de tais equagoes e, por conseguinte, a partir das corretas condicoes

de contorno, a obtencao de configuracoes BPS generalizadas.
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Capitulo 3

Vortices generalizados 11.

Agora, apresentamos um segundo modelo generalizado. Este modelo, como o anterior,
é obtido através de uma modificagdo imposta sobre a eletrodinamica de Maxwell-Higgs
(1.1) [26]. Porém, neste caso, a sutileza da alteracao permite a ocorréncia de equagoes
BPS e, por conseguinte, de estados BPS generalizados. Como veremos, tais estados
podem exibir caracteristicas gerais muito distintas uns dos outros: podem possuir as
mesmas caracteristicas ja observadas no contexto da eletrodinamica de Maxwel-Higgs
usual, mas, por outro lado, também podem exibir um comportamento semelhante ao
observado no contexto da eletrodinamica de Chern-Simons-Higgs. Consideremos ambos

0s casos, separadamente.

3.1 Modelo generalizado II.

Neste caso, o modelo generalizado é descrito pela seguinte densidade de lagrangeana

Pl )

Fu F" +w (|o)) X =V (|¢]), (3.1)
na qual o potencial V (|¢|) é suposto arbitrario, e G (|¢]) e w (|¢|) s@o fungoes arbitréarias
e adimensionais do modulo do campo escalar complexo ¢ (z#).

Apliquemos as ja especificadas transformacoes de escala, a partir das quais obtemos
uma densidade de lagrangeana adimensional. Desta forma, a partir de agora, todas as

coordenadas, campos e constantes de acoplamento sao adimensionais.

Neste caso, as equacoes de Euler-Lagrange generalizadas sao dadas por
GO, F" + F'9,G = J?, (3.2)
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X dw F?*dG 1dV

w0, 0" |¢| + 0, || Hw — 2A A" |plw = —— — — — — ——— 3.3
onde F? = F,,F" e
JP = —2¢% |9 APw. (3.4)
Aqui, J? é o 4-vetor densidade de corrente gereralizado.
A lei de Gauss generalizada (supondo campos estaticos) pode ser escrita como
GO0 A° + ;A G = —262 |p]P w A, (3.5)

a partir da qual notamos ser valida a implementacao do gauge temporal A° = 0. Por-
tanto, de agora em diante, implementemos este gauge. Por conseguinte, tal como ocorre
no contexto da eletrodinamica de Maxwell-Higgs usual, também as solugoes estaticas
generalizadas serao engendrarao campo elétrico nulo.

A partir de agora, busquemos por configuracoes generalizadas independentes do tempo
e possuidoras de simetria rotacional. Para isso, usemos (1.7) e (1.8). Além disto, também
neste caso generalizado, suponhamos a validade das condigbes de contorno (1.12) e (1.15).

As equacoes de Euler-Lagrange para os campos ¢ (r) e a (r) podem ser reescritas na forma

d*a (dG G) da 5 9 o

dr r

d’q 1dg a%g 1 1 da\* dG 1 dv 1 dg 2 g*a®\ dw
wl——F-—-——]-— ) —=————= -] - —. (3.7)
dr? = rdr 72 4v?% \ er dr dr 202 dr 2 dr r2 dr

Antes de solucionarmos as equagoes (3.6) e (3.7), precisamos especificar o modelo sob

GW + e 2e v g aw, (3.6)

andlise. Via de regra, podemos fazé-lo via a implementacao de quaisquer escolhas nao-
triviais para as fun¢oes G (g) e w (g). Neste ponto, faz-se necessaria uma ressalva: como
veremos adiante, ambas estas funcoes devem ser positivas, no intuito de assegurarmos a
positividade da energia total associada a (3.1). Neste caso, mesmo diante desta restrigao,
ainda existe uma infinidade de escolhas possiveis para G (g) e w(g). Em particular,
para w (g) = 1, (3.1) resulta no modelo considerado em [63], o qual possui importantes
aplicacoes na descrigdo da interacao entre quarks e gluons [64]- [66]. A partir disto, para
G (g) = 1, emerge a eletrodinamica de Maxwell-Higgs usual (1.1).

Além de escolhermos G (g) e w (g), devemos também escolher o potencial V' (g). Pelos
mesmos motivos, este potencial deve ser positivo. Além disso, ele deve também estar de

acordo com as condigoes de contorno (1.15).
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Em geral, para quaisquer G (g), w(g) e V (g) nao-triviais, a tarefa de solucionar as
equagoes (3.6) e (3.7) pode ser extremamente complicada. Portanto, busquemos por
equagoes BPS generalizadas proprias a (3.1). Para tanto, usemos o tensor de energia-

momento generalizado
Top = 2w (90191 0510] + a3 |6°) — Gy Fs — nasLon, (3.8)

do qual emerge a densidade de energia generalizada (ji reescrita em termos de g (r) e

a(r))
e(r) :2—6; (%%)2%—@210 (<%)2+g) +V, (3.9)

a partir da qual notamos a necessidade de G'(g), w (g) e V (g) serem fungoes positivas de
g(r).

A obtenc¢ao de equagoes BPS generalizadas proprias a (3.1) esté condicionada ao uso

do vinculo

dig\/G_V = V2ev?wy. (3.10)
Este vinculo relaciona as fungoes G (g) e w (g) ao potencial V' (g). Neste caso, dadas duas
fungoes positivas G (g) e w (g), o potencial V' (g) é obtido conforme a equagao (3.10). Se a
plena positividade do potencial resultante nao puder ser assegurada, G (g) e w (g) devem
ser descartadas, outras duas fungdes G (g) e w (g) devem ser escolhidas, e o procedimento
deve ser repetido. Por outro lado, no caso de o potencial resultar positivo, as trés funcoes
G (g), w(g) e V (g) devem ser implementadas junto a densidade de energia (3.9). Neste
contexto, equagoes BPS generalizadas podem ser obtidas via o procedimento usual, ja
descrito anteriormente, sendo os respectivos estados BPS construidos via o tratamento
numérico destas equagoes, via as condi¢oes de contorno (1.12) e (1.15).

Antes de apresentarmos alguns destes estados generalizados, recobremos os resultados
usuais. Para tanto, implementemos G (g) = w (g) = 1. Neste caso, o potencial resultante
¢ dado por

e?vt

Vig) = 7(1—92)2- (3.11)

Neste contexto, a densidade de energia (3.9) pode ser reescrita como (1.16), e prescrigdo
usual pode ser implementada.
Agora, passemos a considerar alguns casos generalizados. Um primeiro caso é definido

por
(4> +3)

G(g) = e

(3.12)
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w(g)=2(4"+1). (3.13)

O potencial V' (g) resulta

vt

Vi) = g (1—g%)>. (3.14)

As fungoes G (g), w(g) e V (g) sdo positivas, como desejado. Assim, a densidade de

energia (3.9) pode ser reescrita como

_(92+3>2 1da\” 2( .2 dg\* | g*a® vt , 2)2
e(r)= 2eig? T + 2v (g —1—1) o + + 5 g (1 g) , (3.15)

72

ou
(2+3)° [ 1da _er? (g2 — 1)\’ 5/ o dg _ ga\’
v 'Y (I 7 92 1) (=2 2=
e (r) 2¢? erdr$ g>+3 +ev (g + ) d'r’¢ r
v? d )
—— —-1) (¢° : 1
(1) (574 9) @10

Neste caso, a energia total é dada por

2032 /1d 202 (g2 — 1)\ 2
7 - / (9> +3) __a$ev9(g ) (3.17)
242 er dr 9> +3
2(,2 dg _ ga ’ 2
+2v (g —1—1) — F = | Feps|dT > By,
dr = r
onde
Epps = / Eppsd°T, (3.18)
com
e = 25 (g 1) (42 4 9)). (3.19)
b r dr
Portanto, quando ¢ (r) e a (r) satisfizerem
dg ga
— =4 3.20
dr r’ (3.20)
1d 2,2,.2(,2 1
Lda _  evig (9" = 1) (3.21)
rdr 9>+ 3
a configuragao estatica resultante possuirda uma energia total dada por
E = By = 27r/r€bpsdr = 6mv° |n|. (3.22)

As expressoes (3.20) e (3.21) sdao as equagoes BPS proprias ao modelo definido por

(3.12) e (3.13). Estas equagoes devem ser solucionadas via as condi¢oes de contorno (1.12)
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e (1.15). As solugoes assim obtidas descrevem configuragoes BPS possuidoras de energia
total dada por (3.22), e densidade de energia dada por (3.19).

A partir de agora, apresentemos um segundo modelo generalizado. Ele é definido por

G(g) = (4*+1) (3.23)

w(g) = 2¢%. (3.24)

Neste caso, o potencial resultante é dado por (3.11). Novamente, as fungdes G (g), w (g)

e V (g) sao positivas, e a densidade de energia (3.9) resulta

(> + 1)2 1da\’® 2 2 dg\*  g*a® e*v! 2)2
AR el S/ I ey 2
e(r) 2e2 rdr ey dr + r? + 2 ( g) ’ (3.25)
ou 2 2 2
(*+ 1) [(1da ev?(g*>—1) s o (dg ga
- T (222 9 > L 9°
e (r) 2 eralr$ g2+ 1 +avy dr:Fr
L (1) (24 1)). (3.26)
r dr

A energia total é

(> + 1)2 1 da _ev®(g° —1) ’ 22 (dg _ ga ’ 2
E — —_— 2 e I S d > E Sy
/ 2 erdr g +1 tavyg dr 7 e h= B
(3.27)
onde
Epps = / Ebpsd’T, (3.28)
e
Ebps = L0d (a(s”—1)(*+1)). (3.29)
b r dr
Logo, quando as fun¢oes g (r) e a (r) satisfizerem
dg ga
— =4 3.30
dr r’ (3.30)
e
1 da e2v? (¢g* — 1)
— =t 3.31
rdr g+1 7 (3:31)
a configuragao resultante possuira energia total
E = By, = 2m0° |n]. (3.32)
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As equagoes (3.30) e (3.31) sao as equagoes BPS referentes ao modelo especificado
por (3.23) e (3.24). Também neste caso, tais equacoes devem ser solucionadas a partir
de (1.12) e (1.15). As configuragoes BPS resultantes possuem energia total dada por
(3.32), i.e., a mesma engendrada pelas configura¢oes BPS usuais; ver (1.25). Ainda assim,
tais configuracoes sao caracterizadas por diferentes densidades de energia: enquanto o
resultado usual é dado por (1.22), a densidade de energia generalizada é dada por (3.29).

Antes de finalizarmos, apresentemos um terceiro modelo generalizado. Este modelo,

proposto em 1992 [63], é definido por w (g) =1 e

G(g)=(1+p) (1 + 2/)%92) 7 : (3.33)

na qual p é uma constante real, positiva e adimensional.

Para p = 0, (3.33) resulta em G (g) = 1. Neste caso, o vinculo (3.10) fornece o
potencial (3.11), e a densidade de energia (3.9) resulta em (1.16). Assim, a prescri¢ao
padrao pode ser implementada, a partir da qual sao obtidos os resultados usuais.

Por outro lado, para p = 1, (3.33) resulta em

k2
_ 34
a partir da qual obtemos o potencial
etob 2
Vig) = = 9 (" —1)". (3.35)
Neste caso, (3.9) fornece
k2 1da\> [ (dg\> ¢*a? e’ , 2
_ - - z —1 3.36
e (r) 4u2etg? (r dr) R ((dr) + r? * 2 Y (g ) ’ ( )
ou
k? 1 da 2v%® ,, , 2 dg ga\>  0v?d
= (== 1 () £ = (a(a2-1)).
e (r) 4u2e?g? (er dr + w2 J (g )> v (dr + 7’) rodr (a (g ))
(3.37)
Assim, a energia total é
k2 1 da 2v%? 2 dg  ga 2
E = _— _—— 2 2 —_— 1 2 —— - S d2 > E S
/[41)26292 (erdr:F w2 Y (g )) v (dr:F r) e "= Es,
(3.38)
onde
Eyps = / Eppsd°T, (3.39)
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Eops = £—— (a (g2 — 1)) ) (3.40)

dg ga
— =4 3.41
dr r’ ( )
1da 2utet
= + = e (92 — 1) , (3.42)

elas descreverao uma configuracao estatica possuidora de energia total dada por
E = Eyps = 210% |n]. (3.43)

As expressoes (3.41) e (3.42) sao as equacoes BPS generalizadas proprias ao modelo
definido por (3.34) e w(g) = 1, e devem ser solucionadas a partir de (1.12) e (1.15).
As configuracoes BPS resultantes exibem energia total dada por (3.43), e densidade de
energia dada por (3.40).

Por fim, notamos serem (3.41) e (3.42) sdo iguais a (1.58) e (1.59). Porém, no caso
generalizado, tais equacoes resultam em configuragoes BPS possuidoras de campo elétrico
nulo (ver discussao apés (3.5)), enquanto (1.58) e (1.59) descrevem configuragoes pos-
suidoras de campo elétrico nao-nulo. Ainda assim, como vimos, ambas configuracoes
possuem energia total Ey,s = 2m0v? |n|.

Abaixo, constam as solugbes numeéricas para g (r) e a (r) obtidas a partir dos modelos
generalizados apresentados acima. Além disso, constam também solucdes para os campos

magnéticos e densidades de energia ;. Por simplicidade, usamos e = v =n = 1.

3.2 Solucoes numéricas II.

Agora, apresentamos as solugdes numéricas obtidas a partir de (3.20) e (3.21), e (3.30) e
(3.31). Além destas, mostramos também as solugbes usuais, obtidas a partir de (1.23) e
(1.24). A convengao utilizada é: a curva preta solida descreve as solugoes usuais, a curva
vermelha ponto-tracejada descreve as solugoes obtidas via (3.20) e (3.21), e a curva azul
tracejada descreve as solugdes obtidas via (3.30) e (3.31). Em todos estes casos, utilizou-se
as condi¢oes de contorno (1.12) e (1.15), altm de e =v =n = 1.

A Figura 3.1 mostra as solu¢oes numeéricas obtidas para a func¢ao ¢ (r). Neste caso,

todas as solugoes exibem as mesmas caracteristicas gerais, ja discutidas em oportunidades
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g(r)

Figura 3.1: Solugoes numéricas para g () obtidas a partir de (1.23) e (1.24) (curva preta
solida), (3.20) e (3.21) (curva vermelha ponto-tracejada), e (3.30) e (3.31) (curva azul

tracejada).

anteriores. Contudo, ressaltemos o fato de solucoes diferentes possuirem comprimentos
caracteristicos distintos.

As solugoes obtidas para a (1) sd@o mostradas na Figura 3.2. Novamente, tais solugoes
possuem caracteristicas gerais ja discutidas anteriormente. Contudo, para r — 0, a
solugao obtida a partir de (3.20) e (3.21) possui uma espécie de plateau, também presente
na Figura 1.5. Em ambos o0s casos, acredita-se ser esta estrutura uma consequéncia direta
da estrutura de vacuos da teoria, a mesma em ambos os contextos; ver os potenciais (1.44)
e (3.14). Novamente, solucoes diferentes possuem comprimentos caracteristicos distintos.

A Figura 3.3 mostra as solu¢oes numeéricas para o campo magnético B (r). Assim
como a solucao usual, a solu¢ao obtida via (3.30) e (3.31) atinge seu valor maximo quando
r = 0, a partir do qual decresce monotonicamente, tornando-se nula no limite r — oo.
Por outro lado, a solu¢do obtida a partir de (3.20) e (3.21) atinge seu valor méximo para
r = R, e é nula para r = 0 e 7 — oco. Novamente, acredita-se serem estas caracteristicas
consequéncias da estrutura de vacuos destas teorias.

Por fim, as solugoes obtidas para as densidades de energia sao mostradas na Figura
3.4. Tais solugoes foram obtidas a partir de (3.19) (caso usual), (3.19) e (3.29), e todas

elas engendram ey, (r — 00) — 0, como esperado. A solugao usual e a obtida a partir de
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a(r)

10 12 14

Figura 3.2: Solugoes numéricas para a (r). Convengdes conforme a Fig.3.1.

B(r)

t—
—

Figura 3.3: Solugoes numéricas para B (r). Convengoes conforme a Fig.3.1.
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Figura 3.4: Solu¢oes numéricas para &p,s. Convencgoes conforme a Fig.3.1.

(3.30) e (3.31) possuem o mesmo comportamento geral engendrado pelos seus respectivos
campos magnéticos: elas atingem seus valores maximos quando 7 = 0, e depois decrescem
monotonicamente, anulando-se para 7 — co. Enquanto isso, a solugdo obtida via (3.20)

e (3.21) atinge seu valor maximo para algum 7 finito.

3.3 Teorias Gémeas.

Teorias distintas sao ditas "gémeas"quando, mesmo definidas por densidades de lagrangeanas
diferentes, exibem exatamente as mesmas solugoes, as mesmas densidades de energia, e
a mesma energia total [59]- [62]. Para tanto, naturalmente, tais teorias devem engendrar
nao s6 as mesmas equacoes de movimento, mas também as mesmas condigoes de contorno.
Neste contexto, configuracoes gémeas serao possuidoras nao apenas dos mesmos campos
fisicos (campo elétrico, magnético e etc.), mas também a mesma energia total.

O modelo generalizado (3.1) pode ser adaptado ao estudo de configuragoes BPS tipo
gémeas [58|. Para isto, o vinculo (3.10) deve ser substituido por dois outros; ver (3.44)
e (3.45). As teorias assim obtidas, apesar de exibirem diferentes densidades de energia,
possuem as mesmas equacoes de Euler-Lagrange, as mesmas equacoes BPS, as mesmas

condicoes de contorno e a mesma energia total. Ainda assim, a partir de agora e por
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simplicidade, tais teorias serao chamadas "gémeas"

3.4 Teorias Gémeas: O Modelo.

Consideremos o modelo generalizado (3.1) e sua densidade de energia (3.9). Porém, ao

invés do vinculo (3.10), utilizemos

2
g —1dG
= — .44
e

Vig)=G(g)Vilg), (3.45)

no qual V; (g) é dado por (3.11)

e?vt

Vilg) = —— (9" - 1)%. (3.46)

Também neste caso, ambas as fungoes w (g) e G (g) devem ser positivas. Assim sendo, o
potencial generalizado V' (g) (3.45) resulta também positivo.

A partir de (3.44) e (3.45), a densidade de energia generalizada (3.9) pode ser reescrita

como
G (1da\®> ¢®> —1dG dg\°> g¢%a?
ou , ,

G (1da - N ¢*> —1dG\ (dg _ ga

- (== -1 i Y (e

= (r) 2 (erdr v (g )) v <G+ 29 dg dr i r

vid o,

t—— ((¢°—1)aG). (3.48)

_ G (1da 5 o 2
2
9 g —1dG dg _ ga
—_— — F = d’r > FE
+'U (G + 29 dg ) (d’]" r + 6bps r bps»
onde
Eyps = / Epps 7T, (3.50)
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2 d
fope = £ (9" = 1) aC) (3.51)

Portanto, quando as fungoes g (r) e a (r) satisfizerem

dg ga
42 .52
dr r’ (3:52)
lda 2,2 ( 2
o +e*v? (¢* — 1), (3.53)

as configuracoes resultantes possuirao energia total dada por
E = Ey,s = 27T/T6bpsd’/’. (3.54)

Agora, antes de calcularmos o valor de Ejy,,, precisamos especificar as condigoes de

contorno satisfeitas por G (|¢|). Por simplicidade, escolhemos
Gr=0)=1 e G(r— o) —C. (3.55)
Aqui, C' é uma constante real nao-negativa. Neste caso, (3.54) resulta em
By = 27 / Teppsdr = 210 |n| . (3.56)

As equagoes (3.52) e (3.53) sdo exatamente iguais as (1.23) e (1.24). Além disso, tais
equacoes devem ser solucionadas via as mesmas condicoes de contorno (1.12) e (1.15).
Portanto, dado os vinculos (3.44) e (3.45), os modelos generalizado (3.1) e usual (1.1) en-
gendram nao s6 as mesmas solugoes para g (r) e a (r), mas também para campo magnético
B (r); ver as figuras 1.1, 1.2 e 1.4. Além disso, em ambos os casos, tais solu¢oes descrevem
configuragoes estéaticas possuidoras da mesma energia total E = Ej,s = 2mv? |n|. Assim,
tais teorias sao ditas gémeas.

A partir de agora, apresentemos dois casos especificos. O primeiro é definido por
G(9)=9¢"+1, (3.57)

para o qual vale C' = 2. Via (3.57), a densidade de energia (3.51) pode ser reescrita como

vida v d ,
Ebps = :F?% + 7@ (g (l) , (358)

ou

Ebps = Efis + Eirry (359)
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na qual definimos

is = F——, 3.60
£f . (3.60)
e
v? d
ar = £—— (g%a) . 3.61
c r dr (g%a) (361)

Aqui, €y;5 ¢ a densidade de energia fisica, enquanto €;,» ¢ a densidade de energia irrele-
vante. Expliquemos esta nomenclatura: a partir das condi¢oes de contorno (1.12) e (1.15),

calcula-se

/Tffisdr =v?|n|, (3.62)

/mmdr =0, (3.63)

a partir das quais obtemos

Eps
% = /rgbpsdr = /T&fisd?" = U2 |n’ . (364)
™

Portanto, a densidade de energia fisica ;5 encerra toda a informagcao necessaria ao calculo
da energia total Fy,, = 2mv? |n|. Contudo, vale ressaltar, apesar de a densidade de energia
irrelevante €;., nao contribuir ao cdlculo da energia total, a densidade de energia das
configuragoes BPS ainda ¢ dada por ey,s = €fis + €irp; ver (3.59).

Um segundo caso é definido por

G(g) = (*+1) (6> - 1)", (3.65)

para o qual vale C' = 0. A densidade de energia (3.51) pode ser reescrita como

2 2
vida v d (ag® (¢° — 29" +2)), (3.66)

Sbps = :F7% r dr

ou
Ebps = Efis + Eirrs (367)
na qual valem
v? da
Efis = ?%a (368)
e
e =24 (ag® (¢° — 29" +2)) (3.69)
rr r dr . .
Novamente, valem
/refisdr =% |n, (3.70)
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/rsmdr =0, (3.71)

a partir das quais obtemos

By
2bp :/T8bdeT:/T€fisdT:U2 |n| (372)
v

Assim, também neste caso, notamos ser € ;s possuidora de toda a informacao referente
ao céalculo da energia total. Novamente, porém, ressaltamos ser a densidade de energia
das configuragoes BPS ainda dada por epps = €fis + Eirr

As teorias (1.1), (3.57) e (3.65) engendram exatamente as mesmas solugoes para g (1),
a(r) e B(r) (ver discussao logo apos (3.56)). Estas soluc¢oes sao mostradas nas figuras
1.1, 1.2 e 1.4. Elas descrevem configuracoes BPS possuidoras da mesma energia total
E = Eyps = 2702 |n|.

Neste contexto, as principais diferencas entre estas trés teorias sao suas densidades de
energia, €5, € suas densidades de energia irrelevantes, €., (suas densidades de energia
fisica €;; sdo as mesmas). Exploremos estas diferengas: abaixo, constam as solugoes
numéricas para €pys, para repps € para e, obtidas a partir de (1.1), (3.57) e (3.65).

Novamente, usamos e = v = 1.

3.5 Solucoes numéricas: Teorias Gémeas.

Abaixo, apresentamos algumas solu¢bes numeéricas obtidas a partir dos modelos (1.1),
(3.57) e (3.65). Como ja esclarecido, estes modelos engendram exatamente as mesmas
solugbes para os campos ¢ (r), a(r) e B(r); ver as figuras 1.1, 1.2 e 1.4. Além disso,
estes campos descrevem configuracoes BPS possuidoras da mesma energia total. Todas
caracteristicas ja foram discutidas em momento anterior. Assim, voltemos nossa atencao
para as solugoes obtidas para eyps, T€pps € T€iry-

A Figura 3.5 mostra as solugoes para ey,,, obtidas a partir de (1.22) (caso usual, curva
preta solida), (3.58) (curva azul ponto-tracejada) e (3.69) (curva vermelha tracejada).
Além disso, utilizou-se e = n = v = 1. As solugdes para (1.22) e (3.69) exibem as mesmas
caracteristicas gerais: para r = 0, elas atingem seus respectivos valores maximos, a partir
do qual decrescem monotonicamente. Por outro lado, a solugdo obtida a partir de (3.58)

engendra valor maximo para r = R. Em todos os casos, vale s (r — 00) — 0.
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Figura 3.5: Solugoes numeéricas para ep,s obtidas a partir de (1.22) (curva preta solida),

(3.58) (curva azul ponto-tracejada), e (3.69) (curva vermelha tracejada).

0.8

rabps 0.6

0.4+

024

Figura 3.6: Solugoes numeéricas para rep,s. Convencgoes conforme a Fig.3.5.
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A Figura 3.6 mostra as solugdes numéricas para repys, obtidas a partir de (1.22),
(3.58) e (3.69), e descritas conforme a convengao anterior. Além destas, consta também
a solucdo para rey;s (curva verde pontilhada). Todas estas solugbes possuem o mesmo
comportamento: para r = 0 e » — 00, elas se anulam; no entanto, para r = R, atingem
seus respectivos valores méaximos. O valor médximo de uma dada solucao é tao menor
quanto maior o comprimento caracteristico desta mesma solucao, e vice-versa. Desta

forma, todas as solucoes engendram exatamente a mesma energia total

Eips
T / repsdr = / repisdr = v [nl, (3:73)
s

conforme esclarecido anteriormente.

0.8

0.6

& 041

-0.2

Figura 3.7: Solucoes numéricas para re;.-. Convengoes conforme a Fig.3.5.

A Figura 3.7 mostra as solugoes para re;,.., descritas conforme a convencao anterior.

A solucgao usual foi obtida a partir de
Eirr = £—— (g%a), (3.74)
r

definida a partir de (1.22). Em todos os casos, o comportamento destas solugdes visa
satisfazer [ re;.dr = 0.
Finalmente, as figuras 3.8 e 3.9 mostram as solu¢oes numéricas para re;.., obtidas via

n =3 e n = 5, respectivamente. Também nestes casos, vale frsirrdr =0.
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Figura 3.8: Solu¢oes numéricas para re;.-. Convengoes conforme a Fig.3.5.
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Figura 3.9: Solucoes numeéricas para re;... Convengoes conforme a Fig.3.5.
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Conclusoes

Neste trabalho, apresentamos varios resultados referentes ao estudo de vortices estaticos
no ambito de eletrodinamicas generalizadas. Todos estes vortices sao topologicos, i.e., sao
possuidores de carga topologica nao-nula. Aqui, tratamos nao apenas os vortices BPS,
mas também os nao-BPS. Os vortices BPS generalizados, como sua contrapartida usual,
possuem energia total minima proporcional a sua carga topologica. Por outro lado, e
infelizmente, pouco podemos afirmar sobre a energia total de vortices nao-BPS.

No Capitulo 1, apresentamos uma breve revisao sobre a obtencao de vortices BPS a
partir de diferentes eletrodinamicas.

Em um primeiro momento, consideramos a eletrodinamica de Maxwell-Higgs [3]. Além
de sua simplicidade, esta teoria é a base sobre a qual as eletrodinamicas generalizadas (foco
deste trabalho) foram construidas. Portanto, o amplo entendimento sobre a obtencao de
vortices no contexto desta eletrodinamica, além de 1til, é desejavel.

No caso usual (i.e., na auséncia de quaisquer generalizagoes), vortices topologicos
podem ser obtidos via as respectivas equacoes de Euler-Lagrange estaticas. Para tanto,
devemos utilizar Ansatz especificos, definidos em termos da vorticidade n da configuracao
resultante (com n = +1, £2, £3 ...). A partir disto, as equagoes de Euler-Lagrange
devem ser solucionadas a partir de condicoes de contorno previamente definidas: tais
condigoes evitam o surgimento de configuragoes possuidoras de quaisquer divergéncias,
além de assegurar serem as configuracgoes resultantes caracterizadas por uma energia total
finita.

No entanto, por serem equacoes diferenciais de segunda ordem, nao-lineares e acopladas,
a resolugao das equagoes de Euler-Lagrange, mesmo para configuracoes estaticas, é tarefa
dificil. Assim, no intuito de contornarmos esta dificuldade (mas nao apenas por isto),
voltamos nossa atenc¢ao ao estudo do formalismo BPS proprio a esta eletrodinamica [9].

Este formalismo apenas pode ser construido em um contexto bastante especifico, denomi-
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nado limite de Bogomol'nyi [11]|. Neste limite, quando os campos satisfazem um conjunto
de equacoes diferenciais de primeira ordem, a configuragao resultante engendra um valor
minimo de energia total, proporcional a sua propria carga topologica. Nao por acaso,
a partir da manipulacao destas equacoes, denonimadas equagoes BPS, é possivel repro-
duzirmos as equacoes de Euler-Lagrange do modelo. Assim, provamos serem as solugoes
das equacoes BPS, denominadas estados BPS, também solugoes legitimas da teoria em
questao.

A posteriori, apresentamos algumas solucoes numéricas obtidas a partir das equacoes
BPS, para diferentes valores de vorticidade n. Por simplicidade, todos os outros paramet-
ros da teoria foram supostos iguais a 1. Além disso, todas as solugoes satisfazem as ja
definidas condicoes de contorno. A partir destas solugoes, obtivemos também as solucoes
para o campo magnético, B (r), e para a densidade de energia dos estados BPS, &s.

As solugoes assim obtidas sao mostradas nas figuras 1.1, 1.2, 1.3 e 1.4 (as fungoes a (r)
e g (r) descrevem os campos de Higgs e de gauge, respectivamente). Via de regra, solu¢oes
com diferentes vorticidades apresentam as mesmas caracteristicas gerais; a excegao é a
solugao para a densidade de energia: por exemplo, a solugao obtida para n = 1 (curva
preta solida) possui um comportamento muito diferente daquela obtida para n =5 (curva
vermelha tracejada).

Ainda no Capitulo 1, apos considerarmos a eletrodinamica de Maxwell-Higgs, voltamos
nossa aten¢ao para a eletrodinamica de Chern-Simons-Higgs. Neste caso, ao contrario do
anterior, supondo campos estaticos, o gauge temporal nao mais satisfaz a lei de Gauss.
Portanto, vortices independentes do tempo engendram nao apenas campo magnético, mas
também campo elétrico nao-nulo. Ainda assim, tais estruturas sao descritas pelos mesmos
Ansatz e satisfazem as mesmas condi¢oes de contorno do caso anterior.

Também neste contexto, por conta das dificuldades em lidarmos com as respectivas
equacoes de Euler-Lagrange, buscamos por vortices estaticos via a resolucao numeérica de
equagdes BPS. Para tanto, implementamos o respectivo limite de Bogomol'nyi [12,13].
Assim, quando os campos satisfazem um conjunto especifico de equacoes de primeira or-
dem, eles encerram configuragoes possuidoras de energia total minima (proporcional a sua
carga topologica) cujo valor é exatamente igual ao obtido no caso anterior. Como antes,
estas configuragoes sao também solugoes das equacgoes de Euler-Lagrange e, portanto,

solucoes legitimas desta teoria.
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As figuras 1.5 e 1.6 mostram, respectivamente, as solu¢oes numeéricas para as funcoes
a(r) e g(r), enquanto as figuras 1.7, 1.8 e 1.9 mostram as solugdes para o campo mag-
nético, para o campo elétrico, E (r), e para a densidade de energia, respectivamente.
Como antes, mesmo as solugoes para a (1) e g (r) com diferentes vorticidades apresentam
as mesmas caracteristicas. Porém, vale ressaltar, a substituicao do termo de Maxwell,
F,, F* pelo termo de Chern-Simons, e#*? A, F, ,, transforma substancialmente o compor-
tamento do campo magnético, mesmo para o caso n = 1, além de, como ja observado,
proporcionar o surgimento de campo elétrico nao-nulo. Além disso, para n = 1, mudam
também as caracteristicas da solucao para a densidade de energia.

Finalizamos a revisao tratando a eletrodinamica de Maxwell-Chern-Simons-Higgs.
Neste caso, além dos campos de Higgs e de gauge, existe também um terceiro campo,
escalar real, N (z*), introduzido no intuito de estabilizar a energia das respectivas con-
figuragdes BPS |14, 15]. Agora, como no caso anterior, configuragoes estaticas possuem
campos elétrico e magnético nao-nulos, dado o fato de o gauge temporal nao satisfazer a
lei de Gauss.

Novamente, utilizamos os mesmos Ansatz, as mesmas condi¢des de contorno e o limite
de Bogomol'nyi. Assim, supomos a(r) e g(r) obtidas a partir de equagoes BPS, das
quais resulta uma configuracao caracterizada por uma energia minima proporcional a
carga topologica e cujo valor é igual ao obtido nos dois casos anteriores. Neste contexto,
estados BPS sao obtidos a partir da resolucao numérica nao apenas das equacoes BPS,
mas também da lei de Gauss.

As solugoes numéricas assim obtidas sao mostradas nas figuras 1.10, 1.11, 1.12, 1.13
e 1.14, para diferentes valores de n. Independente da vorticidade, a(r) e g (r) exibem
as mesmas caracteristicas gerais observadas nos casos anteriores. Além disso, o campo
elétrico £ (r) engendra as mesmas caracteristicas daquele obtido no contexto da eletrod-
inamica de Chern-Simons-Higgs; ver Figura 1.8. Porém, tanto o campo magnético B (r),
quanto a densidade de energia €,,; possuem comportamento muito peculiar: para n = 1,
ambas as solugoes exibem as caracteristicas observadas no contexto da eletrodinamica de
Maxwell-Higgs; por outro lado, para n = 3 e n = 5, tais solu¢oes se comportam como o
observado a partir da eletrodinamica de Chern-Simons-Higgs.

No Capitulo 2, introduzimos um primeiro modelo generalizado. Este modelo foi erigido

a partir da eletrodinamica de Maxwell-Higgs, e é caracterizado pelo uso de uma func¢ao
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arbitraria K (X), na qual X = |D,é|* [24]. Em particular, consideramos o caso K (X) =
X — aX? e o potencial de Higgs U (|¢]) foi suposto possuir a forma

Ul = (147 (6 - %)’ 5.7

Aqui, o e § sdo constantes reais nao-negativas.

Infelizmente, a teoria generalizada assim obtida nao permite a construgao de estruturas
BPS independentes do tempo. Ainda assim, vortices topologicos foram obtidos via a
resolugao numeérica das respectivas equacoes de Euler-Lagrange, para diferentes valores
de ave 8. As configuragoes resultantes, por nao serem BPS, nao possuem a minima energia
possivel, e suas energias nao sao proporcionais as suas cargas topologicas. Ainda assim,
tais configuracoes também engendram campo elétrico nulo, e isto independe da funcao
escolhida para K (X).

Para = 0, @« = 0,10,40 e n = 1, as solugoes para a(r) e g (r) sdo mostradas nas
figuras 2.1 e 2.2, enquanto as solucoes para o campo magnético e a densidade de energia
sao mostradas nas figuras 2.3 e 2.4. Em geral, mudancas no valor de « influenciam as
solucoes para um mesmo campo da mesma maneira. Neste caso, a partir das figuras
2.5, 2.6, 2.7 e 2.8, construidas para f = 10, « = 0,10,40 e n = 1, percebemos ser este
comportamento independente do valor do parametro .

Para o = 3 = 0,10,20 e n = 1, as solugdes para a (r), g (r), B (r) e € (r) sdo mostradas
nas figuras 2.9, 2.10, 2.11 e 2.12. Agora, apesar de mudancas no valor de « influenciarem
as solugoes para a (r), B (r) e £ (r) exatamente como no caso anterior, 0 mesmo nao ocorre
com a solucao para g (r); ver figuras 2.2, 2.6 e 2.10.

A partir deste modelo generalizado, introduzimos mecanismo capaz de controlar a
intensidade da interacao entre vortices estaticos, sendo este controle exercido via dois
parametros reais nao-negativos, o e 5. Infelizmente, estes primeiros vortices generalizados
nao sao BPS. Assim, no intuito de considerarmos também vortices BPS, introduzimos uma,
outra teoria generalizada.

No Capitulo 3, apresentamos um segundo modelo generalizado [26]. Este modelo,
também construido a partir da eletrodinamica de Maxwell-Higgs, foi obtido a partir da
introdugao de duas fungoes positivas e adimensionais, G (|¢|) e w (|¢|), além do uso de

um potencial V (|¢|) arbitrario. Aqui, implementamos também o vinculo
d
d—\/ GV =V 2ev*wy. (3.76)
g
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Neste caso, ao contrario do anterior, o modelo generalizado engendra configuragoes
BPS independentes do tempo. Assim, voértices topologicos foram obtidos a partir do
tratamento numérico de equacoes diferenciais de primeira ordem. As estruturas resul-
tantes possuem energia total minima e campo elétrico nulo. Além disso, suas energias sao
proporcionais as suas cargas topologicas.

Apresentamos dois casos especificos. O primeiro é definido por G (¢) = g2 (¢° + 3)2,

w(g) =2(g"+1)e

Vig)=——¢*(1-¢%", (3.77)

e 0 segundo ¢ definido por G (g) = (¢> +1)%, w(g) = 242 ¢
Vig) = %1)4 (1-¢%)°. (3.78)

As solucoes BPS para a (r), g (), B (r) e s sa0 mostradas nas figuras 3.1, 3.2, 3.3 e
3.4, para ambos os casos, para n = 1. Para efeito de comparacao, sao também mostradas
as solugoes usuais, obtidas a partir da eletrodinamica de Maxwell-Higgs. Em geral, as
solucoes generalizadas proprias ao segundo caso exibem o comportamento observado no
contexto usual. Por outro lado, as solu¢oes obtidas via o primeiro caso generalizado
possuem as caracteristicas gerais ja observadas no contexto da eletrodinamica de Chern-
Simons-Higgs, no qual vortices estaticos engendram campo elétrico nao-nulo; ver as figuras
1.5, 1.6, 1.7 e 1.8.

Ainda no Capitulo 3, adaptamos o segundo modelo generalizado ao estudo de teorias
gémeas [58]. Tais teorias, apesar de definidas por densidades de lagrangeana diferentes,
engendram exatamente as mesmas solucoes, além da mesma energia total [59]- [62].

Para tanto, ao invés de (3.76), utilizamos dois outros vinculos. O primeiro é dado por

g?> —1dG

(3.79)
Além disso, o potencial V' (g) é suposto possuir a forma V (g) = G (g) Vs (¢), na qual

Vilg) = = (= 1)". (3.80)

Implementados estes vinculos, o modelo generalizado resultante engendra exatamente as
mesmas configuragoes BPS j& obtidas a partir do caso usual, i.e., via a eletrodinamica de
Maxwell-Higgs; ver 1.1, 1.2 e 1.4. Além disso, tais configuracoes, apesar de caracterizadas

por densidades de energia diferentes, possuem exatamente o mesmo valor de energia total.
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Introduzimos dois modelos generalizados distintos. O primeiro é definido por G (g) =
¢> + 1, enquanto o segundo é definido por G (g) = (¢>+1)(g> —1)°. Tais modelos
engendram as solugoes obtidas no contexto usual. Portanto, voltamos nossa atengao para
as respectivas densidades de energia, a partir das quais definimos nao s6 uma densidade
de energia fisica, mas também uma densidade de irrelevante. A posteriori, verificamos ser
a densidade de energia fisica possuidora de toda a informacao necessaria ao célculo da
energia total das configuracoes BPS gémeas.

As idéias apresentadas neste trabalho podem ser utilizadas em vérios outros contextos,
e com outros fins. Recentemente, vortices generalizados foram obtidos no ambito de uma
eletrodinamica de Born-Infeld-Higgs generalizada [67]. Assim, podemos, por exemplo,
buscé-los também no contexto de uma eletrodindmica de Born-Infeld-Chern-Simons-Higgs
generalizada. Além disso, via um processo de reducao dimensional, estruturas topoldgicas
unidimensionais também podem ser investigadas. A obtencao de monopodlos magnéticos
e dyons a partir de teorias de Yang-Mills-Higgs generalizadas é outra frente de inves-
tigacao possivel, além de podermos buscar por configuracoes generalizadas no ambito
das teorias supersimétricas. Finalmente, via a utilizacao das fungoes G (|¢|) e w (|¢]),
pode-se controlar a extensao das estruturas topolégicas resultantes. Assim, podemos, por
exemplo, utilizar estas funcoes no intuito de estabilizar configuragoes reconhecidamente
problematicas, como os vortices semilocais [68,69]. Algumas destas investigagoes estao

em andamento, e os resultados devem se apresentados em breve.
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