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Resumo

Neste trabalho, apresentamos alguns resultados novos sobre con�gurações de topologia

não-trivial obtidas no âmbito de algumas teorias clássicas de campo generalizadas. Em

particular, nos concentramos em vórtices estáticos possuidores de energia �nita. Tais

con�gurações surgem quando há a violação espontânea da invariância de gauge local U(1)

no âmbito de alguns modelos Higgs-Abelianos.

Primeiro, fazemos uma breve revisão sobre os vórtices usuais. As estruturas usuais

surgem em três cenários diferentes: a eletrodinâmica de Maxwell-Higgs, a eletrodinâmica

de Chern-Simons-Higgs e a eletrodinâmica de Maxwell-Chern-Simons-Higgs. Em todos

estes casos, ocorrem vórtices BPS topológicos: con�gurações com simetria rotacional e

energeticamente estáveis que satisfazem um conjunto de equações de primeira ordem, sua

energia sendo proporcional à sua carga topológica. Resolvemos as equações BPS explicita-

mente para diferentes valores da vorticidade n, e enunciamos as principais características

que as soluções numéricas resultantes engendram.

A posteriori, introduzimos um modelo generalizado descrito por uma função arbitrária

K (X), onde X = |Dµϕ|2 determina a dinâmica do campo escalar complexo. Especi�ca-

mente, escolhemos K (X) = X − αX2, da qual resultam apenas vórtices não-BPS gener-

alizados (o modelo assim obtido não engendra vórtices BPS). Estes vórtices engendram

campo elétrico nulo (tal como aqueles obtidos no âmbito da eletrodinâmica de Maxwell-

Higgs usual), além de carga topológica não trivial (dado serem topológicos). Em seguida,

resolvemos as equações de Euler-Lagrange (diferenciais de segunda ordem) e enunciamos

as principais características que as soluções generalizadas resultantes engendram.

Em seguida, apresentamos um segundo modelo generalizado. O novo modelo é deter-

minado por duas funções adimensionais do campo escalar, G (|ϕ|) e w (|ϕ|). Estas funções

são supostas obedecerem um vínculo que relaciona-as ao potencial de Higgs, V (|ϕ|). Neste
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contexto, vórtices BPS topológicos também existem, e as suas características numéricas

podem ser muito semelhantes, ou muito diferentes, daquelas veri�cadas no contexto usual.

Finalmente, adaptamos o segundo modelo generalizado ao estudo das teorias gêmeas,

i.e., teorias diferentes com exatamente as mesmas soluções, além de exatamente a mesma

energia. Neste caso, G (|ϕ|), w (|ϕ|) e V (|ϕ|) são supostas obedecerem dois novos vínculos.

Aqui, existem vórtices BPS gêmeos caracterizados por diferentes densidades de energia,

todas elas resultando na mesma energia total.

Palavras-chave: Vórtices, Defeitos Topológicos, Teorias de Gauge.
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Abstract

In this work, we present new results regarding topologically non-trivial con�gurations

arising in some generalized classical �eld theories. We focus on static �nite-energy vortices

which arise when a spontaneous symmetry breaking of U(1) local gauge invariance takes

place in some Abelian-Higgs models.

First, we perform a brief review regarding the usual vortices. The usual struc-

tures emerge in three di�erent scenarios: the Maxwell-Higgs electrodynamics, the Chern-

Simons-Higgs electrodynamics and the Maxwell-Chern-Simons-Higgs electrodynamics. In

all these cases, there are BPS topological vortices: energetically stable radially symmetric

con�gurations satisfying a set of �rst order equations, their energy being proportional

to their topological charge. We solve the BPS equations explicity for di�erent values of

the vorticity n, and we comment on the main features the numerical solutions we found

engender.

A posteriori, we introduce a generalized model, described by an arbitrary function

K (X), where X = |Dµϕ|2 gives the dynamic of the complex scalar �eld. Speci�cally, we

choose K (X) = X − αX2, from which we get generalized non-BPS vortices only (the

resulting model does not allow for BPS ones). These vortices have no electric �eld (as

the Maxwell-Higgs ones), but also have a non-trivial topological charge (since they are

topological). We then solve the second order Euler-Lagrange equations and comment on

the main features the generalized solutions we found engender.

Then, we introduce a second generalized model. The new model is speci�ed by two

dimensionless functions of the scalar �eld, G (|ϕ|) and w (|ϕ|). These two functions are

suposed to obey a constraint relating them to the unspeci�ed Higgs potential, V (|ϕ|). In

this case, BPS topological vortices exist, and their numerical features can be quite similar,

or quite di�erent, from the standard ones.
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Finally, we adapt the second generalized model to the study of twinlike theories, which

are di�erent theories allowing the very same �eld solutions and the very same energy. In

this case, G (|ϕ|), w (|ϕ|) and V (|ϕ|) are suposed to obey two new constraints. Here,

there are twinlike BPS topological vortices related to di�erent energy densities, all of

them giving the very same total energy.

Keywords: Vortices, Topological Defects, Gauge Theories.
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Introdução

No âmbito das teorias clássicas de campo, defeitos são con�gurações descritas a partir

da resolução de equações diferenciais não-lineares [1]. Em geral, estas são as equações de

Euler-Lagrange de uma teoria na qual ocorre quebra espontânea de alguma simetria con-

tínua. Assim, os defeitos se dividem em duas classes distintas: os defeitos topológicos, pos-

suidores de carga topológica não-nula, e os não-topológicos, possuidoras de carga topológica

nula. Neste trabalho, consideraremos apenas os defeitos pertencentes à primeira classe.

Os exemplos mais comuns de defeitos topológicos são o kink [2], o vórtice [3] e o

monopólo magnético [4,5]. O primeiro é obtido no contexto de uma teoria de�nida em um

espaço-tempo (1+1)-dimensional, possuidora de um único campo escalar, real e estático;

vórtices são soluções construídas no âmbito de teorias de gauge abelianas de�nidas em um

espaço-tempo (1+2)-dimensional, caracterizadas pela presença de um campo de gauge e

de um campo escalar complexo; �nalmente, monopólos magnéticos são obtidos via teorias

de gauge não-abelianas (1+3) dimensionais, nas quais há a presença de um tripleto de

campos de gauge e de um tripleto de campos escalares reais.

Em particular, vórtices são estruturas estáticas, possuidoras de simetria rotacional,

construídas no âmbito de teorias de gauge abelianas (1+2)-dimensionais [6]. Neste con-

texto, vórtices topológicos emergem a partir da violação da simetria de gauge local [7,8].

Em casos muito especí�cos, tais estruturas, ao invés de obtidas via as equações de Euler-

Lagrange, podem ser obtidas a partir da resolução de um conjunto de equações diferenciais

de primeira ordem, denominadas equações BPS [9, 10]. Nestes casos, a con�guração re-

sultante, denominada estado BPS, possui a mínima energia possível, sendo esta energia

proporcional a sua carga topológica. Por outro lado, quando tais con�gurações são obtidas

a partir das equações de Euler-Lagrange, pouco podemos a�rmar sobre suas energias.

Via de regra, vórtices BPS são construídos a partir de três teorias de gauge distintas:

1



a eletrodinâmica de Maxwell-Higgs [11], a eletrodinâmica de Chern-Simons-Higgs [12,13]

e a eletrodinâmica de Maxwell-Chern-Simons-Higgs [14,15]. No primeiro caso, os vórtices

BPS resultantes engendram campo elétrico nulo; nos dois casos seguintes, estas estruturas

possuem não apenas campo magnético não-nulo, mas também campo elétrico não-nulo.

Vórtices possuem uma grande variedade de aplicações: desde o efeito Hall quântico in-

teiro e fracionário [16,17], até a supercondutividade de alta temperatura [18]. Na verdade,

justamente a partir da teoria da supercondutividade proposta por Landau e Ginzburg [19],

Abrikosov [20] obteve, pela primeira vez, soluções não-relativísticas com simetria rota-

cional. Neste contexto, a eletrodinâmica de Maxwell-Higgs fornece a versão relativística

dos vórtices obtidos por Abrikosov [3].

Ao longo dos últimos anos, além dos modelos usuais citados acima, modelos general-

izados, denominadas teorias k-generalizadas, tem atraído muita atenção. Em geral, estas

teorias são construídas a partir de suas contrapartidas usuais, via a generalização dos

termos responsáveis pela especi�cação da dinâmica dos campos em questão. A idéia por

trás desta generalização, vale ressaltar, emerge naturalmente no contexto da Teoria das

Cordas.

As teorias generalizadas também engendram defeitos topológicos. Em alguns casos,

inclusive, não é necessário haver a violação espontânea de qualquer simetria [21]. Porém,

no intuito de melhor identi�car os efeitos causados pela generalização, costuma-se consid-

erar, além da generalização em sí, a ocorrência da violação de simetria. Assim, pode-se

mensurar os efeitos da generalização via a simples comparação entre as soluções resul-

tantes e suas correspondentes usuais. Neste sentido, resultados interessantes podem ser

encontrados em [22]- [29]. Em geral, as soluções generalizadas engendram variações não

apenas em suas amplitudes, mas também em seus comprimentos característicos.

Atualmente, teorias generalizadas como as aqui apresentadas são amplamente uti-

lizadas como modelos efetivos, principalmente em Cosmologia, onde as teorias f(R)

[30, 31] buscam, por exemplo, compreender a atual fase de expansão acelerada do Uni-

verso [32]. Ainda em Cosmologia, outras frentes de trabalho envolvem o uso de teorias

generalizadas no estudo de ondas gravitacionais fortes [33], matéria escura [34], matéria

taquiônica [35] e outros fenômenos [36]- [48]. Tais teorias também encontram aplicação

na Física das Interações Fortes [49]- [55], e na Matéria Condensada [56,57].

Neste sentido, esta tese sumariza alguns resultados obtidos ao longo do curso de
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doutorado. Em particular, voltaremos nossa atenção ao estudo dos vórtices topológicos

construídos no âmbito de teorias generalizadas, procurando de�nir os efeitos das gener-

alizações utilizadas. Como veremos, algumas destas generalizações impedem a obtenção

vórtices BPS estáticos, enquanto outras engendram vórtices BPS possuidores de carac-

terísticas muito interessantes.

No Capítulo 2, apresentamos uma breve revisão sobre a obtenção de vórtices estáticos

no âmbito das eletrodinâmicas de Maxwell-Higgs [11], de Chern-Simons-Higgs [12, 13]

e de Maxwell-Chern-Simons-Higgs [14, 15]. Estes vórtices, como todos nesta tese, são

topológicos (i.e., caracterizados por uma carga topológica não-nula), e podem ser obtidos

de duas maneiras: via a resolução numérica (i) das respectivas equações de Euler-Lagrange

(equações diferenciais de segunda-ordem), ou (ii) de um par de equações diferenciais de

primeira ordem, denominadas equações BPS. Os vórtices obtidos a partir das equações

BPS engendram os mínimos valores possíveis para suas energias totais, sendo estes valores

proporcionais as suas cargas topológicas. Por outro lado, pouco podemos a�rmar sobre

as energias dos vórtices não-BPS, i.e., aqueles obtidos via a resolução direta das equações

de Euler-Lagrange.

No Capitulo 3, início da parte central deste trabalho, apresentamos uma primeira

eletrodinâmica generalizada, construída a partir da eletrodinâmica de Maxwell-Higgs [24].

Também neste caso, ocorrem vórtices estáticos de topologia não-trivial. Porém, ao con-

trário dos obtidos no contexto usual, tais estruturas são puramente não-BPS, i.e., apenas

podem ser obtidas via a resolução das equações de Euler-Lagrange generalizadas. Neste

caso, apesar de topológicos, as energias destas estruturas não são mais proporcionais as

suas cargas topológicas.

No Capítulo 4, introduzimos uma segunda eletrodinâmica generalizada. Neste caso,

apesar de também construída a partir da eletrodinâmica de Maxwell-Higgs, a nova teo-

ria generalizada engendra a formação de vórtices BPS estáticos [26]. Assim, após uma

abordagem geral, introduzimos duas generalizações especí�cas. As estruturas resultantes

podem possuir características muito parecidas, mas também muito diferentes, daquelas

observadas no contexto usual.

Ainda no Capítulo 4, adaptamos o segundo modelo generalizado ao estudo das teo-

rias "gêmeas" [58]. Teorias gêmeas, apesar de de�nidas por densidades de lagrangeanas

diferentes, engendram não apenas exatamente as mesmas soluções, mas também a mesma
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energia total [59]- [62]. Aqui, a partir da introdução de dois vínculos especí�cos, a teo-

ria generalizada fornece exatamente as mesmas estruturas BPS obtidas no contexto da

eletrodinâmica de Maxwell-Higgs. Além disso, apesar de possuírem a mesma energia total,

tais estruturas exibem diferentes densidades de energia. Novamente, após uma abordagem

geral, introduzimos duas generalizações especí�cas, e voltamos nossa atenção para suas

densidades de energia.

Finalmente, sumarizamos os resultados contidos neste trabalho, apresentamos nossas

conclusões e perspectivas de investigações futuras.

As teorias apresentadas ao longo deste trabalho são de�nidas em um espaço-tempo

(1+2)-dimensional. Aqui, os índices gregos denotam todas as coordenadas do espaço-

tempo (µ, ν = 0, 1, 2), enquanto os índices latinos denotam apenas suas coordenadas es-

pacias (j = 1, 2). A métrica utilizada é ηµν = (+−−), o campo de gauge é dado por

Aµ = (A0, Ax, Ay), e vale ∂µ = (∂t, ∂x, ∂y). Além disso, utilizaremos o sistema de unidades

naturais (c = ~ = 1).
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Capítulo 1

Revisão: Vórtices Usuais.

Vórtices são estruturas planares, dotadas de simetria rotacional, livres de quaisquer

divergências e possuidoras de energia total �nita. Tais estruturas são obtidas via o trata-

mento numérico das respectivas equações de Euler-Lagrange (equações diferenciais de

segunda ordem), implementadas as corretas condições de contorno.

Porém, vórtices podem também ser obtidos a partir de uma abordagem alternativa,

mais simples e so�sticada. Neste caso, tais estruturas são obtidas via a resolução de

um conjunto de equações diferenciais de primeira ordem, denominadas equações BPS.

Naturalmente, os vórtices assim obtidos, denominados vórtices BPS, são também soluções

das equações de Euler-Lagrange e, portanto, soluções legítimas da teoria em questão.

Outra vantagem desta abordagem é mostrar serem tais vórtices soluções fundamentais

(i.e., de mínima energia) do modelo.

Neste Capítulo, apresentamos uma breve revisão sobre a obtenção de vórtices BPS

a partir dos modelos de Maxwell-Higgs, Chern-Simons-Higgs e Maxwell-Chern-Simons-

Higgs.

1.1 Vórtices BPS: Maxwell-Higgs.

A eletrodinâmica planar de Maxwell-Higgs é de�nida pela seguinte densidade de la-

grangeana

LM = −1

4
FµνF

µν +X − UM (|ϕ|) , (1.1)
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na qual Aµ (xν) é o campo de gauge (vetorial) e ϕ (xµ) é o campo de Higgs (escalar

complexo). Além disso, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ é o tensor do campo eletromagnético, X ≡

|Dµϕ|2 e Dµϕ = ∂µϕ + ieAµϕ representa a derivada covariante do campo ϕ (xµ). O

potencial UM (|ϕ|) é dado por

UM (|ϕ|) = λ2

4

(
|ϕ|2 − υ2

)2
, (1.2)

e descreve a interação de ϕ (xµ) consigo próprio (auto-interação). Aqui, e e λ são con-

stantes de acoplamento, supostas reais e positivas, e υ é o valor esperado de |ϕ| no vácuo

do modelo (UM (|ϕ| = υ) = 0), também real e positiva.

É útil lidar com campos, coordenadas e parâmetros completamente adimensionais.

Portanto, de�nimos o parâmetro de massa M do modelo (1.1) e, a partir dele, imple-

mentamos as transformações de escala: xµ → M−1xµ, ϕ → M1/2ϕ, Aµ → M1/2Aµ,

e → M1/2e, λ → M1/2λ e υ → M1/2υ. Neste caso, obtemos LM → M3L, e a teoria (1.1)

passa a ser descrita por uma densidade de lagrangeana L completamente adimensional,

com a mesma forma funcional de LM .

Soluções próprias à (1.1) são obtidas a partir das respectivas equações de Euler-

Lagrange. Estas equações são

∂µF
µρ = Jρ, (1.3)

∂µ∂
µ |ϕ| − e2AµA

µ |ϕ| = −1

2

dUM

d |ϕ|
, (1.4)

nas quais

Jρ = −2e2 |ϕ|2Aρ, (1.5)

é o 4-vetor densidade de corrente.

Porém, antes de avançarmos, consideremos a lei de Gauss relacionada à (1.1). Ela

pode ser escrita na forma (supondo campos independentes do tempo)

∂j∂
jA0 = −2e2 |ϕ|2A0, (1.6)

na qual j = 1, 2 representa somatório sobre coordenadas espaciais apenas. A partir de

(1.6), notamos ser possível a escolha do gauge temporal (i.e., A0 = 0), dado esta escolha

satisfazer a própria lei de Gauss. Implementada esta escolha, soluções estáticas serão

caracterizadas pela completa ausência de campo elétrico.

Como dito, vórtices são con�gurações estáticas possuidoras de simetria rotacional.

Tais con�gurações são tradicionalmente descritas pelo Ansatz

ϕ (r, θ) = υg (r) einθ, (1.7)
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A (r, θ) = − θ̂

er
(a (r)− n) , (1.8)

onde r e θ são coordenadas polares, n = ±1, ±2, ±3 ... é a vorticidade da con�guração,

e g (r) e a (r) são funções adimensionais.

Via (1.7) e (1.8), (1.3) e (1.4) podem ser reescritas como

d2a

dr2
− 1

r

da

dr
= 2e2υ2g2a, (1.9)

d2g

dr2
+

1

r

dg

dr
− a2g

r2
=

1

2υ2

dUM

dg
, (1.10)

onde F21 = ∂xAy − ∂yAx = B e

B (r) = − 1

er

da

dr
(1.11)

é o campo magnético.

Aqui, (1.9) e (1.10) são as equações de Euler-Lagrange para as funções g (r) e a (r). A

partir da resolução destas equações, os campos ϕ (r, θ) eA (r, θ) são obtidos conforme (1.7)

e (1.8). Porém, antes de resolvermos (1.9) e (1.10), precisamos especi�car as condições de

contorno a serem impostas sobre as funções g (r) e a (r).

Para r → 0, as condições de contorno devem evitar o surgimento de con�gurações

dotadas de quaisquer singularidades. Portanto, e tendo em vista (1.7) e (1.8), g (r) e a (r)

devem satisfazer

g (r → 0) → 0 e a (r → 0) → n. (1.12)

Além disto, as con�gurações resultantes devem ser possuidoras de energia total �nita. Tal

imposição resulta em mais um conjunto de condições de contorno, válidas para r → ∞,

e obtidas via a análise do tensor de energia-momento próprio à (1.1). No presente caso,

este tensor é dado por

Tαβ = −FαµFβ
µ + 2∂α |ϕ| ∂β |ϕ|+ 2e2AαAβ |ϕ|2 − ηαβL, (1.13)

do qual resulta a densidade de energia (já escrita a partir de (1.7) e (1.8))

ε (r) ≡ T00 =
1

2

(
1

er

da

dr

)2

+ υ2

((
dg

dr

)2

+
g2a2

r2

)
+

λ2υ4

4

(
g2 − 1

)2
. (1.14)

A densidade de energia (1.14) resultará em uma energia total �nita quando satis�zer

ε (r → ∞) → 0. Portanto, as funções g (r) e a (r) devem satisfazer

g (r → ∞) → 1 e a (r → ∞) → 0. (1.15)
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Finalmente, dadas as condições de contorno (1.12) e (1.15), vórtices estáticos podem

ser obtidos via a resolução numérica das equações de Euler-Lagrange (1.9) e (1.10). Esta

abordagem, mais direta, foi efetivada por Nielsen e Olesen, em 1973 [3]. Porém, poucos

anos mais tarde, Schaposnik e de Vega [11] obtiveram as mesmas estruturas via uma

abordagem alternativa, mais simples e so�sticada, na qual precisaram resolver apenas

equações diferenciais de primeira ordem (ao contrário das equações de Euler-Lagrange,

de segunda ordem). No entanto, tais equações, denominadas equações BPS, apenas são

obtidas em um contexto especí�co, denominado limite de Bogomol'nyi [9]. Este contexto

e a obtenção de tais equações são discutidos abaixo.

Consideremos a eletrodinâmica de Maxwell-Higgs (1.1). Neste caso, o limite de Bo-

gomol'nyi é de�nido por λ2 = 2e2. Neste limite, a densidade de energia (1.14) pode ser

reescrita como

ε (r) =
1

2

(
1

er

da

dr

)2

+ υ2

((
dg

dr

)2

+
g2a2

r2

)
+

e2υ4

2

(
g2 − 1

)2
, (1.16)

ou

ε (r) =
1

2

(
1

er

da

dr
∓ eυ2

(
g2 − 1

))2

+ υ2

(
dg

dr
∓ ga

r

)2

∓ υ2

r

da

dr
± υ2

r

d

dr

(
g2a
)
, (1.17)

onde

1

2

(
1

er

da

dr

)2

+
e2υ4

2

(
g2 − 1

)2
=

1

2

(
1

er

da

dr
∓ eυ2

(
g2 − 1

))2

± υ2g2

r

da

dr
∓ υ2

r

da

dr
, (1.18)

υ2

((
dg

dr

)2

+
g2a2

r2

)
= υ2

(
dg

dr
∓ ga

r

)2

± υ2a

r

d

dr
g2. (1.19)

Desta forma, a energia total E resulta

E ≡
∫

ε (r) d2r =

∫ [
1

2

(
1

er

da

dr
∓ eυ2

(
g2 − 1

))2

+ υ2

(
dg

dr
∓ ga

r

)2

+ εbps

]
d2r ≥ Ebps,

(1.20)

na qual

Ebps ≡
∫

εbpsd
2r, (1.21)

e

εbps = ∓υ2

r

da

dr
± υ2

r

d

dr

(
g2a
)
. (1.22)

Assim, quando g (r) e a (r) satis�zerem

1

r

da

dr
= ±e2υ2

(
g2 − 1

)
, (1.23)
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e
dg

dr
= ±ga

r
, (1.24)

a con�guração resultante possuirá uma energia total mínima, E = Ebps, dada por (1.21).

As equações diferenciais de primera ordem (1.23) e (1.24) são as equações BPS próprias

à eletrodinâmica de Maxwell-Higgs (1.1). A partir destas equações, é possível obtermos as

equações de Euler-Lagrange (1.9) e (1.10). Assim, veri�camos serem as soluções obtidas

via (1.23) e (1.24), denominadas estados BPS, também soluções de (1.9) e (1.10), e,

portanto, soluções legítimas de (1.1). Como dito, tais soluções engendram con�gurações

possuidoras de energia total mínima, E = Ebps, dada por (1.21), e cujo valor pode ser

calculado a partir de (1.12), (1.15) e (1.22)

Ebps = 2π

∫
rεbpsdr = 2πυ2 |n| , (1.25)

na qual εbps é dada por (1.22). Assim, notamos ser o valor desta energia total quantizado

conforme a vorticidade n da con�guração em questão.

Antes de procedermos a resolução numérica das equações BPS, veri�quemos a compat-

ibilidade entre estas equações e as condições de contorno (1.12) e (1.15). Esta veri�cação

é efetivada através do processo de lineralização das equações diferenciais em questão, e

consiste na construção de versões aproximadas destas equações, válidas apenas em deter-

minadas regiões do espaço. A partir da implementação deste processo, emergem soluções

analíticas aproximadas para as funções g (r) e a (r), válidas apenas para r → 0 e r → ∞.

Este procedimento pode ser aplicado a todos os casos apresentados neste trabalho (inclu-

sive os generalizados). Porém, por simplicidade, será abordado apenas aqui, a título de

ilustração.

Tomemos o limite r → 0. Neste limite, vale a aproximação

g (r) ≈ δg (r) e a (r) ≈ n− δa (r) , (1.26)

na qual δg (r) e δa (r) satisfazem as condições de contorno

δg (r → 0) → 0 e δa (r → 0) → 0. (1.27)

Neste caso, as equações BPS (1.23) e (1.24) podem ser reescritas em termos das funções

δg (r) e δa (r) (considerando apenas contribuições lineares em δ)

d

dr
δa = ±e2υ2r, (1.28)
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d

dr
δg = ±n

δg

r
, (1.29)

a partir das quais emergem as soluções (compatíveis com (1.27), G é uma constante real)

δg (r) = Gr|n| e δa (r) = ±e2υ2

2
r2, (1.30)

e

g (r) ≈ Gr|n| e a (r) ≈ n∓ e2υ2

2
r2. (1.31)

Como sabemos, em r → 0, as condições de contorno devem evitar o surgimento de

con�gurações possuidoras de quaisquer singularidades. Neste sentido, as soluções (1.31),

válidas justamente em r → 0, por satisfazerem tais condições, reforçam a compatibilidade

entre as equações BPS (1.23) e (1.24), e as condições de contorno (1.12) e (1.15).

De maneira análoga, no limite r → ∞, usamos a aproximação

g (r) ≈ 1− δg (r) e a (r) ≈ δa (r) . (1.32)

na qual δg (r) e δa (r) satisfazem

δg (r → ∞) → 0 e δa (r → ∞) → 0. (1.33)

Agora, as equações BPS resultam (novamente, considerando apenas contribuições lineares

em δ)
1

r

d

dr
δa = ∓2e2υ2δg, (1.34)

d

dr
δg = ∓δa

r
, (1.35)

a partir das quais obtemos

δg (r) =
1

e
√
2eυr

e δa (r) = ±
√
2eυr

e
√
2eυr

, (1.36)

e

g (r) ≈ 1− 1

e
√
2eυr

e a (r) ≈ ±
√
2eυr

e
√
2eυr

, (1.37)

compatíveis com ε (r → ∞) → 0, como esperado.

Utilizando estes resultados, podemos construir soluções aproximadas para, por exem-

plo, o campo magnético B (r) (1.11) e a densidade de energia ε (r) (1.22), válidas em seus

respectivos limites. Ainda assim, para valores intermediários da variável r, a resolução

numérica das equações BPS faz-se necessária.
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Todas as con�gurações descritas neste trabalho são topológicas, ou seja, possuem carga

topólogica QT diferente de zero. Além disso, a energia de uma dada con�guração BPS

deve ser diretamente proporcional à carga topológica desta mesma con�guração, ou seja,

deve valer E = Ebps ∝ QT . Assim, no intuito de melhor caracterizarmos as con�gurações

aqui descritas, introduzimos a de�nição de densidade de corrente topológica J µ

J µ = εµβα∂αAβ, (1.38)

na qual εµαβ é o tensor de Levi-Civita (ε012 = +1). Desta forma, a densidade de carga

topólogica qT é dada por

qT ≡ J 0 = ∂xAy − ∂yAx = B, (1.39)

a partir da qual obtemos uma expressão geral para a carga topológica QT de uma dada

con�guração

QT ≡
∫

qTd
2r =

∫
Bd2r ≡ ΦB. (1.40)

Aqui, ΦB representa o �uxo do campo magnético B. Em particular, para con�gurações

descritas pelo Ansatz (1.7) e (1.8), a carga topológica pode ser calculada a partir das

condições de contorno (1.12) e (1.15)

QT = ΦB =
2πn

e
. (1.41)

Portanto, a energia total das con�gurações BPS obtidas via (1.23) e (1.24) resulta

Ebps = eυ2 |QT | , (1.42)

a partir da qual notamos ser esta energia diretamente proporcional à carga topológica

das con�gurações em questão, como esperado. Por �m, enfatizemos o fato de não só a

carga topológica QT , mas também o �uxo do campo magnético ΦB, serem quantizados

conforme o valor de n.

Abaixo, apresentamos as soluções numéricas para g (r) e a (r) obtidas a partir de

(1.23) e (1.24), conforme as condições de contorno (1.12) e (1.15). Por simplicidade,

implementamos e = υ = 1, mas diferentes valores de n. Além disso, constam também

soluções para o campo magnético B (r) (dado por (1.11)) e para a densidade de energia

εbps (dada por (1.22)).
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1.2 Soluções numéricas: Maxwell-Higgs.

Abaixo, constam soluções obtidas via o tratamento numérico das equações (1.23) e (1.24).

Todas as soluções foram construídas a partir de (1.12) e (1.15), e descrevem con�gurações

BPS possuidoras de vorticidade n = 1 (curva preta sólida), n = 3 (curva azul ponto-

tracejada) e n = 5 (curva vermelha tracejada). Além disso, por simplicidade, utilizou-se

e = υ = 1.

Figura 1.1: Soluções numéricas para a (r), para n = 1 (curva preta sólida), n = 3 (curva

azul ponto-tracejada) e n = 5 (curva vermelha tracejada).

A Figura 1.1 mostra as soluções numéricas obtidas para a (r). Em geral, este campo

atinge seu valor máximo (igual à n) quando r = 0 (conforme (1.12)). A partir disto, a (r)

decresce monotonicamente, tornando-se nula no limite r → ∞ (conforme (1.15)).

A Figura 1.2 mostra as soluções para g (r). Conforme (1.12) e (1.15), os valores

máximo e mínimo engendrados por este campo não dependem da vorticidade n. Assim,

em r = 0, todas estas soluções engendram valor nulo. A partir disto, todas elas crescem

monotonicamente ao mesmo valor máximo (igual à 1, conforme (1.15)). Além disso,

soluções de maior vorticidade possuem maiores comprimentos característicos.

As soluções numéricas para a densidade de energia das con�gurações BPS (εbps, dada

por (1.22)) são mostradas na Figura 1.3. Para n = 1, εbps atinge seu valor máximo quando

r = 0, a partir do qual decresce monotonicamente, até tornar-se nula no limite r → ∞.
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Figura 1.2: Soluções numéricas para g (r). Convenções conforme a Fig.1.1.

Figura 1.3: Soluções numéricas para εbps. Convenções conforme a Fig.1.1.
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Por outro lado, para n = 3 e n = 5, εbps engendra valor máximo quando r = R, onde R

é algum valor �nito. Tradicionalmente, R é dito representar o "raio"da solução. Assim,

as soluções de maior vorticidade exibem os maiores raios. Além disso, aparentemente,

vale εbps (r = 0, n = 3) = εbps (r = 0, n = 5). Em todos os casos, εbps → 0 para r → ∞,

conforme as condições de contorno.

Figura 1.4: Soluções numéricas para B (r). Convenções conforme a Fig.1.1.

A Figura 1.4 mostra soluções para o campo magnético B (r) (dado por (1.11)). Todas

as soluções exibem as mesmas características gerais: para r = 0, todas elas atingem um

mesmo valor máximo, a partir do qual decrescem monotonicamente, tornando-se nulas no

limite r → ∞. Novamente, os comprimentos característicos são tão maiores quanto maior

o valor da vorticidade n.

1.3 Vórtices BPS: Chern-Simons-Higgs.

A eletrodinâmica de Chern-Simons-Higgs é, por de�nição, uma teoria planar. Ela é

de�nida pela densidade de lagrangeana

LCS =
k

4
ϵµνρAµFνρ +X − UCS (|ϕ|) , (1.43)
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na qual k é uma constante de acoplamento. Aqui, Fµν , X e Dµϕ = ∂µϕ + ieAµϕ são

de�nidos como no caso anterior. Além disso, o potencial UCS (|ϕ|) é dado por

UCS (|ϕ|) =
λ2

4
|ϕ|2

(
|ϕ|2 − υ2

)2
, (1.44)

a partir da qual notamos ser λ uma constante de acoplamento adimensional.

Via (1.44), veri�ca-se ser a eletrodinâmica de Chern-Simons-Higgs possuidora de dois

vácuos distintos: o primeiro, um vácuo simétrico, ocorre quando |ϕ| = 0 (UCS (|ϕ| = 0) = 0);

já o segundo, um vácuo assimétrico, ocorre para |ϕ| = υ (UCS (|ϕ| = υ) = 0). Neste

caso, como no anterior, apenas o vácuo assimétrico engrenda a formação de con�gurações

topológicas (i.e., caracterizadas por QT ̸= 0).

Implementemos as tranformações de escala apresentadas anteriormente, de�nidas a

partir do parâmetro de massa M . Além destas, implementemos também k → Mk. Neste

caso, resulta LCS → M3L, na qual L é uma densidade de lagrangeana completamente

adimensional, com a mesma forma funcional de LCS. Como resultado, o modelo (1.43)

passa a ser descrito por L, e não mais por LCS.

As equações de Euler-Lagrange são

k

2
ϵρµαFµα = Jρ, (1.45)

∂µ∂
µ |ϕ| − e2AµA

µ |ϕ| = −1

2

dUCS

d |ϕ|
, (1.46)

nas quais o 4-vetor densidade de corrente Jρ é dado por (1.5).

Agora, consideremos a lei de Gauss própria à (1.43) (supondo campos independentes

do tempo)

kB = 2e2 |ϕ|2A0, (1.47)

a partir da qual notamos não ser mais possível a escolha do gauge temporal, dado este

não mais satisfazer a própria lei de Gauss. Portanto, no presente caso, soluções estáticas

exibirão não somente campo magnético não-nulo, mas também campo elétrico não-nulo.

De fato, a impossibilidade de escolhermos o gauge temporal é uma característica geral aos

modelos de Chern-Simons.

Por se tratarem de estruturas planares possuidoras de simetria rotacional, vórtices

estáticos são sempre descritos por (1.7) e (1.8). Portanto, (1.45) e (1.46) podem ser

reescritas na forma
d2a

dr2
− 1

r

da

dr
− 2g−1da

dr

dg

dr
=

4υ4e4

k2
g4a, (1.48)
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d2g

dr2
+

1

r

dg

dr
− a2g

r2
= −2k2g−3

8υ4e4

(
1

r

da

dr

)2

+
1

2υ2

dUCS

dg
, (1.49)

nas quais implementamos também a lei de Gauss (1.47).

As equações (1.48) e (1.49) são as equações de Euler-Lagrange para as funções estáticas

g (r) e a (r). Resolvidas estas equações, os campos ϕ (r, θ) e A (r, θ) são obtidos conforme

(1.7) e (1.8). A partir destes campos, podemos obter também os campos magnético B (r)

(dado por (1.11)), o campo A0 (r) (via (1.47)) e, �nalmente, o campo elétrico E (r) =

−drA
0.

No entanto, antes de resolvermos (1.9) e (1.10), devemos especi�car condições de

contorno satisfeitas por g (r) e a (r). Novamente, estas funções devem engendrar con�g-

urações estáticas livres de quaisquer divergências. Portanto, g (r) e a (r) devem, também

neste caso, satisfazer (1.12). Além disso, como no caso anterior, tais con�gurações devem

possuir energia total �nita. Logo, consideremos o tensor de energia-momento referente à

densidade de lagrangeana (1.43). Este tensor é dado por

Tλρ = 2
(
∂λ |ϕ| ∂ρ |ϕ|+ e2AλAρ |ϕ|2

)
− ηλρLntop, (1.50)

onde

Lntop = X − UCS (|ϕ|) , (1.51)

com UCS (|ϕ|) dado por (1.44). Logo, a densidade de energia pode ser escrita na forma

(já a partir de (1.7) e (1.8))

ε (r) =
k2

4υ2e4

(
1

rg

da

dr

)2

+ υ2

((
dg

dr

)2

+
a2g2

r2

)
+

λ2υ6

4
g2
(
g2 − 1

)2
. (1.52)

Também neste caso, (1.52) resultará em uma energia total �nita quando satis�zer ε (r → ∞) →

0. Para isto, g (r) e a (r) devem, também neste caso, satisfazer (1.15).

A partir de (1.12) e (1.15), vórtices estáticos são obtidos via a resolução numérica

de (1.48) e (1.49). Porém, como antes, ao invés de lidarmos diretamente com estas

equações de segunda ordem, busquemos pelas equações BPS relacionadas à eletrodinâmica

de Chern-Simons-Higgs (1.43). Originalmente, estas equações foram obtidas, separada-

mente, por Jackiw e Weinberg [12], e por Hong, Kim e Pac [13].

O limite de Bogomol'nyi da eletrodinâmica de Chern-Simons-Higgs é de�nido por

λ2 = 4e4/k2. Neste limite, a densidade de energia (1.52) pode ser reescrita como

ε (r) =
k2

4υ2e4

(
1

rg

da

dr

)2

+ υ2

((
dg

dr

)2

+
a2g2

r2

)
+

e4υ6

k2
g2
(
g2 − 1

)2
. (1.53)
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ou

ε (r) =
k2

4υ2e2g2

(
1

er

da

dr
∓ 2e3υ4

k2
g2
(
g2 − 1

))2

+ υ2

(
dg

dr
∓ ag

r

)2

∓ υ2

r

da

dr
± υ2

r

d

dr

(
g2a
)
.

(1.54)

Portanto, a energia total E resulta

E =

∫ [
k2

4υ2e2g2

(
1

er

da

dr
∓ 2e3υ4

k2
g2
(
g2 − 1

))2

+ υ2

(
dg

dr
∓ ag

r

)2

+ εbps

]
d2r ≥ Ebps,

(1.55)

onde

Ebps ≡
∫

εbpsd
2r, (1.56)

e

εbps = ∓υ2

r

da

dr
± υ2

r

d

dr

(
g2a
)
. (1.57)

Logo, quando as funções g (r) e a (r) satis�zerem

1

r

da

dr
= ±2e4υ4

k2
g2
(
g2 − 1

)
, (1.58)

e
dg

dr
= ±ga

r
, (1.59)

a con�guração estática exibirá uma energia total mínima, E = Ebps, dada por (1.56).

As equações (1.58) e (1.59) são as equações BPS relacionadas à eletrodinâmica de

Chern-Simons-Higgs (1.43). Naturalmente, através da manipulação destas equações, é

possível obtermos as equações de Euler-Lagrange (1.48) e (1.49). Desta forma, os estados

BPS (i.e., as soluções obtidas via (1.58) e (1.59)) são soluções de (1.48) e (1.49), e, por

conseguinte, soluções legítimas de (1.43). Tais estados representam con�gurações estáticas

possuidoras de uma energia total mínima, E = Ebps, dada por (1.56), e cujo valor pode

ser calculado a partir das condições de contorno (1.12) e (1.15). Este cálculo resulta

Ebps = 2π

∫
rεbpsdr = 2πυ2 |n| , (1.60)

onde εbps é dada por (1.57), e n é a vorticidade da con�guração em questão. Portanto,

também neste caso, o valor da energia total mínima Ebps resulta quantizado. É interes-

sante o fato de ser este valor exatamente igual ao obtido no contexto da eletrodinâmica

de Maxwell-Higgs (1.1); ver (1.25). Por conseguinte, con�gurações BPS obtidas a partir
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da eletrodinâmica de Chern-Simons-Higgs possuem a mesma energia total daquelas obti-

das a partir da eletrodinâmica de Maxwell-Higgs (supondo possuírem também a mesma

vorticidade).

As equações (1.58) e (1.59) descrevem con�gurações BPS topológicas, i.e., possuidoras

de uma carga topológica QT não-nula, para as quais, como já sabemos, deve valer E =

Ebps ∝ QT . Novamente, utilizemos a densidade de corrente topológica (1.38), a partir da

qual resulta a densidade de carga topológica (1.39). Desta forma, dado serem as condições

de contorno as mesmas do caso anterior, a carga topológica QT resulta igual à dada por

(1.40). Logo, a energia total das con�gurações BPS obtidas a partir de (1.58) e (1.59)

pode ser reescrita como

Ebps = eυ2 |QT | , (1.61)

exatamente como no caso anterior.

Abaixo, apresentamos as soluções numéricas obtidas a partir de (1.58) e (1.59), con-

forme (1.12) e (1.15), para diferentes valores de n. Também neste caso, usamos e = υ = 1,

além de k = 1. Como antes, constam também soluções para o campo magnético B (r)

(dado por (1.11)), para o campo elétrico E (r) = −drA
0, e para a densidade de energia

εbps (neste caso, dada por (1.57)).

1.4 Soluções numéricas: Chern-Simons-Higgs.

Abaixo, constam algumas soluções numéricas obtida a partir de (1.58) e (1.59). Também

neste caso, tais soluções satisfazem as condições de contorno (1.12) e (1.15). Novamente,

a curva preta sólida representa a con�guração com vorticidade n = 1, a curva azul ponto-

tracejada representa a con�guração com vorticidade n = 3 e a curva vermelha tracejada

representa a con�guração com vorticidade n = 5. Por simplicidade, implementou-se

e = υ = 1, além de k = 1.

A Figura 1.5 mostra as soluções para a (r). Como antes, este campo atinge seu valor

máximo (igual à n) quando r = 0, a partir do qual a (r) decresce monotonicamente,

tornando-se nula no limite r → ∞.

A Figura 1.6 mostra as soluções numéricas obtidas para g (r). Novamente, os valores

máximo e mínimo engendrados por este campo não dependem da vorticidade n. Para,
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Figura 1.5: Soluções numéricas para a (r), para n = 1 (curva preta sólida), n = 3 (curva

azul ponto-tracejada) e n = 5 (curva vermelha tracejada).

Figura 1.6: Soluções numéricas para g (r). Convenções conforme a Fig.1.5.
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r = 0, a função g (r) engendra valor nulo. A partir disto, ela cresce monotonicamente

ao seu valor máximo. Como antes, as soluções de maior vorticidade possuem os maiores

comprimentos característicos.

Figura 1.7: Soluções numéricas para B (r). Convenções conforme a Fig.1.5.

As soluções obtidas para o campo magnético B (r) são mostradas na Figura 1.7. Em

geral, este campo engendra seu valor máximo para r = R, onde R é algum valor �nito,

o "raio"da solução. Assim, con�gurações de maior vorticidade possuem os maiores raios.

Por outro lado, os respectivos valores máximos parecem não depender de n. Em todos os

casos, B (r = 0) = 0 e B (r → ∞) → 0.

A Figura 1.8 exibe soluções para o campo elétrico E (r) = −drA
0. Assim como B (r),

E (r) atinge seu valor máximo quando r = R, sendo o raio R de uma dada con�guração

tão maior quanto maior o valor da vorticidade desta mesma con�guração. Agora, porém,

os respectivos valores máximos parecem depender do valor de n. Novamente, em todos

os casos, ocorre E (r = 0) = 0 e E (r → ∞) → 0.

Finalmente, as soluções numéricas para a densidade de energia εbps (dada por (1.57))

são mostradas na Figura 1.9. Em todos os casos, εbps atinge seu valor máximo para

r = R, sendo as soluções de maior vorticidade possuidoras dos maiores raios. Para n = 1,

εbps (r = 0) assume valor não-nulo. Contudo, εbps (r = 0, n = 3) = εbps (r = 0, n = 5) = 0.
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Figura 1.8: Soluções numéricas para E (r). Convenções conforme a Fig.1.5.

Figura 1.9: Soluções numéricas para εbps. Convenções conforme a Fig.1.5.
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1.5 Vórtices BPS: Maxwell-Chern-Simons-Higgs.

A obtenção de vórtices estáticos via equações BPS é factível mesmo na presença si-

multânea dos termos de Maxwell, FµνF
µν , e de Chern-Simons, ϵµνρAµFνρ. Neste caso,

além do campo de Higgs ϕ (xµ), é necessária a introdução de um outro campo escalar,

agora real, N (xµ). A densidade de lagrangeana resultante é

LMCS = −1

4
FµνF

µν − k

4
ϵµνρAµFνρ +X +

1

2
∂µN∂µN − UMCS (|ϕ| , N) , (1.62)

na qual, novamente, Fµν ,X eDµϕ são de�nidos como antes. Agora, o potencial UMCS (|ϕ| , N)

depende não apenas do campo escalar complexo ϕ (xµ), mas também de N (xµ). Este po-

tencial é dado por

UMCS (|ϕ| , N) =
1

2

(
e |ϕ|2 + kN − eυ2

)2
+ e2N2 |ϕ|2 , (1.63)

a partir do qual notamos ser a eletrodinâmica de Maxwell-Chern-Simons-Higgs (MCS-

Higgs) (1.62) possuidora de dois vácuos distintos: o vácuo simétrico ocorre para |ϕ| = 0

e N = eυ2/k (UMCS (|ϕ| = 0, N = eυ2/k) = 0), e o vácuo assimétrico ocorre para |ϕ| = υ

e N = 0 (UMCS (|ϕ| = υ,N = 0) = 0). Também neste caso, apenas o vácuo assimétrico

engendra a formação de con�gurações topológicas estáticas (QT ̸= 0).

Implementemos as transformações de escala de�nidas anteriormente. Além destas,

utilizemos N → M1/2N . Neste caso, resulta LMCS → M3L, sendo L uma densidade de

lagrangeana completamente adimensional, com a mesma forma funcional de LMCS.

As equações de Euler-Lagrange adimensionais são

∂µF
µρ − k

2
ϵρµνFµν = Jρ, (1.64)

∂µ∂
µ |ϕ| − e2AµA

µ |ϕ| = −1

2

∂UMCS

∂ |ϕ|
, (1.65)

∂µ∂
µN = −∂UMCS

∂N
, (1.66)

a partir das quais emerge a lei de Gauss para campos estáticos

∂j∂
jA0 + 2e2 |ϕ|2A0 = −kB. (1.67)

Novamente, por conta da presença do termo de Chern-Simons em (1.62), notamos não ser

possível a implementação do gauge temporal. Portanto, também neste caso, con�gurações

estáticas possuirão campos elétrico e magnético não-nulos.
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Agora, no intuito de descrevermos os campos ϕ (xµ) e A (xµ), usemos os Ansatz (1.7)

e (1.8). Além destes, implementemos

N (r, θ) = ∓A0 (r) . (1.68)

Neste caso, (1.64), (1.65) e (1.66) podem ser reescritas como

d2A0

dr2
+

1

r

dA0

dr
= 2e2υ2g2A0 ∓ k

er

da

dr
, (1.69)

d2a

dr2
− 1

r

da

dr
= 2e2υ2g2a± ekr

dA0

dr
, (1.70)

d2g

dr2
+

1

r

dg

dr
− a2g

r2
= eg

(
∓kA0 + υ2e

(
g2 − 1

))
, (1.71)

onde
1

er

da

dr
= ±

(
∓kA0 + υ2e

(
g2 − 1

))
. (1.72)

Neste caso, dado o Ansatz (1.68), a coerência entre (1.66) e (1.67) é preservada pelo

vínculo (1.72). Além disso, como veremos, este vínculo emerge naturalmente como uma

das equações BPS próprias à (1.62).

Também neste caso, g (r) e a (r) devem satisfazer (1.12) e (1.15). Além disso, A0 (r)

deve satisfazer

A
′

0 (r → 0) → 0 e A0 (r → ∞) → 0, (1.73)

onde A
′
0 = dA0/dr.

Finalmente, (1.69), (1.70) e (1.71) podem ser solucionadas via (1.12), (1.15) e (1.73).

Porém, como antes, investiguemos a existência de estados BPS próprios à (1.62). Para

isso, consideremos o tensor de energia-momento. Este tensor é dado por

Tλρ = −FλµFρ
µ + 2

(
∂λ |ϕ| ∂ρ |ϕ|+ e2AλAρ |ϕ|2

)
+ ∂λN∂ρN − ηλρLn, (1.74)

onde

Ln = −1

4
FµνF

µν +X +
1

2
∂µN∂µN − UMCS (|ϕ| , N) . (1.75)

A densidade de energia, já escrita a partir de (1.7) e (1.8), resulta

ε =
1

2

(
1

er

da

dr

)2

+
1

2

(
dA0

dr

)2

+
1

2

(
dN

dr

)2

+υ2

((
dg

dr

)2

+
a2g2

r2

)
+e2υ2A2

0g
2+U . (1.76)

Agora, a partir de (1.68), notamos ser possível reescrever (1.76) como

ε =
1

2

(
1

er

da

dr
∓
(
∓kA0 + υ2e

(
g2 − 1

)))2

+ υ2

(
dg

dr
∓ ag

r

)2
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∓υ2

r

da

dr
± υ2

r

d

dr

(
g2a
)
+

1

r

d

dr

(
rA0dA

0

dr

)
, (1.77)

na qual utilizamos também a lei de Gauss (1.69). Desta forma, a energia total E resulta

E =

∫ [
1

2

(
1

er

da

dr
∓
(
∓kA0 + υ2e

(
g2 − 1

)))2

+ υ2

(
dg

dr
∓ ag

r

)2

+ εbps

]
d2r ≥ Ebps,

(1.78)

onde

Ebps ≡
∫

εbpsd
2r, (1.79)

e

εbps = ∓υ2

r

da

dr
± υ2

r

d

dr

(
g2a
)
+

1

r

d

dr

(
rA0dA

0

dr

)
. (1.80)

Portanto, quando g (r) e a (r) satis�zerem

1

er

da

dr
= ±

(
∓kA0 + υ2e

(
g2 − 1

))
, (1.81)

e
dg

dr
= ±ga

r
, (1.82)

a con�guração estática resultante possuirá uma energia total mímina, E = Ebps, dada por

(1.79).

As equações (1.81) e (1.82) são as equações BPS próprias à eletrodinâmica de Maxwell-

Chern-Simons-Higgs (1.62) [14,15]. Neste caso, os estados BPS são obtidos via a resolução

numérica simultânea destas equações e da lei de Gauss (1.69). Como em todos os casos

anteriores, tais estados, além de serem também soluções das respectivas equações de Euler-

Lagrange, engendram soluções possuidoras de uma energia total mínima Ebps dada por

(conforme as condições de contorno (1.12), (1.15) e (1.73))

Ebps = 2π

∫
rεbpsdr = 2πυ2 |n| , (1.83)

onde εbps é dada por (1.80). O valor desta energia mínima, além de quantizado e igual

aos obtidos nos contextos anteriores, pode ainda ser relacionado à carga topológica QT

Ebps = eυ2 |QT | , (1.84)

exatamente como nos casos já discutidos.

Abaixo, constam algumas soluções numéricas obtidas a partir de (1.69), (1.81) e (1.82),

para diferentes valores de n, conforme (1.12), (1.15) e (1.73). Constam também soluções

para o campo magnético B (r), para o campo elétrico E (r) e para a densidade de energia

εbps. Como antes, usamos e = υ = k = 1.
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1.6 Soluções numéricas: Maxwell-Chern-Simons-Higgs.

Abaixo, apresentamos as soluções obtidas via (1.69), (1.81) e (1.82), para diferentes val-

ores de n, conforme (1.12), (1.15) e (1.73). Também neste caso, a con�guração com

vorticidade n = 1 é descrita pela curva preta sólida, a con�guração com vorticidade n = 3

é representada pela curva azul ponto-tracejada, e a con�guração com vorticidade n = 5

é representada pela curva vermelha tracejada. Constam também as respectivas soluções

para os campos elétrico e magnético, e para a densidade de energia εbps. Por simplicidade,

implementamos e = υ = k = 1.

Figura 1.10: Soluções numéricas para a (r), para n = 1 (curva preta sólida), n = 3 (curva

azul ponto-tracejada) e n = 5 (curva vermelha tracejada).

A �guras 1.10 e 1.11 mostram as soluções numéricas obtidas para a (r) e g (r), respec-

tivamente. Estas soluções exibem as mesmas características gerais já discutidas anterior-

mente. Passemos, portanto, às próximas �guras.

A Figura 1.12 mostra soluções para o campo magnético B (r). Neste caso, nota-se a

ocorrência de um comportamento peculiar, quase dúbio: para n = 1, o campo B (r) se

comporta como o observado no contexto da eletrodinâmica de Maxwell-Higgs: para r = 0,

B (r) atinge seu valor máximo, a partir do qual decresce monotonicamente, tornando-se

nulo no limite r → ∞; por outro lado, para n = 3 e n = 5, o campo magnético se

comporta como aquele obtido no contexto da eletrodinâmica de Chern-Simons-Higgs:
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Figura 1.11: Soluções numéricas para g (r). Convenções conforme a Fig.1.10.

engendra valor máximo para r = R, enquanto B (r → ∞) → 0.

As soluções numéricas obtidas para o campo elétrico E (r) são mostradas na Figura

1.13. Em geral, estas soluções exibem as mesmas características gerais já observadas

no contexto da eletrodinâmica de Chern-Simons-Higgs. Porém, vale uma ressalva: ao

contrário do caso anterior, no qual as soluções de maior vorticidade engendram os menores

valores máximos, no presente caso, as con�gurações de maior vorticidade engendram

as maiores amplitudes. Contudo, em ambos os casos, as soluções de maior vorticidade

possuem os maiores raios.

A Figura 1.14 exibe as soluções para a densidade de energia εbps. As soluções obtidas

possuem o mesmo comportamento engendrado pelo campo magnético: para r = 0, εbps

atinge um valor máximo, a partir do qual decresce monotonicamente, anulando-se para

r → ∞; para n = 3 e n = 5, as repectivas soluções engendram seus valores máximos para

r = R, com εbps (r → ∞) → 0.
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Figura 1.12: Soluções numéricas para B (r). Convenções conforme a Fig.1.10.

Figura 1.13: Soluções numéricas para E (r). Convenções conforme a Fig.1.10.

27



Figura 1.14: Soluções numéricas para εbps. Convenções conforme a Fig.1.10.
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Capítulo 2

Vórtices generalizados I.

Neste Capítulo, apresentamos um primeiro modelo generalizado. Este modelo é obtido

a partir de uma alteração imposta sobre a densidade de lagrangeana (1.1) [24]. Neste caso,

infelizmente, tal alteração não permite a ocorrência de equações BPS. Ainda assim, vór-

tices estáticos podem ser obtidos a partir da resolução numérica das respectivas equações

de Euler-Lagrange. Para tanto, usaremos as condições de contorno (1.12) e (1.15), dado

serem tais condições válidas também no contexto generalizado.

2.1 Modelo generalizado I.

Apresentemos um primeiro modelo generalizado. Ele é descrito pela densidade de la-

grangeana

Lk = −1

4
FµνF

µν +K (X)− U (|ϕ|) , (2.1)

na qual Fµν , X e Dµϕ são de�nidos como nos casos anteriores. Aqui, K (X) é uma função

arbitrária de X ≡ |Dµϕ|2, para a qual vale dimK = 3. Além disso, o potencial U (|ϕ|)

também é suposto arbitrário.

Como antes, introduzimos o parâmetro de massa M próprio do modelo generalizado

(2.1), a partir do qual implementemos as transformações de escala: xµ → M−1xµ, ϕ →

M1/2ϕ, Aµ → M1/2Aµ e e → M1/2e. Assim, obtemos U → M3U , K → M3K e Lk →

M3L, sendo L uma densidade de lagrangeana completamente adimensional.
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As soluções estáticas são obtidas a partir das respectivas equações de Euler-Lagrange

generalizadas. Tais equações são

∂αF
µα = Jµ, (2.2)

KXDµD
µϕ+KXXDµϕ∂

µX = −∂U

∂ϕ
, (2.3)

nas quais

Jµ = ie
(
ϕDµϕ− ϕDµϕ

)
KX (2.4)

é o 4-vetor densidade de corrente generalizado. Aqui, KX = dK/dX e KXX = d2K/dX2.

Em geral, tais equações são válidas para quaisquer funções K (X) e U (|ϕ|).

Antes de continuarmos, escrevemos a lei de Gauss generalizada (supondo campos

estáticos)

∇2A0 = 2e2 |ϕ|2A0KX , (2.5)

a partir da qual notamos ser possível, também no caso generalizado, a implementação

do gauge temporal A0 = 0. Portanto, apesar da generalização introduzida via a função

K (X), também as con�gurações estáticas generalizadas, como as usuais, serão caracteri-

zadas pelas ausência de campo elétrico.

A partir de agora, buscamos por con�gurações generalizadas estáticas possuidoras de

simetria rotacional. Para tanto, utilizemos os Ansatz usuais (1.7) e (1.8). Além disto,

suponhamos um modelo de�nido por

K (X) = X − αX2, (2.6)

e

U (|ϕ|) = λ2

4

(
1 +

3β

2

)(
|ϕ|2 − υ2

)2
. (2.7)

Aqui, α e β são constantes reais, não-negativas e adimensionais. Neste caso, as equações

de Euler-Lagrange (2.2) e (2.3) podem ser reescritas como

d2a

dr2
− 1

r

da

dr
− 4αe2υ4G1 (g, a) = 2e2υ2g2a, (2.8)

d2g

dr2
+

1

r

dg

dr
− a2g

r2
+ 2αυ2G2 (g, a) =

λ2υ2

2

(
1 +

3β

2

)(
g3 − g

)
, (2.9)

nas quais G1 (g, a) e G2 (g, a) são dadas por

G1 (g, a) = g2a

(
dg

dr

)2

+
g4a3

r2
, (2.10)
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G2 (g, a) =
1

r

(
dg

dr

)3

+ 3

(
dg

dr

)2
d2g

dr2
+

g2a2

r2
d2g

dr2
+

ag

r2
dg

dr

(
a
dg

dr
+ 2g

da

dr
− ga

r

)
− g3a4

r4
.

(2.11)

As equações (2.8) e (2.9) são as equações de Euler-Lagrange para as funções g (r) e

a (r). Para α = β = 0, estas equações resultam em (1.9) e (1.10), i.e., a teoria general-

izada (2.6)-(2.7) resulta na usual (1.1)-(1.2). Por outro lado, para qualquer α não-nulo,

além da não-linearidade introduzida pelo potencial U (|ϕ|) (2.7) (presente mesmo para

β = 0), também estarão presentes aquelas causadas pelas funções G1 (g, a) e G2 (g, a),

ambas extremamente não-lineares; ver (2.10) e (2.11). Neste caso, mesmo a resolução

numérica das equações (2.8)-(2.9) constitui tarefa difícil, e a obtenção de equações BPS

generalizadas seria de grande utilidade. Porém, como a�rmamos abaixo, a obtenção de

equações BPS próprias ao modelo (2.6)-(2.7) não é possível.

Agora, no intuito de resolvermos (2.8) e (2.9), busquemos as condições de contorno

satisfeitas pelos campos g (r) e a (r). Como antes, tais condições devem evitar con�gu-

rações possuidoras de quaisquer divergências. Portanto, para r = 0 e dados (1.7) e (1.8),

g (r) e a (r) devem, também no caso generalizado, satisfazer (1.12). Além disso, como nos

casos anteriores, as con�gurações generalizadas resultantes devem possuir energia total

�nita. Assim, consideremos o tensor de energia-momento generalizado. Ele é dado por

(expressão válida para qualquer K (X))

Tµν = −FµαFν
α + 2KXDµϕDνϕ− ηµνL, (2.12)

a partir da qual calculamos a densidade de energia generalizada

ε =
1

2

(
1

er

da

dr

)2

+ υ2

((
dg

dr

)2

+
g2a2

r2

)

+αυ2

((
dg

dr

)2

+
g2a2

r2

)2

+
λ2υ4

4

(
1 +

3β

2

)(
g2 − 1

)2
, (2.13)

já reescrita a partir de (1.7), (1.8), (2.6) e (2.7). Agora, devemos implementar ε (r → ∞) →

0. Assim, as funções g (r) e a (r) devem, também no caso generalizado, satisfazer as as

condições de contorno dadas por (1.15). Em suma, mesmo na presença da generalização

introduzida via a função K (X), as funções g (r) e a (r) devem satisfazer exatamente as

mesmas condições de contorno obtidas no contexto da teoria usual.

Finalmente, a partir da densidade de energia generalizada (2.13), veri�ca-se não ser

possível a obtenção de equações BPS e, por conseguinte, de estados BPS generalizados
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próprios ao modelo (2.6)-(2.7). Portanto, precisaremos lidar diretamente com as equações

(2.8) e (2.9). Abaixo, constam algumas soluções numéricas para g (r) e a (r) obtidas a

partir de (2.8) e (2.9). Além destas, constam também soluções para o campos magnético

B (r) e densidade de energia ε (2.13). Todas as soluções satisfazem as condições de

contorno (1.12) e (1.15).

2.2 Soluções numéricas I.

A partir de agora, apresentamos algumas soluções para as funções g (r) e a (r). Tais

soluções foram obtidas a partir do tratamento numérico das equações de Euler-Lagrange

generalizadas (2.8) e (2.9). Para tanto, utilizamos as condições de contorno (1.12) e (1.15),

e diferentes valores para α e β. Além disso, implementemos e = υ = n = 1 e λ2 = 2.

Neste caso, (2.8) e (2.9) resultam

d2a

dr2
− 1

r

da

dr
− 4αG1 (g, a) = 2g2a, (2.14)

d2g

dr2
+

1

r

dg

dr
− a2g

r2
+ 2αG2 (g, a) =

(
1 +

3

2
β

)(
g3 − g

)
. (2.15)

Além das soluções para g (r) e a (r), constam também as soluções para a densidade

de energia (2.13)

ε =
1

2

(
1

r

da

dr

)2

+

(
dg

dr

)2

+
g2a2

r2
+α

((
dg

dr

)2

+
g2a2

r2

)2

+
1

2

(
1 +

3β

2

)(
g2 − 1

)2
, (2.16)

e para o campo magnético B (r)

B (r) = −1

r

da

dr
. (2.17)

Por enquanto, façamos, por simplicidade β = 0. Neste caso, a convenção utilizada é:

a curva preta sólida representa as con�gurações para as quais α = 0 (caso usual), a curva

azul ponto-tracejada representa as con�gurações para as quais α = 10 e a curva vermelha

tracejada representa as con�gurações para as quais α = 40.

A Figura 2.1 mostra soluções numéricas para a (r). Em todos os casos, esta função

engendra seu valor máximo para r = 0, a partir do qual a (r) decresce monotonicamente,

tornando-se nula para r → ∞. Em particular, quanto maior o valor de α, menor o

comprimento característico da solução resultante.
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Figura 2.1: Soluções numéricas para a (r), para β = 0 e α = 0 (caso usual, curva preta

sólida), β = 0 e α = 10 (curva azul ponto-tracejada), e β = 0 e α = 40 (curva vermelha

tracejada).

Figura 2.2: Soluções numéricas para g (r). Convenções conforme a Fig.2.1.
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A Figura 2.2 mostra as soluções para g (r). Novamente, todas as soluções engendram

as mesmas características gerais. Porém, ao contrário das soluções para a (r), os maiores

valores de α correspondem aos maiores comprimentos característicos.

Figura 2.3: Soluções numéricas para B (r). Convenções conforme a Fig.2.1.

As soluções numéricas para o campo magnético B (r) são mostradas na Figura 2.3.

Neste caso, além de variações nos comprimentos característicos, ocorrem também vari-

ações nos valores máximos das soluções: quanto maior o valor de α para uma dada

solução, tanto maior a amplitude, mas tanto menor o comprimento característico desta

mesma solução. Ainda assim, todas as soluções exibem o mesmo comportamento: para

r = 0, todas elas atingem seus respectivos valores máximos, a partir do qual decrescem

monotonicamente, satisfazendo B (r → ∞) → 0.

A Figura 2.4 mostra as soluções numéricas para a densidade de energia ε (r). Inde-

pendente do valor de α, todas elas engendram um mesmo comportamento, já enunciado

no parágrafo anterior. Também neste caso, ocorrem variações não só nas amplitudes, mas

também nos comprimentos característicos destas soluções.

Na verdade, para qualquer valor �xo do parâmetro real β (e não só para β = 0),

a amplitude e o comprimento característico das soluções para a (r), g (r), B (r) e ε (r)

dependem do valor de α exatamente da mesma maneira. Ver �guras 2.5, 2.6, 2.7 e 2.8.

Para β = 10, por exemplo, e considerando a solução para a (r), os maiores valores de

α engendram os menores comprimentos característicos, exatamente como na Figura 2.1,
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Figura 2.4: Soluções numéricas para ε (r). Convenções conforme a Fig.2.1.

Figura 2.5: Soluções numéricas para a (r), para β = 10 e α = 0 (curva preta sólida),

β = 10 e α = 10 (curva azul ponto-tracejada), e β = 10 e α = 40 (curva vermelha

tracejada).
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obtida para β = 0. Agora, contudo, os valores máximos atingidos por B (r) e ε (r) são

consideravelmente maiores.

Figura 2.6: Soluções numéricas para g (r). Convenções conforme a Fig.2.5.

A partir de agora, analisemos um segundo caso, de�nido por α = β. Também neste

caso, a curva preta sólida representa as con�gurações para as quais α = β = 0 (caso

usual), e a curva azul ponto-tracejada representa as con�gurações para as quais α = β =

10. Agora, porém, a curva vermelha tracejada representa as con�gurações para as quais

α = β = 20.

A Figura 2.9 mostra as soluções para a (r). As características gerais destas soluções

permanecem as mesmas. Novamente, os maiores valores de α correspondem aos menores

comprimentos característicos.

As soluções para g (r) são mostradas na Figura 2.10, a partir da qual notamos serem

todas as soluções possuidoras das mesmas características gerais. Porém, neste caso, ao

contrário dos anteriores, quanto maior o valor de α para uma dada solução, menor o

comprimento característico desta mesma solução.

As �guras 2.11 e 2.12 mostram as soluções numéricas para o campo magnético B (r)

e para a densidade de energia ε (r), respectivamente. Também neste caso, a amplitude

e o comprimento característico destas soluções dependem do valor de α como nos casos

anteriores; ver �guras 2.3, 2.4, 2.7 e 2.8.

Como sabemos, a interação entre vórtices estáticos ocorre quando há a sobreposição
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Figura 2.7: Soluções numéricas para B (r). Convenções conforme a Fig.2.5.

Figura 2.8: Soluções numéricas para ε (r). Convenções conforme a Fig.2.5.
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Figura 2.9: Soluções numéricas para a (r), para α = β = 0 (caso usual, curva preta

sólida), α = β = 10 (curva azul ponto-tracejada), e α = β = 20 (vermelha tracejada).

Figura 2.10: Soluções numéricas para g (r). Convenções conforme a Fig.2.9.
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Figura 2.11: Soluções numéricas para B (r). Convenções conforme a Fig.2.9.

Figura 2.12: Soluções numéricas para ε (r). Convenções conforme a Fig.2.9.
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de suas soluções. Assim, quanto menor o comprimento característico das con�gurações

interagentes, menor será a intensidade da interação, e vice-versa. Por outro lado, o com-

primento característico das soluções generalizadas depende dos valores dos parâmetros

reais α e β.

Portanto, a partir da de�nição do modelo generalizado (2.1), introduziu-se a possibil-

idade de controlar a intensidade da interação entre vórtices estáticos, sendo este controle

exercido via o dois parâmetros reais não-negativos, α e β.

Infelizmente, o modelo (2.1) não permite a ocorrência de equações BPS. Porém, no

próximo Capítulo, apresentaremos um segundo modelo generalizado; este modelo, sim,

permite a ocorrência de tais equações e, por conseguinte, a partir das corretas condições

de contorno, a obtenção de con�gurações BPS generalizadas.
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Capítulo 3

Vórtices generalizados II.

Agora, apresentamos um segundo modelo generalizado. Este modelo, como o anterior,

é obtido através de uma modi�cação imposta sobre a eletrodinâmica de Maxwell-Higgs

(1.1) [26]. Porém, neste caso, a sutileza da alteração permite a ocorrência de equações

BPS e, por conseguinte, de estados BPS generalizados. Como veremos, tais estados

podem exibir características gerais muito distintas uns dos outros: podem possuir as

mesmas características já observadas no contexto da eletrodinâmica de Maxwel-Higgs

usual, mas, por outro lado, também podem exibir um comportamento semelhante ao

observado no contexto da eletrodinâmica de Chern-Simons-Higgs. Consideremos ambos

os casos, separadamente.

3.1 Modelo generalizado II.

Neste caso, o modelo generalizado é descrito pela seguinte densidade de lagrangeana

LGM = −G (|ϕ|)
4

FµνF
µν + w (|ϕ|)X − V (|ϕ|) , (3.1)

na qual o potencial V (|ϕ|) é suposto arbitrário, e G (|ϕ|) e w (|ϕ|) são funções arbitrárias

e adimensionais do módulo do campo escalar complexo ϕ (xµ).

Apliquemos as já especi�cadas transformações de escala, a partir das quais obtemos

uma densidade de lagrangeana adimensional. Desta forma, a partir de agora, todas as

coordenadas, campos e constantes de acoplamento são adimensionais.

Neste caso, as equações de Euler-Lagrange generalizadas são dadas por

G∂µF
µρ + F µρ∂µG = Jρ, (3.2)
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w∂µ∂
µ |ϕ|+ ∂µ |ϕ| ∂µw − e2AµA

µ |ϕ|w =
X

2

dw

d |ϕ|
− F 2

8

dG

d |ϕ|
− 1

2

dV

d |ϕ|
, (3.3)

onde F 2 ≡ FµνF
µν e

Jρ = −2e2 |ϕ|2Aρw. (3.4)

Aqui, Jρ é o 4-vetor densidade de corrente gereralizado.

A lei de Gauss generalizada (supondo campos estáticos) pode ser escrita como

G∂j∂
jA0 + ∂jA

0∂jG = −2e2 |ϕ|2 wA0, (3.5)

a partir da qual notamos ser válida a implementação do gauge temporal A0 = 0. Por-

tanto, de agora em diante, implementemos este gauge. Por conseguinte, tal como ocorre

no contexto da eletrodinâmica de Maxwell-Higgs usual, também as soluções estáticas

generalizadas serão engendrarão campo elétrico nulo.

A partir de agora, busquemos por con�gurações generalizadas independentes do tempo

e possuidoras de simetria rotacional. Para isso, usemos (1.7) e (1.8). Além disto, também

neste caso generalizado, suponhamos a validade das condições de contorno (1.12) e (1.15).

As equações de Euler-Lagrange para os campos g (r) e a (r) podem ser reescritas na forma

G
d2a

dr2
+

(
dG

dr
− G

r

)
da

dr
= 2e2υ2g2aw, (3.6)

w

(
d2g

dr2
+

1

r

dg

dr
− a2g

r2

)
− 1

4υ2

(
1

er

da

dr

)2
dG

dr
=

1

2υ2

dV

dr
− 1

2

((
dg

dr

)2

− g2a2

r2

)
dw

dr
. (3.7)

Antes de solucionarmos as equações (3.6) e (3.7), precisamos especi�car o modelo sob

análise. Via de regra, podemos fazê-lo via a implementação de quaisquer escolhas não-

triviais para as funções G (g) e w (g). Neste ponto, faz-se necessária uma ressalva: como

veremos adiante, ambas estas funções devem ser positivas, no intuito de assegurarmos a

positividade da energia total associada à (3.1). Neste caso, mesmo diante desta restrição,

ainda existe uma in�nidade de escolhas possíveis para G (g) e w (g). Em particular,

para w (g) = 1, (3.1) resulta no modelo considerado em [63], o qual possui importantes

aplicações na descrição da interação entre quarks e gluons [64]- [66]. A partir disto, para

G (g) = 1, emerge a eletrodinâmica de Maxwell-Higgs usual (1.1).

Além de escolhermos G (g) e w (g), devemos também escolher o potencial V (g). Pelos

mesmos motivos, este potencial deve ser positivo. Além disso, ele deve também estar de

acordo com as condições de contorno (1.15).
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Em geral, para quaisquer G (g), w (g) e V (g) não-triviais, a tarefa de solucionar as

equações (3.6) e (3.7) pode ser extremamente complicada. Portanto, busquemos por

equações BPS generalizadas próprias à (3.1). Para tanto, usemos o tensor de energia-

momento generalizado

Tαβ = 2w
(
∂α |ϕ| ∂β |ϕ|+ e2AαAβ |ϕ|2

)
−GFαµFβ

µ − ηαβLGM , (3.8)

do qual emerge a densidade de energia generalizada (já reescrita em termos de g (r) e

a (r))

ε (r) =
G

2e2

(
1

r

da

dr

)2

+ υ2w

((
dg

dr

)2

+
g2a2

r2

)
+ V , (3.9)

a partir da qual notamos a necessidade de G (g), w (g) e V (g) serem funções positivas de

g (r).

A obtenção de equações BPS generalizadas próprias à (3.1) está condicionada ao uso

do vínculo
d

dg

√
GV =

√
2eυ2wg. (3.10)

Este vínculo relaciona as funções G (g) e w (g) ao potencial V (g). Neste caso, dadas duas

funções positivas G (g) e w (g), o potencial V (g) é obtido conforme a equação (3.10). Se a

plena positividade do potencial resultante não puder ser assegurada, G (g) e w (g) devem

ser descartadas, outras duas funções G (g) e w (g) devem ser escolhidas, e o procedimento

deve ser repetido. Por outro lado, no caso de o potencial resultar positivo, as três funções

G (g), w (g) e V (g) devem ser implementadas junto à densidade de energia (3.9). Neste

contexto, equações BPS generalizadas podem ser obtidas via o procedimento usual, já

descrito anteriormente, sendo os respectivos estados BPS construídos via o tratamento

numérico destas equações, via as condições de contorno (1.12) e (1.15).

Antes de apresentarmos alguns destes estados generalizados, recobremos os resultados

usuais. Para tanto, implementemos G (g) = w (g) = 1. Neste caso, o potencial resultante

é dado por

V (g) =
e2υ4

2

(
1− g2

)2
. (3.11)

Neste contexto, a densidade de energia (3.9) pode ser reescrita como (1.16), e prescrição

usual pode ser implementada.

Agora, passemos a considerar alguns casos generalizados. Um primeiro caso é de�nido

por

G (g) =
(g2 + 3)

2

g2
(3.12)
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e

w (g) = 2
(
g2 + 1

)
. (3.13)

O potencial V (g) resulta

V (g) =
e2υ4

2
g2
(
1− g2

)2
. (3.14)

As funções G (g), w (g) e V (g) são positivas, como desejado. Assim, a densidade de

energia (3.9) pode ser reescrita como

ε (r) =
(g2 + 3)

2

2e2g2

(
1

r

da

dr

)2

+ 2υ2
(
g2 + 1

)((dg

dr

)2

+
g2a2

r2

)
+

e2υ4

2
g2
(
1− g2

)2
, (3.15)

ou

ε (r) =
(g2 + 3)

2

2g2

(
1

er

da

dr
∓ eυ2g2 (g2 − 1)

g2 + 3

)2

+ 2υ2
(
g2 + 1

)(dg

dr
∓ ga

r

)2

±υ2

r

d

dr

(
a
(
g2 − 1

) (
g2 + 3

))
. (3.16)

Neste caso, a energia total é dada por

E =

∫ [
(g2 + 3)

2

2g2

(
1

er

da

dr
∓ eυ2g2 (g2 − 1)

g2 + 3

)2

(3.17)

+2υ2
(
g2 + 1

)(dg

dr
∓ ga

r

)2

+ εbps

]
d2r ≥ Ebps,

onde

Ebps ≡
∫

εbpsd
2r, (3.18)

com

εbps = ±υ2

r

d

dr

(
a
(
g2 − 1

) (
g2 + 3

))
. (3.19)

Portanto, quando g (r) e a (r) satis�zerem

dg

dr
= ±ga

r
, (3.20)

1

r

da

dr
= ±e2υ2g2 (g2 − 1)

g2 + 3
, (3.21)

a con�guração estática resultante possuirá uma energia total dada por

E = Ebps = 2π

∫
rεbpsdr = 6πυ2 |n| . (3.22)

As expressões (3.20) e (3.21) são as equações BPS próprias ao modelo de�nido por

(3.12) e (3.13). Estas equações devem ser solucionadas via as condições de contorno (1.12)
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e (1.15). As soluções assim obtidas descrevem con�gurações BPS possuidoras de energia

total dada por (3.22), e densidade de energia dada por (3.19).

A partir de agora, apresentemos um segundo modelo generalizado. Ele é de�nido por

G (g) =
(
g2 + 1

)2
(3.23)

e

w (g) = 2g2. (3.24)

Neste caso, o potencial resultante é dado por (3.11). Novamente, as funções G (g), w (g)

e V (g) são positivas, e a densidade de energia (3.9) resulta

ε (r) =
(g2 + 1)

2

2e2

(
1

r

da

dr

)2

+ 2υ2g2

((
dg

dr

)2

+
g2a2

r2

)
+

e2υ4

2

(
1− g2

)2
, (3.25)

ou

ε (r) =
(g2 + 1)

2

2

(
1

er

da

dr
∓ eυ2 (g2 − 1)

g2 + 1

)2

+ 2υ2g2
(
dg

dr
∓ ga

r

)2

±υ2

r

d

dr

(
a
(
g2 − 1

) (
g2 + 1

))
. (3.26)

A energia total é

E =

∫ [
(g2 + 1)

2

2

(
1

er

da

dr
∓ eυ2 (g2 − 1)

g2 + 1

)2

+ 2υ2g2
(
dg

dr
∓ ga

r

)2

+ εbps

]
d2r ≥ Ebps,

(3.27)

onde

Ebps ≡
∫

εbpsd
2r, (3.28)

e

εbps = ±υ2

r

d

dr

(
a
(
g2 − 1

) (
g2 + 1

))
. (3.29)

Logo, quando as funções g (r) e a (r) satis�zerem

dg

dr
= ±ga

r
, (3.30)

e
1

r

da

dr
= ±e2υ2 (g2 − 1)

g2 + 1
, (3.31)

a con�guração resultante possuirá energia total

E = Ebps = 2πυ2 |n| . (3.32)
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As equações (3.30) e (3.31) são as equações BPS referentes ao modelo especi�cado

por (3.23) e (3.24). Também neste caso, tais equações devem ser solucionadas a partir

de (1.12) e (1.15). As con�gurações BPS resultantes possuem energia total dada por

(3.32), i.e., a mesma engendrada pelas con�gurações BPS usuais; ver (1.25). Ainda assim,

tais con�gurações são caracterizadas por diferentes densidades de energia: enquanto o

resultado usual é dado por (1.22), a densidade de energia generalizada é dada por (3.29).

Antes de �nalizarmos, apresentemos um terceiro modelo generalizado. Este modelo,

proposto em 1992 [63], é de�nido por w (g) = 1 e

G (g) = (1 + ρ)

(
1 + 2ρ

υ2e2

k2
g2
)−1

, (3.33)

na qual ρ é uma constante real, positiva e adimensional.

Para ρ = 0, (3.33) resulta em G (g) = 1. Neste caso, o vínculo (3.10) fornece o

potencial (3.11), e a densidade de energia (3.9) resulta em (1.16). Assim, a prescrição

padrão pode ser implementada, a partir da qual são obtidos os resultados usuais.

Por outro lado, para ρ = 1, (3.33) resulta em

G (g) =
k2

2υ2e2g2
, (3.34)

a partir da qual obtemos o potencial

V (g) =
e4υ6

k2
g2
(
g2 − 1

)2
. (3.35)

Neste caso, (3.9) fornece

ε (r) =
k2

4υ2e4g2

(
1

r

da

dr

)2

+ υ2

((
dg

dr

)2

+
g2a2

r2

)
+

e4υ6

k2
g2
(
g2 − 1

)2
, (3.36)

ou

ε (r) =
k2

4υ2e2g2

(
1

er

da

dr
∓ 2υ4e3

k2
g2
(
g2 − 1

))2

+ υ2

(
dg

dr
∓ ga

r

)2

± υ2

r

d

dr

(
a
(
g2 − 1

))
.

(3.37)

Assim, a energia total é

E =

∫ [
k2

4υ2e2g2

(
1

er

da

dr
∓ 2υ4e3

k2
g2
(
g2 − 1

))2

+ υ2

(
dg

dr
∓ ga

r

)2

+ εbps

]
d2r ≥ Ebps,

(3.38)

onde

Ebps ≡
∫

εbpsd
2r, (3.39)
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εbps = ±υ2

r

d

dr

(
a
(
g2 − 1

))
. (3.40)

Portanto, quando as funções g (r) e a (r) satis�zerem

dg

dr
= ±ga

r
, (3.41)

1

r

da

dr
= ±2υ4e4

k2
g2
(
g2 − 1

)
, (3.42)

elas descreverão uma con�guração estática possuidora de energia total dada por

E = Ebps = 2πυ2 |n| . (3.43)

As expressões (3.41) e (3.42) são as equações BPS generalizadas próprias ao modelo

de�nido por (3.34) e w (g) = 1, e devem ser solucionadas a partir de (1.12) e (1.15).

As con�gurações BPS resultantes exibem energia total dada por (3.43), e densidade de

energia dada por (3.40).

Por �m, notamos serem (3.41) e (3.42) são iguais à (1.58) e (1.59). Porém, no caso

generalizado, tais equações resultam em con�gurações BPS possuidoras de campo elétrico

nulo (ver discussão após (3.5)), enquanto (1.58) e (1.59) descrevem con�gurações pos-

suidoras de campo elétrico não-nulo. Ainda assim, como vimos, ambas con�gurações

possuem energia total Ebps = 2πυ2 |n|.

Abaixo, constam as soluções numéricas para g (r) e a (r) obtidas a partir dos modelos

generalizados apresentados acima. Além disso, constam também soluções para os campos

magnéticos e densidades de energia εbps. Por simplicidade, usamos e = υ = n = 1.

3.2 Soluções numéricas II.

Agora, apresentamos as soluções numéricas obtidas a partir de (3.20) e (3.21), e (3.30) e

(3.31). Além destas, mostramos também as soluções usuais, obtidas a partir de (1.23) e

(1.24). A convenção utilizada é: a curva preta sólida descreve as soluções usuais, a curva

vermelha ponto-tracejada descreve as soluções obtidas via (3.20) e (3.21), e a curva azul

tracejada descreve as soluções obtidas via (3.30) e (3.31). Em todos estes casos, utilizou-se

as condições de contorno (1.12) e (1.15), além de e = υ = n = 1.

A Figura 3.1 mostra as soluções numéricas obtidas para a função g (r). Neste caso,

todas as soluções exibem as mesmas características gerais, já discutidas em oportunidades
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Figura 3.1: Soluções numéricas para g (r) obtidas a partir de (1.23) e (1.24) (curva preta

sólida), (3.20) e (3.21) (curva vermelha ponto-tracejada), e (3.30) e (3.31) (curva azul

tracejada).

anteriores. Contudo, ressaltemos o fato de soluções diferentes possuirem comprimentos

característicos distintos.

As soluções obtidas para a (r) são mostradas na Figura 3.2. Novamente, tais soluções

possuem características gerais já discutidas anteriormente. Contudo, para r → 0, a

solução obtida a partir de (3.20) e (3.21) possui uma espécie de plateau, também presente

na Figura 1.5. Em ambos os casos, acredita-se ser esta estrutura uma consequência direta

da estrutura de vácuos da teoria, a mesma em ambos os contextos; ver os potenciais (1.44)

e (3.14). Novamente, soluções diferentes possuem comprimentos característicos distintos.

A Figura 3.3 mostra as soluções numéricas para o campo magnético B (r). Assim

como a solução usual, a solução obtida via (3.30) e (3.31) atinge seu valor máximo quando

r = 0, a partir do qual decresce monotonicamente, tornando-se nula no limite r → ∞.

Por outro lado, a solução obtida a partir de (3.20) e (3.21) atinge seu valor máximo para

r = R, e é nula para r = 0 e r → ∞. Novamente, acredita-se serem estas características

consequências da estrutura de vácuos destas teorias.

Por �m, as soluções obtidas para as densidades de energia são mostradas na Figura

3.4. Tais soluções foram obtidas a partir de (3.19) (caso usual), (3.19) e (3.29), e todas

elas engendram εbps (r → ∞) → 0, como esperado. A solução usual e a obtida a partir de
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Figura 3.2: Soluções numéricas para a (r). Convenções conforme a Fig.3.1.

Figura 3.3: Soluções numéricas para B (r). Convenções conforme a Fig.3.1.
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Figura 3.4: Soluções numéricas para εbps. Convenções conforme a Fig.3.1.

(3.30) e (3.31) possuem o mesmo comportamento geral engendrado pelos seus respectivos

campos magnéticos: elas atingem seus valores máximos quando r = 0, e depois decrescem

monotonicamente, anulando-se para r → ∞. Enquanto isso, a solução obtida via (3.20)

e (3.21) atinge seu valor máximo para algum r �nito.

3.3 Teorias Gêmeas.

Teorias distintas são ditas "gêmeas"quando, mesmo de�nidas por densidades de lagrangeanas

diferentes, exibem exatamente as mesmas soluções, as mesmas densidades de energia, e

a mesma energia total [59]- [62]. Para tanto, naturalmente, tais teorias devem engendrar

não só as mesmas equações de movimento, mas também as mesmas condições de contorno.

Neste contexto, con�gurações gêmeas serão possuidoras não apenas dos mesmos campos

físicos (campo elétrico, magnético e etc.), mas também a mesma energia total.

O modelo generalizado (3.1) pode ser adaptado ao estudo de con�gurações BPS tipo

gêmeas [58]. Para isto, o vínculo (3.10) deve ser substituído por dois outros; ver (3.44)

e (3.45). As teorias assim obtidas, apesar de exibirem diferentes densidades de energia,

possuem as mesmas equações de Euler-Lagrange, as mesmas equações BPS, as mesmas

condições de contorno e a mesma energia total. Ainda assim, a partir de agora e por
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simplicidade, tais teorias serão chamadas "gêmeas"

3.4 Teorias Gêmeas: O Modelo.

Consideremos o modelo generalizado (3.1) e sua densidade de energia (3.9). Porém, ao

invés do vínculo (3.10), utilizemos

w = G+
g2 − 1

2g

dG

dg
, (3.44)

e

V (g) = G (g)Vs (g) , (3.45)

no qual Vs (g) é dado por (3.11)

Vs (g) =
e2υ4

2

(
g2 − 1

)2
. (3.46)

Também neste caso, ambas as funções w (g) e G (g) devem ser positivas. Assim sendo, o

potencial generalizado V (g) (3.45) resulta também positivo.

A partir de (3.44) e (3.45), a densidade de energia generalizada (3.9) pode ser reescrita

como

ε (r) =
G

2e2

(
1

r

da

dr

)2

+ υ2

(
G+

g2 − 1

2g

dG

dg

)((
dg

dr

)2

+
g2a2

r2

)
+GVs, (3.47)

ou

ε (r) =
G

2

(
1

er

da

dr
∓ eυ2

(
g2 − 1

))2

+ υ2

(
G+

g2 − 1

2g

dG

dg

)(
dg

dr
∓ ga

r

)2

±υ2

r

d

dr

((
g2 − 1

)
aG
)
. (3.48)

A energia total resultante é

E =

∫ [
G

2

(
1

er

da

dr
∓ eυ2

(
g2 − 1

))2

(3.49)

+υ2

(
G+

g2 − 1

2g

dG

dg

)(
dg

dr
∓ ga

r

)2

+ εbps

]
d2r ≥ Ebps,

onde

Ebps ≡
∫

εbpsd
2r, (3.50)
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e

εbps = ±υ2

r

d

dr

((
g2 − 1

)
aG
)
. (3.51)

Portanto, quando as funções g (r) e a (r) satis�zerem

dg

dr
= ±ga

r
, (3.52)

1

r

da

dr
= ±e2υ2

(
g2 − 1

)
, (3.53)

as con�gurações resultantes possuirão energia total dada por

E = Ebps = 2π

∫
rεbpsdr. (3.54)

Agora, antes de calcularmos o valor de Ebps, precisamos especi�car as condições de

contorno satisfeitas por G (|ϕ|). Por simplicidade, escolhemos

G (r = 0) = 1 e G (r → ∞) → C. (3.55)

Aqui, C é uma constante real não-negativa. Neste caso, (3.54) resulta em

Ebps = 2π

∫
rεbpsdr = 2πυ2 |n| . (3.56)

As equações (3.52) e (3.53) são exatamente iguais às (1.23) e (1.24). Além disso, tais

equações devem ser solucionadas via as mesmas condições de contorno (1.12) e (1.15).

Portanto, dado os vínculos (3.44) e (3.45), os modelos generalizado (3.1) e usual (1.1) en-

gendram não só as mesmas soluções para g (r) e a (r), mas também para campo magnético

B (r); ver as �guras 1.1, 1.2 e 1.4. Além disso, em ambos os casos, tais soluções descrevem

con�gurações estáticas possuidoras da mesma energia total E = Ebps = 2πυ2 |n|. Assim,

tais teorias são ditas gêmeas.

A partir de agora, apresentemos dois casos especí�cos. O primeiro é de�nido por

G (g) = g2 + 1, (3.57)

para o qual vale C = 2. Via (3.57), a densidade de energia (3.51) pode ser reescrita como

εbps = ∓υ2

r

da

dr
± υ2

r

d

dr

(
g4a
)
, (3.58)

ou

εbps = εfis + εirr, (3.59)
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na qual de�nimos

εfis ≡ ∓υ2

r

da

dr
, (3.60)

e

εirr ≡ ±υ2

r

d

dr

(
g4a
)
. (3.61)

Aqui, εfis é a densidade de energia física, enquanto εirr é a densidade de energia irrele-

vante. Expliquemos esta nomenclatura: a partir das condições de contorno (1.12) e (1.15),

calcula-se ∫
rεfisdr = υ2 |n| , (3.62)∫

rεirrdr = 0, (3.63)

a partir das quais obtemos

Ebps

2π
=

∫
rεbpsdr =

∫
rεfisdr = υ2 |n| . (3.64)

Portanto, a densidade de energia física εfis encerra toda a informação necessária ao cálculo

da energia total Ebps = 2πυ2 |n|. Contudo, vale ressaltar, apesar de a densidade de energia

irrelevante εirr não contribuir ao cálculo da energia total, a densidade de energia das

con�gurações BPS ainda é dada por εbps = εfis + εirr; ver (3.59).

Um segundo caso é de�nido por

G (g) =
(
g2 + 1

) (
g2 − 1

)2
, (3.65)

para o qual vale C = 0. A densidade de energia (3.51) pode ser reescrita como

εbps = ∓υ2

r

da

dr
± υ2

r

d

dr

(
ag2
(
g6 − 2g4 + 2

))
, (3.66)

ou

εbps = εfis + εirr, (3.67)

na qual valem

εfis = ∓υ2

r

da

dr
, (3.68)

e

εirr = ±υ2

r

d

dr

(
ag2
(
g6 − 2g4 + 2

))
. (3.69)

Novamente, valem ∫
rεfisdr = υ2 |n| , (3.70)
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∫
rεirrdr = 0, (3.71)

a partir das quais obtemos

Ebps

2π
=

∫
rεbpsdr =

∫
rεfisdr = υ2 |n| . (3.72)

Assim, também neste caso, notamos ser εfis possuidora de toda a informação referente

ao cálculo da energia total. Novamente, porém, ressaltamos ser a densidade de energia

das con�gurações BPS ainda dada por εbps = εfis + εirr.

As teorias (1.1), (3.57) e (3.65) engendram exatamente as mesmas soluções para g (r),

a (r) e B (r) (ver discussão logo após (3.56)). Estas soluções são mostradas nas �guras

1.1, 1.2 e 1.4. Elas descrevem con�gurações BPS possuidoras da mesma energia total

E = Ebps = 2πυ2 |n|.

Neste contexto, as principais diferenças entre estas três teorias são suas densidades de

energia, εbps, e suas densidades de energia irrelevantes, εirr (suas densidades de energia

física εfis são as mesmas). Exploremos estas diferenças: abaixo, constam as soluções

numéricas para εbps, para rεbps e para rεirr obtidas a partir de (1.1), (3.57) e (3.65).

Novamente, usamos e = υ = 1.

3.5 Soluções numéricas: Teorias Gêmeas.

Abaixo, apresentamos algumas soluções numéricas obtidas a partir dos modelos (1.1),

(3.57) e (3.65). Como já esclarecido, estes modelos engendram exatamente as mesmas

soluções para os campos g (r), a (r) e B (r); ver as �guras 1.1, 1.2 e 1.4. Além disso,

estes campos descrevem con�gurações BPS possuidoras da mesma energia total. Todas

características já foram discutidas em momento anterior. Assim, voltemos nossa atenção

para as soluções obtidas para εbps, rεbps e rεirr.

A Figura 3.5 mostra as soluções para εbps, obtidas a partir de (1.22) (caso usual, curva

preta sólida), (3.58) (curva azul ponto-tracejada) e (3.69) (curva vermelha tracejada).

Além disso, utilizou-se e = n = υ = 1. As soluções para (1.22) e (3.69) exibem as mesmas

características gerais: para r = 0, elas atingem seus respectivos valores máximos, a partir

do qual decrescem monotonicamente. Por outro lado, a solução obtida a partir de (3.58)

engendra valor máximo para r = R. Em todos os casos, vale εbps (r → ∞) → 0.
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Figura 3.5: Soluções numéricas para εbps obtidas a partir de (1.22) (curva preta sólida),

(3.58) (curva azul ponto-tracejada), e (3.69) (curva vermelha tracejada).

Figura 3.6: Soluções numéricas para rεbps. Convenções conforme a Fig.3.5.
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A Figura 3.6 mostra as soluções numéricas para rεbps, obtidas a partir de (1.22),

(3.58) e (3.69), e descritas conforme a convenção anterior. Além destas, consta também

a solução para rεfis (curva verde pontilhada). Todas estas soluções possuem o mesmo

comportamento: para r = 0 e r → ∞, elas se anulam; no entanto, para r = R, atingem

seus respectivos valores máximos. O valor máximo de uma dada solução é tão menor

quanto maior o comprimento característico desta mesma solução, e vice-versa. Desta

forma, todas as soluções engendram exatamente a mesma energia total

Ebps

2π
=

∫
rεbpsdr =

∫
rεfisdr = υ2 |n| , (3.73)

conforme esclarecido anteriormente.

Figura 3.7: Soluções numéricas para rεirr. Convenções conforme a Fig.3.5.

A Figura 3.7 mostra as soluções para rεirr, descritas conforme a convenção anterior.

A solução usual foi obtida a partir de

εirr = ±υ2

r

d

dr

(
g2a
)
, (3.74)

de�nida a partir de (1.22). Em todos os casos, o comportamento destas soluções visa

satisfazer
∫
rεirrdr = 0.

Finalmente, as �guras 3.8 e 3.9 mostram as soluções numéricas para rεirr, obtidas via

n = 3 e n = 5, respectivamente. Também nestes casos, vale
∫
rεirrdr = 0.
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Figura 3.8: Soluções numéricas para rεirr. Convenções conforme a Fig.3.5.

Figura 3.9: Soluções numéricas para rεirr. Convenções conforme a Fig.3.5.
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Conclusões

Neste trabalho, apresentamos vários resultados referentes ao estudo de vórtices estáticos

no âmbito de eletrodinâmicas generalizadas. Todos estes vórtices são topológicos, i.e., são

possuidores de carga topológica não-nula. Aqui, tratamos não apenas os vórtices BPS,

mas também os não-BPS. Os vórtices BPS generalizados, como sua contrapartida usual,

possuem energia total mínima proporcional a sua carga topológica. Por outro lado, e

infelizmente, pouco podemos a�rmar sobre a energia total de vórtices não-BPS.

No Capítulo 1, apresentamos uma breve revisão sobre a obtenção de vórtices BPS a

partir de diferentes eletrodinâmicas.

Em um primeiro momento, consideramos a eletrodinâmica de Maxwell-Higgs [3]. Além

de sua simplicidade, esta teoria é a base sobre a qual as eletrodinâmicas generalizadas (foco

deste trabalho) foram construídas. Portanto, o amplo entendimento sobre a obtenção de

vórtices no contexto desta eletrodinâmica, além de útil, é desejável.

No caso usual (i.e., na ausência de quaisquer generalizações), vórtices topológicos

podem ser obtidos via as respectivas equações de Euler-Lagrange estáticas. Para tanto,

devemos utilizar Ansatz especí�cos, de�nidos em termos da vorticidade n da con�guração

resultante (com n = ±1, ±2, ±3 ...). A partir disto, as equações de Euler-Lagrange

devem ser solucionadas a partir de condições de contorno previamente de�nidas: tais

condições evitam o surgimento de con�gurações possuidoras de quaisquer divergências,

além de assegurar serem as con�gurações resultantes caracterizadas por uma energia total

�nita.

No entanto, por serem equações diferenciais de segunda ordem, não-lineares e acopladas,

a resolução das equações de Euler-Lagrange, mesmo para con�gurações estáticas, é tarefa

difícil. Assim, no intuito de contornarmos esta di�culdade (mas não apenas por isto),

voltamos nossa atenção ao estudo do formalismo BPS próprio à esta eletrodinâmica [9].

Este formalismo apenas pode ser construído em um contexto bastante especí�co, denomi-
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nado limite de Bogomol'nyi [11]. Neste limite, quando os campos satisfazem um conjunto

de equações diferenciais de primeira ordem, a con�guração resultante engendra um valor

mínimo de energia total, proporcional a sua própria carga topológica. Não por acaso,

a partir da manipulação destas equações, denonimadas equações BPS, é possível repro-

duzirmos as equações de Euler-Lagrange do modelo. Assim, provamos serem as soluções

das equações BPS, denominadas estados BPS, também soluções legítimas da teoria em

questão.

A posteriori, apresentamos algumas soluções numéricas obtidas a partir das equações

BPS, para diferentes valores de vorticidade n. Por simplicidade, todos os outros parâmet-

ros da teoria foram supostos iguais a 1. Além disso, todas as soluções satisfazem as já

de�nidas condições de contorno. A partir destas soluções, obtivemos também as soluções

para o campo magnético, B (r), e para a densidade de energia dos estados BPS, εbps.

As soluções assim obtidas são mostradas nas �guras 1.1, 1.2, 1.3 e 1.4 (as funções a (r)

e g (r) descrevem os campos de Higgs e de gauge, respectivamente). Via de regra, soluções

com diferentes vorticidades apresentam as mesmas características gerais; a exceção é a

solução para a densidade de energia: por exemplo, a solução obtida para n = 1 (curva

preta sólida) possui um comportamento muito diferente daquela obtida para n = 5 (curva

vermelha tracejada).

Ainda no Capítulo 1, após considerarmos a eletrodinâmica de Maxwell-Higgs, voltamos

nossa atenção para a eletrodinâmica de Chern-Simons-Higgs. Neste caso, ao contrário do

anterior, supondo campos estáticos, o gauge temporal não mais satisfaz a lei de Gauss.

Portanto, vórtices independentes do tempo engendram não apenas campo magnético, mas

também campo elétrico não-nulo. Ainda assim, tais estruturas são descritas pelos mesmos

Ansatz e satisfazem as mesmas condições de contorno do caso anterior.

Também neste contexto, por conta das di�culdades em lidarmos com as respectivas

equações de Euler-Lagrange, buscamos por vórtices estáticos via a resolução numérica de

equações BPS. Para tanto, implementamos o respectivo limite de Bogomol'nyi [12, 13].

Assim, quando os campos satisfazem um conjunto especí�co de equações de primeira or-

dem, eles encerram con�gurações possuidoras de energia total mínima (proporcional à sua

carga topológica) cujo valor é exatamente igual ao obtido no caso anterior. Como antes,

estas con�gurações são também soluções das equações de Euler-Lagrange e, portanto,

soluções legítimas desta teoria.
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As �guras 1.5 e 1.6 mostram, respectivamente, as soluções numéricas para as funções

a (r) e g (r), enquanto as �guras 1.7, 1.8 e 1.9 mostram as soluções para o campo mag-

nético, para o campo elétrico, E (r), e para a densidade de energia, respectivamente.

Como antes, mesmo as soluções para a (r) e g (r) com diferentes vorticidades apresentam

as mesmas características. Porém, vale ressaltar, a substituição do termo de Maxwell,

FµνF
µν , pelo termo de Chern-Simons, ϵµνρAµFνρ, transforma substancialmente o compor-

tamento do campo magnético, mesmo para o caso n = 1, além de, como já observado,

proporcionar o surgimento de campo elétrico não-nulo. Além disso, para n = 1, mudam

também as características da solução para a densidade de energia.

Finalizamos a revisão tratando a eletrodinâmica de Maxwell-Chern-Simons-Higgs.

Neste caso, além dos campos de Higgs e de gauge, existe também um terceiro campo,

escalar real, N (xµ), introduzido no intuito de estabilizar a energia das respectivas con-

�gurações BPS [14, 15]. Agora, como no caso anterior, con�gurações estáticas possuem

campos elétrico e magnético não-nulos, dado o fato de o gauge temporal não satisfazer a

lei de Gauss.

Novamente, utilizamos os mesmos Ansatz, as mesmas condições de contorno e o limite

de Bogomol'nyi. Assim, supomos a (r) e g (r) obtidas a partir de equações BPS, das

quais resulta uma con�guração caracterizada por uma energia mínima proporcional à

carga topológica e cujo valor é igual ao obtido nos dois casos anteriores. Neste contexto,

estados BPS são obtidos a partir da resolução numérica não apenas das equações BPS,

mas também da lei de Gauss.

As soluções numéricas assim obtidas são mostradas nas �guras 1.10, 1.11, 1.12, 1.13

e 1.14, para diferentes valores de n. Independente da vorticidade, a (r) e g (r) exibem

as mesmas características gerais observadas nos casos anteriores. Além disso, o campo

elétrico E (r) engendra as mesmas características daquele obtido no contexto da eletrod-

inâmica de Chern-Simons-Higgs; ver Figura 1.8. Porém, tanto o campo magnético B (r),

quanto a densidade de energia εbps possuem comportamento muito peculiar: para n = 1,

ambas as soluções exibem as características observadas no contexto da eletrodinâmica de

Maxwell-Higgs; por outro lado, para n = 3 e n = 5, tais soluções se comportam como o

observado a partir da eletrodinâmica de Chern-Simons-Higgs.

No Capítulo 2, introduzimos um primeiro modelo generalizado. Este modelo foi erigido

a partir da eletrodinâmica de Maxwell-Higgs, e é caracterizado pelo uso de uma função
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arbitrária K (X), na qual X = |Dµϕ|2 [24]. Em particular, consideramos o caso K (X) =

X − αX2, e o potencial de Higgs U (|ϕ|) foi suposto possuir a forma

U (|ϕ|) = λ2

4

(
1 +

3β

2

)(
|ϕ|2 − υ2

)2
. (3.75)

Aqui, α e β são constantes reais não-negativas.

Infelizmente, a teoria generalizada assim obtida não permite a construção de estruturas

BPS independentes do tempo. Ainda assim, vórtices topológicos foram obtidos via a

resolução numérica das respectivas equações de Euler-Lagrange, para diferentes valores

de α e β. As con�gurações resultantes, por não serem BPS, não possuem a mínima energia

possível, e suas energias não são proporcionais as suas cargas topológicas. Ainda assim,

tais con�gurações também engendram campo elétrico nulo, e isto independe da função

escolhida para K (X).

Para β = 0, α = 0, 10, 40 e n = 1, as soluções para a (r) e g (r) são mostradas nas

�guras 2.1 e 2.2, enquanto as soluções para o campo magnético e a densidade de energia

são mostradas nas �guras 2.3 e 2.4. Em geral, mudanças no valor de α in�uenciam as

soluções para um mesmo campo da mesma maneira. Neste caso, a partir das �guras

2.5, 2.6, 2.7 e 2.8, construídas para β = 10, α = 0, 10, 40 e n = 1, percebemos ser este

comportamento independente do valor do parâmetro β.

Para α = β = 0, 10, 20 e n = 1, as soluções para a (r), g (r), B (r) e ε (r) são mostradas

nas �guras 2.9, 2.10, 2.11 e 2.12. Agora, apesar de mudanças no valor de α in�uenciarem

as soluções para a (r), B (r) e ε (r) exatamente como no caso anterior, o mesmo não ocorre

com a solução para g (r); ver �guras 2.2, 2.6 e 2.10.

A partir deste modelo generalizado, introduzimos mecanismo capaz de controlar a

intensidade da interação entre vórtices estáticos, sendo este controle exercido via dois

parâmetros reais não-negativos, α e β. Infelizmente, estes primeiros vórtices generalizados

não são BPS. Assim, no intuito de considerarmos também vórtices BPS, introduzimos uma

outra teoria generalizada.

No Capítulo 3, apresentamos um segundo modelo generalizado [26]. Este modelo,

também construído a partir da eletrodinâmica de Maxwell-Higgs, foi obtido a partir da

introdução de duas funções positivas e adimensionais, G (|ϕ|) e w (|ϕ|), além do uso de

um potencial V (|ϕ|) arbitrário. Aqui, implementamos também o vínculo

d

dg

√
GV =

√
2eυ2wg. (3.76)
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Neste caso, ao contrário do anterior, o modelo generalizado engendra con�gurações

BPS independentes do tempo. Assim, vórtices topológicos foram obtidos a partir do

tratamento numérico de equações diferenciais de primeira ordem. As estruturas resul-

tantes possuem energia total mínima e campo elétrico nulo. Além disso, suas energias são

proporcionais as suas cargas topológicas.

Apresentamos dois casos especí�cos. O primeiro é de�nido por G (g) = g−2 (g2 + 3)
2,

w (g) = 2 (g2 + 1) e

V (g) =
e2υ4

2
g2
(
1− g2

)2
, (3.77)

e o segundo é de�nido por G (g) = (g2 + 1)
2, w (g) = 2g2 e

V (g) =
e2υ4

2

(
1− g2

)2
. (3.78)

As soluções BPS para a (r), g (r), B (r) e εbps são mostradas nas �guras 3.1, 3.2, 3.3 e

3.4, para ambos os casos, para n = 1. Para efeito de comparação, são também mostradas

as soluções usuais, obtidas a partir da eletrodinâmica de Maxwell-Higgs. Em geral, as

soluções generalizadas próprias ao segundo caso exibem o comportamento observado no

contexto usual. Por outro lado, as soluções obtidas via o primeiro caso generalizado

possuem as características gerais já observadas no contexto da eletrodinâmica de Chern-

Simons-Higgs, no qual vórtices estáticos engendram campo elétrico não-nulo; ver as �guras

1.5, 1.6, 1.7 e 1.8.

Ainda no Capítulo 3, adaptamos o segundo modelo generalizado ao estudo de teorias

gêmeas [58]. Tais teorias, apesar de de�nidas por densidades de lagrangeana diferentes,

engendram exatamente as mesmas soluções, além da mesma energia total [59]- [62].

Para tanto, ao invés de (3.76), utilizamos dois outros vínculos. O primeiro é dado por

w = G+
g2 − 1

2g

dG

dg
. (3.79)

Além disso, o potencial V (g) é suposto possuir a forma V (g) = G (g)Vs (g), na qual

Vs (g) =
e2υ4

2

(
g2 − 1

)2
. (3.80)

Implementados estes vínculos, o modelo generalizado resultante engendra exatamente as

mesmas con�gurações BPS já obtidas a partir do caso usual, i.e., via a eletrodinâmica de

Maxwell-Higgs; ver 1.1, 1.2 e 1.4. Além disso, tais con�gurações, apesar de caracterizadas

por densidades de energia diferentes, possuem exatamente o mesmo valor de energia total.
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Introduzimos dois modelos generalizados distintos. O primeiro é de�nido por G (g) =

g2 + 1, enquanto o segundo é de�nido por G (g) = (g2 + 1) (g2 − 1)
2. Tais modelos

engendram as soluções obtidas no contexto usual. Portanto, voltamos nossa atenção para

as respectivas densidades de energia, a partir das quais de�nimos não só uma densidade

de energia física, mas também uma densidade de irrelevante. A posteriori, veri�camos ser

a densidade de energia física possuidora de toda a informação necessária ao cálculo da

energia total das con�gurações BPS gêmeas.

As idéias apresentadas neste trabalho podem ser utilizadas em vários outros contextos,

e com outros �ns. Recentemente, vórtices generalizados foram obtidos no âmbito de uma

eletrodinâmica de Born-Infeld-Higgs generalizada [67]. Assim, podemos, por exemplo,

buscá-los também no contexto de uma eletrodinâmica de Born-Infeld-Chern-Simons-Higgs

generalizada. Além disso, via um processo de redução dimensional, estruturas topológicas

unidimensionais também podem ser investigadas. A obtenção de monopólos magnéticos

e dyons a partir de teorias de Yang-Mills-Higgs generalizadas é outra frente de inves-

tigação possível, além de podermos buscar por con�gurações generalizadas no âmbito

das teorias supersimétricas. Finalmente, via a utilização das funções G (|ϕ|) e w (|ϕ|),

pode-se controlar a extensão das estruturas topológicas resultantes. Assim, podemos, por

exemplo, utilizar estas funções no intuito de estabilizar con�gurações reconhecidamente

problemáticas, como os vórtices semilocais [68, 69]. Algumas destas investigações estão

em andamento, e os resultados devem se apresentados em breve.
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