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Resumo

Neste trabalho estudamos a dinamica de circuitos eletronicos regidos por
equacdes nao-lineares. Reproduzimos alguns resultados da literatura para geracao
de caos em circuitos eletrénicos de baixa frequéncia e obtivemos sincronismo com o
acoplamento de dois circuitos de primeira ordem com atraso. Em etapa seguinte,
construimos um sistema original de um oscilador de segunda ordem, tipo LRC, com
auto-realimentacédo atrasada. Caracterizamos 0s sinais desse sistema para diversos
parametros e utilizando técnicas de analise de sinais e sistemas, pudemos identificar
uma variedade de estados do oscilador, entre estados peridédicos e cadticos.
Reproduzimos todos os cenarios observados através de simulagbes numéricas.
Estudamos como dois osciladores cadticos equivalentes se comportam ao serem
acoplados unidirecionalmente, ou seja, o segundo oscilador tem sua dinamica
dirigida através do sinal do primeiro. Utilizando a funcdo de correlagdo mostramos
gue o sistema pode sincronizar. Estudamos ainda fendbmenos transientes no sinal de
erro do acoplamento de dois desses circuitos de segunda ordem. Ou seja,
analisando a diferenca entre as respostas dos dois osciladores percebemos escapes
do estado sincronizado, quando o sinal de erro, por breves momentos, afasta-se
muito de seu valor médio. Buscamos caracterizar a frequéncia desses escapes em

funcdo do acoplamento entre os osciladores e com a introducéo ruido no sistema.
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Abstract

In this work we studied the dynamics of electronic circuits described by
nonlinear equations. We first reproduced some results from the literature for chaos
generation in low-frequency circuits and we obtained synchronism between two
coupled systems each circuit being a time-delay first-order circuit. In a second step,
we built an original system of second-order LRC oscillator, with delayed feedback.
We characterized the signal of this system for several parameters through usual
signal analysis techniques. We were able to identify a variety of states of this
oscillator, evolving from periodic to chaotic states. Using numerical simulations we
reproduced every observed scenario. We studied how two equivalent chaotic
oscillators behave when unidirectional coupling is applied, i.e. when the second
oscillator has its dynamics controlled by a signal from the first oscillator. Using the
correlation function we showed that the systems are synchronized. We also studied
transient phenomena in the error signal of two coupled time-delay second-order
circuits. Analyzing the difference between the dynamical variables of these circuits
we can observe escapes of synchronization which occur when the error signal, for
brief moments, goes far away from its mean value. We try to characterize the
amplitude and frequency of these synchronization escapes as a function of a

coupling parameter or adding of noise to the coupling signal.
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Capitulo 1 — Sistemas Dinamicos

1.1 — Introducéo

Um sistema é dito dinamico quando apresenta alguma(s) grandeza(s) que
varia(m) no tempo. Essa variacdo deve ser deterministica. Podemos expressar essa
variacdo através de equacdes diferenciais ordinarias, parciais, com defasagem
temporal ou por equacgdes de diferenca, por exemplo. (Strogatz, 1994) e (Monteiro,
2011). Uma equacéo € dita linear quando obedece ao principio da superposicdo, ou
seja, se x(t) é uma possivel solucdo de um sistema de equacdes e y(t) é outra

possivel solucdo deste sistema, entdo uma combinacédo linear do tipo ax(t) + by(t),

onde a e b sdo constantes arbitrarias, € também solucédo. Caso contrario a equacao
€ dita ndo-linear. Equacdes que apresentam termos quadraticos, cubicos,
exponenciais, logaritmicos, por exemplo, sdo equacdes nao-lineares.

Tipicamente, nos ultimos cem anos a Fisica tem sido estudada usando-se
principalmente ferramentas matematicas da Algebra Linear. Os principais
formalismos da mecéanica classica (Equacdes de Newton), o eletromagnetismo
classico (Equacdes de Maxwell) e a mecéanica quéantica (Equacédo de Schrodinger)
foram utilizados para estudar sistemas lineares ou sistemas linearizados.

Por que entdo estudar sistemas dindmicos n&o-lineares? Porque o mundo
real € altamente nao-linear. Embora a ciéncia tenha se dedicado principalmente ao
estudo de sistemas lineares, varios trabalhos em dindmica ndo-linear foram
realizados. Sistemas dinamicos néo-lineares estdo presentes em varias areas da
ciéncia, e podemos citar aqui como exemplos, alguns resultados emblematicos: na
fisica (Harrison & Biswas, 1986), (Moon & Holmes, 1979), quimica (Schmitz,
Graziani, & Hudson, 1977), biologia (May & Anderson, 1987), engenharia (Haykin &
Principe, 1998) e medicina (Radhakrishna, 2000), (Witkowski, 1995).



1.2 — Sistemas dinamicos

Nesta secdo vamos introduzir alguns conceitos e técnicas referentes ao
tratamento de sistemas dindmicos. Vamos apresentar a representacao de espago de
fases, discutir dimensionalidade de um sistema e os diversos estados que esse
sistema pode ter. Em geral, podemos dividir os sistemas dinamicos em lineares e
ndo-lineares. Ou seja, em sistemas que, respectivamente, obedecem ao principio da
superposi¢cao ou nao.

Quanto a evolucao temporal, sistemas dinamicos podem ser continuos ou
discretos. Tempo continuo € representado pelo conjunto dos numeros reais,
enquanto que tempo discreto é representado pelo conjunto dos nimeros naturais.

Sistemas dinamicos podem ser autbnomos ou nao-autbnomos. Quando no
conjunto de equacfes que descreve determinado sistema a variavel tempo aparece
explicitamente dizemos que o sistema € ndo-autbnomo, caso contrario € autbnomo.

Podemos representar um sistema n&o-linear autbnomo n-dimensional

através das equac0es de fluxo de suas varidveis dinamicas:

X1=f1(X1,%2,...Xn)
x2 =f2 (xlixZI"'lxn) (1)

Xn=fn(X1,X2,...Xn)

Para analisarmos determinado sistema, frequentemente recorremos ao
espaco de fases, ou espaco de estados, que é um espaco n-dimensional em que
seus eixos sdo formados pelas variaveis independentes do sistema (x4, x5, ..., X;,).

Caracterizamos como variaveis dindmicas de um sistema autdbnomo
continuo aquelas para os quais podemos escrever equacfes de fluxo (equacbes
diferenciais temporais). Dessa forma, o numero de equag¢fes de primeira ordem que
forma um sistema qualquer nos da diretamente a quantidade de variaveis
independentes entre si e assim a dimenséo do sistema. Entretanto para sistemas
ndo-autbnomos (a variavel tempo aparece explicitamente nas equacdes que regem
o sistema) devemos considerar o tempo como uma variavel dindmica para a qual
podemos escrever uma equacdo extra, t = 1. Assim, sistemas ndo-autdnomos

apresentam uma dimensao extra (Hilborn, 1994).



Através das solucdes de um sistema podemos criar conjuntos no espaco de
fases chamados de atratores, repelentes ou neutros. Atrator € um conjunto A que
apresenta trés condicoes:

e A é um conjunto invariante: qualquer condi¢do inicial interna a A
evolui para uma solugdo que permanece interna ao conjunto A.

e A atrai um conjunto aberto de condi¢fes iniciais: qualquer condicao
inicial interna a um conjunto D, que contém A, evolui para uma
solucéo interna ao conjunto A.

e O conjunto A é o conjunto minimo que obedece as duas condi¢des
anteriores.

Repelentes sdo conjuntos invariantes, como 0s atratores, porém para
qualquer condicao inicial fora do conjunto repelente a solucdo se afasta do mesmo,
indo para algum outro atrator proximo ou para o infinito. Conjuntos neutros séo
aqueles cujas condi¢Ges iniciais externas ao conjunto nem sao atraidas nem
repelidas.

Podemos explorar toda a variedade de estados que o sistema pode
apresentar no espaco de fase ao variarmos sistematicamente as condi¢des iniciais e
0s parametros de um sistema.

Considere, por exemplo, um volume de condi¢@es iniciais em um espaco de
fases tridimensional. Dizemos que o sistema é:

e Conservativo — se no decorrer de sua evolucdo temporal, os pontos
do volume de condi¢des iniciais do sistema movem-se no espaco de
fase e ainda assim o volume do sistema é conservado.

e Dissipativo — quando o volume de condi¢des iniciais se contrai com o
passar do tempo.

Seja S(t) uma superficie de determinado volume V(t) no espaco de fases. Os
pontos em S, e em seu interior, sdo as condi¢des iniciais das trajetdrias. Ap6s um
intervalo de tempo dt, qual sera a nova superficie S(t+dt) e o novo volume V(t+dt) do

espaco de fases?

Na Figura 1, 7 € um vetor normal de médulo unitario do volume V, € f(X) é a

velocidade instantanea do sistema no ponto X. O produto escalar f.7 representa a

componente normal da velocidade em x.



Figura 1: Evolucédo do volume de condig¢@es iniciais no espaco de fases, em que 7 éa
velocidade de cada condicéo inicial e 1 é o vetor normal a superficie S do volume de
condicdes iniciais. (a) Superficies do volume de condi¢des iniciais no tempo t, S(t), e depois de
evoluir por um tempo infinitesimal dt, S(t+dt). (b) Volume infinitesimal de condi¢des iniciais

com area dA e altura f.7idt.
Apds um intervalo infinitesimal dt a area dA cria um volume infinitesimal

(f.ﬁdt)dA. Portanto, o volume V(t+dt) serd o volume V(t) mais o criado pela

evolugdo de cada area infinitesimal dA. Integrando sobre todos os pedacos temos:
V(t+dt) =V(©) + [, (f.fidt)dA @)

Como o intervalo dt ndo depende da area dA, podemos escrever:

V(t+dt)-V(t) _ av
dt Todt

= [, fidA= [, V.fdv, (3)
onde a ultima igualdade é obtida pela Teorema da Divergéncia de Gauss.
Da Equacéo 3 percebemos que se dV/dt = 0, o sistema é conservativo, ou

seja:

= 2 0 d d
V.f: i+£+...+ﬁ 4)

dxq 0xy 0xp

€ nulo. Do mesmo modo, se dV/dt < 0, |7.f< 0 e o sistema é dissipativo; e se
dV/dt > 0 o sistema é expansivo.
Em sistemas néo-lineares continuos dissipativos podemos esperar alguns
tipos de estados dinamicos de acordo com a dimensionalidade de cada sistema:
e Em sistemas com dimensé&o 1 os Unicos estados possiveis sdo pontos

fixos, estaveis ou instaveis, ou entdo o sistema diverge para infinito.



e Para sistemas com dimenséao igual ou maior que 2 podemos ter, além
de pontos fixos, ciclos limites. Ciclos limites sao orbitas periédicas no
espaco de fase, percorridas pelo sistema. Ciclos limites também
podem ser estdveis ou instaveis. Nao existe um método sistematico
gue permita encontrar ciclos limites para sistemas dinamicos com
dimenséo maior ou igual a 2.

e Quando temos dimensdo 3, podemos obter, além de pontos fixos e
ciclos limites, orbitas quasi periddicas confinadas na superficie de um
toro ou entdo caos, que €& um comportamento aperiodico,
deterministico, porém imprevisivel.

Um sistema é dito deterministico quando podemos escrever seu conjunto de
equacdes dinamicas. Dizemos que sistemas cadticos sdo imprevisiveis apesar de
serem deterministicos, pois quando evoluimos um mesmo sistema com duas
condicdes iniciais préximas e que pertencem a um mesmo conjunto atrator, a
distancia entre as duas solucdes divergira exponencialmente apos um tempo igual
ao inverso do maior expoente de Lyapunov do sistema. Expoente de Lyapunov &
fator de divergéncia exponencial das duas solucdes.

Para ser chamado de atrator estranho, um conjunto deve, além de obedecer
as trés condicdes para ser um atrator, ser sensivel as condi¢fes iniciais. Ou seja,
sistemas em estado cadtico apresentam atratores estranhos.

Um exemplo de sistema governado por uma equacao nao-linear € o péndulo
simples, Figura 2. Embora o péndulo simples seja descrito por uma equacao
diferencial de segunda ordem, podemos realizar uma mudanca de variaveis e assim
obter um conjunto de equacdes diferenciais de primeira ordem, como apresentado

na Equacao 5:

. g w=-2sen 6
0+ =senf =0 => , L (5)
L O=w

onde 0 ¢é o angulo formado entre o eixo vertical e a posicdo do péndulo, g é a
aceleracdo gravitacional e | o comprimento do fio que liga o bloco ao ponto de

fixacdo. 6 representa derivada de segunda ordem da variavel 6 em relagdo ao



tempo’. w é a velocidade angular do péndulo e & e 6 representam derivadas de
primeira ordem, respectivamente, das varidveis w e 6 em relacdo ao tempo.
Dizemos que a Equacéo 5 € nao-linear, por causa do termo sen 0. A ordem de uma
equacao diferencial € dada pela derivada de ordem mais alta. Geralmente podemos
reduzir uma equagédo de ordem n a um conjunto de equacdes de primeira ordem
realizando mudancas de variaveis como na Equacdo 5. No péndulo simples as

variaveis dindmicas do sistema sao o e 0,por isso o sistema € bidimensional (2-D).

Figura 2: Péndulo simples.

Algumas equacgdes nédo-lineares, com a devida aproximagao, podem tornar-
se lineares. De fato, muitos sistemas néo-lineares podem ser tratados como lineares
sob determinadas aproximacdes (técnica de linearizacdo). No caso do péndulo
simples, basta considerar o regime de pequenas oscilacdes, ou seja, quando o
péndulo oscila em angulos da ordem ou menores que 1 rad. Nessa aproximacao,
senf= 0 e assim, a variavel 6 aparece com expoente 1 em todos os termos da
equacao que rege o péndulo. Assim, o péndulo simples comporta-se como um
oscilador harménico que é um sistema linear muito conhecido, principalmente em
mecanica classica.

Solucbes analiticas sdo desejaveis, pois sdo validas para quaisquer
condi¢des iniciais e parametros. Sistemas dindmicos geralmente ndo apresentam
solugdes analiticas. Assim, métodos numéricos de integracdo sao utilizados em
larga escala para resolucdo de sistemas dindmicos. Entretanto, integragcfes
numéricas tém a desvantagem de que sO valem para um valor de condi¢&o inicial e
um valor de parametro: cada vez que trocamos o valor de uma condic¢ao inicial ou
parametro, devemos refazer toda a integracdo numeérica. Um meétodo bastante
utilizado por apresentar bons resultados € o método de Runge-Kutta de quarta
ordem. Deve-se lembrar que todo método de integragdo apresenta um erro inerente

gue varia de metodo para método e depende do valor do passo iterativo utilizado.

! E desta forma que escreveremos derivadas temporais no texto desta dissertacéo.



Outro método de analise € o qualitativo. Através de calculos mais simples
que os utilizados em integracdes analiticas, o método qualitativo determina as
solucbes assintdticas do sistema e a estabilidade das solucdes. A desvantagem
desse método € a perda do comportamento transiente do sistema longe das regides
de estabilidade (pontos fixos, ciclos limites, por exemplo).

Sistemas dinamicos, lineares e ndo-lineares, ttm um expoente de Lyapunov
para cada variavel independente, ou seja, um sistema bidimensional tem dois
expoentes de Lyapunov, um sistema tridimensional tem trés expoentes e assim por
diante. O expoente de Lyapunov pode ser positivo, negativo ou zero.

ApOGs a solucdo transiente de um sistema evanescer, consideremos duas
condicBes iniciais préximas, pertencentes a um mesmo conjunto atrator estranho,
separadas por uma distancia a(t=0). Se o sistema estd em um estado cadtico a
distancia entre as trajetérias aumentaré exponencialmente, a(t) = a(t=0)e™. Uma das
duas condices iniciais pode ser vista como a outra mais uma perturbacdo, de modo
gue a condicao inicial ainda esteja contida no atrator estranho. Qualquer perturbacao
na condi¢do inicial do sistema o faz exibir uma solucdo completamente diferente
daquela que exibiria sem a perturbacédo. Por isso, dizemos que sistemas caoticos

sao imprevisiveis.

Figura 3: Trajetorias de duas condic¢des iniciais, pertencentes a um mesmo conjunto atrator,
préximas separadas por a(t).

Como ja foi dito, para exibir comportamento cadtico, sistemas dissipativos
continuos devem ser no minimo tridimensional. Cada dimensé&o (variavel dinamica)
possui um expoente de Lyapunov, porém ndo é necessario que as trés dimensdes
possuam expoente positivo, apenas um expoente necessita ser positivo para ocorrer
caos. De fato, em sistemas tridimensionais apenas um expoente de Lyapunov é
positivo e em sistemas quadridimensionais, podemos ter caos com um expoente
positivo e podemos ter hipercaos, que € um estado que possui dois expoentes de

Lyapunov positivos.



Podemos caracterizar estados de um sistema dindmico, seja periodico,

caotico ou outro calculando a chamada dimenséao fractal, Dy (dimensdo da contagem

de caixas).

A dimenséo fractal é calculada para cada estado dinamico formado no
espaco de fases, podemos recobri-lo com caixas quadradas de tamanhos iguais, de
forma a cada caixa ter pelo menos um ponto do atrator em seu interior. Variando o
lado da caixa, g, variamos a quantidade de caixas, N(g), necessarias para recobrir o
atrator. Entdo, construindo um grafico cujo eixo vertical representa log(N(g)) e o eixo
horizontal, log(1/e), devemos encontrar uma reta e a inclinacdo dessa reta é a
dimenséo fractal do sistema. Dessa forma, um ponto fixo possui Dy = 0; um ciclo
limite possui Do = 1; um toro, Dy = 2. Estados cadticos apresentam atratores

estranhos e estes possuem dimensao fractal, ou seja, Do fracionaria.

1.2.1 - Sistema de Lorenz

O sistema néo-linear tridimensional mais conhecido é o sistema de Lorenz
(Strogatz, 1994), (Hilborn, 1994), (Monteiro, 2011). Lorenz estudava as conveccdes
atmosféricas quando estabeleceu o conjunto de trés equaclBes escrito abaixo
(Equacéo 6).

Dentre as inUmeras caracteristicas desse sistema, podemos citar: néo-
linearidade, contracdo do volume do espaco de fase, determinismo do sistema,

imprevisibilidade, possibilidade de caos. O sistema de Lorenz é descrito por:

x=o0(y—x)
V=rx—y—xz (6)
Z=xy—bz

O sistema é deterministico, pois conhecemos as equag¢fes dinamicas que o
regem.

Os termos cruzados xz e xy sdo 0s responsaveis pela nao-linearidade do
sistema. Ao analisarmos o0 espaco de fase desse sistema percebemos que o volume
do atrator vai a zero e, como consequéncia, solugbes quase-peridédicas ndo podem

ser solucao desse sistema.



O sistema de Lorenz pode exibir diferentes estados dinamicos.

Os diferentes estados sao exibidos de acordo com a escolha dos valores
dos parametros do sistema. Podemos ter um ponto fixo, trés pontos fixos, ciclos
limites ou caos.

Por ser formado por trés equacOes diferenciais de primeira ordem e ser
tridimensional, o sistema pode exibir comportamento cadtico.

O sistema é dito imprevisivel quando cadtico, pois apresenta expoente de
Lyapunov positivo.

A Figura 4 mostra séries temporais para as trés variaveis do sistema de
Lorenz que calculamos para os parametros =10, r=28, b=8/3, que resulta em um
regime cadtico. A Figura 5 mostra o atrator estranho de Lorenz e as suas projecdes

bidimensionais para os mesmos parametros da Figura 4.
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Figura 4: Séries temporais do sistema de Lorenz em estado cadtico com ¢=10, r=28, b=8/3.
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Figura 5: Simulag¢8es tridimensionais sob do atrator estranho de Lorenz com o=10, r=28, b=8/3.
De vermelho temos o atrator estranho e em azul temos as trés proje¢des bidimensionais que

podemos formar com o sistema de Lorenz.

O sistema de Lorenz, além de bastante conhecido, serviu de base para
inumeros trabalhos, dentre eles 0 de Cuomo (Cuomo & Oppenheim, 1993), no qual
foi desenvolvido um circuito eletrbnico (descrito pelas equa¢cbes de Lorenz) que é
capaz de reproduzir o comportamento cadtico ja conhecido. Esse sistema foi
utilizado em experiéncias de sincronismo, objeto de estudo da presente dissertacéo.

Podemos calcular numericamente uma solucdo para o sistema de Lorenz.
Utilizemos o método Runge-Kutta de 42 ordem por ser simples e ser bastante
utilizado em simulagdes. Toda simulagdo numérica gera uma solucdo aproximada,
neste caso o erro acumulado na simulacdo é da ordem h* onde h é o passo da
integracao: t,+; = t, + h. Para efetuarmos a simulacdo pelo método de Runge-Kutta
de 42 ordem precisamos conhecer a funcdo e sua condicao inicial, além do valor do
passo que queremos. O valor do passo deve ser escolhido a cada fungdo ou

necessidade pois, considerando a mesma quantidade de pontos a serem calculados,
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passos muito pequenos geram séries temporais menores, porém a solucao

calculada sera mais precisa.

Queremos calcular o ponto x[n+1] a partir de x[n]. Para isso efetuamos os

seguintes calculos, seja f a derivada temporal de x:

a :f(xn'tn)
h ah
b =f(tn+7,xn+7)

c=f(tn+%,xn+bz—h)

d=f(t, + h,x, +ch)

Calculados esses parametros o proximo x da série sera:
h
Xn41 =xn+(a+2b+2c+d)g

Assim as linhas de codigo que utilizamos para calcular a solucdo das

equacdes de Lorenz em linguagem de programacgao C séo:

#include <stdio.h>

#include <conio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

int main()

{

float a,b,c,d,l,m,n,0,p,q,r,s,h,x[50000],y[50000],z[50000], T[50000],f[50000],g[50000],i[50000];

intt;

h=0.1,;
x[0]=5;
y[0]=4;
z[0]=7;
T[0]=0;

FILE *arq;

arq=fopen("sistlorenz.txt", "w");

if(larq)
{

printf("erro na abertura do arquivo.");
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exit (1);
}
for(t=0;t<10000;t++)
{
T[t+1]=T[t]+h;
flt}=10*(y[t]-x[t]); glt]=28x[t]-y[t]-x[*2[t]; i[t]=x[t]*y[t]-(8/3)*2{]
a=10*(y[t]-x[t]); I=28x[t]-y[t]-x[1]*2[t]; p=x[t]*y[t]-(8/3)*zt];

b=10*((y[t]*+h*I/2)-(x[t]+h*a/2)); m=28*(x[t]+h*a/2)-(y[t]+h*I/2)-(x[t]+h*a/2)*(z[t] +h*p/2);
g=(x[t]+h*a/2)*(y[t]+h*I/2)-(8/3)*(z[t]+h*p/2);

c=10*((y[t]+h*m/2)-(X[t]+h*b/2)); n=28*(x[t]+h*b/2)-(y[t]+h*m/2)-(X[t]+h*b/2)*(z[t]+h*q/2);
r=(x[t]+h*b/2)*(y[t]+h*m/2)-(8/3)*(z[t]+h*q/2);

d=10*((y[t]+h*n)-(x[t]+h*c)); 0=28*(x[t]+h*c)-(y[t]+h*n)-(x[t]+h*c)*(z[t] +h*s);

s=(x[t]+h*c)*(y[t]+h*n)-(8/3)*(z[t]+h*r);
X[t+1]=x[t]+(a+2*b+2*c+d)*h/6; y[t+1]=y[t]+(I+2*m+2*n+0)*h/6; z[t+1]=z[t]+(p+2*q+2*r+s)*h/6
printf("(%f,%f)\n", T[], X[t]);
fprintf(arg,"%f \t %f \t %f \t %f \t %f \t %f \t %f \n", T[t], x[t], f[t], y[t], o[t], z[t], i[t]);

}
getch();

return(0);

}

Em vermelho e azul estdo os parametros de integracdo de cada variavel.
Como o sistema de Lorenz é tridimensional utilizamos para x (a, b, c e d), paray (|,
m, neo)eparaz(p,d,res). Esse algoritmo gera um arquivo (em verde, neste caso
sistlorenz.txt) contém as variaveis salvas pelo comando fprintf e pode ser utilizado

em programas como Origin® e MatLab® para gerar os gréficos das variaveis.

1.2.2 — Acoplamento entre sistemas

Dados dois sistemas dindmicos independentes, ao fazermos com que um
deles passe a ter sua dindmica alterada pelo outro, ou seja, um sistema receba
informacdes do outro e utiliza essas informacdes para controlar sua propria
dindmica, dizemos que os sistemas estdo acoplados. Seja unidirecionalmente

(apenas um dos sistemas recebe informagfes do outro) ou bidirecionalmente (os
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dois sistemas recebem informacgfes). O estado estacionario de cada um dos dois
sistemas isolados pode, ou néo, ser alterado ao acoplarmos os sistemas entre si.

Dependendo de quéao semelhantes séo os dois sistemas e da intensidade do
sinal de informacéo recebida do outro sistema, as respostas dos mesmos podem
variar de totalmente independentes para completamente iguais. Quando as
respostas sdo totalmente independentes dizemos que o0s sistemas estao
descorrelacionados, e quando as respostas sdo iguais, correlacionados ou
sincronizados. Estados intermediarios podem ocorrer e sua caracterizacdo €
importante para utilizagdo desse tipo de sincronismo.

Desde a década de 90 muitos trabalhos foram realizados mostrando que
varios sistemas podem sincronizar entre si. Os primeiros trabalhos, que deram inicio
a essa area de pesquisa, sdo de Louis Pecora e Thomas Carrol (Pecora & Carroll,
1990), (Carroll & Pecora, 1991). Eles mostraram a possibilidade de sincronismo em
sistemas acoplados. Uma das primeiras aplicagcbes do sincronismo foi a
comunicacdo escondida no sinal cadtico (Cuomo & Oppenheim, 1993). Desde entéo
foram realizados inimeros trabalhos de sincronizacdo de sistemas caolticos, dos
quais podemos citar sistemas com circuitos eletrénicos (Wagemakers, Buldd, &
Sanjuan, 2008) e lasers (Fisher, et al., 2006), (Nixon, et al, 2011).

O sincronismo é discutido no trabalho de (Boccaletti, et al., 2002), onde séo
apresentados diferentes estados de sincronismo (em fase, em amplitude, quase-
sincronismo, antecipado, atrasado, no mesmo instante, entre outros) e os métodos
de andlise para medirmos o grau de sincronismo entre sistemas, além de discutir o
efeito do ruido em medidas experimentais, em que 0s sinais extraidos apresentam

ruido, que pode surgir do préprio sistema e do método de aquisi¢ao utilizado.

1.3 —Técnicas de analise de sistemas nao-lineares

Para podermos caracterizar corretamente sistemas dinamicos nédo-lineares
devemos utilizar técnicas matematicas e estatisticas de andlise de sinais.
No Capitulo 3 desta dissertacdo de mestrado caracterizaremos 0 sistema

nao-linear que implementamos em nosso laboratorio com as técnicas apresentadas
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nesta secdo, visando distinguir estados calticos de periddicos e estados
sincronizados de descorrelacionados.

Algumas técnicas de analise de sistemas dinamicos foram desenvolvidas
para estudar sistemas lineares (transformada de Fourier e funcdo de correlacdo),
porém podem ser utilizadas de forma bastante eficiente na analise de sistemas néo-
lineares. Outras técnicas foram desenvolvidas especialmente para sistemas nao-

lineares (Célculo da dimenséao de imerséo e do maior expoente de Lyapunov).

1.3.1 — Métodos lineares

Através de métodos de linearizacdo podemos realizar um estudo qualitativo
de sistemas nao-lineares e descobrir se possuem e quais sdo seus pontos fixos.
Também ¢é possivel identificar se possuem regibes de biestabilidade ou
multiestabilidade, e se possuem ciclos limites.

Sistemas nédo-lineares em regime caodtico apresentam banda de frequéncia
larga e continua, entdo realizar esta medida espectral € uma das primeiras analises
que fazemos para diferenciar um estado peridodico de um cadtico. Fazemos isso
atraves da transformada de Fourier de uma série temporal.

Quando possuimos dois sistemas acoplados entre si podemos medir quao

parecidas suas respostas sao. Essa medida é feita através da funcéo de correlacéo.

1.3.1.1 — Transformada de Fourier

A técnica de analise de sinais por transformada de Fourier é bastante util na
determinacao das frequéncias de oscilacdo de sistemas e para realizar ‘misturas’ de
sinais: convolugdes e multiplicagbes de sinais (Hilborn, 1994), (Openheim, Willsky, &
Nawab, 1996).
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Utilizamos a transformada de Fourier para levar um sinal temporal para o
dominio de frequéncia. Se depois fazemos o0 modulo quadrado do sinal no dominio
de frequéncias, |F(f)|?, chamamos a essa funcéo de espectro de poténcia.

As expressdes para transformada de Fourier para as variaveis tempo e

frequéncia sao, respectivamente, a transformada da fungéo temporal,

TF(G(®) = F(f) = [, G(Oexp(~i2nft)dt (7)
e a transformada da funcéo espectral,

TF(F() = 6(1) = [*, F(exp(iznft)df ®)

Podemos determinar se o sistema € periédico, ou ndo, através da analise do
seu espectro de frequéncias.

Sinais periédicos exibem espectros formados por picos discretos de
frequéncia. Sinais cadticos exibem espectros compostos por picos largos de
frequéncia.

Um sinal periédico é caracterizado por se repetir a cada passagem de tempo
T (periodo do sinal). Assim se f(t) € um sinal periédico, entdo G(t) = G(t + T).

Podemos representar um sinal periddico através de uma série de Fourier da

T

seguinte forma: G(t) = Y%, Chexp(in2nf,t), onde C, = f G (t) exp(—in2mfyt) dt.

Assim, a transformada de Fourier F(f) do sinal perlodlco G(t) é dado por:
F(f) = f+°° 12 o Chexp(in2mfyt) exp(—i2nft) dt (9)

Invertendo o somatdrio com a integral, temos:

F(f) = X2 . C, f exp(in2mfyt) exp(—i2nft) dt (10)

F(f) = S4% o Co [ exp(—i2n(f — nfy)t) dt (11)

F(f) = a2 Cn 8(f — 1fo) (12)
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Assim constatamos que o espectro de um sinal periddico é constituido de
impulsos igualmente espacados por nfj.
Um exemplo de sinal periédico € o pente de impulsos (Figura 6), que é dado

pela equacéao.
G(t) =X2-x 6 (t—=1T) (13)

Lembrando que o periodo de um sinal periodico T = 1/ f, a transformada

de Fourier do pente de deltas é:

F(f) = [ (exp (~i2nf'D IR 0 8 (6~ IT)dt = T2 _exp (—i2nlD) @9

LTI

3T 2T o 2T 4T —4f -2f 0 2f 4f
t f

Figura 6: Pente de fun¢des deltas e sua Transformada de Fourier.

Outro exemplo de sinal periddico é o trem de pulsos (Figura 7), que € um
sinal periodico.

A, sell —t<t<IT+r1
— + 00 )
G(t) = l=‘°°{ 0, caso contrario (15)
Calculando-se a transformada do trem de pulsos encontramos:
N AT . N voo . fr
F(f) = = Sin (n f) Yoo €Xp (—i2ml f) (16)
- 0 T 2f 0 2f

Figura 7: Trem de pulsos retangulares e sua Transformada de Fourier.
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Sinais cadticos séo aperiodicos, desta forma ndo apresentam componentes
discretas de frequéncia como os sinais periédicos. Espectros de sinais caoticos sao
compostos por picos largos de frequéncia, pois ndo ha um periodo no sinal que
caracterize uma Unica componente de frequéncia.

Entretanto a andlise de sinais experimentais quando o sistema possui varias
frequéncias de oscilagdo, ou quando é caodtico, € evidentemente um pouco mais
complicada devido a presenca de ruido, presente em qualquer sistema experimental.
Como o ruido contém todas as componentes de frequéncias possui, portanto um
espectro continuo. Desta forma mistura-se com o sinal do sistema e pode complicar
a andlise de seu espectro de poténcias. Ou seja, € preciso na andlise de um sinal
experimental distinguir as contribuicdes de ruido da eventual natureza cadtica desse

sinal.

1.3.1.2 — Funcéao de Correlagao

A funcéo de correlacédo, também conhecida com coeficiente de correlacdo de
Pearson, é uma ferramenta estatistica que pode ser utilizada para calcular o grau de
acoplamento entre dois sistemas. A fungcéo de correlacdo mede o quéo as respostas
de dois sistemas, f(t) e g(t), sdo parecidas.

A funcédo de correlacéo cruzada, normalizada, entre dois sinais € dada por:

C(At) = —=UO-Dtra-g)>

— = (17)
VIS (©-F)2><(g(t+A0)—g)2>]

onde f e g sdo as médias das funcdes f e g. Essa funcdo apresenta valores que vao
dela-1.

Quando f é proporcional a g, a funcéo de correlacdo apresenta valor igual a
1, ou -1 caso as funcdes sejam opostas. Quando os sinais sao completamente
independentes a funcdo de correlacdo apresenta valor igual a zero. Entretanto,
alguns pares de funcdes, como seno e cosseno, exibem correlacéo igual a zero.
Valores intermediarios de |C(At)] (0O<|C(At)|<1) indicam quéo parecidas sdo as

funcdes f e g, ou seja, ela mede o quanto uma funcgéo reproduz a outra.
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O At da expressao de C definido na Eq. 17 significa uma translacdo temporal
na fungéo g para que ela seja mais parecida possivel a funcéo f, assim o maximo da
funcdo de correlagcdo ocorre para 0 At que torna os sinais dos sistemas mais
parecidos possiveis.

Quando obtemos o valor 1 para a funcdo de correlacédo dizemos que os
sistemas acoplados estdo sincronizados, quando obtemos zero, 0s sistemas estédo

completamente descorrelacionados.

1.3.2 — Métodos nao-lineares

Ao estudar sistemas reais, de modo geral, temos acesso apenas a algumas
de suas variaveis, frequentemente a apenas uma. Por isso é necessario desenvolver
um método que, baseado na informacdo dessa Unica variavel, seja capaz de

descrever a dindmica do sistema como um todo.

1.3.2.1 - Reconstrucdo de atratores: meétodo das coordenadas

atrasadas

No trabalho realizado por F. Takens (Takens, 1981) demonstra-se que se Dg
€ a dimensao fractal (dimenséo da contagem de caixas) do atrator de um sistema
ndo-linear. Entdo M = 2D, +1 é a dimens&o de imersdo? do sistema. A dimens&o de
imersdo é uma condicdo suficiente, mas ndo € uma condicdo necessaria para que
possamos reconstruir o atrator original a partir da série temporal de uma Unica
variavel do sistema. Takens considera uma série infinita e sem ruidos e que a
dimenséo fractal do atrator € conhecida. Entretanto em casos reais, as seéries
temporais sao finitas, apresentam ruido e é desconhecida a dimensao fractal do
atrator. Por exemplo, o sistema de Lorenz tem um atrator estranho com dimensao
fractal igual a 2,06 (Strogatz, 1994) e assim sua dimensao de imerséao, pelo teorema
de Takens deveria ser pelo menos 6. Porém utilizando-se dimensédo de imersdo

igual a 3 conseguimos construir um atrator que reproduz as principais caracteristicas

? Definida na secdo 1.3.2.1.1 desta dissertacéo
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do atrator estranho original do sistema de Lorenz: as duas “asas de borboleta”
(Figura 5) com centros ocos e volume zero no espago de fases das coordenadas
atrasadas.

Como € apresentado na secdo 1.3.2.1.2, a partir do sinal adquirido da
possivel Unica variavel acessivel do sistema, constroi-se um vetor para calcular-se o
maior expoente de Lyapunov. A dimens&o de imersdo nos d4 o nimero minimo de

coordenadas do vetor que € necessario para descrever corretamente a dinamica do
sistema.

—— Atrator em 2-D|

1.0

0.5

= 00]

—— Atratorem 1-D = -0.51
1.2-0.8-0.4 0.0 0.4 0.8 1.2 e
X(t) -1.0 -05 0.0 05 1.0

X(t)

Atrator em 3-D

14
12
10
8
E 6
T 4
X 2
0

-2 1.0

. - <
«\'(0 10 -1.0 \&"

Figura 8: Atrator reconstruido em 1-D, 2-D e 3-D a partir de um vetor de coordenadas
atrasadas. Ao aumentarmos a dimens&o em que visualizamos o sistema vemos se o atrator
esta bem definido ou se ainda é uma proje¢do em uma dimenséo inferior. Ou seja, pares de
pontos vizinhos mais proximos podem (ou néo) deixar de serem vizinhos ao aumentarmos a

dimenséo de imersdo em que visualizamos o sistema.

Ao gerarmos um grafico utilizando o vetor de coordenadas atrasadas

percebemos que ao aumentarmos a sua dimenséo (quantidade de coordenadas) o
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atrator pode (ou ndo) ser modificado. Na Figura 11 apresentamos graficos que
mostram como isto pode ocorrer. Quando encontramos um atrator representado por
segmento de reta em um grafico 1-D, ndo sabemos se este segmento de reta é
realmente o atrator reconstruido do sistema ou se €, por exemplo, uma
circunferéncia projetada em um dos eixos. Caso seja uma projecdo de
circunferéncia, quase todos os pares de pontos vizinhos mais proximos no grafico 1-
D deixardo de serem vizinhos em um grafico 2-D, pois 0s pontos de cada par podem
estar dispostos em extremidades opostas da circunferéncia. Denominamos esses
pontos de falsos vizinhos. Da mesma forma, esta circunferéncia pode ser uma
projecdo de uma espiral em um gréafico 3-D. Com isso, pares de pontos vizinhos
mais proximos em 2-D podem deixar de representar vizinhos mais proximos em 3-D.
Assim, verificando se cada par de pontos vizinhos mais proximos em uma dimenséao
M-D continua sendo um par de pontos vizinhos mais proximos em M+1-D, podemos
calcular a fragao entre falsos vizinhos e vizinhos verdadeiros para cada dimens&o M-
D. A dimenséo para a qual a fracdo entre falsos vizinhos e vizinhos verdadeiros se

aproximar de zero € denominada de dimenséo de imerséo do sistema.

1.3.2.1.1 — Método dos falsos vizinhos

7

O método dos falsos vizinhos € um dos métodos desenvolvidos para o
calculo da dimensdo de imersdo de um sistema ndo-linear. Este método foi
desenvolvido por Matthew B. Kennel (Kennel, Brown, & Abrabanel, 1992).

Criamos um vetor chamado de vetor de coordenadas atrasadas a partir do
sinal da variavel do sistema néo-linear a que temos acesso. Uma série temporal
adquirida experimentalmente ou integrada numericamente é discreta e ndo continua
temporalmente, pois sdo compostas por pontos igualmente espacados
temporalmente (essa distancia pode ser controlada). Assim podemos trocar x(t) por
x(n), visto que os pontos da série sdo igualmente espacados, sendo entdo possivel
marcar 0s pontos por um numero natural ao invés do valor do tempo em que o0 ponto
foi gerado.

O vetor de coordenadas atrasadas é definido como:

y=(x(n),x(m+ N),x(n+ 2N),...,.x(n+ (M — 1)N)) (18)
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Esse vetor possui M coordenadas, que sao pontos, de uma mesma série
temporal, igualmente espagados por N. A quantidade de coordenadas que utilizamos
nos da a dimenséo de imerséo M.

Comegamos criando um vetor com apenas uma coordenada, y = [x(n)],
entdo encontramos o vizinho mais proximo para cada ponto da série, y" = [x" (n,)].
Depois modificamos o vetor de coordenadas atrasadas para que tenha uma
coordenada a mais, y = [x(n),x(n+ N)], e através de dois critérios (que serao
apresentados nesta secdo) verificamos se 0s pontos que haviamos encontrado
como vizinhos mais proximos sao realmente vizinhos ou se séo falsos vizinhos.

Utilizamos dois critérios para definirmos se dois pontos sdo realmente
vizinhos ou nédo. Basta que um dos critérios afirme que temos um falso vizinho para
inclui-lo na contagem dos falsos vizinhos.

Procuramos pelo vizinho mais proximo, y™ = [x"(n)], de cada ponto da série,

y = [x(n)]. Através da relagéo euclidiana para distancia em uma dimenséo M:

Ry = Y= [x(n + kN) — x"(n, + kN)]? (19)

O vizinho y" = [x"(n,)] de y = [x(n)] para o qual R, for minimo serd o

vizinho mais proximo. Entéo, verificamos R? em uma dimensdo M+1:
Riyi1=Ry+ [x(n+ (M —1)N)—x"(n, + (M — 1kN)]* (20

Comparando as distancias Ry, e R;;,, entre um ponto e seu vizinho mais

préximo temos um primeiro critério para estabelecer se o vizinho é um falso vizinho.

1
R .- RY|2 _ lx(n+(M—1)N)—x" (n,+(M—1)N)|
R Rg

> Rior (21)

Onde R;,; € um parametro de controle. Tomando como base (Kennel,

Brown, & Abrabanel, 1992), o método apresenta bons resultados para R;,; > 10.
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O segundo critério compara a distancia entre dois pontos em M+1
dimensbes com o tamanho do atrator, dado pelo desvio padréo da série temporal,
entdo se a distancia entre os pontos em M+1 dimensdes for mais de duas vezes

maior que o tamanho do atrator, entdo os pontos séo falsos vizinhos. O segundo

critério é:
Rg41 > 2 22
Rq
onde,
RZ = =¥k i [x(n) — x]? @3)
e
£= =%k x(n) (24)

Aplicando esse método para o sistema de Lorenz para os mesmos valores

de parametros utilizados na secédo 1.2.1 temos:

100
80+
60 -

40

FV/IVV

20+

Figura 9: Calculo da dimensé&o de imersédo do sistema de Lorenz através do método dos falsos
vizinhos. O eixo vertical representa a fragdo do numero de falsos vizinhos pelo nimero de
vizinhos verdadeiros e o eixo horizontal representa a dimenséo de imersdo. Neste caso,

considerar D=2 ja é suficiente, pois a fracdo de falsos vizinhos ja se aproxima de zero.



23

Para o sistema de Lorenz, como vemos no grafico anterior a porcentagem
de falsos vizinhos se aproxima de zero ja4 para dimensao igual a 2. Isto acontece
porque o atrator estranho deste sistema de dimenséo fractal igual a 2,06. Utilizando
dimenséo de imerséo igual a 3, se recuperam todas as propriedades topoldgicas do

atrator estranho original.

1.3.2.1.2 — Maior expoente de Lyapunov

Existem véarios artigos na literatura sobre o calculo dos expoentes de
Lyapunov. Citamos: (Stachowiak & Szydlowski, 2011), (Wright, 1984), (Brown,
1993), (Eckmann, Kamphorst, Ruelle, & Ciliberto, 1986), (Murison, 2011)

Uma das caracteristicas de um sistema caotico € ter expoente de Lyapunov
positivo. Nao € necessario conhecer todo o espectro de Lyapunov de um sistema.
Para cada dimensdo de um sistema podemos calcular a evolugdo temporal da
diferenca, 6(t), entre as coordenadas da mesma dimensdo de duas condi¢cbes
inicialmente proximas como sendo |5(t)| = e*f|8,|, onde 1 é o expoente de
Lyapunov associado a uma das dimensdes do sistema. Basta apenas conhecermos
0 maior expoente de Lyapunov do sistema, pois se este for positivo o sistema é
cadtico. Caso contrario nenhum dos expoentes sera positivo e assim sendo, 0
sistema ndo estd num regime cadtico. Calcularemos o0 maior expoente de Lyapunov
baseados no algoritmo de A. Wolf (Wolf, Swift, Swinney, & Vastano, 1985) para
caracterizar o sistema apresentado no Capitulo 3.

Apbs calcularmos a dimenséao de imersao do sistema nao-linear, criamos um
vetor de coordenadas atrasadas com o numero de coordenadas igual ao valor da

dimensao de imersao, M.
y = (x(n),x(n+ N),x(n + 2N),...,x(n+ (M — 1)N)) (25)

Para cada ponto, y = [x(n),...,x(n+ (M — 1)N], gerado a partir da série

adquirida calculamos seu vizinho mais préximo, y" = [x"(n,.), ..., x" (n,. + (M — 1)N)].

Rz = Y x(n+ kN) — x"(n, + kN)]? (26)
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A partir dai fazemos o ponto e seu vizinho mais proximo evoluirem ao
mesmo tempo e assim medimos como a distancia, entre esses dois pontos, evolui

com o passar do tempo.

1
Ry(D=3% 1m0 [Zkslx(+kN+D—x"(n, +kN+DJ*]z ()
n+kN+Il<Lmax
ny+kN+I<Lmax

onde Lmax € o indice do ultimo ponto da série temporal adquirida. Calcula-se entédo

o logaritmo da distancia entre os pontos, In [R,, (1)].

Repetindo essa rotina para todos os pontos da série temporal podemos fazer

uma média do logaritmo da distancia,
1 n
72a 2 In [Ry(D] (28)

onde A é o niumero de pares vizinhos mais préximos que encontramos na série. O
indice n indica o ponto para o qual calcularemos seu vizinho mais proximo. Na rotina
para encontrarmos pares de vizinhos mais proximos na série temporal € necessario
fazer n < n,, pois assim evitamos utilizar duas vezes um mesmo par.

Construimos entdo um gréfico entre a média da distancia e o tempo de
evolucéo, [. Se encontrarmos um crescimento que pode ser ajustado por uma reta,
sabemos que representa um crescimento exponencial visto que o eixo vertical do
grafico construido é logaritmico. Dessa forma a inclinacdo da reta fitada do grafico
logaritmico € o maior expoente de Lyapunov. Porém como ja foi dito, nos interessa
apenas encontrar esse crescimento exponencial, para assim caracterizar o estado
estudado como cadtico.

No Capitulo 2 é apresentada uma motivacdo para estudar circuitos
eletrbnicos descritos por equacdo nao-lineares. Apresentamos também os dois
sistemas que serviram de base para montarmos NnossO sistema apresentado no

Capitulo 3 desta dissertacao.



Capitulo 2 — Circuitos eletrénicos regidos por equacodes

nao-lineares

Neste capitulo apresentamos dois sistemas nao-lineares constituidos por
circuitos eletrbnicos e que nos serviram de base para montagem de um sistema
original que estudamos nesse programa de Mestrado.

Nossa primeira motivacdo para estudar sistemas nao-lineares foi a possivel
utilizagdo destes em comunicagdo. Na literatura existem diversos artigos que tratam
de comunicagdo com sistemas nao-lineares (Argyris, et al., 2005), (Wagemakers,
Buldl, & Sanjuan, 2008), (Jr., Romero, & Neto, 2008). A primeira proposta de
aplicacdo de osciladores cadticos para ocultacdo de mensagens foi realizada com
‘circuitos de Lorenz’ (Cuomo & Oppenheim, 1993), que se baseou no trabalho sobre
sincronismo de sistemas n&o-lineares de L. Pecora (Pecora & Carroll, 1990).

Pecora demonstrou que dois sistemas nao-lineares idénticos acoplados
entre si podem sincronizar. Ele demonstrou teoricamente (através do sistema de
Lorenz e do sistema de Rosler) e experimentalmente, com o circuito apresentado em
(Newcomb & Sathyan, 1983) modificado, a sincronizagdo entre sistemas em estado
cadtico. Considerando um sistema n-dimensional, u = f(u), podemos subdividi-lo
em dois subsistemas, [u=(v,w)].

v = gw,w) = g(f ), f W), ... f ()

W =h@,w) = h(f Wni1), f @mi2)s - [ (Un))

n. Podemos criar um outro subsistema, w’ idéntico ao w. Porém a funcdo h’ tera
v = gw,w) = g(F @), f (2., f ()

W= R @w) = K @min), f@Wmsz)se f W)

seja, 0 subsistema w’ funciona como parte de outro sistema n-dimensional, u’ que

onde m <

Assim, © = f(u) = {
Ou

variaveis v e w’. u' = f(u') = {

recebe informacdes do primeiro.
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Examinando a diferenca Aw=w-w’ percebemos que se esta for zero os
subsistemas, w e w’, estdo sincronizados. Pecora mostrou que isto s0 acontece
guando os expoentes de Lyapunov do subsistema w forem todos negativos.

Em (Cuomo & Oppenheim, 1993) os autores acoplaram dois circuitos
eletrbnicos, onde cada um obedece ao conjunto de equacdes de Lorenz e operam
em regime cadtico, independentemente. Mostraram que é possivel sincronizar os
circuitos eletrénicos e que € possivel estabelecer comunicacdo escondendo a
mensagem no sinal cadtico do circuito mensageiro. A mensagem deve ter baixa
intensidade em relacdo ao sinal do circuito mensageiro (menos de 10% da
intensidade) e sua banda de frequéncia deve estar contida na banda de frequéncia
de oscilacdo do sistema. Desta forma, a mensagem fica escondida no sinal cadtico
enviado ao segundo circuito. O fato importante para o sucesso dessa técnica é que
este circuito receptor vai sincronizar apenas com o sinal caético do primeiro e desta
forma ao subtrairmos o sinal enviado (sinal cadtico + mensagem) pelo sinal
sincronizado no segundo circuito nos restard apenas a mensagem. A mensagem
tem que ter baixa intensidade para ndo modificar o sinal cadtico enviado e assim nao
ser “visivel” e também n&o pode ter intensidade baixa demais para nao ser
confundida com o ruido que é inerente a sistemas reais. A comunicacdo
estabelecida por Cuomo e Oppenheim é unidirecional: um sistema envia informacao.
O segundo apenas recebe.

Escolhemos trabalhar com circuitos eletrénicos devido a relativa simplicidade
e ao baixo custo dos componentes comparados a montagem de sistemas 6ticos com
laser de diodo (Fisher, et al., 2006), (Nixon, et al., 2011), (Argyris, et al., 2005).

Nossa primeira tentativa de realizar sincronizacdo para estabelecer
comunicacdo entre circuitos eletrénicos foi baseada no trabalho de D.V.
Senthilkumar (Senthilkumar, et al., 2010). Nesse trabalho séo utilizados circuitos
eletrbnicos, em que cada circuito € descrito por apenas uma equacao diferencial.
Com apenas uma equacgao o sistema sO poderia apresentar pontos fixos ou divergir.
Porém existe na equagéo de cada circuito um termo com variavel atrasada temporal.
Sistemas descritos por equagdfes com atraso podem assumir qualquer
comportamento dinamico (Farmer, 1982).

Em (Senthilkumar, et al., 2010) dois circuitos sdo acoplados e sincronizados

em fase, ou seja, as amplitudes das tensdes dos circuitos estdo descorrelacionadas,
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mas suas fases estdo sincronizadas. NOs buscamos estabelecer a sincronizagéo
completa nesse sistema, ou seja, fazer com que os dois circuitos exibissem a
mesma resposta. Porém ndo conseguimos estabelecer sincronizacdo completa, o
que dificultou as tentativas de estabelecer comunicacdo através desse sistema.
Outro problema para estabelecer comunicacdo esta descrito em um trabalho de
(Ponomarenko & Prokhorov, 2002) que afirma ser possivel decodificar um sinal
criptografado sem necessariamente se conhecer o circuito utilizado. Apenas é
necessario que o circuito utilizado para esconder a mensagem seja regido por uma
equacao diferencial de primeira ordem, o que é o caso do circuito de Senthikulmar.

Buscamos entdo outro sistema simples, mas que com ele pudéssemos
estabelecer comunicacdo mais segura através de sinais caodticos. Resolvemos
utilizar um circuito que reproduzisse um oscilador harménico com um termo néo-
linear e com alimentacdo externa por um gerador de fung¢des. Baseamos-nos no
modelo de circuito estudado em (Gongalves & Neto, 2011). O circuito reproduz um
oscilador harménico e é descrito por uma equacao diferencial de segunda ordem
com alimentacao externa. A alimentacao externa é feita com um sinal sinusoidal, um
termo com a variavel tempo explicita. Dessa forma a varidvel tempo comporta-se
como uma variavel dindmica do sistema, tornando-o tridimensional. Com isso, 0
sistema pode operar em regime cadtico (Hilborn, 1994).

Utilizamos dois destes circuitos, idénticos, acoplados para estudos de
sincronizacdo. Os dois sistemas utilizam componentes eletrénicos simples como
resistores, capacitores, diodos, indutores e/ou amplificadores operacionais.

Nas duas ultimas sec¢des deste capitulo apresentaremos em mais detalhes
esses dois sistemas, mostrando alguns dos estados que podem assumir e

mostrando resultados do acoplamento desses sistemas.

2.1 — Componentes eletronicos

Nesta secdo tratamos de algumas caracteristicas dos componentes
eletronicos utilizados nos circuitos estudados nessa Dissertagao.

S&o resistores, capacitores, indutores, amplificadores operacionais e diodos.
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C
V1 V2 V1 V>
V1 '\
R L
Figura 10: Esquema de um resistor (a esquerda), de um capacitor (ao centro) e de um indutor
(a direita).

Resistor (Figura 10, esquerda) € um componente capaz de transformar
energia elétrica em energia térmica, através do efeito Joule, P = Ri%, onde P é a
poténcia dissipada, R é a resisténcia e i a corrente. Entre os terminais de um resistor
existe uma diferenca de potencial, V, — Vi, medida em volts (V) que é relacionada
com a corrente que o atravessa e com sua resisténcia através da equacao linear

entre i e Vo-Vq:

R=02r" 29)

Capacitor (Figura 10, centro) € um componente capaz de acumular carga
elétrica, g, medida em Coulombs (C). Entre seus terminais também existe uma
diferenca de potencial, que depende da carga armazenada em seu interior e da sua
capacitancia, C. A variacdo da carga elétrica com a passar do tempo gera uma

corrente elétrica. Assim:

. d dVv,-v
l=_q=C(b a)’
dt dt

(30)
como a capacitancia C € constante, fica fora da derivada.

O indutor (Figura 10, direita) armazena energia na forma de campo
magnético. A relacdo entre sua indutancia e a diferenca de potencial entre seus

terminais é dada pela equacéao linear:
di

Amplificadores operacionais sdo muito utilizados em circuitos eletrénicos

devido a variedade de funcdes que pode desempenhar. Nos circuitos apresentados
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nos Capitulos 2 e 3, os utilizamos como subtrator, inversor, integrador, somador,
entre outros.

Utilizamos amplificadores operacionais do modelo 741 (Figura 11). Este
modelo apresenta oito pinos, dos quais utilizamos apenas 5. Especificamente
utilizamos os pinos 2, 3, 4, 6 e 7. Chamamos o pino 2 de entrada negativa e o 3 de
entrada positiva, sdo 0s pinos em que introduzimos sinais. Os pinos 4 e 7 servem
para alimentacdo do amplificador, tensédo negativa no 4 e positiva no 7. O pino 6 € a

saida, o sinal resposta.

“~/
- s
—> 7 =
-3 4 6,0uff—
-4 5 b—

Figura 11: Amplificador operacional. Identificacdo dos pinos (esquerda), representacdo em
diagrama de circuitos (direita).

Em geral, podemos relacionar a tensdo de saida com as tensdes de entrada,

positiva e negativa, da seguinte forma:

Vour = G(Vy = 1) (32)

onde G é o ganho de malha aberta.

Podemos utilizar a tensdo de saida para a reinjetarmos na entrada negativa,
pino 2, a isto damos o nome de realimentacdo de negativa, Figura 12. A tensao do
pino de entrada 2 (entrada -) € dita V. e a tenséo do pino de entrada 3 (entrada +) é

dita V..

Figura 12: Amplificador operacional com realimentacéo negativa.
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Quando implementamos a realimentagcdo negativa em amplificadores
operacionais, geralmente suas estruturas internas trabalham para que as tensdes
nas entradas negativa e positiva se igualem e assim podemos utilizar uma nova
regra, dita regra de ouro:

V,=1_ (33)

Uma caracteristica importante de amplificadores operacionais € que ndo ha
entrada de corrente nos pinos 2 e 3.

A seguir apresentamos as varias montagens para os amplificadores
operacionais utilizadas nos circuitos estudados nesta dissertacao, relacionando as
tensbes de entrada com a de saida. Apresentamos montagens para amplificadores
operacionais como somador (Figura 13, esquerda), como subtrator (Figura 13,
direita), como tampdo (Figura 14, esquerda), amplificador (Figura 14, centro),
inversor (Figura 14, direita) e integrador ndo-inversor (Figura 15).

R R

Ra Vi V2 - V1
A -(V2/R2 + V3/R3+)R1 -

V3 V2 +

R3

Figura 13: Amplificador operacional usado como somador (esquerda) e subtrator (direita).

R+

vy Re
(1 + R1/R2)V1 -(R1/R2)V1

V1

Figura 14: Amplificador operacional usado como tampao (esquerda), amplificador (centro) e
inversor (direita).

R \/' .
B VIR = C{d(Vs)/dit}
]I - i = C{d(V-Vs)/dt)
= dVs/dt = V/(RC)
= C{a(0-V)dty =
-C{aV'/cit} = (0- V)R =-V/R
VIR*+ VI = VIR = & 4+ c{avidty = Cld(Vs)/dt)

Figura 15: Amplificador operacional usado como integrador. Demonstracdo da dependéncia da
tensdo de saida com atenséo de entrada.
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Diodos, Figura 16, sdo componentes eletrbnicos que permitem a passagem
de corrente elétrica em apenas um sentido. O seu funcionamento é aqui detalhado
devido o seu importante papel no circuito, garantindo a natureza nao-linear do sinal

de saida do sistema.

=

Figura 16: Representacédo de um diodo mostrando seu sentido de polarizacao.

Na Figura 16, (+) representa o terminal com maior tenséo e (-) o terminal
com menor tensdo. Diodos funcionam como chaves, pois s6 permite passagem de
corrente quando € aplicado um limiar de tensdo entre seus terminais (Figura 17). A
partir desse limiar podemos aumentar o nivel de corrente elétrica que atravessa o
diodo e tensdo entre os terminais do diodo permanece constante. Desta forma,
podemos utilizar pares opostos de diodos em circuitos eletrbnicos para gerar
correntes lineares por partes, ou seja, correntes nao lineares. Fazendo com que o

circuito seja regido por uma equagao nao-linear.

s Ip(MmA)

‘IO'L /

== BT | A A a4 L.
[T0.1020.30.40.506 0.70.8 VD(V)

Figura 17: Curva de resposta do diodo para dada diferenca de potencial aplicada. Figura
retirada de (Boylestad & Nashelsky, 1998).
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2.2 — Sistema de primeira ordem com atraso temporal

Para se estudar comunicacdo através de circuitos eletrbnicos cadticos
precisamos de um circuito modelo. Dentre varios existentes na literatura resolvemos
estudar circuitos descritos por equacdes diferenciais com termos de atraso temporal.
Sistemas com atraso temporal sdo importantes para tornar modelos mais realistas
para diversos sistemas concretos. Por exemplo, um modelo realista de evolucdo de
populacdo deve levar em consideragcdo o periodo de gestacdo, assim como a
disseminacdo de uma doenca, que depende do tempo de incubacéo (do virus ou
bactéria responsavel) em um individuo até que ele possa transmitir a doenca para
outros individuos. Na natureza, como os fendmenos ndo sdo instantaneos, devemos
levar em consideracdo os tempos de atraso entre uma causa e 0 surgimento de seu
efeito. Existem modelos com tempo de atraso variavel ou fixo. Resolvemos estudar
inicialmente um sistema com tempo de atraso fixo.

Sistemas com atraso temporal podem exibir qualquer comportamento
dindmico, pois o atraso gera infinitas dimensdes ao sistema (Farmer, 1982). Para
calcular uma solucdo de uma equacao diferencial ordinaria de 12 ordem, precisamos
apenas de uma condicao inicial, por isso dizemos que o sistema tem dimensédo 1. O
oscilador harménico é regido por uma equacao diferencial de 22 ordem e precisa de
duas condic¢des iniciais para se calcular a solucéo de sua equacgéo e assim dizemos
gue tem dimensdo 2. Para equacdes diferenciais com termos atrasados ndo é
suficiente conhecer suas condicdes iniciais, € necessario conhecer sua funcéo
histéria. A funcdo historia € responsavel pela memoria do sistema, ou seja, 0
sistema evolui de acordo com seu atual estado e com seu estado passado. A funcao
histéria é continua e é valida apenas para -r <t <0, ou seja, quando “iniciamos” o
sistema devemos conhecer respostas sobre o mesmo que aconteceram para
tempos anteriores a t=0. Chamamos t de tempo de atraso do sistema, ou seja, diz a
duracdo do passado do sistema que devemos conhecer para calcular a sua
evolucdo temporal. Existem alguns métodos para o calculo dessa fungéo historia.
Como podemos relacionar a dimensdo de um sistema com a quantidade de
condi¢cbes iniciais necessarias para calcular sua solucdo, equagdes com termos

atrasados tém, a priori, dimensao infinita, pois a fun¢éo historia (durante -z <t < 0)
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funciona como condicao inicial e por ser continua, possui infinitos pontos (infinitas
condig¢des iniciais).
O modelo de sistema com atraso que escolhemos € de uma equacéo

diferencial de primeira ordem e serve de base para varios sistemas:

x(t) = —ax(t) + bF[x(t —1)] (34)

onde a e b sdo parametros constantes positivos. A funcdo F(x) é responsavel pela
nao-linearidade do sistema.
Portanto, dependendo de F temos varios exemplos de estudo desse

sistema:

(i) O famoso sistema biolégico Mackey-Glass (Mackey & Glass, 1977), citado
em varios artigops como (Namajunas, Pyragas, & Tamasevicius, 1995) e
(Wagemakers, Buldu, & Sanjuan, 2008), é descrito pela equacéo:

‘(1) = — _Ax(E-T)
x(t) =—ax(t)+ b () (35)

(ii) Outro modelo baseado na Equacédo 34 é estudado em (Lu & He, 1996) e
(Senthikulmar, Lakshamanan, & Kurths, 2005). O termo nao-linear (neste caso linear

por partes) F é dado por:

( 0, x< -2
3
—1.54x — 2.0, - g <x<-08
F(x) = Ax, —-08<x<0.8 (36)
—1.54x + 2.0, 08 <x<:
\ 0, X >§

O sistema que escolhemos foi estudado em (Senthilkumar, et al., 2010) e é

descrito por:

RyCox = —x+ b * fx(t — 1)] 37)
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Onde,
f(x) = Af' — Bx (38)
e1
—-0.7, x < —=0.7
ff=4x, —07<x<0.7 (39)
+0.7, x = 0.7

onde b=1,2, A=5,2 e B=3,5.

A partir dessa equacao diferencial foi construido um circuito eletrénico cuja
variavel dindmica do sistema, sua tensdo de saida do filtro RoCy reproduz a dindmica
dessa equacdo. Como o sistema é descrito apenas por uma equacdo diferencial de
primeira ordem que depende do passado, possuindo desta forma infinitas
dimensdes, pode apresentar a principio qualquer estado dindmico, como ponto fixo,
ciclo limite ou caos.

O circuito obedecendo as Equacgdes 37-39 (Figura 18) é formado por duas
partes essenciais, uma linha de indutores e capacitores (filtros LC?), e outra formada
pelos diodos D; e D,, que sdo responsaveis pela ndo-linearidade do sistema, uma
vez que diodos s6 permitem passagem de corrente quando atinge uma voltagem de
aproximadamente 0,7 V entre seus terminais. Controlando as tensdes V; e V;
(Figura 18), podemos ajustar o nivel de corte da fungéo f, Equagdo 39. Como diodos
polarizados s6 permitem passagem de corrente em uma direcdo utilizam-se dois
diodos em sentidos opostos para se obter oscilacdo da varidvel dindmica do
sistema. Da forma como os diodos estdo dispostos no circuito eles ndo conduzem
corrente quando a tensédo de saida do resistor R; esta entre —0,7 V e 0,7 V. Assim
essa tensdo pode variar continuamente entre esses valores. Quando a tenséo
aproxima-se de -0.7 V (ou de 0.7 V) um dos diodos passa a conduzir corrente
elétrica e devido a sua curva de transmissao, Figura 17, a tensao de saida de R; néo
ultrapassa esses valores. Note que, para valores de tensdo acima desse limiar a
condutividade é praticamente ‘infinita’.

Desse modo a tensdo que chega ao resto do circuito € linear por partes, mas
o sistema, como um todo, € regido por uma equacao nao-linear (Equacdes 37-39). O

filtro LC tem funcao de retardo no sinal, ou seja, se na entrada temos um sinal x(t)

% Ver Apéndice Filtros LC
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na saida teremos um sinal x(t-z), onde t € o tempo de atraso do sinal gerado pelo

filtro LC e é igual a VLC para cada filtro.
A figura abaixo mostra o diagrama do circuito eletrénico utilizado nesse

trabalho.

Atraso

Figura 18: Diagrama do circuito de primeira ordem com atraso temporal.

Este circuito € composto de resistores, capacitores, indutores, diodos e
amplificadores operacionais. Os valores dos componentes que utilizamos séo: R;=1
kQ, R,=R3=10 Q, R4=2 kQ, Rs=3,0 kQ, Rg=10.4 kQ (potencidmetro), R;=1 kQ, Rg=5
kQ (potencidmetro), Rg=R10=1 kQ, R11=10 kQ, R1,=20 kQ (potenciémetro), Ro= 1.86
kQ, Co=100 nF, L; =12 mH(i=1; 2; ...; 11), C=470 nF (i=1; 2; ...; 10), diodos D;=D,

(modelo 2N4148) e os amplificadores operacionais sdo do modelo 741.

2.2.2 - Resultados

Medindo os sinais x(t) e x(t-z) no circuito e observando-os através de um
osciloscopio, podemos obter diferentes estados dinamicos do sistema. Na Figura 19
vemos fotografias da tela do osciloscopio mostrando estados periddicos e caoticos

do sistema. Os eixos das figuras sao x(t-t) e x(t), horizontal e vertical. As fotografias
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mostram uma das rotas de bifurcacao para o caos que o sistema exibe, no caso, a
rota de dobramentos de periodo.

Variamos o estado dinamico do circuito modificando parametros do sistema.
Particularmente controlando as resisténcias dos potencidmetros Rg € Rg do circuito.
A primeira das fotografias exibe uma orbita de periodo T, a segunda tem o periodo
dobrado 2T, depois 4T, depois multiperiddica, e as duas Ultimas sdo cadticas.
Experimentalmente é uma tarefa dificil obter-se a orbita de periodo 8T. Obter orbita
16T é entdo muito mais dificil. De fato a obtencdo desses dobramentos de periodo &
observada em poucos experimentos. Isso deve-se, entre outras fatores, a presenca

de ruido, inerente aos experimentos, assim como pela imprecisdo dos componentes.

Figura 19: Uma das rotas de bifurcacfes do sistema. Passando de uma 6rbita de periodo T

para 2T, 4T, multiperiddica, caos e caos. Os eixos das fotos sdo x(t-t) e x(t).

2.2.2.2 — Simulagdes numeéricas

Podemos também analisar numericamente o sistema dado pelas Equactes
37-39, resolvendo essa equacao diferencial com atraso que rege Nnosso circuito.
Escolhemos utilizar a rotina dde23 do MatLab® desenvolvida por L. Shampine
(Thompson & Shampine, 2000), (Shampine & Thompson, 2000).

Seja a equacgéo diferencial com atraso temporal:
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x(t) = f(t, (), x(t — 1), x(t — T2), o, x(t — T1)) (40)

Temos que f pode depender do tempo t, da variavel dindmica no instante t
(x(t)) como equacdes diferenciais ordinarias, mas também da variavel dinamica em
tempos passados (x(t-7)). Consideremos apenas tempos de atraso, 7, constantes.
Para resolver esse tipo de equacao néo precisamos apenas de uma condicao inicial,
precisamos da historia da funcao para -r<t < 0, como discutido anteriormente.

Shampine utiliza para simular equagdes diferenciais com atraso temporal um
método de integracdo que pode ser considerado uma extensdo do método de
Runge-Kutta com interpola¢des de Hermite (Bogacki & Shampine, 1989).

A seguir explicitamos as linhas de codigo para efetuar a simulacdo numérica
da Equacgédo 37. Essa rotina foi construida baseada no exemplo 7 de (Thompson &
Shampine, 2000):

function sol = circuit
tau=1.232; %tau = tempo de atrasos
tfim=200;
opts = ddeset ('Events',@circuito);
sol = dde23 (Q@circuitf,tau,-1,[0,tfim],opts);
while sol.x(end) < tfim
fprintf ('"Restart at %$5.1f.\n',sol.x(end));
sol = dde23 (Q@circuitf, tau,sol, [sol.x(end),tfim],opts);
end
figure (1)
npontos=3000; %quantidade de pontos no intervalo (t0,tfim)
t=linspace (3, tfim, npontos) ;
ygraf=deval (sol, t)
ygraf lag=deval (sol, t-tau);
plot (ygraf (1000:3000),ygraf 1ag(1000:3000)) ;

xlabel ("x(t-tau) ') ;
ylabel ("x(t)");

% Nested functions

o\°

function yp = circuitf(t,vy,?2)
bl = 1.2;
b2 = 1.1;
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A = 5.2;

B = 3.5;

xstar = 0.7;
Fstar x = -xstar;
vlag=2;

if (ylag >= -xstar & ylag <= xstar)
Fstar x=ylag;

elseif ylag < -xstar
Fstar x = -xstar;

elseif ylag > xstar
Fstar x = xstar;

end

Fx = A*Fstar x - B*ylag;

yp = -y + bl*Fx;

end

function [value,isterminal,direction] =
circuito(t,vy,Z,state)

x = 0.7;

value = 72 + x;
isterminal = 1;
direction = 0;

o)

end % exam’e

No codigo numeérico acima, a parte em vermelho gera o plot dos sinais x(t-7)
e X(t), horizontal e vertical respectivamente. Ou seja, x(t-7) em funcdo de x(t). A parte
em azul é a definicdo da equacdo que sera calculada. Como na equacao existe o
termo, Fx, que depende da variavel atrasada, ylag, precisamos de uma funcédo que
‘diga’ ao programa quando ele deve modificar a equacao (linhas marrons).

Utilizando esse algoritmo realizamos algumas simulacbes numéricas
variando-se o tempo de atraso que € adimensional. Na simulacdo a variavel tempo
(t, experimentalmente medida em segundos) foi substituida por uma variavel tempo
adimensional (') relacionadas pela constante de tempo R.C,: t = t.R,C,. Além disso,
s6 realizamos o plot das variaveis depois de um transiente t = 1000. Desta forma

obtemos apenas o ‘regime estacionario’ do circuito.
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Utilizando os valores de 1 indicados em cada simulacdo da Figura 20,

obtemos uma das rotas de bifurcacdo do sistema em que partimos de um regime de

periodo T com t=1,1 para um regime com periodo 2T (1=1,151), 4T (t=1,232),

multiperiodico (t=1,25), caos (t=2,0) e caos (t=2,5). Vemos através dessas

simulag@es figuras semelhantes as experimentais da se¢do 2.2.2, as quais foram

obtidas quando variamos um dos potenciémetros (funciona como resistor variavel)

do sistema.

0 L

LT

|

15 1

)

I '22 10

Figura 20: Uma das rotas de bifurcacfes do sistema. Passando de uma 6rbita de periodo T

para 2T, 4T, multiperiédica, caos e caos. Simula¢gdes numéricas com eixos x(t-1) e x(t).

2.2.3 - Acoplamento de dois circuitos

Apés comparar 0s estados do sistema, obtidos experimentalmente e

numericamente, pudemos acoplar dois circuitos idénticos para sincroniza-los.

Chamamos de idénticos dois circuitos descritos pela mesma equacdo e cujos

componentes possuem valores nominais iguais. Nas Figuras 21 e 22 temos 0s
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diagramas para fazer o acoplamento unidirecional (apenas um circuito recebe
informacgdes do outro) e o bidirecional (cada circuito recebe informagdes do outro).

O acoplamento é feito através de um sinal de erro criado através do bloco A
(Figuras 21 e 22) e do bloco B (Figura 22), os quais realizam a subtracdo entre o
sinal x do primeiro circuito e o sinal y do segundo circuito e depois amplificam o sinal
de erro para podermos controlar a intensidade do acoplamento. Utilizamos o0 mesmo
fator multiplicativo nos dois sinais de erro.

Nas Figuras 21 e 22, temos os circuitos representados em blocos. NL1 e
NL2 séo os blocos responsaveis pela ndo-linearidade dos circuitos, enquanto que 0s
blocos ATRASOs séo responsaveis por gerar a variavel atrasada de cada circuito.

e(x-y)
"
R1
X(t) R2 1y

B NL1 WA > NL 2
C1 == C2 ==
T i

) [ RASG | 1) [ RTRASG |

Figura 21: Diagrama do acoplamento unidirecional entre dois circuitos de primeira ordem com

atraso temporal.

g(y-x)
s
\ 1
e(x-y)
i A
R1
X(t) R2 1yt
> NL1 FAW— > NL 2
C1 == Cc2==
E3 T
[ ST | 1) [ RTRSO |

Figura 22: Diagrama do acoplamento bidirecional entre dois circuitos de primeira ordem com

atraso temporal.



41

O sistema de equagbes que descreve a dinamica dos dois circuitos
acoplados unidirecionalmente esta na Equacgdo 41, e bidirecionalmente na Equacéo
42. Se desconsiderarmos o termo &(y — x) da equacdo para x na Equacgéo 42, os
sistemas de equacfes para os acoplamentos unidirecional e bidirecional sdo os

mesmaos.

=.

=—x+b* f[x(t — 1)]
Y= —y+bxfly(t -] +e(x —y) @

X=—-x+bx*flx(t—1)] +e(y—x)
y=-y+bxflyt =] +ex-y)

E importante ressaltar que a nomenclatura x e y apenas foi usada para

(42)

diferenciar o sinal do primeiro circuito do sinal do segundo. x e y correspondem a
variavel de mesma natureza e sdo medidos nas mesmas posicdes em seus
respectivos circuitos, na saida do filtro RoCo.

Na Figura 23 estdo apresentados os graficos numérico e experimental das
variaveis x ey, horizontal e vertical respectivamente. Para a mesma intensidade de
acoplamento o sistema bidirecional estd mais préximo do sincronismo do que o
sistema unidirecional. Os dois circuitos operavam em regime caético de forma
independente (ou seja, quando estdo desacoplados) e verificamos que eles operam

nesse regime caodtico quando fazemos o acoplamento e sincronismo entre eles.

=1.59
13 e=4.0

'lﬁ.‘t 12 -1 08 05 04 02 0 02

P— Horizontal Moece —_—
ot Oelogma [} Rol}

Figura 23: Simulagdes numéricas (acima) e fotografias da tela de um osciloscépio (abaixo). A

esquerda o sistema estd acoplado unidirecionalmente e a direita bidirecionalmente.
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O sistema estd completamente sincronizado quando obtemos uma linha
diagonal fina, porém obtemos apenas algo muito préximo. N&o foi atingido o
sincronismo completo, pois a voltagem gerada pelo amplificador operacional que da
o sinal de erro ja estava saturando os amplificadores, sendo assim ndo podemos

aumentar o grau de sincronismo além do apresentado na Figura 23.

2.3 — Sistema de segunda ordem com bombeio externo

Depois de estudarmos um sistema descrito por uma equacao diferencial de
primeira ordem com atraso temporal decidimos estudar um sistema descrito por uma
equacao diferencial de segunda ordem. Escolhemos um circuito eletrénico que
simula um oscilador harménico e que possui um termo nao-linear. Para a realizacéo
pratica desse circuito nos baseamos no circuito apresentado em (Gongalves & Neto,
2011).

A equacao de 22 ordem que rege O circuito esquematizado na Figura 24
pode ser transformada em duas equacdes diferenciais de primeira ordem. A seguir

temos o conjunto de equacdes do circuito mestre, designados pelo subindice d:

. 1% (v
Vig= —#Cdl + (C—zf) - C—Vlsen(wt)
_ Y14 (43)
2d— RZCZ
t=1

A equacao mede a variacdo temporal da tensdo V, do circuito e é calculada
no ponto S indicado no circuito (Figura 24), ao que atribuimos tensdo 0 V. V; e V;
sao as tensdes nas saidas dos dois amplificadores operacionais do circuito e estao

ligados entre si. V; é a derivada de V..
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Figura 24: Diagrama de um circuito de segunda ordem com bombeio externo.

H

Na Figura 25 temos uma fotografia do circuito montado no nosso laboratorio.
Vemos entdo como o0 sistema € simples, embora as fontes de alimentacdo né&o
estejam apresentadas, assim como ndo aparece o gerador de funcdes, responsavel

pelo bombeio externo.

Figura 25: Fotografia de um circuito de segunda ordem com bombeio externo.
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Os valores dos componentes do circuito sdo: R; =47 kQ, R = R, = Rg = 10
kQ, RL. = 0,51 kQ, C; = C, = 10 nF, D; = D, : 2N4148 e os amplificadores
operacionais séo do tipo 741.

Para excitar o sistema utilizamos uma onda tipo seno e como no argumento
do seno a variavel tempo aparece explicitamente, nosso sistema € dependente do
tempo e, portanto, ndo autbnomo. Portanto, como a variavel tempo aparece
explicitamente na equacdo devemos trata-la como as outras variaveis do sistema
escrevendo para tanto uma equacao diferencial de primeira ordem para o tempo
(Hilborn, 1994), (Strogatz, 1994). Dessa forma, o sistema ganha uma dimensao a
mais e torna-se tridimensional. Com isso ele pode apresentar comportamento
cadtico e ndo apenas periddico, como seria 0 caso se ndo houvesse a excitacao
externa, por um termo que depende explicitamente do tempo.

Como naquele da secdo anterior, neste circuito os diodos também sdo os
responsaveis pela ndo-linearidade do sistema, pois geram uma corrente linear por

partes (ou nao linear). A corrente nao-linear I(V,) € dada por:
((=0.7-V,9) v 0.7

R seVyq < —0.
[(V,q) =1 0,5e —0.7< Vo4 < 0.7 (44)

£ Ved) so,, > 0.7
Ry

O que nos resulta na resposta de corrente apresentada na Figura 26.
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Figura 26: Corrente ndo-linear gerada a partir da Equacéo 44.
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2.3.1 - Resultados

Nesta secao apresentamos os resultados que obtemos ao estudar o circuito
descrito por uma equacao de segunda ordem com bombeio externo.

Podemos apresentar os estados dinamicos do sistema através dos sinais de
V1 e V. A Figura 27 é formada por fotografias da tela do osciloscépio, revelando
duas rotas de bifurcagbes que se sucedem. Podemos obté-las fixando-se a
frequéncia do seno de excitacdo externa em 2 kHz e variando-se sua amplitude.
Partimos de uma Orbita de periodo T, passamos para uma Orbita de periodo 2T, 4T,
8T, multiperidédica (talvez caos), 6T, 12T, multiperiddica, caos e caos. A analise
quantitativa de estados dinamicos para determinar se estes sao periédicos ou
caoticos sera feita na se¢éo 3.1.3.

Figura 27: Rotas de bifurcagcdo para o caos saindo de um estado de periédo T, passando por
2T, 4T, 8T, multiperidodico (talvez caos), 6T, 12T, multiperiédico, caos, caos. Os eixos das

fotografias séo V; vs V,.

2.3.2 — Dois circuitos acoplados

Depois da observacdo de varios estados dindmicos de um circuito,
acoplamos dois circuitos por um sinal de erro, como podemos ver no diagrama da
Figura 28 que mostra o segundo circuito, circuito resposta, com o amplificador
operacional que gera o sinal de erro entre as tensdes V; dos dois circuitos e introduz

esse sinal no circuito resposta.
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A equacao do circuito resposta, que € idéntica a equacédo do circuito mestre,

Equacéo 43, diferindo pelo termo de acoplamento do sistema, (Vig — V1)/(RreC1) €

dada por:
- Vip . 1V2r) _ v (V1a=V1r)
— __1r 2r) _ V_ Wig—Vir)
Vi= R1C1+ T Clsen(a)t)+ RREC1
. 1% (45)
V.= 1r
2r R,C5
t=1

Figura 28: Diagrama do segundo circuito de segunda ordem com bombeio externo e como

acopla-lo com o primeiro, Vge = 470 Q.

Na Figura 29 temos a fotografia da montagem dos dois circuitos acoplados.

Figura 29: Fotografia de dois circuitos de segunda ordem com bombeio externo de um gerador

de senos.
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Na Figura 30 temos as fotografias da tela de um osciloscépio mostrando o
estado de sincronismo entre os dois circuitos. Os eixos da fotografia da esquerda
sao Viq4 € Vi, horizontal e vertical, respectivamente e os eixos da direita sdo Vo4 €
V. O subindice d simboliza o primeiro circuito, circuito mensageiro ou mestre, € 0
subindice r simboliza o segundo circuito, circuito resposta ou escravo. Os dois
circuitos operavam em regime caotico de forma independente (ou seja, quando
estdo desacoplados) e verificamos que eles operam nesse regime caotico quando

fazemos o acoplamento e sincronismo entre eles.

Figura 30: Fotografias da tela de um osciloscépio mostrando o estado sincronizado das

respostas do sistema. V4 e. Vi aesquerdae Vyq €. Vo a direita.

Com isso temos dois sistemas diferentes formados por circuitos eletronicos
simples e que podem exibir comportamento cadtico: um descrito por uma equacao
diferencial de primeira ordem e com atraso temporal e outro descrito por uma
equacao diferencial de segunda ordem com bombeio externo.

Estabelecemos também sincronizacdo ao acoplarmos dois circuitos
idénticos.

No Capitulo 3, implementamos um circuito eletrénico descrito por uma
equacao diferencial de segunda ordem e com atraso temporal e o caracterizamos.

Observamos e analisamos diversos estados dinamicos exibidos por este circuito.
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Capitulo 3 - Sistema de segunda ordem com atraso

temporal

Neste capitulo, apresentaremos 0 sistema que implantamos para nossos
estudos em dinamica néo-linear. Utilizamos um circuito eletrénico original descrito
por uma equacgdo nao-linear, diferencial ordinaria de segunda ordem com atraso
temporal.

Escolhemos estudar este circuito, pois ele é relativamente simples, descrito
por equacdes equivalentes as de um oscilador harménico. Porém, ao contrario do
apresentado em (Goncalves & Neto, 2011) nosso circuito é autbnomo (ndo utiliza
forga externa) com realimentacéo atrasada.

Como este circuito € descrito por uma equacao de segunda ordem podemos
explorar métodos para estabelecer comunicacéo, unidirecional ou bidirecional, entre
osciladores ndo-lineares em regime caético. A motivacao dessa escolha vem do fato
que mensagens escondidas em sinais caoticos em sistemas descritos por equacdes
de segunda ordem sdo, em principio, mais dificeis de serem decifradas
(Ponomarenko & Prokhorov, 2002).

Podemos estudar acoplamento entre varios circuitos idénticos e analisar a
natureza desses acoplamentos, determinando quantos circuitos podemos acoplar,
de que forma e se existe algum tipo de sincronizacao entre 0s varios circuitos.

Um dos objetivos deste trabalho com sistemas acoplados é estudar a
estatistica de possiveis eventos raros que ocorrem quando a sincronizagdo entre
dois circuitos € perdida por um breve instante de tempo (0 sistema busca,
momentaneamente, outros ciclos limites) e depois retorna a seu estado inicial de
sincronismo. Resultados preliminares desses estudos estdo apresentados no
proximo Capitulo 4 dessa dissertacao.

Caracterizamos nosso circuito atraves de medidas diretas de sinais,

observando a saida de circuitos em um osciloscopio e usando simulacdes
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numericas. Analises mais quantitativas séo obtidas através do estudo do espectro de

poténcia a partir da transformada de Fourier e do calculo do maior expoente de

Lyapunov para mostrarmos que o sistema apresenta estados de oscilagdo caéticos.
Estudamos também o acoplamento entre dois circuitos idénticos,

caracterizando o sincronismo entre eles através da fungéo de correlacéo.

3.1- Um circuito oscilador nao-linear

Um sistema néo-linear descrito por uma equacdo com atraso temporal pode
apresentar qualquer tipo de estado dindmico (Farmer, 1982). Porém com a
motivacao inicial de possiveis estudos de comunicacdo segura através de sistemas
cadticos resolvemos estudar um circuito descrito por uma equacdo de segunda
ordem. Esta pode ser dividida em um conjunto de equacdes diferenciais de primeira

ordem com atraso temporal.

Vig= Vid +1(V2d)_V2d(t—T)
R1Cq C1 RECq
_ Y1

(46)

Onde o termo 1(V2q) que representa a corrente linear por partes, tornando o

sistema desta forma ndo-linear, € dado por:

(=0.7-V3q)

A ,seV,y < —0.7
L
[(Vyg) =4 0,5 —0.7 < Vpy < 0.7 47)
G077 Ved) sov,, > 0.7
Ry,

Essa corrente 1(V2q) esta representada na Figura 31.
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(mA)

1(V,)

Vv, (V)

2

Figura 31: Corrente ndo-linear gerada a partir da Equacéo 47.

As variaveis dinamicas apresentadas na Equacdo 46 representam as
tensdes de saida, Vi e V, dos amplificadores operacionais 1 e 2 da Figura 32, onde

apresentamos o diagrama do circuito de segunda ordem com atraso temporal.

L1 L10 13 L2 w1 R ~«
ml 11 Sl wrTNY W 3

v2d(t 1) ﬁ!l RE ——C12 C4 C3 :
R4 R = — :-=[ D2:=-E
I C1 } L1 RL
}%
1
R R2
'WE | 1\ M L5

4 v2d

R
G == iRZ Il c2

Figura 32: Diagrama de um circuito oscilador ndo-linear descrito por uma equagéao

diferencial de segunda ordem com atraso temporal.
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Nosso circuito é composto por resistores, capacitores, indutores, diodos e
amplificadores operacionais em configuragao que séo descritos pelas Equacdes 46-
47. Os valores dos componentes utilizados no circuito sdo: R; =47 kQQ, R =R, = Rg
=10 kQ, R. = 0,51 kQ, Rs = Rg = 1 kQ, Rz = 10 kQ, R4 < 20 kQ (potencidmetro), L;
=12mH (i=1;2;..;11),Ci=470nF (i=3;4; ...;12),C; =C, =10 nF, D; = D5 :
2N4148 e os amplificadores operacionais sdo do modelo 741.

Como naqueles circuitos das Secbes 2.2 e 2.3, os diodos, D; e D,, sdo os
responsaveis pela nao-linearidade do sistema, pois geram a corrente linear por
partes apresentada na Figura 31, uma vez que sO permitem a passagem de corrente
quando a diferenca de potencial entre seus terminais € maior que |0,7 V|, caso
contrario a corrente é nula.

Escrevemos a equagéo para o circuito da Figura 32 analisando a corrente
gue atravessa a entrada negativa do amplificador operacional 1.

Como ja foi discutido na Secéo 2.2, a linha de indutores e capacitores (filtro
LC) gera o termo de atraso, V(t-t), com isso o sistema tem infinitas dimensdes e
assim pode apresentar qualquer tipo de comportamento dinamico: ponto fixo, ciclo
limite ou caos (Farmer, 1982).

A linha de filtros LC* do circuito (Figura 32) que é responsavel por gerar a
variavel atrasada € formada inicialmente por um amplificador operacional
funcionando como um tampé&o para evitar que os filtros LC interfiram na parte
anterior do circuito. Depois do tampé&o temos um resistor para gerar a corrente que
vai alimentar os indutores e capacitores. No final temos outro amplificador
operacional que funciona como amplificador, pois o sinal de saida € menos intenso
que o de entrada, devido aos filtros LC que nao funcionam simplesmente como
retardadores, funcionando também como atenuadores do sinal.

Adquirindo uma série experimental contendo o sinal entrada Vy4(t) € o de
saida Vy4(t-t) podemos medir o valor efetivo do tempo de atraso do circuito sem
precisar medir o valor exato da indutancia de cada indutor e da capacitancia de cada
capacitor, uma vez que na pratica 0s componentes eletrénicos apresentam valores
gue diferem dos valores nominais de capacitancia e indutancia dentro de uma

margem de erro estabelecido pelo fornecedor dos componentes.

* Mais detalhes sobre o filtro LC s&o apresentados no Apéndice desta dissertacao.
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As Figuras 33 e 34 mostram 0s sinais experimentais V,(t) e Va(t-t) em

funcdo do tempo. Essas séries temporais foram adquiridas experimentalmente para
verificar qual o efeito real dos filtros LC no sinal V(t).

O sinal V(t) foi medido ap6s o amplificador tampé&o (Figura 32), e o sinal
atrasado V,(t-t) foi medido na entrada do amplificador 4 (Figura 32). Nas Figuras 33
e 34 temos as séries temporais de dois estados dinamicos diferentes do sistema, em
gue o sinal Vy(t-t) foi multiplicado por um fator 4 para ter uma amplitude similar a de

V,(t) e este foi transladado temporalmente em 900 us, da mesma ordem do tempo

1
de atraso dado por 7 = 10vLC = 10(10.1073.470.107°)z = 685,56 us. Nessas figuras

vemos que o efeito de atraso dos filtros LC é acompanhado de atenuacdo e uma

pequena distorcdo embora a fase do sinal de entrada seja preservada.

—— 4"V (t)
— V,(t) atrasado em 900 us
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Figura 33: Séries temporais de V,(t) deslocado em 900us e 4*V,(t-1), mostrando a relagao entre
o sinal de saida e de entrada no filtro LC.
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Figura 34: Séries temporais de V,(t) deslocado em 900us e 4*V,(t-1), mostrando a relagdo entre
o sinal de saida e de entrada no filtro LC.



54

Podemos modificar o estado dindmico do sistema de diversas formas, dentre
elas, variando-se o ganho da variavel atrasada V;(t-t) ou variando-se o tempo de
atraso, t. Variamos o ganho da variavel atrasada V,(t-t) regulando-se o valor do
potenciobmetro R, ou o valor do resistor Re. Variamos o tempo de atraso, T,

colocando/retirando filtros LC ou modificando o valor dos capacitores e indutores.

3.1.1 — Resultados Experimentais

Montamos nosso circuito autbnomo para verificar experimentalmente a
existéncia de estados caoticos. Mesmo sendo descrito por uma equacao diferencial
de segunda ordem, que permite apenas solucdes do tipo pontos fixos ou periddicas,
esperamos obter solucdes cadticas, pois existe um termo composto por uma variavel
atrasada em nosso sistema (Farmer, 1982).

Mantendo o tempo de atraso do circuito fixo em 900 us e variando o ganho
da variavel atrasada através do potencibmetro R, ou do resistor Rz, obtemos

diversos estados dinamicos do sistema, dentre eles os apresentados na Figura 35:

Figura 35: Estados do sistema de segunda ordem com atraso temporal, com eixos Va(t) vs Vi(t).
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Observando-se os estados da Figura 35 percebemos que 0s presentes nas
fotos 35.c, 35.e, 35.f sdo periddicas, enquanto que os presentes em 35.a, 35.b, 35.d
tém um comportamento mais complexo. Entretanto ndo € possivel dizer, apenas
observando-se as fotografias, se nestes 0 comportamento é caotico ou periédico.

Na Secéo 3.1.3, utilizando-se outros seis estados dinamicos do sistema, sao
feitas duas andlises para cada série temporal adquirida, a transformada de Fourier e
o calculo do maior expoente de Lyapunov, para determinar se determinado estado &
cadtico ou periddico. Antes, porém apresentamos na secao seguinte resultados de

simula¢gBes numéricas das Equacdes 46-47.

3.1.2 — Simulagbes numéricas

Podemos comparar os resultados experimentais da Secdo anterior com
simula¢cdes numéricas. Veremos que 0s resultados numéricos corroboram o0s
experimentais, pois exibem a mesma variedade de estados dinamicos observados
experimentalmente.

Nossas simulacfes foram feitas mantendo-se fixos todos os parametros das
Equacdes 46-47 e variando-se apenas o tempo de atraso, t. Para realizamos nossas
simulacées numéricas, utilizamos uma variavel tempo adimensional. Normalizamos
o tempo (medido em segundos) pela escala de tempo dada pelo produto R,C.

As linhas de cddigo utilizadas para realizar as simulagdes numeéricas da
Equacdo 46 esta escrito para o MatLab® e foi baseado, como na Sec&o 2.2, no
exemplo 7 de (Thompson & Shampine, 2000), pois a equacado depende do valor de

uma das variaveis.

function sol = mm2o dde
% exam’, exam7f, exam7e 7of tutorial.
% reproduzimos as figuras 3 do artigo
tau=6.45;
tfim=20;
ganho=1;
opts = ddeset ('RelTol',le-7"','AbsTol',le-9, 'Events', dexam7e) ;
sol = dde23(@exam7f,tau,[1.0, -1.0], [0, tfim],opts):;
while sol.x(end) < tfim
fprintf ('Restart at $5.1f.\n',sol.x(end));
r

sol = dde23 (Rexam7f,tau,sol, [sol.x(end) tfim], opts);



end

o

figure (1) ;
plot(sol.x, sol.y(l,:), sol.x, sol.y(2,:)); %séries temporais

yl=sol.y(1l,:);
y2=so0l.y(2,:);

title('um circuito');
xlabel ('tempo');

ylabel ('y1(t) & y2(t)");

figure (2);
plot(sol.y(2,:),s0l.y(1,:));
title('um circuito');

xlabel ('y2(t)");

ylabel ("y1(t)");

save circ usp gl.mat ganho tau sol;

function yp = exam7f(t,y,2)
xstar = 0.7;

R1=47E3;

R2=10E3;

RL=510;

RE=10E3;

Cl=12E-9;

C2=12E-9;

ganho=1.0;

al = (R2*C2)/(R1*C1l);
a2=(R2*C2)/C1;

a3=ganho* (R2*C2)/ (C1L*RE) ;

ID =
V2 =
ylag
v
if ( V2 < -xstar)

.0
(2);
Z(:,1);

< o

ID = (-0.7-y(2))/RL;
elseif (V2 > xstar)
ID = (+0.7-y(2)) /RL;
end
yp = [ —al*y(l) + a2*ID - a3*ylag(2)
y(1) 17
function [value,isterminal,direction] = exam7e(t,vy,Z)
xstar = 0.7;
value = [y(2) + xstar; y(2) - xstar];
isterminal = [1;1];

direction = [0;0];

56
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As simulagc6es numéricas para um unico circuito apresentadas nos graficos
da Figura 36 sé&o formadas pelos valores de V,, eixos horizontal, e de Vi, eixo
vertical. O valor do tempo de atraso normalizado esta rotulado em cada simulacao.

Na Figura 36 temos estados dindmicos equivalentes aos da Figura 35.

1 0 1 1 0 1
2
ol 121,55
0 0
_2‘
2 0 % 0 2

Figura 36: Simulac8es numéricas para um circuito variando apenas o atraso temporal. Os
eixos das simulagdes sdo V2(t) vs. V1(t).

Ainda ndo é possivel identificar se um estado € periddico ou cadtico
observando-se apenas uma fotografia de um sistema experimental (Figura 35) ou o
grafico de uma simulacdo (Figura 36). E necessario utilizar métodos quantitativos de
analise. Por exemplo, utilizando-se o espectro de poténcias dado pela transformada
de Fourier de séries temporais adquiridas de nosso experimento e o calculo do

maior expoente de Lyapunov.
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Realizamos essas duas analises para diversos estados do nosso sistema.
Obter o espectro de Fourier de um série experimental é simples e comum em
laboratorios de pesquisa. Porém, essa técnica hem sempre € precisa na detecgao
de estados caodticos. A presenca de ruido introduz incertezas na analise de
aquisicbes experimentais de um osciloscopio digital. Calculando-se o maior
expoente de Lyapunov temos uma medida quantitativa de que o sistema é realmente

caotico ou nao.

3.1.3 — Andlise experimental

Nesta secdo vamos utilizar duas técnicas para determinar se dado estado €
periodico ou cadtico. Na subsecédo 3.1.3.1 utilizamos a Transformada de Fourier e na
subsecéo 3.1.3.2 utilizamos o calculo do maior expoente de Lyapunov.

Na Figura 37 temos imagens das Orbitas de diferentes estados do sistema,
que podem ser periddicos ou cadticos, e que foram analisados:

Figura 37: Fotografias da tela de um osciloscopio dos diferentes estados analisados.

Quando adquirimos algum sinal, devemos tomar cuidado com a taxa de
amostragem, pois o valor dessa taxa depende do periodo de oscilacdo do sinal. Se

for utilizada uma taxa muito baixa ndo sera possivel recuperar corretamente a forma
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do sinal adquirido e se for alta, a aquisicdo ter4d pontos muito proximos
temporalmente e assim os efeitos do ruido comprometerdo a qualidade do sinal
obtido apos a aquisicdo. Na Figura 38 temos 0os mesmos atratores da Figura 37
obtidos ao fazermos um gréafico entre as variaveis V, vs V; a partir de séries
experimentais adquiridas dos circuitos através de um osciloscopio digital. As
aquisicbes das séries experimentais foram realizadas a uma taxa de 50 mil
amostragens por segundo. Fizemos aquisicOes a essa taxa, pois a faixa de
frequéncias de oscilacdo do sistema se estende até aproximadamente 12 kHz.
Sabemos pelo Teorema de Nyquist (Openheim, Willsky, & Nawab, 1996) que para
adquirir corretamente séries experimentais devemos usar uma taxa de aquisicao ao
menos duas vezes maior que a maior frequéncia de oscilacdo do sistema. No caso
utilizamos uma taxa cerca de duas vezes maior que a minima necessaria para
obtermos maior resolucdo nos sinais adquiridos. Entretanto a taxa de aquisicdo nao

pode ser muito elevada, pois nesse caso o sinal adquirido sera distorcido por ruido.
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Figura 38: Atratores construidos a partir das aquisi¢cdes experimentais dos respectivos

estados da Figura 45.
Nas secOes 3.1.3.1 e 3.1.3.2, analisaremos se estados sdo periodicos ou

caoticos.
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3.1.3.1 — Espectro de poténcias: Transformada de Fourier

Como visto na sec¢do 1.3.1.1, através da transformada de Fourier podemos
identificar se um sistema esta, ou ndo, em regime periodico. Buscando reconhecer
estados caoticos de nosso sistema, utilizamos essa técnica para analisar 0s sinais
experimentais que adquirimos de nosso circuito. Através da transformada de Fourier,
descobrimos qual a faixa de frequéncias de oscilacdo do sistema e se possui apenas
componentes discretas de frequéncia (estado periddico) ou se possui bandas largas
de frequéncia (estado caotico).

Como utilizamos séries temporais experimentais para essa analise, temos
nelas a presenca de ruido que é representado por uma faixa continua em todo o
espectro de frequéncias que localiza-se em torno de 0 dB como podemos ver na
Figura 39. O eixo vertical na Figura 39 representa 20log(|Y|), medido em dB, onde Y
é a transformada de Fourier. O eixo horizontal representa as frequéncias.

Primeiro analisamos o espectro em uma escala de frequéncias grande o
suficiente para que este, a partir de determinada frequéncia, seja formado apenas
pelo ruido, o que nos da a certeza de que adquirimos corretamente as seéries.
Analisamos em seguida se acima do nivel de ruido o espectro é composto apenas
por picos discretos, que caracterizam as frequéncias de oscilagdo do sistema; ou por
bandas largas de frequéncias, nesse caso garantindo que a banda inteira esta acima
do nivel de ruido.

Na Figura 39, temos os espectros de poténcias dos seis estados exibidos na
Figura 37, truncados em 20 kHz. Nos espectros 39.e e 39.f observamos picos
discretos de frequéncia, caracterizando os estados como periédicos. Nos espectros
39.a, b e ¢ observamos picos largos que indicam estados cadticos, entretanto é
necessario reduzirmos a faixa de observacdo de frequéncias para podermos ter
certeza que 0s picos largos sédo continuos, e nao constituidos por picos discretos
muito proximos.

O espectro 39.d apresenta picos discretos de frequéncias em cima de um
pico largo, dificultando a definicdo do estado entre periédico ou cadtico. Com
excecdo do espectro da Figura 39.e, que apresenta picos discretos
aproximadamente na frequéncia de 15 kHz, todos os espectros da Figura 39 a partir



61

de 12 kHz séo formados apenas por uma barra larga em torno de 0 dB que
representa o ruido. Desta forma garantimos que as séries experimentais foram

adquiridas corretamente, pois 0s espectros decaem até o nivel de ruido.
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Figura 39: Espectro de Poténcia dos varios estados apresentados na Figura 37 (a, b, c, d, e, f,

respectivamente) truncados em 20 kHz.

Depois de identificarmos que as séries estdo corretamente adquiridas,
analisamos e ampliamos as imagens (Figuras 40 e 41) para se ter certeza que 0s
espectros com picos largos séo realmente largos, caracterizando estados cadticos
ou se na verdade sdo compostos por inUmeros picos discretos, caracterizando

estados periodicos.
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Na Figura 40 temos o0s espectros de poténcia dos varios estados
apresentados na Figura 37 (a, b, c, d, e, f, respectivamente) truncados em 7 kHz.
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Figura 40: Espectro de Poténcia dos varios estados apresentados na Figura 37 (a, b, c, d, e, f,

respectivamente) truncados em 7 kHz.

Percebemos nos espectros 40.a, b e ¢ que os picos largos continuam acima
do nivel de ruido que vemos na Figura 39, indicando que os mesmos devem ser
continuos. Os espectros 40.e e f estdo no mesmo nivel do ruido e sdo formados por
alguns picos discretos. O espectro 40.d continua exibindo um pico largo acima do
nivel de ruido e picos discretos em cima do pico largo, indicando um estado de caos
fraco.

Na Figura 41 temos o0s espectros de poténcia dos varios estados

apresentados na Figura 37 (a, b, c, d, e, f, respectivamente) truncados em 700 Hz.
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Figura 41: Espectro de Poténcia dos varios estados apresentados na Figura 37 (a, b, c, d, e, f,

respectivamente) truncados em 700 Hz.

Nos espectros a, b e ¢ da Figura 41 confirmamos que 0sS picos sdo

continuos, ou seja, esses espectros sdo formados por sinais de estados caéticos.

O espectro 41.d representa um meio termo entre um pico largo acima do

nivel de ruido e um espectro formado por varios picos discretos, o que dificulta sua

caracterizacdo entre periddico e caotico. Os espectros 41.e e f sdo periddicos, pois

sao formados por varios picos discretos de frequéncia.

A seguir temos as linhas de cédigo (escritas para MatLab®) utilizadas para

calcular o espectro de poténcia dos sinais do circuito.
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clear all

format long e

dados=csvread('2.csv',0,0);

tempo=dados (:,1);

vl=dados (:,2);

ponto final=length (tempo) ;

tempo curto=tempo (l:ponto final);

vl curto=vl(l:ponto final);

% ftrans vl -> faz a transformada de fourier de vl

y=vl;
N=ponto final; % numero de pontos
fs=1/ (tempo (2)-tempo(1l)); % taxa de amostragem

Y=fftshift (fft(y)):
f=[-1:2/N:1-1/N]1*fs/2; % frequencias de Y
yinv=ifft (fftshift (Y)); $ faz a fft inversa para testar
figure (1) ;

subplot (211) ;

plot (tempo curto,y);

title ('medida direta de v1');

subplot (212) ;

plot (tempo curto,yinv);

title('vli=inversa da FT de vl medido');
figure (2);

plot (f,abs(Y));

axis ([-50000 50000 0 1000]);
title('Transf. Fourier');

figure (3);

plot (f,log(abs (Y)));

axis ([-100000 100000 =3 101);

Através do meétodo da transformada de Fourier identificamos estados
periddicos do sistema e também identificamos provaveis estados cadticos. Desta
forma devemos utilizar outro método de andlise para determinar quantitativamente
se um estado do sistema € periddico ou cadtico. O calculo do maior expoente de
Lyapunov é o método que utilizamos a seguir. Na préxima secdo fazemos uma

pequena apresentacdo dessa técnica de andlise.
3.1.3.2 — Célculo do maior expoente de Lyapunov

O expoente de Lyapunov mede a convergéncia, ou a divergéncia, de
trajetdrias inicialmente proximas, durante suas evolugdes temporais. Um sistema
nao-linear tem um expoente de Lyapunov para cada uma de suas variaveis
dindmicas, entretanto, como dito na se¢do 1.3.2.1, precisamos apenas calcular o
maior expoente, pois se este for positivo o sistema esta em regime caotico e, caso
contrario, temos regime nao caotico.

Quando trabalhamos com sistemas reais nem sempre temos acesso a todas
as suas variaveis e, portanto foi necessario desenvolver um método que possa

extrair, de uma Unica variavel acessivel do sistema, todas as informacdes dinamicas
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do mesmo (Takens, 1981). Através das séries experimentais adquiridas, criamos um
vetor que pode ser composto por uma ou Vvarias coordenadas (Kennel, Brown, &
Abrabanel, 1992). Essas coordenadas sdo os pontos das séries adquiridas e séo
igualmente espacadas temporalmente. Dessa forma devemos calcular primeiro a
dimenséo de imerséo do sistema (numero de coordenadas do vetor gerado a partir
das séries temporais) para saber o tamanho minimo que devemos aplicar ao vetor.

Na Figura 42 temos um grafico mostrando o resultado do calculo da
dimensdo de imersdo do sistema para cada um dos seis estados da Figura 45.
Como a dimensao de imersdo é definida sendo a qual a razdo entre falsos e
verdadeiros vizinhos mais proximos vai a zero, podemos afirmar que considerar a
dimenséo de imersédo sendo 3 ou 4 para todos os seis estados € aceitavel. Embora
sistemas com termos que dependem do passado possuam dimensdao infinita, seus
atratores geralmente né&o necessitam da mesma quantidade de dimensdes para
serem caracterizados. A dimensdo de imersdo nos diz a dimensdo minima que
devemos utilizar para caracterizar o atrator e ndo a dimensao do sistema.

Calculada a dimenséo de imersdo para cada estado do sistema, podemos
calcular o maior expoente de Lyapunov para cada estado do sistema e assim
afirmar, quantitativamente, se determinado estado do sistema € periédico ou cadtico.
Note que nos ndo estamos interessados em definir qual é o valor do expoente, mas
apenas seu sinal. Se este for positivo nosso sistema esta em regime caético, caso
contrario, ndo. Realizamos o calculo do maior expoente de Lyapunov (Wolf, Swift,
Swinney, & Vastano, 1985) para dimensdes de imersédo 3, 4, 5 e 6. Calculamos
como duas trajetérias inicialmente préximas evoluem (se afastando, aproximando ou
mantendo a mesma distancia). Realizamos esse calculo através de todos os vetores
gerados a partir das séries adquiridas e ap0s isso fazemos a média do logaritmo da
distancia entre duas trajetérias inicialmente proximas.

Na Figura 43 temos os graficos para cada um dos seis estados da Figura 37.
Na vertical temos a média do logaritmo da distancia, e na horizontal o tempo de
evolucdo da distancia. Cada grafico apresenta o resultado para as dimensfes de
imerséo 3, 4, 5 e 6 e uma legenda mostrando a cor de cada curva no gréafico
referente a cada dimensdo de imersdo. Nas Figuras 43.a, b e ¢ percebemos que a
média da evolucdo da distancia entre duas trajetérias inicialmente proximas cresce

rapidamente e que apos isso a evolugdo satura. A distancia para de crescer quando
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atinge aproximadamente o tamanho do atrator estranho, caso contrario este ndo
existiria. Em cada uma dessas evolugdes podemos ajustar uma reta cujo coeficiente
angular € positivo, pois sao graficos monolog. Uma reta interpolada nessa escala
representa na verdade uma curva exponencial e o coeficiente angular dessa reta é
exatamente o0 maior expoente de Lyapunov. Como 0s maiores expoentes de
Lyapunov séo positivos nesses trés primeiros graficos, temos que os trés estados (a,
b e c) sdo cadticos. Em 43.e e f, a distancia média ndo cresce, ou seja, permanecem
praticamente constantes durante o tempo de evolucdo da distancia. Assim podemos
concluir que os estados ‘e’ e f sdao periddicos. Comparado com os estados das
Figuras 43.a, b e ¢, percebemos que o estado 43.d apresenta um crescimento lento

e pequeno da distancia, indicando que este € um estado periédico, ou talvez quasi-

periodico.
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Figura 42: Calculo da dimens&o de imerséo do circuito para os varios estados apresentados na

Figura 37 (a, b, c, d, e, f, respectivamente).
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Figura 43: Resultados do célculo da evolugdo média do logaritmo da distancia de duas
trajetorias inicialmente proximas para os seis estados da Figura 37 (a, b, c, d, e, f,
respectivamente). Os quadros presentes nos graficos representam as cores das curvas para
cada dimenséo de imerséo.
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3.2 — Dois circuitos acoplados

ApOGs termos caracterizado nosso circuito de segunda ordem com atraso
temporal, resolvemos estudar o acoplamento entre dois destes circuitos, procurando
sincronizacgao entre eles.

Utilizamos inicialmente um acoplamento unidirecional via sinal de erro, ou
seja, o sinal do segundo circuito, dito escravo (ou circuito resposta) é corrigido pela
subtracdo dos sinais Vi dos dois sistemas. O conjunto de equag¢des dinamicas para
0 circuito escravo € idéntica ao conjunto de equacédo do circuito mestre, contendo a

mais apenas o termo de subtrac&o dos sinais dos sistemas:

Vir +1(V2r)_ Vor(t-1, Vig—Vir)

V4=
'™ "RyCq C1 RgCq RReC1 48)
_Var

Na Figura 44 apresentamos o diagrama de acoplamento, por sinal de erro,

entre dois circuitos de segunda ordem com atraso temporal.

M L0 L8 L2 11 RS M Lo L8 L2 L1 RS
vadg-) R ==cf2 M:EI |;|\M-ﬂ) RS =—of2 MIIalqi
T.T° ﬁ% " T

+ L.l o
BT T
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Figura 44: Diagrama de dois circuitos, de segunda ordem com atraso temporal, acoplados.
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Na Figura 45 mostramos a fotografia dos circuitos acoplados, na qual
distinguimos as duas linhas de filtros LC nas partes superior e inferior da imagem
(tubos pretos e blocos marrons), e no centro temos os amplificadores operacionais
(retangulos pretos): os dois da esquerda geram os sinais Vi e V, do circuito
resposta, os dois da direita geram os sinais V; e V, do circuito mestre, e o central

gera o sinal de erro que acopla os sistemas.

Figura 45: Fotografia de dois circuitos acoplados.

Quando obtemos uma reta diagonal num gréfico entre duas variaveis,
significa que as duas possuem 0s mesmos valores e ao mesmo tempo. Quando uma
das variaveis possui resposta diferente da outra ou quando possui resposta igual a
da outra variavel, sendo que transladada temporalmente, ndo obtemos mais uma
reta diagonal em um gréfico bidimensional dessas duas variaveis.

Podemos quantificar o grau de sincronismo do sistema através da funcéo de
correlacdo, onde vemos que com o aumento da diferenca entre dois sinais o valor da
correlacdo entre eles diminui, ou seja, a reta diagonal em um gréafico entre dois
sinais se transforma em outras figuras mais largas.

A seguir temos as linhas de codigo que utilizamos para calcular a funcdo de

correlacdo entre dois sistemas utilizando o software MatLab®.

% sinal

% faz a leitura do arquivo de dados 'arg.csv'

e atribui os dados a variaveis: tempo, vld, vlr
clear all

format long e

dados=csvread('2.csv',0,0);

o
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tempo=dados (:,1); %o tempo sempre & a primeira coluna do arquivo$
vlir=dados(:,2); %se vlr for a segunda coluna do arquivo$s
vlid=dados(:,3); %se vld for a terceira coluna do arquivos

o

corr vld vlr
faz a correlalASAfo entre vld e vlr

o0 o©

corrsinal=xcorr (vld,vlr, 'coeff');
% ajuste da escala de tempo - muda para ter tempo negativo e positivo
% e duplica o tamanho pois a correlaASAfo A©® 2*N-1 onde N=ponto final
zera tempo=tempo -tempo (1);
tempo novo=[zera tempo-zera tempo (ponto final)
zera_ tempo (l:ponto final-1)];
sm
figure (1) ;
subplot (211);
plot (tempo curto,vld);
title('vld"');
subplot (212);
plot (tempo curto,vlr);
title('vlir');

o

figure (2);

plot (corrsinal);

$axis ([-20000 20000 0O 1501);
title('correlacdo entre vld e vlr');
figure (3);

plot (tempo novo, corrsinal);

$axis ([-20000 20000 O 1501);
title('correlacdo entre vld e vlir');

Para caracterizarmos o grau de acoplamento do sistema adquirimos
algumas séries experimentais, a fim de calcularmos a funcao de correlacdo entre os
sinais. Mantivemos os parametros do sistema constantes (cada circuito operava em
regime cadtico quando desacoplados) e apenas variamos o valor do resistor Rge
para modificarmos o acoplamento entre os circuitos. Estes permanecem cadticos
guando acoplados.

Em particular, apresentamos nas Figuras 46, 48, 50 e 52 fotografias da tela
de um osciloscépio cujos eixos sao formados pelas variaveis V; e V,, horizontal e
vertical, mostrando estados que vao desde o sincronizado (Fig. 46) ao
descorrelacionado (Fig. 52).

Nas Figuras 47, 49, 51 e 53 temos os resultados do calculo da funcdo de
correlacdo para os estados mostrados nas Figuras 46, 48, 50 e 52 respectivamente.
Em todas as situacgdes, a funcao de correlagcéo apresenta um pico, seu valor oscila e
apos algumas oscilagbes 0 seu maximo € praticamente zero, 0 que mostra que as

funcdes sdo mais parecidas quando medidas ao mesmo tempo. Ndo é preciso
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efetuar translacdo temporal em qualquer uma das séries para que sejam mais
parecidas. Quanto mais proximo de 1 for o maximo da fungdo de correlagdo mais
sincronizado o0 sistema esta e quanto mais proximo de zero for mais
descorrelacionado os circuitos estdo. Valores negativos indicam apenas que um
sinal € o oposto do outro. Comparando as fotografias com suas respectivas
correlacdes percebemos que a medida que temos figuras mais largas, menor é o
pico de correlacdo do sistema.

A seguir temos a comparacdo entre fotografias e funcdo de correlacéo

mostrando alguns estados de acoplamento do sistema. O fator de acoplamento ¢ &

. R 10kQ
definido como € = —=% = .
RRE RRE

Figura 46: Fotografia da tela de um osciloscépio mostrando o sincronismo entre os circutios
para e = 135,135135 (Rge = 0,074 kQ).
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Figura 47: Funcéo de correlacéo para o acoplamento entre os circuitos com g = 135,135135
(RRE = 0,074 kQ)
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Figura 48: Fotografia da tela de um osciloscépio mostrando o acoplamento entre os circutios
para e = 1,3245 (Rge = 7,55 kQ).
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Figura 49: Funcdo de correlacdo para o acoplamento entre os circuitos com g =1,3245 (Rge =
7,55 kQ).

Figura 50: Fotografia da tela de um oscilosc6pio mostrando o sincronismo entre os circutios
para e = 0,4202 (Rge = 23,8 kQ).
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Figura 51: Funcdo de correlagdo para o acoplamento entre os circuitos com g = 0,4202 (Rge =
23,8 kQ).

Figura 52: Fotografia da tela de um osciloscépio mostrando o “acoplamento” entre os
circuitos desacoplados.
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Figura 53: Funcao de correlagao para o “acoplamento” entre os circuitos desacoplados.
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Assim mostramos que, através do acoplamento unidirecional, podemos
controlar o grau de sincronismo entre os circuitos desde o estado descorrelacionado,
passando por estados intermediarios de correlacédo até o estado sincronizado.

Neste Capitulo 3 exibimos o circuito eletrénico descrito por uma equagao
diferencial de segunda ordem com atraso temporal que implementamos e
caracterizamos. Através de técnicas de analise como transformada de Fourier e
calculo do maior expoente de Lyapunov caracterizamos diversos estados dinamicos
do nosso sistema, identificando-os alguns destes como cadticos.

No Capitulo 4 estudamos séries temporais do sinal de erro Vig — Vi,
construindo histogramas dessas séries, para conhecermos suas distribuicdes de
voltagens. Introduzimos também ruido branco no sistema para estudarmos como
este € modificado, seja ajudando ou prejudicando o nivel de sincronismo entre os

circuitos.



Capitulo 4 — Eventos Raros

Quando estudamos o acoplamento entre sistemas dinamicos nao-lineares
em regime caotico, procuramos, por exemplo, obter sincronizacdo entre eles (seja
de fase, completa, atrasada) (Boccaletti, & et al, 2002). No capitulo anterior
analisamos o sincronismo entre dois circuitos eletronicos descritos por equacdes
diferenciais de segunda ordem com atraso temporal. Entretanto quando estamos
préximos ao estado de completa sincronizacdo percebemos que a diferenca entre
sinais das mesmas variaveis dos sistemas pode assumir, com probabilidade
diferente de zero e por um breve instante de tempo, um valor muito maior que sua
meédia e logo apds voltar ao comportamento anterior a essa fuga.

Vérios trabalhos foram realizados estudando a ocorréncia dessas fugas de
sincronismo em diferentes sistemas (Ying, & et al, 2011), (Venkataramani, & et al,
1996), (Gauthier & Bienfang, 1996). Essas fugas do “estado estacionario” de
sincronismo aumentam, a medida que reduzimos o fator de acoplamento, entre
outros fatores. Estudar esse tipo de comportamento é importante na tentativa de
entender diversos sistemas dissipativos (Venkataramani, & et al, 1996) e
hamiltonianos (Giardina, & et al, 2011); oscilagdes nas bolsas de valores (Krawiecki,
Hotyst, & Helbing, 2002); emissao de lasers acoplados (Flunkert, & et al, 2009), etc.

Neste capitulo vamos apresentar resultados preliminares de nossos estudos
sobre eventos raros no sinal de erro entre as variaveis de um circuito ‘mestre’ (drive)
e de um circuito ‘resposta’ (response), causados pela diminuicdo do acoplamento
entre eles ou por adicao de ruido branco no sistema.

Para medir o sincronismo entre dois circuitos, podemos fazé-lo através da
definicAo de uma funcdo de erro e estudando a seérie temporal dessa variavel
diferenca entre os circuitos, podendo assim medir-se diretamente o grau de

dessincronismo do sistema.
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Seguimos aqui o procedimento de (Gauthier & Bienfang, 1996) que utiliza
uma mudanca de variaveis dos circuitos eletrénicos para medir o acoplamento entre
os dois sistemas acoplados. A ideia é fazer uma mudanca de base, ao invés de
visualizarmos diretamente as variaveis V4 e V,, dos circuitos mestre (d) e resposta
(r), respectivamente, definindo-se v.=(V4 — V,)/2 como um vetor ortogonal e v;=(Vq4 +
V)/2 como vetor paralelo. A condicéo de sincronizacéo é dada por v.=0, quando nao
existe diferenca entre V4 e V.. Como proposto por H. Fujisaka (Fujisaka, 1983), a
estabilidade da sincronizacdo pode ser medida através do calculo dos expoentes de
Lyapunov do vetor ortogonal. Porém Gauthier mostrou que esse critério falha
guando o vetor ortogonal apresenta fugas, caracterizando o estado denominado por
Gauthier de attractor bubbling (Gauthier & Bienfang, 1996).

A maior parte dos fenbmenos da natureza que foram estudados pelo

homem, segue uma lei normal de distribuicdo, descrita por uma equacao gaussiana:

1 1 (x-p\? , ., . . . i
f= exp (—-(—) ) onde x é a variavel, ¢ é o desvio padréo e n € o valor de

oV2lm 2
X no centro da distribuicdo. A forma da distribuicdo gaussiana € a de uma curva em
forma de sino, em que valores de x que ocorrem dentro da disténcia de +o do centro
da distribuicdo correspondem a cerca de 66% dos eventos enquanto que valores de
x > 30 (ou seja, que estdo nas caudas da distribuicdo) representam menos de 1%
dos eventos.

Entretanto véarios fendmenos, como a ocorréncia de terremotos, desviam
desse comportamento normal, apresentam, por exemplo, um comportamento
denominado de leis de poténcia (Wikipedia), (Sanchez, Lopez, Rodriguez, & Matias,
2004). Ou seja, as caudas das distribuicbes ndo decaem exponencialmente, decaem
de acordo com alguma lei de escala. Dessa forma valores distantes do centro da
distribuicdo sdo mais importantes do que no caso da distribuicdo normal. Duas
caracteristicas importantes de leis de poténcia sao: (i) a invariancia de escala, em
que se temos uma distribuicdo f(x) = ax*, onde a é uma constante e k a poténcia
da distribuicdo, podemos implementar um fator de escala c na distribuicdo e esta
sofrerd apenas um escalonamento do tipo f(cx) =a(cx)®* =c*f(x) e (i) a
universalidade, em que varios fendmenos diferentes apresentam a mesma poténcia
da distribuicdo como podemos encontrar na termodindmica, quando estudamos
transicOes de fases. A esses expoentes das distribuicbes damos o nome de

expoentes criticos.
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Varias teorias foram desenvolvidas para tratar de eventos raros, dentre elas
podemos citar a teoria das caudas longas (Wikipedia), em que a distribuicdo de
valores apresenta muitos eventos em suas caudas longas diferentemente da
distribuicdo normal.

Podemos também citar a teoria do Cisne negro, descrita por Nassim
Nicholas Taleb no seu livro Fooled By Randomness (lludido pelo acaso) de 2004
que trata de eventos financeiros. Nessa teoria Taleb trata de eventos rarissimos,

dificeis de prever, mais que provocam enormes efeitos.

4.1 — Sincronizagédo dependente do nivel de acoplamento

Para realizarmos nossos estudos sobre possiveis eventos raros (ou attractor
bubbling) e sobre distribuicbes de voltagens, procurando por comportamentos nao-
gaussianos, em sistemas dinamicos nao-lineares utilizamos o mesmo sistema
apresentado no Capitulo 3: um circuito eletrbnico de segunda ordem com atraso
temporal. Realizamos um acoplamento unidirecional entre dois destes circuitos. Eles
sao regidos pelo mesmo conjunto de equacfes com a Unica diferenca de um termo
de acoplamento presente apenas no circuito resposta (ou escravo), como

apresentado a seguir:

_Vad

2d RZCZ
V — Vld |I(V2d) VZd(t_T) (49)
1d™ "Ric1 ' Cq RECq

- _Vir

VZT_RZCZ

Vo= Yar 1WVar) Vor(-1) Vig=Vir

1r=

R1C1 (1 REC1  RRgC1

Onde o termo 1(Vy), com j = d ou r, responsavel pela néo-linearidade do

sistema, é dado pela expressao:
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072 e v, < —0.7

L

I(VZJ) =< 0,5e—-0.7< VZ] < 0.7 (50)
(+0.7-v;)

k R—L,se sz > 0.7

Realizamos o acoplamento unidirecional entre os circuitos realimentando o
circuito resposta através de um sinal de erro gerado por um amplificador operacional
que atua como subtrator. Esse sinal de erro é adicionado na entrada negativa do
amplificador operacional que gera o sinal Vi. Ou seja, injetamos um sinal
proporcional a (V1g — V1), na terceira parcela da Equacao 49.

Na Figura 54 apresentamos o diagrama de acoplamento unidirecional entre
dois circuitos eletronicos de segunda ordem com atraso temporal. Neste diagrama
vemos o circuito mestre denotado pelo subindice d e o circuito resposta, pelo
subindice r e o amplificador operacional na configuracdo de subtrator cujas entradas

sao os sinais Viq € Vi, € sua resposta de saida € Vi — Vig.

° °a

Figura 54: Diagrama do acoplamento unidirecional entre dois circuitos de segunda ordem com
atraso temporal. No diagrama vemos 0s circuitos mestre e resposta, e o amplificador
operacional na funcéo de subtrator gerando o sinal de erro, V.4 — Vs, que € injetado no circuito
resposta para realizar o acoplamento dos sistemas.
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Realizamos nossos estudos através de medidas do sinal de erro gerado pelo
subtrator a partir das variaveis V; dos dois circuitos, mestre e resposta. O resistor
Rre acopla a saida do amplificador operacional que gera o sinal Vi4-Vi, na entrada
negativa do amplificador operacional que gera o sinal Vi, e assim o ganho desse
acoplamento. Desta forma, variamos o valor do resistor Rgg, para observarmos o
comportamento do sinal de erro em funcdo do nivel de acoplamento entre os
circuitos.

Como vimos no Capitulo 3, o sistema oscila em banda de baixas
frequéncias, menores que 12 kHz. Pelo Teorema de Nyquist (Openheim, Willsky, &
Nawab, 1996), precisamos de uma taxa de amostragem de pelo menos o dobro da
frequéncia maxima de oscilacdo de um sistema, no caso do circuito aqui tratado de
12 kHz, o que nos da uma taxa minima de 25 mil amostragens por segundo. Como
procuramos fendmenos transientes (eventos raros) que acontecem em tempos muito
curtos adquirimos séries temporais experimentais a uma taxa de 100 mil
amostragens por segundo, quatro vezes maior que a minima necessaria. Desta
forma obtermos maior resolucdo em nossas séries experimentais adquiridas.

Durante a aquisicdo de séries temporais, garantimos que os dois circuitos
operavam em regime caotico de forma independente (ou seja, quando estdo
desacoplados) e verificamos que eles operam nesse regime caltico quando
fazemos o acoplamento e sincronismo entre eles.

Em nossas medidas adquirimos tanto o sinal de erro V14 — V1, quanto o sinal
V14 para garantirmos que o circuito mestre continua cadtico e ndo é afetado pelo
acoplamento ou pela variacdo do fator de acoplamento. Na Figura 55 temos o
histograma e o logaritmo do histograma do sinal Vi4. Ao variarmos o acoplamento
entre 0s circuitos observamos que apenas O circuito resposta € afetado, assim o
mestre permanece inalterado. Vemos neste histograma (Figura 55) que o sinal Vg,
como esperado para um estado caodtico, apresenta uma distribuicdo de voltagens
nao-gaussiana (como seria 0 caso com ruido branco) por ser deterministico e nao
estocastico. Na Figura 56 estdo apresentadas séries temporais do sinal de erro Vig4-

V1., adquiridos para varios niveis de acoplamento, g, entre os dois circuitos, mestre e

resposta. O nivel de acoplamento, g, entre os circuitos € dado pela seguinte relacdo

R, _ 10kQ
RRE Rpg -~
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Figura 55: Histograma (a esquerda) e logaritmo do histograma (a direita) da variavel V4.

V1d_V1r V)

V1d_V1 r V)

8.2

8.4

—— Circuitos desacoplados

] e Wil
4

\M‘Wm f[“‘ W"Wl W\m

:-—a—1

| ——¢=1.25

P, ) Joh
PRIV I Y

b Sk A A
PRI Y

Tempo (s)

8.4

Figura 56: Séries temporais do vetor ortogonal (V14 — Vy,) para niveis diferentes de
acoplamento entre os circuitos mestre e escravo. ¢=0 (desacoplados), é=100 (sincronizados).
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Na Figura 57 apresentamos graficos para os logaritmos dos histogramas
do sinal de erro V14 — V1, construidos a partir das séries temporais apresentadas na
Figura 56.

Quando os circuitos estdo sincronizados, Vig — Vi aproxima-se de 0 V,
indicando que os dois circuitos exibem o mesmo comportamento. Quando o sistema
esta desacoplado os circuitos oscilam independentes um do outro. Assim, o vetor
ortogonal pode assumir qualquer valor no intervalo de voltagens [V1dmin - V1rmax;
V1ldmax - V1dmin].

Como esperado, com a reducéo do nivel de acoplamento, a distribuicdo de
voltagens do sinal de erro torna-se mais larga. Estados intermediarios de
acoplamento entre o estado sincronizado e o estado desacoplado apresentam
distribuicbes de voltagens que sdo uma combinacdo das distribuicbes gaussiana

(estado sincronizado) e supergaussiana (estado desacoplado).

e=100
1 £=9
9] £=2,5
4 f) e=1,25
] | i -
my ] ! ¥f L e=1
8 31 | r i — Circuitos
-f_,—)" ‘“ desacoplados
() 2_ ’ h 6
o ‘ \ -X
9 ]
> 15
e} ]
0-
-1

.08 -06 -04 02 00 02 04 06 08
V.V (V)

1d 1r

Figura 57: Logaritmos dos histogramas do vetor ortogonal (V14 — Vy,) para niveis de
acoplamento diferentes entre os circuitos mestre e escravo.

Quando os circuitos estdo desacoplados, podemos ver que o sinal de erro
apresenta uma distribuicdo de voltagens a qual denominamos supergaussiana, pois
obtemos no grafico logaritmico (como na Figura 57) uma dependéncia (Viq — V)%,
diferindo portanto de uma distribuicdo gaussiana “normal” que possui dependéncia

guadratica nessa escala. O tamanho do intervalo de valores que o sinal de erro V4 —
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7z

Vi, pode assumir é praticamente o dobro do assumido por Vi4. A largura total
esperada é dada pela soma da largura das curvas dos dois circuitos, quando estao
desacoplados.

No caso sincronizado ¢ > 80, obtemos uma distribuicdo gaussiana para o
sinal V14 — V1. Percebemos, a partir da Figura 58, que a distribuicdo de voltagens do
sinal de diferenca entre os circuitos alarga-se mais para ¢ < 2,5. Além disso,
observamos que o pico pronunciado apresenta uma depressao central que pode ser
entendido como uma tentativa do amplificador operacional que gera o sinal de
diferenca entre os circuitos sempre estar corrigindo o circuito resposta para 0 mesmo
se aproximar do circuito mestre. Para € > 5 percebemos que existe uma combinacéo
de distribui¢cdes, proximo na regido central percebemos uma distribuicdo de largura

menor com um pico pronunciado.

1.4- —m=— Largura, 8, dos histogramas
1.2_' . do sinal V. -V, para valores
1 diferentes de «.
1.0
0.8-
S 0.6-
©04]
02] |
. \
0.0 -

Figura 58: Largura, 8, dos histogramas do sinal V4-Vy, (Figura 57) para valores diferentes de &.
A largura foi calculada para altura 2 do eixo log(repetic6es) da Figura 57.

Em resumo, em nossos estudos através da andlise de histogramas
construidos a partir de séries temporais experimentais concluimos que o sinal de
erro Vig-Vi, escapa da distribuicdo de voltagens gaussiana, mas nao apresentam
distribuicAo de voltagens descrita por lei de poténcia. Em nossos estudos
encontramos entdo uma combinacdo de uma distribuicdo gaussiana com uma
supergaussiana para o sinal de erro. Também ndo observamos eventos importantes
nas caudas das distribuicbes apresentadas na Figura 57, como por exemplo, o
attractor bubbling (Gauthier & Bienfang, 1996).
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4.2 — Adicionando ruido branco ao sistema

Existem vérios trabalhos na literatura que abordam efeitos da adicdo de
ruido (branco ou colorido) em sistemas dindmicos deterministicos (Wang, Lai, &
Zheng, 2009). Efeitos induzidos por ruido podem ser surpreendentes. Por exemplo,
se dois sistemas dinamicos caoticos idénticos estdo desacoplados eles estédo
descorrelacionados, porém se introduzimos o mesmo ruido em ambos 0s sistemas,
podemos, em algumas circunstancias, gerar sincronizagcédo de fase (Zhou & Kurths,
2002) ou sincronizacdo completa (Gao, & et al, 2003), (Uchida, McAllister, & Roy,
2004). Além disso, podemos gerar caos induzido por ruido (Lai, & et al, 2003), ou
seja, 0 sistema apresenta uma Orbita periddica estavel e uma 6rbita cadtica instavel
que s é acessivel através da adicdo de ruido. Outro fenbmeno que podemos
encontrar ao adicionarmos ruido em sistemas dindmicos € a ressonancia estocastica
(Gammaitoni, & et al, 1998) em que sinais fracos podem ser amplificados.

Motivados por tais resultados resolvemos estudar como o ruido influencia o
estado de acoplamento entre os circuitos acoplados unidirecionalmente. Para tanto,
injetamos ruido branco em um circuito por vez: (i) inicialmente apenas no circuito
mestre; (ii) depois apenas no circuito resposta. Nos dois casos o ruido foi injetado na
entrada negativa do amplificador operacional que gera o sinal V.

Para ter certeza que o ruido injetado no sistema € ruido branco adquirimos

uma série temporal, apresentada na Figura 59.

Ruido Branco
1 { [ [ {

V (V)
—

1 8.12 8.14 8.16 8.18 8.2
Tempo (S)

Figura 59: Série temporal de ruido branco de um gerador de func8es Agilent 33120A.
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Podemos calcular o logaritmo do histograma da série temporal da Figura 59
e visualizar sua distribuicdo na Figura 60, onde verificamos que sua distribuicdo &
gaussiana através de um ajuste por uma funcdo quadratica. Também calculamos a
transformada de Fourier do sinal adquirido, apresentada na Figura 61. Podemos
verificar entdo que, como ruido branco, ele possui um espectro de Fourier uniforme

e composto por um espectro continuo de componentes de frequéncia.

—— Ruido branco

log(repeticoes)
"

0_
40 05 00 05 1.0
Volts (V)
Figura 60: Logaritmo do histograma da Figura 59.

Transformada de Fourier de ruido branco
. 200 : : L
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Figura 61: Transformada de Fourier de da série temporal da Figura 59.

Apbs caracterizar o tipo de ruido gerado por nossa fonte (gerador de fungdes
Agilent), adicionamos esse sinal em nosso sistema de duas formas diferentes: na
entrada negativa do amplifiador operacional que gera o sinal V14 € depois apenas na
entrada negativa do amplificador operacional que gera o sinal Vi. Para tanto,
estudamos o sinal de diferenca entre os circuitos mestre e resposta. Através das

séries temporais experimentais adquiridas construimos um gréafico da distribuicéo de
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voltagens do sinal de diferenga. Desta forma, identificamos como o ruido afeta o
sistema ao modificar a distribuicao de voltagens do sinal de diferengca na
comparacdo com o caso sem adicdo de ruido, seja, alargando ou estreitando a

distribuicdo de voltagens, por exemplo.

4.2.1 — Circuitos acoplados com adi¢&o de ruido no circuito mestre

Nesta secdo mostramos medidas do sinal de erro Vig — Vi, entre dois
circuitos quando adicionamos ruido branco, Vims®, na entrada negativa do
amplificador operacional que gera o sinal Vig. Adquirimos séries temporais
experimentais do sinal Vi4-Vir para diferentes niveis de acoplamento entre os
circuitos e diferentes niveis de ruido injetado no sistema.

Introduzimos ruido em nosso sistema a fim de caracterizarmos sua influéncia
no vetor ortogonal, seja alargando ou diminuindo sua distribuicdo de valores.

Dessa forma o conjunto de equacfes que regem o sistema com dois

circuitos acoplados e com adic¢ao de ruido é:

2d= id
R2C3
Vo= —Vid + I(Vag) _ Vaat-7) _Vrms (51)
1d= R cq Cq RECq R3Cq
; Vir
Vor=
R2C2
Vo= —Yar  1Var) _Var(t=17) Via—Var
™ R1Cq €1 RgCy1 RREC1

Utilizamos um resistor R3=10kQ para injetarmos o ruido branco no circuito
mestre. Na Figura 62 apresentamos o diagrama de acoplamento unidirecional entre
dois circuitos mostrando como o ruido foi adicionado ao sistema.

Quando adicionado no circuito mestre o ruido interfere nos dois circuitos,
embora que de modos diferentes, posto que o circuito resposta recebe informacdes
do sinal V14 modificado pela adigdo de ruido no circuito mestre e ndo o préprio sinal
de ruido. Assim o circuito resposta tenta sincronizar com o sinal modificado e néo

com V4 original como no caso sem ruido.

® Vims corresponde ao desvio-padrédo do sinal de ruido experimental.
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Figura 62: Diagrama do acoplamento unidirecional entre dois circuitos descritos por equagdes
diferenciais de segunda ordem com atraso temporal. Ruido branco é injetado no circuito
mestre na entrada negativa do amplificador operacional que gera V4.

Nas Figuras 63, 64 e 65 apresentamos os logaritmos dos histogramas que

construimos a partir de séries temporais adquiridas do sinal de diferenca entre os

circuitos mestre e resposta. Os niveis de ruido injetado no sistema, Vs, séo de 0V,

0,35V, 1,4 Ve 7 V. Na Figuras 63 o nivel de acoplamento entre os circuitos é ¢

111,11, enquanto que na Figura 64 temos € = 5 e, na Figura 65, € = 1,25
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Figura 63: Logaritmo dos histogramas do vetor ortogonal (V4 — Vy,) para niveis de ruido
branco diferentes. ¢ = 111,11 e R;=10kQ. Ruido branco injetado no circuito mestre.
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Figura 64: Logaritmo dos histogramas do vetor ortogonal (V4 — Vy,) para niveis de ruido
branco diferentes. ¢ =5 e R3=10kQ. Ruido branco injetado no circuito mestre.
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Figura 65: Logaritmo dos histogramas do vetor ortogonal (V4 — V) para niveis de ruido
branco diferentes. ¢ = 1,25 e R;=10kQ. Ruido branco injetado no circuito mestre.

Ao injetarmos ruido no sistema obtivemos o comportamento esperado de

alargamento do vetor ortogonal. Talvez, o local de injecédo de ruido e seu nivel sejam

essenciais para observarmos eventos

raros no sistema ou aumento da

sincronizagao entre os circuitos. Variar o local de adigéo de ruido no sistema altera o

conjunto de equacdes do sistema, ou seja, uma variavel pode ser mais sensivel do

gue outra a influéncia de ruido. Como vemos para Vms=10V, o0 sistema sofre uma
dessincronizacdo acentuada (Figuras 63, 64 e 65). Na Figura 65 observamos um

leve estreitamento, indicando uma possivel sensibilidade ao nivel de ruido aplicado

ao sistema.
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4.2.2 - Circuitos acoplados com adicado de ruido no circuito
resposta

Estudando a influéncia da injecdo de ruido branco, Vs, €m Nnosso sistema,
resolvemos adiciona-lo no circuito resposta. Diferente do caso apresentado na se¢éo
anterior, o circuito mestre permanece inalterado tanto com a variagdo do nivel de
acoplamento quanto com a adicdo de ruido em diferentes escalas no circuito
resposta. O conjunto de equac¢des que regem 0s circuitos esta descrito na Equacéao
52. O resistor de entrada do ruido no circuito resposta € R, = 10 kQ. O ruido foi

adicionado na entrada negativa do amplificador operacional que gera Vj;,.

. _ Vld

VZd_RZCZ

. -V I(V |%4 t—-71

Vig=—2ad 4 (Vad) _Vaqt-D 52)
R1Cq Cq REC1

2r= Yir
R2C>

o _=Var (IWar) _Vor(t=1)  Vig=Vir Vims

Vlr— + +
R1Cq C1 RgCq RRpC1  R4Cq

Na Figura 66 temos o diagrama do sistema acoplado unidirecionalmente

com ruido branco adicionado apenas no circuito resposta.

M Lo L3 L2 L1 RS M Lo 13 L2 U RS
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Figura 66: Diagrama do acoplamento unidirecional entre dois circuitos descritos por equagdes
diferenciais de segunda ordem com atraso temporal. Ruido branco injetado no circuito
resposta na entrada negativa do amplificador operacional que gera V4.
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Adicionamos diferentes niveis de ruido, Vims, NO sistema: 0V, 0,35V, 1,4V e
7 V. Nas Figuras 67, 66 e 69 temos os logaritmos dos histogramas que construimos
a partir de séries temporais adquiridas de Vig — Vi Utilizamos niveis de

acoplamento iguais a € =100, e =5 e ¢ = 1,25, respectivamente.
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Figura 67: Logaritmo dos histogramas do vetor ortogonal (V4 — V) para niveis de ruido

branco diferentes. £ = 100 e R4;=10kQ. Ruido branco injetado no circuito resposta.
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Figura 68: Logaritmo dos histogramas do vetor ortogonal (V4 — Vy,) para niveis de ruido
branco diferentes. ¢ =5 e R,=10kQ. Ruido branco injetado no circuito resposta
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Figura 69: Logaritmo dos histogramas do vetor ortogonal (V4 — Vy;) para niveis de ruido
branco diferentes. £ = 1,25 e R4;=10kQ. Ruido branco injetado no circuito resposta.

Quando a adicao de ruido ocorre apenas no circuito resposta, apenas este é
afetado dificultando a sincronizagcdo com o circuito mestre. Podemos entender que o
sinal de ruido destroi ou destorce o sinal de diferenca entre os circuitos que chega
ao circuito resposta, uma vez que os dois sinais sdo somados através das suas
correntes que chegam a entrada negativa do amplificador operacional que gera o
sinal Vy,. Desta forma o sincronismo do circuito resposta com o circuito mestre torna-
se mais dificil. De modo geral temos que para Vims = 7 V em todos 0s casos o vetor
ortogonal apresenta um alargamento acentuado em sua distribuicdo de voltagens.
Para Vms = 0,35V observamos um pequeno alargamento no sinal de diferenca
quando ¢ > 80. Quando Vs = 1,4 V 0 alargamento do vetor ortogonal desaparece
para ¢ < 1,25. Embora a Figura 65, caso do ruido injetado no circuito mestre, indique
uma sensivel redu¢do em sua distribuicdo de voltagens.

Podemos entender esses comportamentos apenas como a competicao entre
a corrente gerada pelo sinal de erro que chega ao circuito resposta e a corrente
gerada pela adicdo de ruido no sistema, embora quando injetado no circuito mestre
seja enviado indiretamente ao circuito resposta.

Por fim, tentamos estabelecer sincronizacdo entre dois circuitos
desacoplados através da injecdo do mesmo nivel de ruido branco em ambos
circuitos. Embora simulagfes feitas indiquem este efeito sob certas circunstancias,
nao conseguimos implementa-lo experimentalmente. Talvez por este efeito ser
sensivel a assimetria entre os varios componentes dos dois sistemas, problema que

tentaremos resolver em breve.
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Conclusao

Neste trabalho de Mestrado fomos capazes de caracterizar o
comportamento dindmico de um circuito eletrénico descrito por uma equacao
diferencial de segunda ordem com realimentacdo atrasada. Mostramos que temos
um sistema autbnomo que pode operar em regime cadtico, e com isso
eventualmente podermos estudar comunicacdo segura. A0 acoplarmos
unidirecionalmente dois destes circuitos mostramos que o sistema pode exibir
sincronismo.

Nesta dissertacdo apresentamos nossos resultados preliminares do estudo
sobre eventos raros, em que buscamos fendmenos transientes que diferem muito da
média. Com as medidas apresentadas no Capitulo 4 concluimos que o sinal de erro
entre varidveis de tensdo dos circuitos mestre e resposta apresentam distribuicdo de
voltagens nd&o-gaussiana. Entretanto, n&o encontramos uma distribuicdo de
voltagens com lei de poténcia ou valores distantes da média, com alta frequéncia. O
ruido branco que injetamos em nosso sistema sO afetou o seu funcionamento
guando adicionado com grande amplitude, tornando o sinal de erro entre 0s circuitos
muito largo em relagdo ao caso sem ruido. N&o conseguimos observar um
estreitamento na distribuicdo de voltagens do sinal de erro ou alargamento de suas

caudas ao injetarmos ruido no sistema, como previsto em simulacées numéricas.
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Apéndice - Filtros LC

Em nossos estudos trabalhamos com circuitos eletrdbnicos e queremos
implementar em nosso sistema uma variavel com atraso temporal, digamos Xx(t-t)
onde t é o0 tempo de atraso. Com esse fim, poderiamos, por exemplo, usar um fio de
comprimento L, longo o suficiente para que o sinal atravesse-o depois de t segundos
e assim o tenhamos na saida do fio o sinal x(t-t) ao invés de x(t). Ou seja, 0 atraso &
devido ao tempo de propagacéo. Entretanto sinais eletrbnicos atravessam um fio
coaxial a velocidades da ordem da luz no vacuo (3x10® m/s). Utilizando como base o
circuito apresentado no Capitulo 3 desta dissertacdo, descrito pela equacédo de

segunda ordem com atraso temporal:

d?V, 1 dVy 1 ) = 1
a2 TR ar  RGe VYT TR GRG 2D

gue oscila numa banda de frequéncia de 0 a 12 kHz e possui tempo de resposta

(tempo caracteristico de amortecimento), t,, dado pelo produto R;C;, 0 inverso do
.. dV; ;
fator que multiplica d—:. Com os valores de componentes apresentados no Capitulo

3 temos t, = R;C; = 47x10%10x10°% = 0,47 ms. Assim podemos calcular o
comprimento L do fio para que o sinal demore o tempo t=t, para percorrer o
comprimento L = ¢ t. = 141 km. Utilizar um fio com 141 km de comprimento para
circuitos eletrdnicos € inviavel, assim sendo precisamos de outro método para gerar
atraso temporal.

Um filtro ideal que gera atraso deve ter uma fungéo de transferéncia com
duas importantes caracteristicas:

e onde a amplitude tenha atenuacdo constante (se possivel igual 0)
para que nenhuma componente de frequéncia seja privilegiada ou
atenuada pelo filtro.

e afase seja expressa por uma equacao de primeiro grau com derivada

negativa, pois podemos definir o tempo de atraso de um filtro

. ~ 1 09 .
qualquer atraves da expresséo T = 730" onde 7 € o0 tempo de atraso
T ov
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e @ é a fase adicionada ao sinal injetado no filtro e v é a frequéncia do

sinal injetado.
Podemos entdo usar, como tentativa de dispositivo que gera atraso
temporal, filtros LC, que sédo formados por capacitores e indutores. Na Figura 70
temos o diagrama do filtro LC. Em nosso circuito utilizamos dez filtros LC em série

para gerar um tempo de atraso desejavel para a variavel V, do nosso sistema.

t A NN o N .- SN~ N AR . SR U - - (t)
X(8) - 1kQ 1WOmH [10mH |10mH |10mH | 10mH | 10mH
Jecr |2 |3 |4 |5 |ce |cr | cs J_cg | c10
1kQ

470% 470% 470% 470% 470% 470n? 470% 470n? 470% 470niTo ‘

1

Figura 70: Diagrama de 10 filtros LC em série com sinal de entrada x(t) e sinal de saida y(t).

Utilizamos o programa Multisim® 10.0 para obter a funcdo de transferéncia
da linha de atraso. Utilizando a funcéo de analise AC do Multisim® identificamos a
amplitude (Figura 71) e a fase (Figura 72) do sinal de saida do filtro LC (Figura 70),

tanto analisando a amplitude quanto a fase do sinal de saida.

=

Magnitude (dB)
b3

0 1k 2k 3k 4k S5k
Frequéncia (Hz)

Figura 71: Amplitude do sinal de saida do filtro LC.

Fase (%)

0
90 K

1k 2k ik 4k
Frequéncia (Hz)

n
-

Figura 72: Fase do sinal de saida do filtro LC.
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Através da Figura 71 constatamos que o filtro LC impede a transmisséo de
sinais com frequéncias maiores que 4,6 kHz uma vez que um sinal com frequéncia
4,6 kHz recebe um ganho de -30 dB, ou seja, tem sua voltagem atenuada 31,62
vezes. Na Figura 72 ndo encontramos uma reta como desejado para um filtro ideal
de atraso, mas podemos aproximar em algumas janelas de frequéncia a funcao de
transferéncia como retas. Entre 100 e 600 Hz, 850 Hz e 1,35 kHz, 1,55 a 2 kHz, por
exemplo. E as inclinacbes dessas varias retas séo iguais.

Vemos nas Figuras 73 e 74 que para duas formas de ondas diferentes, o
filtro LC atenuou consideravelmente os sinais de entrada, mas quando amplificamos
o sinal de saida e o deslocamos temporalmente percebemos que o filtro LC pode ser
utilizado como filtro de atraso. Percebemos também que depois que amplificamos o
sinal de saida do filtro LC ndo conseguimos recuperar exatamente o sinal de
entrada, pois as componentes de frequéncia acima de 4,6 kHz foram completamente
suprimidas (ver Figura 71).

—— 4% (t)

0.8 — V,(t) deslocado em 900 ps
0.64 I | i W

(R O B (I
024 1) (RCATI L ) I
0.04 1 Wl | R i
024 'y N Jr"w‘ ,\ |
O 1 1 LT A 1
-0.6 wh I S
0.8

Amplitude (V)

2.812 2.816 2.820 2.824
Tempo (s)
Figura 73: Séries temporais de V,(t) deslocado em 900us e 4*V,(t-1), mostrando a relagdo entre
o sinal de saida e de entrada no filtro LC.
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Figura 74: Séries temporais de V,(t) deslocado em 900us e 4*V,(t-1), mostrando a relagdo entre
o sinal de saida e de entrada no filtro LC.
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