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RESUMO

Nesta dissertacao obtemos as solucoes das equacgoes de Einstein-Maxwell gerada
por uma fonte constituida por um tubo de matéria, em cujo interior existe um campo
magnético axial, e no exterior, um campo magnético circular. KEstas solugoes sao
particularizadas, de tal modo que o campo magnético externo é tomado como sendo
nulo e o interior é pouco intenso (espago-tempo de Safko-Witten).

Encontramos as solugoes das equacoes de Klein-Gordon e Dirac bem como o desvio
de fase e a amplitude de espalhamento no espaco-tempo de Safko-Witten e mostramos
como essas quantidades dependem da estrutura conica do espaco-tempo exterior ao
tubo de matéria e da geometria do campo gravitacional na regiao interior.

Consideramos um campo escalar com massa, no caso particular em que a solucao
interior nao é levada em conta. Calculamos a energia de ponto zero e mostramos o

efeito da conicidade da geometria do espago-tempo exterior sobre o resultado obtido.

Palavras chaves: espaco-tempo de Safko-Witten, desvio de fase, amplitude de

espalhamento e energia de ponto zero.



ABSTRACT

In this dissertation we obtain the solution of the Einstein-Maxwell equations due to
a tubular matter source with an axial interior magnetic field and a circular exterior
magnetic field. This solution is particularized for the case in which the exterior
magnetic field vanishes (Safko-Witten spacetime).

In this background we find the solution of the Klein-Gordon and Dirac equations
and analyse the problem concerning the scattering. In these situations the dependence
of these quantities with the conicity of the exterior spacetime and on the geometry
of the exterior solution is showed up.

We consider a massive scalar field in this background, but not taking into account
the internal solution and calculate the ground state energy showing up the dependence

of this quantity with the conicity of the geometry exterior spacetime.
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Capitulo 1

Introducao

Existem estudos no contexto de uma possivel unificagao do eletromagnetismo
e da gravitacao, onde sao obtidas solugoes cilindricamente simétricas das equacgoes
de Einstein-Maxwell. Neste caso, os campos eletromagnético e gravitacional sao
fontes da geometria [1]. A distribuicao de matéria e as configuragoes usadas para
o campo eletromagnético fornecem trés possiveis solugoes [2]. Duas configuragoes
possuem correntes axial e angular, percorrendo a distribuicao de matéria, produzindo,
respectivamente, campos magnéticos na direcao angular e na direcao axial. A terceira
configuracao envolve uma distribuicao de carga gerando um campo elétrico radial.
Solucoes analiticas sao possiveis apenas para as duas primeiras, mas nao para a
terceira, para a qual existe apenas um tratamento qualitativo [1]. Safko e Witten
2], [3], analizaram alguns modelos geométricos com as duas configuragoes, nas quais
estao presentes campos magnéticos. Em particular, nesta dissertacao, escolhemos
um modelo geométrico, constituido de um longo cilindro com uma fina camada de
matéria, de raios p; e ps, e tal que p; = ps = pg, onde um campo magnético axial e
um campo magnético angular estao presentes, respectivamente, nas regioes interior e
exterior.

Um espaco-tempo com topologia conica surge quando tomamos o campo
magnético exterior, juntamente com a distribuicao de matéria por unidade de

comprimento, como sendo ambos nulos. Para nossos objetivos, este espacgo-tempo



¢ de fundamental interesse ja que queremos estudar como a topologia afeta alguns
resultados fisicos obtidos aqui, como em problemas relacionados a sistemas quanticos
relativisticos, solucoes das equacoes de Klein-Gordon e Dirac, niveis de energia,
amplitude de esplhamento e a energia de ponto zero.

Assim como a métrica original na regiao exterior ao cilindro de matéria, a métrica
interior é bastante complicada, o que torna dificil sua aplicagao . Contudo, uma boa
aproximacao pode ser feita com o intuito de obtermos bons resultados em alguns
sistemas fisicos analisados nesta dissertacao.

O estudo do comportamento de sistemas quanticos interagindo com campos
gravitacionais remonta ao inicio do século passado [4], quando a generalizacao das
equacoes de Schrodinger e Dirac para espacos-tempos curvos foram discutidos, com a
motivacao de se construir uma teoria que combinasse mecanica quantica e relatividade
geral. Um exemplo desses estudos é o do atomo de hidrogénio interagindo com o
campo gravitacional gerado por um buraco negro de Schwarzschild [5, 6]. Como
consequencia da interagao do atomo de hidrogénio com o espaco-tempo com curvatura,
existe um desvio nos niveis de energia quando comparado com os niveis obtidos no
espago-tempo plano [6], que estd intrinsecamente associado & curvatura do espago-
tempo na localizacao do atomo. Neste sentido, a obtencao de solucoes das equagoes de
Klein-Gordon e Dirac [7]-[9] levando em conta os espagos-tempo interior e exterior,
no caso desta dissertacao, é de fundamental importancia para mostrar como essas
solugbes dependem de aspectos locais (geometria) e globais (topologia), associados a
métrica interior e exterior, repectivamente.

Um outro problema fisico de interesse é o espalhamento “topolégico”de uma
particula teste quantica, colocada em uma geometria conica, que ¢é, portanto,
localmente plana. Um estudo dessa natureza foi feito, primeiramente, por Deser
e Jackiw [10] utilizando a soluc¢ao da equagao de Schrodinger e posteriormente por
Gerbert e Jackiw [11], utilizando solucoes das equagoes de Klein-Gordon e Dirac para
calcular o desvio de fase e a amplitude de espalhamento. Para este fim, foi usada

uma expansao em ondas parciais, adaptado para o fato que nao existe um potencial



no sentido quantico. Esses cdlculos foram realizados em uma geometria conica (veja
também [12, 13]) diferentemente do estudo realizado na presente dissertacao, que
possui um grau de complexidade maior, tendo em vista que estamos considerando
duas diferentes regioes, uma com curvatura e a outra localmente plana. Portanto, o
espalhamento é obtido, aqui, considerando que existe um espaco-tempo descrevendo
o interior. A existéncia dessa estrutura interior afeta o desvio de fase e a amplitude
de espalhamento. Dada a complexidade das solucoes, fomos obrigados a fazer
algumas aproximagoes para que pudéssemos obter uma expressao para a amplitude
de espalhamento.

Complementando nosso estudo, um assunto de grande interesse na fisica moderna
¢ o chamado efeito Casimir. Este efeito, previsto pelo fisico holandés Hendrik B.
G. Casimir, corresponde a existéncia de uma atracao entre duas placas paralelas,
perfeitamente condutoras e eletricamente neutras [14, 15]. A forga atrativa,
macroscopica, ¢ de origem quantica e ja teve sua comprovacao experimental,
sendo considerado um dos grandes triunfos da teoria quantica de campos. Alguns
desenvolvimentos tedricos foram relalizados na investigacao de estruturas divergentes
[16, 17] em espagos-tempo curvos e com condigdes de fronteira impostas aos campos
quanticos [18]-[20].

Esta dissertagao esta organizada da seguinte forma:

No capitulo 2, faremos uma breve revisao sobre a relatividade geral e mecanica
quantica relativistica em espacos planos e curvos. No capitulo 3, obteremos os
elementos de linha, com as respectivas aproximagoes que serao consideras aqui, que
descrevem os espagos-tempo interior e exterior no modelo de Safko-Witten. Em
seguida obteremos as solucoes para as equagoes de Klein-Gordon e Dirac.

No capitulo 4, usaremos as solucoes das equagoes de Klein-Gordon e Dirac para
calcularmos o desvio de fase e a amplitude de espalhamento usando o método de
expansao em ondas parciais. Veremos de que forma a estrutura interna afeta o
resultado em comparacao com o caso sem estrutura.

No capitulo 5 obteremos a energia de ponto zero de um campo escalar massivo

10



no espaco-tempo conico considerado nesta dissertagao. Discutiremos os métodos de
regularizacao e renormalizacao para subtrair a estrutura divergente.

Finalmente, no capitulo 6, apresentaremos as conclusoes e perspectivas.
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Capitulo 2

Mecanica Quantica Relativistica no

Espaco-Tempo Curvo

O objetivo deste capitulo é fazer uma revisao de alguns aspectos mais relevantes
da teoria da relatividade geral e da mecanica quantica relativistica, bem como de sua
generalizacao para espagos-tempo curvos.

A generalizagao da mecanica quantica relativistica para um espago-tempo curvo
qualquer, com métrica g, (pv =0,1,2,3), é desejavel sob diferentes pontos de vista.

Primeiro, essa generalizacao tem importancia no entendimento da influéncia de
campos gravitacionais sobre sistemas quanticos relativisticos. Em segundo lugar,
essa pode nos fornecer uma melhor compreensao a respeito da estrutura da mecanica
quantica, fundamentada em aspectos geométricos e topolégicos.

A estrutura de toda essa revisao serd necessaria para o desenvolvimento de calculos
futuros, envolvendo sistemas quanticos na presenca de campos gravitacionais. Deste
modo, veremos como esta forma de combinar mecanica quantica e relatividade geral

afeta sistemas fisicos.
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2.1 Teoria da Relatividade Geral

A relatividade geral foi formulada por Albert Einstein em 1915 e apresenta uma
nova nocao sobre a natureza do espacgo e tempo. E considerada uma teoria de diffcil
compreensao, primeiramente porque quebra alguns conceitos e nogoes estabelecidos
por Newton no contexto da mecanica classica, e em segundo lugar porque a ferramenta
matematica necessaria para a formulacao da teoria é bastante complexa, quando
comparada com aquela exigida na formulagao da teoria newtoniana da gravitacao.

Einstein, em sua busca para construir uma teoria da gravitacao, foi motivado
por pelo menos cinco principios: principio de Mach, principio da equivaléncia,
principio da covariancia, principio gravitacional do acoplamento minimo e principio
da correspondéncia. Faremos, nos paragrafos seguintes e na ordem em que foram
citados, um breve comentario acerca de cada um desses principios. Em seguida,
usaremos esta abordagem para introduzir as equagoes mais relevantes da teoria.

Resumidamente, o principio de Mach sustenta-se em trés idéias fundamentais. A
primeira é de que a destribuicao de matéria determina a geometria. A segunda idéia
diz que é impossivel falar em geometria em um universo vazio, de forma que se nao
existe matéria, entao, nao existe geometria. E por fim, a terceira idéia refere-se ao fato
de que, somente um corpo presente em um universo vazio, nao possui propriedades
inérciais.

Sabemos que o principio da equivaléncia se aprensenta de duas formas: A chamada
forma fraca, que é baseada em experimentos locais, e a forma forte que é verificada
através de experimentos nao-locais, os quais evidenciam variagoes relevantes no campo
gravitacional. Por questoes praticas, comentaremos apenas a forma fraca do principio
da equivaléncia e deixaremos que o leitor consulte as referéncias sugeridas para mais
detalhes [21]-[23].

Localmente, o principio da equivaléncia diz que nao existem experimentos que
possam distinguir entre um corpo caindo livremente em um campo gravitacional e
um movimento uniforme no espaco, na auséncia de campo gravitacional. Uma outra

versao do principio, mas ainda local, diz que um sistema uniformemente acelerado
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relativamente a um sistema inercial, na relatividade especial, é localmente idéntico a
um sistema em repouso em um campo gravitacional.

O principio da covariancia sustenta-se em dois conceitos bem conhecidos da fisica
Newtoniana: o conceito de que todos os observadores inerciais sao equivalentes e o
conceito de que todas as equagoes da fisica devem ser escritas em um formalismo
tal que ela seja covariante por tranformacoes de coordenadas. No entando, com a
eleboracao da relatividade geral, estes conceitos se tornaram mais gerais de forma
que, agora, todos os observadores (inerciais ou nao) sao equivalentes, sendo que as
equacoes da fisica devem apresentar-se na forma tensorial, permanecendo covariantes
por transformacoes gerais de coordenadas.

O principio gravitacional do acoplamento minimo nos diz como obter equagoes
de campo na relatividade geral a partir das equagoes que sao conhecidas na
relatividade especial. Entao, devemos entender que nenhum termo sera adicionado
desnecessariamente na transicao da relatividade especial para a relatividade geral.

Por exemplo, a lei de conservacao:

9,T" =0, (2.1)

na sua transicao para a relatividade geral, pode ser escrita nas seguintes formas:

vV, T =0, (2.2)

V. T+ g"’ Ry VTP =0, (2.3)

14

em que o tensor de Riemann R,

= 0 na relatividade especial e V,, ¢é a derivada

covariante definida por,

VP = 9V TV,

V.V, = 9.V, -7 V" (2.4)

Porém, o principio do acoplamento minimo nos diz para escolhermos a equagao (2.2).
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O principio da correspondéncia estabelece que qualquer nova teoria deve ser
consistente com outra teoria anteriormente estabelecida. Desta forma, a relatividade
geral deve concordar nao s6 com a relatividade especial na auséncia de gravitacao,
como também com a teoria da gravitacao Newtoniana no limite de campos
gravitacionais fracos e baixas velocidades.

Tendo em mente as principais idéias que conduziram FEinstein a formulacao da
relatividade geral, podemos revisar agora o formalismo matemaéatico no qual a teoria
se sustenta.

Por definicao, espaco e tempo na relatividade geral sao representados por uma
variedade Riemanniana quadri-dimensional dotada de uma conexao métrica afim e
um tensor métrico g,,. Este tensor métrico deve ser nao-singular, com assinatura —2,

e de acordo com o principio do acoplamento minimo, deve satisfazer:
ngyﬁ =0. (2.5)

E ainda, de acordo com o principio da equivaléncia, existem classes de curvas
privilegiadas, as quais sao denominadas de geodésicas. Desta forma, particulas livres
viajam ao longo de geodésicas tipo-tempo e raios de luz viajam ao longo de geodésicas
tipo-nula. Sendo assim, uma particula viajando em uma geodésica tipo-tempo tera

seu parametro de medida 7, chamado de tempo-préprio, definido por:
dr* = g, datdx". (2.6)

A equacao da geodésica parametrizada com um parametro afim 7 é dada por,
BPar, dx¥ da

_l_
dr? vBodr dr

=0, (2.7)

em que Ffjﬁ é a conexao métrica afim. Para a relatividade geral, temos que esta
conexao ¢ igual aos simbolos de Christoffel, o que torna a conexao, uma conexao

métrica dada por:

1
Lup = 59""(0ugos + Op9p0 — Opgup)- (2.8)

Como consequéncia da relagao acima, temos que a conexao métrica deve ser
simétrica, ou seja:

I, =T (2.9)

v
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O tensor de Riemann, o qual esta diretamente ligado ao desvio geodésico ou

curvatura do espacgo-tempo, é definido por:

RI—L

vaS

em que Fffﬂ é a conexao métrica dada por (2.8). Note que o tensor de Riemann acima
depende da métrica e sua primeira e segunda derivada. Dentre outras propriedades
de simetria, é um tensor anti-simétrico na troca dos dois tltimos pares de indices e
simétrico pela troca de indices em cada par.

Através do tensor de Riemann podemos definir o tensor de Ricci, fundamental

para as equagoes de campo de Einstein, da seguinte forma:

R = R0y, = 9°° Rojan, (2.11)

o qual é simétrico.
Uma contragao do tensor de Ricci fornecerd o escalar de curvatura ou escalar de
Ricci,
R=g¢"R,,. (2.12)
O tensor de Ricci e o escalar de curvatura podem ser usados para definir o tensor
de Einstein,
1

G/.Ll/ = R,LLI/ - §guuR7 (213)

o qual também é simétrico e satisfaz a relacao,
V,G"" = 0. (2.14)

Note que, o fato de o tensor de Riemann ser definido em termos da métrica e
suas primeira e segunda derivadas nos lembra as equacoes de campo da gravitagao de
Newton, as quais sao dadas em termos da segunda derivada do potencial gravitacional.
Sendo assim, é razoavel esperar que as equacgoes de campo da relatividade geral
envolvam o tensor de Riemann. De fato, podemos imaginar a métrica como sendo
o potencial gravitacional da teoria Einsteiniana e a conexao afim como sendo a

“forca” gravitacional.
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A equivaléncia entre massa e energia da relatividade especial, sugere que todas
as formas de energia atuam como fontes para o campo gravitacional. Neste sentido,
tomaremos o tensor energia-momento 7" como fonte nas equagoes de campo da
relatividade geral. Entao, como vimos, pelo principio do acoplamento minimo, temos
a conservagao do tensor energia-momento dado por (2.2).

A equagao (2.2) junto com a equagao (2.14) sugerem que o tensor energia-momento

e o tensor de Einstein sao proporcionais. Ou seja,
G" = kT, (2.15)

em que k é uma constante de proporcionalidade. Perceba que a equacao acima esta
diretamente relacionada com o principio de Mach, o qual afirma que a matéria (7"")
determina a geometria (G*). A constate xk pode ser determinada pelo principio da
correspondeéncia, ja que as equagoes de campo da relatividade geral devem reduzir-se

a equacao de Poisson no limite de campos fracos. Desta forma, x sera dado por:
K=—"), (2.16)

e, portanto, teremos que as equagoes de campo da relatividade geral serao dadas por:

,  8nG
GH = c4 ", (2.17)
No véacuo, T = 0 e entao teremos:
1
R,u,l/ — §g#VR = 0.

Levantando o indice p na equagao acima e em seguida contraindo com v teremos

R = 0. Portanto, no vacuo, teremos:

R,, =0. (2.18)

2.2 Mecanica Quantica Relativistica

A descricao de fenomenos em altas energias requer a investigacao de equagoes

relativisticas. Ou seja, equagoes que sejam invariantes por transformagoes de Lorentz.

17



A transicao de uma descri¢ao nao-relativistica para uma descricao relativistica implica
na mudanga de varios conceitos da teoria nao-relativistica. Este serd o assunto de

revisao desta secao.

2.2.1 A equacgao de Klein-Gordon

Sabemos da mecanica quantica usual que a equacao de Schrodinger é dada por,

v

iy =HV. (2.19)

em que H é o operador hamiltoniano dado por,

H = f)—z + V(r), (2.20)
2m
e
p=—1iV, (2.21)

é o operador momento linear. Para obtermos uma equacao de onda relativistica,

consideraremos a relacao relativistica envolvendo energia e momento, ou seja:
p*=(E,B) e p,=(-FE P) (2.22)
Desta forma, podemos obter a relacao invariante:
pip, = —E? + p* = —m?, (2.23)

em que m € a massa de repouso da particula. Deste modo, substituindo os operadores
momento (2.21) e energia

E=i— (2.24)

na equacao (2.23) e em seguida aplicando o operador resultante a uma funcao ¢(z),

teremos a equagao:

(O—-m*Ho(x) =0, (2.25)

em que O = 9,0, é o operador D’Alembertiano e n® é a métrica de Minkowski.
A relagao (2.25) é conhecida como equagao de Klein-Gordon e descreve apenas o

movimento de particulas escalares com spin zero.
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A generalizagao da equacao de Klein-Gordon para espagos curvos ¢é feita pela
substituicio do tensor métrico no espaco plano n% pelo tensor métrico no espaco
curvo g" e também pela substituicao da derivada parcial 9, pela derivada covariante

V, dada por (2.4). Desta forma teremos,
(gw/vuvu - m2)¢(x) = 07 (226>

em que o operador D’Alembertiano generalizado pode ser escrito como:

o
V=3

em que g ¢ o determinate do tensor métrico g,,. Portanto,

0=g"V,V, = Ou(v/=99""0y), (2.27)

V%—gmﬁgwau) — 2| é(x) =0, (2.28)

¢ a equacao de Klein-Gordon no espaco curvo, na auséncia de potenciais

eletromagnéticos e com acoplamento minimo [24]-[26].

2.2.2 A equacgao de Dirac

Uma equagao relativistica linear tanto na derivada temporal como nas derivadas
espaciais foi proposta por Dirac em 1926. Tal equagao resulta da seguinte
hamiltoniana [24],

H = a;p' + fm (i=1,2,3), (2.29)

em que «; e [ sao coeficientes constantes, na realidade, matrizes constantes. Para que
. . . ~ -2 .
a hamiltoniana (2.29) esteja de acordo com a relagao E* = p~ +m?, esses coeficientes

devem satisfazer as seguintes relagoes [27]:
O[iOéj + OéjOéi = 251']',
O‘iﬁ + 60575 = 07
2 _
5% = 1. (2.30)
Os coeficientes mencionados acima sao hermitianos e possuem traco nulo. Deste
modo, como as matrizes de spin de Pauli possuem as mesmas caracteristicas, podemos
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fazer a seguinte escolha para os coeficientes «; e f3:

0 oy 1 0
;= , 8= , (2.31)
em que,
0 1 0 — 10
01 = y 09 = 5 03 = > (232)
10 t 0

sao as matrizes de Pauli. Com essas definicoes podemos reescrever os coeficientes em
(2.30) da seguinte forma:

=8, 1% = Bas, (2:33)

em que teremos agora,

(2.34)

Esses novos coeficientes também satisfazem as relagoes (2.30). Ou seja,

{V(Q)a 7(b)} = 277ab (aa b= 0,1,2, 3>’ (2'35)

em que 7% ¢é a métrica de Minkowski.

Agora, da equagao de autovalor:

Hy = By

teremos, ultilizando os operadores energia e momento, que:

(—ic; 0" + Bm) = i%—@f.

Multiplicando a direita, ambos os lados da equagao acima por (—f) teremos:
(iBc; 0" +i0y — m)yY =0

e portanto, a equacao de Dirac podera ser escrita na forma:

(700 — m)ip(w) =

0, (2.36)
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em que os 7(’s sio dados pelas relacoes (2.34) e m é a massa de repouso da particula.
Por outro lado, a equacao de Dirac escrita em um espago-tempo curvo descrito

por uma métrica g,,, na auséncia de campo eletromagnético, é dada por:

i7" (2)(0 = Tu()) — mf(z) = 0, (2.37)

em que os y*’s sao as matrizes de Dirac generalizadas, as quais satisfazem as relagoes

de anti-comutacao:
{(7"(2), 7" (@)} = 29" (), (2.38)
onde I', sao as conexoes espinoriais afim, que podem ser expressas em termos das

tetradas e"(a) e das matrizes de Dirac usuais 7(® da seguinte forma:
Lu(z) = ——7(“)7(1’)61’((1)(0”6(;,)” — I, ew)0)- (2.39)

As matrizes de Dirac generalizadas estao conectadas com as matrizes de Dirac no

espago plano através das tetradas,

V() = &y (2], (2.40)

N"ely (@)ey (@) = g (x), (2.41)

sendo que u,v = 0,1, 2,3 sao indices do espago curvo e a,b =0, 1,2, 3 sao indices do
espaco plano.

A corrente associada a particula espinorial é dada pela expressao,

() = ¥(x)y"(2)y (). (2.42)

Usando a decomposicao de Gordon, podemos reescrever a equacao acima como?,

L L
@) = o000 ) + 5=g™ b 0, ¥+ =0 {079+ [ 0T} o

—ﬁlﬁ [V Tu, "] 9, (2.43)

em que § 9, ¥ = O, — (B,).

Para ver a deducio desta decomposicao, veja apéndice A (secao A.6).
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Capitulo 3

O espaco-tempo

Modelos de fontes que correspondem a solugoes estaticas, cilindricamente
simétricas das equagoes de campo combinadas de Einstein-Maxwell sao bem
conhecidas. Esses modelos de fontes consistem de distribuigoes de matéria na presenca
de campos elétricos e magnéticos. A corrente elétrica na fonte da origem ao campo
magnético, enquanto a distribuicao de carga, na mesma fonte, da origem ao compo
elétrico. Neste contexto, os campos gerados pela matéria e as distribuicoes de carga
e corrente sao fontes de campo gravitacional. Se nos retringirmos a existéncia de
cargas puntiformes, correntes e matéria como fontes de gravitacao, trés configuragoes
distintas de solugoes serao possiveis para a geometria, a saber, aquela produzida
por uma corrente axial, que gera um campo magnético cujas linhas sao circulos no
plano perpendicular ao eixo; uma corrente angular produzindo um campo magnético
paralelo ao eixo e uma distribuicao de carga produzindo um campo elétrico radial.
Existe solucao geral para as duas primeiras e um tratamento qualitativo dos campos
para a terceira. Neste capitulo, calcularemos a solugao geral para as duas primeiras
configuracoes considerando um modelo geométrico constituido de uma fina camada
de matéria de raios p; e py, com ps > p;. Em seguida, encontraremos as solugoes das
equagoes de Klein-Gordon e Dirac levando em consideracao certas restrigoes sobre
as métricas. E por fim, exibiremos as correntes espinorias associadas a tais espacos-

tempo.
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3.1 Solucao Geral

Considere, entao, o problema de uma longa camada cilindrica, de raios p; e pa,
sendo uma camada de matéria infinitesimalmente fina e com densidade de massa fixa
ao longo de seu comprimento. Diferentemente da abordagem utilizada originalmente
por Safko-Witten [1], usaremos diretamente as equagoes de campo de Einstein para
o calculo das métricas das duas primeiras configuracoes ja descritas. A forma mais

geral do elemento de linha estatico com simetria cilindrica é dada por,

ds® = —e21P)=200) (qg® — dp?) + pPe~ 2P + 2P0 g2

—00 < t < 00, 0 <y <2, —00 < 2 < 00. (3.1)

O tensor energia-momento associado a um campo eletromagnético na presenca de um

campo gravitacional, cuja geometria é descrita por g,,, ¢ dado por:
v A v 1 v oA
™ = — (| FF'FY + Zg“ F,\F : (3.2)

Substituindo o tensor eletromagnético (veja apéndice A) e a métrica (3.1) na equagao

acima, teremos que:

Toy = 62(7(/))—1#(/)))(1;2_1_322)’

Ty, = —0W—ve) (g2 _ E; — BY),
Ty — —p%w(p)(Ej — E? - B?),
Ty = —eXWHule)(p2 _ 2 _ EY), (3.3)

onde E? = E? —i—Eg. As componentes nao-nulas do tensor de Ricci sdo expressas por':

Yo | 7,
Ry = Vpp_wpp_?p‘i‘;p_"'}/pﬂp_wp,upa

Vp 7
Ry = _(/ypp_djpp—f_z,é/}f)_?p_?p+3ﬂp¢p+ﬂi+#pp_,yp”p )
¥y [o
Ry = —<———@/} + = = Vphtp |
P T, plp
R - % 2 He 3.4
33 = ¢pp+p+#pp+ﬂp+w0ﬂp+p ) ()

L As conexoes sao dadas no apéndice A, secao A.2.
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em que o indice p em u, v, ¥ indica derivada em relacao a esta coordenada. Para o

escalar de curvatura teremos,

Hp

_ (0
R = _262(¢(P) v(p)) <fypp _ ¢pp + ¢pﬂp + 1/13 + Mi + Lop + ? _ ?‘0

(3.5)

Pelas equagoes de Einstein dadas em (2.17), podemos encontrar as equagoes para

v(p), ¥(p) e u(p). Deste forma, teremos as seguintes equagoes:

Fp

Bgez(w(p)—zb(p)) _ + Yoltp — 20ppt, — @/}3 - 'ul27 ~ Hpp = 75
P
P p p
_3362(7(,0)*1#(,0)) = =Yy, — wﬁ — ui — Hpp = Tpps
. 29
3262(7(,0) ¥(p)) — QQ/Jpp + 7’0 — Ypp — ¢Z’

(3.6)

em que, devido a configuragao do problema, F, = I, = £, = 0. Do conjunto de

equacoes acima poderemos extrair as seguintes equagoes:

2 2
0 = fpp+ 15+ %,
v 2 K
0 = Yoo szpp_?p"{'wp‘l',up?vbp_?pa
21 gl 7
0 = Yop—2¢p —r - 2up0, + - + Voltp + =~
P P P
A solucao geral para a primeira das equacoes acima é,
1 N 1
Hp = —— :
. p (p+po)
Substituindo (3.8) na dltima equacao em (3.7), teremos:
2¢p Yo 1 1

0=, — 20, — + T -
o o (p+po) (p+po) plp+po) PP

A solucao geral para a equacao acima é dada por,

02

1
=2y — -
8 " p (p+po)
em que ¢ é uma constante arbitraria.
Substituindo (3.8) e (3.9) na segunda equagao em (3.7) teremos,

1 9 2 1 9
0= -z 2 _ _ el
f”+f((p+po) p) +f rm? pptm) 2
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em que f =1,. A equagao acima é uma equagao generalizada de Ricatti cuja solucao

geral é dada por,

c _ —2c cp o
(p+po) +1=k(p+po) [(p-l—ﬂo) 1}
L+ k(p+ po)—>

Vp = : (3.11)

onde k é uma constante arbitraria. Integrando as equagoes (3.8), (3.9) e (3.11), temos:

= et

p
1= {(ot )"+t ) T f 4,
T ln{(p + po)[L + k(p+ po)_zc]Qp} +q, (3.12)

sendo n, p e ¢ constantes arbitrarias. Substituindo (3.12) em (3.1), temos:

d82 — _(p+p0>2c2+2c[1 + k(p+p0)—2c]262p—2q(dt2 o dp2),
+(p + po) 2L+ K(p + po) 7> Pedy?,

+(p+ po)? T2 + k(p + po) 2] 2e2T2d2. (3.13)

em que pg = —% ¢ uma constante arbitréria.
Da mesma forma como antes, as componentes do tensor energia-momento
associado a um campo magnético angular gerado por uma corrente axial é dado
por,
Too = 62(“7(17)*#)(,0))337
Ty = _62(7(0)—111@))35’

Tyy = e—w(p)Bw

Ty — _62(u(p)+¢(ﬂ))B§. (3.14)

Usando as equagoes (3.4), (3.5) e (3.14) nas equagoes de Einstein temos o seguinte

conjunto de equagoes,

3562(7(,0)*1&@)) — % + Ypllp — 20ty — wz _ “2 — pp — %’
_3562(7(0)—111@)) — ¢§ _ % + 200y — Yol — %,

3562(7(/))*1&(;’)) = —2,u, — ¢3 — '“i — Uop = Vops
_3562(7(/))*1&(,0)) = 2, + QT%P — Ypp — wi' (3.15)
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Do conjunto de equagoes acima podemos obter as seguintes equagoes,

24
¥ 7
0 = 7pp_wpp__p+wi+wpﬂp__pa
P P
Vp o

0 = Y+ " + Yoblp — — (3.16)

P
A solugao geral para a primeira das equagoes acima é dado por (3.8). Para a terceira
equacao teremos,

1 0—1

Yo = —

P + m, (317)

em que ¢ é uma constante arbitrdria. Substituindo (3.8) e (3.17) na segunda equagao

em (3.16), teremos:

21\ L, b1 (I
fp+f(p p+po> f+(p+po)2+p(p+po) " (3.18)

em que f = 1,. A equacdo (3.18) é uma equacao generalizada de Ricatti e tem

solugao geral dada por,

B s o) e )
T Rt 2] (319)

em que k é uma contante arbitraria. Integrando (3.17) e (3.19), obtemos:

v =1Inp+ (6 = 1)n(p + po) + a,

I plp+po)"°
(p+ po)l(p+ p0)>Y? + K]

+ 0, (3.20)

em que a e b sdo contantes arbitrarias. Substituindo (3.8) e (3.20) na equagao (3.1)

obtemos o seguinte elemento de linha:

ds* = — (p+po)* Y(p+ po)*° + K2V (At — dp?),

+ (04002 (p + po)? + kPePdy?,
(p+ [)0)2\/3

2(n+b) 7.2
[(p+p0>2\/5+/{]26 dz*. (3.21)

Nesta dissertacao estamos interessados em trabalhar com a métrica (3.21) no limite

em que [2, 3], Kk = 0 = 0. Este caso limite torna-se necessario por um lado devido
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a grande dificuldade de se trabalhar com esta métrica. Um exemplo disto é quando
tentamos resolver a equacao de Klein-Gordon ou a equacao de Dirac. Infelizmente
para estas equagoes, levando em consideragao a métrica (3.21), nao é possivel obter
solucoes analiticas. Por outro lado estamos interessados em trabalhar com uma
métrica com topologia conica, e essa simplificacdo que consiste em fazer Kk = § = 0,
nos permite obter a estrutura desejada. Entao, o caso limite j4 mencionado fornecera
a métrica, cuja secao t = z = constante é conica e é dada pelo seguinte elemento de
linha:

ds® = —V2(dt* — dp®) + p*d® + dz”, (3.22)

em que escolhemos py = b =n = 0. O déficit angular devido a conicidade do espago-
tempo é igual a v = e®.

Uma outra situagao a ser destacada é a da métrica (3.13). No modelo geométrico
com que trabalhamos, escolnemos ¢ = —1 nesta métrica. Esta escolha nos fornecera

a seguinte métrica nao-singular na origem [2], e valida na regiao 0 < p < p:
ds® = —(1 + kp*)2e21(dt* — dp?) + p*(1 + kp*) 2e 21d* + (1 + kp®)?e?%dz?, (3.23)

em que fizemos p = n = pyg = 0. Mais adiante veremos ainda que precisaremos
fazer a aproximacao kp? << 1, para que possamos ter solucoes para as equacoes de
Klein-Gordon e Dirac, na regiao cuja geometria é descrita por (3.23).

No modelo geométrico que estamos considerando, que consiste de um tubo de
matéria de raios p; e ps e parede muito fina (py = pp), admitiremos que o espago-
tempo que descreve o interior desta geometria é dado pela métrica (3.23). O espago-
tempo que descreve o exterior é dado pela métrica (3.22). Em um modelo mais realista
existe uma métrica que descreve o espago-tempo no tubo de matéria entre p; e ps.
Porém, neste trabalho consideraremos essa camada de matéria tal que p, — p; =~ 0,
de modo a simplificar os cdlculos. Assim procedendo, teremos o resultado qualitativo

que nos interessa.
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3.2 Solugoes da equacao de Klein-Gordon

Com o objetivo de estudar o comportamento de particulas escalares, iremos
resolver a equacao de Klein-Gordon nas geometrias descritas pelas métricas (3.22)
e (3.23), que correspondem as solugoes externa [7] e interna ao tubo de matéria,
respectivamente. Desta forma, devido a simetria do problema, uma vez que o tubo
¢ infinitamente longo, consideraremos a particula livre na direcao z, e portanto, a
andlise efetiva do comportamento da particula restringe-se ao plano (p — ¢). Entao,

substituindo a métrica externa (3.22) em (2.28), teremos:

1
gttatat¢ + \/—__gap[,/—ggppapgﬁ] + gwwa¢8@¢ o m2¢ —0.

Podemos usar o seguinte Anzatz na equacao acima,
o(z) = e P R(p), (3.24)

o que resultard na seguinte equacao diferencial para R(p):

&R 1dR 2
+(w - L)R=0, (3.25)

4 pdp
em que w? = B — M? M = vm e v = vn. A solucio geral para a equacao acima é
dada por,

Rewt(p) = AJy(wp) + BN, (wp), (3.26)

em que A e B sao constantes arbitrarias e J,(wp) e N, (wp) s@o as funcoes de Bessel

de primeira e segunda espécies, respectivamente. Portanto, teremos:
Gest(x) = P (AT (0p) + BN, (wp)). (3.27)

Seguindo o mesmo procedimento, teremos para a métrica interna a seguinte

equacao diferencial,

d*R 1dR
T g U L RA (k) R =0, (3.28)

em que agora, M = e 9m. Infelizmente, a equacao acima nao apresenta solucao

exata. Contudo, como dissemos antes, podemos fazer a aproximacao kp? << 1. Com
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esta aproximacao, obteremos a seguinte equacgao diferencial:

>R 1dR
P + S + [w? — 4kn® — 2kM?p* — n*p?]R = 0, (3.29)

em que w? = E? — M?. A solucao geral, nao-singular, para a equacao acima é:

C w? —4kn?® n
A = —M, | ————, =, V2kMp? :
Rznt(p) p n ( 8]{3M2 ) 27 P ) ) (3 30)

em que M, (B, u, p) é a fungdo Whittaker e C' é uma constante arbitraria. A equacao

(3.30) também pode ser escrita da seguinte forma (veja apéndice B):

7\
Rin(p) = DExp o p"F(p), (3.31)
em que,
1

F(p)lel (§+M—B,2M+1,Tp2) , (332)
¢ a funcao hipergeométrica degenerada e D = 4/ (V2EM)""1C, p = %, B = “’28;;\14]“2"2,
7T =+V2kM. Teremos, entao, que:

e, w? — 4kn? n?
_ —iBt in / 2

Devemos agora impor condi¢oes de continuidade as solugdes (3.26) e (3.30) e
as suas primeiras derivadas em p; = py = pg, pois estamos considerando a casca
cilindrica extremamente fina, de modo que podemos desprezar o campo gravitacional

em seu interior. Entao?,

Rint(po) = Reat(po), (3.34)
d d
d—pRmt(Po) = d—pRem(/)o)~ (3.35)

Assim, teremos as seguintes equagoes,
A, (wpo) + BNy (wpo) = Gulpo), (3.36)

AT (wpo) + BN (wpo) = G (po), (3.37)

2Veja que, agora, estamos adotando a letra py para delimitar uma fronteira, diferentemente do

caso em que a usamos como sendo uma constante arbitraria pg = —%.
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em que G, (po) = Rext(po). A solucdo para o sistema é dada por,

_ Né(wﬂo)Gn(Po) — Ny (wpo)Gr(po)
Jy(wpo) N (wpo) — JL (wpo) Ny (wpo)

(3.38)

_ Iy (wpo) G (po) — J»;(WPO)Gn(PO)
Jy(wpo) N (wpo) — J.(wpo) Ny (wpo)’

(3.39)

em que a “linha”’indica a derivada com relacao a p. Vale a pena chamar a atengao
para o fato de que os coeficientes A e B carregam informacoes sobre a estrutura do
espago-tempo interior ao tubo de matéria. Portanto, a solu¢ao na regiao exterior ao
tubo de matéria é dada pela equagao (3.27), com os coeficientes A e B dados por

(3.38) e (3.39), respectivamente.

3.3 Solucgoes da equacao de Dirac

Resolveremos, agora, a equacao de Dirac levando em consideragao as métricas
(3.22) e (3.23). Entao, primeiramente, iremos considerar para a métrica (3.22), o

seguinte conjunto de tétradas [8]:
e 0 0

0
0 e %cosp e ?*sing 0 (3.40)
0

0 —plsing plcosy

0 0 0 1

As matrizes de Dirac no espaco curvo e as matrizes de Dirac no espaco plano estao

relacionadas de acordo com a relagao (2.40). Ou seja,

P = e,
7= e,
v o= p ¥,
A= ) (3.41)
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em que,

~(P) cose singp 0 A
(2 0 0 1 73

Desta forma, a equacao de Dirac (2.37) na regiao exterior é dada por,

(1-e)

{ie‘“v(o)(?t + iy e, — 5
p

} N %W’)ap _ m} W(p)=0,  (3.43)

em que Y*I'), = —zip(l — e %)) (veja apéndice A).

Antes de resolvermos a equacao acima, devemos ter em mente uma questao
importante a respeito de como procederemos. Desta forma, devemos lembrar que para
termos solucoes nas variaveis z e ¢ que sao auto-estados simultaneos da hamiltoniana
(2.29) e do operador momento angular total J, = —id,, + %Ez, as seguintes relagoes
devem ser verificadas; [H, p,| = [H,J.] = 0. De fato, este comutador é nulo tanto
levando em consideragao a métrica interna como levando em consideragao a métrica

externa (veja apéndice A). Sendo assim, podemos lan¢ar mao do seguinte Anzatz,

fi(p)
—i et .
U(z) = 2() e~ iEteile (3.44)
f3(p)
—ifa(p)e’?
em que [ = n — % Substituindo a equagao acima em (3.43), teremos as seguintes
equagoes diferenciais:
dfl ll df2 l2
JL eaf — LRy ) =2 4 2, = ¢*—F 3.45
0 pe fi=(me" + E) fs, dp + pe fo = (me )1 (3.45)

em que [ = (e"n — 3) e ly = (¢"n + 3). Desta forma teremos,

f,  1df, , (e"n— %)2

-z 27 = 4
e - o - (w p fi=0, (3.46)
A’ fy  1dfy , (e"n+ %)2

222 27 =0 3.47
dp?>  pdp (w P2 J2 =0, (347)
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em que w = vV E? — e?*m?2. As solugbes para as equacoes acima sao dadas por,

fl(p) - Al‘]e“n—%( v E2 - 62am2p) + BlNean—%( v E2 - 62am2p)>
fop) = Aoy s (VE? = imip) + ByNy o (VER — Bomp), (348

em que Ay, By, Ay e By sdo constantes arbitrarias e Jean_%(wp) e Nean_%(wp) sao as
fungoes de Bessel de primeira e segunda espécies. As componentes de (3.44) estao
relacionadas da seguinte forma,

(E + me?)

mf:a(ﬂ)» fa(p) = fa(p). (3.49)

fi(p) =

Podemos calcular, também, a corrente espinorial associada a métrica exterior, cuja
a expressao é dada pela equacao (2.43). Neste caso teremos as seguintes quantidades

nao-nulas [7],

010—%[71770} = e 2yl ),
o =[] = Sy,
030:%[73,70} = ie” O, (3.50)
2L = )0
s e
v 7
o =5[] = %[7(3)7(“’)}, (3.51)
v 0 2" (0 0)
[07"7°] = ==,
REV epa(l—e‘“)v(%(p), (3.52)
1
[0.7",7%] = 3 h(f>)7fy(go)}7
1
077 = ZA-e) AT,
1
[T, 7?] = —5al =) [, 4],
[V Tv’] = —%(1—6‘1) [v*,7¥]. (3.53)



Portanto, substituindo as relagoes acima em (3.44) teremos:

jo - v.f)+jgonv7

jl = _atPP + (V X M)P + jclom)a

. - e’ —1 .

jw = _at+(VXM)SD+ ( P >MZ+jfonv7

P = 9P+ (VxM),+j2 . (3.54)

em que j° = j', j1 = 4§, j9 = pj?, 72 = 5. As quantidades f’, M e gk .. sao dadas

por,

-0 _ i 00,7, g
]con'u - 2 g ¢ 0 w7
m

1 Lo F
Jeonv = 5,9 Y 01 Y,
2 U9 F
Jeonw = 5,9 ) Oy,
3 U g3 7 &
Jeonv = %g w a3 1/}7 (355)
P, o= 2000y,
P 2m )
i,
P, = %6 Py Oy,
i
P, = %6 ¢7(0)7(3)¢7 (3-56)
i
M, = R¢ (), 3] 4,
e %
M, = mw [+, 4] o,
e -

que correspondem, respectivamente, a corrente convectiva, a polarizacao e a
magnetizagao.

Agora, iremos resolver a equagao de Dirac no espago-tempo dado pela métrica
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(3.23). Para isto, iremos escolher o seguinte conjunto de tétradas,

(1+ rp?)~ted 0 0 0
. 0 (1+rp*)telcosp  (1+kp?)telsing 0
Y@~ 0 —(1+ rp?)p~telsing (1+ Kkp?)p~telcosp 0
0 0 0 (1+kp*)~te?
(3.58)

Neste caso, as matrizes generalizadas de Dirac sao relacionadas com as matrizes de

Dirac no espago-tempo plano pelas seguintes equacoes:

7= (L wp?) e = (1= kp?)ein ),
U= (14 kp?) ety ) 22 (1 — kp?)ety ),
= (L4 rp)elp—1719),

o= (4w ey = (1= kp?)eiy), (3.59)

em que 7?) e v(¥) sdo dados por (3.42). Desta forma, usando o Anzatz (3.44), a

equagao de Dirac na regiao interior pode ser escrita na forma,
(14 kp?) ety OE +i(1+ kp?) ety )0, +i(1 4 kp?)p~'ely?d, — mjyp = 0. (3.60)
Multiplicando ambos os lados por (1 + kp?)e™9, teremos:
VOE +in 00, +i(1+ kp*)?p~ 1490, — (1 + kp®)e Im]y = 0, (3.61)

em que v*I', = 0, na aproximacao considerada (veja apéndice A). Portanto, teremos

as seguintes equagoes:

C;_J; — 11+ kp?)?p  fL = [M(l + kp?) + E] f2,
C;_f; + 11+ rp*)p " fo=[M(1+rp*) — E| f1, (3.62)

em que M = e~9m. Entao, desacoplando as equagoes dadas em (3.62), obteremos as
seguintes equacoes diferenciais:

d? fy
dp?

dfy

i + [\ = Pp % = 2M%kp?) f1 = 0, (3.63)

+ [p7 + 200p]
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& f

d
Tl 42000 L po— () 2R 0. (369)
dp?

dp

A solugao geral, regular na origem, para as equagcoes acima sao:

; Cl (03] )\1 — 20&1 l

int(,) — ZLEx <—— 2) M oMk 4 a2p?] 3.65

1" (p) P P 5 4 NG 04% B P ( )
; Cg 0%) )\2 - 20(2 (l + 1)
int( ) = Z2Fx (—— 2) M , J2M2E 4 a2p?| . (366
2" (p) S (=5 INOTE sl 2P (3.66)

em que C; e Cy sado constantes arbitrarias e M;(8, i, p) é a funcdo de Whittaker. As

constantes a, ao, A\ e Ay sao dadas por,

kE
ap = (E—i—M)’
kE
2= E-M)
Moo= —4kl(1+1) — 204l + (E* — M?),

N = 2k(I+1) — 2K[21% — (51 4+ 1)] + (E* — M?). (3.67)

(E— M)
Lembrando ainda que [ = n— 3, as solugdes (3.65) e (3.66) podem ser reescritas como

(veja apéndice B),

; ap+ T
#0) = Dip (- ) (3.69)
in 9y + T
2" (p) = DoExp <_< 2 2—2)/)2) P Fy(p), (3.69)
em que,
1
Fi(p) =1 F1(§+M1—51,(l+1),71/)2), (3.70)
1
Fy(p) =1 F1(§+M2—52,(l+2),72/)2), (3.71)

sao fungoes hipergeométricas degeneradas. As constantes (1, B2, i1, M2, T4 € Ty SA0
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dadas por,

B . )\1—2051
WYV
B . >\2—2042
SVNCTVE
l
H1 = 57
[+1
- 4D
T = \/2M2l€+04%,
T o= \/2M2k + ol (3.72)

As componentes radiais estao relacionadas da seguinte forma,

[E + M(1+ kp?)]

h=E- M1 EP)

3 J2 = Ja (3.73)

Para o cédlculo da corrente espinorial dada por (2.43), teremos as seguintes

quantidades nao-nulas:

510 — % [’Y ,70} = i(1+ kp?) 2215140,

0% = % (V2] = ip ety 9y,

= % [ 2] = i+ kp?) PP, (3.74)
o2l — % [72771} _ z'p_leQ‘lv(“")v(p),
o3l — % [73771} = (1 + kp?) 2G40,
532 — % [/%,4%] = ipty @) (3.75)

[0,7",7°] ~ —(2kp+p—1)e2 [y O]
[”YV,@/YO} ~ —2kp32‘1 [fy(,0)7,y(0)}7

2)2p 12 [#) 4] | (3.76)

=)
. AN
SN
\Q,_.

Q

[

—
+

T
S

[aV’VV”YZ] ~ —(4k + ,072)€2q [fy(P)’fY(@)] :

[’)/V,au”YQ] ~ A4ke2 h(p)’fy(s&)] ’ (3.77)



[0.7".7%] ~ —(2kp+p7) [+, 4P],

[v,0,7%] ~ —2kp [y, 73], (3.78)
Portanto, substituindo as relagoes acima em (2.43) teremos:

jO (1 _ 2k;p2)v . 13 + 2]{?,028<ppap + jgomﬂ

Q

JU —(1=2kp%) 0P, + (1= 2kp)(V x M),
- %%MZ L L2k, + Jeonw:
j* m —0P,+ (V x M), + 52,
P —(1=2kp?)OP, + (V x M), — 2kp*d,M, + j2 .. (3.79)

em que j° = jt, j1 = j* pj? = j¥ e j3 = j%. Os termos J*  sdao dados pelas relacoes

(3.55), s6 que agora levando em consideracao a métrica interna. As quantidades P e

M sio dadas por,

e _
Py = oy,

P, = £¢7 vy,
_ L 0.3)
P, = Qm@/w v, (3.80)
M, = —?/)[ (3)}
Mg@ = _¢ [7 }7
262q
M, = —w[ ), y19]. (3.81)

As condigoes de continuidade para as solugoes e suas primeiras derivadas (3.48) e

(3.65) e (3.49) e (3.66), sao:

1™ o) = £ (o),
d (int) o d e 5 89
d_pfj (po) = d_pfj (po), (3.82)

em que j = 1,2. Do sistema de equacoes que surge das relacoes acima obtemos,
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73

—J! 1 (wpo) N, 1 (wpo)”

1
2

N, (wpo)Gilpo) — N, (wpo) Gi(po)
)

L heylemGile) — 1y )il -
' J%%(WPO)N' 1 (wpo) — J;,%(WPO)N%%(WPO)’ (383)
e também,
B N;+1(WP0) (a+1)(po) — (WpO)G/(lH)(pO)
2_Jvﬂ(wpo)N’ 1 (wpo) — J %(pr)N 1 (wpo)’
Ty 1 (wpo)G (l+1( 0) — +1(wﬁo)G<Z+1>(Po)
2 I (wpo) (wpo) (WPO)N (wpo)’ (384)

1
+3

em que y = e'n, w = VE? —e?am? e Gz(ﬂo) = flmt)(Po); G(l+1)(,00) = fz(i 1t)(Po)
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Capitulo 4

Espalhamento Quantico no

espaco-tempo de Saftko-Witten

Neste capitulo, trataremos do problema de espalhamento de uma particula teste
no espago-tempo de Safko-Witten [10, 11]. Devemos lembrar, entao, que a regiao
exterior ao tubo de matéria tem topologia conica. A regiao interior nao é localmente
plana, pois, a curvatura é diferente de zero. Assim, esperaremos que o desvio de fase,
bem como a amplitude de espalhamento, carreguem informagoes acerca da estrutura
interna e também da externa. De fato, mostraremos que isto é verdade tanto para
o espalhamento de uma particula escalar como para uma particula espinorial. Para
isto, usaremos o formalismo de ondas parciais levando em consideracao o fato que
nao existe um potencial no sentido usual da mecanica quantica. Na secao seguinte,
faremos uma breve revisao sobre o formalismo de ondas parciais para que em seguida

possamos aplicar esses resultados aos nossos objetivos.

4.1 O formalismo de ondas parciais

O método de ondas parcias é baseado na expansao da fungao ¢(p, #) em termos dos
auto-estados do momento angular. Em mecanica quantica, o fato de que os operadores

A

L e L, comutam com o operador hamiltoniano do sistema fisico considerado, nos diz
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que estados correspondentes a diferentes valores do momento angular tomarao parte,
independentemente, no processo de espalhamento. Portanto, é conveniente escrever a
onda incidente, que descreve a particula incidente, como uma superposicao de ondas
parciais, cada uma correspondendo a diferentes valores do momento angular. Desta
forma, a expansao mencionada deve ser feita de tal modo que satisfaca a condicao

assintotica [28],
1WCOS i W
¢(p> Qp)p—mo e v + \/;f(@)e p’ (41)

em que f(p) é a amplitude de espalhamento. A equagao (4.1) é constituida de
uma onda incidente ¢, = €“°% e de uma onda devido ao espalhamento Gesp =
it

Vamos considerar, agora, uma solugao do tipo (3.27), constituida das fungoes de

Bessel. Ou seja,

S(p,0) = Y caRu(p)e™?, (4.2)

n=—oo

em que R, é uma combinagao das funcoes de Bessel como em (3.26). A expressao

assintética (p — oo) para as funcoes de Bessel sao dadas por [30],

2 nwo
Jn(wp) = | /_wmrcos (w - Z> ,
2 nwto
N, (wp) = 4 /Wsen (wp —5 = Z> . (4.3)

Desta forma, podemos expandir a onda incidente em (4.1) em termos da expressao
(4.2), ja que esta ultima constitue um conjunto completo e ortonormal de auto-

fungoes. Sendo assim,

et = N " d, Ry (p)e™”. (4.4)

n=—oo

Usando as seguintes relagoes,

/ ei”‘Pe_im”dga = 270nm,

—Tr

/ e ?cos(np)dy = i"mJ,(2), (4.5)
0

obtemos de (4.4) a relagao:

dn R (p) = 1" Jp(2). (4.6)
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Portanto, (4.4) serd dada por:

o0

elwpeosy — Z i" T (wp)e™. (4.7)

n=—oo
Por outro lado, também podemos expandir a amplitude de espalhamento em

termos da solucao angular . Ou seja,

flo)= Y foe™. (4.8)

n=—oo

Substituindo (4.7) e (4.8) em (4.1), obteremos:
= ety - n . n
— E - i(wp—7) _1\re—Hwp—7)
¢(p7 gp)p—ﬂ)O R 27Twp[Sne P—y —|—< 1) e P—y ], (49)

em que S, = (1 +1iv2nwf,). Note que o fluxo de ondas incidentes é proporcional a

|(—1)reier D) = 1. (4.10)

O fluxo de ondas espalhadas seré proporcional a
|Speir =D = |5, [2. (4.11)
Pela conservagao do fluxo, teremos que (4.10) e (4.11) devem ser iguais. Ou seja,

|S7L|2 = 1,

1Sl = 1, (4.12)

Da relacao acima, concluimos que o maximo que teremos é uma mudanca na fase da
onda espalhada. Portanto, a funcao de onda para grandes distancias, como resultado
do espalhamento, sofre mudanca apenas na fase da onda espalhada. Sendo assim,

podemos expressar S,, em termos de um parametro real 9,, fazendo a seguinte escolha:
S, = e (4.13)
em que o, ¢ chamado de desvio de fase. Desta forma, teremos:

¥ = 14/ —2nwf,,
1 2i6
n = —(e"" —1). 4.14
fo = (0 ) (4.14)
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Da relagao (4.8) obtemos,

flo)y= > \/%(e% —1)e™e, (4.15)

n=—0oo

Comparando as equagoes (4.2) e (4.9) no limite assintético (p — 0o) temos,
_m _i0n
Cp = 1"e"n. (4.16)
Portanto, substituindo (4.16) em (4.2), temos:

Slp,p) = D "¢ Ru(p)e™,

n=—0oo
o0

= ) ¢OTEIR, (p)ene. (4.17)

n=—oo

A equagao acima, no limite assintético considerado, obedece a (4.1).

4.2 Espalhamento escalar no espaco-tempo de

Safko-Witten

Diferentemente da mecanica quantica nao-relativistica, o problema de
espalhamento em um certo campo gravitacional nao envolve um potencial do tipo
usual. Contudo, existe uma formulagao de espalhamento quantico associado a uma
simetria planar, o qual pode ser aplicado a um espaco-tempo com topologia conica

[10, 11]. Entdo, convenientemente, podemos reescrever a solugao (3.26) da seguinte

forma,
Realp) = (=1)"%" (A (wp) + BNy (wp)).
— (=)™ Ry (wp). (4.18)
Desta forma, escolhendo A = cosb,, e B = —senb,,, temos:
By () = (cosby T (wp) — senby Niy (wp)) (4.19)
Entao, de (4.3) concluimos que:
Riy(wp) = %p [cosbncos <wp — h% — %) — senb,,sen (wp — # — %)] :

2 ym w
= )= _om Ty ). 4.20
m}pcos <wp 5 i ) (4.20)
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Substituindo a equagao acima em (4.18) temos,

\ / 2 ™ n|—n)mw
Re:vt(wp) - ﬂ__prOS ( wp — |f}/2| Z + bn + %) ,
Y nt_m (Jn] = [y
B -5 "1 ). 4921
mjpcos (wp 5 1 + b, + 5 (4.21)

No caso de existéncia de espalhamento, a solugdo R..(wp) terd a seguinte forma

2
Repi(wp) = 4 /7r_prOS (wp - % - % + 5n> . (4.22)

Comparando (4.21) e (4.22), temos que o desvio de fase é dado por:

assintoética,

6n = Un — @(V - 1)7
n|
. —— 4.23
. (4.23)
onde usamos que v =e” ¢ w = w(v — 1).
A amplitude de espalhamento dada por (4.15), toma a seguinte forma:
— 1)eme, 4.24
16 = 7 ) (424
em que b, é dado pela razao entre as expressoes (3.38) e (3.39), ou seja:
J. G, —J! G
tanb, = 2 (wpo) G (po) — I (wWpo) Grn(po) (4.25)

N (wpo)Gnlpo) — N (wpo) G, (po)
A soma em (4.24) ¢é dificil de ser efetuada porque o coeficiente b,, em (4.25) nao tem
uma forma simples. Contudo, podemos simplificar o cdlculo usando a aproximacao
po << 1. Para este caso, fizemos uma analise numérica, a qual estd representada na
figura 4.1. Desta andlise numérica, concluimos que para n # 0, teremos tanb, ~ 0 e
portanto b, ~ N, sendo N um numero inteiro. Levando em conta este resultado,

obteremos de (4.24) que:

flo) = (@ 1) fj HE _ pjeine

(4.26)

Note que a equacao (4.26) carrega uma parte da amplitude de espalhamento devido

a estrutura interna (métrica interior) e uma outra parte devido a conicidade do
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0.0010 - Y 0.00001 -

0.0005 | - 5x107° F

L L L L L
0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 0.040

—0.0005 | s 08|

—.0010 L a ~0.00001 = b
0.0010 - // 0.0000 //
0.0005 //‘ 0.0005 //‘
. . . 1 L \ " " , . . .
0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 0.040 0.015 0.020 0.023 0.030 0.035 0.040
—0.0005 [ —0.0005 [
-o.010 L € -o.010 L d

Figura 4.1: Gréfico da funcao tanb,(pp) para n = 0, n = 1, n = 2 indicados pelas curvas
de cores vermelha, verde e azul respectivamente. a - Gréfico paran =0, n=1en = 2
juntos. b - Grafico paran =1en = 2. c - Grafico paran =0 e n = 1. d - Grafico para
n = 0 e n = 2. Para obtermos esses resultados, consideramos v = 1.0099. O eixo horizontal

corresponde a pg.

espago-tempo (métrica exterior). Esta tltima foi obtida por Gerbert e Jackiw [11], no
estudo de particulas relativisticas no espago-tempo conico. Para tentarmos interpretar
melhor estas duas contribuicoes da amplitude de espalhamento, consideremos a

solugao (4.18) de uma outra forma

Rext(wp) = (cosbyJo(wp) — senbyNo(wp)) — Jo(wp) + (—1) e Jy(wp),
Rew(wp) = RV +RP + R, (4.27)
em que,
B (o) = ~Jo(wp),
R(()z) (p) = (cosbyJy(wp) — senbyNy(wp)),
Ry(p) = (~1)"F" I (wp). (4.28)

sendo que levamos em conta a aproximacao py << 1 e também adicionamos e

subtraimos a funcao de Bessel Jy(wp). Note, entao, que no limite assintético p — oo,
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teremos uma parte da solugdo (4.27) nao espalhada associada a R(()l), uma parte
espalhada, devido a estrutura interna, associada a Rém e finalmente uma parte
espalhada, devido a topologia do espaco-tempo, associada a R,. As expressoes para

essas amplitudes sao dadas respectivamente por,

1
é):O,

1 .
(§2) _ (622170 o 1)7

v —2wT

1 - —ilne ine
flp) = \/ﬁ;(e 2 —1)e™?, (4.29)

que somadas correspondem a amplitude de espalhamento total dada por (4.26).

A terceira expressao para a amplitude de espalhamento em (4.29), compativel
com a condigao (4.1), ndo é bem comportada. Como veremos, tal amplitude fornece
contribui¢oes do tipo delta devido ao fato de que o espaco-tempo conico nao é
assintoticamente euclidiano e, portanto, a particula teste nunca sai do dominio
da “interacao”deste espaco-tempo. Deste modo, redefiniremos esta amplitude de
espalhamento de tal modo que tenhamos uma nova amplitude, bem comportada e
satisfazendo uma nova condicao assintética. Faremos isto removendo as contribuicoes
do tipo delta para a fungao de onda incidente.

De forma a efetuarmos uma regularizagao, reescreveremos f, do seguinte modo:

vV —2w7rf7(gp) = hl + hg, (430)

em que,

hy = ie“”@”@),
hy = ieiw. (4.31)

Podemos inserir um fator convergente € na segunda relagdo em (4.31) da seguinte

forma,

Sl . . ) 1 1
o in(p+ie) —in(p—ie)y 1 _
hy = E_O(e Te )—1= 1= oilotio T 1= g-ilp—io)

—1. (432
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Veja que se tivermos na relagao acima ¢ igual a zero (ou igual a 27n), o parametro
€ nao podera ser eliminado, pois de outro modo teremos uma divergéncia. Por outro
lado, se ¢ nao assumir esses valores, a rela¢ao (4.32) se anulard. Sendo assim, podemos

fazer:
o

hy = Z e = 2 Z d(p — 2mn). (4.33)
Podemos adotar o mesmo procedimento de regularizacao para a primeira expressao

em (4.31), ou seja:

hy =) (eme=ti g eminlesmiay (4.34)
n=0
em que p+ = p+w. Deste modo, podemos ainda reescrever (4.34) na seguinte forma:

1 1
by = 5 (b + hi) + 5 (b = ). (4.35)
Da relacao acima, temos:
1 * 1 - in(p_+ie) 1 - in(py+ie)
gl k) = 5;06 P |
= 7 Z —27mn) + 0(p4 — 2mn)). (4.36)

Por outro lado, usando o procedimento adotado em (4.32), temos:

1 ) 1 1 1 1 1
§<h1 —h) = 2 L T eioti0 ] e-ile——i9 1 _ eilprtio | 1 _ e=itpa—ia |’
11 Sing0+ 1 singp_
~ 2| 2isin (%) 2isin® (%) |’
_ Esm@ ‘ (4.37)
COSW — COSY
Substituindo (4.33), (4.36) e (4.37) na amplitude de espalhamento f,, temos:
V2rnwf, (o) = — im Z —27mn) + 0(p4+ — 2mn) — 26(¢ — 27n)),
e (4.38)
COSW — COSY
A amplitude de espalhamento total tem a seguinte forma:
2rwf(p) = — im Y (8(p- —2mn) + 8(py — 2mn) — 20(p — 27n))
Qe — 1) 4 — (4.39)

COSW — COSp
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Podemos agora definir uma nova amplitude correspondente a contribuicao da

conicidade do espaco-tempo exterior, através da seguinte expressao:

- 1 sinw
fle) = Vo [COS@ — Cow] : (4.40)

A amplitude de espalhamento acima, sem funcoes delta, obdecera a seguinte condic¢ao

assintotica
¢<IO — 00, 90) - ngc + QZ_Sesp, (441)

em que ¢;,. ¢ a parte da funcao de onda incidente e gEesp e a parte da funcao de onda

espalhada dada por,

Y iz iw

Pesp(p — 00, 0) — \/;f(@)e P (4.42)
Mostraremos uma expressao para a funcao de onda incidente mais adiante. Agora,

veremos primeiramente a consisténcia da expressdo assintética (4.42). Para isto,

considere (4.17), levando em conta o desvio de fase (4.23). Com isso obtemos,

bpp) = 3 @O (1) 5 (cosb, Ty — sin, Npy e,

n=—oo

= ™ (cosbyJo(wp) — sinbyNo(wp)) — Jo(wp)

- —iltl(@—x in
+ Z e " @ g (wp)e™,

= 60, 0) + 68 (0, 0) + 64(p. ), (4.43)
em que,
o) (p,0) = —Jolwp),
do(p,p) = €™ (cosbyJo(wp) — sinbyNy(wp)),
~ fim O—T m
orlpyp) = D e T (wp)e™. (4.44)

As expressdes acima estao associadas, respectivamente, as amplitudes de
espalhamento fél), éz) e fy(p) em (4.29).

Agora, considere a seguinte representacao de integral de contorno para a funcao

de onda ¢, (p, p):
6,(p9) = [ dze tr DR (), (4.45)
c
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em que C' é o contorno de integragdo e F'(z) é uma fungao peso a ser determinada.
Da mesma forma que ¢,(p, ¢), a representagio integral (4.45) também é solugao da

equacao de Klein-Gordon na forma,

(09,(pB,) +v*0yp + wp®)d(p, ) = 0. (4.46)

Usaremos, agora, a seguinte representacao de Schlafli para a funcao de Bessel

(),
1

Jn(l’) = % .

dze—imsinz—i—inz’ (447)
em que o contorno de integragao C' vai de —m+i00 até o eixo real em —7, passando ao
longo deste eixo até 7 e em seguida indo para 7 + ico (veja figura 4.2). Substituindo
(4.47) em ¢, (p, @), obtemos:

- ,iﬂ W—T) in 1 —iwpsinz—+i|y|z
oi(pp) = Y T e ”(g/cdze g “),

n=—0oo

1 —_—
= 5 Cdze*Z“pS‘nZF(z,gp), (4.48)

em que a funcdo peso F(z, ) é dada por,

Imz

2r _3 % _=x "z x 3 2 Rez
3 2 2 2

Figura 4.2: Contorno de integracao para a representacao de Schlafli.

F(Z,QO) _ Z e—i|n|(%—%—uz)eimp’
_ Z (e—i|n|(%—g—uz—<p—ie) + e—i\n\(%—g—uz—ﬁ—cp—ie)) _ 1’
n=0
1 1 1 1
= 2_itan§ (VZ — %T + ie + go) + 2—itan§ (Vz — I%T + i€ — 4,0) .(4.49)
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Substituindo (4.49) na integral em (4.48), temos:

1 o 1 1
4 (p, @) —/ dze "P2  tan— <1/z ~ T et 4,0) + tan— (VZ 0T e <,0> :
o 2 2 2 2

" 4
(4.50)
Fazendo a mudanca de varidvel z — 2+ 7 —ie na integral acima e em seguida fazendo

2z — —z apenas no segundo termo, temos:

1 ~ 1 1 , 1
Oy (p, ) = — / dze P tan— (vz + ¢) + — / dze P tan— (vz — @),
Cy 2 Cs 2

" dmi 4mi
(4.51)
em que os contornos C; e Cy estao mostrados na figura 4.3. Veja que temos a liberdade
de transladar esses contornos. Desta forma, podemos deslocar o contorno superior de
% para a direita e da mesma forma o contorno inferior para a esquerda (veja a figura
4.3). Uma ultima mudanca de varidveis z — z — £ nos fornecera a expressao para

(4.45), que possa ser escrita na forma:

—2n -

ng‘
|
N

B 3 2r Rez
2

—€

Figura 4.3: Novo contorno de integracao para (4.51). O contorno C; estd mostrado na

parte superior do grafico e o contorno Cs na parte inferior.

1 ~ e
0,(pr) = 3 [ e Dan () (4.52)

4
em que o contorno C' pode ser visto na figura 4.4. Podemos agora, separar a relagao
acima em duas partes. Uma parte correspondendo a onda incidente e outra parte

correspondendo a onda espalhada, a qual fonece a amplitude de espalhamento (4.40).
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|sz

T

—r+8 é n+6 Rez
€

Figura 4.4: Contorno de integracao para (4.52). § = £

Esta divisao é efetuada reexpressando o contorno como a soma das linhas verticais
de +i00 e Fioco junto com o cortorno fechado em volta dos polos de tan (%) (figura
4.5). As contribuigoes das linhas verticais na figura 4.5 fornecem a parte espalhada

da funcao de onda. Ou seja,

- Y T o v
¢65p(p7 90) =X <P + B) + 7) - X (Pa 5 7) , (4.53)

em que fizemos a mudanca iy + 7 = z — % para a integral +i0o e a mudanca

iy —m = z — £ para a integral de Fico. Desta forma,

1 [~ . ]
X (p, 5) _ E/_ dyezwpcoshytan (% + f) , (454)

o0

em que { = £ & 4. Para p — oo, a integral (4.54) fica dada na forma,

1 . o0 w
(pr00,8) — petang [yt
Tr — 0o

7 )
= | ——e™Ptan. 4.55
Smop’ | tang (4.55)
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|sz

g 7+6 Rez

Figura 4.5: Contorno de integracao sem o parametro de regularizagao €. § = £

14

De (4.53) e (4.55), temos:

- 1 Y v % mrﬂ iwp
Gesp(p = 00, ) —> \/7\/8T[tan<2+ 2) tan<2 5 )] e

sinw -
e"r. 4.56
\/7\/27r COSW — COSY (4.56)

A equacao acima é a funcao de onda espalhada cuja amplitude de espalhamento é

realmente dada por (4.40). A contribui¢ao do contorno fechado determina a fungao

vz

de onda incidente de (4.41) em termos dos pélos da funcdo tan (£

) nos pontos
= (2§ +1)Z, no intervalo (—7 + £, 7 + £). Entao, pelo teorema do argumento

(veja apéndice), teremos:

1 ) @)
Ginc(p, ) = > Z e_wmos<7), (4.57)

J
em que ¢; = ¢ — (2j + 1)7 e o somatério em j abrange todos os pdlos no intervalo

considerado.
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4.3 Espalhamento espinorial no espaco-tempo de

Safko-Witten

4.3.1 O método

Iniciaremos considerando a solucao da equagao de Dirac, em coordenadas
cilindricas, no espago de Minkowski em (24 1)-dim. Para energias positivas, a solu¢ao

de ondas parciais com momento angular (n + 1) é dada por:

Unlp, p)e Bt = e™u,, (p, p)e (4.58)
em que,

vVE4+mJ,(w
Un(ps p) = ) N E (4.59)
—ivVE —md, 1 (wp)e?

e n é um numero inteiro. A expansao em ondas parciais é semelhante a (4.17), porém
com 9, = 0. Entao, temos:

p)= Y i"e ™ (p, ), (4.60)

n=-—oo

em que ¢y ¢ uma fase que pode ser tomada igual a zero.
Por outro lado, para determinarmos o desvio de fase e a amplitude de
espalhamento em um espaco-tempo conico, deveremos considerar a solu¢ao na forma

geral:

[T )
Un(p,p) = €™ B+ mhn {wp) : (4.61)
—iv/E — mRP (wp)e?®

A expressao assintotica para a solugao acima,

2 nwomw
Rgzl)(wp)p%oo — _ﬂprOS <WP - 7 1 5(1 )
R (wp)psoo — ’ cos (wp LIy o2 ) (4.62)
" P /WP 2 4

determinard a mudanga de fase d,,. Gerbert e Jackiw mostraram que, para o caso sem

estrutura interna, s =6 = 0n. O caso com estrutura, o qual estamos resolvendo
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envolve uma sutileza para que isto seja verdade, como veremos mais adiante. A
expansao da funcao de onda, em termos de ondas parciais, para uma certa mudanca
de fase, 9,,, é:

Ua(p,0) = Y €D (p, ), (4.63)

n=—oo

em que fizemos ¢y = 0. A relagdo acima define a amplitude de espalhamento f(y)
via a decomposicao,

\Ijn - \Ijinc + qjespa (464>
em que,

' VE+ ,
\Ijesp<p7 SO)P—H)o — \/%f(@) ) " ezwp' (465)
—1

VE — me'®

Considerando a fun¢ao de onda incidente como ondas planas do tipo,

vVE+m .
Vine(p) = e (466)
—iV E — me*o

acharemos a expressao para a amplitude de espalhamento dada por (4.15).

4.3.2 Espalhamento conico

Para exibirmos uma solucao que nos permita calcular a amplitude de

espalhamento, considere as equagoes (3.46) e (3.47). Podemos redefinir as quantidades

1
L = e, <nea— 5) ,

1

ly = €, <nea + 5) : (4.67)

[y e Iy como sendo,

As redefini¢oes acima nao mudam as equagoes diferenciais (3.46) e (3.47), pois €, = 1
sen > 0oue, =—1sen < 0eportanto €2 = 1. As solugoes das equacoes diferenciais,

agora sao dadas por:

Ra(zl)(p> = (En)n<A1Jen(Cu)(wp>+BlNen(Cu)(w/0))v

(en)" 1 (A2Je, (cv+1)(wp) + BaNe, (cor1)(wp)). (4.68)

oy

S

/~
S

~—
I
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Note que no caso das equagoes (3.46) e (3.47) consideramos n como sendo semi-inteiro
(veja apendice A), diferentemente do caso da segdo (4.3.1) em que n é inteiro. De
forma a mantermos uma coeréncia com a secao (4.3.1) faremos n — n + % sendo,

agora, n um inteiro. Entao,

1 1 (1—e)

(n+§)e“—§ = e'(n+ 5 ) = (v,
1 1 1—e
(n+=)e+= = e“(n%—g) =(v+1, (4.69)
2 2 2
em que ¢ = (n+@) estd relacionado com a ordem das fungoes de Bessel na solugao

(4.68) e v = e*. Analogamente ao caso escalar, podemos determinar o desvio de fase.
Entao, fazendo uma analise por partes, considerando n > 0 e n < 0, chegaremos as

seguintes expressoes para as mudancas de fase:

5(1) = _gen(yc - n) + b;l),

62 = —gen(uc —n)+ 02, (4.70)

em que levamos em consideragao as expressoes assintéticas em (4.62). As constantes
1 2 ~ . N . ~ 1
b%) e bg) estao relacionadas a estrutura interna pelas relagoes tanb%) = % e

tanbg) = ﬁ—f. Ou de outra forma, A; 5 = cosbg)’@) e By = sian(ll)’(Q).

Podemos fazer uma analise ntimerica desses coeficientes, assim como fizemos
para o caso escalar. Através das figuras 4.6-4.8, podemos perceber que os 1inicos
valores relevantes sao para n = 0 em ambas as componentes da solucao radial b(()l)
e 1)82). Podemos notar, também, através da andlise numérica expressa no graficos,

que bél) R béQ). Para n # 0, teremos b ~ 0P ~ Nr. Portanto, a amplitude de

espalhamento é dada por:

[e.e]

V=2wpF(p) = (@075 — 1) — (71 — 1)+ D (et —1)eime (4.71)

n=-—00
Podemos perceber que a amplitude de espalhamento acima possui uma parte que é
devido a estrutura interna e uma outras duas partes referentes a conicidade do espaco-

tempo exterior. Sendo assim, reescrevendo a solugao (4.61) da seguinte forma:

Un(p, @) = o(wp) + Yo(wp) + 1hn(wp), (4.72)
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Figura 4.6: Grafico da fungao tanb%l)(po) paran =0, n =1, n = 2 indicados pelas curvas

de cores vermelha, verde e azul respectivamente. a - Gréfico paran =0, n=1en = 2
juntos. b - Grafico paran =1en = 2. c - Grafico paran =0 en = 1. d - Grafico para

n =0 e n = 2. Para obtermos esses resultados, consideramos v = 1.0099.

em que,

VEFmR
Yo(wp) = " . (or) L (4.73)
—ivVE — mRé )(wp)e“"

_ VE+mJe
Yo(wp) = — i () ], (4.74)
—iVE —mJ ) (wp)e'?

_ A €n)"VE +mde, ceay(wp
Dnlwp) = € (e cealer) (4.75)
i) VE =, gen 1) ()€™
em que R(()l)(wp) e R(()z)(wp) sao dados por (4.62). Podemos, entdo, interpretar vy
como sendo a parte associada a estrutura interna. A amplitude de esplhamento

associado a 1)y é dada pelo segundo termo na soma em (4.71) e v, (wp) gera uma

amplitude de espalhamento para uma geometria sem estrutura. Temos, entao, as
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Figura 4.7: Grafico da fungao tanb,(ll)(po) paran =0, n =1, n = 2 indicados pelas curvas

de cores vermelha, verde e azul respectivamente. a - Gréfico paran =0, n=1en = 2
juntos. b - Grafico paran =1en = 2. c - Grafico paran =0 en = 1. d - Grafico para

n =0 e n = 2. Para obtermos esses resultados, consideramos v = 1.0099.
0.6

04

L
0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 R

Figura 4.8: Comparacao dos gréficos de tanb%l)(po) e tanb!? (po) paran = 0.

seguintes amplitudes:

V—2wpFy = (% — 1)€_i%,

FO = _(eii% - 1)7
V —2wpF, = Z (e_ig"”("Jr%) —1)e™?. (4.76)

Podemos agora, trabalhar com a ultima expressao acima. Procederemos da mesma

56



forma que para o caso escalar. Entao, podemos, novamente, fazer a seguinte divisao:

\/ —QWpFn = }_11 + }_lg,

em que,

A segunda expressao acima é dada, como vimos, por (4.33).

[e.e]

. 1
_ 2 e—zenw(n+§)’

n=—oo

= v,

primeira expressao, que pode ser escrita na seguinte forma:

[e.o]

7 _ —ien e in(p—enw
h, = E e "n2e ni),

n=—oo
o0

— E e~ n(p—+ie) + E 62562 n<p++ze
2

w[€l

)

) . o » .
em(ap,—i-ze) +elte in(o4+ ze)] —

e_i% ei%
R ) R i ey
Portanto,
= WZ 5 — @ —27mn) + €26(p + @ — 2mn)]
e_’% ei%
Tl e 1 elera)

e entao, de (4.76), temos o seguinte resultado:

P, = \/WZ

n=—oo

— @ —2mn) + €' 28(p + @ — 27n)]

—1

m\é\

@
Zi e

7 e
V2wp [1 — eilet®) 1 _ eile—w)

A amplitude de espalhamento tot

al (4.70) ¢ dada por:

F = - Z (e2ib0 _ 1)€_i% + fl ei% B e*i%
n V2p Voop | T~ 1_ e
B \/ZTTp Z [eiigd((‘o — W —27mn) + 32%5(@ +w — 2mn)].
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Vamos considerar a contribui¢ao para a amplitude de espalhamento, determinada

pela conicidade do espaco-tempo exterior, dada por:

efi

7

[NIis
€1

l

e
F(p) = — — —— 4.83
W)= |T=aw®  1T-ae (4.83)
Esta amplitude de espalhamento, obedecera a nova condigao assintética,
\If,j(p — 00, ()0) = ‘Ijinc + \Tjespa (484)

em que VU,,. é a parte da funcdo de onda incidente e \I/esp parte da fun¢ao de onda
espalhada. A condicao assintética para a fungao de onda espalhada é dada por (4.65)
sé que agora com a amplitude (4.83). Mais adiante veremos uma expressao para a
fungao de onda incidente. Antes disso, considere (4.63) levando em conta o desvio de

fase (4.70). Com isso, temos:
U(p,p) = Vo + Uy + 0, (4.85)

em que,

_ VE + mRél)(wp)

Ty = ¢ 75" h) ], (4.86)
—ivVE — mR(()Q) (wp)e?
cenw@ V E + mJ oy (W
U, = — % () , (4.87)

—ivVE — mJ(%H)(wp)eW

S EPWN | EnW N n " E JE e
U, = () (€)"VE + mJe, ey (wp) s
—i(€)" PV E — md, (ceatr)(wp)e™?
As expressoes acima estao associadas, respectivamente, as amplitudes Fy, Fy e F,.

Usando a representagao de Schlafli (4.47) para as compoenetes de (4.88), teremos

as seguintes fungoes peso,

0

Ql _ Z (En)neien(%—%)e—in( u?;n —g—yzen—go)7
n=—o0
0 — _ _ _ — _
_ Z[ei(;’—;—%)e—in(%—g—uz—ap—ie) + e—i ;’—;—%)ein(—%—g—‘ruz—go—l—ie)eimr]
n=0
_ i)

N[

)

ei(iﬂ-f%) efi(%f
1— e—i(f—é—uz—cp—ie) o 1— ei(%—g—l/z—&-g@-ﬁ-ie) ’

(4.89)
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Procedendo da mesma forma para a componente inferior, temos:

(2 41)2-2) (2 41)-2)
Q=—>" S — (4.90)

1— 6—1(2 5 —VvZ—p—ie) 1— ez(%—%—uz—&—cp—i-ie)

Portanto, como antes, devemos fazer a mundanca de variavel z — z + 7 — te. Neste

caso, obtemos:

I 1 / d —iwpCosz 62% + / d —iwpcosz e_i%: (4 91)
= — Y4 P —— ze P ——— .
1 o o 1 — eivzt+p+n) Co 1 — eilptre—m) |’

1 —iwpcosz ei(%Jrl)Z —1iWwpPCosz eii(%+1)z
]2 = % /C1 dze W + /02 dze W s (492)

em que fizemos a mudanca z — —z no segundo termo das somas em €2y e (), para as

integrais acima (veja figura 4.3). Veja que podemos deslocar o contorno superior , da

™

figura, de § para a direita e de § para a esquerda no contorno inferior (veja figura

4.4). Em seguida z — z — £. Entao,

e b [ gt €50 (4.93)
e 2w C =¢ 1+ eivz ’ .
] , (B A)E-2)
I=— [ dee wpeose—y) 4.94
27 on ). 7° T+ awe (4.94)

em que o contorno C' estd mostrado na figura 4.5. A nova definigao (4.84) é feita

pela soma das linhas verticais de +00, Foo mais o contorno fechado em torno dos

2n+1)lw
v

polos ( . Desta forma as somas das linhas verticais fornecem a fungao de onda

espalhada. Entao, de (4.93):

LWz

[T g () [ 22 (iy—n)
plesp) _ v iwpcoshy € 7 _ v iwpcoshy € 27
[1 o /_ dye 1 — etlivyte+®) 97 dye 1 — oilvyteo—a) (495)

[e.9] —0o0

em que fizemos a mudanca iy + m™ = z — £ para a integral da esquerda e a mudanca
G o G

iy — T = z — £ para a integral da direita. Da integral (4.55) teremos,

(esp) _ 1 i e'ar . eii% wp
L7 (p— o0) = \/;\/% [1 i 1o eiww)] e"r. (4.96)

A relacdo acima é compativel com a amplitude (4.83). Para (4.94) teremos IS (p —

o0) = —I_l(“p)(p — 00). De (4.88), com 1_2(6573) e ]_fesm acharemos a funcao de onda

espalhada (4.65). A contribui¢do do contorno fechado determina a fun¢ao de onda
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no intervalo (—m + £, 7 4 £).

(2j7+1)
v v

incidente em (4.84) em termos dos pélos z =

Desta forma, pelo teorema do argumento:

_ 1 ) #j .5 vVE+m
\Pinc — 77IOJPCOST 71%@‘7 , 4.97
1/ Ej e e ( )

_iVE = mei S e-Cniim)

em que ©; = @ — (2j +1). O somatério em j é restrito ao intervalo (—m + 2,7+ £).
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Capitulo 5

Energia de ponto zero de um
campo escalar massivo no

espaco-tempo de Saftko-Witten

O efeito Casimir em sua forma mais simples corresponde a existéncia de uma
forca atrativa entre duas placas planas condutoras, paralelas, eletricamente neutras,
e separadas por uma certa distancia. Essa forca é devido a alteracao no vécuo
quantico do campo eletromagnético. Desta forma, esta forca antre as placas é um
efeito puramente quantico ji que nao existe forca eletromagnética entre as placas
descarregadas. Este efeito nao surge apenas devido a presenca de uma fronteira
material, mas também em espacos-tempo com topologia nao-trivial.

O efeito Casimir tem como origem a modificacao no espectro de frequéncias
do campo eletromagnético em consequéncia da imposicao de condigoes de contorno
associada a presenca de placas metalicas. Este efeito também se manifesta no espago-
tempo Riemanniano com topologia nao-euclidiana quando condi¢oes de fronteira sao
impostas ao sistema fisico.

Um campo gravitacional também pode dar origem ao efeito Casimir devido
a geometria e/ou topologia desse campo. Este fenémeno tem sido objeto de

investigagoes recentes [34, 35].
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Neste capitulo iremos calcular a energia de ponto zero induzida pela presenca do
campo gravitacional que estamos considerando nesta dissertacao. Para isto vamos
utilizar um procedimento para regularizar e renormalizar a expressao para esta

energia.

5.1 O procedimento de Regularizacao e
Renormalizacao

Nesta secao veremos o procedimento de regularizacao e renormalizagao formulado
em teoria de campos sob a influéncia de condigoes de fronteira. Existem diferentes
formas de proceder a regularizacao e renormalizacao, porém, iremos adotar o método
de regularizacao através do uso da funcao zeta de Riemann para calcular a energia
de ponto zero em (2 + 1)-dim.

A energia de ponto zero de um campo escalar massivo é dada por,
_ - 2\1
By =5 Y (g +m)3, (5.1)
(n)
em que os W, sao os auto-valores associado ao operador de Laplace modificado pelo

acoplamento com o escalar de curvatura, ou seja:

(V=ER)Pm) () = Win)Pny(T). (5.2)

A energia de ponto zero é divergente e devido a isto teremos que usar o método
de regularizacao da fungao zeta. Para isto, vamos considerar a energia de ponto zero

do campo escalar massivo da seguinte forma:

Ey(s) = %M%C(s — %) s > g, (5.3)

em que o parametro M, com dimensao de massa, foi introduzido de forma a fornecer

a dimensao correta de energia e,

C(s—5) = (Wi +m?)27, (5.4)



¢ a funcao zeta associada ao operador (5.2). Esta func¢ao coincide com a soma do lado
direito da equagao (5.1) apenas para Rs > g ( sendo d a dimensao da variedade e p
a ordem do operador diferencial). Assumiremos que o campo ¢ existe em um grande
volume, e estd submetido as condigoes de fronteira de Dirichlet, de forma que os auto-
valores sejam discretos. Veremos que a influéncia desta fronteira é completamente
separada das contribuicoes devido ao espago-tempo.

As divergéncias da energia de ponto zero, dadas (5.1), sd@o completamente
determinadas pelos primeiros coeficientes de heat Kernel (veja apéndice C). Entao, a

funcao zeta pode ser expressa por

((s) = / ) %Ft(l)m. (5.5)

A equagdo acima, juntamente com a expansao assintética t — 0 de K (),

K(t) = ﬁ > Bt (5.6)

correspondente ao operador (5.2), determinam a parte divergente da energia de ponto
zero. Esta divergéncia pode ser expressa em termos dos quatro primeiros coeficientes.
Desta forma, teremos a seguinte expressao:
U _ (%)28 S {F(S—_%)Bgm?’ C o g By Bgle} . GT)
m 8m (I'(s —3) [(s—3) 2 2I'(s — 3)

Calcularemos mais adiante os coeficientes acima para o espago-tempo considerado no
capitulo 3, porém, levando em conta apenas o espaco-tempo exterior a fonte. Usando
esses coeficientes, a renormalizacao da energia de ponto zero podera ser feita através
da condicao,

E™ = lim(E, — ES™). (5.8)

5—0

A energia de ponto zero definida deste modo obedece a condicao Eémn) — 0 para

m — oo. Isto nos diz que a expansao de heat Kernel (5.6) é uma expansao assintética

para massa grande.
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5.2 A energia de ponto zero

Nosso interesse agora é encontrar uma representacao integral para a funcao zeta
(5.4). Sendo assim, pelo teorema do argumento (veja apéndice C), teremos a seguinte

representagao em termos da integral de contorno [16, 17],

s—— Zd ]{27” W+ m?)z- %lngzﬁ(po), (5.9)

em que o contorno C' é percorrido no sentido anti-horario e envolve todos os pdlos

de ¢(po) no eixo real positivo (veja figura 5.1). A solucao regular na origem para a

Imk 4

M

'Rek

L 4

Figura 5.1: Plano complexo-k.

equagao (5.2), levando em conta a métrica externa, é:

Twp

R(p) = | =~ S (wp). (5.10)

em que w? = E2 —m? v =nv e ¢ =0 (acoplamento minimo).
Admitindo que a solugao (5.10) obedece as condig¢oes de contorno de Dirichlet em

p = po, teremos que:
TWwp

— J(wpo) =0, (5.11)

e deste modo w = wy,,; (i = 1,2,...) sdo os autovalores discretos. Sendo assim, a

energia de ponto zero pode ser reescrita como,

MQSZ Z wk; +m?)2 ", (5.12)

i=1 n=—00
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Como ja vimos, o somatorio em n pode ser reescrito como uma integral do tipo

(5.9), ou seja:

(s — = Z j{ o (w +m2) gan (wpo)- (5.13)

E importante chamar a atencao para o fato de que temos liberdade para modificar
a funcao dentro do logaritmo por qualquer outra funcao que seja analitica no interior
do contorno C, e isso nao mudara o resultado da integral. Sendo assim, iremos fazer

—nv

uso disto e introduzir o fator w™"". Entao, obteremos o seguinte resultado:

Z ]é o Fpmt)e %IH[W‘””JW(wpo)]. (5.14)

A razao para isto é que iremos deslocar o contorno de integracao para o eixo
imaginario. Desta forma, este novo contorno envolvera o ponto w = 0. Sem o fator
adicional, a integral ficaria proporcional a %lnjm,(wpo) ~ ", que claramente tem
um polo justamente em w = 0, o que fornece uma contribuicao extra. Portanto, o

fator adicional deixa o ponto w = 0 regular. Entao, usando a relacao:
Ju(ke'2) = "2, (k), (5.15)

temos que,

> 10
((s— Ty = -2 ggdn [ st )l L), (5.16)

na qual I,,,(kpo) é a fungao de Bessel modificada e d,,~g = 2, dy = 1 é a multiplicidade

do momento angular. De (5.16) a energia de ponto zero terd a seguinte expressao:

1,0
Ey=— scos(ms) Zd / dr(k* —m?)2~ &ln[ K™ L (Kpo)]. (5.17)

Podemos calcular a energia usando a seguinte expansao uniforme para a funcao

de Bessel para n — oo:

Ly (nvz) =4/ ﬁ () { Z } (5.18)
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em que t = ﬁ, n(z) =vV1+22+1n (ﬁ) e z = "2 As fungoes uy(t) sao
dadas no apéndice B. Substituindo (5.18) em (5.17) teremos'

Y

Bo(s) = —mzoosms) {Zd { ), F — %F(s— %)] - HS2—;%)Z(0,S— 1
—ﬁ [r(s)zm, 5) - 13—0¥2@,5 + 1)] - [r(s + 520,54 )
—b%F(s + 2)2(2 s+ 3) + %F(s + 2)2(4,5 + g)] — m
— 150b622f(5 +2)Z(2,s+2) + %F(s +3)Z(4,s +3)
_gifr(s +4)2(6, s +4)} + } ,
em que QFl[—%, s — 1; %; — (%)z] é a funcao hipergeométrica, Z(p,q) =
Yoo g dn(nv)P[1 + (”7;’)2]*‘7 e b = mpy. Podemos, agora, realizar a continuagao

analitica de (5.19) para s — 0. Sendo assim, considere a parte de (5.19) contendo a

funcao hipergeométrica:

Y(s) = idn F(s—;%ﬂ—n—byf(s—%)}
5—1 22{ (s —1) _%”r(s—%)l. (5.20)

Usando a continuacao analitica da funcao hipergeométrica, teremos:

AT\ _ TN —1) TG - 1
(e (5)) - TR e (4 ()
X oF) (1,5— 1,8+ %; - zw)2> . (5.21)

O primeiro termo no lado direito da expressao acima cancela o segundo termo no

somatoério em (5.20). Entao, de (5.20) teremos:

s — S I(s = DI — ) LA
Y(s) = F(—W—TDJFQZ F(_lir(%_s) <1+ (T) )

n=1

1 1
% oF [1s—lis+——— . (5.22)

1Para este calculo, algumas propriedades das funcdes especiais podem ser encontrados no apéndice
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Usando a expansao em série para a funcao hipergeométrica, teremos:

Fis—1) 1 =TDs+d)S n\2\ T (s — 14 k)
Vi) = =77 72 i —s) ;<1+<7>) F(s+%ik)’

- I(s—1) 1 T(s+3) =T(s—1+k) —2k+2—2s b
= T_ﬁ(%—s)kzr(5+ —|—k)(b> CEH(k’—i—s—l,;), (5.23)

N[ =

no qual,

Cen(ric) =Y (n*+c)7, (5.24)

n=1

é a funcao de Epstein-Hurwitz. A expansao convergente de (5.24) para valores grandes

do parametro ¢ ¢ dada por:

Clre) = = 5 IF(E)ﬁ)c—2T+1 e HQZn “iK, 1 (2mnc).  (5.25)

Para a soma em (5.23), o primeiro termo da expressao acima é dado por:
1 Ds+) & TI(s—1+k —2k+2-2s —2r [(s—1
= (1S+ 2 Z (e T ) (Z) <_C > = JHe—1) )7 (5.26)
VT (5 —5) C~T(s+5+k)\b 2 NZS

em que ¢ = g er =k-+s—1. Usamos também a soma convergente,

—~T(s—1+k) _T(s—1)
;F(s—i—k—i—%) B 2F(s— ol (5.27)

Para o segundo termo de (5.25), temos o seguinte resultado:

1 D(s+3) SR T(s—1+k) oki2oas S D(k+s— 2) (b 2
- ﬁ(%j@ ,; L(s+1 j;k:)( ) Tﬁ(—)

IT(s+3)b=T(k+s—3)
2

2 (-s) v T(k+s+1)
_ b Tlsty) _ 2T (5.28)
C w(s—3)(s—1) 3 '
2 2/ 1s—0

no qual usamos a relagao:

—~T(k+s+3) (25—3)
Para o terceiro termo de (5.25), temos
2 T(s+1) s kst (b>k+8_ X i3
_ ° KL s
O e e) g e
00 k 00
= ——\/- - n* 2K, _s(2mnc). (5.30)
T y;F(k-l—%); A



Mas, usando a representacao integral da funcao de Bessel modificada

K,%%(Qﬂnc) = /0 dtcosh l(k - ;) t} e 2mecosht (5.31)

e substituindo em (5.30), obteremos:

2 /°° ¢ ¢
— dt[In(1 — e ™ e " +In(1 — e ™)',
v Jo
2 /°°
= — dxln(l — e™7),
v Jo
VT b
= Y - 5.32
a3 (532)
em que fizemos a mudanca de varidvel z = e*. Usamos também as seguintes
expressoes:
- K 3 1 ’ e 1
Z (ch)l cosh {(k - —)} ~ —y/mne(e™C T e™e ) + 0 (—) , (5.33)
k=0 F(k 5) 2 s—0 2 c
e

+t

Z n~lemene®! In(1 —e ™), (5.34)
n=1

lembrando que ¢ = £. Portanto, Y (0) obtida de (5.23) é dada por,

RV VL%
Y(0) =277~

. (5.35)

As séries Z(p,q) em (5.19) podem ser expressas em termos de (5.24) seguido do

uso da expressao (5.25). Desta forma, as séries relevantes sao:

O e e i e i |
st - S )
20y = B T(E(;)%)_lgi-t%]’
20.5-3) = M?E:%
Z0.5+3) = @r(ﬂ@%)’
2(0,5) — @F({f(—j) (5.36)



Substituindo (5.36) e (5.35) em (5.19) teremos, portanto, o seguinte resultado:

MN\* 1 | 27p2 2pol(s — 1 1 3T
Eo(s) = (-) [— Wpom?’—wo—(s)mz—l—E(u%—;)m#— maL(s)

m) 8r 3v vI'(s — 3) 3 32povT(s — 3)
1 1
+ Lol (537
Po Po

Comparando a equagao acima com (5.8), obteremos os coeficientes de heat Kernel

que sao dados por:

B, = ™
v
3
Bl = - TP )
2 v
m 1
By = 3 (V + ;) ;
7
Bs = ) 5.38
2 32pov ( )
Levando em conta a estrutura geral dos coeficientes,
B, = / crdS +/ a,dV, (5.39)
oV 1%
poderemos representar B; como,
2T o 1
Bi=—+—-(v——). 5.40
LY i 3 <V V) ( )

Nesta representagao, o primeiro termo na expressao acima e todos os outros
coeficientes sao devido a fronteira em p = pg. Eles sdo bem conhecidos [32]. O
segundo termo ¢é independente de fronteira. E conhecido como o termo Kac topologico
[33] ¢ um resultado da singularidade conica. Substituindo os coeficientes (5.38) em

(5.7), teremos:
(ren) _
Bl = o, (5.41)

Neste calculo, os parametros considerados sao a intensidade do campo magnético

e a massa do campo escalar.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertagao reobtivemos as solugoes cilindricamente simétricas das equagoes
de Einstein-Maxwell que foram encontradas por Satko e Witten nos anos setenta do
século passado, usando as condicoes de Rainich. Para nosso interesse, fizemos algumas
aproximacoes nas métricas que descrevem os espacos-tempo interior e exterior ao
modelo geométrico considerado. A métrica exterior foi particularizada e obtivemos
uma geometria com topologia conica, e portanto, localmente plana.

Por outro lado, para a métrica que descreve o espaco-tempo interior, assuminos
como aproximacao um campo magnético muito fraco, tal que kp? << 1. Esta
aproximacao, juntamente com a primeira, nos permitiram obter as solucoes das
equagoes de Klein-Gordon e Dirac em ambas as regioes. Vimos que essas solucoes
carregam informacgoes a respeito das métricas interior e exterior. E importante
salientar que a solugao exterior carrega informagao nao apenas da topologia da métrica
exterior, mas também da estrutura geométrica que descreve o espago-tempo interior.

Descrevemos, também, como tratar problemas de espalhamento quantico no
espaco-tempo considerado. Para este problema, foi utilizado o método de expansao em
ondas parciais para as funcoes de onda escalar e espinorial. Obtivemos, e mostramos,
como o desvio de fase e a amplitude de espalhamento sao afetados pela estrutura
interior. Algumas aproximacoes foram necessérias e os graficos mostrados, justificam

que tais aproximacoes sao boas. Vale lembrar também, que parte da amplitude de
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espalhamento mostrou-se ter uma estrutura divergente, pois é proporcional a funcao
delta. Com o intuito de resolvermos este problema, mostramos um modo de deslocar a
parte com as funcoes delta para a funcao de onda incidente. Deste modo, redefinimos
a expressao (4.1) para a fungao de onda incidente e para a amplitude de espalhamento.

Por fim, utilizamos alguns métodos conhecidos para o calculo da energia de ponto
zero de um campo escalar massivo no espacgo-tempo de safko-Witten com topologia
conica, sem considerar a estrutura interna. Usamos uma técnica de regularizagao
através da funcao zeta de Riemann e em seguida subtraimos a estrutura divergente,
dada pelos coeficientes de heat Kernel da energia de ponto zero. Desta forma, vimos
que a energia de ponto zero se anula para uma massa muito grande do campo quantico.

Como parte desses calculos, reobtivemos os coeficientes de heat Kernel. FEsses
coeficientes sao devido a fronteira do cilindro em p = pg, o qual foi introduzido de
forma a fornecer auto-valores discretos, e ao termo de Kac.

Os resultados obtidos podem ser generalizados no sentido de considerarmos os
espacos-tempo exterior e interior sem aproximacoes no caso dos estudos em mecanica
quantica relativistica, bem como, no caso do céalculo da energia de ponto zero,
considerando a estrutura interna com a aproximacao que foi adotada nesta dissertacao

no estudo das solugoes das equacoes de Klein-Gordon e Dirac.
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Apeéendice A

Notacoes, definicoes e calculos

adicionais

A.1 Algumas definicoes

Durante todo este trabalho, adotamos para a métrica a assinatura (—1,1,1,1). As
constantes kK = SZ—f, h e ¢ foram consideradas todas iguais a 1 (Sistema de Unidades

Naturais). As notagoes usadas para a métrica e para as derivadas parciais foram:

(9".97, 9%, 97) = (4", 9" 97 ¢%),
o o0 o0 0

= —_— . —. — . Al

(ataapaagm az) (at7 ap? 8()0’ az) ( )

A definicao do tensor eletromagnético F*” é dado por:
0 —-E, —-E, —FE,

E, 0 -B. B,
P = . (A.2)

E, B. 0 -B,

E. -B, B, 0
Suas componentes covariantes serao:

0 E, E, L,
-E, 0 —B, B,

F,, = . (A.3)
B. 0 -B,

~E. -B, B, 0
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Existe uma outra definicdo para as matrizes de Dirac v(¥), de forma que a simetria

do problema seja melhor evidenciada. Esta é definigao é dada por:

OB I ! : MO B ! : (A.4)
0 —o3 0 —io?

0 1
B = ) (A.5)
-1 0
Além da tétrada e“( usamos também as seguintes definicoes de tétradas para as

métricas externa e interna, respectivamente:
e? 0 0 0
0 —e%cosp psing 0

€la)p = s (A.G)
0 —e%sing —pcosp 0

0 0 0 -1
e
e (1 + Kp?) 0 0 0
0 —e (1 + kp?)cosp e Ip(l+ Kkp?)tsing 0
o 0 —e U1+ kp?)sing —e 9p(1+ Kkp?)~tcosp 0
0 0 0 —el(1 4 kp?)

A.2 Conexao afim para a métrica geral

Podemos calcular as componentes da conexao afim associada a métrica geral (3.1),
usando a lagrangiana. Desta forma, considere a lagrangiana associada a esta métrica

geral dada por:

2
I ( % ) = 20—V ({2 1 (2} 4 pPe 202 4 20D 22 (A R)
=

Desta forma, para a componente ¢ temos:

0

—L = 0
ot ’
9L = _aea—vio);
ot
d 0 _ . _ .
= (EL) = —4(y, - ¢p)62(7(p) VD) i — 2620 =¥(P)§ (A.9)
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Usando as equacoes de Euler-Lagrange e em seguida comparando com a equacao da

geodésica (2.7), temos as seguintes componentes nao-nulas:

th - Fip = (% — ¥p)-

(A.10)

Procedendo da mesma forma para as outras componentes, temos:

Fip = Ftpt - Fzm

Fg@ = _p(]' - p¢p)6_2’y7

7, = _641“2“7%(1% + 1),
1

%, = Tho=— =1,
P

sz = Ff)z = ¢P + /”Lﬂ’

(A.11)

A.3 Conexao afim e conexao espinorial afim para

a métrica externa

Usando a lagrangiana para a métrica externa temos as seguintes componentes

na-nulas da conexao afim:

_ —2a
I, = —e 7,
1
I = Fip_;‘

A tinica componente nao-nula da conexao espinorial é I'y =

forma, temos:

74

(A.12)

174 M(1 — 7). Desta
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A.4 Conexao afim e conexao espinorial afim para
a métrica interna

Da mesma forma que antes, as componentes nao-nulas da conexao afim sao:

2Kp
t _ t ~
Fpt = Ftp = m ~ 2pl€,
rr, = I =2pk(1+kp°) " = 2pk,
_ 2\~ 3 21 2
I, = (1+rp") 5[26p" — p(1 + kp7)] & —p(1 — 6rp”),
I, = —2rp(1+ kp?)~'e" ~ —2kpe™,
1 _ _
[, = 5= el ) 0 2,

z o z 2\—1
7, = 17, =2kp(1+Kp°)" = 2kp. (A.14)

Para a conexao espinorial, teremos as seguintes componentes nao-nulas:

Ly = rp(y V7 Weosp + 707 Psing),
Ty = 2kpy@n0)
Iy = e2kp(vyVyPcosp + 7Py Psing). (A.15)
E portanto teremos:
YT, ~ 0, (A.16)

na aproximacao kp? << 1.

A.5 Calculo do comutador para o momento
angular total para a métrica interna e externa

Na equagao de Dirac, para acharmos uma solucao angular incluindo o spin,
devemos verificar se 0 momento angular total comuta com a Hamiltoniana do sistema.
Desta forma, a Hamiltonia para a métrica interna é:

H = —iv(y'9, + %0, +12) + m’, (A.17)
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em que os y*’s sao dados por (3.59). Entao,

1

[H,J,] =[H,L,]+ 3 [H,%.], (A.18)
em que J, = L, + %Ez ¢ o momento angular total e L, = —id,,. Usando uma funcgao
teste f(x), podemos verificar que:

[H, L] = 70 (790, — (1 + kp*)*p'1P0,). (A.19)

Para calcularmos % [H,3.], devemos considerar primeiramente as relagoes:

55 = : ;= al (A.20)

0 -1 o 0
= Oy, (A21)

ag; 0

0 o; )
= Oy, (A22)
ag; 0

0 ag;

0 ag; 0 o; 0
—BY, = — = , (A.25)
0 —1 0 o; 0 —0;
o; 0 1 0 o, 0
—N8=— = (A.26)

0 —0;



Estas relagoes nos permitem concluir que:
18, %] = [¥5, cu] = [35, 2] = 0. (A.27)
Além disso,
{0i,0;} = i€y, (A.28)

no qual €% é o tensor de Levi-Civita.

Com as relagoes acima poderemos obter o seguinte resultado:

1 .
5 2] = =300790, + (1 + 50%) ™ 907", (A.29)

De (A.19) e (A.28), concluiremos que:

[H,J.] = 0. (A.30)

Para a métrica externa, teremos que a hamiltonia terd a mesma forma de (A.17)

sé que com as matrizes generalizadas de Dirac dadas por (3.41). Entao, podemos

obter que:
[Hv LZ] = Y(0) (’7(90)8;) - eap—l,y(p)a[p% (A?’l)
e
1 (¥) @~ )
3 [H, 3] = =v0)7 0, + € p™ v(0)1" Oy (A.32)
Portanto,
[H,J,] =0. (A.33)

Teremos, em seguida, a seguinte equacao de autovalores:

Jz(b(@) = m¢(90>? (A34)

em que m = n + % é semi-inteiro e n é inteiro. A expressao acima constitue um

conjunto de quatro equacoes. Sua solucao é dada por,
1
d1(p) = d3(p) = ™2,
1
o) = Gulyp) = ™27, (A.35)
em que ¢ 234(¢) sdo as componentes de ¢(¢).
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A.6 Decomposicao de Gordon no espacgo-tempo
curvo

Para acharmos a decomposi¢do de Gordon (2.43), devemos considerar

primeiramente a equ¢ao conjugada de (2.37). Sendo assim,
[0t — iV Typ — my]" = (99" — PTTTAHT) — myT = 0. (A.36)
Multiplicando & esquerda por 7°, temos:

(00T = YT 907 17) = myTy® =0,

iV, ()" +map(x) = 0, (A.37)
em que usamos as seguintes relagoes:
W07 = 4,
Vu@'y) = 9.(') — ¢y = ¢y,
Py = 1,
RO = A0k, (A.38)

Além disso, temos as seguintes defini¢oes de derivada covariante:
Vup(z) = () = Tuy (),
Vib(z) = 9u(z) + ()L, (A.39)
Agora, somando (2.37) e (A.37), teremos:
va, Y (iIV'V, = m)y + [=i(Vyu)y" = midla,y'd =0, (A.40)

em que multiplicamos va,” a direita de (2.40) e —a,v"% & esquerda de (A.37). O

quadrivetor a, é arbitrario e ajudard em nossos célculos. Entao, de (A.40) temos:
2mipa, " = ia, )y (V) — (V) a,y" . (A.41)

Considere, entao, as seguintes relagoes:

1 1
a, 'V (Vb)) = ay 5(7”7*‘ +1y") + 5(7”7“ =) | (Vuib),
= a"(V,) —ia,0c"™(V,0). (A.42)
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Da mesma forma,

(Vi)' ay = (Vh)a" —i(V, )" ay, (A.43)
em que usamos —ot = o¥* = L [1¥, 4#] e 2g"* = {7, y*}. Assim,
2mpa,y 1 = ihat (V) + ba,o" (V) — i(V,)akh — (V) o™ ap. (A.44)
Por outro lado,
wWa" (V) —i(V)ad' = ia,(9(0")) — i(0") + ipTy — ipT'"y),

= ia,(P(0"Y) —i(0"Y)Y),

_ = _
= dau 0" = ia,g"Y 0, Y. (A.45)
Além disso,

(Vo b+ Ga,s (T) = o {-0,000™0) + 3 (0"
+1" 0" ) ¥ — i [y Tu, A" Y} . (A46)

E entao, de (A.44) temos:

_ 1 _ ) _ ;o
@) =09 = S0, (B0™) + 56 0, + {07+ [ 0T o

i I v
- %M'y Ly, "], (A.47)
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Apeéendice B

Funcoes especiais

B.1 Funcoes de Whittaker e Hipergeométrica

Destacaremos aqui alguns aspectos, os quais usamos durante o trabalho, das
funcoes de Whittaker e Hipergeométrica confluente, bem como a relacao entre essas
duas fungoes. A fungao hipergeométrica confluente | Fy = 1 Fi(a;b; z) é uma série em
z, a qual se torna um polindémio de grau m em z quando temos[30] b # —n e a = —m,
motivo pelo qual escolhemos apenas |n| na solugao das equagoes de Klein-Gordon e
Dirac para a métrica interna. A funcao Whittaker Wy, ,(z) se relaciona com a fungao

hipergeométrica confluente da seguinte forma:

z 1 1
Wiu(2) = e 222 Fy (5

—l—,u—k,1+2,u,z>. (B.1)

Um outro tipo de funcao hipergeométrica, a qual é conhecida como uma série de
Gauss, ¢ designada por oFj(a,b;c; z). Esta série, usamos no célculo da energia de

ponto zero e é dada por:

o

I'(a+n)l b+n)
L(c+n) n!

o F1(a,b;c; 2) : (B.2)

:M

em que I'(c) é a fungdo gamma. Uma férmula de transformagao linear para esta

funcao hipergeométrica, também usada no cédlculo da energia de ponto zero, é dada
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por:

o B L(e'(b—a) . 1
oFi(a,byc;2) = (1—2) —F(b)F(c— a)gFl <a,c— b;a —b+1; = z)
. L) (a—0) e ab—a 1
+ (1-2) F(a)F(c—b)2F1 (b, ;b +1,1_Z>. (B.3)

Uma representacao integral 1util nos calculos é dado por:

oFi(a,b;c;2) = m/o dttP (1 — )N (1 — t2) 7 (B.4)

B.2 Funcoes de Bessel

As fungoes de Bessel J,(2) e N, (z), solugoes das equagoes de Klein-Gordon e Dirac

para a métrica externa, obedecem as seguintes propriedade:
Jon(z) = (=1)"Ju(2), N_n(2) = (=1)"Nn(2), (B.5)

em que n é inteiro. Além dessa pripriedade, temos também a extensao para
argumentos complexos usado no calculo da energia de ponto zero dada pela equacao
(5.15). Duas representagoes integrais da fungao de Bessel J,(z) foram usadas neste
trabalho: A representacao de Schlifli e a equacao (4.5). Expansoes assintéticas para
argumentos grandes, tanto para .J,(z) quanto para N,(z), sdo dadas por (4.3). As

fungoes u,(t), da expanssao assintética (5.18), sao dadas por:

Uo(t) = 1,
(3t — 5t3)
) = — 2
Ul( ) Y )
812 — 462t* + 385¢6
uslt) = )
1152
(30375¢% — 369603t> + 349922430t% — 446185740t + 185910725¢'2)
uz(t) = , (B.6)

39813120

que sao os coeficientes apenas até n = 3.
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B.3 Funcao Gamma

Para a funcao gamma, usamos as seguintes propriedades:
I'n+1) = nl n — inteiro,
I'(z+1) = 2I'(»),
T

L/24+20(1/2-2) = (B.7)

Vale lembrar, também, o seguintes valores para a funcao gamma:

r(1/2) = v,
ra) = Y

=,
re) = T
r(7/2) — 153;/%. (B.8)

B.4 Funcgao zeta de Riemann

A funcao zeta de Riemann desempenha um importante papel em problemas de
regularizacao em teoria de campos, tal como discutimos neste trabalho. Esta fungao

é definida por:

o0

(=3~ (B.9)

n?’
n=1

em que z = x + iy é um nimero complexo. A funcao zeta é analitica no semi-plano

x = R(z) > 1. Sua analiticidade pode ser extendida a todo o plano complexo, exceto

no ponto z = 1. Os zeros desta funcao e alguns valores especiais sao dados por:

((=2n) = 0, n — inteiro positivo,
1
C(O) = Ty
¢(1) = oo,
C0) = —gmem
2
@ = =
4
C(4) = W—O' (B.10)
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A equacao funcional de Riemann para todo o plano complezo z exceto para z =1 é

dado por:

w4

C(2) = 2(27)*L¢(1 — 2)T(1 — 2)sin (7) . (B.11)
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Apéndice C

Calculos adicionais e definicoes
relacionados a energia de ponto

Z€ro.

C.1 Expansao de heat kernel

A expansao de heat kernel é uma ferramente matematica frequentemente usada
para tratar divergéncias da energia do vacuo. Esse tratamento ¢ valido apenas para
operadores elipticos e operadores pseudo-diferenciais. Existe, também, uma extensao
para operadores de primeira ordem usada quando se trabalha com solugoes da equacgao
de Dirac.

No caso de uma variedade com fronteira OM, devemos impor condigoes sobre
a mesma. FEm geral sao usadas condigoes de fronteira de Dirichlet e Neumann.
Entao, considere \; e ¢;(z) como sendo os autovalores e autofuncoes associados a

um operador P. O heat Kernel local é definido como,
K(z,ylt) = ¢;(x)¢;(y)e™, (C.1)
J

que vale para operadores com autovalores discretos ou continuos. O heat Kernel
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global é obtido tomando o traco do heat Kernel local, ou seja:
K(t) =TrK(z,ylt) = e ™, (C.2)
J

em que o trago é dado por TrK (z,y|t) = [ deK (x,z|t).

Considere, entao, a seguinte equacao de auto-valores:

Hoj(z) = N\jo;(z), (C.3)

em que H é o operador Hamiltoniano e A; sao os autovalores associados a este

operador. Desta forma, a funcao zeta associada a Hamiltoniana H é definida como,
Cls) =D A (C.4)
J

A fungao zeta acima pode ser expressa como uma integral do heat Kernel K(t).

Portanto,
1

A — > s—1 _—tA )
o /0 dtletA (C.5)

em que Rs > 0, e RA > 0. Entao, de (C.2) e (C.4), a equacao (C.5) ficara:
((s) = 1 /oo dtt* K (t). (C.6)
I'(s) Jo
A equagao acima é bem comportada para t — oo e, portanto, possiveis singularidades
aparecem apenas quanto tomamos o limite ¢ — 0 no integrando. Entao, uma expansao

para K (t) neste limite serd dado por[18],[29]

K(t) = > ant” (C.7)

n=0,1/2,1,...

em que d é a dimensao da variedade. A série (C.7) é uma expansao assintdtica para
t — 0 e nao é convergente em geral. Os coeficientes a,, sao chamados de coeficientes
de heat Kernel. A estrutura destes coeficientes pode ser melhor expresso, através de

uma funcao teste f(z), como a seguinte integral:

an(f):Adxf(x)an(x,x)—l—/a dS. f(x)b,(z), (C.8)

M
em que a,(x,x) s@o os coeficientes de heat kernel local e b,(x) sdo contribuigdes

dependentes da fronteira.
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C.2 Teorema do argumento

Seja f(z) uma funcdo analitica no contorno C' e dentro de C, exceto em um
nimero finito de pélos. Seja g(x) uma funcao analitica dentro e no contorno C. A
fungao g(z) tem, por hipétese, n zeros dados por 21, z3,...,2, € m polos p1, P2,....Pm,
com multiplicidades dadas, respectivamente, por 71, ra,..., 7, € S1, S2,..., Sm.

Pelo teorema fundamental dos residuos, temos:

/

f(z)g'(x) _ o | [@)9 ()
dx p => R [ @) } (C.9)

%c x) 9

As singularidades de % que estao dentro do contorno C', sao dadas apenas pelos
zeros e pelos polos de g(x).

Na vizinhanca do ponto z;, podemos escrever:

g(x) = Alw—2)"+B(x—2z)"" 4+ ..,

g(@) = Arix—2)"""+Blri+1)(z—z)"+ ..,

flx) = flz)+(x—2)f"(z)+ ... (C.10)
Entao, o residuo de % no ponto x = z; é dado por,
Res [%] m:Zi: :}grzll(x - zz)% =1 f(z). (C.11)

Por outro lado, nas proximidades do pélo p; de g(x), temos:

g(x) = Clz—p;) % +D(x—p;) 5 + ..,
g (x) = —Csj(z— pj)’sj’1 +D(=s;+1)(x—pj) ¥ + ...,
f@) = fpi) + i) —pj)+ ... (C.12)

O residuo de % no ponto x = p; ¢ dado por:

f(z)g'(z) i (g oy J@@)
Res [—g(ac) 1 x:pj_ xl—>p]_< PJ) 9(z) Jf(pj)- (C.13)

Substituindo (C.11) e (C.13) em (C.9) e somando em todos os indices i e j, obtemos:

n m

L {0 d D00 S-S s ), (C.14)

271 Jo g(x) — =

que € o teorema do argumento.
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C.3 Aplicacao do teorema do argumento

Usando o teorema do argumento, podemos transformar a soma em (C.4) na

seguinte integral de contorno:

((s) = = /Cdz(z2 + m2)5%1n¢(z), (C.15)

27
em que ¢(z) é a autofuncao do operador Hamiltoniano dado em (C.3), ¢(A) = 0 e
A =22+ m? O contorno C' comeca em ie + 0o, corta o eixo real préximo ao zero e
vai para —ie + co. A funcao f(z) = V22 +m?2 é definida em todo o plano complexo
com dois cortes z = +iy, y > m. Entdo, temos os seguintes cortes para a funcao f(z)
(y >m,e>0):
+ivzE+m2, z=iy+e

f(z) = (C.16)
—iVz224+m?, z=iy—e¢

—iVz22+m?, z=—iy+e
fz) = (€.17)
+ivVz2+m? z— =iy —e¢

A mudanca z — ik desloca o contorno para o eixo imaginario de forma a obtermos:

) = oo [ AV oo + o [ dn(—i/RT =) (i),

21 ) o 2m

—m

(s) = o) / (Vi =) 2 L (in). (C.18)

Ok

@ m

em que ¢(ik) = ¢(—ikK).
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