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Resumo

Neste trabalho discutimos a importancia das fases quanticas usando o Efeito Aharonov-
Bohm para particulas carregadas e particulas neutras com momento de dipolo magnético (Efeito
Aharonov-Casher) e momento de dipolo elétrico (Efeito He-McKellar-Wilkens), e 4&tomos com
momento de quadrupolo elétrico. Tira-se vantagem do estudo inicial de tais sistemas para
mostrar a emersao de niveis de Landau na dindmica de uma particula em duas situa¢des: quando
a particula estd carregada e quando ela € neutra. No caso de uma particula neutra é considerado
que esta possui momento de dipolo elétrico. Além disso € a primeira vez que é abordado um

atomo neutro com momento de quadrupolo elétrico.

Palavras-chave: Efeito Aharonov-Bohm, Efeito Aharonov-Casher, Efeito He-McKellar-Wilkens,

Nivies de Landau, Momentos Elétricos e Magnéticos.



Abstract

In this work we discuss the importance of the quantum phases using the Aharonov-Bohm
Effect for charged particles and neutral particles with magnetic dipole moment(Aharonov-
Casher Effect) and electric dipole moment(He-McKellar-Wilkens Effect) and atoms with elec-
tric quadrupole moment. It takes advantage of the initial study of such systems to show the
emergence of Landau levels in the dynamics of a particle in two situations: when the particle is
charged and when it is neutral. In the case of a neutral particle is considered that it possesses
electric dipole moment. In addition it is the first time which is approached a neutral atom with

electric quadrupole moment.

Keywords: Aharonov-Bohm Effect, Aharonov-Casher Effect, He-McKellar-Wilkens Effect,

Landau Levels, Electrics and Magnetics Moments.
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INTRODUCAO

Para estudos de fendmenos fisicos utilizando teoria quantica, € necessario a atribui¢do de uma
caracteristica ondulatdria para as particulas e nesse contexto entra em cena a funcao de onda. A
funcdo de onda € a representacio ondulatdria da matéria. Na funcdo de onda existem fatores de
fase, que possuem grande importancia no estudo desses sistemas. Essas fases sdo denominadas
fases quanticas. As fases quanticas podem ser do tipo dindmica, a qual depende da velocidade
de evolugdo do sistema e muitas vezes sdo responsaveis pela dependéncia temporal de toda
fun¢do de onda, geométrica, sendo essas dependentes da geometria do espaco dos estados ou
topoldgica, que esta relacionada com a estrutura topoldgica do espaco de configuragdo. Apenas
das fases ndo emerge fundamento fisico algum, mas dos estudos de interferéncia de estados
interagentes podem aparecer, devido a diferenca das fases, importantes efeitos quanticos. Em
1959, Aharonov e Bohm estudaram a importancia da fase quantica adquirida por uma particula
carregada ao interagir com um campo magnético[1]. O surpreendente da fase AB € a sua exis-
téncia, mesmo considerando a dindmica da particula em uma regido livre de campo magnético,
ou seja, regido na qual ndo existe for¢a agindo sobre a particula. Esse efeito mostrou um signifi-
cado novo aos potenciais eletromagnéticos, os quais ate entdo, eram entendidos como artificio
matemadtico. A fase AB pode foi verificada experimentalmente através de experimentos de
interferéncial2]. Esse efeito é conhecido como Efeito Aharonov-Bohm. Continuando o estudo
quantico de dindmicas com campos eletromagnéticos, em 1984 Aharonov e Casher mostraram
que fase semelhante € também adquirida por uma particula neutra com dipolo magnético per-
manente interagindo com campo elétrico[3]. O efeito Aharonov-Casher, como ficou conhecido,
também foi experimentalmente observado em experimentos de interferéncia de néutrons. As
fases quanticas citadas acima sdo do tipo topoldgica, pois dependem apenas da topologia do
espaco. Outra fase topoldgica presente em dindmicas eletromagnéticas foi encontrada por He
e McKellar, e Wilkens, independentemente, estudando um sistema composto por uma particula
neutra com dipolo elétrico permanente em meio a campo magnético, ao considerar o movimento
do dipolo em regido livre de forgas[4, 5], como nos efeitos AB e AC. Percebendo que também
a fase HMW ¢€ topoldgica, nota que se pode construir efeitos semelhantes, aos ja comentados,
usando transformacdes que preservem a topologia do espago, dentre as quais temos a Trans-
formacdes de dualidade de Heaviside[6], sob a qual as equagdes de Maxwell s@o invariantes.

Dessa forma o efeito HMW € visto como efeito dual ao efeito AC e surge o efeito AB dual[7],



que é o aparecimento de uma fase quantica topoldgica para um monopolo magnético em meio
a campo elétrico, realizando assim uma descri¢ao unificada dos efeitos acima citados[8]. Em
1995, Chen, mostrou que efeito parecido ao AB ocorre também com dtomo neutro possuindo
momento de quadrupolo elétrico interagindo com campo magnético[9]. Para configuracdes de
campo e distribui¢do de cargas especificas € encontrada fase quantica topoldgica como no AB.
Esses efeitos t€ém grande possibilidade de aplicacdo em diversas dreas, em especial na drea de
computacao quantica holondmica. Na computacido quantica as operacdes logicas sao feitas us-
ando portas 16gicas reversiveis que em muitos casos quando aplicadas, resultam em estados
l6gicos diferentes dos de entrada apenas por uma fase. O estudo de sistemas fisicos utilizando
teoria quantica tem outra consequéncia muito interessante, que € a quantiza¢do dos niveis de
energia, ou seja, a energia agora assume valores discretos. Para uma particula carregada em
meio a campo magnético constante € homogéneo, os niveis de energia se apresentam quanti-
zados em um valor constante, que esta relacionado com a frequéncia de oscilagao da particula
nas Orbitas cldssicas. O espectro de energia para o sistema descrito acima foi encontrado por
Landau em 1930[10]. Landau também mostrou que esses niveis de energia eram degenerados,
ou seja, o sistema poderia ter varias fun¢des de onda que correspondessem a mesma energia. A
descricdo quantica da dindmica estudada por Landau auxiliou o estudo de muitos outros feno-
menos que t€ém como base a interagdo de particulas carregadas com campo magnético. Um
exemplo € o Efeito Hall Quantico, que € o aparecimento de uma resisténcia quantizada em
uma placa condutora, a qual € atravessada por um campo elétrico ao longo da superficie e por
um campo magnético perpendicular a superficie[11]. Em 2001, B. Paredes e colaboradores
usando a analogia entre um condensado de Bose-Einstein girando, e um sistema de elétrons
interagindo com campo magnético uniforme como nos Niveis de Landau, provou a existéncia
de uma excitacdo de 4nions ! neste condensado[12]. Marie Ericsson e Erik Sjoqvist no mesmo
ano motivados pelo resultado de Paredes, desenvolveram um andlogo atomico da Quantizagdo
de Landau baseados na interacdo de particulas neutras com momento de dipolo magnético em
meio a campo elétrico[13], como no Efeito AC, prevendo assim um possivel Efeito Hall Quan-
tico Atdmico usando campos elétricos, o qual pode ser visto em Condensado de Bose-Einstein.
Os niveis de energia desenvolvidos por Ericsson e Sjoqvist foram chamados de Niveis Landau-
Aharonov-Casher. Seguindo a ideia de Ericsson e Sjoqvist em 2006, L. R. Ribeiro, C. Furtado
e J. R. Nascimento estudaram a dinamica quantica de uma particula neutra com momento de
dipolo elétrico na presenca de um campo magnético externo, como no Efeito He-McKellar-
Wilkens, e demonstraram que para configuracdes especificas de campos e dipolos tinham quan-
tizacdo similar a dos Niveis de Landau[14]. No mesmo ano Furtado e colaboradores analisaram
os Niveis de Landau para uma particula neutra com momento de dipolo elétrico induzido em

uma configuracio particular de campos elétrico e magnético confinando a particula neutra no

Iparticulas compostas que surgem em sistemas bidimensionais



plano[15]. Nos capitulos seguintes desse trabalho faremos uma discussao sobre fases, apresen-
tando breves exemplos de fases dindmicas, geométricas e topoldgicas(Capitulo 1). No Capitulo
2, estudaremos a dindmica quantica de particulas carregadas na presenca de campo magnético
onde mostraremos o Efeito AB, particulas neutras com momentos de dipolo magnético em meio
a campo elétrico onde mostraremos o efeito Aharonov-Casher, 4&tomos com dipolo elétrico inte-
ragindo com campo magnético onde serd mostrado o efeito He-McKellar-Wilkens e para &tomos
com momento de quadrupolo elétrico sujeito a interacdo com campo magnético serd mostrado
o efeito Aharonov-Bohm andlogo. No capitulo 3, estudaremos algumas das dinamicas citadas
no capitulo 2, com o objetivo agora de evidenciar a Quantiza¢do de Landau. Entdo apresentare-
mos a Quantizacdo de Landau tradicional, ou seja, a quantizacao dos niveis de energia de uma
particula carregada em meio a campo magnético e depois para particulas neutras com dipolo
magnético em meio a campo elétrico. No capitulo 4, apresentaremos pela primeira vez na lite-
ratura a quantizacdo de Landau, para &tomos com momento de quadrupolo elétrico interagindo

com campo magnético. Por fim sdo apresentadas as conclusoes e as perspectivas desse trabalho.



CAPITULO 1

FASES QUANTICAS

Nos fendmenos quantum mecanicos, aparecem fatores de fase na funcdo de onda do sistema
e essas fases possuem diversas propriedades que as classificam em dindmicas, geométricas ou
topoldgicas. O primeiro contato que temos com fases na Fisica é nos estudos iniciais sobre
fendmenos oscilatérias, no qual a fase se mostra como um dos parametros essenciais para a
descri¢do dessas dindmicas, inicialmente com o oscilador harmonico simples unidimensional

que € descrito tradicionalmente por
x(t) = xpcos(Po + r) (1.1)

onde ¢p + o € a fase do oscilador. Esse é o primeiro contato que temos com o conceito de fase
na Fisica. Logo o conceito de fase € estendido para estudos ondulatérios devido as caracteris-
ticas oscilatdrias desses fenomenos. Entdo podemos dizer que a fase de algum objeto fisico ou
sistema fisico € caracterizado por um angulo. Podemos representar essas fases usando funcdes
trigonométricas send, cos$ ou combinagdes lineares asend 4+ bcos, mas também usando a no-
tacdo de Euler, ¢, que equivale 2 soma das funcdes trigonométricas apresentadas levando em
conta a possibilidade de introdu¢do de nimeros complexos. O fendmeno que trouxe a tona
a importancia das fases quantica para a Fisica foi o Efeito Aharonov-Bohm, o qual aparece
no sistema de uma particula carregada em meio a campo magnético. Efeitos semelhantes sdo
encontrados também em sistemas de particulas neutras com momento de dipolo magnético in-
teragindo com campo elétrico, que é o Efeito Aharonov-Casher, conhecido como o reciproco do
AB, o efeito He-McKellar-Wilkens que € o AB para particula neutra com dipolo elétrico em am-
biente atravessado por campo magnético e também o AB para d4tomos neutros com momentos

de quadrupolo elétrico em meio a campo magnético.

1.1 FASES DINAMICAS

Para fendmenos quanticos que o hamiltoniano é independente do tempo podemos escrever a

funcao de onda como
Y(r,7) = e E iy (7) (1.2)



onde o fator de fase ¢ E/"

traz a fase —Et/h. Para sistema que o hamiltoniano varia com o
tempo, temos que a fase referente a energia é dada por
1 t
0(t)=—= [ E({)d (1.3)
i Jiy
como uma extensdo da anterior. Em qualquer das duas formas percebemos que o tempo é o

unico fator que determina como elas serdo. Essas sdo fases dindmicas.

1.2 FASES GEOMETRICAS

A Fase geométrica foi descoberta pela primeira vez em 1956 por S. Pancharatnam com seus es-
tudos sobre fase geometria em 6ptica[16]. Depois a fase geométrica foi redescoberta, ou melhor,
ganhou novamente atencao, com Berry em estudos sobre aparecimento de fases geométricas em
dindmicas quanticas, ficando assim conhecidas como Fases de Berry que serdo discutidas mais
tarde. Iniciando uma descri¢c@o sobre fases geométricas podemos iniciar dizendo que qualquer
objeto vetorial que é transportado paralelamente! ao longo de um caminho que o faz sair e
voltar ao seu ponto inicial pode adquirir um angulo com relagdo a sua direcdo inicial antes do
seu movimento. Este dngulo ou essa fase é uma propriedade geométrica, ou seja, ela depende
do espaco em que € escrito essa curva, esse caminho ou esse transporte. Para ilustrar o apareci-
mento dessa fase mostraremos exemplos de nivel elementar e também exemplos de fendmenos
fisicos. O transporte paralelo de um vetor ao longo de um circuito fechado qualquer escrito
em uma superficie plana trard o vetor para o ponto inicial com dire¢des e sentidos iguais aos do
inicio da trajetdria. Isso acontece, pois a superficie em que o vetor foi transportado ndo tem cur-
vatura. Ja se o transporte paralelo de um vetor ao longo de um circuito fechado for feito sobre
uma esfera, o que pode ser pensado como a agulha de um compasso transportada em um navio
ou viajando de carro na superficie do planeta, que pode ser visualizado na figura (1.1), um vetor
que se movimenta em uma trajetoria fechada escrita sobre uma esfera. Ele inicia seu movi-
mento sendo transportado paralelamente de um dos polos da esfera, indicado pelo ponto preto,
ate a curva que equivale ao equador da esfera, e depois € transportado ao longo do "equador"e
logo apos toma a trajetéria caminho a seu polo de origem. Apds completar o caminho fechado,
0 vetor se encontra em rotagdo com respeito a dire¢do que estava apontando quando a viagem
comegou, ou seja, ele adquire uma fase. Neste exemplo, onde o circuito foi cerca de um oitavo
da esfera, o angulo de rotacdo € de 90 graus. Caso o caminho fosse, por exemplo, um quarto
da esfera, giraria o vetor 180 graus. A razdo para essa rotacdo € puramente geométrica. Na ver-

dade, ela est4 ligada a Curvatura Intrinseca’ da esfera. O angulo de rotacio, ou a fase adquirida,

Itransportado de um ponto a outro por uma curva mantendo constante o angulo entre ele e o vetor tangente 2

curva
2grandeza escalar relacionada com superficie que indica, dentre outras coisas, se a superficie é plana ou curva



Figura 1.1 Vetor transportado paralelamente ao longo de um caminho fechado em uma esfera.

¢ de fato relacionado com a integral da curvatura da superficie delimitada pelo circuito que é
um valor ligado a uma grandeza chamada 4ngulo sélido’. Outro exemplo cldssico é o Péndulo
de Foucault[17, 18]. O Péndulo de Foucault consiste em um péndulo que sofre uma variacdo no
seu plano de oscilacdo devido ao movimento do suporte do péndulo em um caminho fechado
sobre uma esfera, como estd representado na figura (1.2). O movimento citado anteriormente
€ causado pelo movimento de rotacdo da Terra, o plano de oscilagdo gira com a tal rotagdo.
A explicacdo usual faz uso da forca de Coriollis*, mas também pode ser escrito como apenas
uma fase geométrica. A fase adquirida pelo plano de oscilagdo depende do caminho adotado, e
por isso depende do angulo sélido que é determinado pela latitude ¢ = g — 69 que identifica o

caminho seguido pelo suporte do péndulo. A fase é dada por

0p 27
Q= / / 5en0d0d@ = 21t(1 — sendy) (1.4)
0 0

analisando essa fase tendo em mente que a Terra girou de 27 este resultado indica que o pén-
dulo realizou uma precessdao de um angulo 2msen®g. Por exemplo, para uma latitude ¢9 = 30
graus, o plano do péndulo demora dois dias para voltd-la a situacdo inicial. No equador ndo ha
rotacdo do plano, devido ao fato que objetos vetoriais transportados paralelamente ao longo de
uma geodésica ndo adquirem fase geométrica. Assim, a orientacdo do péndulo sofre transporte

paralelo ao longo do trajeto de latitude fixo. O péndulo de Foucault € um exemplo da mecanica

30 angulo sélido é o angulo espacial que abarca um objeto visto desde um ponto dado e mede o tamanho

aparente desse objeto.
“forca ficticia causada pela rotacdo da Terra e pelo movimento do corpo sobre a superficie da Terra



Figura 1.2 O plano de oscilagdo do péndulo sofre um giro quando se move ao redor de uma latitude ao

longo do dia.

cléssica, que é por vezes utilizado para ilustrar a fase geométrica. Este andlogo mecanico da

fase de geométrica é conhecido como dngulo Hannay.

1.3 FASES TOPOLOGICAS

A Topologia € uma area da matemética considerada uma extensdao da geometria e se preocupa
com o estudo de espacgos topoldgicos. Esses espacos sdo constituidos por um conjunto de
elementos e uma colecdo de subconjuntos do conjunto anterior que obedece a determinadas
propriedades. Essa cole¢do € chamada topologia do conjunto. Por exemplo, o conjunto dos
nimeros complexos. Sendo C o conjunto do espago topoldgico, a topologia nele pode ser a
colecdo formada por N, Z, Q, R e o conjunto vazio. O trabalho da topologia é estudar pro-
priedades como compacidade, conexidade, separabilidade, homotopia e homologia, sendo que
as de maior importincia para nosso estudo serdo a conectividade e separabilidade. Maiores
informacdes sobre as outras propriedades sdo encontradas em [19, 20, 21], como também mais
explicagcdes sobre espacos topoldgicos. Interessa-nos a conectividade e separabilidade devido
ao fato de estudarmos fendmenos que ocorrem em regides separadas que possuem caracteris-
ticas distintas € mesmo assim interagem, ou seja, essas regides sdo elementos de um conjunto
maior que permite de alguma forma a sua conexdo. E no nosso estudo o efeito dessas ligagdes

sdo apresentadas por fases quanticas. Interessante deixar claro que todas as fases geométricas



sdo fases topoldgicas, pois todo espaco métrico forma uma espago topoldgico, mas nem toda
fase topoldgica é uma fase geométrica, devido ao fato de podermos estar estudando espacos
ndo métricos que possuem caracteristicas distintas, mas que fazem parte do mesmo espago

topolégico.



CAPITULO 2

EFEITO AHARONOV-BOHM E ANALOGOS

As fases topoldgicas estdo presentes em muitos fenomenos fisicos, em especial em fendmenos
quanticos, onde fazem emergir informagdes novas e surpreendentes. Esse € o caso do efeito

Aharonov-Bohm.

2.1 EFEITO AHARONOV-BOHM

Demonstrado pela primeira vez em 1959, por Aharonov e Bohm[1], o efeito Aharonov-Bohm,
como foi chamado, consiste na aquisi¢do de uma fase quintica por uma particula carregada em
uma regido livre de campo magnético. Nessa regido ndo had campo magnético, mas a regido pos-
sui potencial vetor ndo nulo. A presencga desse potencial vetor influéncia a particula de forma tal
que apenas € percebida quando feito estudo quantico dessa dinamica. Essa influéncia € apresen-
tada na forma de uma fase quantica que surge na fun¢do de onda da particula. Aharonov e Bohm
propuseram experimentos que evidenciariam esse efeito nos quais supunham uma particula car-
regada dentro de uma camara de Faradayl, ou um feixe coerente de elétrons dividido em duas
partes e que cada parte € inserida em um tubo cilindrico de metal, como mostrado na parte es-
querda da Figura (2.1) e também com um feixe de elétrons que € dividido e suas partes passam
por lados opostos de um solendide, evitando-o, como mostra a parte direita da Figura (2.1). Nos
dois casos feixes sdo coerentes antes de se dividirem e depois devido as interagdes que o0 sao im-
postas em cada um dos caminhos diferentes que lhes sdo dados, fases diferentes sao adquiridas,
implicando assim em um aparecimento de uma fase quando os feixes se combinarem nova-
mente. Pode-se estudar esse efeito fazendo um feixe de elétrons atravessarem um anteparo com
duas fendas em um experimento tipo Young levando em conta agora a presenca de um poten-
cial V(7¥,1) qualquer atrds do anteparo. A difragdo do feixe produz uma figura de interferéncia
(Figura (2.2)). Um deslocamento na figura de interferéncia serd visto, como mostrado na Figura
(2.3), se entre as fendas e por trds delas, concentrarmos um campo magnético, de tal modo que
este seja nulo na regido da trajetéria do feixe de elétrons depois de difratado pelas duas fendas.
Podemos consegui-lo com o uso de um solenoide longo de dimensdes transversais de ordem

menor que a das fendas. Assim, uma corrente estaciondria no solenoide gera um fluxo ® dado

Icamara que serve de blindagem para campos externos, foi elaborada pelo cientista Inglés Michael Faraday, em

1836
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solendide
Regido de
Interferéncia

Barreira
nao
metalica

Figura 2.1 Experimentos propostos por Aharonov e Bohm (figuras tiradas do artigo [1])

pela expressao:

q::/é-df:jfi{.df 2.1)
C

onde C € qualquer circuito envolvendo o solenoide. Embora o campo de magnético B exista
apenas na regido dentro do solenoide, o potencial vetor A, que satisfaz a expressdo acima,
deve existir ndo s6 dentro com também fora do solenoide, qualquer que seja o gauge, pois
& definido por (2.1) fica invariante sob transformacdes de gauge. Transformagdes de gauge
ou de calibre sdo transformagdes que deixam invariantes os campos eletromagnéticos, para
exemplos vide apéndice desse trabalho. Com isso Aharonov e Bohm propuseram mostrar que
mesmo a particula estando em uma regido sem campo magnético, ou seja, regido na qual a parte
magnética da forca de Lorentz

F=95xB, 2.2)

&
¢ nula, temos ainda um efeito que ndo pode ser visto classicamente. Isso implica um significado

quantico especial para o potencial vetor eletromagnético que ultrapassa o papel usualmente de
artificio matematico, que € apresentado devido as transformacdes de calibre. Podemos agora
entdo explicitar esse efeito no estudo da dindmica quantica de uma particula carregada. Para o
sistema de uma particula com carga ¢ em uma regido com potencial vetor A, estdtico e outro

potencial V (¥,1) qualquer, temos o hamiltoniano dado por

2
A=t @,V— 4 > V(7 1) (2.3)

2m \ i c

dado pelo acoplamento minimo, o qual € mostrado no apéndice desse trabalho, e é proposto

de tal forma que a interagdo do campo magnético com a carga da particula € dada apenas pelo
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<«—— Figura de Interferéncia

| Fonte \

Figura 2.2 Experimento de Young com feixe de particulas carregadas em regidio com potencial vetor

nulo.

segundo termo entre parénteses do hamiltoniano, sendo entdo V (¥,7) independente do campo
magnético ou do potencial vetor. Para o nosso estudo B=VxA=0na regido em que a particula
viaja. No entanto como falado antes, A # 0 nessa regido e a particula ndo € influenciada pela

for¢a dada em (2.2). A equacdo de Schrodinger dependente do tempo para essa dindmica é

N oW (7t
HY(71) = ihﬂ, (2.4)
ot
podemos escrever a funcdo de onda como
W(7,1) = W (7,1), (2.5)
sendo B
g=2L /rA’(?’) d7. (2.6)
hc Jz,
Ao substituirmos (2.5) em (2.4), obtemos
o, W' (7,1)
—— VY (71 PO =ih——2~ 2.7
VIV () +V (F) Y = i @7)

equagdo de Schrodinger sem a presenga do potencial vetor, ou seja, a influéncia de A é re-
sponsdvel pelo aparecimento de uma fase quantica g na funcdo de onda. Se considerarmos o
potencial vetor com a forma
- D,
A= — 2.8



12

Fendas

Figura 2.3 Experimento tipo Young com feixe de particulas carregadas em regido com potencial vetor

ndo nulo.

que produz o campo magnético que necessitamos, constante, uniforme e paralelo ao eixo do

solenoide, podemos calcular a fase g adquirida pelas particulas da seguinte forma

q®P /
= d
g 2mthc 0

onde o resultado da integral defina de O a &, refere-se a particulas que passaram pela primeira

fenda e o resultado da integral definida de —m a 0, refere-se a particulas que passaram pela

segunda fenda, ou seja,
_ 4 9®

8= S one
Assim temos que a presen¢a de um potencial vetor em uma regido tem influéncia sobre uma
particula carregada mesmo que nessa regido ndo seja observado campo magnético e essa in-
fluéncia € percebida devido ao aparecimento de uma fase quantica na funcdo de onda da particula
dada por
qd

1 -
Sup = h—chA-dr_ = 2.9)

que € a diferenga de fase entre as particulas de viajam pelos lados distintos do solenoide. A
equacgao acima € encontrada utilizando a definicdo (2.8), mas podemos chegar em (2.9) de uma

forma mais geral tomando conhecimento do teorema de Stokes de forma que

1 - q - q - b
Sap=— P qA-di = — VxA)-ds=— B-ds=— 2.10
AB hc%q " he Sup-( )-ds hc Jsup. ' he (2.10)

O efeito Aharonov-Bohm foi verificado pelo experimento realizado por R. G. Chambers em

1960[2], no qual utilizou um whisker de ferro magnetizado, colocado a sombra de uma fibra
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de quartzo metalizada, formando o centro de um biprisma Optico eletronico. H. A. Fowler,
L. Marton, J. A. Simpson e J. A. Suddeth em 1961[22], também observaram o efeito AB,
utilizando também o whisker, com configuracdo tal, que aumentava a resolu¢ao do experi-
mento. E em 1986[23], foi a vez de Akira Tonomura, Nobuyuki Osakabe, Tsuyoshi Mat-
suda, Takeshi Kawasaki e Junji Endo de observar o efeito AB, utilizando um ferromagnético
toroidal coberto com uma camada de supercondutor para confinar o campo. O efeito AB tam-
bém pode ocorrer devido a interacdo da carga da particula com o potencial escalar elétrico.
Neste caso a fase adquirida pela fun¢do de onda dependera do potencial escalar elétrico. Para
isso € necessdrio construir uma situacao em que o potencial eletrostatico varie em dois caminhos
de uma particula, como no experimento sugerido por Aharonov e Bohm para os caminhos nos
quais existem cilindros metélicos (lado esquerdo da figura(2.1), através das regides de campo
elétrico nulo. Como no caso do campo magnético, a auséncia de um campo elétrico significa
que, classicamente, ndo haveria efeito, mas a fase adquirida pela funcdo de onda mostra o con-
trario. Fazendo processo parecido com o feito para o AB magnético temos que a fase adquirida

serd
g (T
Sgler. = —5 / ®(t)dt (2.11)
0
sendo @ o potencial escalar e 7' o tempo que a particula fica sujeita a interacdo com o potencial,
que € o periodo que ela fica no dentro do cilindro. Caso assumirmos que o potencial dentro do
cilindro é constante @(¢) = V, encontramos

qvVT

- (2.12)

SElet. = -

Para comprovagdo desse efeito, o efeito AB elétrico, uma experiéncia diferente da citada acima
foi proposta. A experi€ncia envolvia um anel geométrico com duas pequenas juncdes de tunela-
mento(vide figura (2.4)). Entre as metades do anel foi posto uma tensao V relativa. Essa situacao
resultou em uma fase de AB, da forma apresentada acima, e foi observado experimentalmente
em 1998[24].

Figura 2.4 Anel geométrico com duas juncdes de tunelamento que foi usado para observar efeito AB

elétrico. Figura tirada do artigo [24]
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2.2 FASE DE BERRY

Em 1984, Berry[25], mostrou que o efeito AB é um caso especifico de Fases de Berry ou
Geométricas, ou seja, fases adquiridas por sistemas quando evoluem segundo o Teorema Adia-
bético?. A Fase de Berry para sistemas quanticos é obtida estudando a evolugio desses sistemas,

o qual é dado pela Equacdo de Schrondiger dependente do tempo

. 0¥
HY = ih— - (2.13)

onde A é o hamiltoniano do sistema, é o operador que determina a dindmica do sistema e ¥ é a
func¢ao de onda, ou seja, o estado quantico do sistema que depende do tempo e da posicao e pode
ser escrito de forma expandida ¥ =Y, ¢,'¥;,. Podemos também usar a equacdo de Schrondiger

independente do tempo
Ay, = E,, (2.14)

desde que tomemos o hamiltoniano independente do tempo e que

P, = ype T (2.15)
sendo y a funcdo de onda independente do tempo e E, a energia do sistema no nivel n. As-
sumiremos que podemos tomar a evolucao de um sistema quantico com hamiltoniano depen-
dente do tempo utilizando a equacdo (2.14) e fazendo todos os termos dependentes do tempo,

assim temos
H(1)ya(t) = En(t)Wn (1) (2.16)
Definiremos a partir daqui W(7) = W para todas as grandezas, com o intuito que as equagdes

nao fiquem sobrecarregadas. Faremos uma expansao na fun¢ao de onda em seus estados de auto

valores possiveis, de forma que

Y=Y ¥ =Y cnpne® (2.17)
n n

t
onde 6, = — / E,dt' e c, é o coeficiente da combinacdo linear. Podemos encontrar ¢, sub-
0
stituindo (2.17) em (2.14),

N . 0 .
Hzn:cnwne’e” = ihg [Zﬂ:cnwnele"}

fazendo a aplica¢@o do hamiltoniano do lado esquerdo e a derivacdo do lado direito da equagao

acima e as simplificagdes necessdrias, temos

9 i, _ Ny g,
Yo e = —Xeayre (2.18)

2que diz:"Se um sistema que esta inicialmente no estado |n > do hamiltoniano H’, na transigao adiabatica de

H' para H/, ele sera levado para o estado |n > do hamiltoniano H/"
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precisamos tirar do somatdrio o termo que possui a derivada do coeficiente, para isso fazemos

o produto interno de (2.18) com ,,, e usar a propriedade de ortonormalidade das fungdes

dcm

Iein Nin k7
ot

= —tm <VWml73~ >~ Y cn < at" > ¢/ —6n) (2.19)
n#m

para melhor escrevermos o termo para n = m podemos utilizar (2.16), fazendo a derivada tem-

poral e o produto interno com o estado ,, como anteriormente, o que resulta em

<\|’m‘aa_l;1|\l’n >
(En—Em)

Yy

utilizando o Teorema Adiabatico, o qual assume a variagdo do hamiltoniano com o tempo,

pequena ou desprezivel, obtemos entdo para n # m

<“”"’aa%> ~ 0 2.21)

resultando em

E Rl
que possui como solugao
cm = cm(0)etn (2.22)
onde . 3
Ym =1 / < Do (2.23)
0 ot
Temos a funcdo de onda do sistema dado por
P =Y c,(0)eM ey, (2.24)

Com o objetivo de encontrar um resultado generalizado, vamos assumir ¥, (1) = W, (R (¢), ...,Rn(2)),
onde R,,(t) sdo pardmetros que variam com tempo, podendo ser por exemplo um campo mag-
nético varidvel ou um campo elétrico varidvel. Dessa forma ficamos com

aWn . aWn aRl %aRm -V ) a_R
o _oR, of " ToR, o RVn g

(2.25)
onde Vg € o gradiente com respeito aos parametros. E substituindo (2.25) em (2.23), obtemos
R(7)
Yo = i < VlViy, > dR (2.26)
R(0)
Assumindo processos ciclicos para os parametros R, conseguimos

Ym = i% < Wm’VRWn > -dR (2.27)
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Figura 2.5 Particula confinada em uma caixa por um potencial V (7 — I_é)

Essa € a chamada Fase de Berry. Nao necessariamente o resultado da expressao acima € nulo,
ou seja, nem sempre a autofuncao inicial € igual a autofun¢do final, mesmo que os paramet-
ros iniciais e finais da sua evolucdo sejam iguais. Podemos utilizar ideia parecida com do
primeiro experimento que Aharonov e Bohm propuseram em seu artigo, a camara de Faraday,
para evidenciar que a fase AB € uma fase de Berry. Iniciemos tomando uma particula carregada
confinada em uma caixa por um potencial V (¥ — R) ,onde R e 7, s30 0s vetores posicdo da caixae
da particula, respectivamente, relativo a origem do referencial, situado em um solenoide, como
mostra a Figura (2.5). E interessante o sistema com a particula confinada para que tenhamos R

como o nosso parametro. Utilizando (2.3) para o caso presente, temos

1 (h A\ 2 _
( v QA) FV(F- R)] W = EnWn (2.28)
2m c
Assumindo y,, = '8 W, como feito em (2.6), obtemos
h
{—2—v2 +V(F- } v, = EaV, (2.29)

A Equagao de Schrodinger independente do tempo para uma particula sujeito apenas ao poten-

cial V(7 — R). Sendo assim temos que y, = v/ (7 — R) e que podemos escrever
VeV, = Vi(e®y))= —z—Ae’g\p +e8Vpy, (2.30)

Fazendo o produto interno de ,, com (2.30), obtemos

<[ VRY, > = —ihﬁﬁ 2.31)
C

substituindo (2.31) em (2.27), resulta em

—_ — (b
ym_zj{—;—A dR = q/(VxA)-di:i/B-dfzq— (2.32)
fic Js hc Js he
Obtemos assim que a fase que a particula adquire fazendo uma evolucao adiabatica e ciclica no

parametro Ré igual a fase adquirida pela particula no efeito AB.
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2.3 EFEITOS AHARONOV-CASHER E HE-MCKELLAR-WILKENS

O efeito AB apresentou e abriu a discussdo sobre a importancia do potencial vetor eletromag-
nético em efeitos fisicos que ate entdo nao eram vistos e trouxe a tona aspectos interessantes
sobre as fases quanticas. Entdo estudos sobre o aparecimento de Fases Quanticas em outros sis-
temas eletromagnéticos, além do que apresenta o efeito AB, chamaram a atencdo. Os primeiros

sistemas foram os compostos por particulas neutras em meio a campos magnético e/ou elétrico.

2.3.1 EFEITO AHARONOV-CASHER

Em 1984, Aharonov e Casher fizeram o estudo da dindmica de uma particula neutra com mo-
mento de dipolo magnético em meio a campo elétrico. O procedimento feito foi derivar da
langrangeana de uma particula carregada em campo magnético, uma lagrangiana efetiva e as-
sim predisseram o aparecimento de uma fase quéntica na descricao quantica de uma particula
neutra[3]. Esse efeito chamado Efeito Aharonov-Casher (AC) € considerado o efeito reciproco
do Aharonov-Bohm. No sistema em que esse efeito ocorre a particula neutra que possui mo-
mento de dipolo magnético interage com um campo elétrico, mas nenhuma forga é aplicada
sobre ela, ou seja, a interagcdo dipolo magnético campo elétrico ndo da origem a for¢a alguma,
como no AB. Para o estudo dessa dindmica tomaremos inicialmente um outro caminho, difer-
ente do que Aharonov e Casher assumiram. Nao derivaremos a lagrangiana do sistema em
questao a partir da lagrangiana do efeito AB. Usaremos a forma da interagao de momento campo
magnético ja conhecido. Assim para uma particula com momento magnético z interagindo com
um campo magnético B’ temos

1 =g
L= 5mv2 +7-B (2.33)

o qual apresenta o termo de interacdo com a mesma forma que tem o potencial de um dipolo
magnético interagindo com um campo magnético. O problema € que nio temos campo mag-

nético no laboratério (B = 0), o que pode ser resolvido assumindo a transformagao

B =B— —-VxE (2.34)
com B = 0. Essa transformacao relaciona o campo elétrico E que temos no laboratério com o
campo magnético B’ sentido pelo momento de dipolo no referencial dele. A relacdo (2.34) € a
transformacdo de Lorentz para os campos eletromagnéticos, considerando a particula nao rela-
tivistica, mas veloz o bastante para que desprezemos apenas a partir dos termos de ordem dois
em v/c. A considera¢do dessa transformagdo é melhor explicada no apéndice desse trabalho.
Dessa forma estamos no referencial do laboratério® onde existe apenas o campo elétrico E, ja

no referencial da particula temos B’ e E’, mas apenas h4 intera¢do da particula com B’ devido

30 referencial tal qual percebemos os campo sem linha, segundo as transformacdes
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a auséncia de carga elétrica ou dipolo elétrico, em fim, de multiplos elétricos. A lagrangiana
resultante da substitui¢do de (2.34) em (2.33) é
L= L2y ls (i xE) (2.35)
2 c?
a qual tem o termo de interacdo agora explicitamente dependente do campo elétrico E. A
equac¢do de movimento da particula é encontrada utilizando a Equacao de Euler-Lagrange para
a lagrangiana dada em (2.35) de forma que obtemos

d

VL——(V,L)=0

dt( L)
1—» - ] d - l — _’
1 . = di - _ dE .
C—2 V(V ‘UXE)—EXE—‘U Z = r

3
onde V,, = Z ﬁéi. Com o objetivo de encontrar a equacdo do movimento com a forga escrita
= ox
i=1

de forma conveniente, usaremos V(V-fi x E) = (V- V)(fi x E) + ¥ x [V x (¥ x E)] e também
dE [0 "

= =3 +V-V ) E. O que deixa explicito um termo muito parecido com a parte magnética
da forca de Lorentz e um outro termo referente a lei de Ampere. A equacdo de movimento fica

}:m?

fazendo uso da lei de Ampere* com B =0, como ja dito, e também J = 0 que implica no E

escrita da seguinte forma

1
2

o odi o OE o
{(V-V)(ﬁxE)+17><[Vx(ﬁxE)]—d—tle—ﬁx §+(\7-V)E

estatico, obtemos

@B ox x x B - B xE-px VE} = wi

Para simplificar o nosso problema assumiremos que g € livre de torque. Isso pode ser con-
seguido tomando sua dire¢do constante, ou seja, ele € antiparalelo ao campo magnético efetivo

sentido por ele. Dessa consideragdo temos (V- V)(fi x E) — i x (¥- V)E = 0 o que resulta em
1 . du - .
VX[ VX (UXE)——XxE;, = mr
S rx B - B <}
e assumiremos também a sua estaticidade, ou seja, 0 momento magnético também ndo varia

: . du - =
temporalmente. O que traz por consequéncia a eliminacdo do termo d—‘L; x E = 0, resultando

que a equagdo de movimento fica escrita da forma

. 1 -
mr =V x {Vx (—zﬁxE)] (2.36)
C

4¢ alei que relaciona o campo magnético sobre um laco com a corrente elétrica que passa através do lago
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Essa é a equacdo de movimento de uma particula neutra com momento de dipolo magnético
interagindo com um campo elétrico. Comparando (2.36) com as equacdes (2.2) e B=VxA

e visualizar que, matematicamente, esse sistema € equivalente a um sistema de uma particula

com carga gac sujeito a um potencial vetor Asc = fxE. Ou seja, podemos definir um

. qgacc? .
campo magnético efetivo B4c, proveniente do potencial vetor efetivo Asc, que interage com

uma carga efetiva gac, que descreva a dinamica de um momento de dipolo magnético em meio
a um campo elétrico. Dessa forma temos o mesmo cendrio estudado no efeito AB e assim
existe a possibilidade de usarmos a discussao anteriormente feita para deducdo da Fase AB(2.9)

e encontrar a Fase Quantica que a particula neutra com momento de dipolo magnético adquire

1 - -
Sac = 5%(9)14140'61’”
1 oW =
— h_czjf(yxE)-dr (2.37)

que € valido se a particula estiver livre de forgas, ou seja, mr7 = 0, trazendo como consequéncia

ol

VX [Vx(ﬁxﬁ)] =

<l

Vx(ixE) = (2.38)

A equacdo (2.37) pode ser resolvida e melhor apresentada se assumirmos que E ¢ produzido
por uma distribui¢do linear de cargas, tal qual possua A, como densidade linear de cargas. O

que obtemos €

| R
Sac =3 f(yxE).dr:hcz (2.39)

O aparecimento dessa Fase Quantica ficou conhecido como Efeito Aharonov-Casher e € con-
siderado o efeito reciproco ao Aharonov-Bohm. O Efeito AC foi observado experimentalmente
por Cimmino e seus colaboradores em 1989, através de um interferometro de néutrons contendo
um sistema de eletrodo a vicuo [27], por K. Sangster e seus colaboradores em 1993[28] e em
1995, A. G. Sinclair se juntou ao grupo de Sangster e observou novamente o efeito agora com

maior precisdao[29].

2.3.2 EFEITO HE-MCKELLAR-WILKENS

Em 1993, Xiao-Gang He e Bruce H. J. McKellar estudaram a dinamica relativistica de uma
particula neutra de spin 1/2 com momento de dipolo elétrico[4] e encontraram uma equivaléncia
dessa dinamica com a estudada por Aharonov e Casher, que foi apresentada na se¢do anterior.
Nesse estudo predisseram a possibilidade de um efeito dual ao AC, sendo necessdrio assumir
a existéncia dos monopolos magnéticos de Dirac. Um ano depois, Martins Wilkens também

demonstrou a equivaléncia entre os sistemas estudados por He e McKellar e Aharonov e Casher,
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mas no limite ndo relativistico, assumindo corre¢des de primeira ordem nas transformagdes de
Lorentz para os campos magnético e elétrico[5], como feito na secdo anterior para a dindmica
AC. Esse efeito ficou conhecido como Efeito He-McKellar-WilkenstHMW). Apresentaremos o
estudo da dindmica da particula com momento de dipolo elétrico e de que forma ela adquiri
a fase quantica. Para uma particula com momento de dipolo elétrico d interagindo com um
campo elétrico E’ temos

- -

1
L= §mv2 —d-E' (2.40)

sendo o segundo termo do lado direito o termo de interacdo entre o dipolo elétrico e o campo
elétrico sentido por ele, pois estamos assumindo corre¢des de primeira ordem nas transfor-
macdes de Lorentz para os campos magnético e elétrico, como feito na secdo anterior e para

mais explicagdes vide apéndice. A transformacao de usaremos é
— — 1 —
E'=E+-VxB (2.41)
c

mas com E = 0, pois assumiremos que para o referencial do laboratério existe apenas o campo
magnético B, ja no referencial da particula temos B’ e E’, mas apenas ha interacdo da particula
com E’ devido a auséncia de momentos magnéticos. A lagrangiana resultante ¢

1 1

L = 5mv2 + —¥-(d x B) (2.42)
C

que possui o termo de interacdo agora explicitamente dependente de B. A equacdo de movi-
mento da particula é encontrada utilizando a equacdo de Euler-Lagrange para a lagrangiana
dada em (2.42) e obtemos a equac¢ao com a seguinte forma

1 - o 5 S5 o B -
—|VV-(dxB)|]—dxB—dx—| = mr
LV (@< B B

onde utilizaremos por conveniéncia a relagio V[v- (d x B)] = (¥- V)(d x B) + ¥ x [V x (d x B)],

que deixa explicito o termo parecido matematicamente com (2.2), o qual serd necessario para

consideragdes futuras. Usaremos também i (g +V- V) B que através da Lei de Faraday

=

: - 0B - . :
e da nossa consideragdo sobre E, resulta em — = 0 e a equa¢do de movimento fica escrita da

ot

seguinte forma
1 N - o N - R ..
E{(\?-V)(deH—Vx[Vx(de)]—de—dx(V-V)B} "

onde d ¢ a derivada temporal total do momento de dipolo elétrico. A partir daqui assumiremos
também que d é constante em sua direcdo, ou seja, ele ndo esta sujeito a torque causado pelo
campo elétrico E’ sentido por ele. Essa consideracio tem como consequéncia (V- V)(ci X E) —

d x (¥-V)B =0, resultando em

N

1 - o 5 o
—{Vx[Vx(de)]—de} = m
C
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se assumirmos d X B = 0, o que pode ser encontrado fazendo d ndo variar seu modulo com o

tempo, surge como resultado
5 1o
mr =V x [V X (—d x B)} (2.43)
c

Essa € a equacdo de movimento de uma particula neutra com momento de dipolo elétrico perma-
nente interagindo com um campo magnético. Podemos fazer uma comparagdo de (2.43) com as
equagdes (2.2) e B=VxAecessa comparacao nos permite dizer que esse sistema € equivalente
ao sistema de uma particula com carga ¢ sujeito a um potencial vetor Apmw = — (%J X E), oque
nos possibilita estender essa discussao para encontrar uma equivaléncia com a Fase AB(2.9) e

adquirir a Fase Quéantica que a particula neutra com momento de dipolo elétrico adquire

1 - .

Sumw = 7 (9)Armw - d7
1 - -

= — ¢(dxB)-d?¥

hic 7{( xB)-dr

(2.44)

A fase acima descrita é valida apenas se a dindmica estudada for livre, ou seja, m# = 0 o que

resulta em
1- 5 —
VX {Vx(—de)] =0
c
Vx(dxB) = 0 (2.45)

A equacgdo (2.44) pode ser resolvida e melhor apresentada se assumirmos que Bé produzido por
uma distribui¢do linear de monopolos magnéticos, tal qual possua A, como densidade linear de

monopolos magnéticos. O que resultado dessa consideragao é

 d

1 — o
— — $(dxB)-ar="r2 2.4
Sumw hc%( X B) - dF T (2.46)

O aparecimento dessa Fase Quantica ficou conhecido como Efeito He-McKellar-Wilkens[4, 5] e
€ considerado o efeito dual ao Aharonov-Casher devido a possibilidade de encontra-los fazendo
uma simples mudanga de densidade de monopolos magnéticos por monopolos elétricos e mo-
mento de dipolo elétrico por magnético. Um experimento para testar esse efeito foi sugerido
por Haiping Wein, Rushan Han e X. Wein, em 1995 usando um campo elétrico ndo uniforme
e campo magnético uniforme simultaneamente[30]. Em 1999, Dowling, Williams e Franson
discutiram relacdes de dualidade eletromagnética entre os efeitos Aharonov-Bohm, Aharonov-
Casher e He-McKellar-Wilkens, permitindo assim uma descricdo unificada de todos os trés
fendmenos e também propdem dois sistemas experimentais para a medi¢do da fase de He-
McKellar-Wilkens[8].
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2.4 EFEITO AB PARA MOMENTOS DE QUADRUPOLO ELETRICO

Feito os estudos para a interacdo de particula carregada com campo magnético e particula neutra
possuindo dipolos magnético e elétrico com campos elétrico e magnético, respectivamente, em
1994, Chia-Chu Chen, demonstrou o aparecimento de uma fase quantica na descricao de um
momento de quadrupolo elétrico interagindo com campo magnético[9]. Esse aparecimento é
similar ao efeito AB. Para inicio deste estudo devemos novamente encontrar a lagrangiana do
sistema, agora para um dtomo com momento de multiplo interagindo com um campo elétrico.
A energia potencial de uma distribui¢do de carga em ambiente com potencial elétrico € escrita

da seguinte forma

U=q0—d-Vo+Y Y 0i;0:0;0 (2.47)
i

onde g, de Q;j, sdo os momentos de monopolo, dipolo e quadrupolo da distribui¢do de cargas
estudada, respectivamente e j =1, 2 e 3. Considerando um caso mais especifico tal que os
momentos de monopolo e dipolo sdo nulos, restando apenas o de quadrupolo e sabendo que

Vo= —E —9;0= —Ej. Obtemos a lagrangiana do sistema dada por
L /
L=Zmv = ;; Qij0iE] (2.48)

sendo o segundo termo o termo de interagdo. Pela transformacgdo (2.41), onde E ; sd0 as compo-
nentes do campo elétrico sentido pelo quadrupolo. E E e B sdo os campos medidos e sentidos
pelo observador no laboratério. Assumiremos que E = 0 e definiremos Q; = Y.;Qij9;), 0 que
resulta em

L= %mvz +7-(0 x B) (2.49)
Essa entdo € a lagrangiana da dindmica de 4tomo neutro com momento de quadrupolo elétrico
em meio a campo magnético, ficando explicito a relagdo entre o campo magnético € 0 momento
de quadrupolo, representado pelo vetor O definido anteriormente. Para encontrar a equacgdo de

movimento, o caminho € a resolu¢do da equacio de Euler-Lagrange

= S zom diz o=
mr:{V(v-QxB)—E[QXB]} (2.50)
Substituindo V(¥- 0 x B) = (¥-V)(Q x B) +¥ x [V x (0 x B)], temos
m?:{(v V)(éx§)+\7x[VX(QXE)]—d—?XE—QXi—f}
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dt t ot
de E = 0, obtemos

d d
e escrevendo — = <8_ +v-V

mr = {(V-V)(Qxﬁ)Jr\?x [Vx (OxB)——=xB—0x (v-V)B’}
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assumindo (¥-V)(Q x B) — 0 x (¥- V)B = 0, sabendo a propriedade anti-simétrica de permu-

d = - —

tacdo dos produtos vetoriais e considerando d—? x B =0, que pode ser encontrado tomando Q
estatico, temos

mi =7V x [V x (0 xB)] (2.51)

essa € a equacdo de movimento de uma distribuicdo de carga com momento de quadrupolo
Q;; representado pelo vetor 0,0 qual possui componentes Q; = Y ; Q;;0;, interagindo com um
campo magnético B. A forca resultante sobre o quadrupolo é ¥ x [V x (0 x B)] que possui forma
parecida a da parte magnética da forca de Lorentz (Eq. (2.2)). O que resulta na observacido que
o sistema estudado equivale a dindmica uma particula com carga ¢ em meio a campo magnético
Bep = ~[V x (O x B)], o que nos mostra um potencial vetor dado por Xef = — (0 x B). Para
que verificar o aparecimento de uma fase quantica ou um efeito parecido com o AB, devemos
fazer o estudo para o caso em que o quadrupolo esta livre de for¢as, o que pode ser encontrado
fazendo

Vx(QOxB)=0 (2.52)

que pode ser simplificado se utilizada a notacao de tensores
€4ij0i(€jimQiBm) = 0,
a defini¢do do vetor Oea relac@o do tensor anti-simétrico de Levi-Civita
(8kmOi1 — Ok10im ) Q10i9pBm = 0,
a equacdo de Maxwell V .B=0— 9;B; = 0, resultando em
Qip0i0pBy — Q1p0i9,B; = 0

e por fim obtemos
QipdidpB =0 (2.53)

Essa € a condicdo para que tenhamos forga resultante nula. Sendo assim, podemos obter uma
dindmica livre utilizando, por exemplo, um campo magnético constante B = Bk, que para o

aparecimento fase ndo é uma boa escolha, ou para o caso de um quadrupolo elétrico diagonal

0, i >
0p=""""" que Y k=0 (2.54)
Ki, i=p i=1
que tem como resultado a condicao dado por
K:0”B=0 (2.55)

ou seja, para que essa condicdo seja satisfeita as componentes de B podem ter dependéncia

linear ou bi linear com as coordenadas, que assim satisfard a condi¢io de dinamica livre para o
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quadrupolo diagonal. Sendo assim temos um sistema que classicamente € livre, como no caso da
particula carregada em ambiente sem campos magnético ou elétrico, mas que quanticamente ¢
influenciado pelo potencial vetor através da aquisicao de uma fase quantica. O mesmo acontece
com o quadrupolo interagindo com campo magnético que por analogia com a fase S4p adquirida

pela particula carregada no efeito AB, o quadrupolo adquire uma fase
SQ =dq y{ Ae f: dr

considerando que agora estamos tratando de uma particula com carga ¢ sujeito a um potencial

vetor Ke 7> que tendo a sua formula substituida na fase, obt€m-se
Sp = 7{ (O x B)-d7 (2.56)

A equagdo acima expressa a fase quantica tipo AB que um momento de quadrupolo elétrico

adquire quando sujeito a um campo magnético que satisfaz a condi¢do de dinamica livre(2.53).
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CAPITULO 3

NIVEIS DE LANDAU

A Quantizacdo de Landau[10] € um fendmeno que possui grande importancia nos sistemas
dindmicos quanticos e que foi inicialmente visto na dindmica quantica de uma particula car-
regada em meio a campo magnético constante e uniforme, mas também pode ser evidenciada

em sistema de particula neutra com momento de dipolo elétrico em meio a campos magnéticos.

3.1 NIVEIS DE LANDAU PARA PARTICULA CARREGADA

A descri¢do quantica da dindmica de uma particula carregada em meio a campo magnético
foi feita pela primeira vez por Landau em 1930. Ele mostrou que os niveis de energia da
particula sao discretos, espagados por quantidade constante de energia e que sdo infinitamente
degenerados. O estudo quantico da dindmica de uma particula com carga ¢ em meio a campo

magnético € feito a partir do seu hamiltoniano

encontrado através do acoplamento minimo, como mostrado no apéndice deste trabalho. No

nosso caso para campo magnético uniforme B = Bok, podemos assumir o gauge de Landau, que

consiste em A, = 0, Ay = —Bot e A, = 0. Assumindo também que T 0, ou seja a5 = 0,
permite-nos adotar a equacdo de Schrodinger independente do tempo,
Ay () = Ey(7) 3.1)

Et

considerando a fun¢do de onda W(7,1) = e i y(7) onde E e a energia total da particula. A

equacgado de Schrodinger para esse sistema é
Lro s 4h o2, &
. P+ (py+ ;B()X)2 +p§] v(x,3,2) = Ey(x,,2) 3.2)
Devido a nao dependéncia do hamiltoniano com os operadores § e Z, que tem por consequéncia

a comutagdo de [py, H] =0 e [p,,H] = 0, usando a representagio de coordenadas', onde o oper-

ador momento € descrito por p = —V. A comutagio de p, e p, com H implica na conservagao
i

dos autovalores dos momentos. Entdo podemos escrever

y(x,y,2) = eh &k £ () (3.3)

Irepresentacio na qual as coordenadas sio operadores multiplicativos e o momento é operador diferencial
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Sendo ky € k; os auto valores dos operadores p, e p,, respectivamente e podem assumir valores
de —oo 4 40, Substituindo (3.3) em (3.2), obtemos

ﬁ [ﬁi + (ky + %Bof)z +k3] f(x)=Ef(x) (3.4)

o qual podemos escrever da forma

AD 1
B’—’; 3 me?(§ - xo)z] F(x) = E'f(x) (3.5)
B k k?
onde ® = 61_0, X0 = _he e E' = E — —=. A partir daqui é conveniente definirmos os oper-
c qBo 2m

adores levantamento d}; e abaixamento d,, definidos da forma

S Mmoo, iPx
a, = ”_27’1 (x _m(D> (3.6)
A (mo [, iPx
ax =4/ % (X + _m0)> 3.7

onde o operador £’ = £ — x(. Na mecanica cldssica, o movimento das particulas no plano perpen-
dicular ao campo magnético localiza-se em um circulo ao redor de um ponto fixo. A quantidade
X0, que € conservada no caso quantico, corresponde a coordenada x classica do centro do cir-
culo. Os operadores levantamento e abaixamento possuem relacio de comutacio [d,,d!] = 1e

utilizando (3.6) e (3.7) em (3.5), temos a equagdo de Schrodinger escrita da seguinte forma

oh [dia} + ﬂ f(&X)=E'f(x) (3.8)

Os operadores d| e d, quando aplicados em auto estados do operador hamiltoniano tem a pro-

priedade de elevar ou diminuir, respectivamente, a energia do auto estado em 7. Ou seja,

Hal f(x) = oh {a;&x + %] alf(x) =al [oh+A] f(X) = [E'+oh]al f(¥) (3.9)

Ha f(x') = oh {axa; - %} af(X)=a.[—on+H] f(X') = [E' —oh] a f(x) (3.10)

Assim percebemos que quando d, é aplicado no estado fundamental do sistema, H fy(x') =
E{ fo(x'), o resultado é zero, devido ao fato de ndo existir auto estado do operador hamiltoniano

com auto valores menores que Ej). Desta forma podemos usando (3.7),

drfox) =0= fo(x') = 1/ Z—;e‘%x'z (3.11)

onde fy(x') é normalizado e aplicando H no estado fundamental encontramos a energia funda-

mental do sistema, ou seja,

X " 1 h
Hfo(x') = Eg fo(x') = ho (ﬁidx + 5) fol) = Ey= 7@ (3.12)
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Podemos dessa forma analisar a aplicagdo @' no estado fundamental e escrever
fu(¥) = Cu(@D)" fo (') (3.13)

onde C,, é uma constante de normalizagdo, n é o numero de vezes que foi aplicado 4l no estado
fundamental e f;(x’) é o enésimo estado do sistema. Como visto em (3.9) a cada aplicagio do

djc aumentamos em 7/ a energia do sistema, entao
, 1
E'=noln+ 3 3.149)

esses niveis de energia sdo os chamados Niveis de Landau. Podemos também definir N =
ala, como Operador Niimero e escrever H = ho (N + 3), onde N, (x') = nf,(x'). Agora falta
apenas descobrirmos a constante de normalizacdo de (3.13) para termos os auto estados do

sistema para o enésimo estado, sendo assim

oo +oo )
[ 1nePar= [ iGaly )P =1

onde encontramos entao

1
C,= ﬁ (3.15)
resultando em
1
AN - AT n /
fi’l(x> - m(ax) f()(x)
AT h sz d _@XZ L
e escrevendo d, = — 5 (De 27 d—e 2 o que € uma outra forma de escrever (3.6),temos
m X
1" [ o [ d _mon]|
(@) = [ [
V2" mo dx’'
realizando uma mudanca de varidvel, § = | /%22x/, temos
KX _l)n EZ d E.rz " 2
(@) o |
encontramos |
N _ 4/ MO -£2/2
n =1/ = H, 3.16
1) = {2 et ©)e (3.16)
onde H, (&) é a fun¢do de Hermite. Obtemos assim as auto fungdes da seguinte forma
o 1 i i 2
¥, (&) = {2 e #Er g kv kg5 (£ (3.17)

T \/2"n!
e 0s auto valores

Ey=ho(n+t +k12 (3.18)
=TT 2) T om '
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Observando a forma dos autovalores(3.18), percebemos que ndo depende da quantidade py, o
qual assume valores continuos, como j4 citado, o que resulta nos niveis de energia serem de-
generados continuamente, ou seja, possui uma degenerescéncia infinita. No entanto, o grau de
degenerescéncia torna-se finito se 0 movimento no plano xy for restrito a uma area § = LyL,.
O confinamento da particula torna p discreto, devido as condig¢des de contorno nos limites

de confinamento. O nimero, agora discreto, de valores possiveis de p, em um intervalo Ap, é

L . . . 1 .
ﬁApy. Todos os valores de p, sdo admissiveis para os quais o centro da orbita esteja dentro de

S(negligenciamos o raio da orbita em compara¢do com a largura L,). Da condicido 0 < xo < L
eByL, eBoS

temos Ap, = . Daqui o nimero de estado (para um dado n e p;) é e Se a regido
c

de movimento é também restrita na dire¢do z, em uma largura L;, o nimero de valores pos-

z eBoVAp,

siveis de p, no intervalo de Ap, é Ap, e o nimero de estados neste intervalo é

27 4m2h’c
Entdo podemos ter niveis de Landau degenerados infinitamente ou com degenerescéncia finita
dependendo das restricdes impostas ao sistema. Todos esses efeitos mostrados sdo somente ob-
servados quando a energia de separacdo dos niveis for muito maior que energia térmica média,
ou seja, os niveis de Landau sdo vistos apenas se kT << h®. Caso essa condi¢do ndo seja
satisfeita qualquer pequena variagcdo da energia térmica do sistema, ocasionard em um aumento
de energia no sistema sem podermos ver em nivel ele esta. Podem satisfazer essa condi¢do em

sistemas com temperaturas baixas e/ou campos magnéticos fortes.

3.2 NIVEIS DE LANDAU DE ATOMO NEUTRO COM MOMENTO DE
DIPOLO ELETRICO

Os niveis de Landau foram mostrados para o sistema composto por particula carregada em
meio a campo magnético constante e uniforme. No entanto esse efeito ndo esta presente apenas
a essa dindmica. Podemos também observa-la no estudo de particulas neutras, em especial, com
dipolo elétrico atravessado por campo magnético. Para o estudo quantico da dinamica de um
dipolo magnético i em meio a campo elétrico E utilizaremos a lagrangiana (2.35) encontrada

no capitulo anterior, que tem a forma

inmv +C—2v (LxE)
. S . . dL
a partir dela encontraremos o hamiltoniano para o sistema obtendo p = 5
v
p *+1(*><Eﬂ);w Ls 1(*x}?«:) (3.19)
=mi+ — V=—|Pp—— .
P 2 m 2

H = L (5 I*XE 2+ in [V (_'XE')}
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consideraremos o caso em que V- (& x E) = 0, resultando em

1

1 2
H = Zm( ——szE) (3.20)

Por conveniéncia utilizaremos a partir daqui o Sistema Natural de Unidades* e levaremos (3.20)

para o sistema quantico transformando observaveis em operadores, encontrando

N 1

~ A 2
H = - (p—#A) (3.21)

onde , u € o magnitude do momento de dipolo magnético da particula e Apc =it x E, uma
definicdo formada pela equivaléncia da (3.21) com (3.1). 7 € o vetor unitdrio que indica a
direcdo do momento magnético, que em nosso caso utilizaremos 77 = Z. Vamos utilizar o campo
elétrico dado por

E= %r? (3.22)

em coordenadas cilindricas, onde p, é uma densidade de carga uniforme, pois para esse campo

obtemos A4c, que satisfaz a condicdo Byc = V X Axc constante e uniforme, ou seja,

A = 2x %r? _ %r&) (3.23)
c
Bac = VxAsc=pet (3.24)

Observa-se que para 0 nosso caso o campo magnético € constante e uniforme, como no caso da

seccdo anterior. Percebendo que B?C =0, ou seja e 0, permite-nos adotar a equacao de
Schrédinger independente do tempo,
Ay(7) = Ey(7) (3.25)
—iEt

considerando a fungdo de onda W(7,¢) = ¢ "“"y(7) onde E e a energia total da particula com
momento magnético. A equacdo de Schrodinger em coordenadas cilindricas para esse sistema

é

. 1. [10 [ oy 1%y %y oy yng )
Hy=Ey = — —— T4 T i,
V==5¥ [ri)r( ar) r? 09> +8Z2 paq) 4 Y
(3.26)
observando a conserva¢gdo do momento de z, devido a auséncia de z no hamiltoniano, podemos
. k2
tomar y(7) = e f(r,0) e E' = E — 2—Z, temos
m
1 [10 [ of 1 9°f zcoaf mey?’
E — _ |12, - J 2
! 2m [rar (rar>+r28¢2 2 8¢ 8 vt f

(3.27)

20 sistema no qual cinco constantes fundamentais da Fisica sdo tomadas como a unidade, dentre as cinco temos

c=h=1
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upe|

m
da particula. Tomaremos

tendo definido ® =©

,onde 6 = %1 e esta relacionado com o sentido do momento angular

f(r,0) =e"R(r) (3.28)

devido a auséncia da coordenada ¢ na equacao, o que nos mostra a conservagao do seu momento

angular /. Substituindo (3.28) em (3.27) e fazendo manipulagdes, obtemos

—2mkE’

d’R 1dR+ 12 o m?e? , ol 2
dr?  rdr r? " rom

e .y m® .
fazendo a substitui¢do de varidvel § = %rz em (3.29), conseguimos

E'  o(l+1) 2
RR+(-540 ~ = )rR= 2
&++(4+w+ 3 2 0 (3.29)
e estudando a solug@o para § — 0
// / lz
R ——R=0 3.30
que € dada por
Rig ) =" (3.31)
e também para § — oo
1/ ‘ta -
ER" — ZR =0 (3.32)
que € dada por
Riesiey =€ /2 (3.33)
podemos escrever
R() = e g2 (E) (3.34)
que substituindo em (3.29), resulta em
" / ‘l’ + 1
&+ (] +1-8)8 + (B~ — ) L =0 (3:35)
E'" o(l-1) . : I o
onde B = o + , restando a equacgdo conhecida como Equacdo Hipergeométrica Con-

fluente e tem como solucao

@)= |- (B30 ) g 330

Como existe a necessidade de que a nossa solugdo seja finita, ou seja, a nossa fun¢do de onda
seja normalizada, necessitamos que

| +1
— V=N

P="5
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paran=0,1,2,..., 0 que nos mostra a forma dos autovalores de energia radiais, que é dada por
| o o 1
E=(n+=>——4+-+-)0 (3.37)
2 2 2 2
Os autovalores encontrados acima possuem a mesma forma dos autovalores encontradas na
secdo anterior, ou seja, possui um valor de energia fundamental e os outros niveis de energia
crescem em multiplos inteiros de ®, ocasionando assim em niveis de energia andlogos a niveis
de Landau. A energia total do sistema € dada por

1 || of o\ Kk
E— S LT 3.38
co(n+2—l—2 2+2)+2m (3.38)

e obtemos a fun¢@o de onda normalizada com a forma seguinte

wet ([1] 4 n)!

Y(E,0,z,t) = (mw) 2 2|l|—w€iEteikZzeil¢e§/2§l/2F [—n,|l] + 1,&] (3.39)
n!|l|!

De forma anéloga aos niveis de Landau para particula carregada, como apresentado na sec¢ao
anterior, os niveis de energia sdo infinitamente degenerados, devido a simetria translacional
do campo magnético, os niveis de energia encontrados também sao infinitamente degenerados.
E importante observar que os niveis de energia sio dependentes de sigma. Devido a isso, os
niveis dependem da direcao do eixo de revolucao. Os autovalores sdo independentes do centro

da 6rbita, mas dependem do sentido de rotacdo.
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CAPITULO 4

NIVEIS DE LANDAU DE ATOMO NEUTRO
COM MOMENTO DE QUADRUPOLO
ELETRICO

A quantiza¢do de Landau, até entdo apresentada na dindmica de particula carregada e particula
com momento de dipolo magnético, € um efeito quantico importante na descricdo de muitos
fendmenos, como por exemplo, o efeito Hall quantico[11], que consiste na dindmica de um
elétron em meio a campos magnético e elétrico. A quantizacdo de Landau também € usada
para descricdo de fendmenos coletivos, como condensado de Bose-Einstein girante[12], que
consiste na analogia da dindmica de elétrons em campo magnético com a dindmica de particu-
las compostas presentes em condensados de Bose-Einstein. E interessante encontrar sistema
que possuam niveis de energia, andlogos aos Niveis de Landau, devido as propriedades desses
niveis ja serem bem estudadas. O objetivo deste capitulo € descrever a dindmica quéntica de
um momento de quadrupolo elétrico em meio a campo magnético, com configuracdo tal que
evidencie seus niveis de energia andlogos aos niveis de Landau. Para inicio dessa descricao

tomemos a lagrangiana do sistema escrita da seguinte forma
1

2
L= Emv — iZjQijaiE} 4.1)

como em (2.48). O segundo termo € o termo de interacdo que depende do campo elétrico
sentido pelo quadrupolo. Considerando a transformacao (2.41) para o caso em que somente o
campo magnético estd presente, ou seja, E=0ce para melhorar a notac¢do, usamos a defini¢ao
Q; =) 0i0, obtendo assim

1

1 1. =~ =
L= 5mv2 + ~¥-(Q x B) (4.2)
C

deixando o termo de interagdo agora escrito em funcdo do campo magnético produzido no

laboratdrio. O momento conjugado € encontrado através da defini¢ao
. 1 - =
P=V,L=mvV+ —(Q xB) 4.3)
c
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onde V, = Z ?éi. O hamiltoniano do sistema encontrado utilizando a transformacgdo de
: X
i=1

Legendre
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resultando em

1

Hz—{“—%@xE)r 1

——[P-(OxB)). (4.4)
Aqui, continuaremos a utilizar o Sistema Natural de Unidades e definiremos A, = (é x B),
devido a equivaléncia entre esse sistema e o sistema composto por uma particula carregada em
meio a campo magnético, tal que V A, =0 similar a o gauge de Columb. E a partir daqui
iniciaremos a busca da configuragdo que necessitamos para obter niveis de energia andlogos
aos niveis de Landau. Devido a definicdo de Xeff, que pode ser feita buscando uma equi-
valéncia entre a dinamica particula carregada-campo magnético com quadrupolo-campo mag-
nético, podemos encontrar um B, rf que se satisfazer a propriedade de constante e uniforme,
encontraremos os niveis de Landau andlogos. Dessa forma utilizaremos campos que satisfacam
B, rF=VX A, rf = beZ, no qual b, € uma constante. Em busca das configura¢des de campos
que satisfacam a condi¢do de B, 7f constante e uniforme que utilizaremos como primeira con-

figuracao de campo magnético dada por
B =dxzi (4.5)
onde @ ¢ fluxo magnético. Fazendo a substitui¢do de (4.5) na defini¢do de A, ff> €ncontramos

Acrf=0xB=q3®x] (4.6)

)
onde g; = Q1 + Q2 + Q3j, esta relacionado com 0 momento de quadrupolo e 95 _ 0 para

dy

que a condicdo V- A, =V (O x B) = 0 seja satisfeita. O hamiltoniano do sistema fica dado
da seguinte forma
1 14 A N A
H=oo (B2 B P2 2g30xP, + (5 0) 2 @4.7)

e a equacdo de Schrodinger € dada por

1 [0 o> 9> _. d 2 o
~om {W + 32 + 32 21q3x¢a—y — (q3®P)"x } y=Ey (4.8)

Devido a simetria do hamiltoniano com os momentos, [H,P,] = [H, P,] = 0 podemos escrever a

func¢ado de onda da seguinte forma

W(x,y,z) = exp i(ky)’+ k.z) f(x) 4.9)

onde ky € k; sdo autovalores dos momentos P, e P,, respectivamente, € podem assumir valores

entre —oo e . f(x) é uma fung@o somente de x. O resultado da substitui¢do de (4.9) em (4.8) é

1 d&® kK gkdx 1 ) k2
e X T (3@ =|E- % 4.10
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ky dgs 2

onde podemos por conveniéncia definir x) = ——,w = —— and E' = E — —*, resultando em
Dg3 m 2m
1 d* mw? 2 ,
{—%@ﬂLT(x—xo) ]f(x):Ef(x) (4.11)

Com essa simplificacdo e também definindo x’ = x — xo obtemos a equacdo de Schrodinger

como a do oscilador harmonico unidimensional,

2
{ Ld +lmw2x/2} f(X)=E'f(x') (4.12)

C2mdx? ' 2

o qual possui autovalores e auto funcdes, dadas por

1, k2
Ep=w(nt)+25 n=012,.. (4.13)

1

2
L itkytka)-B gy

n(B) (4.14)

X—Xp

onde B = ,a= \/me e H, é a Funcdo de Hermite. Observando que (4.13) ndo contem
dependéncia com ky, o qual pode assumir valores continuos, temos que os niveis de energia sdo
continuamente degenerados, isto €, para qualquer valor de energia podemos ter infinitas fung¢des
de onda que descrevem a dindmica quantica do quadrupolo elétrico. Para essa configuracdo de
campo magnético encontramos uns problemas devido a possibilidade de conseguir um campo

dessa forma. O problema aparece quando feito o divergéncia desse campo

-

V.-B=7® (4.15)

mostrando que para conseguir um campo assim precisamos assumir a existéncia de monopolos
magnéticos. Sendo assim € importante deixar claro que para essa configuragdo a consideragao
fundamental € assumir a existéncia de monopolos magnéticos. Buscando agora uma configu-

racdo de campo de ndo precise de monopolos magnéticos temos
B =dy*k (4.16)

onde @ € o fluxo magnético. Com B escrito por (4.16), encotramos

Ao =0 xB=2q,®yi (4.17)
a —
onde % = 0 devido a condi¢do V- A,¢r = 0. O hamiltoniano do sistema fica dado por
. :
1l 80 a0 4@~ (20D
H= - P+ P+ P - ; ny+( ; ) y? (4.18)

resultando na equagdo de Schrodinger dada por

1[82 0?9’

. 0
32 + 8_))2 + 32 4zq2ycl>a — (2q2<13)2y2] y=FEvy 4.19)

2m
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Observando a simetria indicada pela auséncia dos varidveis y e z no hamiltoniano, podemos

escrever a dependéncia dessas varidveis na funcao de onda da seguinte forma

Y(x,y,2) = expi(kux +k;2) f(y) (4.20)

onde k, e k, sdo os autovalores dos momentos Py e P., respectivamente, ¢ podem assumir qual-
quer valor de —oo 2 o0 ¢ f(y) é uma funcéo que dependem apenas de y. Substituindo (4.20) em

(4.19) encontramos

1 d> K 2pkdy 1 ) k?
—— st =+ — 2q® =|E— = 4.21
[ 2mdy*  2m m i 2m (2422)7 ] ) { Zm] ) “21)

. kx 2¢q2 / 2
onde podemos definir yy = 7D W= eE'=FE— 2—Z, resultando em
q2 m m
1 d*> mw? ) ,
Th g2 T 5 U™ =F 4.22
e+ = | £0) = E'70) @)

que é uma equacdo parecida com a equacdo de Schrodinger para o oscilador harmonico, se

fizermos y =y — yo,

2mdy? 2

encontrando assim autovalores e autofuncdes dadas por

2
{ L, lmwzyxz} £0/) = E'F(Y) (4.23)

1, k2
E,,:w(n—i—i)—kﬁ n=0,1,2,... (4.24)
VRN ppm———EE () (4.25)
T ntl/4al/2/2nn! " '
— 1
onde = Yo ,a=1/— e H, é afuncdo de Hermite. Devido a ndo dependéncia da energia
a mw

como k, como mostrada em (4.24), os niveis de energia sdo continuamente degenerados. E
muito interessante € que encontramos esses niveis de energia com uma configuracao de campo
que pode ser encontrada nao necessitando de monopolos magnéticos. Outra configuracao que
pode ser usada para termos niveis de Landau na dinAmica de quadrupolo em campo magnético
€ o campo magnético escrito por

B =®p’k (4.26)

onde P € o fluxo magnético . Tal que encontramos

Ao =0 xB=—20q,pb (4.27)
)
onde aiel = 0 devido ao similar gauge de Coulomb que definimos no inicio. O hamiltoniano do
sistema € . 3
H=—— |V +4ig®— — (2q: D) p* (4.28)

2m 00
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levando a equagdo de Schrondiger dado por

1 [10 0 1 92 92 9 )
“2m |pap \"9p) " p20e? 4ig1Pos — 21 ®)°p* | Y =E 42
Zm[pap(p8p>+pzae2+az+ iq1 P55~ (2q19)°p"| ¥ = Ey (4.29)
Devido a simetria do hamiltoniano com os momentos, [H, Py = [H, P,] = 0 nés podemos escr-

cver
V(p,0,z) = expi(l0+k.2) f(p) (4.30)

onde [ e k, sdo autovalores dos momentos Py e P., respectivamente, que pode assumir valores
de —oo 2 00 e f(p) é uma fungdo somente de p. O resultado da substituicdo de (4.30) em (4.29)

é

> 1d I? 2 5
a0’ Todp 2 2q19)°p 1 f(p) = [-2mE +4q1®+ k] f(p)
que realizando algumas manipulagdes obtemos
’f ldf [P 5,
— = 4.31

onde B =2¢g1Pey=—2mE +2IB+ kg. Agora, usamos a seguinte mudanca de varidvel & = Bp?

d’f df [I?
éd_&_,Z“Ld_g {4& 4§+ B} f(€)=0 (4.32)
Para um estudo assimptético, nds temos que para & — oo,
f 1, .
prei 7/ (€)=0
epara& — 0
d2f f 12
2 _—— =
@ Hige /0 =0
o que resulta em
f(&) =E7e Hg(E) (433)
Ficando a nossa equagdo dada da seguinte forma
d*g dg 1 Y
s+ +1-9% - |0+ e =0 @34)

que tem como solucdo a fun¢do citada na secdo anterior, a funcdo Hipergeométrica confluente,

dada por
8(8) = Fla,c: ] (4.35)

onde a = 5 <]l] +1+ %) e ¢ = |l|+ 1. Devido a sua forma assimptética e a necessidade de

nossa solucdo ser normalizada temos que

Y
<|l\+1+4B) —n (4.36)



37

paran=0,1,2,3..., que nos d4 os autovalores escritos da seguite forma

4 1 | 1 K
:_B n+_+u+_+_z (4.37)

En 2 2 4 8B

e auto funcdes escritas da seguinte forma
e Il
W(E,6,2,1) = Ane 1 IOTRIET I8P [, 1]+ 1, BE] (4.38)

onde A, é a constante de normalizacdo da nossa funcdo. Se definirmos W = P teremos o0s
niveis desse sistema equivalentes aos niveis de Landau. As configuragdes apresentadas para os
campos magnéticos podem ser usados para qualquer configuragao de quadrupolos, levando em
consideracdo as condi¢des apresentadas pelo gauge de Coulomb definido. E caso assuma Q;;

constante, podemos usar qualquer configuragcdo apresentada e estudada acima.
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CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Estudamos nessa disserta¢ao, efeitos quanticos que surgem em sistemas eletromagnéticos quando
configurados de diversas formas. Por exemplo, o sistema composto por uma particula car-
regada em ambiente dotado de campo magnético é um dos sistemas que ndés possibilitou ev-
idenciar o efeito Aharonov-Bohm, que ocorre devido ao potencial vetor eletromagnético as-
sumir um significado fisico quando estudado na teoria quantica, e a Quantizacdo de Landau,
que nos mostra a discretizacao e quantizacio dos niveis de energia do sistema. Demonstramos
também que a dindmica de um momento de dipolo magnético atravessado por campo elétrico
também apresenta um equivalente efeito AB, o efeito Aharonov-Casher, que ocorre desde que
ndo haja torque no dipolo magnético, fazendo com que a dindmica do dipolo seja bidimen-
sional. A quantizacdo de Landau também foi evidenciada para o sistema dipolo magnético-
campo elétrico utilizando a consideracdo de auséncia de torque para o dipolo e campo elétrico
tal que possibilitasse a descri¢do da dindmica em duas dimensdes. Estendemos o estudo, de-
screvendo o efeito AB para momento de dipolo elétrico interagindo com campo magnético, o
efeito He-McKellar-Wilkens. O qual também se mostrou desde que a auséncia de torque es-
tivesse presente e a dinamica pudesse ser estudada bidimensionalmente. Por fim foi demon-
stramos pela primeira vez o surgimento de niveis de Landau da dindmica do momento de
quadrupolo elétrico em campo magnético. Os niveis de Landau surgem quando adotamos con-
figuragdes especificas de campos magnéticos, dentre elas temos a possibilidade de campo mag-
nético oriundos de monopolos magnéticos. Importante condi¢io que utilizamos para os campos
utilizados trouxessem como consequéncia a quantiza¢do de Landau foi a condi¢do de equiv-
aléncia matemaética entre as equacdes de Schrodinger de particula carregada e de momento de
quadrupolo elétrico. De tal forma que o campo magnético equivalente seria constante e uni-
forme como na quantizacdo de Landau para a particula carregada. Esse nosso trabalho foi
baseado no trabalho que evidenciava o efeito AB para momento de quadrupolo elétrico em am-
biente atravessa por campo elétrico e magnético. Do mesmo jeito, outros trabalhos também nos
mostram outras possibilidades de extensdo do trabalho produzido nessa dissertacdo. Baseado
nas referencias [32, 33] planejamos estudar a dindmica de dtomos neutros com momento de
quadrupolo elétrico e momento de dipolo magnético, observando as possibilidades e buscando
mostrar o aparecimento de fases quanticas ou efeitos quanticos que por ventura venham a apare-

cer. Baseados em trabalhos como [36, 37], etc, poderemos estudar o sistema de quadrupolo em
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espacos com defeitos topoldgicos, analisando as consequéncias das variagdes na configuragcdo
inicial, estudada nessa dissertacdo. A possibilidade de estudos levando em conta a presenca de
torque nos sistemas abordados aqui, sdo também de grande interesse, devido ao fato de deixar-
mos o sistema mais livre para intera¢des que nos tragam mais liberdades e ate novidades. E de
extrema importancia fazer a extensio desses estudos para os casos relativisticos, baseado em
[38, 39], pois traria a possibilidade de intercambia esses estudos como trabalhos com o grafeno
e possivelmente com computagdo quantica. E por fim como udltima perspectiva a ser listada,
temos o objetivo de fazer estudos sobre computacio quantica holondmica[40] e tentar utilizar

os estudos sobre fases quanticas nessas dindmicas para desenvolver trabalhos nessa drea.
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