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Resumo

Neste trabalho investigamos uma abordagem sobre o comportamento do
campo escalar real, defeitos topoldgicos e nao-topolédgicos, investigamos tam-
bém suas estabilidades. Para isto, utilizamos o método de Bogomol'nyi, que
consiste em encontrar solugoes das equagoes de segunda ordem via equagoes
de primeira ordem, que surgem do processo de minimizagao da energia. Essas
solugbes sao denominadas BPS.

Estudamos, também, sistemas de dois campos escalares reais acoplados
dos quais investigamos as solugoes BPS. Nesse contexto, fizemos um estudo
sobre o modelo BNRT em que as solugoes das equagoes de movimento foram
encontradas utilizando o método das érbitas. Utilizamos, também, o método
do fator integrante para tornar as equagoes diferenciais exatas.

O enfoque principal do nosso trabalho se refere a investigacao que fizemos
ao estudar uma nova familia de modelos que envolve dois campos escalares,
e contém o modelo BNRT como um de seus membros(caso n=2). Através do
fator integrante calculamos as orbitas, e, no caso n = 3, fizemos um estudo

numerico das solugoes topologicas.



Abstract

In this work, we study an approach on real scalar fields, topological defects
and non topological defects, study their linear stability. The approach that
we have used is the Bogomol’'ny method, which finds solutions of second
order equations throught first order equations, that arise as a minimization
process. These solutions are denominated BPS states.

We also study systems of two field escalares coupled real where investigate
the solutions BPS. In this context did a study on the model BNRT in which
the movement equations solutions, they were found using the orbits method.
We use also, the method of the integrant factor to turn the exact equations
differentials.

The main focus of our work refers to investigation that we did when study-
ing a models new family that involves two field escalares, and it contains the
model BNRT as one of your members(in case n—=2). Through the integrant
factor we calculate the orbits, and in the case n = 3 did a study numeric of

the solutions topological.
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Capitulo 1

Introducao

Campos escalares sao os mais simples encontrados na natureza, sua dinami-
ca e interacoes sao governadas a partir de uma teoria de campos relativistica
[1]. Uma das maiores importéncias na utilizacdo dos campos escalares no
desenvolvimento da fisica de particula e campos, esta ligado ao fato deles
apresentarem o fendmeno da quebra espontanea de simetria|2|. Esse feno-
meno é de grande interesse na fisica pelo seguinte fato: faz surgir massa para
as particulas elementares, unifica as interagoes, e descrevem a presenga de
estrutura topolédgica no universo [3].

Os modelos descritos por campos escalares reais num espago-tempo de
(14+1)D também sao importantes, pois garantem a presenca de solugdes
topologicas. Essas solugoes topologicas sao solugoes das configuracoes de
campos classicas para as equagoes de movimento. O comportamento topologi-
co dessas solugoes estd associado & maneira como os campos vao para o in-
finito, ou seja, & sua forma assintotica. Para garantir que essas solugoes
possuam energia finita, devemos impor que o potencial que descreve a teoria

tenha mais de um minimo e seja limitado inferiormente.



Introducao 8

A presenca de estrutura topologica é garantida pela presenca de uma
corrente topologica conservada, que nao ¢ a corrente de Noether, pois sua
forma depende das dimensdes do espago-tempo do modelo estudado [4]. A
corrente topologica mais simples que podemos ter é construida num espaco-
tempo de (1+1)D, cuja forma usual ¢ dada por (J* = €%0,¢), onde (¢)
¢ o campo escalar real e (") ¢ o pseudo-tensor de Levi-Civita totalmente
anti-simétrico.

Para melhor compreensao desse trabalho organizamos ele da seguinte
forma.

No capitulo 2, mostraremos como encontrar as equagoes de movimento
para o campo escalar real e, para isso, utilizaremos o método de Bogomol'nyi
para buscar as solugoes das equagoes de movimento em segunda ordem. Des-
crevemos ainda a partir de um potencial conhecido como (A¢?) solugoes es-
tendidas, tipo kinks e lumps, também conhecidos como defeitos topoldgicos
e nao-topologicos. Focalizaremos, ainda, a atencao nas solugoes BPS e na
estabilidade linear.

No capitulo 3, estudamos uma nova familia de modelos com dois campos
escalares reais acoplados. Foi feita também uma revisao do modelo BNRT,
estudamos o método das érbitas e o método do fator integrante. Calculamos
as equagoes de movimento em que surge grande dificuldade no que se ref-
ere a sua integrabilidade. Isto se deve ao fato de que, essas equagoes de
movimento serem nao-lineares e acopladas. Para sanar essa dificuldades uti-
lizaremos o método das orbitas tentativa apresentado por Rajaraman [5][11],
para desacoplar as equagoes de movimentos, e o método do fator integrante.
Obtivemos as 6rbitas e algumas solugoes topologicas, numericamente.

No capitulo 4, apresentamos as conclusoes e comentérios referentes a esta

dissertagao.
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Introducao 9

Estamos utilizando nesse trabalho, o sistema natural de unidades onde a
velocidade da luz(c), e a constate de Plank (A), apresentam valores unitarios.
As coordenadas do espago-tempo serao representadas pelo quadri-vetor posi-
cao o = (20, 2%, ..., 2P), com D sendo o niimero de dimensdes espaciais. A
métrica do espago-tempo de Minkowski em (3+1)D dimensdes seré denotado
com tensor métrico 1, tal que ngo =1, N1 =N =133 = ... = =1, ey, =0
se jt # v.

¢ X

Pos-Graduagao em Fisica - UFPB



Capitulo 2

Defeitos Topolbgicos - Campo

Escalar Real

2.1 Conceitos Fundamentais

Em teoria de campos, defeitos topologicos sao solugoes classicas das equa-
¢oes de movimento que possuem uma topologia nao trivial, que surgem
em modelos que suportam quebra espontanea de simetria. Como é sabido,
topologia ¢ um ramo da matematica que estuda o comportamento assintotico
das fungoes. No caso da teoria de campos, estamos interessados como os cam-
pos se comportam no infinito, ou melhor, no seu comportamento assintético,
isto é, como eles vao para os estados de vacuos.

A presenga da topologia no sistema é assegurada através da introducao de
uma corrente continua, topolégica, conservada que nao é a corrente Noether,

cuja forma depende da dimensao espago-temporal do modelo em consideragao

10



Defeitos Topolégicos - Campo Escalar Real 11

[4] . No caso mais simples de apenas duas dimensoes, o quadri-vetor corrente
topologica pode ser escrito na forma usual €0, ¢, onde ¢ é um campo escalar
real. Assim, no espago-temporal bidimensional, um tnico campo escalar é
suficiente para criar situacoes de grande interesse em fisica de particulas e
campos.

O nosso objetivo é buscar solugdes para as equagoes de movimento, cuja
preocupagao estd voltada para a presenca de defeitos topologicos. Este as-
sunto pode ser visto de forma mais detalhada nas referéncias [5], [6], [7], 8],
[9].

A densidade lagrangeana mais simples que descreve a dinamica de um

campo escalar real ¢ ¢ dado por

L= 0,00% ~V(9), (2.1)

onde V(@) é o potencial que especifica a teoria. Observe que a densidade
lagrangeana (2.1) é invariante frente a simetria discreta ¢ — —.
As equagbes de movimento para essa teoria é dada a partir das equagoes

de Euler-Lagrange
oL oc

9k 9%, 2.2
" 50,0) 09 (22)
que nesse caso adquire a seguinte forma
ov
1 A 2.
0,00+ 5 =0 (2.3)

No caso da teoria ser definida em um espago de (1+1)D ou seja, ¢ = ¢(z,t)

a equagao de movimento (2.3) fica

P¢  Po AV

8152 81’2 + % == 0, (24)
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Defeitos Topolégicos - Campo Escalar Real 12

que é uma equacao diferencial parcial em segunda ordem. Dependendo da

forma do potencial a equagao de movimento (2.4) pode ser nao-linear.
Nosso objetivo é encontrar solugbes para a equagdo de movimento (2.4).

A solugao mais simples que podemos ter, serd aquela que satisfaz o caso em

que as configuracoes dos campos sejam constantes, isto é

av

% . = 0 (25)

(o)

Evidentemente esse tipo de solugao nos leva aos extremos do potencial e ¢
¢ uma solucao trivial. Na verdade, o que queremos é encontrar os minimos do
potencial para, assim, interpretar estas solugoes constantes que minimizam o
potencial como solugoes do vacuo. Portanto, nossa exigéncia é que o potencial
apresente mais de um minimo e seja limitado inferiormente para a energia
do sistema ser finita. Por simplicidade consideramos o potencial V' (¢) como
funcao nao negativa do campo escalar real ¢.

No caso de configuracao estatica ¢ = ¢(z) a equagdo de movimento (2.4)
toma a seguinte forma

@ _av

7= a5 (2.6)

que é uma equagao diferencial ordinaria em segunda ordem, que para ser
resolvida necessita de duas condigoes de contornos, uma imposta ao campo

¢,
lim ¢(x) = ¢(£) = +a (2.7)

r—+00

e a outra as derivadas do campo ¢

lim (%) =0, (2.8)

r—+o0

Pos-Graduagao em Fisica - UFPB



Defeitos Topolégicos - Campo Escalar Real 13

O problema agora é encontrar suas solu¢oes porém antes, vamos intro-
duzir a topologia no sistema, que nesse caso sera feito utilizando o pseudo-
tensor de Levi-Civita totalmente anti-simétrico, que tem o ntimero de indices
igual ao nimero de dimensoes do espago em que a teoria estéd sendo estu-
dada.

No caso de (1 + 1) dimensdes temos as componentes do tensor €, dado
por € = —€0 =1 e € = ¢! = 0. A topologia aparece no sistema através

da presenga de uma corrente conservada, que no caso de (1 + 1) dimensao,

pode ser escrita como

T = "9, (2.9)

que obedece 9,J = 0, o que implica na existéncia de uma carga Q7 dada

por
—+00
Qr= [ dws® = o(0) ~ 6(-o0) (2.10)
que é conservada, isto é
dQr
— =0. 2.11
il (2.11)

Esta carga ()7 conservada chamada carga topologica s6 depende das pro-
priedades assintoticas do campo ¢, e so tera valor diferente de zero se ¢(00) #
¢(—00). Evidentemente, para solugoes constantes ()7 é nula pois ¢(oc0) =
¢(—00). Assim, solugdes constantes que minimizam a energia e que, portanto,
identificam o setor de vacuo, identificam ainda o setor de carga topologica
nula.

Portanto, é interessante procurar solugoes que nao sejam constantes e
que possibilitem a presenca de @ # 0, ou seja, solugoes que apresentem
comportamento especial tal que ¢(c0) # ¢(—00).

No entanto, para que solugoes desse tipo tenham energia finita é necessério

Pos-Graduagao em Fisica - UFPB



Defeitos Topolégicos - Campo Escalar Real 14

que o campo tenha comportamento assintotico que leve aos minimos do po-
tencial. Entao, s6 teremos ¢(o0) # ¢(—00) se o potencial tiver mais de um
minimo isto porque, se o potencial tiver um minimo teremos necessariamente

¢(00) = ¢(—00), igual ao valor que minimiza o potencial.

2.2 O Meétodo de Bogomol’'nyi

O Método de Bogomol'nyi foi desenvolvido na década de 70 com o objetivo
de encontrar solugoes para as equagoes de movimento em segunda ordem, a
partir das equagoes de primeira ordem para uma configuracao estatica de
campos. O objetivo desse método consiste em escrever a energia do sistema
numa forma quadratica, fechada e minima.

Para ver isso melhor, vamos escrever o tensor energia momento (7),,)
totalmente anti-simétrico para o sistema definido em (2.1), que nesse caso,

possui a seguinte forma

T/w = u¢au¢ — G |i%aoc¢aa¢ - V(¢):| : (212)

A componente Tyo(x,t) do tensor energia momento representa a densidadae

de energia €(x,t) da configuragao

1(0¢\* 1[99\

Portanto, para configuragoes de campos estaticas, a densidade de energia

(2.13) toma a seguinte forma

e(z) = % (@)2 +V(9). (2.14)

Pos-Graduagao em Fisica - UFPB



Defeitos Topolégicos - Campo Escalar Real 15

Evidentemente, a energia do sistema para configuragoes estaticas de cam-

oo oo (&)

Observe da equagao (2.15) que se ¢ é uniforme(solugdo constante) entao

pos sera

dx. (2.15)

(d¢/dx = 0) assim teremos

E=V(¢) /_OO da. (2.16)

[e.e]

A tnica maneira de termos a energia (2.16) finita serd quando V(¢) = 0
ou seja, quando z — Foo, V(¢) = V(¢ = a) = V(¢; = —a) = 0 sendo,
(¢; = a) e (¢; = —a) os minimos do potencial.

Portanto para encontrarmos as solugoes da equacao de movimento (2.6)
vamos escrever a energia (2.15) pelo método de Bogomol'nyi, ou seja numa
forma quadratica, fechada e minima.

Assim Bogomol'nyi em [9], escreveu a energia (2.15) na seguinte forma

[e.e]

oo [ ()«

2

< 2v<¢)%) de.  (2.17)

[e.9]

Como o primeiro termo desta integral nao pode ser negativo, entao a energia

minima serd dada por

Ep = ;/_OO [m%] du (2.18)

[e.e]

com a condi¢ao

% +/2V(¢) = 0. (2.19)

Note que a equacdo (2.19) é de primeira ordem e as solugdes de (2.19) séo

Pos-Graduagao em Fisica - UFPB
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solugoes da equagao de movimento (2.6). Para mostrar isto explicitamente,
diferencie (2.19) em relagao a x e use (2.19) no resultado obtido para chegar
a equagao de movimento (2.6). Neste caso o método de Bogomol'nyi, além
de possibilitar a obtencao de equacao diferencial de primeira ordem, permite
escrever a energia associada a configuragao estatica de forma simples, fechada

e minima.

2.3 Defeito do tipo Kink

Os modelos de campos escalares sao em gerais sofisticados, quando eles
apresentam o fendémeno da quebra espontanea de simetria, que surge a partir
das interagoes de quarta ordem.

Ja sabemos que para a existéncia de solugdes topologicas ¢(z), é preciso
que o potencial apresente mais de um minimo e seja limitado inferiormente.
Quando estas solugoes sao obtidas num espago-tempo de (1+1)D chamamos
elas de defeito topologico tipo kink [5, 6]. Esse tipo de defeito é originado a
partir de uma simetria discreta (¢ — —¢), possui energia finita, suas solugdes
sdo estaveis e separa duas regides do espago onde o campo ¢(z) assume
diferentes pontos de minimos. Quando introduzimos o kink num espaco de
(34 1)D ele passa a representar um outro defeito topologico denominado
parede de dominio.

Os defeitos topolodgicos tipo parede de dominio dividem duas regioes dis-
tintas em que o sistema do lado direito da parede nao se distingue do sistema
do lado esquerdo. As solugoes das equagoes de movimento que representam
paredes de dominio nao possuem energia finita, mas sao solugoes com energia
finita por unidade de érea . Existem aplicagoes dessas solugoes tipo kink, em

fisica da matéria condensada.

Pos-Graduagao em Fisica - UFPB
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Para ver de forma explicita essas solugoes tipo kink, vamos considerar a

densidade Lagrangeana
1 1
L= 3 L PO — V(). (2.20)

O potencial para essa teoria ¢ o chamado \¢*, possuindo a seguinte forma(ver
figura 2.1)
1
V(p) = 5)\2(¢2 —a?)% (2.21)

Este potencial é nao negativo, apresenta a simetria (¢ — —¢), e possui
minimos em (¢* = a?), (\) é um parametro com dimensao de energia e (a)
a~-dimensional. Por simplicidade consideramos () e (a) reais e positivos.

A equagdo de movimento para o modelo (2.20) é obtida a partir da

equagao de Euler-Lagrange (2.2) e possui a seguinte forma
0,0"¢ = 2X*(¢* — a*)¢. (2.22)

Novamente, vamos considerar o caso de configuracoes de campos estaticos
¢ = ¢(x), e com isso a equagao de movimento se escreve
d*¢

D0 o — o, (223

Usando (2.19) temos a equagao de primeira ordem que resolve (2.23) dada
por
do

— = FN -~ ). (2.24)

Esta equagao é nao linear e sua solugao é obtida integrando (2.24) ou seja,

/% = :F/)\dz)s. (2.25)

Pos-Graduagao em Fisica - UFPB
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Ve

[

-1 ] 1

Figura 2.1: Potencial do modelo ¢*

Resolvendo a integral acima obtemos

¢+ () = +a tanh[Aa(x + x¢)] (2.26)

onde xy ¢ um ponto qualquer no eixo x. A solugao positiva é chamada de
kink e a negativa de antikink.

Conforme (2.18), a energia minima de Bogomol'nyi é dada por

$(c0)
Ba=7 [ - a)]ds (2.27)
—¢(c0)
ou
4 3

que é realmente finita, tanto para o kink quanto para o antikink. Observe
que, quando (z — +00), (¢(x) — =+a) isto &, ¢(x) vai para os estados de

vacuos do potencial.

Pos-Graduagao em Fisica - UFPB
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&l )

35 Ant-Kinl

Figura 2.2: Grafico da Soluc¢ao Kink e Anti-Kink

2.4 Defeito do tipo Lump

Vamos estudar outro defeito conhecido como lump que apresenta solugoes

nao-topologicas. Este defeito é gerado pelo potencial (¢*) invertido [10]

Vi(g) = %¢2(1 — 7). (2.29)

Esse potencial nao é limitado inferiormente, possuindo uma solugao constante
dada por ¢ = 0, que identifica um minimo local do potencial, com V' (¢) = 0.
ver Figura 2.2.

A densidade lagrangeana que especifica o defeito tipo lump possui a

seguinte forma

L= 30,00 — 561~ ). (2:30)

A partir das equagoes de Euler-Lagrange, podemos escrever a equagao de

Pos-Graduagao em Fisica - UFPB
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movimento para configuragoes estaticas como

d2
d—xf = o(1 - 2¢7). (2:31)

T-I (]

Figura 2.3: Potencial do modelo ¢* invertido

A equagao de movimento (2.31) admite as solugoes

¢+(x) = Esech(x) (2.32)

que sao nao-topoldgica, instaveis e conectam o ponto de minimo local ¢ = 0

a ele proprio. Estas solugoes nao-topolodgicas sao conhecidas como lumps e

apresentam densidade de energia na forma

e(x) = sech?(z) tanh?(z). (2.33)

Pos-Graduagao em Fisica - UFPB



Defeitos Topolégicos - Campo Escalar Real 21

Na Figura 2.4 mostraremos as solugoes tipo Lump e a densidade de

energia.
. i‘_,[l e, ‘-_
- ¥ % ~Densidade
. - de

. ¢ .12 . Enerma

2 e . Lutnp
[ : : e \
x |- s ! ; y ; ; il .|
u i
Lump
= 1,|:| =

Figura 2.4: Lump e Densidade de Energia

O resultado mostra que a densidade de energia do lump é nula no centro
e depois atinge valores méaximos. KEsse resultado ¢ muito importante por

indicar que o defeito tipo lump apresenta uma estrutura interna.

2.5 Solucoes BPS

Existe um método alternativo para se investigar a presenca de defeitos

topologicos. Esse método foi desenvolvido por Bogomol'nyi [9] e com ele

Pos-Graduagao em Fisica - UFPB
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podemos identificar solugdes denominadas Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield,
ou solugoes BPS [9, 18|.
A eficiéncia do método estda no reconhecimento de que, para potenciais

nao-negativos, podemos escrever

V() = %Wj, (2.34)

onde a funcdo W = W(¢) é uma funcao suave do campo escalar ¢ e W, =
dW/d¢. Em termos de W (¢), a equagao de movimento para campos estéticos
toma a forma

dz—¢ = WyWse (2.35)

dz?

que ¢é resolvida pela equagao de primeira ordem

d¢
= W, 2.
o =W (2.36)

A equagao acima como ja foi visto é a equacao de Bogomolnyi. E facil
verificar que elas resolvem as equacoes de segunda ordem; para comprovar

isso explicitamente facamos

PW d¢ AW &PW

& d [(dW
dz? %(%)‘ dg? dz ~ d¢ do

em que na ultima igualdade utilizamos novamente a equacao (2.36)

Para esse modelo podemos escrever a energia para o caso de campos

Pos-Graduagao em Fisica - UFPB
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estéaticos em termos do superpotencial W (¢), como

o do 1 /dW
= [ [2 (%) 5(%)]
1 AW do
-5 ( ) R
& d dW
:%[;u<¢ w)+/ dr (2.37)

Como o primeiro termo desta integral nao pode ser negativo, entao a energia

minima serd dada por

Ep = |(W]p(+00)] = Wp(—00)])| = [AW], (2.38)
% " (2.39)

que ¢ a equagao de primeira ordem (2.36). Da equacdo (2.38) observamos
que para determinar o valor da energia de qualquer solugao s6 precisamos
calcular o superpotencial nos valores assintoticos de ¢(x). Observe que o
menor valor da energia se verifica, quando as equagoes de primeira ordem
sao satisfeitas. Essa identificagdo é importante pois mostra que os estados
BPS apresentam energia minima e sao linearmente estaveis.

Como exemplo, apliquemos o método de Bogomol'nyi ao modelo ¢* que
tem como potencial

V(¢) = Z(a® — ¢7)* (2.40)

| >

Em termos de um superpotencial e sabendo que Wy = /2V(¢), o modelo

¢* se escreve

W(¢) = \/g(a% - %aﬁ?’) (2.41)
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E assim, substituindo (2.41) em (2.39) podemos escrever para este modelo a

equacao
dp B \F s
I W, ==+ 2(a o). (2.42)

Usando (2.38) e (2.41) a energia do kink se escreve

m3

BN (2.43)

2v/2
Ep = |W(+a) — W(-a)| = T\/_\/Xag =
onde (m = v2\a) ¢é a escala de massa do modelo.
Uma caracteristica determinante das solugoes BPS ¢é seu caréter topolégico.
Como vimos, qualquer estado BPS de energia ndo nula satisfaz EFp = |AW| =

(W (o) —W(¢p-)| # 0. Por outro lado, nos modelos da forma V(¢) = %Wj, a
carga topoldgica pode também ser escrita em termos do superpotencial W,
pois a corrente pode ser definida usando qualquer funcao do campo. Em par-
ticular, definindo jf = €0, W (¢) = Wye" 9, ¢, temos que pr = j% = dW/dx

e, entao

o= " depr(x) = W(6s) — W(6_) = £Ep £0. (2.44)

[e.e]

Podemos afirmar que, neste tipo de modelo, a carga topoélogica e a energia
das solugoes da equagao de primeira ordem possuem relagao direta. Portanto,
solugoes que satisfazem o limite de Bogomol'nyi possuem carga topologica

nao nula e sao estaveis, como veremos a seguir.

2.6 Estabilidade Linear

Estudaremos a seguir estabilidade bem especifica conhecida como esta-

bilidade linear ou classica [8]. O que iremos mostrar é que, as solugdes da
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equagao de movimento

?o 0 av

o~ oaz Vg = (2:49)

para um espago de (1+1)D sao estaveis. Como ja foi visto no caso de campos

estéticos, temos que ¢; = ¢4(x) e assim a equagao (2.45) toma a forma

Rpy(r) AV (9)
dz2 do,

(2.46)

Para analisar a estabilidade de uma solugao estatica consideramos pequenas
pertubagoes da solucao cléssica. O fato de tratarmos com pequenas per-
tubagoes se traduz na linearizacao da equagao de movimento ao introduzir a
solucao perturbada.

Admitiremos que a equac¢ao de movimento (2.45) suporte uma solucao

estatica ¢ mais uma pertubagao pequena 7(x,t) na forma

¢z, 1) = ¢s(z) + (2, 1). (2.47)

A pertubagao considerada é dependendente do tempo, ja que o nosso interesse
¢ acompanhar sua evolugao temporal e comprovar se a solucao é estavel ou
nao.

Substituindo (2.47) na equagao de movimento (2.45) obtemos

Plps+n) Plos+n) dV

ot? Ox? do

= 0. (2.48)

$s+n

Para o caso de configuragao estatica, a equagao (2.48) se escreve

Py _ Oy dV
or?2  0x® do¢

= 0. (2.49)

¢s+n
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Expandindo e série de Taylor (dV//d¢) e considerando apenas poténcia primeira

de n temos
v dv  d*V
— = . 2.50
i~ do, " dgz" 250
Substituindo (2.50) em (2.49) resulta
Py 0*n d*¢ dV  d*V
A A AT =0. 2.51
o2 02 dr® ' ddy T dg" (2:51)
A equagao de movimento no caso estatico a partir de (2.45) é
d*¢  dV
—— =0 2.52
a? dg, (2:52)
que substituindo na equagdo (2.51) encontramos
Pn  0*n d*V
— — =+ —=——=5n=0. 2.53
o2 02 T ag" (2.53)
A equagao (2.53) pode ser escrita como
APV d*n
4+ p=-""1 2.54
l ax2+d¢2]” P (2.54)
Podemos escrever a solugao da equacao acima como
n(x,t) = p(x)T(t), (2.55)
que substituindo na equag@o (2.54) obtém-se
1 APV 1 d*T(t)
— = —— 2.56
@) l 02 " dgb?] P0) =~ 7@ ae (2.56)

Igualando cada termo da equagao acima a uma constante de desacoplamento
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w? temos
s+ ] o) = wete) (2:57)
e
dzj;gt) = —w2T(t) (2.58)

Observe que a equacao (2.58) é do tipo oscilador harmoénico simples cuja

solugao se escreve

T, (t) = Toe™""", (2.59)

ou

T, (t) = Ty cos(wpt). (2.60)

Observe de (2.58) que se (w? < 0) significa que (w,) ¢ imaginério, neste caso
a solugao (2.60) ficaria do tipo (7,(t) = Ty cos(imaginario) = Tj cosh(wyt))
que nao é mais limitada, e cresce indefinidamente ou seja, (iw,) diverge para
tempo grande e com isso a solucao ¢y seria instéavel. Entao para garantir a
estabilidade da solugao (¢(r) = estéavel) nao podemos ter (w? < 0), dessa
forma a estabilidade serd garantida sempre que (w2 > 0), com (w2 = 0)
denominado de modo zero.

Analisaremos agora o comportamento de (w,,) a partir da equagao (2.57),

que descreve o comportamento da parte espacial de (p(x)). Entao se fizermos

A2V
U(z) = e _ (2.61)
9= ()
em (2.57) encontramos
& U = w? 2.62
- )| o) = ol (262
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e se chamarmos

H=—— +Ux), (2.63)

a equagao (2.62) se escreve
Hpy(x) = w;pu(z) (2.64)

Observe que a a equacao (2.64) é do tipo "Schroedinger” em que H = H(¢,)
¢ um operador que foi definido em (2.63) com w? sendo seus autos-valores e
pn(x) suas autos-fungoes.

Por outro lado veja que, como procuramos solucgoes estaveis, entao a per-
tubagao (n(x,t) = p(x)cos(w,t)) nado pode crescer indefinidamente e, por-
tanto os valores negativos de (w,) ndo sao aceitéveis pois ¢;(x) seria instavel.
Desta restrigao temos que o problema da estabilidade linear das solugoes es-
taticas em sistema de um campo escalar real, se resume a anélise do problema

mecanico quantico definido pelo operador H da seguinte forma

"se H € um operador ndo negativo, ou seja, seus autos valores sao to-
dos maiores ou tguais a zero, entao a solugao ¢, = ¢s resulta linearmente

estdvel".

2.7 Estabilidade das solugoes BPS

Vamos analisar a estabilidade das solugoes que minimizam a energia do
sistema, ou seja, que identificam o limite de Bogomol'nyi.

No caso dos modelos limitado inferiormente que admitem a forma,

V(p) = %Wj, (2.65)
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as equagoes de movimento sao para configuragoes de campos estaticas

d2
—¢ = W¢W¢¢ (2.66)

dx?
que ¢ resolvida pela equagao de primeira ordem

dp
=W, (2.67)

Comparando a equacdo de movimento (2.66) com a equacao (2.46) temos

dv
dos

= WysWy (2.68)

que derivando novamente em fungao de (¢) encontramos

T

Igualando as equagoes (2.69) com (2.61) produzimos
U(ZL’) = W(Ziﬁ + WoWese- (270)

Agora substituindo (2.70) em (2.63) o operador H toma a forma

. d2
H = —@ + (qub + W¢W¢¢¢) . (2.71)
¢s(z)

Este operador apresenta a bem conhecida estrutura dos hamiltonianos fa-
toraveis da mecénica quantica supersimétrica [13|[14], que pode ser fatorado

como um produto de dois operadores de criagao Ae Al na seguinte forma

H(¢,) = Al A, (2.72)
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que sao definidos como

. d . d
= —-—— .‘—: —_—

onde A’ ¢ o adjunto de A e os sinais (+) e (—) correspondem com os sinais

opostos (—) e (4) respectivamente na equacao de primeira ordem (2.67).
Portanto, o fato de H ser um produto de dois operadores mutuamente

adjuntos assegura automaticamente sua positividade, e isto provaremos a

seguir. Substituindo (2.72) em (2.64) temos

~ ~

(A A)pa(2) = wpn(@). (2.74)

Sendo p, () as auto-fungdes associadas do operador H para diferentes auto-
valores, entao sao elas ortogonais e podem ser normalizadas, pois estamos
considerando o espago das fungoes continuas e quadrado integréavel no inter-

valo de (—o0) a (4+00). Com isso, podemos definir

Onm = (Pn|pm) - (2.75)

e o operador identidade

I=Y"|pn><pul- (2.76)

Calculamos os valores esperados do operador H Qs = A A num auto-estado

pn(x), partir da equagao (2.74)

<pn‘ﬁ‘pn> = <pn‘wi‘pn> : (2.77)
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Introduzindo o operador identidade (2.76) na equagao (2.77) encontramos

(pnl pn) W} = <pn|/”/llpn> : (2.78)

logo
buntw? = (pu ATLAlp ) (2.79)

e com isso obtemos
wrzL = Z <pn|AT‘pm> </)m‘~’zl|/)n>
= Z <<pm|~/2ﬂ|pn>)* <pn|A|pm>

>0, (2.80)

3

ou seja (w2 > 0). O resultado obtido mostra que para qualquer auto estado
|pn) do operador (H) o seu auto valor correspondente (w?2) sempre serd maior
ou igual a zero. Logo concluimos que, sistemas de um campo escalar real
descrito por potenciais limitados inferiormente, admitem solugoes estaticas
que minimizam a energia e sao linearmente estaveis (estados BPS).
Calcularemos o auto-estado correspondente ao auto valor (wy = 0), desi-

gnado de modo zero. Entao

2

(AT A)po(z) = 0po(z) = [—d— +u(x)} po(x) =0 (2.81)

dx?

Todavia derivando em relagao a x a equacao de movimento em segunda ordem

(2.46) obtemos

d d2q§ B d dV(qb) d? do _dV¢ do
%(@)_%(Tb ) :w(%)—w(%)’ (2:82)
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e assim teremos

{—dd—; + %] (%) =0 = {—dd—; +L{(x)] (j—i) =0. (283

E, finalmente comparando (2.83) com (2.81), observamos que o modo zero

da solugao po(x) para um campo escalar real é dado por

o) = 2. (2.84)

Onde o modo zero representa o auto-estado correspondente ao auto-valor

'LUQZO.
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Capitulo 3

Modelos Com dois Campos

Escalares Reais

3.1 Conceitos Fundamentais

Contrario ao que acontece nos sistemas com um tnico campo escalar, nos
sistemas com dois campos escalares acoplados aparece como uma questao
central, o problema da integrabilidade das equagoes de movimento. Isto
é devido a dificuldade de se tratar com equagoes diferenciais de segunda
ordem ndo lineares e acopladas |15, 16]. Felizmente, de maneira analoga
ao caso de modelos com um tnico campo, esta dificuldade pode ser bastante
reduzida quando tratamos uma classe especifica de sistemas com dois campos.
Para esses sistemas, as equagoes de movimento acopladas sao resolvidas por
equagoes diferenciais de primeira ordem, também acopladas, cujas solugoes

sdo configuragoes estaveis (tipo BPS), que minimizam a energia do sistema
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[17]. Mesmo assim, temos ainda dificuldades para desacoplar as equagoes de
movimentos.

Em meados de 1970 Rajaraman [5] desenvolveu um método que veio a
contribuir bastante na obtenc¢ao das solugoes para as equagoes de movimento
em segunda ordem para alguns modelos de dois campos, conhecido como

método das orbitas tentativas que abordaremos com mais detalhes na segao

(3.4).

3.2  Solucgoes BPS

De maneira analoga ao que foi feito com um dnico campo, iremos aplicar
de forma mais geral o método de Bogomol’'nyi para o caso de dois campos
escalares reais acoplados ¢ e x, submetido porém a uma classe especial de

potencial V' (¢, x) positivo definido que especifica o0 modelo dado por

1

V(6,x) = (o) + (51" (31)

Evidentemente para um sistema desse tipo a densidade lagrangeana possui

a seguinte forma

1 1
£ = 504006 + 5000"x = V(6. ). (3.2)

As equagoes de movimento para os campos ¢ e x sao obtidas a partir das

equagoes de Euler-Lagrange

oc__oL .
"0(0,9) 09

oL oL
S " ox
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sao:

00"+ WyWey + W, Wy = 0
0,0"x + WoWeyy + W, W, = 0. (3.3)

Num espaco tempo de (1+1)D as equagbes de movimento acima possui a

seguinte forma

P 0%

a2 gz T WeWes + Willye = 0

Py 0%y

—8t2 — —81’2 + W¢W¢X -+ WXWXX = 0. (34)

ou em termo do potencial V (¢, x)

P¢ o OV

o o2 tas — Y

2 2

Tx_Ox OV _ (3.5)

ot 0Ox? + EN

Observe que este sistema de equagoes diferenciais acopladas em segunda or-
dem sao em gerais nao lineares, devido a forma do potencial.
Para o caso de configuragoes estéaticas de campos, o sistema de equacgoes

acima se reduzem as seguintes equagoes

d*¢
d?x
T = Wl + W, Wy (3.7)
ou
*¢ IV (p,x) 5.8
T T (38)
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*x V(¢ x)
dz2  0¢p

(3.9)

De maneira analoga ao que foi feito para o caso de um tnico campo, as

solugoes dependentes do tempo para o sistema de dois campos podem ser

1
1—v

obtidas aplicando um "boost"de Lorents x — ~(z — vt), com v = >

As equagoes de movimentos (3.6) e (3.7), sao resolvidas pelas equagoes

de primeira ordem
do
R 7 7/
dzx &

i‘% = W,. (3.10)
ou seja, da mesma forma que nos modelos com um campo, as solugoes de
(3.10) sao também solugao de (3.6) e (3.7). Consequentemente estas solugoes
identificam o limite de energia minima ou energia de Bogomol'nyi Eg, e seu
valor s6 depende da estrutura topologica das solugoes. Para ver isso melhor,

escreveremos de forma explicita a energia do sistema para configuragao de

campos estaticas

o /_:O da E <%)2 e <Z—§)2 +V(¢,X)] | (3.11)

Substituindo o potencial (3.1) em (3.11) obtemos

E= %/foo dx [(%)2 - (%)2 + (Wy)* + (WX)2] : (3.12)

[e.e]

Utilizando o método de Bogomol'nyi, a equagao (3.12) toma a seguinte forma

1 [t de 2 [dx ?
1 [+ [de dy

Como cada termo da primeira integral (3.13) é positivo definido, entao a
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energia minima Ep para configuragao estatica seré satisfeita quando

%qﬂ/{@ = 0
%ZFWX = 0, (3.14)
e com isso Ep sera dado por
Ep = :I:/_;OO dz l%ﬂ@ + %WX]
+00
= :I:/_OO dx {%}
= AW(¢,x), (3.15)

onde finalmente escrevemos

Eg = [AW(¢, x)| = [W]p(+00), x(+00)] = W[p(—00), x(—00)]|.  (3.16)

Observe que o valor da energia minima obtida em (3.16) ndo depende das
caracteristicas locais das solugoes, mas dos seus valores assintéticos, ou seja,
dos zeros de V (¢, x). Entao estas configuragoes de campos sao denominados,
estados BPS ou Egpg

Epps = [AW (¢, X)|- (3.17)

Evidentemente, para resolver as equagoes de movimentos (3.14), pre-
cisamos impor as condigoes de contornos aos campos e as derivadas. Isto
serd feito para assegurar que tenhamos um sistema com energia finita. As-
sim

lim ¢(z) = ¢(£) = a12, (3.18)

r—+00
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i x(5) = x(£) = b, (3.9
. do
| — | = 2
€
. dx
| -] = 21
:c—1>rj£loo (d;)j) 0, <3 )

onde vy = (ay,by), e v9 = (ag, be) sdo os pontos de minimos do potencial

V(¢ x)-

3.3 O Modelo BNRT

Iremos agora procurar solugoes topologicas do tipo BPS focalizando nossa

atengdo no modelo BNRT [21], que tem como super-potencial

1
W(6,x) =6 — 30" —rox’. (3.22)
O potencial advindo do superpotencial acima é

V(6,X) = 51— P +7(6 — D 42000 + 2 (323)

Para esse modelo, podemos escrever as equagoes de primeira ordem (3.10)

como
do 9 2
o= +(1 — ¢° —rx?), (3.24)
e
dx
X — Forox. (3.25)

Observe que o sistema de equacgoes diferenciais acima é nao linear e suas
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solugoes topologicas nao-triviais sao obtidas conectando dois estados de vacuo
distintos. Cada par de vacuo conectados por essas solucoes das equacoes de
movimento em primeira ordem dadas em (3.10) constitui um setor topolégico.
A energia BPS (3.17) das solugoes das equagoes de movimentos em primeira
ordem depende apenas da diferenca de potencial calculado nos valores ass-
intoticos dessas solugoes, isto é, nos vacuos. Isto mostra que cada setor
topoldgico possui sua propria energia.

Entao os estados de vacuos para essa teoria é definido como

(¢ ==+1,x=0), <¢:QX:i 1) (3.26)

r

sendo (r > 0). E no caso da constante (r) ser (r < 0) temos

(0 =%1,x=0). (3.27)

Portanto, para as configuragoes de viacuo acima podemos escrever os se-
tores topologicos com sua respectivas energias para (r > 0) como:

1°) Um setor BPS, — (£1,0) — Epps = 4,

2°) Quatro setores BPS, — (+1,+1/y/r) — Epps =2

3°) Um setor nao BPS, — (0,+1/+/r) — Epps = 0.

Um fato importante observar é que, o setor (0,41/y/r) ndo possui de-
feitos topologicos do tipo BPS conectando os vacuos, visto que a energia de
Bogomol'nyi para esse setor é nula, entretanto existem solugoes nao BPS [21].
As solugoes para o modelo BNRT que iremos encontrar serao nos setores em
que Epps # 0. Consequentemente a obtencao das solugoes tipo defeitos nos

setores topologicos serao feitas através do conhecido método das orbitas.
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3.4 Meétodo das Orbitas

Como ja foi abordado na introducao, o método das orbitas foi desen-
volvido por Rajaraman [5] com o objetivo de desacoplar as equagbes de
movimentos para alguns modelos de dois campos, e conseqiientemente en-
contrar as suas solugoes.

Tal método tem como objetivo principal encontrar uma curva chamada
orbita tentativa no espago das configuragoes dos campos, observando as con-
di¢coes de contorno requerida pelo problema, e sendo compativel com as
equagoes de movimento. Essa orbita permite desacoplar as equagoes com
o objetivo de encontrar suas solugoes.

Como todo método propostos para resolver equagoes diferenciais possui
suas limitacoes aqui também encontramos algumas, e uma dela foi apontado
pelo proprio autor as quais estao diretamente associadas ao fato de que as
equagoes de movimento sao de segunda ordem, dificultando assim a verifi-
cagao se a Orbita tentativa é compativel ou nao.

Algumas dificuldades encontradas ao trabalhar com as equagoes de se-
gunda ordens sao contornadas|11], quando utilizamos esse métodos para in-
vestigar solugoes topoldgicas nos setores BPS das equagoes de primeira ordem

Nas secoes seguintes mostraremos através de varios exemplos que este
método torna-se eficiente quando o aplicamos em sistemas em que as equagoes
de movimentos de segunda ordem sao resolvidas a partir das equacoes em
primeira ordem. Mostraremos também que em algumas situagoes é possivel
encontrar um fator integrante para as equagoes de primeira ordem[12], o que
nos possibilita obter todas as solugoes BPS do sistema.

Para utilizar o método das orbitas precisamos seguir alguns passos sao

eles:
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1°) Determinamos os minimos do potencial V (¢, x), os quais sao os pontos
criticos do super potencial W (¢, x) ou seja (W, = W, = 0), digamos (a1, b1),
(az, b2);

2°) Os pares de minimos selecionados (a;,b;), (a;,b;) formam um setor
topologico. No entanto seleciona-se um par de minimos que possua energia de
Bogomol ‘nyi diferente de zero, ou seja, AW;; = |W(a;, b;) — Wi(a;,b;)| # 0,
o que define um setor BPS.

3°) A orbita escolhida F'(¢,x) = 0 tem que ser coerente com os minimos
escolhidos, ou seja {F'(a;, b;) = F(a;,b;) = 0}.

4°)Testa-se a compatibilidade da dérbita com as equagoes de primeira or-

dem, por diferenciacao com respeito a x.

dF do dx
—=F,—+F,——== 2
dx ¢ du + Xdx 0 (3:28)
do qual se obtém
G(¢p, x) = FyWy+ F, W, =0. (3.29)

Portanto, F'(¢, x) = 0 é uma orbita se todo par (¢, x) que a resolve, tam-
bém resolve G (¢, x) = 0. Tendo uma 6rbita podemos uséa-la para desacoplar
e, com isso, resolver as equagoes de primeira ordem. De maneira geral dize-
mos que uma orbita é boa, quando ela passa pélas equagoes de primeira
ordem. Assim, vemos que uma curva ¢ uma oOrbita quando ela resolve as
equagoes de primeira ordem consistentemente.

Consideremos em primeiro lugar o caso em que r < 0, o qual representa
o potencial V (¢, x) cujos minimos sdo dados por v, 2 = (F1,0), que repre-
sentam o setor topologico BPS com energia |[AW| = 4/3. Para esse setor

uma Orbita corresponde a escolha de x = 0 conectando os vacuos +1. Ao
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aplicarmos essa escolha a equagao de movimento (3.24) e (3.25) temos

dp . o
T =1-¢ (3.30)

cujo par de solugoes ¢é

¢(r) = =tanh(x)
x(x) = 0. (3.31)

Por outro lado, podemos escolher outra érbita tentativa que conecta os min-

imos (—1,0) e (1,0) na forma
rx* = a(l — ¢?). (3.32)

Diferenciando com relagdo a = ambos os lados da equagdo (3.32) e substi-
tuindo as equagoes de primeira ordem (3.24) e (3.25) obten-se a relagdo:

a =1—2r. Agora substituindo a érbita (3.32) na equagao (3.24) obtemos

_40 = (2r)dx, (3.33)

(1—¢?)

que integrando fornece a solu¢ao para o campo ¢ dado por
¢(z) = £tanh(2rz). (3.34)

E, substituindo (3.34) na érbita (3.32) encontramos o valor para o campo y

dado por
(1—2r)

r

x(z) =+

sech(2rz), (3.35)

onde para que a solugdo acima seja real temos que ter: 0 < r < 1/2.
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Por outro lado, podemos utilizar a 6rbita
p+rxt=1 (3.36)

que conecta os minimos (1,0) e (0,+1/4/r). Diferenciando com relagao a
x ambos os lados da equagao (3.36) e substituindo as equagoes de primeira
ordem (3.24) e (3.25) obtém-se a relagao r = 1/4. Agora, substituindo a
orbita (3.36) na equagao (3.24) obtemos

4

e dz, (3.37)

que integrando fornece a solugao para o campo ¢

o(z) = :I:% [1 + tanh (g)} . (3.38)

E, substituindo (3.38) na orbita (3.36), obtemos o valor para o campo x

(z) = j:\/2 (1 — tanh (;)) (3.39)

3.5 Fator Integrante

Equacao diferencial é uma ferramenta matematica utilizada em quase
todos os campos da fisica. FExistem varios método bem conhecidos para

resolver equacgoes diferenciais. Quando tratamos com equagoes diferenciais
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de primeira ordem, e se ela pode ser escrita na forma
M (x)dz + N(y)dy = 0,

dizemos que a equacao ¢ separdvel, e sua solucao é obtida por integracao

direta. Porém, uma equagao da forma
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0, (3.40)

pode ser integrada diretamente, se o lado esquerdo da equagao corresponde

a diferencial total dv de alguma funcao v(x,y), com

ov ov

- (3.41)

Observe que podemos integrar a equagao acima para obter v(x,y) = C, sendo
C uma constante dependente das condigoes de contorno. Equacao desse tipo
dizemos ser exata.

Uma condigao necessaria e suficiente para que a equacao (3.40) seja exata

é que

88_]\;[ = 88—];[ (3.42)
Existem varios casos em que a equagao (3.40) pode nao ser exata, porém, é
possivel mostrar que, para equagoes de primeira ordem, sempre existe uma

funcao ¢(x), chamado de fator integrante, que possibilita escrever a equagao

exata na forma

Q(zv y)M(ZL’, y)dl' + Q(x> y)N([L’, y)dy =0,
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com a condigao

d(gN)  9(gM)

O = a9y . (3.43)
ou
ON dqg oM Jq

Nota-se que o fato de sempre existir um fator integrante nao implica dizer
que exista um método geral para encontra-lo, isto é, cada caso devera ser
analisado de forma particular.

Como exemplo considere o modelo BNRT cujas equagoes de primeira

ordem sao
do _

= +W, = +(1 — ¢* — rx?) (3.45)

dx _

T W, = £(—2r¢x). (3.46)

Agora veja que podemos escrever a relagao

dp _ (1—-¢*—rx*) M

o N 3.47
dx 2rox N’ (3.47)
onde
M(¢7 X) = (1 - ¢2 - TX2) €, N(¢7 X) = 2T¢X (348)
Entao, para o modelo considerado a equagao (3.41) se torna
ov v
— =qgM — =gN A
o ¢ (6,x) e 95 1 (¢, x) (3.49)

que integrando fornece a solugao v(¢, x) = C.
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Diferenciando a solugao v(¢, x) = C' e substituindo (3.41), encontramos

v ov
dv = 8¢d¢+—dx = 0

gMde + qNdx = 0. (3.50)

Para termos a equagao diferencial (3.50) exata exigimos que

9(gN) _ 9(qM)
Ox o

(3.51)

(3N (342 (3M (3(1
N M

qa 4 o a¢ 96 (3.52)

Observe que se o fator integrante ¢ depender somente do campo x entao

q = q(x), e com isso a equagao (3.52) fica

ON 9 OM

Resolvendo as derivadas acima e usando (3.48) encontramos
d
qr+1)=-rx—=—=-——, (3.54)

onde v = r/r + 1. Evidentemente, calculando a integral em (3.54) temos o

fator integrante dado por

a(x) = Cx7, (3.55)

no qual C é uma constante de integracao.

Substituindo (3.48) e (3.55) nas equagoes (3.49) encontramos

= =Ox (1= ¢ =) (3.56)
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g—; = C’X_%(2r¢x). (3.57)
Integrando a equagao (3.56) encontramos

2

2r —1

v(g,x) =rCx 7 ¢* —rCxF — C X+ F(9). (3.58)

Portanto, derivando (3.58) em relagao a ¢ obtemos (3.47), logo f(¢) = 0.

E com isso encontramos

—+2
w(p,x) = —rC(1 — )y~ — 20X (3.59)
2r —1
De onde fazendo v(¢, x) = cte temos todas as érbitas dada por:
1= ¢+ — > =Dy (3.60)
or — 1% AT '
onde D é uma constante.
Particularmente, para D = 0 obtemos as orbitas:
r* =(1-2r)(1—¢%), (3.61)
e para D = r? com r = 1/4, obtemos as 6rbitas:
= £(1+¢). (3.62)
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3.6 Familia de Modelos

Nesta secao, apresentaremos, de forma resumida, uma generalizacao para
o modelo BNRT. O que iremos mostrar sao as solugoes analitica para as
equagoes de movimento para o caso n = 1, solugdes ntimericas para o caso
n = 3, e no caso n = 2 nao ha solugoes para as equacoes de movimento.

De forma geral, o potencial para esse modelo possui a seguinte forma

1 1

e, consequentemente, o superpotencial W (¢, x) se escreve

W(6,0) = 6~ 56" —ron". (3.64)

Para esse modelo, as equagoes de movimento fornece

d¢ _ a2 n

=10 ), (3.65)
e

dX o _ n—1

Observe das equagoes de movimentos (3.65) e (3.66) que:

1°) Se n = 2, reproduzimos o modelo BNRT padrao ja estudado nas
secoes anteriores.

2°) Se n = 1, as equagdes de movimento (3.65) e (3.66) produz

d
d—i = 4(1 — ¢* —ry), (3.67)
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dx

T =£(-r0). (3.68)

Para esse caso, os estado de vacuo é representado por

$p=0, Y=

%. (3.69)

Portanto, nao é interessante, pois nao possui nenhum setor topologico.

3°) Se n = 3, as equagdes de movimento (3.65) e (3.66) fornece

d
d—f = 4(1 — ¢* —ry?), (3.70)
e
dx . 2
T +(—=37rox°). (3.71)

Para esse caso, os estados de vacuo sao representado por

$=0, x= (1)3. (3.72)

x=0, ¢==I, (3.73)

onde neste caso temos trés setores topologicos. O fator integrante que deixa

as equagoes diferenciais (3.45) e (3.46) exatas ¢é

n

a(x) = Cx' e mea X (3.74)

onde C' é uma constante e n # 2.

As equagdes (3.48) para esse caso fornece

M(p,x) = (L—¢*—rx") e, N(¢,x)=mnrox" " (3.75)
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Substituindo (3.74) e (3.75) nas equagoes (3.49), encontramos

aU 1— 2  .2-n
—— n 7LT'(277L)X ]_ — 2 — n .
5 = Ox' e (1= 6" = ") (376)

que integrando obtemos

v(@,x) = /CXI_"e_’"@z”)Xzn(mcbxn_l)dx + f(9), (3.77)

com f(¢) = 0. Resolvendo as integrais acima, encontramos
0(6,x) = —Ce T (1= ¢%) — Cr / xe TN My, (3.78)

Estudaremos a seguir alguns valores de n que satisfazem a equacao acima:
1°) m = 1 nesse caso, a ultima integral possui solugao analitica e, com

isso, a equagao (3.78) produz

2

v(d, ) = —Cge—%X(l — ) + CTT(r +2y)e X = D, (3.79)

onde D é uma constante. Escrevemos de forma geral a 6rbita que desacopla
as equagoes de movimento (3.67) e (3.68) como

7,2

2
P try=1- 5+;De‘%x. (3.80)

No caso de D = 0, a orbita (3.80) toma a forma

2

rle—%—¢2, (3.81)

que substituindo na equagao de movimento (3.67) e (3.68) fornece

o(r)=+t—=x (3.82)
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x(z) = F— 2. (3.83)

Note que as solugoes acima nao sao topologicas pois elas nao conectam dois
estados de vacuo.
2°) n = 2 trata-se do modelo BNRT ja estudado anteriormente.

3°) n = 3 neste caso a equagao (3.78) resulta nas orbitas

2 /1 1 4 - 2 _
9o <§X+ §r><2) =Lt g—e v L (17—§x‘1) +C eI, (3.84)

onde
Ei(a,Z) = Z'""YT(1 —a,Z), a—=constante. (3.85)

A figura (3.1) representa o comportamento das 6rbitas fornecida pela equagao

(3.84) que conectam os setores topologicos.

yir)

Figura 3.1: Comportamento das orbitas (3.84)

Os graficos seguintes sao as solugoes ¢(z) e x(x) para os setores topologi-

cos que conectam os minimos (—1,0) com (1,0) e (0, (1/r)/?) com (1,0).
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Bl )

11 ol 1)

1-1 -l )

Figura 3.2: Gréfico da Solugao ¢(z) para r = 1/27

-0,5

Figura 3.3: Gréfico da Solugao x(z) para r = 1/27
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Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas

Uma parte dos estudos aqui realizados sao de revisdes de atividades ja
desenvolvidas. Algumas sao antigas, realizadas por pesquisadores de outros
grupos e outras, mais recentes, divulgadas em trabalhos desenvolvidos pelo
Nnosso grupo.

Nosso objetivo fundamental foi o de estabelecer o problema de maneira
clara e direta. Os exemplos estudados foram introduzidos tanto para ilustrar
os conceitos basicos envolvidos no problema como para estabelecer novas
possibilidades de estudos.

Nesta dissertagao investigamos diversos modelos descritos por um ou dois
campos escalares. A principal investigacao consiste em procurar por estados
BPS. Isto é, por solugbes topolégicas que resolvam as equagoes de primeira
ordem. Estas solugoes minimizam a energia de Bogomol'nyi, que ¢ dada em
termos do superpotencial, e do valor assintotico das configuragdes do campo
que resolvem as equagoes de movimento.

Para o caso de teorias de campo envolvendo dois ou mais campos es-

calares, o problema matematico relacionado a integrabilidade das equagoes
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de movimento é muito mais dificil do que o caso de um tnico campo, por se
tratar com equagoes diferenciais de segunda ordem, nao lineares e acopladas.
Por outro lado, essas teorias apresentam estruturas de vacuo muito ricas, o
que possibilita a existéncia de varios setores topologicos no espaco de confi-
guragoes.

O ponto crucial do nosso trabalho se refere ao capitulo 3, quando apre-
sentamos um estudo sobre uma nova familia de modelos que envolve dois
campos escalares e contém o modelo BNRT como um de seus membros. En-
contramos as solugdes numéricas para o campo x(x) e ¢(x) para algum setor
topologico dessa nova familia. Acreditamos que esses resultados sao de suma
importancia pois eles podem proporcionar novas diregoes de estudo em teo-

rias de campos.
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Apéndice A

Notacao e Sistema de Unidades

Para desenvolver esse estudo, trabalharemos no sistema natural de unidades;
c=1 h=1 (A.1)

onde ¢ é a velocidade da luz no vacuo, h é a constante de Plank. Destas

constantes podemos relacionar as seguintes dimensoes
h=1=[t]=[E]"" (A.2)

c=1=[L]=[t] = [E]" (A.3)

onde [L], [t], [E], sdo respectivamente a dimensao do espago, do tempo, e da
energia. Olhando para a relagdo momento energia relativistica no sistema
natural de unidades

E?* =m? + P? (A.4)

onde m e P sao respectivamente a massa e o momento. Desta maneira, a

massa e o momento também tém dimensao de energia. Assim, no sistema
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natural de unidades escrevemos todas as grandezas em termos da dimensao

de energia. Por outro lado, a notacao que iremos usar ¢ tal que

g =dig(1,-1,-1,-1) (A.5)
' = (2 =t,2") (A.6)

0 0
d, = (80 = a,&- = %) : (A7)

onde z° representa o tempo e z° as coordenadas espaciais. Também vamos
utilizar a convencao de Einstein onde produto de elemento com indice repeti-
dos representam uma soma no indice, caso ele se encontre uma vez no lado

superior e uma vez no lado inferior
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Apéndice B

Campos Adimensionais

A agao para campos escalares em (3 + 1)D dimensoes que possui a forma

S = /d:r48u¢0“ — Vel (B.1)

¢ adimensional, pois tem a mesma dimensao da constante de Plank, logo
podemos concluir que a dimensao do campo escalar é de inverso de energia
[E]™! no sistema natural de unidades. Nesta dissertacdo, estamos a procura
por solucoes BPS, logo podemos trabalhar no sistema de campo adimen-
sional. Nesta se¢ao, vamos desenvolver o "procedimento" para adimension-
alizar os campos.

Seja o potencial do modelo A¢* que é dado por
Ligio 9y
VIs) = g0 — @), (B2)

que pode ser escrito em termos do superpotencial W = \a?¢ — %)\gbg da

seguinte maneira V[¢] = W2, onde os vacuos sdo +a ¢ A um parametro

pequeno. Assim, as equagoes de primeira ordem para configuragoes estaticas
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em (1+1)D dimensoes sao

do
i +\(a® — ¢?), (B.3)

que reescrita no sistema de campos adimensionais, isto é, o campo para

¢ — a¢ e a coordenada r — (\a) ™',
—— = +(1 - ¢%). (B.4)
Assim o potencial fica dado da seguinte maneira

VIO = 56>~ 1" (B.5)

Olhando para as solugoes de A\¢*; ¢(x) = =a tanh(Max), e utilizando as
mesmas "transformacoes" (¢ — a¢,r — (Aa)"'z) obtemos as solugdes para
campos adimensionais como sendo ¢(z) = +tanh(xz). Para retornar para

campos com dimensao basta utilizar o inverso das "transformacoes" (¢ —

(1/a)p, z — Aax).
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