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The universe whould have expanded in a smooth way form a single point.

As it expanded, it whould have borrowed energy from the gravitational

field, to create matter. As any economist could have predicted, the result of

all that boroowing, was inflation. The universe expanded and borrowed at

an ever-increasing rate. Fortunely, the debt of gravitational energy will not

have to be repaid until the end of the universe.

—STEPHEN HAWKING (The Beginning of Time)
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Resumo

As últimas décadas têm sido de grandes desenvolvimentos na cosmologia desde

o advento da inflação cosmológica como solução aos problemas do modelo cosmoló-

gico padrão. Sendo um dos principais paradigmas da cosmologia moderna, estudar

os aspectos clássicos da teoria inflacionária é o principal objetivo deste trabalho. Antes

apresentamos as principais evidências da expansão universal e uma revisão da relati-

vidade geral e do modelo cosmológico padrão, conhecido como a teoria do big bang.

Em seguida, analisamos os problemas deste modelo como motivação para a posterior

introdução da inflação. Modelamos a teoria inflacionária em termos de um campo es-

calar, encontrando suas equações dinâmicas, e formalizamos a aproximação slow-roll,

a qual permite encontrar soluções analíticas para as equações do movimento. Discu-

timos alguns potenciais inflacionários: potenciais caótico, híbrido e natural, relacio-

nando alguns destes com a física de partículas. Concluímos o trabalho apresentando

um modelo inflacionário cuja solução é exata.

Palavras-chave: Big Bang, Inflação Cosmológica, Modelos Inflacionários.
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Abstract

The last decades have been of major developments in cosmology since the advent

of cosmological inflation as a solution to the problems of standard cosmological model.

As one of the main paradigms of modern cosmology, to study the classical theory of

inflation is the main objective of this work. Before, we present the main evidences of

universal expansion and a review of general relativity and the standard cosmological

model, known as the big bang theory. Then we analyze the problems of this model

as motivation for the subsequent introduction of inflation. We model the theory of

inflation in terms of a scalar field, finding its dynamical equations and formalize the

slow-roll approximation, which allows to find analytical solutions to the equations of

motion. We discuss some inflation potentials : chaotic, hybrid and natural potenti-

als, relating some of them with Particle Physics. We conclude the work presenting a

inflationary model whose solution its exact.

Keywords: Big Bang, Cosmological Inflation, Inflationary Models.



vi

Sumário

Resumo iv

Abstract v

Lista de Figuras viii

INTRODUÇÃO 1

1 ASPECTOS DA COSMOLOGIA MODERNA 4

1.1 Princípio Cosmológico e a CMBR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 Um Universo em Expansão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.1 Lei de Hubble e Coodenadas Comóveis . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2.2 Redshift Cosmológico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 MODELO COSMOLÓGICO PADRÃO 8

2.1 Prelúdio: Fundamentos da Relatividade Geral . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.2 Geometria do Modelo FLRW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.3 Tempo Conforme e Horizontes de Partícula . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.4 Matéria e a Dinâmica do Modelo de FLRW . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.4.1 Universo dominado por radiação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.4.2 Universo dominado por matéria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.5 Introduzindo Λ: Universo de Einstein-De Sitter . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.6 Problemas do Modelo Cosmológico Padrão . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.6.1 Problema da Planura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.6.2 Problema do Horizonte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3 DEFININDO A FASE INFLACIONÁRIA 32

3.1 Solucionando os problemas do MCP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.1.1 Quantificando a inflação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.1.2 Diagrama Conforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.2 Inflação Como Uma Teoria de Campo Escalar . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.2.1 Dinâmica do Campo Escalar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.2.2 Ação de Einstein-Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41



SUMÁRIO vii

3.3 Aproximação Slow-Roll . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4 MODELOS INFLACIONÁRIOS 46

4.1 Classificação dos Modelos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.2 Transições de Fase e Inflação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.2.1 Transições de primeira ordem e a velha inflação . . . . . . . . . . 47

4.2.2 Transições de segunda ordem e a nova inflação . . . . . . . . . . . 49

4.3 Inflação Caótica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.3.1 Potencial quadrático . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.3.2 Potencial quártico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.4 Inflação Híbrida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.4.1 Dinãmica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.4.2 Regimes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.5 Inflação Natural . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4.6 Um Modelo com solução exata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

CONSIDERAÇÕES FINAIS 66

Referências Bibliográficas 67



viii

Lista de Figuras

2.1 O transporte paralelo de um vetor na superfície de uma esfera, mos-

trando a mudança de orientação do vetor. Figura disponível em www.wikipedia.org 13

2.2 Possíveis geometrias do modelo FLRW dependem diretamente da den-

sidade de energia do universo Ω, a qual determina sua curvatura. Dis-

ponível em www.wikipedia.org . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3 Evoluç ao temporal do fator de escala em um universo de De Sitter [12]. 27

2.4 Diagrama conforme que evidencia o problema do horizonte, mostrando

a última superfície de espalhamento à direita. O cone de luz maior re-

presenta o horizonte atual, o qual engloba dois eventos simultâneos que

ocorreram na época da recombinação, mostrando que, nesta época, es-

tavam causalmente desconectados. Adaptado de [17]. . . . . . . . . . . 30

3.1 Esquema que mostra o raio de Hubble comóvel inicialmente maior que

a região colorida que delimita o contato causal. A inflação diminiu o

raio de Hubble, de forma que mesmo após a seu término, o universo

observável permanece dentro da região causalmente conexa. Adaptado

de [17] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.2 A inflação ao empurrar a origem para −∞ permite que os cones de luz

interceptem-se no passado remoto, permitindo o contato causal entre as

respectivas regiões. Adaptado de [17]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.1 Esboço do potencial da velha inflação proposta por Guth, onde vemos o

tunelamento do inflaton através da barreira, seguido por oscilações do

mesmo em torno do mínimo global. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.2 No potencial da nova inflação, não existe o problema da nucleação de

bolhas pois neste, o inflaton não encontra nenhuma barreira, onde o con-

ceito de descida suave (slow-roll) é introduzido. . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.3 Esboço do potencial caótico (4.4), onde o valor inicial do inflaton é maior

que Mpl [21]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51



LISTA DE FIGURAS ix

4.4 O comportamento atrator da solução φ = −m/
√

12π, tomando Mpl = 1

é exibido. A concentração no centro representa a oscilação do campo

escalar em torno do mínimo do potencial [12]. . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.5 Esboço do potencial do potencial híbrido (4.38). Adaptado de [19]. . . . 58

4.6 Esboço do potencial do potencial (4.63). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63



1

INTRODUÇÃO

A Cosmologia consiste no estudo do universo como um todo e de sua composição,

na tentativa de explicar os detalhes de sua evolução, desde os primórdios até sua atual

configuração. No decorrer do século XX, ela passou gradualmente de mero exercí-

cio acadêmico para um verdadeiro ramo da ciência, firmando-se no panteão da Física

com a teoria do big bang (BB), a qual adquiriu o status de modelo cosmológico padrão

(MCP) por seu sucesso em predizer o espectro de corpo negro e a temperatura da ra-

diação cósmica de fundo (CMBR), a evidência da expansão do universo contida no

desvio para o vermelho (redshift) da luz emitida por galáxias distantes, além da nucle-

ossíntese de elementos leves. Este sucesso deve-se também ao grandioso desenvolvi-

mento de tecnologias e experimentos, como os satélites Cosmic Microwave Background

Explorer(COBE) e o Winkson Microwav Anisotropy Probe(WMAP), possibilitando a con-

firmação das predições teóricas e um melhor entendimento do universo. Entretanto,

logo verificou-se que esta teoria possui severas limitações, pois não explica o porquê

de evidências observacionais indicarem a planura de nosso universo com grande preci-

são e a grande homogeneidade da CMBR nos extremos do universo observável. Além

disso, a ausência de defeitos topológicos também é problemática, pois estes geralmente

são um subproduto das transições de fase que ocorreram na evolução universal como

consequência de seu arrefecimento em sua evolução.

Deste prisma, o universo atual parece um lugar inacreditávelmente especial, uma

vez que é possível sintetizar estes problemas como a nescessidade de um extremo

ajuste das condições iniciais a que estaria sujeito em seu passado remoto para que

se reproduza as evidências empíricas. Na verdade, a discussão sobre este "ajuste fino"

tomou grandes proporções, pois qualquer desvio nas constantes fundamentais da na-

tureza impossibilitariam a existência de vida e até do prório universo como o conhe-

cemos, divivindo a comunidade científica entre os que acham ou não razoável este

ajuste e dando margem a diversas tentativas de explicação como o princípio antrópico

e a existência de um multiverso. Outro grande problema do MCP é sua incapacidade

de explicar a origem de estruturas em larga escala, como galáxias e aglomerados des-

tas, pois, como veremos, este toma como princípio a homogeneidade do universo. Em
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um universo perfeitamente homogêneo, não há a possibilidade de formação de estru-

turas. Os experimentos apontam a existência de pequenas inomogeneidades no uni-

verso primordial como o possível responsável, a qual o modelo padrão não prevê. A

necessidade de física além do MCP era premente.

Motivado a sanar estes problemas e com base em predições da física de partículas,

Alan Guth lançou, no início da decada de 1980 as bases para o que posteriormente se

tornaria um dos maiores paradigmas da cosmologia moderna, a inflação cosmológica.

Mesmo com alguns defeitos que logo ficaram evidentes, a expansão exponencial do

universo presente no período em que a inflação ocorre resolveu vários dos problemas

do MCP. Um de seus maiores méritos é a explicação da formação de estruturas como

consequência de flutuações quânticas do campo escalar que modela a inflação (infla-

ton) que culminaram em perturbações na densidade de energia do universo. Desde

então, as útimas décadas têm sido de intenso desenvolvimento da teoria inflacionária

e de seus inúmeros modelos com as mais diversas motivações, tornando-se uma teoria

muito mais geral, geralmente chamada de cenário inflacionário.

O objetivo deste trabalho é analisar o MCP e a inflação do ponto de vista clássico e

pode ser dividido em duas partes. A primera é composta pelos dois primeiros capítu-

los nos quais descrevemos o MCP. No primeiro capítulo, apresentamos as evidências

da expansão universal contidas na lei de Hubble e no redshift cosmológico. O capítulo

seguinte discute inicialmente o contexto em que surge a relatividade geral (RG) e os

principáis objetos matemáticos de que ela faz uso no contexto da geometria Riemanni-

ana. Em seguida, analisamos a geometria e a cinemática de um universo homogêneo e

isotrópico, motivado pelas evidências do capítulo anterior. Munidos das equações de

Einstein, a dinâmica deste universo é discutida. Resolvemos as equações de Einstein

considerando este universo preenchido preponderantemente com determinados tipos

de matéria, dando ênfase ao modelo estático de De Sitter em que só existe a constante

cosmológica. Encerramos o capítulo com o estudo dos principais problemas do MCP.

Reservamos a segunda parte ao estudo da teoria inflacionária. O capítulo três apre-

senta a fase inflacionária como a solução dos problemas do horizonte e da planura,

evidenciando o tipo de matéria responsável pela expansão exponencial do universo,

onde definimos uma grandeza que mede a quantidade de inflação. Em seguida, tra-

tamos do campo escalar e sua dinâmica através do princípio de mínima ação e, em

termos deste princípio, encontramos as equações de Einstein. Por fim, formalizamos

a aproximação slow-roll proposta por Andrei Linde, que permite encontrar soluções

analíticas para as equações do movimento do campo escalar. O capítulo seguinte ana-

lisa alguns dos mais famosos modelos inflacionários, evidenciando suas ligações com

a física de partículas, fazendo uso das ferramentas desenvolvidas no capítulo anterior.
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Encerramos nosso trabalho apresentando as conclusões e perspectivas futuras.
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CAPÍTULO 1

ASPECTOS DA COSMOLOGIA MODERNA

Este capítulo apresenta algumas das principais características em termos das quais

a cosmologia moderna é desenvolvida. Inicialmente, tratamos do princípio cosmoló-

gico e sua relação com a radiação cósmica de fundo. A seguir, definindo o observador

comóvel, apresentamos as duas evidências da expansão universal: a lei de Hubble, que

versa sobre o distânciamento acelerado entre as galáxias, e o resultante desvio para o

vermelho (red-shift cosmológico) da luz por elas emitidas.

1.1 Princípio Cosmológico e a CMBR

A Cosmologia Moderna edifica-se sobre o Princípio Cosmológico, que afirma, quando

observado na escala de centenas de megaparsecs1(Mpc), o universo dotado de duas

propriedades de extrema importância: homogeneidade e isotropia. Sendo homogêneo,

o universo apresenta as mesmas evidências observacionais para quaisquer pontos nele

contidos. Em outras palavras, nos dá a garantia de que as porções do universo são

equivalentes; Uma invariância sob translações espaciais. A isotropia implica as leis

físicas aplicarem-se de forma indistinta para todas as direções, dotando o universo de

uma invariância rotacional.

Evidências dessas propriedades foram descobertas através de estudos sobre a ra-

diação cósmica de fundo (CMBR - Cosmic Microwave Background Radiation) que con-

siste em uma radiação de micro-ondas descoberta em 1964 pelos astrônomos norte-

americanos Arno Penzias e Robert Wilson, a qual preenche todo universo com uma

energia da ordem de 2,7K. O espectro de corpo negro da CMBR possui precisão nunca

antes vista na natureza, segundo medições realizadas entre 1989 e 1996 pelo satélite

COBE, atraves do Far-Infrared Absolute Spectrophotometer (FIRAS), pertencentes a NASA

[1].

Nos desenvolvimentos a seguir, tomaremos este princípio juntamente com a exis-

tencia da CMBR como ponto de partida para a descrição do que acredita-se ser a teoria

11Mpc = 3,26x106anos− luz
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com melhor capacidade preditiva acerca de nosso universo. Como um de seus maio-

res sucessos creditam-se a predição precisa do espectro de corpo negro da CMBR e sua

temperatura. Este modelo é conhecido como modelo cosmológico padrão (MCP) ou

ainda, modelo do Big Bang quente. Apesar de seu sucesso, o MCP possui sérias limi-

tações, que por sua vez serão as grandes motivações para a introdução dos modelos

inflacionários, um dos objetivos deste trabalho.

1.2 Um Universo em Expansão

1.2.1 Lei de Hubble e Coodenadas Comóveis

Após quase dez anos de observações, Edwin Hubble concluiu, em seu trabalho

pioneiro de 1929[2], que a velocidade de afastamento (ou recessão) v(t) de galáxias em

relação à terra possui uma relação linear com a sua distância D(t):

v(t) = H0D(t), (1.1)

cuja constante H0 leva seu nome. A expressão acima possui grande importância pois

encerra uma forte evidência da expansão universal, e portanto, tem seu caráter elevado

ao patamar de lei, epônima de seu formulador. Agora é conveniente introduzirmos

um sistema de referência que, por vezes, é o mais adequado em estudos cosmológicos,

no qual as distâncias entre os pontos de um universo que se expande são constantes,

conhecido como referencial comóvel. Seja D(t) a distância (física) entre pontos distintos

do espaço em um certo tempo t tal que seu valor para o tempo atual t0 é D0, definimos

o fator de escala

a(t) ≡ D(t)
D0

, (1.2)

uma função adimensional no tempo. É comum na literatura normalizar o fator de

escala atual a(t0) = 1, de forma que uma medida de a(t) em um instante qualquer t

faz-se em termos de a(t0). Em termos destas coordenadas, fazemos

D(t) = a(t)χ , (1.3)

onde χ é a distância comóvel. Assim, usando a regra da cadeia, a velocidade de afas-

tamento de uma galáxia fica

v(t) =
dD(t)

dt
=

ȧ(t)
a(t)

D , (1.4)
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onde definimos o fator de Hubble

H ≡ ȧ(t)
a(t)

, (1.5)

que será de grande valia nos desenvolvimentos posteriores, uma vez que representa

a taxa em que o universo se expande. Devemos notar que a constante H0 definida na

expressão 1.1 nada mais é que o valor numérico que o fator de Hubble assume para o

tempo atual, o qual segundo medições do WMAP é da ordem de [3]

H0 = 70± 7 km s−1 Mpc−1 . (1.6)

Chamamos atenção para o fato de que no sistema de unidades que usaremos nos de-

senvolvimentos posteriores, o fator de Hubble possui unidades de tempo−1, e assim

uma medida acurada do fator de Hubble é suficiente para estimativas precisas da idade

do universo.

1.2.2 Redshift Cosmológico

Em um universo que se expande, o comprimento de onda da luz emitida por uma

galáxia distante sofre um aumento, desviando suas linhas espectrais para o vermelho,

efeito conhecido como redshift cosmológico. Define-se o desvio por

z =
λob − λe

λe
, (1.7)

em que λob e λe são os comprimentos de onda medidos pelo observador e emissor da

luz, respectivamente. É comum na literatura encontrar o redshift cosmológico associado

diretamente ao efeito Doppler

1 + z =

√
1 + v

c
1− v

c
, (1.8)

tomando-se o limite em que a velocidade de afastamento da galáxia é muito menor

que a velocidade da luz c, que acarreta

z =
v
c

, (1.9)

permitindo escrever a lei de Hubble na forma

cz = H0D(t) . (1.10)

Segundo [4] e primeiramente notado por [5], a expressão acima só é linear para peque-

nos desvios (z� 1), além de em um efeito puramente Doppler haver a possibilidade
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do chamado blueshift, quando a fonte luminosa e o observador aproximam-se, o que

não se verifica ao levar-se em conta apenas efeitos de expansão cosmológica.

É possível harmonizar a expressão (1.10) com grandes desvios no comprimento

de onda, o que faremos de acordo com [6]. Como mostraremos quando tratarmos

da relatividade geral, a relatividade restrita é válida localmente, e assim, podemos

considerar que, dentro de uma pequena região ao redor de um observador comóvel,

esta é válida e, portanto, a expressão do redshift encontrada a pouco também o é.

Escrevendo a distância δD = a(t)δχ da galáxia em relação a um observador como

a distância percorrida pela luz por ela emitida, δD = cδt, vemos que sua velocidade é

dada por

δv = ȧδχ =
ȧ
a

δD = c
δa
a

. (1.11)

Estamos considerando que a relação de Doppler é válida para distâncias infinitesimais,

o que é razoável, uma vez que a velocidade de afastamento tende a zero quando a

distãncia é muito pequena. Sendo λ o comprimento de onda inicial, podemos escrever

o redshift z em termos do comprimento de onda depois de seu desvio λ + δλ, o que de

acordo com (1.7) e (1.11), resulta em

z =
δλ

λ
=

δv
c

=
δa
a

. (1.12)

Integrando esta expressão, obtemos λ ∝ a(t). Lembrando da relação de De Broglie,

sabemos que o momentum linear P de um fóton é inversamente proporcional ao seu

respectivo comprimento de onda, i.e., λ ∝ P−1, mostrando-nos que, de fato, o momen-

tum linear do fóton diminiu, pois P ∝ a−1(t).

Substituindo o resultado acima na definição de redshift (1.7), obtemos

1 + z =
a(tob)

a(te)
, (1.13)

que também pode ser encontrada usando argumentos cinemáticos através da métrica

de de um universo de Friedmann, apresentada posteriormente. Portanto, este resul-

tado encontra-se de acordo com a relatividade geral e, consequentemente, com a ex-

pansão universal, pois depende explicitamente do fator de escala e permite, por exem-

plo, que galáxias afastem-se da terra com velocidades superiores à da luz. Embora

pareça herético, este resultado é legítimo e em nada fere a relatividade restrita, posto

que a velocidade da luz é um limite ao movimento no espaço; o aumento da veloci-

dade de recessão das galáxias é (apenas) uma manifestação cinemática da expansão do

espaço-tempo.
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CAPÍTULO 2

MODELO COSMOLÓGICO PADRÃO

Iniciamos este capítulo com uma discussão das principais ideias e acontecimentos

que culminaram com o surgimento da relatividade geral, revisando o ferramental ma-

temático básico de que ela faz uso, fortemente influenciada por [6, 7, 8, 10, 11]. Em

seguida, apresentamos a descrição geométrica de um espaço-tempo que se expande

e suas principais características cinemáticas [12]. Obtemos as equações que regem a

dinâmica universal através das equações de Einstein, resolvendo-as no caso de um

universo preponderantemente preenchido com radiação e matéria [7, 12, 13, 15, 22].

Por fim, apresentamos as consequências imediatas da adição de uma constante cos-

mológica nas equações de Einstein e nas propriedades de um universo em expansão

preenchido somente com esta constante, interpretando-a como uma espécie de energia

de vácuo. Nos desenvolvimentos deste capítulo e nos posteriores, usaremos o sistema

de unidades em que c = 1, onde c é a velocidade da luz. Fixando a notação, adotamos

indices gregos representando grandezas no espaço-tempo, variando de zero a três, i.e.,

µ,ν,ρ... = 0,1,2,3, sendo a coordenada zero a temporal. Indices latinos são tais que

i, j,k, l, ... = 1,2,3, representando coordenadas espacias. Adotaremos a convenção de

Einstein, de que indices repetidos estão somados.

2.1 Prelúdio: Fundamentos da Relatividade Geral

Cristalizada no pensamento científico do século XIX, a visão newtoniana atribuía

aos conceitos de tempo e espaço um caráter absoluto para quaisquer referenciais que

observassem um mesmo fenômeno físico, sendo estes referenciais relacionados pelas

transformações de Galilei. Entre outros, o físico neerlandês Hendrik Loretz constatou,

entretanto, que as equações de Maxwell do eletromagnetismo não eram compatíveis

com estas leis de transformação e, portanto, com a propria visão newtoniana. Uma vez

que nas equações do eletromagnetismo não havia especificidade acerca do referencial

em que se media a velocidade da luz, Lorentz e o francês Henri Poincaré, filósofo da Ci-

ência e físico, propuseram a existência do éter, um referencial absoluto em que as equa-
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ções do eletromagnetismo eram válidas. Este referencial privilegiado comportava-se

como um fluido que permeava todo o espaço cuja relação com os demais observado-

res dava-se por meio do conjunto de equações que compunham as transformações de

Lorentz.

Ainda que matematicamente coerente, não havia qualquer evidência experimental

que desse suporte à teoria do éter, levada ao consequente descrédito até por seus ide-

alizadores, no início do século XX. Coube a Albert Einstein, em seu seminal trabalho

de 1905 1, dar-lhe o golpe de misericórdia. Nesse, Einstein impôs à velocidade da luz o

caráter de constante universal, possuindo o mesmo valor (no vácuo) independente do

movimento de sua fonte; um limite imposto pelo próprio universo para os objetos que

nele se deslocam, culminando com a redefinição do conceito de causalidade.

Foi além, mostrando a equivalência entre massa e energia e que a invariância das

equações de Maxwell por transformações de Lorentz não tinha qualquer relação com

o éter e suas possíveis distorções; para objetos que se deslocavam com velocidades

próximas à da luz, o próprio espaço (e não o éter) contraia-se na direção do movimento

na pespectiva de observadores externos ou, equivalentemente, o tempo em si passava

mais lentamente para observadores em repouso em relação a estes mesmos objetos.

A Teoria da Relatividade Restrita (RR), como ficou conhecida a posteriori, abalou em

definitivo o pensamento newtoniano, sepultando a ideia de referenciais privilegiados e

tempo absoluto, uma vez que a simultaneidade de eventos estava intimamente ligada

a quem os observava. Entretanto, como o próprio nome sugere, a RR possuia limita-

ções; restringia-se somente à classe dos referenciais inerciais e na ausência de forças

gravitacionais.

Na busca por uma maneira de incorporar a gravitação à RR, influenciado pelo ex-

perimento realizado por Galileu Galilei no início do século XVII (que mostrou ser a

aceleração sofrida por um objeto em queda livre na presença de um campo gravitaci-

onal independe da massa do corpo, culminando na igualdade entre a massa inercial e

a massa gravitacional do mesmo, segundo as leis de Newton), Einstein, em 1907, fez

uso de seu célebre experimento mental, o elevador de Einstein, para enunciar o princí-

pio de equivalência (fraco) entre referenciais uniformemente acelerados e campos de

gravitação constantes. Igualmente fortes foram as influências das ideias de simetria e

da validade das leis físicas, independentemente de sistemas de coordenadas (princípio

da covariância geral) em suas conjecturas, as quais indicaram-lhe a Análise Tensorial e a

Geometrida Diferencial como ferramental adequado a sua empreitada.

Tais ideias levaram-no às primeiras tentativas de geometrização do campo gravi-

tacional em 1913 mas foi somente em 1916 que enunciou o Princípio da Relatividade

1Sobre a eletrodinâmica dos corpos em movimento.
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Geral sintetizado na equação tensorial Gµν = 8πGTµν, onde G é a constante da gravi-

tação universal. Trataremos dos pormenores desta equação adiante.

A geometria utilizada pela relatividade geral (RG) é a geometria riemanniana (mais

precisamente, pseudo-riemanniana), 2 a qual possiu enormes diferenças da geometria

euclidiana usual. Mostraremos os principais objetos matemáticos que surgem nesse

contexto e suas principais propriedades, para isso partindo do movimento de particu-

las sujeitas apenas a forças de gravitação.

Na RG, o princípio de equivalência manifesta-se na identificação do tensor métrico

gµν como o campo gravitacional 3, que aliado à igualdade entre as massas inercial e

gravitacional, permite tratar o movimento destes corpos a partir de um ponto de vista

puramente geométrico. Podemos dizer que os corpos descrevem (por inércia) curvas

características da geometria do espaço-tempo. Estas curvas, chamadas de geodésicas,

são a generalização do conceito de distância mínima entre dois pontos, que, no caso

euclidiano, é uma linha reta.

Matematicamente, a geodésica é definida como sendo a curva que extremiza a inte-

gral S =
∫

ds, com ds o elemento de linha infinitesimal. Nesse contexto, dizemos que,

no espaço-tempo, uma partícula livre move-se numa geodésica tipo-tempo (ds2 > 0) e

que a luz move-se numa geodésica nula (ds2 = 0). Uma geodésica tipo-espaço (ds2 < 0)

não pode representar físicamente a evolução de um corpo no espaço-tempo pois, nesta,

o movimento ocorre a velocidades maiores que a da luz, violando o princípio da cau-

salidade estabelecido na RR.

Desejamos, agora, encontrar a equação que descreve o movimento deste corpo que

gravita livremente e, para isso, devemos manipular a integral acima, tornando-a a ação

que descreve este sistema, obtendo

S = −mc
∫

ds , (2.1)

onde m é a massa do corpo e o sinal negativo surge a fim de tornar o valor da integral

um mínimo. Do príncípio de mínima ação, para que S seja estacionária, sua variação

δS deve anular-se. Antes de variar a ação, é preciso encontrar a variação δ(ds) como

segue:

δ(ds2) = 2dsδ(ds) = δ
(

gµνdxµdxν
)

, (2.2)

tal que

2δ(ds) = 2gµνdxµδ(dxν) +
∂gµν

∂xσ
dxµdxνδxσ· (2.3)

2Tal denominação deve-se a liberdade existente na assinatura do tensor métrico utilizado em RG.
3Também chamado apropriadamente de campo de inércia-gravitação.
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Substituindo a expressão acima na variação da ação, encontramos

δS = −mc
∫ [1

2
∂gµν

∂xσ

dxµ

ds
dxν

ds
δxσ + gµν

dxµ

ds
d(δxν)

ds

]
ds (2.4)

e, integrando por partes o segundo termo, surge um termo de superfície, que por sua

vez, anula-se nos extremos, resultando

δS = −mc
∫ [1

2
∂gµν

∂xσ

dxµ

ds
dxν

ds
δxσ − d

ds

(
gµν

dxµ

ds

)
δxν

]
ds . (2.5)

Notando que os índices estão somados, podemos fazer ν = σ no segundo termo, co-

locando δxσ em evidência. Como a ação deve extremizar-se para quaisquer δxσ, o

integrando é nulo. Desenvolvendo o segundo termo, temos

gµσ
d2xµ

ds2 +

(
∂gµσ

∂xν
− 1

2
∂gµν

∂xσ

)
dxµ

ds
dxν

ds
= 0, (2.6)

onde podemos notar que somente a parte simétrica do primeiro termo entre parênteses

contrai-se com o tensor simétrico em evidência. Usando gµλ e simetrizando o tensor

∂gµσ

∂xν
=

1
2

(
∂gµσ

∂xν
+

∂gνσ

∂xµ

)
(2.7)

obtemos a equação desejada, também conhecida como equação geodésica,

d2xµ

ds2 +
1
2

gµλ

(
∂gλν

∂xσ
+

∂gλσ

∂dxν
− ∂gνσ

∂xλ

)
dxµ

ds
dxν

ds
= 0 · (2.8)

cujas curvas que a satisfazem são as já citadas geodésicas.

Desta equação, podemos introduzir um dos mais importantes objetos geométricos

que surgem na RG, no âmbito da geometria de Riemmann, o chamado símbolo de Chris-

toffel de segunda espécie

Γµ
νσ ≡

1
2

gµλ

(
∂gλν

∂xσ
+

∂gλσ

∂dxν
− ∂gνσ

∂xλ

)
, (2.9)

objeto simétrico em relação aos índices inferiores (Γµ
νσ = Γµ

σν), cuja lei de transformação

evidência seu caráter não-tensorial, como se pode verificar.

Uma das formas de enunciar o princípio da equivalência é afirmar que existem re-

ferenciais (localmente) inerciais em que o campo gravitacional é nulo4, o que implica

a nulidade dos símbolos de Christoffel nestes referenciais, devendo os coeficientes do

tensor métrico serem constantes, tendo em vista a definição acima. Portanto, é sempre

possível escolher em caráter local um tal sistema de coordenadas em que a métrica

4Esta é a forma forte do princío.
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assume a assinatura do espaço de Minkowski (pseudo-Euclidiano), onde a física é lo-

calmente invariante por transformações de Lorentz.

Os símbolos de Christoffel também são importantes na generalização do conceito

de derivada de um vetor de componentes Aµ em espaços curvos, a derivada covariante

∇ρ Aµ =
∂Aµ

∂xρ + Γµ
ρσ Aσ, (2.10)

que pode ser estendida para tensores de ordem superior 5

∇ρTµ1 µ2···µn
ν1 ν2···νm =

∂ρTµ1 µ2···µn
ν1 ν2···νm + Γµ1

ρσTσ µ2···µn
ν1 ν2···νm + · · ·+ Γµn

ρσTµ1 µ2···σ
ν1 ν2···νm

− Γσ
ρν1

Tµ1 µ2···µn
σ ν2···νm − · · · − Γσ

ρνm Tµ1 µ2···µn
ν1 νm···σ . (2.11)

Para entender o significado da derivada covariante, devemos estudar o transporte

paralelo de vetores ao longo de uma curva arbitrária. Uma vez que na geometria Eu-

clidiana o conceito de paralelismo de curvas é válido em todo o espaço, podemos dizer

que um vetor Aµ é transportado paralelamente ao longo de uma curva xσ(λ), onde λ é

um parâmetro ao longo da curva, quando dAµ/dλ = 0. Se, por exemplo, transportar-

mos paralelamente um vetor na superfície de uma esfera seguindo um caminho fe-

chado conforme a figura a seguir, ao chegar novamente no ponto de partida, o vetor

mudou sua orientação. Em espaços curvos, a noção de paralelismo não é global.

Entretanto, é possível definir localmente o transporte paralelo de um vetor ao longo

de uma curva em um espaço curvo, exigindo que a derivada covariante nessa anule-se,

i.e.
DAµ

Dλ
≡ dxρ

dλ
∇ρ Aµ =

dAµ

dλ
+ Γµ

ρσ
dxσ

dλ
Aσ = 0. (2.12)

Fica clara a importância das últimas definições quando entendemos que é exatamente

a noção de transportar paralelamente um vetor Aµ = dxµ/dλ tangente a uma certa

curva xµ(λ), de forma que esse coincida com o vetor localmente tangente definido

sobre a mesma, que permite a definição das curvas geodésicas em termos do parâmetro

afim λ que satisfaz:
d2xµ

dλ2 + Γµ
ρσ

dxρ

dλ

dxσ

dλ
= 0, (2.13)

conhecida como equação geodésica. Outro objeto geométrico surge através da solução

da equação (2.10), que só ocorre quando é satisfeita a condição de integrabilidade6

Rµ
βασ Aβ = 0, onde

Rµ
βασ ≡

∂Γµ
βσ

∂xα
−

∂Γµ
βα

∂xσ
+ Γµ

ραΓρ
σβ − Γµ

ρσΓρ
αβ ; (2.14)

5Os sinais negativos surgem da derivada covariante para índices covariantes.
6Que equivale a calcular o comutador entre derivadas covariantes de um vetor Aβ.
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Figura 2.1 O transporte paralelo de um vetor na superfície de uma esfera, mostrando a mu-

dança de orientação do vetor. Figura disponível em www.wikipedia.org

o tensor de Riemann, também conhecido como tensor de curvatura. Recebe este último

porque dele podemos determinar se o espaço-tempo é ou não plano. Se a condição

acima é satisfeita para qualquer vetor em um certo espaço, temos Rµ
βασ = 0 para quais-

quer sistemas de coordenadas (pois é tensor), de forma que o transporte paralelo leva a

um único vetor independentemete do caminho escolhido, o que só ocorre em espaços

Euclidianos.

Baixando o índice superior usando o tensor métrico (Rµ
βασ = gµλRλβασ), podemos

verificar as seguintes propriedades:

• Simetria por troca de pares e antissimetria pelas trocas λ→ β e α→ σ:

Rλβασ = Rασλβ = −Rσαλβ = −Rασβλ ; (2.15)

• Soma de permutações cíclicas dos três últimos índices é nula:

Rλβασ + Rλσβα + Rλασβ = 0; (2.16)

• Satisfaz a identidade de Bianchi7

∇ρRλβασ +∇λRρβασ +∇βRλρασ = 0. (2.17)

7Esta pode ser mais facilmente verificada em um referencial em que os Γ = 0 e utilizando a proprie-

dade cíclica.
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Através da contração do tensor de curvatura com o tensor métrico, obtemos o cha-

mado tensor de Ricci

Rασ = gλβRλβασ , (2.18)

que, como se pode observar da propriedade de antissimetria, é o único tensor de se-

gunda ordem simétrico que pode se pode obter dessa forma. Ainda das propriedades

de simetria, podemos observar que existe somente um escalar obtido através de con-

trações do tensor métrico com o de curvatura, o escalar de curvatura

R = gλβgασRλβασ . (2.19)

A partir da identidade de Bianchi, realizando duas contrações sucessivas, encon-

tramos o tensor de Einstein Gρσ da equação

∇ρGρσ =∇ρ

(
Rρσ −

1
2

gρσR
)
= 0. (2.20)

Como ja dito, a ideia de Einstein de geometrizar o campo gravitacional o levou a

postular que a matéria, ao interagir com o espaço, curva-o, definindo sua geometria.

Equivalentemente o espaço (no ato da interação) diz a matéria como nele se mover;

propostas que encerram o Princípio da Relatividade Geral manifesto na equação:

Gµν = Rµν −
1
2

gµνR = 8πGTµν , (2.21)

em que o lado esquerdo desta equação, como se sabe, está relacionado com a geometria

do espaço-tempo, enquanto o lado direito carrega a informação referente ao conteúdo

de matéria, representado pelo tensor energia-momentum Tµν.

2.2 Geometria do Modelo FLRW

Alexander Friedmann, matemático e cosmólogo russo, em seus estudos sobre es-

paços com curvatura constante, sugere, entre 1922 e 1924, a possibilidade teórica de

espaços homogêneos e isotrópicos em expansão como solução das equações de Eins-

tein. Em 1927, o astrônomo George Lemaître, natural da Bélgica, encontra, indepen-

dentemente, os mesmos resultados que Friedmann, os quais ganham grande entusi-

asmo dois anos mais tarde com o anúncio das descobertas de Hubble. O estudo cos-

mológico do modelo proposto por estes cientistas ficou conhecido como cosmologia

de Friedmann-Lemaître. Assumida a possibilidade de um universo que comporte o

princípio cosmológico, Howard Robertson e Arthur Walker derivaram, em 1930, o
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elemento de linha que o descreve, conhecido como métrica de Friedmann-Lemaître-

Robertson-Walker (FLRW), o qual deduziremos a seguir.

Para o estudo da métrica de espaços homogêneos e isotrópicos, consideraremos

a geometria do espaço Euclidiano tridimensional como a geometria numa hipersu-

perfície imersa em um espaço Euclidiano de quatro dimensões [8] com coordenadas

(µ, x,y,z). Isotropia implica em simetria esférica, de forma que estas hipersuperfícies

são hiperesferas de raio a que satisfazem

µ2 + x2 + y2 + z2 = a2. (2.22)

Supondo a constante, podemos fazer

µdµ = −(xdx + ydy + zdz). (2.23)

Resolvendo (2.22) para µ e substituindo em (2.23), obtemos

dµ2 =
(xdx + ydy + zdz)2

a2 − x2 − y2 − z2 . (2.24)

O elemento de linha neste espaço tem a forma ds2 = dµ2 + dx2 + dy2 + dz2, onde a

variação da coordenama µ é dada por (2.24)

ds2 =
(xdx + ydy + zdz)2

a2 − x2 − y2 − z2 + dx2 + dy2 + dz2 (2.25)

Esta é a métrica ou distância entre dois pontos nesta 3-esfera imersa num espaço Eu-

clidiano quadridimensional. Em um espaço Eculidiano (n + 1)-dimensional, uma hi-

peresfera de n dimensões é uma n-esfera. Podemos usar coordenadas esféricas (r,θ,φ)

e relaciona-las com as coordenadas cartesianas através de (x = rsenθcosφ, y= rsenθsenφ,

z = rcosφ) e, então, reescrever a métrica em termos destas. Para isso, devemos observar

que, da equação da 2-esfera x2 + y2 + z2 = r2,

xdx + ydy + zdz = rdr (2.26)

e que a métrica euclidiana 3-dimensional dl nessas coordenadas fica

dl = dx + dy + dz = dr2 + r2(dθ2 + sen2θdφ2)· (2.27)

A substituição de (2.26) e (2.27) em (2.25) nos leva à expressão desejada

ds2 =
dr2

1− ( r
a )

2 + r2(dθ2 + sen2θdφ2)· (2.28)

Faremos a seguir uma mudança de coordenadas que relaciona r ao raio da 3-esfera

R =
r√
|a2|

(2.29)
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e definindo o parâmetro k = |a|2/a2, chegamos a seguinte forma da métrica

ds2 = |a|2
[

dR2

1− kR2 + R2(dθ2 + sen2θdφ2)

]
· (2.30)

Esta é a forma do elemento de linha de uma superfície esférica tridimensional des-

crita somente em termos de suas variáveis intrínsecas, não fazendo menção ao espaço

de dimensão superior que a contém. Para chegar à forma adequada da métrica de um

universo homogêneo e isotrópico, devemos, primeiramente, inserir o tempo como va-

riável e identificar a constante a com o fator de escala a(t) mencionado anteriormente.

Finalmente, utilizando a assinatura (+,−,−,−), obtemos

ds2 = dt2 − a(t)2
[

dR2

1− kR2 + R2dΩ2
]

, (2.31)

em que a constante k assume o papel de curvatura do espaço e dΩ2 = (dθ2 + sen2θdφ2).

A expressão (2.31) mostra que existem somente três possíveis geometrias para um uni-

verso que comporta o pricípio cosmológico, dependendo do valor da curvatura: Esfé-

rica (k = 1), Hiperbólica (k = −1) ou ainda Plana (k = 0).

Para uma melhor visualização desse fato, definimos a nova coordenada espacial χ,

muito útil para várias aplicações [12], através de

dχ2 =
dR2

1− kR2 (2.32)

e reescrevemos (2.31) na forma

ds2 = dt2 − a2(t)
[
dχ2 + f 2

k (χ)dΩ2
]
· (2.33)

em que fk(χ) é uma função que depende de k.

Geometria Esférica (k = 1): O caso em que a curvatura espacial k é positiva des-

creve um universo fechado e, portanto, finito em que f1(χ) = senχ [vide (2.32)]. A parte

espacial da métrica descreve uma superfície esférica tridimensional, em que a soma

dos ângulos internos de um triângulo é maior que π. Nesta superfície, duas linhas

paralelas cruzam-se nos pólos. Temos, portanto

ds2 = dt2 − a2(t)
[
dχ2 + sen2χdΩ2

]
· (2.34)

Geometria Plana (k = 0): Nesse caso, a parte espacial da métrica descreve um

universo plano, cuja geometria é a de um espaço euclidiano tridimensional usual, pois

ds2 = dt2 − a2(t)
[
dχ2 + χ2dΩ2

]
, (2.35)

com f0(χ) = χ. A fim de evitar confusão, é importante ressaltar o fato de que este ele-

mento de linha é espacialmente plano ainda que o espaço-tempo quadri-dimensional seja
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curvo, visto que o fator de escala que descreve a expansão ou contração do universo,

só afeta a parte espacial da métrica. São fortes os indícios observacionais do WMAP

de que nosso universo é, em excelente aproximação, plano [14].

Geometria Hiperbólica (k = −1): Valores negativos de curvatura implicam num

espaço aberto, e portanto ilimitado. Neste espaço, linhas paralelas afastam-se indefini-

damente de forma que a soma dos angulos internos de um triângulo é menor que 180º.

Com f−1(χ) = senhχ, a métrica assume a forma

ds2 = dt2 − a2(t)
[
dχ2 + senh2χdΩ2

]
. (2.36)

A definição de intervalo ds2 = gµνdxµdxν nos permite encontrar a forma matricial

do tensor métrico gµν

gµν =


1 0 0 0

0 −a2

1−kr2 0 0

0 0 −a2r2 0

0 0 0 −a2r2sen2θ

 , (2.37)

objeto que contém todas as informações sobre a respectiva geometria. Da propriedade

gµσgσν = δ
µ
ν , encontramos a forma matricial inversa. Definida a geometria, partiremos

para a descrição dos aspectos cinemáticos e dinâmicos do movimento de corpos no

universo em questão, objeto da seção a seguir.

2.3 Tempo Conforme e Horizontes de Partícula

Em várias aplicações, é conveniente escrever a métrica FLRW fatorando o fator de

escala. Para isso, definindo o tempo conforme relacionando-o com o tempo físico através

de dt = a(η)dη, ou equivalentemente

η ≡
∫ dt

a(t)
. (2.38)

Em termos deste, a métrica (2.33) fica

ds2 = a2(η)
[
dη2 − dχ2 + fk(η)dΩ2

]
(2.39)

≡ a2(η)
[
dη2 − γijdxidxj

]
, (2.40)

onde a métrica espacial γij obedece γikγkj = δi
j. Nesta forma, notamos que os coefici-
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entes métricos são o produto do fator de escala com determinado coeficiente

g00 = a2(η);

g0j = 0;

gij = −a2(η)γij ,

(2.41)

e que, no caso de um espaço plano, a métrica é conformemente igual a de Minkowsky

ηµν = diag(1,−1,−1,−1), i.e. gµν = a2(η)ηµν
8 . A partir de (2.40), podemos traçar as

trajetórias (também conhecidas como linhas de mundo) de partículas no plano (η,χ),

compondo os chamados diagramas conformes, os quais serão muito úteis nos estudos

sobre a inflação, mais adiante. Para isso, desconsideraremos a parte angular da métrica

devido à isotropia espacial e, em seguida, lembrando que a luz move-se em geoésicas

nulas (ds2 = 0), obtemos, após integração,

χ(η) = ±η + C , (2.42)

uma relação linear entre as coordenadas, em que C é uma constante. Dessa forma as

possíveis trajetórias luminosas no plano (η,χ) são as bissetrizes dos eixos coordenados,

definindo o chamado cone de luz. Neste, eventos causalmente conectados estão entre

ou, no máximo, sob as trajetórias da luz.

A fim de provar o caráter geodésico das linhas de mundo, na equação geodésica

(2.13) podemos escolher o parâmetro afim como sendo o tempo t, observando que

somente a componente temporal desta equação é não nula devido a constância das

coordenadas espaciais no referencial comóvel e assim

0 =
d2x0

dt2 + Γ0
00

(
dx0

dt

)2

=
d2x0

dt2 +
1

a(η)
da(η)

dη

(
dx0

dt

)2

, (2.43)

onde, usando a definição do tempo conforme além do coeficiente puramente temporal

dos símbolos de Christoffel, calculado a partir de (2.9), a equação acima reduz-se a

d2x0

dη2 =
d2η

dη2 = 0, (2.44)

que é identicamente satisfeita, como queriamos demonstrar. Voltando ao desloca-

mento de fótons no universo de FLRW, temos

0 = dt2 − a2(t)dr2

1− kr
=⇒ η − ηi =

∫ t

ti

dt′

a(t′)
=
∫ r

0

dr′√
1− kr′

. (2.45)

8Chamamos atenção para que não haja confusão entre o tempo conforme η e a métrica de Minkowsky

ηµν.
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Na expresão acima, o lado esquerdo mostra que podemos entender o tempo con-

forme como um relógio cuja medida diminui com o aumento do universo, de forma

que a distância comóvel por unidade de tempo conforme é constante, o que também

se vê de (2.42). Já o lado direito mostra que o tempo conforme define a máxima dis-

tância comóvel percorrida pela luz de um tempo inicial ti até um instante qualquer; o

horizonte de partícula

χp(η) ≡
∫ t0

0

dt′

a(t′)
=
∫ r

0

dr′√
1− kr′

, (2.46)

fixa, portanto, o chamado universo observável 9, desde que η seja bem definido quando

t→ 0. A a expressão acima é finita para qualquer tempo e, de fato, mesmo que a(t) seja

tal que 1/a(t)→ ∞ quando t→ 0, esta é integrável [?]. Em termos de distancia física

dp = aχp, temos

dp = a(t)
∫ t

ti

dt′

a(t′)
. (2.47)

2.4 Matéria e a Dinâmica do Modelo de FLRW

Manifesto nas propriedades de isotropia e homogeneidade, o princípio cosmoló-

gico exige que o conteúdo de matéria universal seja descrito como um fluido perfeito,

para o qual assume-se um tensor energia-momentum

Tµν = (ρ + p)uµuν − gµ ν p , (2.48)

em que ρ é a densidade de energia do universo, p é a pressão e uµ é a 4-velocidade.

No referencial comóvel em relação ao fluido, este 4-vetor possui coordenadas uµ =

(1,0,0,0), de forma que a forma matricial do tensor energia-momentum fica

Tµν =


ρ 0 0 0

0 −p 0 0

0 0 −p 0

0 0 0 −p

 , (2.49)

e, usando Tµν = gµαTα
ν, encontramos T00 = a2ρ e Tij = −a2pγij.

Desejamos encontrar as equações de Einstein para um universo descrito por (2.37),

cujo respectivo conteúdo de matéria obedece (2.49). Portanto, devemos encontrar as

equações que regem a dinâmica desse conteudo em um universo (ou backgroud) de

9A superfície que encerra o volume no qual eventos conectam-se de forma causal em que χp é o raio.
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FLRW. Nesse sentido, devemos calcular as componentes dos símbolos de Christoffel;

os coeficientes não nulos são:

Γ0
00 =

1
a

(
da
dη

)
; Γ0

ij =
1
a

(
da
dη

)
γij Γi

0j =
1
a

(
da
dη

)
δi

j , (2.50)

que nos levam ao coeficientes não nulos do tensor de Ricci e ao escalar de curvatura

R00 = 3

[
1
a

(
d2a
dη2

)
− 1

a2

(
da
dη

)2
]

; (2.51)

Rij =

(
1
a2

)[
1
a

(
d2a
dη2

)
+

1
a2

(
da
dη

)2

+ 2k

]
gij ; (2.52)

R =
6
a2

[
1
a

(
d2a
dη2

)
+ k
]

. (2.53)

A componente temporal das equações de Einstein R00 − 1
2 g00R = 8πGT00 resulta(

da
dη

)2

=
8πGρ

3
a4 − ka2 . (2.54)

Já a componente espacial Rij − 1
2 gijR = 8πGTij é tal que[

2
a

(
d2a
dη2

)
− 1

a2

(
da
dη

)2

+ k

]
gij = −8πGa2pgij . (2.55)

Antes de discutir as equações (2.54) e (2.55), vamos escrevê-las em sua forma usual em

termos da coordenada t e, com esse intuito, devemos encontrar uma relação entre a(t)

e a(τ) como segue
da(t)

dt
=

da(η)
dη

dη

dt
=

da(η)
dη

1
a(η)

, (2.56)

de onde achamos a relação com o fator de Hubble H = a′/a2, em que a linha representa

a derivada em função do tempo conforme. Depois de algumas manipulações, obtemos(
ȧ
a

)2

=
8πG

3
ρ− k

a2 ; (2.57)

ä
a

= −4πG
3

(ρ + 3p) , (2.58)

comumente conhecidas, respectivamente, como primeira e segunda Equações de Fried-

mann, que descrevem a dinâmica do universo de FLRW em termos do fator de escala.

Usando a definição do parâmetro de Hubble, podemos reescrever a primeira destas

equações na forma

H2 =
8πG

3
ρ− k

a2 , (2.59)
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e, resolvendo para k, obtemos

k
a2H2 =

(
8πG
3H2

)
ρ− 1. (2.60)

Vamos definir agora dois parâmetros cosmológicos de grande importância;a densidade

crítica de energia para um universo plano (k = 0)

ρc ≡
3H2

8πG
, (2.61)

e o parâmetro de densidade

Ω ≡ ρ

ρc
. (2.62)

Em termos destes, a equação (2.60) fica

k
a2H2 = Ω− 1, (2.63)

evidenciando uma relação direta entre a expansão universal, a densidade relativa de

energia do universo e sua curvatura. Assim, conseguimos classificar a geometria do

universo em termos da densidade de matéria nele contida:

Ω > 1 =⇒ k > 0, universo f echado ; (2.64)

Ω = 1 =⇒ k = 0, universo plano ; (2.65)

Ω < 1 =⇒ k < 0, universo aberto ; (2.66)

possibilidades que reunímos na figura a seguir.

A segunda equação de Friedmann é conhecida como equação da aceleração. Para

uma expansão acelerada do universo, temos ä > 0, de forma que (ρ + 3p) < 0. Já uma

expansão desacelerada ä < 0, implica (ρ + 3p)> 0 10. Como veremos a seguir, os tipos

de matéria que consideraremos enquadram-se no segundo tipo; uma contradição à

evidência encontrada na lei de Hubble de que o universo está em expansão acelerada!

Como veremos mais adiante, este é o ponto de partida para a retomada das ideias

acerca da existência de uma constante cosmológica.

Nesse contexto, definiremos mais um parâmetro largamente utilizado em Cosmo-

logia, o qual permite uma maneira alternativa de quantificar a taxa de expansão uni-

versal. Expandindo em série de Taylor o fator de escala em torno do tempo atual:

a(t) = a(t0) + ȧ(t0) [t− t0] +
1
2

ä(t0) [t− t0]
2 + · · · (2.67)

e dividindo pelo fator de escala atual a(to), temos

a(t)
a(t0)

= 1 + H0 [t− t0]−
q0

2
H2

0 [t− t0]
2 + · · · (2.68)

10Esta condição é conhecida como condição forte de energia .
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Figura 2.2 Possíveis geometrias do modelo FLRW dependem diretamente da densidade de

energia do universo Ω, a qual determina sua curvatura. Disponível em www.wikipedia.org

em que q0 é o parâmetro de desaceleração

q0 ≡ −
ä(t0)

a(t0)

1
H2

0
= − ä(t0)a(t0)

ȧ2(t0)
. (2.69)

A evolução temporal da matéria-energia é governada pela conservação do tensor

energia-momentum ∇µTµ
ν = 0, de cuja componente temporal resulta a equação da conti-

nuidade, também chamada de equação dos fluidos

∇0T0
0 =

dρ

dη
+ 3(ρ + p)

1
a

(
da
dη

)
=

= ρ̇ + 3H(ρ + p) = 0. (2.70)

Para resolver as equações de Friedmann, é nescessário estabelecer uma relação en-

tre pressão e densidade de energia, objetivo alcançado através de uma equação de estado.

A densidade de energia, em geral, possiu contribuições de vários tipos de componen-

tes numa descrição realística de um certo período do universo, mas consideraremos

a seguir, somente as seguintes possibilidades, desprezando as demais contribuições:

Radiação, que devido a efeitos relativístivos exerce pressão, e matéria não relativística

incoerente, que não exerce pressão, também conhecida como poeira ou simplesmente

matéria.

Essas possibilidades justificam-se na proposta do Big Bang quente; o universo em

diferentes etapas de sua evolução encontrava-se em fases específicas em que, inicial-

mente mais denso e quente, era dominado por radiação. A expansão universal permi-
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tiu que as temperaturas diminuíssem, estabelecendo as condições necessárias à forma-

ção de estruturas, onde a densidade de energia passa a ser dominada por um fluido

perfeito que exerce pressão nula.

Supondo uma equação de estado genérica p = ωρ, com ω constante, podemos en-

contrar as soluções desejadas substituindo esta em (2.70), e, em seguida, realizando

uma integração no tempo, que resulta

ρ ∝ a−3(1+ω) , (2.71)

permitindo-nos encontrar a evolução temporal da densidade de energia dada a equa-

ção de estato. A seguir, analisaremos o universo dominado por cada um dos tipos de

matéria citados, fazendo uso da equação resultante da substituição de (2.55) em (2.54)

a′′ + ka =
4πG

3
a3(ρ− 3p) , (2.72)

pois nos interessa relacionar a evolução do fator de escala com a equação de estado e a

geometria universal.

2.4.1 Universo dominado por radiação

Seguindo a cronologia do Big Bang, começamos pela radiação que satisfaz a equação

de estado ω = 1/3, tal que (2.72) fica

a′′ + ka2 = 0. (2.73)

Esta equação possiu soluções específicas dependendo da curvatura do universo

a(η) = C


η, k = 0

senh(η), k = −1

sen(η), k = 1

(2.74)

onde a constante C foi definidida tomando a(η = 0) = 0. Da definição de tempo con-

forme, podemos encontrar o tempo físico integrando as expressões acima

t(η) = C


η2/2, k = 0

cosh(η)− 1, k = −1

1− sen(η), k = 1

(2.75)

destas expressões, ou ainda de (2.71), podemos observar que no caso para nós mais

importante, o de um universo plano, temos

ρ ∝ a−4 , (2.76)
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que, substituída na equação de Friedmann, resulta a(t) ∝ t
1
2 e, assim, a densidade de

energia evolui no tempo segundo ρ(t) ∝ t−2. Encontrada a dependência do fator de

escala no tempo, é fácil encontrar os demais parâmetros
t ∝ 1/2H

χp ∝ t1/2 ,

q ∝ 1/2t

(2.77)

2.4.2 Universo dominado por matéria

A matéria não-relativística, por sua vez, exerce pressão nula, implicando ω = 0 e

ρ =∝ a−3 , (2.78)

mostrando que a densidade de energia diminui com o aumento do volume do uni-

verso, resultado bastante intuitivo. A equação (2.72) assume a forma

a′′ + ka = const. (2.79)

que, por sua vez, dependendo da curvatura possui as seguintes soluções

a(η) = C


η2, k = 0

cosh(η)− 1, k = −1

1− cos(η), k = 1

. (2.80)

Uma integração das últimas expressões nos leva, como há pouco, às relações entre o

tempo físico e o conforme

t(η) = C


η3/3, k = 0

senh(η)− η, k = −1

η − sen(η), k = 1

, (2.81)

levando-nos a a(t) ∝ t2/3, que acarreta ρ ∝ t−2, resultado curioso, em que a queda da

densidade no tempo permanece a mesma. Com esses dados, encontramos para o caso

plano 
t ∝ 2/3H

χp ∝ t1/3

q ∝ 1/3t

(2.82)

A seguir, apresentamos uma tabela sintetizando os resultados para os tipos de con-

teúdo estudados acima para k = 0:
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Conteúdo ω ρ(a) ρ(t) a(η) a(t) χp t q

Matéria 0 a−3 t−2 η2 t2/3 t1/3 2/3H 1/3t

Radiação 1/3 a−4 t−2 η t1/2 t1/2 1/2H 1/2t

2.5 Introduzindo Λ: Universo de Einstein-De Sitter

Na época em que deduziu o conjunto de equações (2.21), Einstein entrou em um

grande dilema, uma vez que a solução destas equações, como vimos, descrevem uni-

versos dinâmicos devido ao caráter estritamente atrativo da interação gravitacional;

fatos que entraram em confronto direto com a crença filosófica vigente acerca da esta-

ticidade do universo. Para balancear a curvatura gerada pela matéria e permitir uma

solução estática, homogênea e esférica, Einstein propós a adição da constante cosmológia

Λ:

Gµν = Rµν −
1
2

gµνR− gµνΛ = 8πGTµν , (2.83)

a qual definiu a posteriori como seu "maior erro", após os trabalhos de Hubble e Fri-

edmann. De fato, a presença de uma constante cosmológica não garante estabilidade

ao universo, uma vez que mínimas perturbações na densidade de energia resultam

em um universo que se expande indefinidamente, como veremos posteriormente, ou

ainda em um Big Crounch, em que o universo colapsa sobre si.

Entretanto, ainda que geometricamente represente apenas uma constante de inte-

gração, a constante cosmológica tem recebido grande atenção da comunidade cientí-

fica, sendo interpretada como uma espécie de energia de vácuo. Tal interpretação mos-

trou uma severa discrepância de várias ordens de grandeza entre os valores previstos

pela Física de Partículas e a Cosmologia, ainda que ambas indiquem uma constante

cosmológica positiva [12], gerando o problema da constante cosmológica.

Em vista de sua impotância, estudaremos as principais implicações da adição da

constante Λ na descrição do universo, a começar pelas equações de Friedmann 11

H2 =
8πG

3
ρ− k

a2 +
Λ
3

; (2.84)

ä
a

= −4πG
3

(ρ + 3p) +
Λ
3

. (2.85)

Definindo a densidade de energia ρΛ e a razão entre esta e a densidade crítica para um

universo plano,

ρΛ ≡
Λ

8πG
; ΩΛ ≡

Λ
3H2 , (2.86)

11No sistema que utilizamos, Λ possui unidades de (tempo)−2 = (comprimento)−2.
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podemos reescrever a primeira equação de forma que

Ω + ΩΛ − 1 =
k

a2H2 . (2.87)

onde reservamos a Ω estritamente as contribuições dos vários tipos de matéria,

permitindo-nos classificar a geometria do universo da seguinte forma

Ω + ΩΛ > 1 , f echado ;

Ω + ΩΛ = 1 , plano ;

Ω + ΩΛ < 1 , aberto . (2.88)

Meses após a apresentação das equações de Einstein, o astrônomo holandês Williem

de Sitter apresentou soluções para estas equações, considerando um universo preen-

chido apenas pela constante cosmológica, conhecido como universo de De Sitter, do

qual trataremos algumas das propriedades. Para uma descrição mais completa, vide

[12, 13].

Nesse contexto, a constante cosmológica pode ser entendida como um fluido per-

feito e, considerando-o não-interagente com os demais constiuiíntes universais, possui

sua própria equação de estado. Logo, sua respectiva equação da continuidade mostra

que esse fluido exerce uma pressão negativa ρΛ = −pΛ, que implica ωΛ = −1. Como

veremos mais adiante, esse fluido desempenha um importante papel nos modelos in-

flacionários.

Uma análise qualitativa da equação da aceleração nos mostra que, se suficiente-

mente grande, a constante cosmológica pode sobrepujar a atração gravitacional, e uma

vez que contribui positivamente para a aceleração, resulta numa força repulsiva. Por-

tanto, mostra-se uma candidata à explicação da expansão acelerada observada por

Hubble, ainda que a matéria tenda a gerar uma desaceleração.

Para um puro universo de De Sitter, podemos encontrar a evolução temporal do

fator de escala resolvendo sua respectiva equação da aceleração:

d2a(t)
dt2 − a(t)

Λ
3
= 0; =⇒ a(t) = Ae

√
Λ
3 t
+ Be−

√
Λ
3 t . (2.89)

Substituindo este resultado na primeira equação de Friedmann e resolvendo em ter-

mos da curvatura, vemos que esta é vinculada às constantes A e B:

K =

(
4AB

3

)
Λ . (2.90)

de forma que para para um universo plano, fixamos B = 0. Nos outros casos, temos

A = −B para uma curvatura negativa, e A = B para uma curvatura positiva. Defi-

nindo o fator de Hubble constante HΛ ≡ Λ/3 através destas relações, encontramos as
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respectivas soluções

a(t) = H−1
Λ


etHΛ , k = 0

Senh (tHΛ) , k = −1.

Cosh (tHΛ) , k = 1

(2.91)

A figura 2.3 representa graficamente estas soluções, onde vemos que em um certo

instante t > H−1
Λ , o comportamento do fator de escala tende à mesma forma funcional

nos três casos, i.e., a(t) ∼ etHΛ . Uma propriedade interessante do espaço de De Sitter

reside no fato de as escalas de Hubble serem constantes nesse limite

H = a−1 ȧ = H−1
Λ . (2.92)

Figura 2.3 Evoluç ao temporal do fator de escala em um universo de De Sitter [12].

Sendo o fator de Hubble e a densidade de energia constantes, dizemos que o espaço

de De Sitter não evolui verdadeiramente, possuindo uma invariância por traslações

temporais [13].



2.6 PROBLEMAS DO MODELO COSMOLÓGICO PADRÃO 28

2.6 Problemas do Modelo Cosmológico Padrão

Determinada a evolução do universo para os conteúdos em questão, veremos a se-

guir alguns dos principais problemas da teoria do Big Bang quente, que, por sua vez,

são os grandes motivadores dos modelos inflacionários, abordados nos capítulos se-

guintes. Os problemas que citaremos a seguir certamente não são os únicos, mas, para

nossos objetivos, são suficientes; de fato, outros problemas como o surgimento (e abun-

dãncia) de defeitos topológicos como monopolos magnéticos, paredes de domínio e

cordas cósmicas, ainda que excluídos pela observação, são presentes no MCP.Também

acredita-se que pequenas inomogeneidades no universo primordial levaram à produ-

ção de estruturas de larga escala, como galáxias, através da instabilidade gravitacional,

cujo espectro não é predito pelo MCP, demandando física além desse.

2.6.1 Problema da Planura

Segundo as medições do WMAP, o parâmetro de densidade atual é Ω0 ' 1 com

imprecisões da ordem de 1% [14, 25], indicando, com grande precisão, a geometria eu-

clidiana para o universo atual. Em consequência direta, a planura do universo remoto

chegaria a incríveis níveis de exatidão, o que só acontece sob circunstâncias ímpares

(para dizer o mínimo), como veremos a seguir. Partindo da dependência da densidade

de energia em função do fator de escala (2.60), temos

ρ(a) = Ca−3(1+ω) , (2.93)

e, usando a definição do parâmetro de densidade Ω(a) = ρ(a)/ρc na equação de Fri-

edmann (2.63), obtemos

Ω(a)−1 = 1 + Ca(1+3ω) . (2.94)

Diferenciando em função de a,

dΩ
da

= −(1 + 3ω)
Ω2

a

(
Ca(1+3ω)

)
, (2.95)

que resulta
dΩ

d ln a
= (1 + 3ω)Ω(Ω− 1) . (2.96)

Para Ω = 1 na última equação, o universo tem um ponto fixo instável, se a condição

forte de energia for satisfeita12:

d|Ω− 1|
d ln a

> 0 ⇔ 1 + 3ω > 0, (2.97)

12Esta é outra maneira de definir a condição forte, derivada da primeira equação de Friedmann.
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evidênciando que as condições iniciais às quais universo primordial estaria sujeito de-

veriam ser extremamente específicas para que se obtenha o atual universo observável.

Nesse sentido, dizemos que é nescessário um ajuste-fino (fine-tunning) extremo das

condições iniciais.

Para termos uma noção quantitativa deste fato, escrevemos a equação de Fried-

mann da seguinte forma [16]

H2 =
8πG

3
ρ− εT2 , (2.98)

onde T é a temperatura e a grandeza ε ≡ k/(aT)2 é relacionada com a densidade de

entropia do horizonte, tal que ε ∝ s−2/3. Logo, uma vez que s conserva-se, pois é uma

grandeza comóvel, ε também é conservada. Sabendo que s ∝ T−3/2, observamos que

a entropia do horizonte é proporcional ao seu volume. Substituindo (2.61) na última

expressão, temos
ρ− ρc

ρc
=

3εT2

8πGρc
∼ T−2 . (2.99)

Vemos que, para a escala de energia do universo primordial, são geradas ínfimas

perturbações na densidade de enegia. Para T ∼ O(1015)GeV, as perturbações são da

ordem de O(10−50)! O MCP carece de uma explicação para tamanho ajuste das condi-

ções iniciais.

2.6.2 Problema do Horizonte

Outro grave problema do modelo do Big Bang reside no fato de que este não ex-

plica por que, no passado remoto do universo, regiões e antes estavam causalmente

desconexas, hoje estão em contato causal, segundo evidências empíricas.

Para uma visualização clara disso, lembremos da definição que demos ao contato

causal entre pontos distintos do universo através da distância comóvel máxima per-

corrida pela luz

χp(η) ≡
∫ t0

ti

dt′

a(t′)
=
∫ da

a2H
=
∫ d ln a

aH
, (2.100)

em que (aH)−1 é o raio de Hubble comóvel, o qual podemos relacionar com o fator de

escala, usando a equação (2.71) e o resultado da seção anterior Ω ∝ a−(1+3ω),

(aH)−1 ∝ a
1
2 (1+3ω). (2.101)

Levando em consideração os diferentes tipos de matéria já citados, encontramos uma
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relação entre o horizonte de partícula e o fator de escala

χP =
∫ d ln a

aH
∝

a , ω = 1/3(radiação)

a1/2 , ω = 0(poeira) ,
(2.102)

de forma que o horizonte comóvel cresce monotonicamente com o tempo em ambos os

casos. Claramente, em um universo que se expande aceleradamente, regiões que hoje

estão dentro do horizonte atual, não estavam em contato causal no universo primor-

dial.

Figura 2.4 Diagrama conforme que evidencia o problema do horizonte, mostrando a última

superfície de espalhamento à direita. O cone de luz maior representa o horizonte atual, o qual

engloba dois eventos simultâneos que ocorreram na época da recombinação, mostrando que,

nesta época, estavam causalmente desconectados. Adaptado de [17].

Construir um diagrama conforme nos ajudará a colocar a situação de forma mais

concreta e, para isso, consideremos o seguinte: lembremos que o horizonte de particula

para materia e radiaçao em um universo plano eram tais que

χP ∝

η , ω = 1/3 (radiação)

η2 , ω = 0 (poeira)
(2.103)

Logo, em um universo dominado por estes conteúdos, não existe tempo conforme

negativo, o que nos leva a um limíte inferior para a origem do diagrama conforme.

No final da era dominada por radiação, a recombinação, houve a última superfí-

cie de espalhamento de fótons dessa época, conhecida como CMBR, de forma que o
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cone de luz de um evento que ocorre atualmente, η0, contem o cone de luz de eventos

que ocorreram simultaneamente na recombinação ηrec. A figura 2.2 representa estes fa-

tos, mostrando que, diferentemente do que as observaçoes da CMBR indicam, regioes

como estas nao podem estar em equilibrio termico uma vez que seus cones de luz nao

se interceptam.

Considere o volume do horizonte atual V0 e o da recombinação Vrec que é encerrado

pela última superfície de espalhamento. Podemos relacioná-los, usando o fato decor-

rente da equação (2.98) de que a entropia do horizonte é inversamente proporcional ao

seu volume:
V0

VR
=

s0

srec
=

(
Trec

T0

) 3
2

∼ 105 . (2.104)

Logo, nosso horizonte atual era dividido em 105 regiões que não estavam ligadas de

forma causal na época da recombinação. Entretanto, o absurdo equilíbrio térmico da

CMBR medido pelo COBE nos extremos do universo observável contradiz estes fatos,

indicando uma radiação de fundo altamente isotrópica. De fato, as últimas medições

realizadas pelos experimentos mostram uma temperatura de 2,725K com desvios da

ordem de (apenas) 10−4K! [18]. Novamente o MCP não possui uma resposta.
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CAPÍTULO 3

DEFININDO A FASE INFLACIONÁRIA

Neste capítulo, mostramos uma maneira de definir a fase inflacionária, e como esta

resolve os problemas da planura e do horizonte discutidos no capítulo anterior[17,

19, 20, 21, 22]. Fazendo uso de um campo escalar (Inflaton) para modelar este pe-

ríodo, derivamos as equações e objetos que regem sua dinâmica através do princípio

de mínima ação[7, 8, 12]. Em seguida obtemos as equações de Einstein através deste

princípio, considerando a ação de Einstein-Hilbert minimamente acoplada com a ação

de um campo escalar[7, 8]. Ao fim do capítulo, formalizamos a aproximação proposta

por Linde em termos do potencial do campo escalar[20, 23, 24], obtendo formas analíti-

cas para as grandezas relevantes para a análise dos modelos inflacionários no capítulo

seguinte.

3.1 Solucionando os problemas do MCP

Com o objetivo de definir a fase inflacionária, partiremos da primeira equação de

Friedmann (2.63), observando que

a2H2|Ω− 1| = |k| = Const. (3.1)

Nosso objetivo é comparar escalas de distância segundo os resultados obtidos em

(2.104). Consideremos novamente uma determinada distância física qualquer D en-

tre pontos no espaço-tempo, tal que D ∝ a e, lembrando do raio de Hubble (H)−1,

temos (
D

(H)−1

)
∝ |Ω− 1|−1/2. (3.2)

Se considerarmos a distância no tempo atual D0 da ordem do raio de Hubble atu-

al D0/(H0)
−1 ' 1, podemos comparar esta razão com a razão para um certo tempo

arbitrário no passado, tendo em mente a expansão universal, de forma que(
D

(H)−1

)
∝
(

Ω0 − 1
Ω(η)− 1

)1/2

� 1, (3.3)
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evidenciando que pontos no espaço-tempo separados por uma distância que hoje é

comparável ao raio de Hubble atual, eram separados por diastãncias muito maiores

que o raio de Hubble no passado, desde que o universo afaste-se da planura. Para

os tipos de matéria que consideramos anteriormente, observamos que o horizonte

d ∝ H−1, de forma que, em coordenadas comóveis, a última relação continua válida(
aχ

(H)−1

)
=

(
χ

(aH)−1

)
� 1. (3.4)

O raio de Hubble mede o volume em que o contato causal é possível em um deter-

minado tempo, para um determinado observador, como é possível inferir da definição

da lei de Hubble, entretanto, a relação acima afirma que estes pontos internos ao raio de

Hubble atual no passado não estavam em contato causal. Em termos de coordenadas

comóveis, vemos que, enquanto o horizonte permanece constante durante a expansão,

o raio de Hubble diminui, fazendo com que os pontos outrora internos a este não mais

o sejam.

Portanto, esta diminuição do raio de Hubble resolve qualitativamente o problema

do horizonte, pois permite explicar o porque da isotropia da CMBR. Para encontrar

uma forma matemática de implementar esta condição, observemos, primeiramente,

que derivando (3.3) em função do tempo conforme, encontramos uma forma equi-

valente da condição (3.4) para um universo que evolui afastando-se da planura

d
dη

(
(aH)−1

χ

)2

∝
d|Ω− 1|

dη
> 0. (3.5)

A partir desta relação podemos postular uma fase em que o universo evolui para a

planura, em que distâncias comóveis aumentam em relação ao tamanho do horizonte

comóvel
d|Ω− 1|

dη
∝

d
dη

(
(aH)−1

χ

)2

< 0, (3.6)

chamada de inflação cosmológica. Baseado nos estudos anteriores, precisamos saber que

tipo de matéria satisfaz essa condição e, portanto, sua respectiva equação de estado.

Lembrar que a equação da aceleração possui dependência explícita com a pressão e

a densidade de energia pode nos dar uma pista de por onde começar. Observemos,

primeiramente, que

(aH)−2 = a2
(

da
dη

)−2

, (3.7)

e, derivando em função de η,

d
dη

(aH)−2 = −2(aH)−1a2
(

da
dη

)−2
{

1
a2

(
da
dη

)2

− 1
a

(
d2a
dη2

)}
= (aH)−3a2 (ρ + 3p) . (3.8)
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Figura 3.1 Esquema que mostra o raio de Hubble comóvel inicialmente maior que a região

colorida que delimita o contato causal. A inflação diminiu o raio de Hubble, de forma que

mesmo após a seu término, o universo observável permanece dentro da região causalmente

conexa. Adaptado de [17]

onde usamos a parte espacial da equação de Einstein (2.55). Usando a condição infla-

cionária (3.6), vemos que

d
dη

(
(aH)−1

χ

)−2

∝
(
(aH)−1

χ

)3

a2 (ρ + 3p) < 0, (3.9)

resulta numa equação de estado em que a pressão é negativa, de forma que a expansão

universal é acelerada; condições que podem ser igualmente usadas para definir a fase

inflacionária

ω < −1
3

=⇒ ä > 0. (3.10)

A forma mais natural de implementar estas condições consiste em considerar que

o universo passa por uma fase de De Sitter na qual a densidade energia de vácuo ρΛ é

dominante, com ω = −1. Assim, na equação (2.59) o termo k/a tende rapidamente a

zero pois ä > 0, o que resulta

H2 ' 8πG
3

ρΛ ' Constante , (3.11)

mostrando que distâncias da ordem do raio de Hubble são constantes nesse período. A

solução desta equação mostra que o fator de escala cresce exponecialmente no tempo

a ∝ exp

√
Λ
3

t , (3.12)
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e, assim, de acordo com os resultados obtidos na seção 2.5. Logo, as distâncias co-

móveis também crescem exponencialmente, forçando o parâmetro de densidade che-

gar rapidamente à unidade e a consequente planura do universo.

Dissemos que esta é apenas uma fase de De Sitter porque, se o parâmetro de Hubble

não evolui no tempo, a inflação continua indefinidamente, tornando o universo um

enorme vazio com temperaturas extremamente baixas - um puro universo de De Sitter,

que em nada condiz com nosso atual universo. Portanto, a inflação deve findar-se

em algum tempo, onde a energia de vácuo, de alguma forma, deve trasformar-se em

energia térmica para o universo. Este processo de reaquecimento(reheating, em inglês),

consiste no decaimento da energia do vácuo em partículas, resultando em um massivo

aumento na entropia universal, assim dando início a era dominada pela radiação.

3.1.1 Quantificando a inflação

Nesse contexto, é de grande interesse definir uma grandeza física que meça a "quan-

tidade de inflação", i.e., o número de e-foldings

N ≡
∫ ti

t f

Hdt = ln
a(t f )

a(ti)
(3.13)

medido no intervalo em que ocorre a inflação, onde i e f indicam respectivamente

os instantes inicial e final. Podemos, agora, nos questionar sobre o número mínimo

de e-foldings necessários para resolver os problemas da planura e do horizonte. Para

responder esta questão, notemos que

ä
a
= H2 + Ḣ . (3.14)

Ao fim do período inflacionário, a expansão universal deve retardar-se como visto

no capítulo anterior e, assim, ä < 0. Esta transição da evolução do universo de um

período inflacionário para a evolução de acordo com MCP chama-se saída graciosa.

Tendo em vista este fato e derivando a última equação, obtemos 2HḢ + Ḧ < 0 tal

que |Ḧ| < 2HḢ. No instante t f em que cessa a inflação, ä→ 0 permitindo-nos estimar

este instante

H ≈ Const. =⇒ t f ∼
Hi

|Ḣi|
. (3.15)

A teoria das perturbações na densidade de energia diz que a taxa de expansão ini-

cial ȧi deveria ser muito menor que a taxa de expansão atual ȧ0 para prevenir uma

grande perturbação inicial[12] e, de fato, recentes observações da CMBR exigem que



3.1 SOLUCIONANDO OS PROBLEMAS DO MCP 36

as perturbações na densidade de energia o horizonte atual não excedam 10−5, ou equi-

valentemente ȧi/ȧ0 < 10−5[12, 16]. Usando a regra da cadeia podemos reescrever esta

condição
ȧi

ȧ f

ȧ f

ȧ0
=

(
aiHi

a f H f

)
ȧ f

ȧ0
< 10−5 . (3.16)

Do capítulo anterior, sabemos que o fator de escala é inversamente proporcional à

temperatura, o que nos permite estimar

ȧ f

ȧ0
∼

a f t0

a0t f
∼ T0

Tpl
. (3.17)

A temperatura de Planck nos dá a ordem de grandeza da temperatura do universo

primordial, i.e., Tpl ∼ 1032K, e a temperatura atual é da ordem da unidade. O tempo

em que a inflação chega ao fim é estimado em t f ∼ 10−43s e o tempo atual é t0 ∼ 1017s,

de forma que ȧ f /ȧ0 ∼ 1028. Assim, obtemos

a f

ai
> 1033 Hi

H f
. (3.18)

Assumindo que a variação do fator de Hubble é muito pequena no início da infla-

ção, podemos aproximar (3.14) para este tempo, obtendo

a f

ai
∼ eHi(t f−ti) =⇒

a f

ai
∼ exp

(
H2

i
|Ḣi|

)
> 1033 . (3.19)

onde na expressão da esquerda usamos a regra da cadeia e, em seguida, uma integra-

ção em termos do fator de escala, posteriormente substituindo as variáveis temporais,

obtendo a expressão da direita. Da definição (3.13), observamos que são nescessários

mais que 75 e-foldings para que haja uma saída graciosa de um período inflacionário

bem sucedido em resolver os problemas do MCP.

3.1.2 Diagrama Conforme

Como vimos anteriormente, a diminuição do raio de Hubble em relação ao ho-

rizonte comóvel resolve o problema do horizonte, uma vez que explica o equilíbrio

térmico observado em regiões que antes não poderiam estar em contato causal. Para

entender este processo em termos do diagrama conforme que usamos quando tratamos

deste problema, partimos da definição de tempo conforme, lembrando que durante a

inflação H ∼ HΛ ∼ constante, implicando

dη = a−1dt = exp(−tHΛ)dt . (3.20)
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Figura 3.2 A inflação ao empurrar a origem para−∞ permite que os cones de luz interceptem-

se no passado remoto, permitindo o contato causal entre as respectivas regiões. Adaptado de

[17].

Integrando a última expressão, somos levados à seguinte forma de escrever o fator

de escala em termos do tempo conforme

a(η) = − 1
HΛη

. (3.21)

Desta expressão percebemos que a singularidade a = 0 ocorre quando η → −∞,

fato que permite as regiões passadas dos cones-de-luz de dois eventos que na época

da recombinação estávam causalmente desconexos, interceptarem-se, pois afasta a ori-

gem do plano (η,χ) para um ponto arbitrariamente distante. Por outro lado, quando

η→ 0 o fator de escala diverge e, embora pareça um resultado não físico, possui uma

explicação simples: o instante η = 0 é, na verdade, o instante em que cessa o período in-

flacionário e, portanto, corresponde ao limite em que o tempo físico t→+∞ no espaço

de De Sitter, onde o fator de Hubble é sempre constante[17].
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3.2 Inflação Como Uma Teoria de Campo Escalar

3.2.1 Dinâmica do Campo Escalar

Tensor energia-momemtum

A Física de Partículas possui fortes indícios da existência de partículas modeladas

por campos escalares, ainda que nenhuma tenha sido observada até então. O campo

escalar também é de vital importância para a o processo inflacionário, uma vez que

satisfaz as condições nescessárias a este regime. Assim, iniciaremos o estudo desse

campo a partir de sua ação

S [φ] =
∫

d4x
√
−gL . (3.22)

O termo
√−g, em que g o determinante do tensor métrico, surge da nescessidade

de que a ação, sendo um escalar, seja invariante por transformações gerais de coordena-

das, o que implica o elemento de volume (d4x = dx0dx1dx2dx3), também transformar-

se como um escalar. De fato, a lei de transformação do elemento de volume no espaço-

tempo de Friedmann, quando realizamos uma mudança de coordenadas X→ x, é tal

que

d4X =
1
J d4x (3.23)

em que J é o determinante jacobiano. Realizando a transformação de coordenadas

acima para o tensor métrico e, em seguida, calculando o determinante para a lei de

transformação, encontramos J = 1/
√−g. Assim, a lei de transformação para o ele-

mento de volume nos mostra que
√−gd4x é, de fato, um invariante.

Para uma ação estacionária, a variação em termos do tensor métrico gµν, por exem-

plo, deve anular-se

δS [φ] =
∫

d4x
{√
−g

∂L
∂gµν δg− L

2
√−g

δ
√
−g
}
= 0. (3.24)

Para encontrar a variação δg, partimos da definição de determinante em termos do

tensor de Levi-Civita de ordem n

g = det(gµν) =
1
n!

ελ1···λn εσ1···σn gλ1σ1 · · · gλnσn , (3.25)

notando que, na variação da última expressão, podemos renomear livremente os índi-

ces mudos, obtendo

δg =
1

(n− 1)!
ελ1···λn εσ1···σn gλ1σ1 · · ·δgλnσn , (3.26)
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e que estas expressões relacionam-se através de δg = g(gλσδgλσ). Devemos notar, tam-

bém, que gµνgµν = δ
µ
µ = n, e derivando ambos os lados dessa igualdade, encontramos

gµνδgµν = −gµνδgµν. Este resultado nos permite escrever

δ
√
−g = − δg

2
√−g

= −
√−g

2
gµνδgµν , (3.27)

e, assim, substituindo os últimos resultados na variação da ação, encontramos

δS [φ] =
∫

d4x
{√
−g

∂L
∂gµν −

Lgµν

2
√−g

}
δgµν . (3.28)

Partindo da definição do tensor energia-momentum em termos da ação

Tµν ≡
−2√−g

δS
δgµν = Lgµν − 2

∂L
∂gµν , (3.29)

e sabendo que a lagrangeana de um campo escalar φ em termos do potencial V(φ) é

dada por L= 1
2 gµν∂µφ∂νφ−V(φ), encontramos a forma explícita que o tensor energia-

momentum desse campo escalar assume

Tµν = ∂µφ∂νφ− gµν

(
1
2

gλσ∂λφ∂σφ + V(φ)

)
. (3.30)

Como no capítulo anterior, consideramos o conteúdo de matéria do universo com-

portando-se como um fluido perfeito descrito por (2.48), devemos considerar que o

campo escalar em questão assume as propriedades desse fluido. Os coeficientes de

(3.30) são

Too =
1
2
(∂0φ)2 +

1
2
(∂iφ)

2 −V(φ) (3.31)

Tii =
1
2
(∂0φ)2 +

1
2
(∂iφ)

2 + V(φ) (3.32)

T0i = Ti0 = −∂0φ∂iφ . (3.33)

Fazendo uma correspondência entre os coeficientes das duas formas do tensor energia-

momentum, observamos que as componentes que dependem do gradiente espacial anu-

lam-se, significando que o campo escalar não pode depender do espaço em si, co-

senquência direta das propriedades de homogeneidade e isotropia do fluido perfeito.

É razoável assumir o campo como homogêneo, pois, observando que o gradiente físico

relaciona-se com o comóvel por

(∂i) f ísico = a−1(t)(∂i)comóvel (3.34)

fica claro que, devido ao crescimento exponencial do fator de escala durante a inflação,

estes termos tendem rapidamente a zero. Portanto, em termos do tempo conforme,
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obtemos

ρ =
1
2

(
φ′

a

)2

+ V(φ)

(3.35)

p =
1
2

(
φ′

a

)2

−V(φ) ,

e, assim, podemos relacionar diretamente o campo escalar e sua respectiva equação de

estado

ω =

1
2

(
φ′

a

)2
−V(φ)

1
2

(
φ′

a

)2
+ V(φ)

(3.36)

(
φ′

a

)2

= p + ρ = ρ(1 + ω) . (3.37)

Estas expressões são de grande utilidade, pois possibilitam substituir a dependên-

cia das variáveis de estado nas equações de Friedmann pelo campo escalar

H2 =
8πG

3

[
1
2

(
φ′

a

)2

+ V(φ)

]
− k

a2 , (3.38)

a′′

a
= −8πG

3
a3

[
1
2

(
φ′

a

)2

−V(φ)

]
. (3.39)

Vemos que, usando (2.56), é imediato encontrar estas equações em termos do tempo fí-

sico. Obviamente, também é possível reescrever a equação da continuidade em termos

de φ, que resulta exatamente na equação do movimento para o campo escalar, a qual

deduziremos a seguir do princípio de mínima ação.

Equação do movimento

Os resultados acima foram obtidos a partir da variação da ação em termos do tensor

métrico, entretando, podemos variar a ação também em termos do campo escalar, tal

que

δS [φ] =
∫

d4x
√
−g
{

gµν∂µφδ(∂νφ)−V,φ(φ)δφ
}

(3.40)

=
∫

d4x
{

∂ν

[
gµν∂µφ

√
−gδφ

]
−
[
∂ν

(
gµν
√
−g∂µφ

)
−
√
−gV,φ(φ)

]
δφ
}

,

(3.41)
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em que realizamos uma integração por partes no primeiro termo. Descartando o termo

de superfície, obtemos a equação do movimento do campo escalar conhecida como

equação de Klein-Gordon

�φ + V,φ(φ) = 0, (3.42)

onde � é a versão covariante do operador de D’Alembert

�φ ≡ 1√−g
∂ν

(
gµν
√
−g∂µφ

)
. (3.43)

Em um universo com curvatura nula, sabemos que a métrica do espaço tempo

relaciona-se com a métrica do espaço de Minkowsky através de gµν = a2(η)ηµν, em

que g = a8(η)det(ηµν) = −a8(η). Este resultado possibilita escrever a equação do mo-

vimento em uma forma mais explícita, usando o fator de Hubble em termos do tempo

conforme

�φ = a−4∂µ
(

a4∂µφ
)

= a−4
[
∂0
(

a4∂0φ
)
+∇2φ

]
↪→ 0 = φ′′ + 2aHφ′ + a2V,φ(φ) , (3.44)

que é exatamente a equação da continuidade após a substituição das relações (3.35) e

descartando o laplaciano. Em termos do tempo físico, temos

φ̈ + 3Hφ̇ + V,φ(φ) = 0. (3.45)

O interesse nesta forma da equação surge devido ao segundo termo, uma vez que

este, sendo proporcional ao fator de Hubble, mostra que a dinâmica do campo escalar

é diretamente afetada pela expansão universal. Também é importante notar que, sendo

proporcional a velocidade, este mesmo termo funciona como um termo de fricção ou

amortecimento, aumentando o tempo que o campo escalar leva para atingir o mínimo

do potencial.

3.2.2 Ação de Einstein-Hilbert

Mostraremos, a seguir, como obter as equações de campo de Einstein através ação

de matéria que consideraremos minimamente acoplada à ação de Einstein-Hilbert S[φ]

SEH + S [φ] =
∫

d4x
√
−g
{

1
2k

R + L
}

. (3.46)

Devemos variar a ação acima em termos do tensor métrico inverso gµν, antes lem-

brando que a variação da ação de matéria pode ser escrita da seguinte forma, de acordo
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com (3.28) e (3.29)

δS [φ] = 1
2

∫
d4x
√
−gTµνgµν . (3.47)

Assim, usando (3.27) obtemos

δ(SEH + S [φ]) =
∫

d4x
√
−g
{

1
2k

δ(
√−gR)
δgµν − 1

2
Tµν

}
δgµν (3.48)

=
∫

d4x
√
−g
{

1
2k

[
δR

δgµν −
1
2

gµνR
]
− 1

2
Tµν

}
δgµν . (3.49)

A variação do escalar de curvatura é tal que δR = Rµνδgµν, resultado que requer

uma boa quantidade de paciência para ser provado; para maiores detalhes, veja [7],

por exemplo. Do princípio de mínima ação, encontramos

0 =
∫

d4x
√
−g
{

1
2k

[
Rµν −

1
2

gµνR
]
− 1

2
Tµν

}
δgµν , (3.50)

que, finalmente, nos leva às equações de Einstein

Rµν −
1
2

gµνR = kTµν . (3.51)

Por fim, salientamos que a seguinte forma da ação de Einstein-Hilbert

SEH =
∫

d4x
√
−g
{

1
2k

(R + 2Λ)

}
(3.52)

leva ao conjunto de equações com a presença da constante cosmológica, (2.83).

3.3 Aproximação Slow-Roll

A relação (3.38), tendo em mente a fase de De Sitter que implementa a inflação, nos

permite observar que os termos dependentes do campo escalar em (3.35) vão rapida-

mente a zero devido ao crescimento esponencial do fator de escala. Logo, a densidade

de energia do universo é preponderantemente a energia potencial do inflaton, ρ'V(φ),

e assim
φ̇2

2
� V(φ) =⇒ H2 ' 8πG

3
V(φ) . (3.53)

Portanto, podemos inferir que, nesta fase, a contribuição da energia cinética é des-

prezível em relação à energia potencial do campo, fazendo com que o inflaton desça

suave e lentamente até atingir o mínimo de V(φ). O potencial, por sua vez, deve ser

suficientemente plano, i.e., variar lentamente com a expansão universal para satisfazer
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esses requisitos. A partir de agora, escreveremos nossas equações em termos da massa

de Planck Mpl = 1/
√

G. A forma quantitativa desta condição surge reescrevendo a

equação da continuidade, levando em consideração a condição (3.53) e a equação de

estado ω ' −1:

d lnρ

d ln a
= −3(1 + ω) =⇒ d lnV(φ)

d ln a
' 0. (3.54)

Essas condições definem a chamada aproximação slow-roll (ASR) e podem ser apro-

priadamente definidas em termos potencial [23, 24]. Para isso, tomemos o quadrado

de ambos os lados da equação (3.45), notando que o termo de segunda ordem é des-

prezível e, usando (3.53), obtemos

ε(φ) ≡
M2

pl

16π

(
V,φ

V

)2

� 1 (3.55)

onde adotamos V,φ como a derivada do potencial em φ e definimos o parâmetro ε(φ),

relacionando-o com a declividade do potencial associado ao campo escalar, que, como

sabemos, é de grande interesse no contexto em questão. Esta definição mostra-se ainda

mais útil, pois permite reescrever tanto a equação de estado quanto equação da acele-

ração em termos desta condição:

ω =
2
3

ε(φ)− 1,
ä
a
= [1− ε(φ)]H2 . (3.56)

Outra condição de slow-roll pode ser obtida derivando (3.45) em termos do infla-

ton, usando (3.57) e notando que φ̈� 3Hφ̇ em, i.e.,

|η(φ)| ≡
3M2

pl

8π

∣∣∣∣V,φφ

V

∣∣∣∣� 1. (3.57)

Logo, as condições que um potencial candidato a gerar o cenário inflacionário deve

satisfazer são sintetizadas simplesmente por ε(φ)� 1 e |η(φ)| � 1. Entretanto, adian-

tamos que estas condições são suficientes, porém não nescessárias, para que ocorra

a inflação. Para isto, voltemos a (3.45), desprezando novamente o termo de segunda

ordem, resultando

φ̇ = −(3H)−1V,φ . (3.58)

Nas manipulações a seguir, trabalharemos por conveniência com o tempo físico

e, assim, derivando ambos os lados de (3.35) em termos desse, trabalhando o lado

esquerdo e usando (3.53) encontramos, resolvendo para Ḣ

Ḣ =
4π

3HM2
pl

φ̇V,φ , (3.59)
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onde usamos a regra da cadeia. Por hora, guardemos estes resultados, voltando a

atenção para o fato de que ä > 0 durante a inflação, implicando

ä
a
= Ḣ + H2 > 0 =⇒ Ḣ

H2 > −1. (3.60)

Substituindo (3.58) e (3.59) na última expressão, chegamos à seguinte condição

ε(φ) ≡
M2

pl

16π

(
V,φ

V

)2

< 1, (3.61)

que é, de fato, a condição nescessária para que se inicie um período inflacionário.

É também possível mostrar que o potencial, em termos de sua declividade, deve

satisfazer alguns vínculos numéricos. Voltando a (3.53), podemos relacionar a condição

da esquerda com a expressão da direita, resultando

φ̇2

2
=

(
MplV,φ

)2

48πV
=⇒

∣∣∣∣MplV,φ

V

∣∣∣∣�√48π . (3.62)

Derivando a última equação em função do tempo, obtemos

φ̈ = (2φ̇)−1
M2

pl

48π
φ̇

[
2
(

V,φV,φφ

V

)
−
(

V,φ

V

)2

V,φ

]

e, usando novamente φ̈� 3Hφ̇ ' −V, encontramos∣∣∣∣∣M
2
plV,φφ

V

∣∣∣∣∣� 24π . (3.63)

Definidas as condições da aproximação e seus parãmetros, podemos, agora, discu-

tir a sua relevância no contexto inflacionário. A maior vantagem de sua utilização é a

redução da ordem das equações de Friedmann e Klein-Gordon, como vemos de (3.53)

e (3.58) respectivamente, pois mesmo para potenciais simples, são de difícil resolução.

Assim, podemos facilmente obter formas analíticas tanto para o campo escalar

quanto para o fator de escala como segue: Primeiramente, resolvemos (3.53) em ter-

mos do fator de escala, obtendo

a(t) ∝ exp

{
M−1

pl

√
8π

3

∫
[V(t′)]1/2dt′

}
. (3.64)

Já a equação (3.58) deve ser resolvida para o parâmetro de Hubble a fim de retirar a

dependência do mesmo em (3.53), resultando

t(φ) ∝ −2M−1
pl

√
6π
∫

[V(φ′)]1/2

V,φ′(φ′)
dφ′ . (3.65)
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Logo, dado um certo potencial em termos do campo escalar, é possível encontrar φ(t)

e V(t) da última expressão, consequentemente permitindo encontrar a(t). Finalmente,

se conveniente for, é possível escrever (3.64) como uma função do campo escalar ao

substituir (3.65), i.e.,

a(φ) ∝ exp

{
−8πM−2

pl

∫ V(φ′)

V,φ′(φ′)
dφ′
}

. (3.66)

Esta aproximação também se mostra muito útil no cálculo do número de e-foldings,

que pode ser escrito diretamente em termos do potencial

N =
∫ ti

t f

H
φ̇

dφ ' − 8π

M2
pl

∫ φi

φ f

V(φ)

V,φ(φ)
dφ , (3.67)

onde usamos (3.53) e (3.58).
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CAPÍTULO 4

MODELOS INFLACIONÁRIOS

De posse do número de e-foldings e da ASR apresentados no capítulo anterior, discu-

timos a seguir alguns dos mais proeminentes potenciais inflacionários: inflação caótica

[31],híbrida [33, 34] e natural [40, 41], evidenciando as ligações de alguns destes com

a Física de Partículas, antes mostrando algumas das formas de classificar os vários ce-

nários inflacionários existentes e revisando as principais características da velha [27] e

nova inflação [23, 24, 26]. De fato, um dos maiores interesses no contexto inflacionário é

a construção de uma teoria de partículas que seja compatível com este cenário. Ressal-

tamos que os modelos aqui apresentados também dependem fortemente das restrições

e resultados advindos do formalismo das perturbações na densidade de energia, a qual

determina o surgimento de estruturas de larga escala no universo, o que foje do escopo

deste trabalho. Encerramos este capítulo com uma breve revisão de um modelo infla-

cionário que possui solução exata, não fazendo uso da ASR. Salvo menção explícita,

todas as manipulações a seguir utilizarão as equações dinâmicas para o campo escalar

em termos do tempo físico t.

4.1 Classificação dos Modelos

Existem várias formas de classificar os potenciais inflacionários. Escolhemos aqui a

classificação em termos do valor inicial do inflaton. Os potenciais tipo I são caracteriza-

dos por valores iniciais do campo escalar menores que Mpl, também conhecidos como

modelos de "pequenos campos". Os modelos tipo II ("grandes campos") são aqueles

que possuem um valor inicial do inflaton maior que Mpl, muito importantes em cos-

mologia, pois geram ondas gravitacionais detectáveis. Existem, também, modelos que

utilizam-se de mais de um campo escalar durante o período inflacionário e, em geral,

são denominados híbridos; termo originalmente usado para um regime específico do

potencial apresentado na seção 4.4.



4.2 TRANSIÇÕES DE FASE E INFLAÇÃO 47

4.2 Transições de Fase e Inflação

4.2.1 Transições de primeira ordem e a velha inflação

Foi Alan Guth, em 1981 [27], quem primeiro utilizou o termo "inflação"ao apresen-

tar sua idéia baseada na quebra espontânea da simetria de vácuo de uma teoria de

grande unificação (GUT em inglês), no universo primordial. A expansão nesse modelo

é gerada por uma pressão negativa resultante de uma densidade de energia de vácuo

positiva. Podemos analisar as principais características desse tipo de modelo de um

ponto de vista heurístico [16], sem menção explícita à forma potencial, uma vez que

nosso intuito é estudar a transição de fase de primeira ordem presente neste modelo.

Nesse sentido, consideremos um potencial V(φ.T) como na figura a seguir, pos-

suindo um falso vácuo, i.e., um mínimo instável (ou "metaestável") em φ = 0 e o ver-

dadeiro estado de vácuo em φ = M. Como visto, o potencial depende explicitamente

da temperatura, de tal forma que a altas temperaturas o falso vácuo é o estado pre-

ferencial [16], considerando que o campo escalar esteja em equilíbrio térmico com os

demais campos que possívelmente estejam presentes na teoria. Esta última afirmação

consiste em uma das dificuldades deste modelo, uma vez que nescessita da existência

de vários tipos de partículas já no universo primordial. Dizemos, então, que o poten-

cial é "efetivo", cuja forma pode ser

V(φ, T) = V(φ) +
α

2
φ2T2 (4.1)

com α uma constante. A origem deste termo dependente da temperatura é de natureza

quântica [16], da qual não trataremos.

Como já vimos, a expansão universal faz as componentes espaciais do tensor energia-

momentum desse campo escalar tenderem a zero, de forma que

Tµν ∼ gµνV(φ) . (4.2)

Tomando V(M) = 0 (nescessário para evitar valores muito altos para uma constante

cosmológica no tempo atual [16]), a equação de estado do campo escalar aproxima-se

de ω = −1, iniciando a inflação. Ocorre, portanto, uma transição de fase de primeira

ordem, transformando o mínimo global em local, no qual o campo escalar fica preso de-

vido ao surgimento de uma barreira. Sua densidade de energia se torna a dominante,

funcionando como uma constante cosmológica efetiva, gerando pressão negativa e,

consequentemente, uma expansão exponencial. A inflação termina quando o campo

tunela quanticamente a barreira e atinge o verdadeiro vácuo em um tempo Γ−1, onde



4.2 TRANSIÇÕES DE FASE E INFLAÇÃO 48

Figura 4.1 Esboço do potencial da velha inflação proposta por Guth, onde vemos o tunela-

mento do inflaton através da barreira, seguido por oscilações do mesmo em torno do mínimo

global.

Γ é a taxa de tunelamento. Esta abrupta transição de fase gera a chamada "nuclea-

ção de bolhas", fenômeno semelhante ao que ocorre em materiais paramagnéticos, que

consiste no surgimento de "bolhas"da nova fase φ = M dentro da fase antiga φ = 0.

As paredes destas bolhas (conhecidas como parades de domínio), possuem uma

tensão superfical tal que a relação entre a energia interna e externa a bolha é constante.

Caso uma dessas bolhas sofra um aumento em seu tamanho, sua energia potencial di-

minui uma vez que a tensão é proporcional a superfície de uma esfera 4πr2, enquanto

seu interior é proporcional ao volume 4πr3/3.

É exatamente este fato que encerra o grave problema que levou este modelo a não

ser encarado como um cenário inflacionário viável, pois não permite uma "saída gra-

ciosa"do período inflacionário para a evolução de acordo com o MCP. O raio dessas

bolhas é muito pequeno, mesmo que a inflação fosse suficiente para resolver os pro-

blemas do MCP e ainda que as parades das bolhas crescessem a velocidade da luz,

seriam hoje muito menores que o raio de Hubble atual [16]. Portanto, não há produção

suficiente de bolhas para que estas colidam e homogeneizem, assegurando a isotropia

da CMBR observada atualmente. Ressaltamos que este problema pode ser evitado no

contexto de teorias de gravitação alternativas a RG como a de Jordan-Brans-Dicke.
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4.2.2 Transições de segunda ordem e a nova inflação

De forma independente, Linde [23] e Albrecht, Steinhardt[28] propuseram um mo-

delo com o fim de sanar os problemas presentes no modelo de Guth, batizado denova

inflação por Linde. Neste, assume-se, como antes, a quebra espontânea de simetria nos

primordios do universo, cuja forma geral esboçamos na figura a seguir. Seu poten-

cial é caracterizado por ser simétrico em que φ = 0, onde existe um máximo local para

T = 0◦. Um potencial geralmente utilizado para gerar este cenário é o da teoria de

grande unificação SU(5) de Coleman, Weinberg[30] cuja forma é

V(φ) =
25α2

16

[
φ4 ln

(
φ2

M2

)
+

1
2

(
M2 − φ2

)2
]

(4.3)

com α e M constantes.

Genericamente, quando a temperatura atinge valores menores que uma tempera-

tura crítica Tc, acontece uma transição de fase de segunda ordem, quebrando espon-

taneamente a simetria de vácuo, levando o campo escalar a seu verdadeiro vácuo em

φ = M de forma suave, sem a criação de barreiras como no caso anterior, não havendo

o problema da saida graciosa.

Figura 4.2 No potencial da nova inflação, não existe o problema da nucleação de bolhas pois

neste, o inflaton não encontra nenhuma barreira, onde o conceito de descida suave (slow-roll) é

introduzido.

Entretanto, para que haja inflação, o potencial genérico V(φ) deve ser bastante

plano em φ = 0, fazendo com que o campo evolua lentamente até o mínimo global

e assim introduzindo pela primeira vez a ideia de slow-roll. Para satisfazer este requi-

sito, as constantes de acoplamento devem ser extremamente pequenas, que, em outras
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palavras, significa um ajuste fino das condições iniciais para que o campo escalar es-

teja de fato em equilíbrio térmico. Logo observou-se que estas condições iniciais para

a nova inflação eram demasiado artificiais, não estando de acordo com os vínculos

impostos pelas observações da CMBR.

4.3 Inflação Caótica

A inflação caótica foi inicialmente proposta por Linde[31] em 1983, quando este

apresentou sua ideia de que a ASR poderia ser implementada em potenciais sim-

ples como potenciais monomiais, evidenciando a inflação como um fenômeno natu-

ral e, talvez, até uma inevitável consequência das condições iniciais caóticas nesces-

sárias para justificar o alto valor inicial do inflaton neste tipo de cenário. Em [32],

Linde mostra que, em modelos caóticos, o universo é dotado de uma estrutura global

não-trivial, pois se auto-reproduz indefinidamente como resultado natural da inflação

eterna, dando origem a infinitos universos cujas condições iniciais podem ser dras-

ticamnete diferentes. Atualmente a terminologia caótica refere-se a todo e qualquer

modelo que possua um único campo escalar cujo potencial deve satisfazer a ASR em

alguma região, possuindo um verdadeiro vácuo. Existem vários potenciais que satis-

fazem estas condições, com ou sem a motivação de reproduzir os resultados da Física

de Partículas. Estudaremos, a seguir, os dois potenciais mais simples que satisfazem

estas condições.

4.3.1 Potencial quadrático

A forma mais simples que o potencial gerador de um cenário inflacionário do tipo

II assume é [20]

V(φ) =
1
2

m2φ2 . (4.4)

A dinâmica da inflação é determinada pelas equações (3.53) e (3.58), que neste modelo

específico,respectivamente, resultam

H2 =
4π

3M2
pl

m2φ2 (4.5)

H = −m2φ

3φ̇
. (4.6)
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Figura 4.3 Esboço do potencial caótico (4.4), onde o valor inicial do inflaton é maior que Mpl

[21].

Através dos parãmetros da ASR, podemos verificar que este é realmente um mo-

delo em que o inflaton assume grandes valores, bastando para isso substituir o po-

tencial na expressão (3.61) do parâmetro ε, que resulta φ > Mpl. Entretanto, a escala

de Planck é a escala dos fenômenos quânticos, de forma que este grande valor para o

campo escalar invalida a análise clássica dada até aqui. A solução para esta discrepân-

cia reside no fato de que o que realmente importa no contexto inflacionário é o poten-

cial V(φ), e assim concluímos que a massa m desse campo escalar deve ser pequena

o suficiente para que nossa análise continue válida em uma escala sub-planckiana

de energia. observações do satélite COBE acerca da amplitude das perturbações na

densidade de energia do universo impõem o vínculo m ' 10−6Mpl para a massa do

inflaton[21].

Estamos interessados em encontrar a dependência temporal do inflaton enquanto

este desce em direção ao mínimo do potencial e, para isso, procedemos seguindo os

mesmos passos que nos levaram a (3.65), tal que, integrando, em um intervalo arbitrá-

rio, temos

∆t = −2
√

3π(mMpl)
−1∆φ . (4.7)

Considerando ti = 0, obtemos a relação desejada

t(φ) = 2
√

3π(mMpl)
−1 [φ(0)− φ] , (4.8)

que implica na seguinte evolução temporal do fator de escala

a(t) = a(0)exp

{
mM−1

pl

√
4π

3

(
φ(0)−

mMpl

4
√

3π
t
)

t

}
. (4.9)
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Com o objetivo de calcular o número de e-foldings para este cenário, precisamos

encontrar os valores característicos que o inflaton assume nos extremos desse período.

Sabemos que o regime inflacionário deve findar-se em um instante t f , de forma que ao

aproximarem-se deste, os parâmetros de slow-roll tendem rapidamente à unidade, em

que ambos indicam o valor

φ(t f ) =
Mpl

2
√

π
(4.10)

para o campo escalar nesse instante. Da última expressão podemos relacionar (muito

convenientemente) o tempo em que cessa a inflação com o valor que o inflaton assume

no início desta fase, i.e.,

t f = 2
√

3π(mMpl)
−1φ(0)−

√
3

m
. (4.11)

Assim, de acordo com (3.67) e os últimos resultados, o número de e-foldings fica

N =
2π

M2
pl
[φ(0)]2 − 1

2
, (4.12)

a qual reproduz a condição mínima que resolve os problemas da planura e do hori-

zonte N > 75, se o valor inicial que o inflaton assume for φ(0) > 3Mpl. Desses valores

e do vínculo sobre a massa do inflaton, vemos que o máximo do potencial quadrático

deve ser V(φ(0)) ' M4
pl e, uma vez que a condição inflacionária impõe que a densi-

dade de energia seja dominada pelo potencial do inflaton, o termo cinético deste campo

neste período deve ser tal que ∂µφ∂µφ� M4
pl. Logo, para este potencial, o campo es-

calar assume valores iniciais característicos φ(0) ∼ M2
pl/m ∼ 1013GeV.

Comportamento Atrator

Consideraremos a seguir uma forma diferente de estudar a dinâmica do inflaton su-

jeito ao potencial quadrático acima, baseado no tratamento dado por [12]. Lembrando

das formas originais das equações dinâmicas (3.45) e (3.38), podemos combiná-las em

uma só expressão para o campo escalar, usando-as em termos do tempo físico

φ̈ +
[
α2(φ̇2 + m2φ2)

]1/2
φ̇ + m2φ2 = 0 (4.13)

onde, por simplicidade, definimos a constante α2 = 12π/M2
pl. Esta é uma equação

diferencial de segunda ordem não-linear sem depência explícita no tempo. É possível

simplificar a resolução desta equação notando que podemos reduzir sua ordem através

de φ̈ = φ̇(dφ̇/dφ), obtendo

dφ̇

dφ
= −

[
α2(φ̇2 + m2φ2)

]1/2
φ̇ + m2φ2

φ̇
. (4.14)
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Esboçando as soluções desta equação no plano (φ, φ̇) como mostra a seguinte fi-

gura, observamos a existência de uma solução atratora, para a qual todas as outras con-

vergem à medida que evoluem no tempo.

Figura 4.4 O comportamento atrator da solução φ = −m/
√

12π, tomando Mpl = 1 é exibido.

A concentração no centro representa a oscilação do campo escalar em torno do mínimo do

potencial [12].

Inicialmente, analisemos o quadrante (φ > 0, φ̇ < 0), considerando o regime em que

a energia cinética é muito maior que a potencial, i.e., |φ̇| � V(φ), o que nos permite

ignorar os termos de massa em comparação com φ̇ e, assim, simplificando a equação

diferencial acima:

dφ̇

dφ
= −

[
α2φ̇2(1 + m2φ2

φ̇2 )
]1/2

φ̇ + m2φ2

φ̇

= −αφ̇−O
(

φ

φ̇

)
' −αφ̇ , (4.15)

cujas respectivas soluções são da forma

φ̇ = C exp{α [φ(t)− φ(t0)]} , (4.16)

tal que a constante C < 0 devido ao quadrante em questão. Podemos resolver esta

última expressão e obter a dependência explícita do campo escalar no tempo

φ(t) = C− 1
α

ln t , (4.17)

que, comparada com (4.16), evidencia a discrepância entre estas, i.e., pequenas vari-

ações no campo escalar geram uma diminuição exponencial na derivada tamporal do
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mesmo, fazendo com que grandes valores de |φ̇| convirjam para o atrator. Concluí-

mos, portanto, que um grande número de condições iniciais geram este cenário infla-

cionário, justificando a denominação "caótica"em referência a este fato. Substituíndo o

último resultado na equação de Friedmann e desprezando o potencial, obtemos

da
a

∝
dt
3t

=⇒

a(t) ∝ t1/3

ρ ∝ a−6 .
(4.18)

A densidade de energia foi obtida substituindo o fator de escala em (2.71) tomando

ω = 1. Esta é a equação de estado de um flúido perfeito ultra-rígido, que mostra-se o

tipo de matéria que preenchia o universo primordial até a era inflacionária.

Vejamos, agora, como ficam estes resultados quando passamos ao regime inflacio-

nário, que, como sabemos, deve satisfazer |φ̇| �V(φ), ou, equivalentemente, dφ̇/dφ≈
0, que, de acordo com (4.14), implica

−m2φ2 =
[
α2(φ̇2 + m2φ2)

]1/2
φ̇

= αφ̇(mφ)

√
1 +

φ̇2

m2φ2

' αφ̇(mφ) , (4.19)

e, assim,

φ̇ ≈ −mφ

α
, (4.20)

de onde obtemos nosso atrator

φatr(t) ' φ(ti)−
m
α
(t− ti) . (4.21)

Assumindo que φ(t f ) = 0, obtemos a duração do período inflacionário em termos

do valor inicial do inflaton

∆t ' αφ(ti)

m
, (4.22)

que, resolvida para φ(ti) e substituindo na penúltima expressão, nos dá

φatr(t) '
m
α
(t f − t) . (4.23)

A evolução do fator de escala em termos da ASR é obtida substituindo esta expres-

são em (4.5) após uma integração∫ a(t f )

a(tt)
d(ln a) =

m2

3

∫ t f

t
(t′ − t f )dt′ =⇒ a(t) ' a(t f )exp

{
−m2

6
(∆t)2

}
, (4.24)

da qual vemos que, substituindo (4.22), obtemos o número de e-foldings durante este

período

N ' 2π

Mpl
φ(ti) . (4.25)
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Assim, para φ(ti) > 4Mpl, vemos que a inflação satisfaz o número mínimo de e-

foldings para resolver os problemas do MCP citados no capítulo 2, que também está de

acordo com o resultado há pouco obtido diretamente das equações de Friedmann.

4.3.2 Potencial quártico

O segundo potencial caótico mais simples é o potencial que, no contexto de Física

de Partículas, representa a auto interação do campo escalar

V(φ) =
λ

4
φ4 , (4.26)

o qual analisaremos seguindo os mesmos procedimentos do exemplo anterior. Por-

tanto, em termos da ASR, as equações dinâmicas do campo escalar ficam

H2 =
2λπ

3M2
pl

φ4 (4.27)

H = −λφ3

3φ̇
, (4.28)

que, em termos de (3.65), considerando novamente o instante inicial sendo nulo, re-

sulta

t(φ) = M−1
pl

√
6π

λ
ln

φ(0)
φ(t)

, (4.29)

e, assim,

a(t) = a(0)exp

π[φ(0)]2

M2
pl

1− exp

−t

√
2λM2

pl

3π

 . (4.30)

A segunda exponencial pode ser expandida em série de potências em primeira ordem,

considerando t2� α2 durante a fase inflacionária, onde α ≡ (2λM2
pl/3π)1/2, de forma

que

a(t) = a(0)exp

{
4πλ[φ(0)]4

3M2
pl

}
(4.31)

é precisamente a evolução temporal do fator de escala em uma fase de De Sitter para o

potencial V = λφ4/4, tendo em vista (4.27).

A seguir, fazendo os parâmetros da ASR tenderem à unidade ao fim da inflação,

observamos que, diferentemente do caso anterior, cada um deles resulta em um valor

distinto para o campo escalar neste instante

ε(t f ) = 1 =⇒ φ(t f ) =
Mpl√

π
(4.32)

|η(t f )| = 1 =⇒ φ(t f ) =

√
3Mpl√

π
. (4.33)
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Como dito anteriormente, estes parâmetros serem muito menores que a unidade en-

cerram condições necessárias, mas não suficientes, para que ocorra a inflação, de forma

que ambos dão estimativas razoáveis do fim deste período. Por simplicidade escolhe-

mos o primeiro, obtendo

t f =

√
3π

2λM2
pl

ln

(
π[φ(0)]2

M2
pl

)
(4.34)

e o correspondente número de e-foldings

N =
π[φ(0)]2

M2
pl
− 1, (4.35)

em que φ(0) > 5Mpl para que a condição N > 75 seja satisfeita. Se usarmos o vínculo

que encontramos há pouco para o máximo do potencial, i.e., V(φ(0)) ' M4
pl, o valor

máximo que o campo escalar assume é

φ(0)2
max '

2Mpl√
λ

, (4.36)

implicando em um número máximo de e-foldings

Nmax '
2π√

λ
− 1. (4.37)

e, de N > 75, obtemos uma constante de acoplamento tal que λ < 7 × 10−3, o que

conclui nossa análise.

4.4 Inflação Híbrida

Inicialmente proposta por Linde em 1990, a inflação híbrida é intimamente relacio-

nada com uma espécie de modelo caótico em que o potencial depende não somente

de um, mas de dois campos escalares; V(φ,ψ), sendo uma espécie de mistura de in-

flação caótica e de uma teoria com quebra espontânea de simetria. Nesta, φ continua

sendo o inflaton, resposável pela expansão do universo enquanto desce em direção ao

mínimo de seu potencial, de forma que ao oscilar nessas proximidades, reaquece o uni-

verso com uma massiva produção de partículas elementares. Já o campo ψ, geralmente

chamado de campo "nao-inflacionário", permanece constante em seu estado de vácuo

devido sua interação com φ, até que este último atinge um certo valor crítico, momento

que encerra duas possibilidades para a evolução de ψ: em uma primeira possibilidade,
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este campo estaria preso em seu estado de vácuo verdadeiro, possuindo o mesmo va-

lor desde a inflação até agora, levando a uma evolução muito parecida com o cenário

caótico já discutido.

Na segunda possibilidade, estando preso em um mínimo "metaestável", ψ evolui

rapidamente em direção a seu verdadeiro mínimo através de uma transição de fase que

pode ser de primeira ou segunda ordem, o que implica na quase inevitável formação

de defeitos topológicos ao fim da inflação. Se o valor desse falso vácuo é desprezível

em comparação a contribuição do inflaton ao potencial, a dinâmica deste último não é

muito afetada, surgindo alguns "efeitos colaterais"por assim dizer, devido à interação

destes campos. Entretando, no caso em que a densidade de energia desse falso vácuo

é a dominante, a dinâmica da inflação é alterada significativamente, cujos efeitos trata-

remos a seguir. Dizemos, em geral, que o campo ψ é o responssável pela saída graciosa

do período inflacionário. O termo híbrido foi originalmente usado por Linde[33] para

identificar o regime em que a densidade de energia do falso vácuo é dominante, o foco

desta seção.

Potencial quadrático

É vasto o número de potenciais que satisfazem as condições acima descritas. Volta-

remos nossa atenção para um dos mais famosos, cuja forma é

V(φ,ψ) =
λ

4

(
ψ2 −M2

)2
+

1
2

m2φ2 +
λ′

2
φ2ψ2 , (4.38)

em que λ e λ′ são as constantes de acoplamento de auto interação do campo ψ e da

interação entre os campos escalares, respectivamente, e M uma constante que define

a escala da massa do campo ψ, como veremos. Este potencial é simétrico pelas trocas

φ↔−φ e ψ↔−ψ e pode ser escrito na forma

V(φ,ψ) =
1
2

m2φ2 − 1
2

m2
ψψ2 +

λ′

2
φ2ψ2 +

λ

4
ψ4 + V0 , (4.39)

onde m2
ψ = λM2 é a massa de ψ e o termo constante é definido por V0 = λM4/4 =

m2
ψM4/4. Observamos que λ′, M e m são parâmetros livres independentes, de forma

que uma escolha errada destes invalida uma interpretação em termos de física de par-

tículas. Escolhemos m & 100 GeV, a escala em que há a quebra da simetria de vá-

cuo de um dos modelos superssimétricos, a soft-SUSY, de forma que λ & 0 , λ′ . 1 e

M.Mpl/
√

8π = 2.4× 1018 GeV.

A seguir podemos verificar que este potencial possui as seguintes características:

(a) Derivando em função do inflaton, observamos que sempre existe um mínimo local

no plano V(0,ψ), i.e., para φ = 0;
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Figura 4.5 Esboço do potencial do potencial híbrido (4.38). Adaptado de [19].

(b) Derivando em função de ψ, surgem duas possibilidades:

(b.1) um mínimo em ψ = 0 ⇔ φ2 > m2
ψ/λ′ ;

(b.2) dois mínimos em ψ2 = λ−1
(

m2
ψ − λ′φ2

)
⇔ φ2 < m2

ψ/λ′ ;

(c) Dos itens (a) e (b) e de (4.38), vemos que V(0,±M) é um mínimo global.

A figura 4.5 sintetiza estas características, onde o vemos os resultados acima nos planos

(φ,V) e (ψ,V), respectivamente. Definimos

φc =
m2

ψ

λ′
(4.40)

o valor crítico do inflaton que separa as possibilidades do item (b).

A região sinalizada em (b1) é a unica em que a inflação é viável, pois a partir do

ponto crítico, ψ decai rapidamente de seu falso vácuo. Uma vez que o ponto (0,φ)

é sempre um mínimo nessa região para um dado valor do inflaton, podemos assu-

mir que o campo não inflacionário ψ rapidamente anula-se iniciada a evolução de φ,

supondo V(0,φ) suficientemente plano. Assim φ evolui para seu vácuo seguindo a

trajetória ψ = 0 de acordo com

V(φ,0) = V0 +
1
2

m2φ2 = V0(1 + φ̃2) , (4.41)

onde definimos o campo adimensional φ̃2 ≡ φ2m2/2V0 por conveniencia e, no instante

em que o inflaton chega φ = 0, o campo não inflacionário atinge muito rapidamente o

seu verdadeiro mínimo ψ = ±M.
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Da última equação, vemos que a evolução do inflaton admite as duas possibilidades

citadas há pouco. Quando V0 é o termo dominante, i.e., φ̃2� 1, temos o regime vácuo-

dominado em que a inflação finda-se em uma transição de fase quando φ ≤ φc. Este é o

regime batizado por Linde de inflação híbrida, primeiramente proposto ele e Kofman em

[35], onde apontaram a possibilidade dessa transição de fase produzir cordas cósmicas

com energia por unidade de comprimento suficiente para a produção de estruturas

no universo. Já o termo inflaton-dominado (φ̃2 � 1) é reservado ao regime em que o

segundo termo é o dominante, cuja dinâmica é similar à inflação caótica dependente

apenas do campo escalar φ.

Sabemos das seções anteriores que o fim da inflação é sinalizado quando os parâme-

tros da ASR tendem à unidade. Entretanto, no regime vácuo-dominado, não somente

esta, mas também a condição φ = φc pode demarcar o instante em que termina o pe-

ríodo inflacionário. Mas do que isso, dependendo do quão plano é o potencial (4.41), é

possível que o inflaton adquira seu valor crítico sem que haja a violação ε→ 1, situa-

ção na qual ocorre a transição de fase devido à instabilidade do ponto (φc,0). A seguir

analisaremos a dinâmica deste modelo em termos do background de Friedmann como

nos casos anteriores, i.e., em termos da RG.

4.4.1 Dinamica

As equações dinâmicas deste modelo são

H2 =
8π

3Mpl

[
1
2

φ̇ +
1
2

ψ̇ + V(φ,ψ)
]

; (4.42)

φ̈ + 3Hφ̇ +
∂V(φ,ψ)

∂φ
= 0; (4.43)

ψ̈ + 3Hψ̇ +
∂V(φ,ψ)

∂ψ
= 0. (4.44)

em que o par de equações de Klein-Gordon foram obtidas seguindo os mesmos proce-

dimentos do capítulo 3 para a lagrangeana

L =
1
2

gµν∂µφ∂νφ +
1
2

gµν∂µψ∂νψ−V(φ,ψ) , (4.45)

em termos da qual podemos encontrar o tensor energia-momentum a partir de (3.29) e,

assim, encontrar a equação de Friedmann.

Lembrando da evolução qualitativa que demos a pouco, faremos a consideração

de que enquanto o inflaton evolui seguindo a trajetória ψ = 0, a inflação é suficiente

para que qualquer evidência do campo ψ possa ser desconsiderada [34], de forma que
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a dinâmica do período inflacionário é a usual em termos de φ, segundo o potencial

(4.41):

H2 =
8π

3Mpl

[
1
2

φ̇2 + V(φ,0)
]

; (4.46)

φ̈ + 3Hφ̇ + m2φ = 0. (4.47)

As soluções destas equações diferenciais não-lineares podem ser encontradas em

termos da ASR a partir de (3.66) e (3.65), respectivamente

a(φ) =
(

e−2πφ2
)

φ−2πλM4/m2
; (4.48)

t(φ) =
−M2

√
6πλ

m2

V1/2

√
4

λM4 + ln

[2m−2 (V − λM4/4
)]1/2

1 + V1/2
√

4
λM4

 . (4.49)

Diferentemente dos casos anteriores, vemos, das equações acima, que não temos

uma relação linear entre o tempo e o campo escalar e, por conveniência, adotaremos o

término da inflação através da violação das condições (3.55) e (3.57), onde

ε(φ) =
M2

pl

16π

(
m2φ

V0 +
1
2 m2φ2

)2

; (4.50)

|η(φ)| =
3M2

pl

8π

∣∣∣∣∣ m2

V0 +
1
2 m2φ2

∣∣∣∣∣ . (4.51)

Também sabemos das análises anteriores que é conveniente medir quantitativamente

a expansão do universo através do número de e-foldings, que de acordo com (3.67)e

(4.41) fica

N =
8πV0

m2M2
pl

ln
φi

φ f
+

2π

M2
pl

(
φ2

i − φ2
f

)
. (4.52)

No que segue, usaremos os últimos resultados para descrever os regimes desse cenário.

4.4.2 Regimes

Inflaton-dominado

Como vimos no capítulo anterior, a única condição necessária para que a inflação

ocorra é a de que ε seja menor que a unidade e, por isso, escolheremos este parâmetro

para definir seu término, ainda que ambos sejam igualmente suficientes para defini-la.
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Tomando ε = 1 e resolvendo para φ, encontramos a raiz

φ f =
Mpl

4
√

π

1 +

√√√√1− 8V0

m2

(
2
√

π

Mpl

)2
 . (4.53)

Quando φ f → Mpl/2
√

π, este modelo torna-se muito similar à inflação caótica, como

vemos de (4.10). Escrevemos somente a raiz positiva, pois, como [34] explica, a outra

raiz não satisfaz (3.58), a qual define o comportamento atrator citado quando tratamos

da inflação caótica. Em contraste, se V0 > m2M2
pl/32π, esta solução não existe e a

inflação termina devido a instabilidade do inflaton.

Substituindo o valor característico para o fim da inflação caótica na condição φ̃2�
1, encontramos

8πV0

m2M2
pl
� 1, (4.54)

que, por sua vez, nos leva a desprezar o primeiro termo de (4.52), mostrando-nos que

a escala de energia inicial da inflação é da ordem da massa de Planck

φi = Mpl

√
N
2π

, (4.55)

estando de acordo com a classificação de grandes campos.

Vácuo-dominado

Espera-se que a inflação términe no regime vácuo-dominado devido à instabili-

dade do inflaton, isto é, φ = φc para λ e λ′ não muito pequenas[9, 34]. Ao contrário

da situação anterior, neste regime, observamos de (4.51) e (4.50) que a variação des-

tes parâmetros é muito pequena, indicando que o potencial V(φ,0) deve ser bastante

plano até que o inflaton atinja seu valor crítico. Se V(φ,0) for suficienemente plano,

é possível que a inflação continue, ainda que φ < φc, entretanto, assumiremos que o

instante em que o valor crítico é atingido como um indicador de que a inflação chega

ao fim. Da condição (b1), o valor mínimo deste campo durante a inflação é

ψ2
min ≡

λ′

λ
(φ2

c − φ2) = M
(

1− φ2

φ2
c

)
. (4.56)

Em termos deste, podemos reescrever o potencial (4.38) e suas derivadas em termos do
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inflaton

V = V0

[
1 +

m2φ2

2V0
−
(

1− φ2

φ2
c

)2]
, (4.57)

V,φ = 2V0φ

[
m2

2V0
− 2

φ2
c

(
1− φ2

φ2
c

)]
, (4.58)

V,φφ = 2V0

[
m2

2V0
− 2

φ2
c

(
1− 3

φ2

φ2
c

)]
, (4.59)

e, em seguida, reescrever os parãmetros da ASR em termos destas expressões, no re-

gime φ̃2� 1, no instante em que o valor crítico do inflaton é atingido

ε(φ) &
M2

pl

4π

(
m2φc

2V0

)2

; (4.60)

η(φ) &
3M2

pl

πφ2
c

. (4.61)

onde, por simplicidade, escolhemos o segundo destes para nos levar à condição de que

a inflação termine devido a instabilidade

φ2
c .

3M2
pl

π
. (4.62)

Atingido o ponto crítico, tem início a subsequente transição de fase, cuja natureza

é bem mais complicada do que se pode tratar aqui. Como já dito, este modelo possui

grande dependência dos parâmetros, de forma que uma análise completa necessita de

vários dados advindos da teoria das perturbações e vínculos observacionais. Indica-

mos [34, 37] para maiores detalhes.

4.5 Inflação Natural

Este tipo de modelo [17, 21, 39, 40, ?] é caracterizado pelos chamados pseudo-

bósons de Nambu-Goldstone (PNGB o acrônimo em inglês) cujo respectivo potencial

surge quando se considera correções radiativas

V(φ) = m4
[

1 + cos
(

φ

f

)]
, (4.63)

O termo "pseudo"surge pois estes bosons diferentemente dos Nambu-Goldstone origi-

nais, adquirem massa quando das correções radiativas.

Estas correções resultam na quebra espontânea de uma simetria contínua para a

simetria discreta manifesta no potencial acima, a uma escala f , que determina se o
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modelo é do tipo I ou II, onde m é uma constante que determina a escala de massa

do campo escalar. O nome "natural"foi escolhido porque este potencial surge natural-

mente em modelos de Física de Partículas e em Teorias de Cordas. Exemplos de PNGB

são o píon, quando se considera a quebra espontânea da simetria quiral de isospin da

Cromodinâmica Quântica (QCD o acrônimo em inglês), e o axion, partícula hipotética

proposta na tentativa de explicar a violação da simetria CP na QCD. Cosmologica-

mente, o axion é importante, pois, se produzido em quantidades massivas no universo

promordial e se suficientemente leve, torna-se um candidato à explicação da matéria

escura.

Para o regime em que f � Mpl, o modelo é similar a inflação caótica. Considera-

remos o regime em que m ∼ 1019GeV, a escala de grande unificação, e f ∼ Mpl. Ini-

cialmente na região 0 < φ < π f , o inflaton evolui em direção ao mínimo do potencial

φ = π f e ao oscilar nesta região, inicia-se a fase de reaquiecimento. Os parâmetros da

ASR para este cenário são

ε(φ) =
M2

pl

16π f 2

[
sen(φ/ f )

1 + cos(φ/ f )

]2

, η(φ) = −
M2

pl

8π f

[
cos(φ/ f )

1 + cos(φ/ f )

]
, (4.64)

em que a violação do primeiro destes nos leva a uma equação do segundo grau, indi-

cando o início da inflação para φ aproximadamente zero como mostra a figura. Vemos

que estes pâmetros são independentes da escala m, determinada apenas pela escala f .

Uma propriedade típica dos modelos do tipo II é que a segunda derivada do potencial

pode mudar de sinal[21] e neste caso específico V,φφ < 0 na região 0 < φ < π f /2.

Figura 4.6 Esboço do potencial do potencial (4.63).

O número de e-foldings é

N =
16π f 2

M2
pl

ln

[
sen(φ f /2 f )
sen(φi/2 f )

]
, (4.65)
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de onde vemos que, se a escala f for muito menor que a massa de planck, a inflação

resultante não é suficiente para resolver os problemas do MCP. Para que N & 70 seja

satisfeita com uma escala f ∼ Mpl, o valor inicial do inflaton deve ser tal que φi .

0.1Mpl.

4.6 Um Modelo com solução exata

Em um universo plano, consideremos um cenário inflacionário que é caracterizado

pela condição de o fator de escala evoluir em potências do tempo cósmico, i.e.,

a(t) = aptp , (4.66)

com ap uma constante qualquer, em que p > 1, o que levou seus criadores L. Lucchin

e S. Matarrese a batizá-la como power-law inflation em 1985[36]. Satisfazer esta última

desigualdade implica em uma expansão acelerada do universo, pois

ä(t) = p(p− 1)apt(p−2) > 0⇔


p > 1

ou

p < 0.

(4.67)

Para encontrar a forma do potencial, devemos observar que a equação de Klein-Gordon

(3.44) pode ser reescrita na forma

d
dt

[
1
2

φ̇2 + V(φ)

]
= −3Hφ̇2 . (4.68)

Derivando a equação de Friedmann (3.38) em relação ao tempo físico e substituindo

o último resultado, obtemos φ̇2 = σt−2, onde definimos a constante σ = Mpl(p/4π)1/2.

Uma integração simples nos leva à evolução temporal do inflaton

φ(t) = φ(ti)± σ ln
(

t
ti

)
, (4.69)

que, substituída em (3.38), resulta em um potencial cuja dependência em relação ao

campo escalar é exponencial

V(φ) = V0 exp
{
−φ

σ

}
, (4.70)

onde definimos a constante

V0 ≡
3p− 1

2

(
σ

ti

)2

exp
{

φ(ti)

σ

}
. (4.71)
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Uma vez que a condição (4.67) é válida para todo t, o universo se expande indefini-

damente neste modelo, não havendo uma saída graciosa para que este evolua na forma

descrita no MCP. Entretanto, potenciais desta forma surgem na cosmologia das teorias

de Kaluza-Klein [36] e no âmbito de teorias alternativas a RG como a teoria Jordan-

Brans-Dicke[9] na qual, fazendo certas restrições ao potencial, permite um tempo finito

para o fim da inflação. Conhecida como inflação extendida, esta proposta reintroduz al-

gumas das ideias da velha inflação proposta por Guth[9] e suas variantes mais simples

já foram descartadas, uma vez que contradizem evidências observacionais[38].

Uma característica curiosa deste modelo reside no fato de a razão entre o termo

cinético φ̇/2 e o potencial ser sempre constante. Para isso, devemos encontrar a depen-

dência do potencial no tempo, substituindo (4.69) em (4.70), tal que V(t) ∝ t−1. Como

φ̇ ∝ t−1, temos φ̇(t)/V(t) ∝ const.

Em seguida, calculando o número de e-foldings usando os últimos resultados, te-

mos

N = ln
(

t
ti

)p
=

p
σ

[
φ(t f )− φ(ti)

]
. (4.72)

Por fim, podemos ver como se comporta este cenário mediante a ASR onde, usando

(4.70), encontramos os parâmetros ε = 1/p e η = 2/p, que implicam p > 1 e p� 2

respectivamente, mostrando que estes parâmetros independem do campo escalar. Se

por curiosidade desejarmos saber como fica a evolução temporal do fator de escala e do

inflaton, veremos que a ASR se mostra interessante nesse contexto pois dela obtemos

expressões muito próximas das exatas a pouco mostradas ao substituir o potencial em

(3.65) e (3.66) respectivamente.
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CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Nesse trabalho, fizemos uma revisão das técnicas analíticas básicas empregadas

na descrição do MCP e, principalmente, da inflação cosmológica, investigando alguns

de seus vários potenciais através do formalismo clássico da teoria de campos, onde

procuramos ressaltar as ligações entre alguns desses potenciais e teorias de Física de

Partículas. Em um contexto geral, fica marcada a simplicidade da teoria inflacionária,

que acaba por resolver vários problemas do MCP sem menção explícita a um potencial

específico para o campo escalar que a modela. Sendo incorporada à teorias em que há

a quebra espontânea de simetria em temperaturas da ordem da escala de grande uni-

ficação, a inflação cosmológica abre novas possibilidades de investigação do universo

primordial, permitindo aos cosmologistas novas perspectivas sobre a descoberta de al-

guns dos mais obscuros segredos da natureza. Os dados que virão do satélite Planck

em 2012 serão fundamentais nesse sentido.

Para um entendimento mais profundo da cosmologia inflacionária e, particular-

mente, de um de seus maiores triunfos, a predição do espectro das perturbações na

densidade de energia e suas consequências na formação de estruturas, é necessário o

conhecimento da teoria de perturbação, um dos nossos objetivos futuros. Este forma-

lismo também é importante para a conexão entre os vínculos observacionais e predi-

ções dos modelos inflacionários, permitindo discernir a viabilidade desses modelos,

em uma descrição realística do universo. O estudo do processo de reaquecimento do

universo após a fase inflacionária, em que há uma massiva produção de partículas,

também é de fundamental importância e, em particular, determinante para o estudo

da produção de neutrinos no universo primordial, que aliado a aplicação da inflação

em teorias supersimétricas e modelos cosmológicos alternativos, constituem alguns de

nossos interesses.
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