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RESUMO

Na presente tese, consideramos a emissao de particulas de Higgs por cordas cdsmicas
com condensado. Desta forma, sao obtidas restricoes na tensao da corda Gp,
considerando os efeitos da emissao de particulas de Higgs na formagao de elementos leves
durante o perfodo da fotodissociagao (10%s < ¢ < 10'%s) e também sua contribuigao
para os raios gama que sao observados no universo. As restrigdes sao obtidas como
funcao da constante de acoplamento s a corda césmica. Os resultados obtidos mostram
que a producao de particulas de Higgs por lagos de cordas césmicas é descartada, a
menos que Gu ~ 1071,

Outro efeito que consideramos aqui é o efeito Casimir térmico. Neste contexto,
calculamos a energia interna total, as densidades totais de energia e pressao e a energia
livre para os campos do neutrino e eletromagnético, nos modelos cosmolégicos de
Einstein e Friedmann. As contribuicoes de Casimir para todas essas quantidades sao
destacadas. As expressoes assintOticas para a energia interna total, energia livre e para
as contribuicoes de Casimir associadas as mesmas sao obtidas nos casos limites de baixas
e altas temperaturas. E mostrado que o campo do neutrino nao possui um limite classico
a altas temperaturas. Por outro lado, para o campo eletromagnético, demonstramos que
a energia interna total tem uma contribuicao de origem classica e a energia interna de
Casimir tende para o limite classico a altas temperaturas. A energia livre de Casimir
possui termos logaritmico e linear com relacao a temperatura. As entropias total e
de Casimir para os campos do neutrino e eletromagnético a baixas temperaturas sao
também calculadas, com a terceira lei da termodinamica sendo obedecida.

Adicionalmente ao efeito Casimir térmico, também estudamos o efeito Casimir-
Polder. Neste caso, calculamos o potencial de interacao de Casimir-Polder para
uma microparticula polarizavel e uma placa condutora no espaco-tempo gerado por
uma corda césmica perpendicular a placa. O caso geral do tensor de polarizacao
anisotropico para a microparticula é considerado. A forca correspondente é uma fungao
das distancias entre a microparticula e a placa e entre a microparticula e a corda.

Dependendo da orientacao dos eixos principais do tensor de polarizacao, a forca pode



ser atrativa ou repulsiva. O comportamento assintotico do potencial de Casimir-Polder é
investigado nos casos de pequenas e grandes distancias, comparados com o comprimento
de onda das transicoes atomicas dominantes. Mostramos também que o defeito conico

pode ser usado para controlar a intensidade e o sinal da for¢ca de Casimir-Polder.

Palavras chaves: cordas césmicas, particulas de Higgs, tensao da corda, efeito

Casimir, interacao de Casimir-Polder.



ABSTRACT

In the present thesis, we consider emission of Higgs particles by cosmic strings with
condensates. Stringent constraints on cosmic string tension Gu are obtained by
considering the effect of Higgs particles emission on photo-dissociation of lights elements
and their contributions to the observed diffuse gamma-ray background (GRB) in the
universe. The resulting constraints are obtained as a function of the coupling constant
K to the cosmic string and are plotted on the (k, Gu)-plan. Then, we show that the
production of Higgs particles by loops of cosmic strings is ruled out by observations of
photo-dissociation and GRB unless G ~ 10719,

Another effect we consider is the thermal Casimir effect. In this scenario, we
calculate the total internal energy, total energy density and pressure, and the free
energy for the neutrino and electromagnetic fields in Einstein and closed Friedmann
cosmological models. The Casimir contributions to all these quantities are separated.
The asymptotic expressions for both the total internal energy and free energy, and
for the Casimir contributions to them are found in the limiting cases of low and high
temperatures. It is shown that the neutrino field does not possess a classical limit
at high temperature. As for the electromagnetic field, we demonstrate that the total
internal energy has the classical contribution and the Casimir internal energy goes to
the classical limit at high temperature. The respective Casimir free energy contains
both linear and logarithmic terms with respect to the temperature. The total and
Casimir entropies for the neutrino and electromagnetic fields at low temperature are
also calculated and shown to be in agreement with the Nernst heat theorem.

In addition to the Thermal Casmir effect, we study the Casimir-Polder effect.
For this case, the Casimir-Polder interaction potential is evaluated for a polarizable
microparticle and a conducting wall in the geometry of a cosmic string perpendicular
to the wall. The general case of the anisotropic polarizability tensor for the microparticle
is considered. The corresponding force is a function of the wall-microparticle and cosmic
string-microparticle distances. Depending on the orientation of the polarizability tensor

principal axes the force can be either attractive or repulsive. The asymptotic behavior



of the Casimir-Polder potential is investigated at large and small separations compared
to the wavelength of the dominant atomic transitions. We show that the conical defect

may be used to control the strength and the sign of the Casimir-Polder force.
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Capitulo 1

Introducao

It is my task to convince you not to turn away because you don’t
understand it. You see my physics students don’t understand it...
That is because I don’t understand it. Nobody does.

QED: The Strange Theory of Light and Matter

— Richard P. Feynman —

O boson de Higgs é uma particula prevista pelo Modelo Padrao de fisica de particulas. A
existéncia de uma particula bosonica, cujas propriedades acredita-se serem consistentes
com as propriedades do béson de Higgs, tem sido confirmada por fisicos no LHC (Large
Hadron Collider) com um alto nivel de precisdo. Embora exista mais de um modelo de
fisica de particulas que preveem a existéncia do boson de Higgs, o comportamento da
particula tipo Higgs detectada no LHC tem sido consistente com o Modelo Padrao. Tal
particula tem um tempo de vida muitissimo curto 7, ~ 1072?s e uma massa my, ~ 126
GeV. Em um cenario em que cordas cosmicas estao presentes, particulas de Higgs
também podem ser produzidas, na forma de radiacao, por lacos de cordas cosmicas.
Corda césmica é um defeito topoldgico previsto por algumas teorias de calibre e pode
ser formada como resultado de uma quebra espontanea de simetria que deve ter ocorrido

durante transigoes de fase no Universo primordial [I,2]. A corda é caracterizada pela sua

14
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tensao u, a qual é da ordem de 7%, em que 7 é a escala de energia da quebra de simetria.
Quando cordas césmicas sao produzidas, evoluem dinamicamente e podem se intersectar
e auto-intersectar. Como resultado deste processo, cordas se quebram nos pontos de
intersecao e apds sucessivas reconexoes dao origem a lagos oscilantes. Tais lacos podem
apresentar cuspides - pontos ao longo da corda que podem alcancar momentaneamente
a velocidade da luz - ou kinks - pontos descontinuos no vetor tangente ao longo da
corda. As cordas com cuspides sao as que despertam maior interesse, porque podem
emitir particulas com energias muito maiores que suas massas de repouso, devido a um
alto fator de Lorentz.

A formacao de lagos no Universo primordial pode ter consequéncias astrofisicas e
cosmolégicas e apresentam-se como uma “marca registrada” da presenca de cordas
[3, 4, 5, [6, [7]. De acordo com observagdes da Radiagdo Cdsmica de Fundd] (CMBR)
[6, [7], cordas césmicas podem contribuir para perturbagoes de densidade no universo,
somente se sua tensao for tal queﬂ Gu < 1077, o qual se traduz em uma escala de
energia da ordem de n < 10 GeV. Valores maiores da escala de energia de formacao
da corda sao devidos a ondas gravitacionais [8, 9], as quais podem ser produzidas,
com variadas frequéncias, por cordas. Na medida em que os valores de G diminuem, a
emissao de particulas torna-se o mecanismo de perda de energia mais importante. Neste
sentido, muitos trabalhos tém sido feitos com o objetivo de explorar e entender como
este processo alternativo, o qual ocorre em baixas energias, pode afetar o Universo.

Deste modo, por exemplo, a emissao de particulas de Modulzﬂ foi considerada nas

LA abreviacio CMBR é devido & seguinte denominacdo em inglés: Cosmic Microwave Background

Radiation.

2@ ¢ a constante gravitacional. Nos estudos de cordas césmicas é comum usarmos o parametro
adimencional Gu para caracteriza-las. Esse parametro se torna adimensional no sistema de unidades

em que c=h=1.
3 Moduli sao particulas associadas a campos escalares chamados Moduli. Estes campos escalares

existem no contexto de alguns modelos de teorias de cordas.
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Refs. [10], 11}, 12, 13 14, 15]. Um estudo sobre a emissao de particulas por lagos com
espessura nao desprezivel pode ser encontrado na Ref. [16] e, adicionalmente, a emissao
de particulas de Kaluza—Kleinﬁ (KK) por cuspides presentes em supercordas césmicas
¢ analisada nas Refs. [17, [1§].

Outros fenomenos para os quais tem sido dado grande atencao sao o efeito Casimir
e o efeito Casimir-Polder, os quais também podem ser estudados no contexto de cordas
coOsmicas.

O efeito Casimir manifesta-se como uma polarizacao do vacuo devido a fronteiras
materiais ou a topologia nao-trivial do espago-tempo [19]. Este efeito é atualmente
bem conhecido e constitue um fenomeno com aplicacao multidisciplinar, abrangendo
areas que vao desde a matéria condensada até teoria quantica de campos, gravitacao
e cosmologia [20, 21, 22 23], passando por aplicagoes préticas em nanotecnologia.
Durante a tultima década, varios experimentos destinados a medir a for¢ca de Casimir
foram realizados, os quais podem ser encontrados nas Refs. [24], 25 26]. Os resultados
desses experimentos foram usados, dentre outros objetivos, para obter fortes restri¢oes
nos paramentros das correcoes do tipo Yukawa para a lei da gravitacao Newtoniana
prevista em muitas extensoes do Modelo Padrao [27, 28, 29, 30, BI]. Os estudos
iniciais sobre o efeito Casimir foram realizados a temperatura nula [I9]. No entanto, o
estudo do papel da temperatura sobre o efeito mencionado é de extrema importancia.
Neste sentido, foi obtido que a influéncia de portadores de cargas livres nas fronteiras
materiais, levando em conta corregoes térmicas para a forca de Casimir, é altamente
nao-trivial e conduz a problemas sutis de estatistica quantica [23] 24, 26], 32).

Em cosmologia, o efeito Casimir surge, nao devido a fronteiras materiais, mas

devido a condigoes de identificacao impostas ao sistema fisico pela topologia nao-trivial

4Particulas de KK sdao encontradas no contexto de teorias de cordas em que dimensdes extras sao

compactificadas.
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do espago-tempo. Especificamente, a densidade de energia e a pressao de Casimir
para o campo escalar nos modelos cosmoldgicos de Friedmann fechado e Einstein, com
topologia S® x R!, foram obtidos nas Refs. [33, [34] e [35] para os casos nao massivo
e massivo, respectivamente. A densidade e a pressao de Casimir para os campos do
neutrino e eletromagnético no modelo cosmolégico de Einstein foram obtidos na Ref.
[36]. O efeito Casimir foi investigado em vérios outros espagos com topologia nao-
trivial [37, B8, B9, 40]. Isto resultou no desenvolvimento de novos métodos em fisica
matemética e aplicagoes em cosmologia multidimensional [41l 42] e no problema da
energia escura [43].

Um consideravel nimero de trabalhos sobre o efeito Casimir térmico em modelos
cosmolégicos foram realizados. Especificamente, funcoes de Green térmicas nos espacos
de Rindler, de Sitter e Schwarzschild foram consideradas [44]. Nas Refs. [45, 46], o
tensor momento-energia térmico do campo escalar no modelo cosmologico de Einstein
foi investigado e os comportamentos assintéticos a baixas e altas temperaturas foram
obtidos. Um problema analogo para um modelo cosmoldégico com topologia de um 3-
toro foi analisado na Ref. [47]. Na Ref. [48] os resultados das Refs. [45, 46] foram
considerados, usando outra abordagem. Foi mostrado que o tensor momento-energia
térmico total do campo escalar, no modelo de Einstein, possui a contribuicao de Casimir,
a qual tem o mesmo comportamento assintotico a baixas e altas temperaturas, como no
caso de duas placas metélicas ideais e paralelas. O tensor momento-energia térmico
total do neutrino e do campo eletromagnético no modelo cosmolégico de Einstein
foi considerado na Ref. [49]. As expressoes obtidas foram usadas em [49, 50] para
determinar o back reaction do tensor momento-energia térmico total no espaco-tempo
resolvendo as equacoes de Einstein, situacao na qual este tensor foi considerado como
fonte.

Adicionalmente, interagoes de Casimir-Polder (CP) entre dtomos e superficies
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constituem uma das mais interessantes manifestagoes das flutuagoes quanticas do campo
eletromagnético [51]. As aplicagdes destas interagdes em muitas dreas da ciéncia e
tecnologia motivam a investigacao de varios mecanismos para controlar sua intensidade
e sinal. Recentemente, grandes esforgos tém sido feitos com o intuito de investigar a
natureza das forcas de CP e suas dependéncias com a geometria das fronteiras. Em
particular, tem havido um grande interesse nas forgas de CP repulsivas [52]. Na Ref. [53]
foi mostrado que a presenca de defeitos topoldgicos podem servir como uma ferramenta
fundamental para o controle das forgas. De fundamental interesse para esta tese é o
estudo da interacao de CP no espaco-tempo da corda césmica.

No modelo mais simples para a corda cdésmica reta e muito fina, a geometria fora
da mesma ¢é plana com um deficit angular dado por A¢ = 47Gu. A correspondente
topologia nao-trivial conduz a uma modificacao nas flutuagoes de ponto zero dos campos
quanticos. As mudancas nas propriedades de vacuo devido a esta modificacao tém
sido discutidas em um grande numero de artigos (veja, por exemplo, as referéncias
dadas em [54]). O efeito de polariza¢do do vicuo por uma corda cdsmica no espago-
tempo de de Sitter e anti-de Sitter foi investigado nas Refs. [55, 56]. A distorgao
das flutuagoes de vacuo do campo eletromagnético por uma corda césmica também
da origem a uma for¢a de CP entre a corda e uma particula polarizavel. Esta forca
¢ investigada nas Refs. [57, 58]. Foi mostrado que a mesma depende dos autovalores
do tensor de polarizacdo e da orientagao dos seus eixos principais. A for¢a de CP
entre uma corda e uma particula pode ser repulsiva ou atrativa com relacao a corda.
Para um tensor de polarizacao isotrépico, a for¢a é sempre repulsiva. Na Ref. [53] foi
considerado a influéncia da corda césmica na forga de CP entre uma microparticula
e uma casca cilindrica condutora e coaxial a uma corda. Os efeitos combinados da
topologia da corda cosmica e das fronteiras sobre a energia do vacuo foram discutidos

nas Refs. [54, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, [66].
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A presente tese estd organizada da seguinte forma: no capitulo [2 uma revisao
sobre os aspectos principais da formacao e dinamica da corda césmica, bem como sua
influéncia cosmoldgica, é apresentada. No capitulo[3] estudamos um sistema fisico o qual
se propoe a estudar a emissao de particulas de Higgs e suas consequéncias cosmoldgicas
sobre a formacao dos elementos leves no periodo da fotodissociagao e sobre a quantidade
de raios gama que sao observados no Universo na presente época. Uma revisao sobre
os efeitos Casimir, Casimir térmico e Casimir-Polder, com um enfoque mais nos dois
ultimos, é discutida no capitulo 4 Um estudo sobre o efeito Casimir térmico, para
os campos do neutrino e eletromagnético, no contexto dos modelos cosmologicos de
Friedmann fechado e de Einstein é realizado no capitulo 5 Adicionalmente ao estudo
do efeito Casimir térmico, no capitulo[6], um sistema constituido de uma microparticula
polarizavel na presenca de uma placa condutora no espaco-tempo da corda césmica é
analisado de forma a obter-se as interacoes de Casimir-Polder. Finalmente, no capitulo

apresentamos nossas conclusoes e perspectivas.



Capitulo 2

Cordas césmicas - aspectos

principais

Not only is the Universe stranger than we think, it is stranger than
we can think.
Across the Frontiers

— Werner Heisenberg —

O maior interesse em cordas cdsmicas surgiu nos anos oitenta e noventa, momento no
qual fisicos acreditavam que as mesmas pudessem oferecer um modo alternativo de
gerar perturbagoes de densidade primordial, o que levaria a formagao de estruturas no
Universo, tal como galaxias e aglomerados de galaxias. Contudo, medidas da radiacao
cosmica de fundo descartaram a possibilidade de cordas serem a principal fonte de
flutuagoes de densidade primordial [67]. Somente hd cerca de uma decdda, cordas
coOsmicas comecgaram a reaparecer como um assunto de interesse no cenario cosmolégico.
Isto ocorreu devido a alguns importantes fatos tedricos e observacionais.

Do ponto de vista tedrico, o renovado interesse por cordas teve seu inicio com a
teoria fundamental de cordag’| Inicialmente, achava-se que ndo existia conexdo alguma

entre cordas cosmicas e cordas fundamentais, uma vez que a formacao das primeiras

ITeoria fundamental de cordas ou teoria de cordas é, atualmente, a teoria mais aceita que se

20
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acontece em escalas de energia de grande unificagao (10'® GeV') ou menos, e a formagao
das segundas ocorre na escala de energia de Planck (10 GeV'). Contudo, percebeu-
se que a escala de energia para a teoria de cordas podia ser menor e, desta forma, a
mesma garantiria a existéncia de defeitos topoldgicos macroscépicos, dentre os quais
cordas estao presentes [68]. Além disso, teorias supersimétricas de grande unificac¢ao
também predizem a existéncia de cordas cosmicas.

Do ponto de vista observacional, uma possivel explicacao para a formacao de lentes
gravitacionais foi atribuida, inicialmente, a uma corda césmica [68]. No entanto, novas
analises usando dados do telescopio espacial Hubble, em 2006, mostraram que nao se
tratava de um caso de lentes gravitacionais. No entanto, este fato foi parcialmente
responsavel pela renovacao do interesse no estudo das cordas césmicas, e do papel
destas, no contexto astrofisico e cosmolégico. Adicionalmente, observacgoes de flutuagoes
anomolas no Universo podem ser explicadas, de modo mais simples, através da presenca
de cordas coésmicas [67, [68].

Na préoxima secao faremos uma breve revisao sobre a formacgao de defeitos
topologicos e nas segoes seguintes abordaremos os principais aspectos da corda césmica,
incluindo sua dinamica. Adicionalmente, no presente capitulo e no proximo, usaremos
as seguintes convengoes: métrica de Minkowski com assinatura n,, = (—1,1,1,1) e

h = c =1, para a constante de Planck A e para a velocidade da luz c.

2.1 Defeitos topoldgicos - uma breve revisao

Defeitos topoldgicos sao previstos em teorias de grande unificagao (GUT’s como sao

conhecidas, em inglés, uma vez que é a abreviacao para Grand Unification Theories).

propoe a unificar as quatro interagoes fundamentais; interacao gravitacional, interagao eletromagnética,
interagdo nuclear fraca e interacdo nuclear forte. Apesar desse status, ainda nao obteve-se evidéncia

experimental que confirme as predicoes da teoria de cordas.
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Tais defeitos aparecem quando um grande grupo de simetria é quebrado, conduzindo aos
grupos de simetria do Modelo Padrao de fisica de particulas SU(3) x SU(2) x U(1). Do
ponto de vista da cosmologia, este mecanismo, que é chamado de quebra espontanea de
simetria, deve ter ocorrido quando nosso Universo evoluiu de um estado extremamente
quente para estados cada vez mais frios, através de um processo chamado de transicao
de fase. Este fenomeno ocorreu no Universo primordial, onde altas energias podem ser
encontradas, da ordem de 10'°GeV | que é a escala de energia de grande unificacao.
Devido a quebra espontanea de simetria, o valor esperado de vacuo do campo que
descreve uma teoria particular adquire um valor nao-nulo. Isto significa dizer que, o
vacuo da teoria adquire uma topologia néo—trivialﬂ a qual caracteriza a variedade de
vacuo, e dependendo dessa variedade de vacuo, que surge devido a quebra de simetria,
pode-se ter diferentes tipos de defeitos topolégicos. Monopolos, paredes de dominio,
texturas e cordas cosmicas sao exemplos de defeitos topoldgicos associados a diferentes
variedades de vacuo.

Um modelo simples, descrevendo uma quebra espontanea de simetria, é o chamado

modelo de Goldstone, o qual é descrito pela seguinte densidade Lagrangiana [T}, 2]:

L = (0,0)(0"9) = V(9), (2.1)

em que ¢ é um campo escalar complexo e o potencial V' (¢) associado a este campo

complexo é dado por
A 1
V(g) = 5P — 50" (2.2

com \ e 1) sendo constantes positivas e |¢|> = d¢.

A equagdo de movimento que surge da Lagrangiana (2.1]), com o potencial (2.2)), é

2Kibble propés uma forma de classificar a variedade de vacuo M, associada a diferentes tipos de
defeitos topoldgicos, de acordo com grupos de homotopia 7, (M), em que n é a ordem do grupo de

homotopia. Deste forma, a topologia do vdcuo serd nao-trivial quando 7, (M) # I.
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dada por
1
00,6+ M|o> — 57)6 = 0. (2.3)

Deste modo, a solu¢do fundamental, de vicuo, para a Eq. (2.3) sera
6= Dot (2.4)

em que ¢ é uma fase arbitraria.
Claramente, o modelo descrito pela Lagrangiana ([2.1)), é invariante sob o grupo de

tranformacoes de fase globa]lﬂ U(1), ou seja

$(a) — e o(x), (2.5)

em que « é uma fase arbitraria. Além disso, os valores minimos do potencial ([2.2)
formam um circulo de raio |¢| = \% (veja Fig. 2.1) e, portanto, a solugao de vacuo

(2.4) da teoria adquire um valor esperado nao-nulo

(0¢]0) = %e”. (2.6)

Deste modo, pode-se perceber que sob transformacoes de fase , o valor esperado
de vacuo tem sua fase mudada de 6 para € 4+ a e, portanto, a simetria é
espontaneamente quebrada, visto que (2.6) nao é invariante sob tais transformacoes.
De forma geral, toda vez que a Lagrangiana associada a uma teoria de campo, como
por exemplo , tiver sua simetria preservada sob certos grupos de transformagoes,
porém, o valor esperado do vacuo do campo nao tiver sido preservado, dizemos que a
simetria foi espontaneamente quebrada. Esse processo de quebra espontanea de simetria
d4 origem a uma particula escalar de massa m? = A%, e a uma particula bosonica sem
massa chamada de bdson de Goldstone, o qual é associado com a quebra global de

simetria.

3A denominacdo ‘global’ indica que a fase @ na equacdo (2.5 é independente das coordenadas de

espago-tempo z*.
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Re(9)

Figura 2.1: Grafico mostrando o potencial com formato de chépeu mexicano descrito pela
Eq. (2.2)) [I]. Pode-se perceber o circulo de minimos no plano complexo, devido & quebra de

simetria U(1).

Do ponto de vista de teorias abelianas de gauge, existe o chamado modelo Abeliano

de Higgs, o qual é descrito pela seguinte densidade Lagrangiana:

L=~ {FuF* + D0~ V(9). @)

em que D, = 0, +ieA, e I, = 0,A,—0,A,, sendo A, um campo vetorial. A densidade

Lagrangiana ([2.7]) é invariante sob o grupo de transformagoes locais U(1)
ia(x) 1
6= g™, A, A~ ~d,ala), (2.8)
e
em que a(z) é uma fungao real. Com isso, as equagdes de campo serdo dadas por

1
DuD"6+ A(9f = 516 =0,

O, F" +ie(¢pD" ¢ — D" ) = 0. (2.9)

A solugao para o campo escalar ¢, nas equacoes em ([2.9)), serd similar a , porém,
agora com a fase a dependendo das coordenadas z#. Neste caso, como consequéncia
da quebra espontanea de simetria, tem-se um campo escalar massivo com massa ms,
exatamente como antes, porém, agora, com o bdson de Goldstone sendo incorporado

ao campo vetorial A,, o qual ganha massaﬂ m, = en.

4Um estudo mais detalhado sobre defeitos topoldgicos do ponto de vista de teorias Abelianas e nao

Abelianas de gauge pode ser encontrado em [IJ.
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Antes de falarmos especificamente sobre cordas césmicas, é importante entender
o caso mais simples em que um defeito surge. Neste sentido, considere o modelo
de Goldstone , mas agora descrito por um unico campo escalar real ¢, o qual
depende somente das coordenadas ¢ e x. Para este caso, o potencial V(¢) associado a

Lagrangiana ([2.1]) é descrito como

A

V(o) = 5(6* — ) (2.10)

O potencial (2.10) descreve um duplo pogo de potencial que pode ser visto na Fig.
2.2. A solugao estética da equagao de campo que surge da Langrangiana (2.1)), com o

potencial (2.10)), é dada analicamente por

¢(z) = ntanh ((/\/2)1/27]x) : (2.11)

>~u>

-1
Figura 2.2: Duplo pogo de potencial descrito pela Eq. (2.10). Note que reescalamos o

potencial V' (¢) para a forma %V((;S) e plotamos o gréfico do mesmo com relagao ao campo ¢.

O modelo que fornece a solugao ¢ conhecido como ¢*-kink, uma vez que
descreve um ‘kink’ cujo centro é localizado em z = 0 (veja Fig. 2.3). Na Fig.
2.3, pode-se perceber que quando x — £oo, o campo ¢ — +n. Ou seja, o campo
o(z) é responsavel por mapear, nao-trivialmente, os pontos x = +o0o do espago fisico

na variedade de véacuo constituida por ¢ = £n (Fig. 2.2). Portanto, se a variedade de
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vacuo M tiver componentes desconexas, como neste simples exemplo que acabamos de
ver, paredes de dominio podem ser formados nas fronteiras descritas pelos valores +£7.
Neste sentido, paredes de dominio aparecem quando uma simetria discreta é quebrada,
como por exemplo a quebra de simetria for reflexao ¢ — —¢. Isto é exatamente o que
acontece quando o grupo de homotopia de ordem zero my(M) é nao-trivial. Pode-se ver
que o modelo de Goldstone descrito por , com o potencial , ¢ invariante sob
tais transformacoes por reflexao, entretanto, o valor esperado de vacuo nao o é, visto
que uma transformagao por reflexao do tipo ¢ — —¢ conduz o valor esperado de vacuo

de n para —n ou vice versa.

Figura 2.3: Gréfico da solucao (2.11)).

O contexto em que cordas césmicas sao formadas é um pouco mais complicado do
que no exemplo anterior. No entanto, mantendo a mesma idéia em mente, mas agora
de uma forma mais intuitiva, podemos tentar entender como o defeito tipo corda surge.
Considere, entao, o modelo de Goldstone descrito por com o potencial mexicano
. Se descrevermos um caminho fechado L no espaco fisico representado pelo plano-
(x,y), o campo scalar complexo ¢(x) serd capaz de mapear os pontos desse caminho
fechado L no circulo de minimos |¢| = \% da variedade de vacuo M, e que pode ser vista
na Fig. 2.1. Desta forma, se variarmos o circulo fechado L na direcao perpendicular

ao eixo z, pode-se perceber a formagao de um defeito topoldgico tipo corda (veja Fig.
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2.4). Neste sentido, toda a energia da corda estara concentrada em seu ntcleo, o qual

¢ definido exatamente pelo circulo de minimos |¢| = \%

Figura 2.4: Uma corda césmica em trés dimensoes pode ser localizada quando percorre-se

um caminho fechado L em volta da mesma [I].

De forma geral, cordas césmicas aparecem em modelos nos quais a variedade de
vacuo M nao é simplesmente conexa, o que significa que M contém ‘buracos’ (neste
caso o circulo de minimos S'). Desta forma, o raio de qualquer caminho fechado
que fizermos em torno destes ‘buracos’ nao podera ser levado continuamente a zero.
Evidentemente, neste caso, a variedade M sera nao-trivial ja que descreve um conjunto
de minimos diferentes de zero. O grupo de homotopia que descreve cordas césmicas é
de ordem um, 7 (M), o qual é conhecido como o grupo fundamental de homotopia.
Os grupos de homotopia classificam o mapeamento de pontos de uma n-esfera S™ na
variedade de vacuo M e, portanto, sao bastante importantes no entendimento das
propriedades topoldgicas da variedade de vacuo.

Monopolos, ou defeitos tipo-ponto, sao formados quando pontos de uma 2-esfera S?
sao mapeados, nao-trivialmente, na variedade de vacuo M, o qual por sua vez, neste
caso, corresponde ao segundo grupo de homotopia my(M). Desta forma, analiticamente,

pode-se obter defeitos tipo-ponto considerando que o campo escalar real em ([2.10]) tem
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3 componentes, ou seja:
3
@ =) 6.
k=1
De forma analoga, texturas sao formadas quando uma 3-esfera S® é mapeada na
variedade de vdcuo M, que pertence ao terceiro grupo de homotopia m3(M). Assim,

o campo escalar em (2.10]) terda 4 componentes. Para um resumo dos tipos de defeitos

topoldgicos, suas dimensoes e grupos de homotopia veja Tabela [2.1]

Defeitos topoldgicos | Dimensao | Classificagao
Parede de dominio 2 (M)
Corda césmica 1 w1 (M)
Monopolo 0 T (M)
Textura — m3(M)

Tabela 2.1: Classificagao dos defeitos topoldgicos de acordo com seus grupos de homotopia.

2.1.1 Corda césmica global

Existe uma outra solucao, neste caso estdtica, com densidade de energia nao-nula,

para a Eq. (2.3)) [I, 2]. Tal solucao é descrita pelo seguinte ansatz:

¢ = %f(msmem, (2.12)

em que (p,y,z) sdo as coordenadas cilindricas, n é um numero inteiro conhecido
como numero de circulacao e m, é a massa da particula escalar que surge da quebra
espontanea de simetria global, mencionada anteriormente na Secao [2.1 O ndmero de
circulagao representa o nimero total de voltas que o campo ¢ da em torno dos minimos
lp| = \/15 se calcularmos seus valores ao longo de um caminho fechado L. Tal ntimero é

positivo para voltas no sentido horario e negativo para voltas no sentido anti-horario.
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Além disso, cordas césmicas somente existirao se o numero de circulagao for diferente

de zero.

Substituindo a Eq. (2.12) na Eq. (2.3)), obtemos

1 n? 1
1! !
Pl —a3

(f*=1f=0, (2.13)
em que ¢ = myp. Da Eq. podemos obter o comportamente assintético de f para
pequenas e grandes distancias £. Para que a fung¢ao ¢ mantenha seu comportamento
regular na origem, é necessario que f — 0 quando & — 0. Assim, ¢ e f serao continuas
e diferenciaveis de tal forma que a Lagrangiana seja bem definida. Para valores
grandes de &, é necessario que f — 1 para que o campo recupere sua solucao de vacuo
(2.4). Esta condi¢ao evita que exista um excesso de energia para o campo ¢, o que
significaria um valor infinito para a energia total. Desta forma, é razoavel admitirmos

que f =1—df. Substituindo esta expressio na Eq. (2.13)), obtemos que § f ~ n?/&2.

A densidade de energia associada ao campo ¢ é dada pela densidade Hamiltoniana
£ =19 + Vo’ + V(9). (2.14)

Embora a densidade de energia £ seja bem comportada na origem, para longas
distancias, existe um termo proporcional a €72 na Eq. (2.14)), devido & derivada angular
do gradiente. Em outras palavras, a energia por unidade de comprimento desta solucao

é infinita. No interior de um cilindro de raio R >> m_!

s

a energia por unidade de

comprimento é dada aproximadamente por

o~ 27r/,0|V¢\2dp ~ 2n*n?In(R/ro), (2.15)

em que rg ~ m, ' é o raio da corda. As solucoes (2.4)) e (2.12)) sdo conhecidas como
cordas césmicas globais ou vértices [69], uma vez que as mesmas estdo associadas
com uma quebra espontanea de simetria global. Em geral, nao sao consideradas

topologicamente estaveis ja que a densidade de energia ¢é infinita para grandes distancias.
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2.1.2 Corda césmica local

Considere agora as Egs. , para uma simetria de gauge local. Uma solucao
de vértice [70] ainda existe para tais equagoes, porém, possui propriedades bastantes
diferentes quando comparadas com as solugoes de vortices globais. Neste caso, a energia
por unidade de comprimento é finita. Vejamos como isto acontece mais especificamente.
Em coordenadas cilindricas, fazendo a escolha de calibre A, = 0, podemos escrever o

seguinte ansatz:

. . n i
%f(mvp)e’”“", A= glalmap). (2.16)

Substituindo as expressoes da Eq. (2.16)) nas equacoes em (2.9)), obtemos um sistema

o=

de equagoes diferenciais acopladas, o qual nao tem solugao exata [2]. Contudo, o
comportamento assintético para pequenas e grandes distancias é dado, respectivamente,

por [11, 2]

- |n| N 2 In|f5 2n|+2
f f0£ ) a aog 4(‘%‘ + 1)§ * ) €_> 07

fol=hEPep(=V/BE),  a~1—a& Pexp(—E), §— oo, (2.17)

em que 8 = Ne? = (my/my)? e £ = myp. Para f > 4, f(oo) ~ & lexp(—2€).
O comportamento assintdtico apresentado em (2.17)) mostra que a solugao de vértice
local é regular na origem e os campos se aproximam da solucao de vacuo para grandes

distancias. A energia por unidade de comprimento da corda local é calculada como

e / pdpdip€ (p) ~ mife(B), (2.18)

em que €(3) é um parametro que cresce lentamente com [ e que, além disso, pode
ser mostrado analiticamente que €(1) = 1 [2, [71]. Desta forma, pode-se adotar a
aproximacao i ~ n%. Como podemos perceber, as solucoes de cordas locais possuem
uma densidade de energia por unidade de comprimento finita e, portanto, sao mais

interessantes do ponto de vista cosmoldgico.
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Nosso estudo sobre cordas césmicas na presente tese somente leva em consideracao
cordas césmicas locais. Assim, nas préoximas se¢oes veremos os principais aspectos da

dinamina de cordas césmicas no espago-tempo plano.

2.2 Dinamica de cordas cosmicas

2.2.1 A acgao de Nambu-Goto

Podemos considerar uma corda césmica como tendo somente uma dimensao se seu
raio de curvatura R for muito maior que sua espessura § (R >> §). Deste modo, sua
trajetoria através do espago-tempo 4-dimensional pode ser parametrizada de tal forma

que ela possa ser representada por uma superficie bi-dimensional descrita por [11 2]

Xt =X"0%, a=0,1, (2.19)

0 ¢! sao as coordenadas

a qual é chamada de folha de mundo da corda e os parametros o
desta folha. A coordenada ¢ é do tipo-tempo e a coordenada o, a qual localiza pontos
ao longo da corda, é do tipo-espaco. Além disso, a parametrizacao (2.19) permite que

o intervalo de espaco-tempo entre dois pontos vizinhos na folha de mundo possa ser

descrito por

ds® = g, X1 X do"do”, (2.20)

onde g,,, ¢ a métrica do espago-tempo. Deste modo, podemos definir a métrica da folha

de mundo bi-dimensional como sendo
Yab = g}LVX:L[LzXfl/)? (221)

e consequentemente, temos

ds® = yupdodo®, (2.22)

em que a métrica contravariante y*° é definida, assimo como g,,,, por Y7, = 62.
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A dinamica da corda pode ser obtida pela agdo de Nambu-Goto [I}, [72]

S = —u/\/—_deU, (2.23)

em que v é o determinante da métrica induzida v, devido & parametrizacao (2.19).
Variando ([2.23) com relagao a X*(o”), podemos obter as seguintes equagoes de

movimento para a corda cosmica:
XK 4 Th X" XG5 =0, (2.24)
em que usamos a expressao e a relagao
dy = vy dyap- (2.25)

O sfmbolo de Christoffel T, e o Laplaciano X% na Eq. (2.24) sao dados,
respectivamente, por

1
Plzfa = §gMT (.g’ru,a + Grow — gua,r), (226)

a ]' a
Xk = ﬁaa (V= Xh) . (2.27)

Variando novamente a agao ([2.23)), agora com relagao a g, pode-se obter o tensor

momento-energia

05

T“”\/—_ = _92
og

.y / o/ TP XEXEF(XP — XP(07)).  (2.28)

uv
2.2.2 Equacao de movimento no espaco-tempo de Minkowski

Considerando a métrica g,,, como sendo a métrica de Minkowski 7,,, e os simbolos
de Christoffel como sendo todos nulos I'* = 0, a equagdo de movimento (2.27) pode

ser esrita como

0o (V=17 X4) = 0. (2.29)
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Note que a agao de Nambu é invariante sob reparametrizacao da folha de mundo.
Neste sentido, podemos reduzir os graus de liberdade da métrica v, de trés para apenas
um grau de liberdade [73]. Isto pode ser feito realizando uma transformagao 0% — (o)
nas coordenadas da folha de mundo de tal forma que a métrica ~,, assuma a forma

conformalmente plana

Yab = Q2(0)Nap, (2.30)

em que 7,, = diag(—1,1). Deste modo, a Eq. (2.30]) fornece

Y1 =0, Y0 +711=0. (2.31)

As relagoes em ([2.31]) sdo conhecidas como calibre conforme uma vez que sdo obtidas

da forma conformalmente plana (2.30) da métrica da folha de mundo. Usando a Eq.
E31) na Bq. (220), temos

X X' =0,

X2+ X2 =0, (2.32)

O e 0!, respectivamente.

em que ponto e linha representam derivadas com relacao a o
Usando as condigbes de gauge (2.31)), a equagao de movimento (2.29)) pode ser escrita

em uma forma mais simples como

Xr— X" =0. (2.33)

Para analisarmos solugoes da equagdao de movimento ([2.29)), é conveniente fixarmos
ainda mais o calibreﬂ Para tal propdsito, a esolha usual é a do calibre temporal ¢ = ¢

[74]. Assim, a trajetéria da corda serd descrita apenas pelo tri-vetor X(o,t), em que

5Temos a liberdade de fixar ainda mais o calibre porque as relacoes em (2.32)) sdo escritas em termos
de derivadas. Desta forma, podemos escolher % =1, em que X° =¢t. Com essa esolha, % = 0 uma

vez que agora ol e t sdo varidveis independentes.
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o' = 0 é a coordenada tipo-espaco da corda. Com isso, as equacoes (2.32)) e (2.33)

podem ser escritas como

X-X' =0,
2 2
X 4+ X?=1,
X - X" =0, (2.34)

em que X sao as coordenadas espaciais do quadri-vetor X*.

A solugao geral para as equagoes em ([2.34]) é dada por
1
X(0,t) = 5[X4(04) + X_(0-)], (2.35)

em que X, (0, ) corresponde a ondas se propagando para a direita, X_(o_) a ondas se
propagando para a esquerda e o, = o0 +t, 0. = 0 —t sao as cordenadas do cone de
luz. Substituindo a Eq. nas Egs. , pode-se obter as seguintes relagoes de
calibre:

X?=X"?=1, (2.36)

em que “linha” corresponde a derivadas com relacao as correspondentes coordenadas de
cone de luz o, e o_. As relagoes em ([2.36]) sao conhecidas como condigoes de Virasoro.

O tensor momento-energia no gauge descrito pelas Eqgs. (2.31]) pode ser obtido como

[
zwwxxy:u/dﬂXﬁXW—XWXWw%X—Jq@wy (2.37)

Deste modo, a energia total £ da corda pode ser escrita da seguinte forma:
E:/ﬁWX:u/m. (2.38)
De forma semelhante, o momento linear e o momento angular da corda sao dados por

P = ,u/daX(a, t),

J= u/dOX(a, t) x X(o, 1), (2.39)
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em que o simbolo “x” indica o produto vetorial entre o vetor X(o,t), que localiza

pontos ao longo da corda, e o vetor velocidade da corda X(U, t).

2.3 Lacos de Cordas Cdésmicas, Cuspides e Kinks

As relagoes em (2.36) podem ser interpretadas como curvas descritas sobre uma
esfera unitarial, sendo o o paramentro que descreve o comprimento ao longo dessas

curvas. Deste modo, o movimento de lagos fechados de cordas pode ser descrito pelas

Egs. (2.35) e (2.36)), sendo que a coordenada tipo-espago ¢ varia no intervalo
0<o<I, (2.40)

em que L é o comprimento do lago e é definido como L = E/u. Para que se possa
ter lacos fechados de cordas, é também necessario que se tenha a seguinte condig¢ao de

periodicidade na funcao X(o,1):
X(o+ L/2,t+ L/2) = X(o,t). (2.41)
Além disso, visto que as quantidades X (o4) sdo também periddicas, temos a relagao

L L
/ do X!, = / do_X_ =0. (2.42)
0 0

Dessa forma, o centro de massa das curvas X/, (o) estard localizado no centro da esfera

unitaria e, portanto, tais curvas nao poderao estar somente em um hemisfério dessa
. / ,

esfera. Assim, espera-se que as curvas X/ (o) se cruzem em algum ponto e que, além

disto, existam regides em que X', (¢) e =X’ (o) tenham os mesmos valores, ou seja:

X!\ (04) + X (03) = 0. (2.43)

6Essa denominacdo foi sugerida por Tom Kibble e Neil Turok em 1982 e, poranto, é conhecida como

esfera de Kibble-Turok.
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Como resultado, na posigao o = (g, + 03)/2 e no tempo t = (o, — 0,)/2, temos

0, X(0,1) = 5 (XL 01) + XL (0)) =0,

0K (0,0 = 31X, (0.) = X (7)) = 1 (2.44)

em que J, = 0/0o, 0y = 0/t e a “linha” corresponde as derivadas com relacdo as
respectivas coordenadas de cone de luz oy. As relagoes em ([2.44]) indicam que cﬁspidesﬂ
sao formados na posi¢ao e no tempo descritos acima. Ou seja, ctuspides sao pontos na

corda que se movem momentaneamente com a velocidade da luz (ver Fig. 2.5).

Figura 2.5: Simulagoes numéricas mostram que uma vez que um cuspide é formado, o mesmo
evolui dinamicamente de forma a emitir uma alta quantidade de energia. Devido a essa
emiss@o de energia (regido nublada), o cispide se torna menos acentuado como mostra a

figura acimal|75].

E importante ressaltar que a acao de Nambu-Goto descreve o movimento de
cordas com exatidao somente se as mesmas nao se auto-interceptarem e nao interagirem
entre si. Por outro lado, se uma dessas duas possibilidades mencionadas acontecer, a
aproximagcao de Nambu-Goto perde a validade nas regioes onde as cordas interagem e,

portanto, simulagoes numéricas desempenham um importante papel no entendimento

7O termo em inglés é conhecido como cusp para designar um cuspide presente em uma corda

coOsmica.
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do comportamento de cordas nessas regioes. Adicionalmente, simulagoes numéricas
revelam que apds cordas césmicas serem produzidas, elas sofrem um processo de
interagao e auto-interagao no qual as mesmas dividem-se e em seguida se reconectam
(veja Fig. 2.6). Cada interacao entre as cordas produz um kmkﬁ apds a reconexao, € o
resultado desse processo sao lagos de cordas com alguns kinks. Um unico kink aparece

no caso especial em que somente uma das fungoes X/, (04) é descontinua.

—————

2
, \

Figura 2.6: Processo de interagao e auto-interagao entre cordas[76]. Apés este processo, um
kink é formado em cada corda. No entanto, os mesmos desaparecem gradualmente durante a

expansao do Universo.

2.4 regime de escala

O estudo de cordas cosmicas tem grande importancia cosmolégica. Neste sentido,
para que se possa admitir a existéncia de cordas do ponto de vista tedrico e com
possibilidade de deteccao observacional, a fracao de energia no Universo associada as
mesmas precisa ser constante. Para entendermos isto mais claramente, devemos analisar
a razao (). entre a densidade de energia total na forma de cordas presentes no volume do
horizonte cosmolégico e a densidade de energia do Universo. Desta forma, existem treés
possibilidades para o resultado desta razao a medida que o Universo evolui: aumentar,

diminuir ou permanecer constante. Se (). tivesse aumentando, a densidade de energia

8kinks sdo descontinuidades no vetor tangente (X', (o+)) & corda césmica.
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das cordas estaria dominando a densidade de energia do Universo na presente época
e, portanto, cordas ja deveriam ter sido observadas. Se por outro lado, €. estivesse
diminuindo a medida que o Universo evolui, cordas teriam sido diluidas com o tempo e,
deste modo, nao se teria qualquer expectativa que as mesmas pudessem ser observadas.
Como nenhuma das duas opgoes se mostra viavel para a existéncia e a consequente
deteccao de cordas, devemos esperar, entao, que €. seja constante. Este procedimento,
o qual constitui a alternativa mais plausivel para a existéncia de um defeito tipo corda,
¢ chamado de solucao de escala.

Simulacoes nimericas tém mostrado que aproximadamente 90% da rede de cordas
consiste de cordas infinitas, sendo o resto lagos que rapidamente decaem [77, [78], [79).
Neste sentido, a densidade de energia das cordas é dominada por cordas infinitas e é

dada aproximadamente por

i

em que [ é um comprimento definido tal que as cordas estejam todas dentro do volume

[3. Para que Q. seja constante, [ = A\t. Com isso, podemos reescrever ({2.45)) como [I]
(2.46)

em que ( = A2 ~ 16 é o parametro que caracteriza a densidade associada as cordas
infinitas. De fato, simulagoes numéricas confirmam que cordas cdésmicas aproximam-se
de um regime de escala e que, portanto, a definicao é consistente [11, 2].

A densidade de energia total do Universo na era dominada pela radiacao é dada por

3H?

— 2.4
el (2.47)

Pr =

em que H = 1/2t é o parametro de Hubble (ver apéndice |[A.1)). Assim, usando ([2.46)) e

(2.47), a fragao de energia (). pode ser obtida como

87r/\2Gu ~ Gp. (2.48)

Q ~ —
3
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Portanto, cordas césmicas contribuem com uma pequena fra@é(ﬂ constante para a

densidade de energia do Universo, de acordo com a Eq. (12.48)).

2.5 O espaco-tempo da corda césmica

Podemos obter a expressao para a métrica que descreve o espaco-tempo de uma
corda césmica muito longa, estatica e sem estrutura (muito fina), usando a aproximagao
de campo fraco. Neste sentido, a métrica do espago tempo serd aproximadamente a de
Minkowski [TI, 80]

Yuv = M + Iy, (2.49)
em que h,, << 1 ¢ a perturbacao na métrica, a qual permite que a equacao de Einstein
seja linearizada. No gauge hamonico g“’T;\w = 0 [1], o tensor de Ricci (ver apéndice
linearizado é dado por

R, ~ %aka’fh,w. (2.50)
Substituindo nas equacoes de Einstein, temos

Ohy = 167G S 0, (2.51)

em que O = 9,0% é o operador D’Alembertiano e

1
S,uzz - T,uzz - 57]/.1,1/T7 (252)

com T sendo o traco do tensor momento-energia, 7,,. Deve-se notar que, na
aproximacao de campo fraco, a métrica de Minkowski 7,, ¢ usada para levantar e
baixar indices.

Para uma corda muito longa e estatica, situada ao longo do eixo z, o tensor momento-

energia (2.37)) se reduz a [I]

TH(x) = pd(z)d(y)diag(1,0,0,1). (2.53)

9Dados observacionais da CMB indicam que Gu < 1077 [6, [7].




CAPITULO 2. CORDAS COSMICAS - ASPECTOS PRINCIPAIS 40
Desta forma, para uma métrica estatica, a Eq. (2.51)) pode ser escrita como

V?h,, = 167GS,,. (2.54)

Podemos concluir, usando as Eqgs. (2.52), (2.53) e (2.54), que hgg = hsz = 0,

hir = hoy = he

V2h = —167Gudé®(r), (2.55)
em que o vetor r estd no plano (x,y). Pode-se usar o método da transformada de
Fourier para resolver a Eq. (2.55]), o que nos permite escrever

h(r) = (2;2 / e (k). (2.56)

Substituindo a Eq. (2.56) em (2.55)), temos

- 167Gu

(2.57)

em que |k| = k. Para acharmos a expressao na Eq. (2.57)), usamos a representacao

integral da delta de Dirac

1 .
6 (r) = 2 / d?ke ™", (2.58)
T
Substituindo (2.57) na Eq. (2.56]), obtemos
- 167Gu o, €T
h(r) = ———- [ &k . 2.59
0= ot [ (259

Para resolver a integral em ([2.59)) é conveniente introduzirmos um parametro e de forma
1 1 . - )
que 73 — 723 € no final dos cdlculos, tomamos o limite € — 0. A Eq. 1) tera,

entao, a seguinte forma

- T 167'('G,u 2 e~ ikr T 167TG,M > kdk o —ikrcosf
h(r) = ll_r%{ )2 /d k—k2—|—62 —11_{% (2r)? /0 k2+€2/0 dfe )

o < Jo(kr)kdk] . B
= 11_{% {SGM/O k'Q——l-€2:| = 11_{% [BGuKy(er)] = =8Guln(r/ry), (2.60)
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em que Jy é a funcao de Bessel de ordem zero, Ky é a funcao de Bessel modificada
de ordem zero, r = (22 + y?)'/? e 1y é uma constante. Para obtermos a expressio em

(2.60)), usamos as seguintes relagoes:

 Jo(kr)kdk
—— =K, 2.61
2m
/ dfe=kreost — o Jo (k).
0

Portanto, as componentes de h,,, sao

hOO = h33:Oa

hll = h22 = —SG/LIH(T/T()). (262)

Usando as componentes de h,,, dadas em (2.62), o elemento de linha em coordenadas

cilindricas para o espaco-tempo da corda cosmica terd a seguinte forma:
ds* = —dt* + (1 — h)(dr® + r?d6?) + d2?, (2.63)
em que h = hy; = hys. Introduzindo uma nova coordenada radial dada por
(1 —h)r* = (1 —8Gu)r"?, (2.64)
obtemos, para primeira ordem em Gy,
ds® = —dt* + dr'”? + (1 — 8Gu)r'?do* + dz*. (2.65)
Deste modo, para uma nova coordenada angular dada por
0" = (1 —4Gpu)o, (2.66)
o elemento de linha assume a seguinte forma:

ds® = —dt* + dr'”? + r?df"* + dz*. (2.67)
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Podemos perceber, portanto, que o espago-tempo de uma corda muito longa e estatica,
¢é localmente plano. Contudo, globalmente, o espago-tempo nao é plano, visto que a

coordenada angular tem a variacao
0 <6 <2m(1—4Gp), (2.68)
e, desta forma, a corda césmica introduz um deficit angular dado por
A = 8rGp. (2.69)

O resultado em (2.69) implica que, para um superficie com ¢ e z constantes, o espago-

tempo da corda é conico (ver Fig. 2.7).

Figura 2.7: Representagao do espago-tempo conico da corda césmica. Neste espaco-tempo,

o angulo azimutal ' varia de acordo com (22.68)) [1].

O parametro Gu desempenha um importante papel visto que ele caracteriza a corda

coésmica. Sua magnitude é estimada como sendo

G ~ (i>2 (2.70)

mpi

em que 7 é a escala de quebra de simetria da corda e mp; é a massa de Planck. Na
aproximagao de campo fraco, (2.49) é vélida somente para Gu << 1, ou de forma

equivalente, n << mp;.
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2.6 Implicacoes observacionais

A formacao de cordas no Universo primordial pode ter consequéncias astrofisicas
e cosmoldgicas, as quais fornecem limites superiores para Gu e apresentam-se como
uma possibilidade de deteccao da presenca de cordas. Assim, por exemplo, uma das
caracteristicas principais das cordas é que as mesmas servem como fontes de ondas
gravitacionais. O fundo estocésticom de ondas gravitacionais provenientes de lagos de
cordas em diferentes épocas do Universo pode causar perturbacoes na cronometragem
de sinais vindos de pulsares de milissegundos, os quais, normalmente, servem como
relogios muito precisos. O limite superior mais atual na tensao da corda obtido da
cronometragem de pulsares é dado por Gu < 1,5 x 1078 [81].

Além do fundo estocédstico, ondas gravitacionais podem ser emitidasE]
especificamente por cispides e detectadas pelos experimentos LIGO e LISA, se a corda
césmica tiver uma tensdo em torno de Gu ~ 107 [9].

Como vimos na segao anterior, o espaco-tempo em torno de uma corda coésmica
muito longa e reta é localmente plano. Desta forma, particulas proximas a corda nao
sofrerao atracao gravitacional, visto que a tensao da corda é igual a sua densidade de
energia em magnitude e, portanto, a forca atrativa devida a densidade de energia é
cancelada pela forga repulsiva devido a tensao da corda [I, 82]. Contudo, globalmente,
0 espaco-tempo é conico e apresenta um déficit angular dado por 6 = 87Gp (secao [2.5).
Se um objeto astrofisico estiver localizado atras da corda césmica, uma dupla imagem
do objeto serd criada com uma separacao angular da ordem de 4. O limite superior
mais atual na tensao da corda devido a este efeito é dado por Gu < 2.3 x 1079, o qual

¢é baseado na analise que compara imagens épticas de pares de objetos muito préximos

OEm inglés o termo técnico é conhecido como stochastic background.
1O termo em inglés usado para designar a emissdo de ondas gravitacionais por ctispides é conhecido

como gravitational wave bursts.
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[83].

Cordas césmicas também foram consideradas como fontes de flutuacoes de
densidades no Universo primordial [84]. A medida precisa da radiagdo césmica de
fundo (CMBR) pelo WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) mostra que a
contribui¢ao de cordas para a poténcia total é inferior a 10 % [85], 86, 87]. Os picos
acusticos observados no espectro de poténcia da CMBR sao bem explicados de acordo
com a cosmologia inflacionaria, enquanto que cordas podem somente produzir um tnico
pico, o qual fornece, usando dados do WMAP, um limite superior para a tensao da corda
dado por Gu < 2.1 x 1077 [8§].

Uma outra caracteristica de cordas cosmicas é que as mesmas podem ser fontes de
anisotropias na temperatura da CMBR, fenomeno este conhecido como efeito Kaiser-
Stebbins [89]. Quando uma corda césmica passa através de um meio uniforme de f6tons
com velocidade v, os fétons da frente da corda sofrem desvio para o vermelho, enquanto
que aqueles que estao atras da corda sofrem desvio para o azul devido a geometria conica
do espago-tempo. Este efeito pode evidenciar-se como uma mudanca descontinua na
temperatura do meio dada por 6T = 8rGuv, a qual podera ser detectada pelo satélite
Planck.

Enquanto a cosmologia inflacionédria prevé perturbagoes escalar e tensorial, cordas
coésmicas produzem, em grande parte, perturbagoes vetoriais. Esta propriedade
caracteristica pode servir como um meio de deteccao de cordas césmicas através do
modo-B de polarizacad da CMBR [90].

Cordas também podem ser responsaveis por fenomenos de altissimas energias no

Universo, tal como emissao de raios gama (diffuse gamma-ray background - GRB) e

12Gabemos que a CMBR §é constituida de fétons que se movem livremente desde a superficie de
ultimo espalhamento, quando o Universo tinha aproximadamente 380 mil anos. Desde entao, a CMBR
sofreu varios espalhamentos, os quais induzem polarizagoes lineares na luz. Portanto, existem dois

modos de polarizacao da CMBR: o modo-E e o modo-B.
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raios césmicos de altas energias (ultra high energy cosmic rays - UHECR’s). Neste
sentido, muitos mecanismos tém sido propostos para explicar a producao de particulas
de altas energias, por cordas cosmicas. Emissao de particulas devido ao colapso de um
lago com uma linha dupla [91], 92] produz um pequeno fluxo, visto que a probabilidade
do colapso acontecer é muito pequena [93]. Além disso, na medida em que lagos de
cordas cosmicas perdem energia via radiacao de ondas gravitacionais e de particulas,
eles encolhem e se aniquilam dando origem a particulas de altas energias. Contudo, este
mecanismo produz somente algumas particulas por laco e, portanto, seu fluxo é muito
pequeno para ser detectado [94]. Lagos de cordas também podem decair em particulas
de altas energias [93]. Este mecanismo, no entanto, nao é suportado por simulagoes de
cordas césmicas, uma vez que tais lagos constituem somente uma fracao da densidade
de energia total da rede [95]. Além disso, uma pequena porcao da corda césmica pode
ser aniquilada quando a mesma dobra-se sobre si prépria, na regiao onde cuspides sao
formados. Este mecanismo é conhecido como aniquilacao de cuspide e fornece fluxos
de particulas de altas energias que poderao ser observados em experimentos futuros
[96, 97, [9F].

Existem outros mecanismos através dos quais raios cosmicos de altissimas
energias podem ser gerados. Radiacao proveniente de cispides em cordas césmicas
supercondutorasfr_g] poderia explicar as mais altas emissoes de energias de raios gama
no Universo [99, 100, [101]. Cordas césmicas supercondutoras também podem produzir
neutrinos de altissimas energias provenientes de cuspides e que poderao ser observados
no experimento JEM-EUSO (Japanese Experiment Module - Extreme Universe Space
Observatory). Além do mais, condensados de Higgs podem ser formados em cordas
cosmicas e, desta forma, um grande niimero de particulas Higgs podem ser produzidas

por cuspides e como subproduto de decaimento, raios cosmicos de altissimas energias

B Cordas supercondutoras sio cordas que conduzem corrente elétrica.



CAPITULO 2. CORDAS COSMICAS - ASPECTOS PRINCIPAIS 46

[102).
No proximo capitulo, analisamos a emissao de particulas Higgs por cordas com
condensado. Veremos como a emissao de Higgs pode afetar o periodo da fotodissociacao

e contribuir para a quantidade de raios gama observados no Universo.



Capitulo 3

Emissao de particulas de Higgs

In five minutes you will say that it is all so absurdly simple.
Sherlock Holmes, The Adventure of the Dancing Men

— Arthur Conan Doyle —

Neste capitulo, consideramos a producao de particulas de Higgs por cordas cosmicas
com condensado, segundo o tratamento dado em [102]. O autor considera o caso em
que particulas de Higgs sao emitidas por cordas cdsmicas com cuspides, para uma
distribuigao particular de lagos. Desta forma, restrigoes na tensao G da corda devido
as observagoes de raios cdsmicos de altissimas energias (UHECR’s), tais como, o fundo
difuso de raios gama (GRB) e o fluxo difuso de prétons (PF) foram obtidas. Com isso, a
conclusao é que cordas césmicas com uma escala de energia de 10'® GeV podem produzir
UHECR’s. Ao invés disso, investigamos a emissao de particulas de Higgs por cordas
cbésmicas que foram produzidas na era da radiacao. Nossas aplicagoes cosmoldgicas
sao baseadas em consideragoes sobre como a emissao de particulas de Higgs pode
afetar a producao de elementos leves, devido a fotodissociacao, para tempos cosmicos
10%s > t > 10%s, e também sua contribuicao para a quantidade de GRB que sao
observados para tempos t > 10%3s.

O capitulo estd organizado do seguinte modo: na secao [3.1] apresentamos a agao

47
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total que descreve a corda cosmica com condensado e, entao, calculamos a taxa na
qual particulas de Higgs sao emitidas. Com isso, estimamos o comprimento necessario
para que um lago possa sobreviver ao menos um tempo de Hubble. Na segao [3.2]
descrevemos a distribuicao de lagos de cordas formadas na era da radiagdo e como
a emissao de particulas de Higgs pode ser eficiente, evitando a época dominada pela
friccao. Na secao sao obtidas restrigdes cosmoldgicas na tensao da corda Gu [103] e

célculos adicionais sao apresentados no apéndice [B]

3.1 Radiacao de particulas de Higgs emitida por
cuspides

Um tipo particular de interacao entre a corda césmica e um campo escalar surge
quando o mesmo condensa no interior da corda. Vachaspati [102] mostrou que o campo
de Higgs pode interagir com a corda de forma que o mesmo condense. Neste sentido,
a acao total (ver apéndice para o campo de Higgs h interagindo com uma corda

cosmica de tensao p é dada por
1 1
S = —,U,/dQO'\/—’Y — /d4x\/—g [5(@/1)2 + §mih2 —kj(z)h|, (3.1)

em que 7 é o determinante da métrica induzida v, (Eq. ), g ¢ o determinante da
métrica do espago-tempo ¢,,,, X*(o,7) descreve a folha de mundo da corda, j(x) é a
fonte do campo de Higgs h, k é a constante de acoplamento e m; é a massa do Higgs.

A equacao de movimento para o campo de Higgs, obtida variando a acao com

relagao ao campo h, no espaco-tempo de Minkowski g,,, = 1,,, ¢ dada por
(O = mi)h = —rj(), (3.2)

em que

j(z) = —n/dea\/—_7(54(:E —z(0, 7)), (3.3)
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com 7 sendo a escala de energia da corda.
O numero de particulas de Higgs, com momento no intervalo entre k e k + dk,

emitidas de um lago é escrita como [102]

A3k k2dk
2 - 2 2 2
ANy (k) = k% |j(wk, k)| —2(% = k° |j(wg, k)| —ka A, (3.4)

em que j(wg, k) é a transformada de Fourier da fonte j(z) e pode ser escrita como
J(wg, k) = /d%j(x)eik”xu, (3.5)
= —n / drdo/—~e kT kX ()] (3.6)
com wy = /K2 + m3.

Usando a solugao geral (2.35)), a Eq. (3.6]) é reescrita como
jwi, k) = —Z/da+da_(1 + X, X )eslor—o-], (3.7)

em que ¢ = (wror Fk-X4). A integral na Eq. pode ser resolvida na aproximacao
de fase estacionéria (ver apéndice , para lacos de comprimento L >> m,:l [10}, 17].
Neste caso, as fases ¢4 tém pontos de sela, o que significa que cordas césmicas podem
ter cuspides ou kinks. Cuspides sao formados quando as duas fases ¢+ tiverem pontos de
sela, e kinks quando ¢, ou ¢_ tiver um ponto de sela e o outro tiver uma descontinuidade
[9]. Para aplicagoes cosmolégicas, estamos interessados em emissao de particulas de
Higgs por ctspides em detrimento a kinks, as quais nao contribuem significativamente
para a emissao de particulas de Higgs. Deste modo, usamos os resultados da Ref.
[10], onde foi resolvida uma integral semelhante a dada pela Eq. (3.7)) considerando,
também, um campo escalar interagindo linearmente com cordas. Portanto, podemos
usar os mesmos resultados (apéndice da Ref. [10] para ¢, que sao dados por

2
¢ ~ (W — k)ox + mkai, (3.8)

em que L é o comprimento do laco. Para estas aproximacoes foi admitido que k é

paralelo ao vetor tangente X/,, & folha de mundo. Para pequenos angulos entre esses
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dois vetores, 0, < (kL)™'/3, a Eq. (3.8) ainda pode ser aplicada [I0, 17]. Além disso,
assim como em [10], podemos usar a seguinte aproximagcao para o integrando na Eq.

(3-7):
4 2

Assim, para o termo principal, a Eq. (3.7) pode ser expressa como:

) Mr?
O R (3.10)
em que
L i
I:t :/ d0i0i6i5¢i. (311)
—L

Apés uma mudanga de varidveis, obtemos [10]

2w, %0 |
I (u) = 502 (% — 1> / dxxeiz%“[”%ms], (3.12)

[e.e]

em que

(3.13)

3/2
u Lk (wn 1) .

3V2r ko
A parte real da integral na Eq. (3.12)) é nula visto que a mesma é uma fungao impar

de x e a parte imagindria pode ser expressa em termos da funcao de Bessel modificada

de ordem 2/3

Lo(u) = ii% (‘% - 1) %KM;(u). (3.14)

A fungao K,(u) vai exponencialmente a zero para valores grandes de u e pode ser

L) (2)”,

aproximada como uma lei de poténcia no limite v << 1, quando K, (u) ~ =~ (2

Esta forma assintética corresponde a k >> my, o qual nos permite encontrar que

3
Lm,
127k2 "

u~

Deste modo, obtemos
I ~ 44,1 x 1074 L3 23, (3.15)
O resultado na Eq. (3.15) é somente valido quando k 2 Ky, onde

1
kmin ~ th mhL. (316)
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Para k < kmin, I+ vai a zero exponencialmente (ver apéndice [B.2)).

Usando (3.15)), a Eq. (3.10]) pode ser expressa como
jlwp, k) ~ ML*3E=4/3, (3.17)

Deste modo, a Eq. (3.4 fornece

2 dk
AN (k) ~ % 17 (wr, k) |* dQpkdk ~ K2M2L2/3W, (3.18)
em que
Qp ~ 2102 ~ 27 (kL)~/3, (3.19)
com 0 ~ m Vejamos, agora, qual o limite de validade de (3.18). Para isto,

devemos lembrar que a aniquilacao de cispide ocorre quando dois segmentos da corda
sobrepoem-se em uma regiao de comprimento o, ~ V/rL, em que r ~ M~! é a largura
da corda [98] (veja Fig. 3.1). Deste modo, a emissao de particulas de Higgs precisa
ocorrer para uma regiao de comprimento o. < Ao ~ L/ (k’L)l/ 3 pois, de outro modo
a aproximagao de Nambu-Goto perde sua validade [17, 102, 08]. Com isto, k terd um
limite superior dado por k < M V/M L. Portanto, o resultado em é valido somente
para k variando de kpin ~ muv/maL até kmax = MV ML.

Da Eq. , o numero de particulas de Higgs emitidas por periodo de oscilagao é

aproximadamente dado por

Nu(k) ~ (2L~ 3g 43 (3.20)

min

em que p ~ M?. Podemos perceber que a principal contribui¢ao para a Eq. (3.20)) vem

de Emin, 0 qual é dado pela Eq. (3.16)).

O espectro de poténcia para a emissao de Higgs pode ser obtido da Eq. (3.18)) como

L RANG(R) oy dR
2
Pu(k) ~ k2L Pk l® ~ (3.22)

Lmh
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_______________ 1
T O, aniquilagao de cispide

emissio de Higgs Ag

¥

Figura 3.1: Aniquilagdo de cispide ocorre para um comprimento dado por o. ~ /L/M
enquanto que a emissdao de Higgs com momento k£ ocorre para um comprimento Ao 2 o..
Esta dltima condigao fornece um limite superior no momento k < M+/ M L. Para um valor de

k maior que este limite superior, a aproximagao de Nambu-Goto néo é mais vélida (apéndice

B2).

que é um resultado dominado pelo limite inferior, ky;,.
Ondas gravitacionais também podem ser irradiadas por lacos de cordas césmicas

com uma poténcia dada por

P, ~ TG, (3.23)

em que I' é uma constante cujo valor é aproximadamente 50 [I]. Quando P, ~ P,, lagos

de comprimento

/{4

L= —F~—
(TGu)>my,

(3.24)

emitem a mesma quantidade de energia em forma de particulas e radiacao gravitacional.
Deste modo, para L < L., a emissao de particulas domina sobre a emissao de radiagao
gravitacional e, para L > L., radiacao gravitacional domina sobre a emissao de
particulas.

A taxa na qual lacos com energia total F = ulL irradiam ondas gravitacionais e

particulas de Higgs é dada por

dL K21
e e .
# dt s Lmh

(3.25)
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Podemos reescrever ((3.25)) como

L=-TGu (1 + @) , (3.26)

em que o ponto sobre L representa derivacao com relacao a t e L, é dado pela Eq.
(13.24).
O tempo de vida de um laco, quando a radiacao de Higgs é o principal mecanismo

de perda de energia, pode ser obtido de (3.25)) e é dado por

L L3/2 1/2
At ~ MF ~ T (3.27)

h K2

Isto serd maior que um tempo de Hubble ¢ para L > L;(t), em que
Li(t) = 6¥3m; 32/, (3.28)

para o caso de emissao de Higgs.
De modo semelhante, o tempo de vida de um laco, quando o principal mecanismo

de perda de energia é por emissao de ondas gravitacionais, pode ser escrito como

L L

At ~ — ~ ——. 3.29
P, T'Gu (3:29)

Isto sera maior que um tempo de Hubble ¢ para L > Ly(t), em que
L,(t) =TGpt, (3.30)

para o caso de emissao de ondas gravitacionais. Deste modo, em geral, se lacos
sobrevivem durante mais que um tempo de Hubble, os comprimentos dos mesmos

precisam satisfazer L > Ly(t) [17], em que
Ly (t) = Max[L,(t), Ln(t)], (3.31)

com Max][a, b] = a ou b, para o que dominar.
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O tempo no qual os trés comprimentos L., L,(t) e Lj(t) sdo iguais é dado por

/i4

TG (3.32)

te ~

Neste sentido, radiacao de ondas gravitacionais domina para t > t., enquanto que

radiagao de Higgs domina para ¢ < t..

3.2 Distribuicao de lacos e periodo dominado pela
friccao
3.2.1 Distribuicao de lacos

A densidade do nimero de lacos depende do comprimento dos lagos formados da
rede de cordas cosmicas. A questao relacionada ao comprimento tipico com o qual lacos
sao formados tem sido um assunto de profundo debate. Neste sentido, varios trabalhos
analiticos [104], [105], 106] e diferentes simulagoes [107, 108 109 110l 11T} 112, 113] [95]
tém sido realizadas com diferentes resultados obtidos. Contudo, a simulacao mais
recente realizada [95], sugere que lagos formados em um tempo césmico, ¢, tém seus

comprimentos caracteristicos dados pela relacao de escala
L; ~ [t, (3.33)

com 3 ~ 0.1.
A densidade do nimero de lacos, com comprimentos entre L e L + dL, formados na

era dominada pela radiagao é dada por [I]
n(L,t)dL ~ Cp 'Y 73R L5, for < to, (3.34)

em que Ly(t) S L < Bt teq ~ 2,4 X 10" sec, p é a probabilidade de reconexao, que é

~Y

igual a um para cordas cosmicas ordindrias, e ( ~ 16 é o parametro que caracteriza a

densidade associada a cordas infinitas ps, ~ Cu/t? (segao .
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A densidade do niimero de lagos que sao formados na era dominada pela radiacao
com comprimento entre (L, L + dL), e que ainda sobrevivem na era dominada pela

matéria, pode ser escrita como
n(L,t)dL ~ p~'C(Bteg)/*t 2L7%%dL,  for t > toy, (3.35)

em que Ly(t) S L S Pteq- Nas Eqgs. (3.34) e (3.35)), o comprimento minimo Ly ()
depende se a dissipacao da energia de lagos é dominada pela emissao gravitacional ou

pela emissao de particulas de Higgs. Este comprimento Ly (t) serd dado por (3.28)) para
t < t. ou por (3.30) para t = t., com t. dado pela Eq. (3.32).

3.2.2 Epoca dominada pela friccao

Analizaremos, agora, o efeito do periodo dominado pela friccao durante a evolucao
da corda césmica, sobre as distribuicoes do nimero de lacos dados pelas Eqs. (3.34]) e
(13.35)).

Apés a formacgdo da corda cdsmica no tempo t; ~ tp;/(Gp), seu movimento é
rapidamente enfraquecido devido a sua interacao com a alta densidade de plasma
térmico do Universo. Neste periodo, o principal mecanismo de perda de energia é
por friccao, de forma que particulas ou radiagao gravitacional serao emitidos por lacos
somente para tempos t > t4, em que ty é o tempo no qual o periodo de friccao termina,

que é dado por [1]:

t
ty ~ —2—. (3.36)
(Gp)?
A condigao correspondente para o comprimento dos lagos é [10]
Ly(t) 2 Bta- (3.37)

Deste modo, para t > t., lagos com comprimento L,(t) = I'Gut sao os dominantes e

a emissao de ondas gravitacionais nao sera afetada pelo periodo dominado pela fric¢ao
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somente quando t 2 t,, onde

= F(ﬁth)g. (3.38)
Para o caso em que a emissao de particulas de Higgs prevalece, t < t., lacos de
comprimento Lj sao os que dominam. Desta forma, a emissao de Higgs sera eficiente
somente quando t > t;,, onde
B3timy,

Note que nao estd claro se ¢, ¢ maior do que ¢, ou nao. Contudo, pode-se verificar
que para k 2 1074 t, St, Steeparaw S 1074 ¢, 2 t, 2 t.. A dltima condigao
significa que para £ < 1074, somente contribuigoes devido a lagos de comprimento L, (t)

fornecem restricoes em Gpu.

3.3 Restricoes cosmolégicas na tensao da corda
coésmica
Nesta secao discutimos consequéncias cosmolégicas devido a emissao de particulas
de Higgs por cordas césmicas com cuspides.

3.3.1 Densidade de energia

A densidade de energia total por unidade de tempo que é emitida por lagos, na

forma de particulas de Higgs, é dada por [17]
pnt) = / dLny(L,t) Py, (3.40)

em que P, é a poténcia, dada por (3.22]), emitida por um lago de comprimento L e

nr(L,t)dL é dado por (3.34) ou (3.35). Na era dominada pela radiacao, a integral

(3.40) é obtida como

' Cﬁ1/2/€2m*1/2
pn(t) ~ 2h7 2
(PG>t

U t2/3
Min {1 —] , for t <o, (3.41)
t
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em que usamos (3.31), (3.32) and (3.34).
Na era dominada pela matéria, a integral (3.40)) é dada por

£ V12,200,712 £2/3
ph(t) ~ C(B eq) K mh lu iIl [1

(PGM)2t4 i tgm:| 5 for ¢t > teq7 (34.2)

em que usamos (3.31)), (3.32)) and (3.35)). Note que nas expressoes (3.41)) e (3.42)), lagos
de comprimento Ly (t) sdo os que dominam. Nas Eqgs. (3.41)) e (3.42)), também usamos

a notagao Minfa,b] =aifa<bebif b < a.
Agora, podemos usar a Eq. (3.41]) para obtermos a quantidade de energia liberada,
na era da radiacao, pela emissao de particulas de Higgs em um tempo de Hubble. Esta

energia pode ser estimada como

(3.43)

1/2,.2,,—1/2 1£2/3
prL(t) ~ tpn(t) ~ et i [1 }

(TG)2572 2

Deste modo, a densidade de energia liberada por unidade de densidade de entropia é

dada por

/2 2/3
pr(t)  5CBY2R% (my P 1, t
Y(t) = ~ — —Min |1, —= 3.44

®) s(t) 2Gu \my, g AN (3:44)

em que a densidade de entropia s(t) é dada pela seguinte expressao:
3/2
s(t) = 0, 00725/ (%) , (3.45)

com N ~ 100 sendo o nimero total de graus de liberdade de spin, na era dominada

pela radiagao [114].

3.3.2 Restricoes cosmoldgicas

As cordas césmicas com cuspides devem emitir Higgs durante toda a evolucao do
Universo, até a presente época. A energia lancada no meio cosmolégico quando o Higgs
decai é, entao, limitada por observacoes. A liberacao de particulas no Universo, as quais

sao subprodutos do decaimento da particula de Higgs, sofre restricao por diferentes
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Tempo t Limites superiores Dados observacionais
108sec < t < 10'2sec Y ~ 1071 GeV fotodissociacao
t > 10"sec Wiax ~ 5,8 x 1077 eV /em? GRB

Tabela 3.1: Dados observacionais da fotodissociagdo e do GRB. Para que a emissao de
particulas de Higgs possa contribuir para a fotodissociagdo dos elementos leves, é necessério
que tenha um limite superior da ordem de Y ~ 107! GeV. Por outro lado, para
que a emissao de particulas de Higgs possa contribuir para os raios gama observados no
Universo na presente época, é necessario que tenha um limite superior da ordem de

Wimax ~ 5,8 x 1077 eV/em?3.

dados observavionais de origem cosmoldgica, em particular, da fotodissociacao de
elementos leves e dos GRB’s. Desta forma, no Universo primordial, a energia liberada
pode afetar o periodo da nucleossintese do big bang para 1072%s < ¢t < 10%s e pode
contribuir para os GRB’s observados no Universo para t > 10*s. Neste sentido, alguns
trabalhos téem sido realizados com o objetivo de entender como particulas com um
longo tempo de vida podem afetar a nucleossintese do big bang [115] 116} 117, [118§].
Contudo, a particula de Higgs tem um tempo de vida muito curto e, embora seu tempo
de vida possa ser prolongado por um alto fator de Lorentz, a mesma ainda decai em um
tempo de Hubbleﬂ Adicionalmente, como explicado em [I7], para ¢t < 10%s, processos
hadronicos complicados dominam e, desta forma, estamos interessados apenas em um
tempo 10'2s > ¢t > 10%s o qual é caracterizado por processos radioativos, a saber,
fotodissociacao dos elementos leves e que pode ser aplicado ao nosso caso, de modo mais
direto. O dado observacional para o periodo no qual processos radioativos ocorrem é

apresentado na Tabela 3.1. Podemos agora obter restrigoes na tensao da corda cosmica

Gu.

10 tempo de vida da particula de Higgs é prolongado devido & um alto fator de Lorentz

~v ~ v/mpL/4, quando é emitido por cordas com cuspides.
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Uma vez que particulas de Higgs sao emitidas, irao decair na forma de raios gama,
de forma que dados observacionais dos GRB’s presentes no Universo podem ser usados
[T18, 119, 120, 121]. Deste modo, a densidade de energia eletromagnética associada a

emissao de particulas de Higgs, o qual decai em fétons, é dada por

_fx Pn(t)
W= /dt(l—i—z)‘“ (3.46)

em que fr ~ 1, 1/2 ¢é a fracdo de energia associada aos raios gama e (14 z) = (t/t)%/3,
é dada na era da matéria. O fator 1/(1 + 2)* é devido ao desvio para o vermelho
da densidade de energia do fé6ton, do momento de sua produgao até a presente época.
Deste modo, a integral em ¢, na Eq. , pode ser resolvida integrando de ¢; ~ 10'%s
aty ~ 4,4 x 10'"s. O limite inferior t; é justificado porque os fétons produzidos
em t; < 10'°s sao absorvidos pelo meio cosmoldgico de forma que podemos desprezar
contribuigbes para esses tempos [10]. Com isso, a integral na Eq. ¢ dominada pelo

seu limite inferior para t, < t;, por seu limite superior para t. > ty, e pela contribuicao

t =t, para t; < t, < tg. Assim, obtemos

C(ﬁteq)1/2ﬁ2m;1/2uM é/g ié? 2/3 té/g ( 47)
W ~ in |- 2-=<2_>*_ 0| 3.
(DG 2t 13 ERPTERRTE

Usando , dados observacionais do Fermi-LAT diffuse gamma-ray [119] (veja
Tabela 3.1 para o maximo valor permitido para w na Eq. ) fornecem restricoes
na tensao da corda Gu. As expressoes analiticas para essas restrigoes podem ser vistas
na Tabela 3.2.

Para particulas de Higgs decaindo entre 108 sec e 10 sec, o limite superior é
mostrado na Tabela 3.1. Deste modo, usando , obtemos restricoes devido a
fotodissociagao dos elementos leves [IT5] [116], 117, [T1I8] (veja Tabela 3.2). Colocamos
em um grafico, todas as restrigdes da Tabela 3.2 no plano (k,Gu) (veja Fig. 3.2) e

concluimos que a emissao de particulas de Higgs é descartada, a menos que a tensao
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Fotodissociagao

log
Figura 3.2: Restrigdes na tensao da corda Gu devido a observagoes da fotodissociagao dos
elementos leves e dos GRB’s mostradas no plano (k,Gu) para ¢ ~ 16, f ~ 0,1 and I ~ 50.
Para t < t., particulas de Higgs ndo podem ser produzidas para valores Gu abaixo da linha
tracejada, visto que esta regiao é proibida pelo periodo dominado pela friccao, e as linhas
pontilhadas (B) e (C) correspondem & restrigoes obtidas de t. < tg e te S teoq, respectivamente.
A pequena regiao (A) (sobreposigao das regioes permitidas pela fotodissociacao e pelos GRB’s)
corresponde a Gu ~ 107 e pode ser detectada por observacoes da fotodissociacio e dos

GRB’s. Para este valor de Gy, o tempo t,. é aproximadamente 10''s.

da corda assuma o valor Gu ~ 1071?, o qual corresponde & pequena regido sobreposta
(A). As linhas pontilhadas em (B) e (C) na Fig. 3.2 sdo devido as restri¢oes obtidas
das relagoes t. < to (GRB) and ¢, < teq (fotodissociagao), respectivamente. Além disso,
para t;, <t < t., a emissao de particulas de Higgs nao é permitida pela regiao abaixo
da linha tracejada, a qual corresponde a t;, < 10%s. Para valores de k < 1074, somente
contribui¢oes devido a L,(t) fornecem restrigdes na tensao da corda. Para este caso,
emissao de particulas de Higgs é também descartada, a menos que Gu ~ 1071, para

Kk~ 1074
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Restrigoes em Gp Dados observacionais
Gp > 2,7 x 1071642 GRB
Gu <5,8x 10717x2/3 GRB
Gp = 2,1 x 1071242 fotodissociacao
Gu <2,6 x 1071942/3 fotodissociacao

Tabela 3.2: Restrigoes na tensao da corda Gu. Esta tabela mostra restrigoes analiticas que
obtemos de observagoes dos GRB’s e da fotodissociacao de elementos leves [115] 116] 117, 118],

para a emissao de particulas de Higgs, como funcao da constante de acoplamento .



Capitulo 4

Efeito Casimir - aspectos principais

I mentioned my results to Neils Bohr, during a walk. That is nice,
he said, that is something new. I told him that I was puzzled by the
extremely simple form of the expressions for the interaction at very large
distances and he mumbled something about zero-point energy. That was
all, but it put me on a new track.

— H.B.G Casimir —

O conceito de vacuo tem sido objeto de discussao desde a antiguidade, momento no
qual conhecidos filoséfos gregos como, por exemplo, Platao e Aristoteles defendiam
idéias completamente opostas sobre esse tema. As duas idéias que se estabeleceram
desde entao foram a da existéncia do vazio, ou seja, uma regiao no espaco onde nao
haveria completamente nada, e a de que sempre haveria algo permeando tudo. O
debate continuou ao longo da histéria com personagens como Evangelista Torricelli,
James Clerk Maxwell e Albert Einstein, assumindo diferentes visoes sobre esse assunto.
A idéia do éter, por exemplo, defendida por Maxwell, foi inevitavelmente deixada para
tras com a teoria da relatividade especial de Einstein, publicada em 1905, quando foi
mostrado que é impossivel se ter um referencial privilegiado no qual o éter estaria em
repouso.

O conceito de vacuo no contexto da teoria quantica de campos é diferente do conceito

62
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classico. O vacuo quantico, por exemplo, estd repleto de particulas que sao criadas e
aniquiladas rapidamente e, devido a isso, conhecidas como particulas virtuais. Além
disso, a existéncia de tais particulas é consistente com o principio da incerteza, o
qual estabelece que é impossivel medir-se, com precisao absoluta, de modo simultaneo,
energia e momentoﬂ. Neste caso, nao seria possivel medir, com precisao, o valor zero
para a energia do vacuo e, portanto, o que existe sao somente flutuacoes em torno de
um valor médio de observaveis fisicos, tais como energia e momento. O valor médio
associado as grandezas mencionadas, quando obtido em um espaco-tempo sem fronteiras
ou condicoes de contorno, é zero. No entanto, quando o espaco-tempo contém ou
fronteiras devido a corpos macroscopicos ou campos com condigoes de contorno, as
flutuacoes podem ser modificadas de tal forma que os valores médios dos observaveis
fisicos sejam diferentes de zero. Dentre as consequéncias associadas a este fenomeno
de origem quantica, estdo o efeito Casimiif] e sua relagdo com outros efeitos em teoria
quantica de campos associados com a existéncia de oscilagoes de ponto zeroEL tais como:
polarizacao do vacuo devido a campos externos, criacao de particulas do vacuo devido a
campos externos, efeito Casimir dinamico, emissao espontanea proveniente de atomos,
o desvio Lamb, momento magnético anomolo de um elétron, dentre outros.

Além do surgimento do efeito Casimir quando tem-se fronteiras materiais, como no
caso das duas placas metalicas ideais adotadas como condigoes de fronteiras por Casimir

em seu trabalho original em 1948, o efeito também surge quando estuda-se materiais

!Existe também a seguite relacdo entre energia e tempo: AEAt > h. No entanto, esta relacio tem
uma natureza diferente daquela entre momento e energia. Sua interpretagao correta ensina quanto

deve durar, no minimo, o processo de medida de um dado sistema para que a precisao obtida seja AE.
2Hendrik Brugt Gerhard Casimir foi um fisico holandés e previu, em 1948, que duas placas metdlicas

neutras, colocadas no vacuo e separadas por uma certa distancia, atraem-se. O nome deste fenéomeno

ficou conhecido como efeito Casimir.
3Estamos usando a denominacéao oscilagées de ponto zero como um sinénimo para o termo oscilacdes

de vdcuo uma vez que tal conceito, na visao da fisica moderna, estd relacionado & minima energia do

sistema que estd associada ao valor zero do nimero quéantico que rotula os niveis de energia.
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reais (situagdo na qual considera-se a condutividade finita dos metais, rugosidade e
temperatura). Neste caso, as corregdes associadas a energia de Casimir dependem da
carga do elétron e de outros parametros. No estudo do efeito Casimir em sistemas
com temperatura finita, usualmente, adota-se a abordagem de Matsubara, aplicada a
sistemas em equilibrio térmico.

Um outro ponto importante é a relagao do efeito Casimir com a forca de van der
Waalsﬂ Esta forca surge em sistemas que consistem de dtomos, moléculas ou corpos
macroscdpicos, com ou sem momento de dipolo permanente, produzindo flutuagoes no
campo eletromagnético em um espago interatomico ou intermolecular. Originalmente,
a teoria quantica associada a interagao de van der Waals foi desenvolvida em uma
abordagem nao-relativistica por London (1930) e em uma abordagem relativistica por
Casimir e Poldelﬂ (1948). Neste sentido, o nome genérico para as interagoes de Casimir
e de van der Waals ficou conhecido como for¢as de dispersdo uma vez que tais interagoes
sao causadas por dispersoes do operador momento de dipolo.

Desde o surgimento do trabalho de Casimir e Polder em 1948 [19], o efeito Casimir
tem ganhado ampla atencao, em especial nas duas ultimas décadas. Atualmente, sabe-
se que este é um assunto estremamente vasto, pois envolve praticamente todas as areas
da fisica moderna, além de suas aplicagoes em nonotecnologia. Neste capitulo, estamos
interessados no efeito Casimir a uma temperatura finita, que é estudado levando em

consideragao a topologia néo—trivia]ﬂ do espago-tempo fechado de Friedmann. Além

4Johannes Diderik van der Waals foi um fisico holandés pioneiro no estudo das interacoes entre
atomos e moléculas, levando em consideracao as propriedades de polarizagao dos mesmos. Tais

interagdes ficaram conhecidas como interacoes de van der Waals.
5Dirk Polder foi um fisico holandés que previu, juntamente com Casimir, o efeito Casimir-Polder.
60 efeito Casimir também pode surgir como consequéncia da topologia nao-trivial do espaco-

tempo. Neste caso, nao existem condigoes de fronteiras devido a corpos materiais e cargas carregadas
produzindo flutuagoes no campo eletromagnético. Contudo, existem as chamadas condi¢des de

identificacao impostas ao campo sujeito a topologia nao-trivial do espago-tempo.
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disso, também estudamos o efeito Casimir-Polder (interacao de van der Waals) para
um sistema que consiste de um atomo interagindo com uma placa na presenga de uma
corda cosmica.

Neste capitulo, faremos uma revisao dos principais aspectos relacionados ao efeito
Casimir e as forcas de dispersao. Em especial, daremos énfase ao estudo do efeito
Casimir térmico. Além disso, somente na secao nao preservamos as constantes h, ¢
e kp por conveniéncia de calculos. Em complemento, adotamos a seguinte assinatura

para a métrica: 7, = (1,—1,—1,—1).

4.1 A origem do efeito Casimir

A descoberta do efeito Casimir remonta a primeira metade do século XX, periodo
no qual Casimir publicou o primeiro trabalho sobre o assunto [19]. Trata-se de uma
manifestacao direta das flutuagoes do vacuo. Em sua forma original, o efeito Casimir
consiste na atracao de duas placas condutoras, planas, paralelas, infinitamente grandes,
neutras, e colocadas no vacuo (veja Fig. |4.1). De acordo com a eletrodinamica classica,
sabemos que a forca agindo entre as duas placas neutras é igual a zero. No caso da
eletrodinamica quantica, essa forca nao é nula, e estd associada a energia de vacuo
do campo eletromagnético quantizado. A forga atrativa por unidade de érea (pressao)
entre as duas placas, feitas de um metal ideal, e a temperatura zero, na configuragao

descrita anteriormente, é dada por

F(a) 7% he
A T 20 (4.1)

onde A é a drea das placas e a é a separagao entre as mesmas (veja Fig. [4.1). Se
considerarmos que as placas estao separadas por uma distancia de a = 1um, a pressao
associada a forca de Casimir serd dada aproximadamente por P =~ 1.3 mPa, o qual é

um valor macroscopico.



CAPITULO 4. EFEITO CASIMIR - ASPECTOS PRINCIPAIS 66

Figura 4.1: Duas placas metdlicas ideais paralelas, com &rea A, eletricamente neutras,
separadas por uma distancia a, colocadas no vacuo, atraem-se devido a flutuagoes quanticas

do vécuo [122].

Pode-se ter uma melhor idéia sobre a origem do efeito Casimir, considerando os

niveis de energia de um oscilador harmonico quantizado, ou seja:

1
em que w é a frequéncia angular do oscilador e n = 1,2, 3... representam os niveis de
energia do mesmo. Deste modo, para n = 0, o estado fundamental associado a Eq.

(4.2) é dado por
By= 2 (4.3)

o qual representa a energia de oscilagao de ponto zero, com frequéncia w.

Do ponto de vista da teoria quantica de campos, qualquer campo quantizado pode
ser considerado como um conjunto de osciladores harmonicos de todas as frequéncias, as
quais sao associadas aos nimeros quanticos dos modos do campo. O estado fundamental

do campo é dado pela soma das energias de oscilagoes de ponto zercﬂ

h
E() = 5 Z(JJ]', (44)
J

"Veja que o ndice j na Eq. (4.4) representa, em geral, mais de um nimero quantico e, portanto,

uma energia de ponto zero deve ser associada a cada um deles.
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em que j representa os numeros quanticos dos modos do campo. Por exemplo, para
o campo eletromagnético no espaco-tempo de Minkowski sem fronteiras, os modos sao
representados pelo vetor de onda k com componentes continuas e dois indices discretos
que fixarao o estado de polarizacao. No entanto, se o espago-tempo em questao tiver
fronteiras, algumas das componentes do vetor de onda podem tornar-se discretas devido
as condigoes de contorno impostas nas fronteiras.

E importante notar que a soma em 1’ é divergente e que, deste modo, faz-se
necessario adotar um método para que se possa extrair um resultado finito da mesma.
No caso do espaco-tempo de Minkowski sem fronteiras, o argumento baseia-se no fato
de que, fisicamente, a energia é definida a menos de uma constante. Desta forma, os
valores de energia fisicamente aceitaveis sao configurados para que possam comecar
de zero através de um procedimento em teoria de campos chamado de ordenamento
normal, situacao na qual o operador de criagao é colocado a esquerda do operador
de destruicao. No entanto, outros procedimentos devem ser adotados quando se tem
fronteiras no espaco-tempo de Minkowski, como é o caso do sistema constituido de
duas placas paralelas descrito anteriormente. Para este caso, quem primeiro obteve a
energia de vacuo finita do campo eletromagnético quantizado na presenca de placas
metdlicas ideais foi Casimir [19]. Através de um procedimento de regularizacao, a
energia infinita do campo eletromagnético no espaco de Minkowski sem fronteiras foi
subtraida da energia de vacuo infinita do mesmo campo na presenca de placas metélicas
ideais, restando apenas a seguinte energia finita por unidade de area:

E(a) 7% he
fla) == = T (4.5)

Neste sentido, a expressao (4.1)) pode ser obtida, usando a Eq. (4.5)), através da relagao

€ (a) 7% he
da 240 a* (4.6)

E importante ressaltar que, neste caso, por exemplo, o procedimento de ordenamento
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normal nao se aplica ao espaco de Minkowski com fronteiras, porque a frequéncia do
campo, tratado como um conjunto de osciladores, depende da separacao, a, entre as
placas. Como existe um conjunto infinito de diferentes estados de vacuo para diferentes
valores de a, seria incorreto assumir como configuracao uma energia de vacuo igual
a zero para todas as frenquéncias associadas a diferentes estados. Portanto, quando
tem-se fronteiras no calculo da energia, deve-se adotar métodos de regularizacao para

extrair a parte finita da mesma.

4.2 Efeito Casimir - modelo simples

Considere um campo escalar ¢(¢, z), em (141)-dimensoes, obedecendo a equagao de

Klein-Gordon [23]

i@%@(t,x) B D*p(t,z)  m2c?
2 ot 0x? R ¥

(t,z) =0, (4.7)

em que m ¢ a massa do campo, ¢ é a velocidade da luz e h é a constante de Planck,
dividida por 27. Para entendermos como o efeito Casimir surge nesta situagao, devemos
considerar o campo escalar definido no intervalo 0 < z < a e obedecendo condigoes de

contorno de Dirichlet
¢(t,0) = ¢(t,a) = 0. (4.8)

O produto escalar entre duas solugoes f e g da Eq. (4.7)), definidas no intervalo entre

[ .09 Of
)= [Cae (15 - G0) (1.9

Além disso, as duas solugoes independentes da Eq. (4.7) que obedecem as condigoes de

0 e a, é dado por

contorno dadas por (4.8)), sdo

awy,

1/2
eH(t,x) = <L) eTrlsink,x, (4.10)



CAPITULO 4. EFEITO CASIMIR - ASPECTOS PRINCIPAIS 69

em que

2.4 1/2
Wy = (mh; —I—CQk’i) : (4.11)

com k, = ™ en = 1,2,3,.... Substituindo (4.10) em (4.9), obtemos as seguintes

relagoes de ortonormalizagao:

(907(3:)7(;07(—?)) = :Fénn’a
(2, 57) =0, (4.12)

em que J,, € a delta de Kronecker.
A solugao geral da Eq. (4.7]), com as condigoes de contorno (4.8)), é uma combinacao
das solugoes dadas na Eq. (4.10]), somadas sobre todos os valores de n, ou seja:

p(t,x) =Y o)t 2)an + oD (t 2)al], (4.13)

n

em que a, e a), sao os operadores destruicao e criacao, respectivamente. Tais operadores

obedecem as seguintes relagoes de comutacao:
[an, al)] = O, [an, aw] = [af,al,] = 0. (4.14)

O estabelecimento dessas relacoes é o procedimento padrao para a quantizacao do
campo ¢(t,z). O estado de vacuo associado com o campo em questdo, na presenca

de condicoes de fronteira, é definido como
a,|0) = 0. (4.15)

Adicionalmente, o operador densidade de energia, o qual é representado pela
componente 00 do tensor momento-energia do campo escalar ¢(t, z), ¢ dado por [23]

he

Tua(o) = 5 { Sloreto) + up(o | (4.16)

O valor esperado de (4.16) na base |0) pode ser obtido como

-~ m2ct = cos(2k, )
(0[Too(2)0) = %;wn — o , (4.17)

Wn



CAPITULO 4. EFEITO CASIMIR - ASPECTOS PRINCIPAIS 70

em que usamos ((4.11)), (4.13)), (4.14) e (4.15)). Desta forma, podemos obter a energia

total de vacuo integrando (4.17)), ou seja:

a 2 4 o0
Eo(a):/o (0|Too(2)|0)dz = —Z " Qa2 /cos (2k,z)d

= 3 ; Wn. (4.18)

A integral no segundo termo do lado direito da primeira linha da Eq. (4.18)) é zero

e, portanto, nao contribui para a energia total. Além disso, o termo que contribui
para a energia total é claramente infinito e, desta forma, é preciso utilizar um
procedimento de regularizacao para extrair a parte finita de tal energia. Dentre os
varios métodos de regularizacao, utilizamos o método do corte nas frequéncias, o qual
consite na introducdo do fator exponencial e~%“» na Eq. , para tornar a soma
convergente. Deste modo, quando necessario, podemos tomar o limite § — 0 e remover

a regularizacao. Com isso, a energia do vacuo regularizada tem a seguinte forma:

h - —dwn
)) = B ;wne . (4.19)

Por simplicidade, consideramos o caso do campo escalar ¢(t,z) sem massa (m = 0).

Assim, a Eq. (4.19) pode ser escrita na forma

h=cmn _sen  The ome
Fo(a,0) ==Y —e o = —sinh ?*— 4.20
o(a,9) 2; a ¢ Sa 2a ( )
Expandindo em séries a Eq. para 5% 5’“ << 1, temos
mhe ha
Ey(a,0) = —— 4+ —— 52). 4.21
o(a,9) 240 T omer T O’) (421)

Portanto, a energia do vacuo regularizada na Eq. (4.21) é representada por um termo
finito somado a um termo singular.
Considere, agora, o campo escalar ¢(t,z) definido para todos os valores de z, ou

seja, —oo < x < 400. Neste caso, as solugoes da Eq. (4.7) sdo dadas por

c 1/2 i(wt—kx
2100 (1) e, i
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em que

2 4 1/2
w = (m ¢ —|—02k:2) , (4.23)

com —o0 < k < +00. Antes de mais nada, é necessario comentar a respeito das equacoes

(4.9), (4.12)), (4.13)) e (4.14) correspondentes a este caso. O produto indireto para o

espago-tempo em (1+1)-dimensoes, sem fronteiras, tem seus limites inferior e superior
alterados para menos e mais infinito, respectivamente. As relagoes em (4.12) e (4.14])
serao dadas em termos das fungoes delta §(k — k') ao invés de deltas de Kronecker.

Adicionalmente, a Eq. (4.13]) é escrita na forma integral como

olt.0) = [ 5 [0 2)a(h) + 0t z)a ()] (4.24)

Em seguida, o estado de vacuo pode ser definido da seguinte forma:
a(k)|0p) =0, (4.25)

em que o subindice M refere-se ao espago-tempo de Minkowski (1+1) sem condigdes de
contorno.

Da mesma forma que no caso com condi¢oes de contorno, podemos calcular o valor
médio do operador densidade de energia, Tyo, para o caso em questao. A quantidade

divergente que contribui para a densidade de energia total é, entao, dada por
h o0

Para efeitos de comparacao com o caso com condic¢oes de contorno, devemos integrar a

Eq. (4.26)) somente no intervalo (0, a), ou seja
Eont(a) = / (One | Too ()] Ot e (4.27)
0

Com isso, a energia total no intervalo considerado é dada por

Eou(a) = 12 / " ik, (4.28)

T i oo
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Utilizando o método do corte nas frequéncias como processo de regularizacao, a Eq.

(4.28) pode ser escrita na forma

cha [ ha
E - —dck = 4.2
OM(CL, (S) o /0 k‘e dk’ 27‘(’0527 ( 9)

em que reescrevemos a Eq. como uma integral em dk de 0 a 400 devido a sua
propriedade de paridade (a é uma funcao par) e e~ ¢ o fator de regularizacdo,
que pode ser removido no limite § — 0. Para resolver a Eq. foi utilizado o caso do
campo escalar sem massa m = 0. Além disso, devemos notar que o resultado em (4.29))
coincide com o segundo termo em (4.21]). Portanto, a energia do vacuo renormalizada
no intervalo (0,a) é obtida da seguinte forma:

ren _ T . _7T_hC
Ei'(a) = E(a) = (lsl_r%[Eg(a,(S) — Eon(a, )] = YPL

(4.30)
Neste ponto podemos perceber que para o célculo da energia de Casimir sao necessarios
dois passos importantes: (1) utilizar um método de regularizagao apropriado ao
problema e (2) subtrair a eneriga associada ao espago-tempo sem condigoes de contorno
da energia associada ao espago-tempo com condicoes de contorno, tomando o limite em
que o fator de regularizagao tende a zero (como foi feito para este simples modelo de
campo escalar sem massa). A forga atrativa que surge da energia renormalizada (4.30)
pode ser calculada como
OE(a) mhe

F(a) = — PP (4.31)

O caso para o campo escalar massivo é mais complicado e pode ser encontrado em
artigos de revisao sobre o assunto [23| 24]. Nosso objetivo foi somente ilustrar, como
um exemplo, o procedimento através do qual calcula-se a energia de Casimir. Na
presente tese, focamos nossa atencao para o caso em que o efeito Casimir aparece
em um espaco-tempo com topologia nao-trivial e a uma temperatura 7. Na proxima
se¢ao, revisaremos o procedimento geral para se calcular a energia de Casimir a uma

temperatura finita, 7' # 0, utilizando a formulagao de Matsubara.
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4.3 Efeito Casimir térmico

Nesta secao, estamos interessados em contribuicoes devido as excitagoes no estado
de vacuo de um campo quantico em decorréncia da existéncia de particulas reais
em equilibrio térmico. Desta forma, deve-se considerar um ensemble de estados
caracterizados por uma temperatura 7' e uma distribuicao de probabilidade. A energia
associada ao ensemble na presenca de fronteiras espaciais serd, entao, considerada como

a energia de Casimir a uma temperatura 7.

4.3.1 A formulagao de Matsubara

O formalismo de Matsubara é baseado na teoria de campos Euclidiana, a qual é
obtida, do espaco-tempo de Minkowski, utilizando uma transformacao na coordenada
temporal dada pmﬂt — —i7. Além disso, a coordenada temporal 7 deve estar contida
no intervalo (0,3), em que 8 = 1/kgT, com kp sendo a constante de Boltzmann e
T a temperatura. No intervalo em questao, os campos deverao obedecer condig¢oes de

periodicidade, as quais siao dadas poil

p(1,r) = (7 + B,1), (4.32)
para campos bosonicos e
@(Ta I') = _90(7— + Ba I'), (433)

para campos fermionicos.

Considerando, agora, um sistema quantico a uma temperatura nao nula 7' e em

8Esta transformacao é uma continuacéo analitica do espaco-tempo de Minkowski e representa uma

rotacao de 90° na coordenada temporal . E conhecida como rotacao de Wick.
9Esta revisao do efeito Casimir térmico foi baseada nas Refs. [23, 24] e leva em conta a obtencio

da expressao geral para a energia livre fermionica, diferentemente das referéncias citadas que sé levam

em conta a obtencao da expressao geral para a energia livre bosonica.
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equilibrio térmico. Tal sistema é caracterizado pela seguinte fun¢ao de particao:

Z=Y et (4.34)

em que F, ¢é a energia do estado n. Como veremos, n = 0 representa o estado de um
sistema quantico a temperatura nula e os valores para n # 0 representam estados do

mesmo sistema quantico com correcao de temperatura.

A energia livre F pode ser obtida de (4.34]) como
F = —kpTInZ. (4.35)

A pressao e a entropia sao dadas, respectivamente, por

OF
P=- (W)T’ (4.36)
c
OF
S = (4.37)

Adicionalmente, no formalismo de Matsubara, a funcdo de particao em (4.34) tem a

seguinte representacao em termos de uma integral funcional:
Z=C / Dpe= 95l (4.38)

em que —Sg ¢ a acao Euclidiana e Dy ¢é o elemento diferencial do campo ¢. Uma vez
que em teoria quantica de campos, integrais de trajetorias sao definidas, usualmente, a
menos de uma constante, podemos escolher C' = 1, o que nao influencia o resultado final.
Além disso, no espago-tempo de Minkowski, o argumento da exponencial em (4.38) é
dado por iSy; e portanto, para se obter —Sg, é necessario realizar a transformacao

Sy = iSp. Para um campo escalar ¢(t,r), sem fonte, a agdo Sg pode ser escrita como

1 [P
Sgp] = 5/0 dT/d3rgoKEg0, (4.39)
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em que
Kp = (-0 +m?), (4.40)
sendo
Ogp=—+V 4.41
B or2 * ( )

o operador de onda Euclidiano, o qual é obtido do operador d’Alembertiano usual
através da transformacao t — —ir.

Pode-se notar que a agao ¢ quadratica no campo e, portanto, a integral na Eq.
¢ do tipo Gaussiana e pode ser calculada diretamente. O resultado da integral

(4.38]), para campos sem fontes, é dado por [123]
7 = C(detKg)*/?, (4.42)

em que o sinal positivo no expoente representa o resultado para férmions e o negativo
para bosons. Com o resultado (4.42)), a energia livre pode ser obtida através da Eq.

(.35), ou seja:
1

em que usamos a relacao Tr InKg = In detKg, para um operador diagonalizado. O
trago na Eq. (4.43) é realizado sobre o espaco do campo que é integrado na equagao
(14.38]).

Considere, agora, a seguinte base no espago do campo ¢(7,r):

oulrr) = S i), (a.44)
em que [ e j representam estados quanticos do campo ¢ e
¢ = %Tz, [ =0,41,42,43, ... (4.45)
para bosons e
£ = %(m +1), 1=0,+142 +3, .. (4.46)
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para férmions. As Eqgs. (4.45]) e (4.46) sao conhecidas como frequéncias de Matsubara e
sao obtidas aplicando as condigoes de periodicidade em 7 apresentadas nas Eqs. (4.32)
e (4.33). Além disso, considere também uma equagao de autovalor para o operador

Laplaciano V? dada por
— Vip;(r) = Aji;(r). (4.47)

Desta forma, usando as Eqs. (4.44]) e (4.47)), obtemos a seguinte equagao de autovalor
para o operadoﬂ Kg:

Kppiy = (& +Aj +m?)py;. (4.48)

Em seguida, a Eq. (4.43]) pode ser reescrita em termos dos autovalores do operador Kpg

em (4.48), ou seja:

1 <
F = i§k:BTl:ZOO EJ: In(&2 + A; +m?), (4.49)

o qual representa a energia livre de um ensemble de estados, contendo particulas, a uma
temperatura 7. A expressao (4.49)) é divergente e, deste modo, devemos introduzir um
método de regularizagao. Para este propdsito, o método de regularizagao da fungao

zeta pode ser aplicado (ver Refs. [23] 24] para uma revisao sobre este método), o que

resulta
.F(S) — :Flg 2sk3 T f Z(§2+A _|_m2)—s (4 50)
20s B =5 : ! ’ ‘

em que o sinal negativo esta relacionado ao caso bosonico e o positivo ao caso fermionico
e ;4 é um parametro arbitrario com dimensao de massa. A regularizacao é removida
quando tomamos o limite s — 0, o que faremos mais adiante.

Podemos reescrever a Eq. (4.50) utilizando a seguinte representagao integral:

< dt t° 2 2
24 A +m?) :/ — — e UG A +mY) 4.51
<£l+ J+m) 0 tP(S)e ) ( )

10Pode-se considerar que as componentes do campo de Dirac seguem a mesma equacio de autovalor

1’ uma vez que tais componentes sao também solugoes da equacao de Klein-Gordon.
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ou seja,

19 dt ts . 2
Fls) =F55:1° /0 Z Z Hef A+ (4.52)

Adicionalmente, para deixarmos a Eq. - mais tratavel, usaremos a férmula da

e f > e (4.53)

l—foo n=-—o0o

soma de Poisson

em que Rez > 0. Trataremos, primeiramente, do caso bosonico. Para este fim, usaremos

2
a substituicao z = (%“) t no termo exponencial da Eq. (4.52)). Em seguida, usando

(4.53), obtemos:

s t° —n2B24 442 (A +m?2
f(b)(s) —_ _ 2 Z / — Ze [n?B% 44t (A;+ )]/415' (454)

Devemos destacar que o fator n na exponencial da Eq. (4.54]) permite que a integragao

em t seja convergente para todos os termos da soma exceto para n = 0, o qual pode ser
interpretado como a contribuicao da energia de Casimir a temperatura 7" = 0. Podemos
verificar que esta interpretacao esta coerente com os resultados obtidos a temperatura

nula, usando, para o limite 7' — 0, a relacao

ksT Z f(&) — / (4.55)

l=—0
Neste caso, da Eq. (4.52)), a fungao f(£) = e~% e portanto
e dé‘ —t£2 1
—e = —. 4.56
/_oo 2 Vart (4.56)

Deste modo, substituindo este tltimo resultado em (4.52)), obtemos

19 ,, [®dt >
Eéb)(S):—§%u2/o EZ st (4.57)

que ¢é a energia do vacuo bosonico a temperatura nula. A Eq. (4.57) é exatamente o

resultado que se obtém fazendo n = 0, em (4.54). Com este resultado, fica claro que
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podemos separar a energia livre em duas partes: uma parte devido a temperatura nula

somada a segunda parte a temperatura finita 7. Ou seja:
FO(s,T) = EP(s) + AFO (s, T). (4.58)

Para expressarmos Eéb)(s) de uma outra forma, devemos usar a Eq. (4.55) na Eq.

(4.50)). Fazendo isso, obtemos

19 5, [*de y
EY(s) = 53" / %2(52 +Aj+m?) 7. (4.59)
o 21

Veja que se usarmos a representagao integral (4.51]) no tltimo resultado acima, e em
seguida usarmos a Eq. (4.56)), obtemos novamente a Eq. (4.57)).

Com relacdo ao termo AF®) (s, T) na equacio (4.58)), podemos expressa-lo como

AF® )(s T) 25 Z/ t Z e[ B2HA2 (A +m?)] /4t (4.60)
s)Vart =

A expressao (4.60)), na verdade, é a Eq. (4.54)) paraﬂ n # 0. Além disso, a integral
em t na expressao (4.60)) é convergente e, desta forma, pode-se remover o parametro de

regularizacao s usando a relagao

f(s)
['(s)

)
m £ = f(0) (4.61)

5—)0

Usando esta relacao, obtemos

o222 (A +m?)] /4t

AFO(T ZZ / dtt =3/ T . (4.62)

Para realizarmos a integral em t e em seguida o somatério em n, podemos usar as

seguintes relagéeﬂ:
—ab

/ m—3/26—(a2+4b2x2)/4x — 2ﬁ€ , (463)
0 a

HUsamos a simetria do somatério em (4.54). Ou seja, o somatério sobre os valores negativo de n é

0 mesmo somatdrio sobre os valores positivos de n. O resultado é duas vezes o somatério de n = 1 até

n = 400, como mostrado na Eq. 4)

2Fazendo uso do programa mathematica, é facil obtermos as relagdes (4.63) e (4.64), quando
calculamos a integral em ¢ e o somatério em n na Eq. 1'
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(§
& e—dn
> - = —In(1 —e™9). (4.64)
n=1

Com isso, se fizermos as identificagoes a* = n*d?, b> = A; + m? e d = 3b, obtemos
AFT) = kpT > djln(1 — e ™), (4.65)
J
em que wjz- = A; + m? e d; é a degenerescéncia do Sistemaﬁ.
Para o caso fermionico, devemos considerar a Eq. com o sinal positivo e
frequéncia & dada pela Eq. . Além disso, de forma a simplificar o somatorio em

[, usamos a seguinte identidade:

o0 o0 o0

us 71'2 7r2
Z o = _ Z o @S Z o~ Wit (4.66)

l:—oo l=—00 l=—00

E

Substituindo esta identidade na Eq. (4.52)) com o sinal positivo, teremos dois termos

contribuindo para energia livre fermionica devido ao primeiro e segundo termos do lado

direito da Eq. (4.66). Com isso, obtemos
FUB(s,T) = F(s,T) + FO(s,T). (4.67)

Ou seja, existe um termo na energia livre fermionica que é exatamente devido a energia
livre bosonica F®)(s,T) dada pela Eq. (4.65). Esta contribuicdo esta relacionada ao
segundo termo do lado direito da Eq. . Por outro lado, o primeiro termo do lado
direito de esta relacionado ao primeiro termo do lado direito da Eq. , o

qual é dado por

1 s 124
f(s,T):§%u25/0 dt t k:BT Z Z TG (4.68)

BEm alguns sistemas quéanticos, como por exemplo os que estudamos no capitulo [5, apresentam

varios estados com a mesma energia. Neste sentido é necessario levar em consideragao a degenerescéncia

do sistema.
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Fazendo a substituicao z = g—zt na exponencial da Eq. (4.68]) e usando a Eq. (4.53)),

temos

F(s,T) % Z / \/_Z e Bt/ (4.69)

Podemos, agora, retirar o fator de regularizacao s da Eq. (| -, usando a Eq. (4.61)).
Com isso obtemos

—[n?B2 413w/t

F(T) = Ey(s +ZZ/ a3 T — (4.70)

em que Ey é o termo para n = 0, o qual é dado por

Eals) = o [ G t;_z st (4.7)

Antes de prosseguirmos, devemos atentar para um detalhe importante. O termo para

n = 0 dado pela Eq. (4.71) soma-se com termo para n = 0 dado pela Eq. (4.57)),

(1/2)

quando calcularmos F na Eq. (4.67), resultando na energia de vécuo fermionica a

temperatura nula, a qual é dada por

10 dt 2
Eél/”(s)zigﬂ /0 \/EZ HAs+ (4.72)

O resultado na Eq. (4.72)) é exatamente igual a (4.57)), mas com o sinal positivo. Além
disso, também pode-se expressar a Eq. (4.72)) na forma da Eq. (4.59). O resultado sera
0 mesmo, mas com o sinal positivo.

Para realizarmos a integral em t e depois o somatério em n no segundo termo do

lado direito da Eq. (4.70), devemos usar as relagoes em (4.63)) e (4.64). Desta forma,

para a Eq. (4.70) temos
F(T) = — kgT Z In(1 — e2%1), (4.73)
Realizando a soma das Eqs. (4.73) e (4.58) em (4.67)), obtemos o seguinte resultado:

FU2 (T = Eél/2) + AFOA(T), (4.74)
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em que

AFOPT) = —kpT ) " djln(1 + e ™). (4.75)
J

Portanto, as Eqs. e sao as corregoes térmicas para as energias de Casimir
devido a bdsons e férmions, respectivamente. No capitulo |5 calculamos as energias
de Casimir a temperatura nula e suas respectivas correcoes térmicas, usando as Egs.
e , para os campos do neutrino e eletromagnético no modelo cosmoldgico

de Friedmann.

4.4 Interacoes de van der Waals e Casimir-Polder

Nesta secao revisamos as interagoes entre atomos, entre atomos e superficies e entre
superficies. O estudo dessas interagoes teve inicio com J. D. van der Waals que propos

a explicacao do desvio da lei do gas ideal, a partir da seguinte equacao de estado [51]:

P+ L) (V—b)=RT, (4.76)
(P+73)

para 1 mol de um gés genérico a temperatura 7', com P e V sendo, respectivamente,
pressao e volume, R ¢é a constante universal dos gases e a e b sao as constantes de
van der Waals obtidas, usando a Eq. , a partir de dados experimentais. A
constante b foi interpretada por van der Waals como sendo o volume excluido pelos
atomos, que foram considerados como esferas, e a constante a foi associada com uma
forga atrativa entre os mesmos. De forma a explicar a interagao entre os atomos, van
der Waals sugeriu o seguinte potencial de interacao: V(r) = —Ar~te 57 em que A
e B sao constantes. Adicionalmente, para duas moléculas polares, Keesomﬁ obteve o

potencial V (r) = —p?p2/3kTr%, em que p; e py sao os momentos de dipolo das moléculas.

1Willem Hendrik Keesom foi um fisico holandés que analisou a interacdo de van der Waals do tipo

dipolo-dipolo, em 1921.
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Debyﬂ foi um dos primeiros a perceber que era necessario uma forca atrativa mais geral
correspondente a interacao entre os atomos, uma vez que moléculas de gases nao polares
possuem um valor nao nulo para a constante a.

A primeira teoria quantica para descrever, de forma mais geral, a interacao entre
atomos foi formulada por F. London em 1930 [124]. Neste contexto, as forgas de

interacao sao derivadas de potenciais do tipo

1
Viaw I (4.77)

em que L é a distancia entre os objetos considerados no sistema (dois &tomos, um atomo
e uma superficie ou duas superficies) e o expoente n depende de parametros fisicos e
da geometria do sistemam. Aplicando o principio da incerteza para os elétrons que
constituem sistemas atomicos, London mostrou que dois dtomos se atraem de acordo
com a Eq. , com um expoente dado por n = 6.

Casimir e Polder, usando o conceito de flutuagoes de vacuo descrito pela
eletrodinamica quantica, generalizaram a teoria de London-van der Waals de forma que
a mesma pudesse incluir efeitos de retardamentom [125]. Deste modo, a nova abordagem
de Casimir-Polder forneceu uma explicacao para a mudanca do exponente n observada
em alguns experimentos. Neste sentido, para distancias grandes comparadas com o
comprimento caracteristico Ao do sistema, o efeito de retardamento deve ser incluido,

fato este que conduz ao resultado

A
Vep Ln—?rl’ L >> )\0. (478)

5Peter Joseph William Debye foi um fisico holandés e ganhador do prémio Nobel de quimica. Ele
contribiu para o estudo da interagao de van der Waals analisando a interacao entre um momento de

multipolo permanente de uma molécula com o momento de multipolo induzido de outra molécula.

16Por exemplo, n = 3 descreve um sistema constituido de um &tomo e uma placa de espessura finita

interagindo [51].
"Quando se leva em conta efeitos de retardamento, na verdade, considera-se a interacio de van

der Waals no regime relativistico. De forma contraria, no regime nao-retardado, despreza-se efeitos

relativisticos.
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Com isso, para a interacao Casimir-Polder entre dois atomos, a dependéncia L~7 ¢é
obtida. O parametro Ay, neste caso, é o comprimeito de onda das principais linhas de
absorcao atomica, o qual estd no espectro visivel até proximo do infravermelho para
atomos alcalinos tipicos e é de alguns milésimos de nanometros.

As Eqs. (4.77) e (4.78]) aplicam-se para T = 0, situacao na qual somente

flutuagoes quanticas sao consideradas. Para um sistema a uma temperatura nao nula,
o comprimento de onda térmico
he

A —_ — 4-
T kBTa ( 79)

precisa ser levado em conta. Este corresponde ao comprimento de onda quando o
espectro da radiacao térmica é importante. Estudos para a interacao entre atomos e
superficies, usando teoria quantica de campos a temperatura finita, foram realizados
por Dzyaloshinskii, Lifshitz, and Pitaevskii [51]. Eles mostraram que os potenciais
de London-van der Waals e Casimir-Polder podem ser obtidos como casos limites de
uma expressao mais geral. Além disso, eles também confirmaram que para distancias
L << A, as interagoes sao dominadas por flutuacoes quanticas. Por outro lado, para

distancias L >> Ar foi mostrado que

Ao kgT

% ~ BB
Lt~ Thw

VL)dW? (480)

em que wy ¢ a frequéncia angular correspondente a A\g = 2mc/wy. A interagao entre
atomos, entre atomos e superficies ou entre superficies desempenha um importante
papel na fisica, quimica e biologia, além de ter varias aplicagoes tecnoldgicas. Neste
sentido, o entendimento desse tipo de interacao é de fundamental importancia.

De acordo com a eletrodinamica classica, objetos materiais nao polarizados e
eletricamente neutros nao irao interagir entre si, mesmo se tais objetos forem
polarizaveis. Deste modo, uma interacao somente ocorrera se um dos objetos tiver

uma polarizacao permanente ou tiver uma polarizacao induzida. Para uma polarizagao
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ser induzida, um campo eletromagnético deve ser aplicado a pelo menos um dos objetos.
Com isso, a polarizacao induzida do objeto da origem a um campo eletromagnético, o
qual pode, por sua vez, induzir uma polarizacao em outro objeto polarizavel, o qual
também da origem a um campo eletromagnético e induz uma polarizagao em outros
objetos. Esta situacao resulta em objetos polarizados interagindo entre si através de
um campo eletromagnético.

Na eletrodinamica quantica a configuracao inicial é a de objetos em seus estados
quanticos fundamentais, juntamente com um campo eletromagnético em seu estado
de véacuo, de forma que o valor médio da polarizacao dos objetos e do campo
eletromagnético é nulo. Desta forma, devido ao principio da incerteza de Heisenberg,
o qual implica na existéncia de flutuacoes de estados de vacuo, a polarizacao dos
objetos e o campo eletromagnético sofrerao flutuagoes que darao origem a uma interagao
entre os objetos. A temperaturas diferentes de zero, flutuacoes térmicas deverao ser
introduzidas. As forcas responsaveis pela interacao entre os objetos sao conhecidas
como forcas de dispersao, forcas de Casimir-Polder ou forcas de van der Waals@

Um resumo de algumas das expressoes assintoticas para as forgas de dispersao mais
conhecidas e suas respectivas dependéncias com a distancia é mostrado nas Figuras 4.2 e
4.3. Todas as forcas de dispersao nesta figura sao atrativas para dois objetos polarizaveis
e repulsivas para um objeto polarizavel interagindo com outro magnetizavel. Podemos
perceber que no limite retardado as forgas diminuem mais rapidamente com o aumento
da distancia em comparagao com o limite nao retardado.

No capitulo [6] calculamos, para um sistema constituido de um dtomo interagindo

com uma placa metdalica na presenca de uma corda cosmica, a interacao de Casimir-

80 termo forca de Casimir-Polder é frequentemente usando quando o sistema é constituido de
objetos macroscépicos e efeitos de retardamento sao levados em conta. Por outro lado, o termo forgas
de van der Waals é conhecido quando o sistema é constituido de objetos microscépicos e efeitos de

retardamento nao sao levados em conta.
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Polder. Os métodos de calculo da fungao de Green, potencial de interacao e outros sao

apresentados. Célculos adicionais sdo apresentados no apéndice [C]

Distancia — Atrasado Néao atrasado
Polarizagdo — P—=pP|p—m|p—p|p—m
() ~ L 1 Ll
\ @ ‘f’ @{ 3 8 T 5
(b) § L1 L
. @ A Q A A rh )
o gyl | k| ek L]
- ’ PA PA Pa PA

Figura 4.2: Lei de poténcias assintdticas para as forcas entre (a) dois dtomos; (b) um atomo e
uma esfera pequena; (c¢) um atomo e um anel fino. Além disso, p e m representam os objetos
polarizados e magnetizados, respectivamente. O sinal positivo indica uma forga repulsiva

enquanto que o sinal negativo indica uma forca atrativa [126].

Distancia — Atrasado Nao atrasado

Polarizagéo — P—=p|p—m|p—=p|p—m

) 1 1 1 1
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1 1 1 1
() g@gH x|tz | = | t=
- ZA “A “A “A “A

(f) ‘4—»

181

Figura 4.3: Lei de poténcias assintéticas para as forgas entre (continuagao Fig. 4.2) (d) um
atomo e uma placa fina; () um dtomo e um semi plano e (f) para a for¢a por unidade de drea
entre dois semi planos. Além disso, p e m representam os objetos polarizados e magnetizados,
respectivamente. O sinal positivo indica uma forga repulsiva enquanto que o sinal negativo

indica uma forca atrativa [126].



Capitulo 5

Efeito Casimir térmico - neutrino e

foton

Nature abhors a vacuum

— Aristételes —

Os estagios iniciais da evolucao do Universo foram quentes e densos, de acordo com
o modelo padrao em cosmologia. Ao longo de sua evolucao, o Universo passou por
diferentes periodos, do ponto de vista de sua histéria térmica. Devido a isto, o estudo
do efeito Casimir térmico em modelos cosmoldgicos, mencionados anteriormente, é de
grande importancia fisica. Além disso, é preciso ressaltar que campos nao massivos de
spin zero nao sao observados na natureza e, deste modo, uma atencao especial deve
ser dada aos campos do neutrino e eletromagnético. Considerando que, em grandes
escalas, nosso Universo é espacialmente homogéneo, derivamos expressoes exatas para
o tensor momento-energia térmico total para esses campos, nos modelos cosmoldgicos
de Friedmann fechado e de Einstein. Obtemos também a energia livre de Casimir, a
energia total e as contribui¢oes de Casimir para o tensor momento-energia. Calculamos

os comportamentos assintéticos das expressoes obtidas nos casos limites de baixas e

86
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altas temperaturas. Para o caso do neutrino, nossos resultados para a pressao e a
energia total sdo os mesmos que na Ref. [49]. Para o caso eletromagnético, contudo,
existe uma discordancia entre nosso resultado para o tensor momento-energia térmico e
o obtido na Ref. [49]. Explicamos essa discordancia com a justificativa de que [49] nao
levou em consideracao a contribuicao devido ao modo zero na férmula de Abel-Plana.
A expressao para a energia livre de Casimir e a energia interna de Casimir para o campo
eletromagnético foram obtidas, neste trabalho, em analogia com o caso conhecido do
efeito Casimir térmico em uma casca esférica metélica ideal. Calculamos também, para
os campos do neutrino e eletromagnético, a entropia de Casimir e demonstramos que a
terceira lei da termodinamica é satisfeita.

A estrutura desse capitulo apresenta-se do seguinte modo: na secao 5.1}
apresentamos as expressoes gerais para a energia livre, energia interna e tensor momento
energia para os campos do neutrino e eletromagnético no modelo cosmoldgico de
Einstein. Um destaque especial é dado para o procedimento de renormalizacao e para as
defini¢oes das contribuigoes de Casimir para as quantidades consideradas a temperatura
nula. A secao [5.2] é dedicada & derivagao da energia livre de Casimir, da energia total
e da energia interna para o campo do neutrino [I127]. As pressoes de Casimir e total
sao também consideradas. As expressoes assintOticas a baixas e altas temperaturas sao
obtidas e a validade da terceira lei da termodinamica é verificada. Na segao sao
apresentados resultados analogos para o efeito Casimir térmico, no caso eletromagnético
[127].

Por conveniéncia, para efeitos de comparagao com o limite cldssico (o caso de altas
temperaturas Ref. [12§]), manteremos as constantes de Planck A, a velocidade da luz

¢, e a constante de Boltzmann kg em todas as equagoes.
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5.1 Expressoes gerais - neutrino e fé6ton

Nesta se¢ao consideramos os campos fermionico e eletromagnético em equilibrio
térmico a uma certa temperatura 7', no modelo cosmoldgico estatico de Einstein com

uma topologia S% x R!. O elemento de linha que descreve este modelo é dada p01E|
ds* = c2dr* — a*[dip® + sin*y(df? + sin®0d¢?)], (5.1)

em que v, 6 e ¢ sao coordenadas adimensionais em um espaco tridimensional de
curvatura constante +1 e 7 é o tempo préprio. Este é um modelo espacialmente
homogéneo com um volume V = 272a®, em que a=constante ¢ o fator de escala. Todos
os resultados obtidos abaixo sao também aplicaveis ao modelo cosmoldgico fechado de
Friedmann, com o fator de escala dependendo do tempoﬂ Neste caso, contudo, existem
contribuicoes adicionais ao tensor momento-energia devido a anomalia conforme e a
criagao de particulas [130, [131].

A energia livre dos campos do neutrino e eletromagnético pode ser reescrita, usando

as Eqs. (4.58)) e (4.74), da seguinte forma:
FOT) = S + AFO(T), (5.2)

em que s = 1/2 e s = 1 representam os spins para o neutrino e para o féton,

)

respectivamente. E(SS é a energia de ponto zero & temperatura nula e AF®)(T) é a

corregao térmica dada por (4.65)), para bésons e por (4.75), para férmions. Para o

campo do neutrino, temos [36, 49

> n+ 1)
EM = —QHZn(n + D W2 = (72), (5.3)
n=1

Lver apéndice
20 modelo cosmoldgico de Friedmann é conformalmente plano com o modelo cosmolégico estatico
de Einstein (ver Ref. [33]). O conceito de equilibrio térmico em situagoes nao estaciondrias é discutido

na Ref. [129].
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AFY(T) = —4kpTY n(n+ 1)l [1 e 2’/kBT>] . (5.4)
n=1
em que d, = 4n(n + 1) é a degenerescéncia. Para o campo eletromagnético, as

respectivas expressoes sao dadas por [36, [49)]

1>:hoo 2 _ 1), (1 _ ne 55

;(n )wn Y wn a * ( ° )

AFO(T) = 2kpT 3" (n? — 1)In [1 e kaT)] (5.6)
n=1

em que d,, = 2(n* — 1) é a degenerescéncia. Deve-se notar que a energia de ponto zero
E(()s) dada por e é divergente, enquanto que a correcdo térmica AF®)(T)
dada por e é finita.

A renormalizacao da energia do vacuo E(()s) ¢é convencionalmente realizada subtraindo
da mesma os termos obtidos das Eqs. e , substituindo as somas discretas por
integragoes sobre variaveis continuas [36]. Como resultado, as energias renormalizadas

sao definidas como

EMY = 2 [Znn—{—l (1/2) _ /t(t+) UQ)dt] (5.7)
n=1 0

EM, =h [im? — Dw® — / oo(t? - 1)w§1>dt] . (5.8)

n=1

As diferencas entre as somas e as integrais podem ser calculadas usando as seguintes

férmulas de Abel-Plana [211, 23] 132} 133]:

o0

> @(n) - /OOO ®(t)dt = —%@ (0) +1i /OOO ¢ (@2; ? (1_“>dt, (5.9)

i@ (n + %) - /OOO O (t)dt = —i /OOO 2 (“;)Q;jl:g_”) dt. (5.10)

As Egs. (5.9) e (5.10) sao mais convenientes para os casos dos campos bosonico e

fermionico, respectivamente.
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A aplicagao da Eq. (5.10) na Eq. (5.7), usando

<I>(n+%> _ g0/ (n—i—%)—n(n—l—l)(n—i—%)
C () L aed), ot

fornece [36, 49

Eﬂ?zg%- (5.12)
De modo semelhante, aplicando a Eq. na Eq. , e usando a relagao
®(n) =0 (n) =nn*—1)=n*—n, (5.13)
obtém-se o seguinte resultado[36, [49):
E%ﬂm==%%§§- (5.14)

A energia livre total para os campos do neutrino e eletromagnético no modelo

cosmoldgico de Einstein é dada por

FNT) = ES). + AFO(T), (5.15)

O,ren

onde todos os termos no lado direito sao definidos nas Eqgs. (5.4)), (5.6]), (5.12) e (5.14)).

Uma outra importante caracteristica do estado de equilibrio do campo a uma
temperatura nao nula ¢ a energia interna, a qual esta conectada com o valor esperado
do tensor momento-energia e com a energia livre do seguinte modo [134], [135]:

FEN(T)
T

Ut(cft) (T)=V <Tés)0> — _T2i

tot oT (5.16)

Usando as Eqs. (5.4), (5.6)), (5.15) e (5.16]), a energia interna total, para os campos do

neutrino e eletromagnético, ¢ dada, genericamente, pela equacao

UlNT) = E) .+ AU(T), (5.17)

0,ren
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em que

/)
1/2
AU 4712 M(l /%BT) T (5.18)

= (n? = Dwd

(5.19)

As defini¢oes de energia livre e energia interna de Casimir seguem a abordagem da
teoria de Lifshitz [I36], a qual estabelece que a energia livre de Casimir do campo
eletromagnético entre duas fronteiras materiais separadas por uma distancia a é obtida
subtraindo a energia livre do espago-tempo de Minkowski, sem fronteiras, da energia
livre em . Em outras palavras, nao somente uma renormalizacao de origem infinita
da energia de ponto zero é realizada, como também a correcio térmica AF®)(T)) sofre
uma renormalizacao finita, subtraindo da mesma a contribuicao da radiacao de corpo
negro [23]. Esta contribui¢ao é proporcional ao volume do espago entre as fronteiras.
A mesma definicdo para a energia de Casimir térmica foi usada na teoria quantica
de campos a temperatura finita, para a configuracao de duas placas metdlicas ideais e
paralelas [23] 136]. Além disso, para configuragoes com um volume finito, tal como uma
caixa metdlica ideal e retangular, foi mostrado [I37] que para se obter a energia livre
de Casimir deve-se subtrair de AF®)(T) dois termos de origem quantica proporcionais
a area da superficie da caixa e ao perimetro de suas bordas. Isto estd em acordo com
[138], o qual demonstrou que no limite assintético de altas temperaturas, a energia livre
total em um volume genérico contém os seguintes trés tipos de termos dependentes da

constante de Planck:

N (ksT)* NOIGE T)? s) (kBT)?
0 (FLC)?’ ) 1 (hC)2 )

(5.20)

em que os coeficientes a(()s), ags), aés) dependem do spin do campo e sao expressos em

termos dos coeficientes de niicleo de calor [23]. Alguns desses coeficientes podem ser
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iguais a zero. Por exemplo, para um campo escalar conforme e sem massa, no modelo

cosmoldgico de Einstein, tem-se que [48]

2
o =TV, =0 ol =0 (5:21)

Podemos notar que, em nosso caso, os termos (5.20) na energia livre estdo presentes

na integral

/ h %) (t)dt, (5.22)

~ S . s . ~ .
em que a funcao Cbg )(t) para os campos do neutrino e eletromagnético, em concordancia

com as Eqs. (5.4) e (5.6)), é dada por

1
037 (t) = —4kpT (ﬂ - Z) In [1 4 ¢~ et/eksT)] (5.23)

03 (1) = 2kpT(1* — 1)n [1 — ¢~ (et/aksD] (5.24)

Expandindo os logaritimos em series de poténcia e em seguida integrando, obtemos

[139]

> Trta® (kpT)*  7wa (kpT)?
o (t)dt = — 5.25
/0 2 () 90 (he)® 12 hc (5:25)

0 4.3 4 2 2
(1) 2n%a® (kgT)*  ma (kgT)
O, (t)dt = — . 2
/0 2 (1) 45 (he)3 + 3  he (5.26)

Como resultado, a energia livre de Casimir é definida por

FSNT) = ES) + AFS(T), (5.27)

O,ren

em que a correcao térmica no segundo termo do lado direito é dada pela expressao

AFSNT) = AFC)(T) — / h %) (1)dt. (5.28)

0
A defini¢ao (5.28)) generaliza a abordagem anteriormente adotada na teoria de Lifshitz

e em teoria quantica de campos a temperatura finita, para placas métalicas ideais e
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caixas retangulares. Como pode ser visto nas Eqgs. (5.25) e (5.26)), para os campos do

neutrino e eletromagnético, no modelo de Einstein, temos

1/2 T2 1/9 1/2 m2a
aé/)————180[/, 045/):0, aé/)———lz,
(1) m’ (1) (1) “a
ay = V, a;’ =0, =5 (5.29)

Dessa forma, a definicao da correcao térmica da energia livre de Casimir leva em
consideragao a subtracao, nao somente da contribuicao devido a radiagao de corpo negro
no espaco de Minkowski sem fronteiras, como é o caso para o campo escalar (veja Eq.
(5.21])), mas também de mais dois termos de origem quéantica, os quais estao presentes
na energia livre total. Nas se¢oes e veremos que as expressoes assintoticas da
energia livre total Ft((ft) a altas temperaturas nao possuem quaisquer termos adicionais
de origem quantica.

A contribui¢do de Casimir para a energia interna pode ser definida de um modo

similar como

USN(T) = Efjen + AUE(T), (5.30)
em que
AUSN(T) = AUS(T) — / L) (1)dt. (5.31)
0

Em concordancia com as Egs. 1) e 1} a funcao <I>§f’ (t) para os campos do

neutrino e eletromagnético, é dada por

(/2) .y _ he @7 —1)
0377t = a elhet/akpT) 4 1’ (5.32)
2h tt?—1
o = 2 M —1) (5.33)

a elhct/akpT) _ 1°
As integrais que aparecem na Eq. (5.31]) sdo dadas por

> 7rta® (kpT)*  w%a (kpT)?
2 (t)dt = B _ 5.34
/0 30 30 (he)® 12 he (5:34)
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[e’e) 4 .3 4 2 2
(1) 2r*a® (kgT) ma (kgT)
o7 (H)dt = — . .
/0 s (1) 15 (he)? 3 he (5.35)

As integrais e subtraidas da energia livre de Casimir e as respectivas
integrais e subtraidas da energia interna de Casimir, satisfazem a Eq.
, da mesma forma que as quantidades totais.

Para finalizarmos esta secao, consideramos outras componentes do tensor momento-
energia diferente de Tj, a qual foi definida na Eq. . Na métrica espacialmente
homogénea e isotrépica do espaco-tempo em consideragao, o tensor momento-energia é

diagonal e tem iguais componentes espaciais, as quais sao dadas por

PENT) = = (1) (5.36)
tot
em que }1(53 (T') é a pressao total. As pressoes total e de Casimir sdo expressas usando

as respectivas energias livres, como

OFE)(T) OFSN(T)
(s) _ _ Yltot (s) __Yc
Po(T)=———  F(D) A (5.37)

Considerando as Eqgs. (5.4), (5.6), (5.12), (5.14) e (5.15)), obtemos para a pressao

total definida na Eq. (5.37)), os seguintes resultados:

17he 20 N n(n+ Dwd/?
pYA (T 5.38
tot ( ) 28807?'2@4 371'2&3 = e(fudy(zl/z)/kBT) N 1a ( )
(1)
1) B 11Ac
B (1) = 7207m2a* 371%03 Z ﬁw(l)/kBT 1 (5.39)

Comparando a Eq. (5.38) com as Eqgs. (5.16)-(5.18) e a Eq. (5.39)) com as Egs. (5.16)),
(5.17) e (5.19)), obtemos a equacao de estado

PEN(T) = Ze&)(T), (5.40)

1
3
em que a densidade de energia total é dada por

S S U(S) (T)
o) = (1y°) == (5.41)




CAPITULO 5. EFEITO CASIMIR TERMICO - NEUTRINO E FOTON 95

em concordancia com a Eq. (5.16]). Usando as Eqs. (5.25)), (5.26)), (5.34) e (5.35)), pode-

se verificar que a mesma equacao de estado é satisfeita para as quantidades de Casimir

(energia livre, energia interna e pressao) definidas nas Eqs. (5.27)), (5.28)), (5.30), (5.31)

e (5.37), ou seja:

PENT) = %Ag) (T). (5.42)

A densidade de energia de Casimir é dada pela componente Ty, do tensor momento-

energia de Casimir

e8N(T) = <Tés)0>c =—5 (5.43)

As outras componentes deste tensor sao dadas por —P(Ef) (T).

5.2 Calculo de quantidades termodinamicas -

neutrino

Nesta secao, calculamos as energias livre e interna para o campo do neutrino nos
modelos cosmoldgicos de Friedmann e Einstein. Para este propodsito, utilizamos a
representacao da energia livre de Casimir Fél/ 2)(T) na forma dada pela Eq. ([5.27))
com s = 1/2, em que a energia a temperatura nula é expressa pela Eq. e a

corre¢ao térmica de Casimir é dada pela Eq. (5.28) com (5.4)) e (5.23)). Desta forma,
calculamos a diferenga entre a soma na Eq. (5.4) e a integral na Eq. (5.28)), usando a

formula de Abel-Plana |D com ®(t) = @51/ 2) (t) definida na Eq. 1} Expandindo

o logaritmo em séries de poténcia, temos

@(1/2)@ T (12— 1 i (_1)n+167(hcnt/akBT) (5.44)
2 = B 1) .
e
1/2) /. 1/2), . . 1\ o= (=)™ hent
{2 (i) — (I)é / )(_@t) = —8ikgT <t2 + Z) Z ~——sin T (5.45)

n=1
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Em seguida, calculando a integral no lado direito de ([5.10), obtemos a seguinte

representacao da energia livre de Casimir, em termos de um duplo somatério:

(1/2) 17he  16he o ma1 | (hen/akpT)? — 3(2mm)?
F, T) = -1 -1
¢ (1) 480a L ;( ) mZ=1( ) [(hen/akgT)? 4+ (2mm)?)?

1 1
8 (hienfakpT)? + (Qﬂm)2} . (5.46)

Na Eq. pode-se realizar primeiramente o somatorio em qualquer um dos indices m
ou n que as representacoes resultantes para a energia livre de Casimir sao, estritamente
falando, equivalentes. No entanto, realizar o somatério primeiramente em m ¢é mais
conveniente para obter-se o limite assintético para baixas temperaturas. Ao contrario,
realizar primeiramente o somatorio em n é mais conveniente para obter-se o limite
assintotico para altas temperaturas. Com isto, trataremos, primeiramente, do somatério
em m, o qual pode ser realizado usando a expressao

xr2 +y2m2)3 8(1:2 +y2m2)

- é {4 — 3233 + cosh(27r$/y)]CSCh3(7T$/y)}

y — mxesch(mx/y)
1622y ’

(5.47)

em que x = hicn/akgT e y = 27. Deste modo, usando a Eq. (5.47)), o somatério em m
na Eq. (5.46) é dado por

17he N Trla® (kgT)'  ma (kpT)?
480a 90 (hc)3 12 he

— kgT f: (=) ! . (5.48)
~ n sinh®(hen/2akgT)

F32(T)

Da Eq. (5.48), no limite de baixas temperaturas quando, hc/akpT — 0o, temos

17he N Triad (kgT)*  w%a (kpT)?
480a 90 (hc)? 12 he
—  8kpTeBhe/2aksT) (5.49)

1/2
FG2(T)
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Este resultado é analogo ao comportamento para baixas temperaturas da energia livre
de Casimir, no caso de duas placas metalicas ideais e paralelas [23] [136].

Da Eq. (5.48) pode-se obter a expressao exata para a energia livre total. Usando

as Eqgs. (5.15)), (5.25)) e (5.28), todos os termo de poténcia em 7' sao cancelados e a

energia livre total é dada por

(1/2) 17hc o~ (= 1
. T — T . 5.50
wor (1) B Z n  sinh®(hen/2akpT) 550

Deste modo, a correcao térmica na energia livre total a baixas temperaturas é

exponencialmente pequena, ou seja:

17h
Ft(olt/Q) (T) — 4802 _ 8kBT€_(3hC/2akBT), (551)

Para obter-se o comportamento assintético da energia livre, energia total e da energia
de Casimir a altas temperaturas, devemos realizar primeiramente o somatério em n na

Eq. (5.46). Isto fornece a seguinte expressao para a energia livre de Casimir:

17hc a®> (kgT)? & (—1)m+
Fél/z)(T) = + ; / Z B
480a 167 (hc)? 4= mA4sinh’(2n2makpT/hc)
m=1
S = e e

(he)? 2 o\ . 2 makgT
+3(akBT)3 (6 + 7°m”) sinh o
fic)? dr®makgT
+47*m [12m27r4 — %(2 + 72m?) + 4n? o ch sinh (%)]
B B
(FLC)3 2 92\ . 67T2makBT
(akyyp O ) sinh (== ) o (5.52)

A mesma expressao pode ser reescrita na forma

1/2
F&N)

_ 17he  a® (kgT)? i (—1)mtt
~ 480a 47t (hc)? 4

m
m=1

he

hem 2m?makgT (hc)?
4coth | —— 2 ———— +2m*n?
T + 4co < e )) =+ ((akBT)Q +2m°m

—%%;ZkBT) )} } . (5.53)

he)3 2m?makgT
X {—%(6 + 72m?) + 2mnZcsch <M)
a
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Da Eq. (5.52)) ou (5.53)), no limite de altas temperaturas, obtemos

kpT)3
Fo(T) = 4m2q2t (2” )3 ¢~ (2n*akpT/he) (5.54)
C

Note que, no limite de altas temperaturas, a contribui¢ao de temperatura nula para a
energia livre de Casimir foi cancelada pelo correspondente termo na correcao térmica.
Além disso, deve-se ressaltar que a energia livre de Casimir a altas temperaturas é
exponencialmente pequena e nao possui o termo cldssico proporcional a kgT (veja

secao [5.3]), como é esperado para um campo espinorial (neste caso do neutrino).
s )

A energia livre total é obtida adicionando a Eq. (5.25)) na Eq. (5.52)) ou (5.53). A

expressao obtida para Ft(olt/ 2)(T) é equivalente a Eq. lD a qual é mais compacta.
O comportamento assintético da energia livre total a altas temperaturas é obtida
adicionando as Eqgs. e .

Uma outra quantidade termodinamica importante, o qual esta relacionada a energia
livre, é a entropia. As entropias total e de Casimir para os campos do neutrino e

eletromagnético sao definidas como

. OFSN(T . OFS(T
Sa(T) = —% S¢(T) = —%. (5.55)

A expressao exata para a entropia de Casimir do campo do neutrino pode ser obtida

da Eq. (5.48)) e é dada por

SSN(T) = w2k

akgT {1 472 (akBT)Q]

P73he 2 15 (he)?
= (=1 3 3hen hen
h 2akgT h
+kp ; —— |osc (hen/2akpT) + ST cos Sk T
x csch*(hen/2akgT)] . (5.56)

No limite de baixas temperaturas, a expressao assintotica para a entropia de Casimir é

escrita como

akgT [1  14n° (akpT)’

3ic |2 15 (he)?

12hc
—(3hc/2akpT) ] 5.57
+ al © ( )

Se'NT) = kg
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Note que na Eq. , a entropia de Casimir tende a zero quando T tende a zero, ou
seja, a terceira lei da termodinamica é satisfeita [134, [135]. A entropia total é obtida
das Egs. e e serd dada pela Eq. com o primeiro termo do lado
direito omitido. O comportamento assintético da entropia total a baixas temperaturas
¢ dado pelo termo exponencialmente pequeno na Eq. . Deste modo, a terceira lei
da termodinamica também mantém-se para a entropia total do campo do neutrino.

Com relagao a energia interna total para o campo do neutrino, a mesma ¢ dada

pelas Egs. (5.17) e (5.18). Adicionalmente, a energia interna de Casimir pode ser

calculada pelas Eqgs. 1 e 1} com a funcao <I>§1/ 2) (t) definida na Eq. 1) Os

calculos seguem os mesmos passos como mostrado anteriormente, para a energia livre,
usando a férmula de Abel-Plana . Os mesmos resultados podem ser obtidos das
respectivas expressoes para a energia livre, usando a Eq. e equagoes similares
para as quantidades de Casimir (energia livre, energia interna e pressao). Com isso,

das Egs. (5.16)) e (5.50)), obtemos os seguintes resultados para a energia interna total:

_ 17he | 3hc i1 cosh(hcn/2akpT)

(1/2)
vl (1) = + 2N . 5.58
ot (T) 480a  2a (=1) sinh*(hen/2akpT) (5.58)
No limite de baixas temperaturas, a Eq. ((5.58) fornece
17he  12hc
UL (T) = —— g (Bhe/2aksT), 5.59
tot ( ) 480a + a € ( )

Por outro lado, no limite de altas temperaturas, o comportamento assintotico da energia

interna total é dado por

4 3 4 2 2
(1/2) T _ Tma (kBT) B m (I(k‘BT)
Uiot () 30 (hc)? 12 he

4
+87a® (IEET)?? g~ (@ akpT/he), (5.60)
C

Dividindo ambos os lados das Eqs. (5.59) e (5.60) pelo volume V', obtemos

(1/2) _ 17hc 61 _(she/2akpT)
Frot (T)_9607T2a4 w2t o (5.61)
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(1/2) _ T (kT)! 1 (ksT)?
Eror (T) = o
60 (hc)? 24a2  he
kgT)*
—{—47‘(‘2 ((th>?)’ 6—(27r2akBT/hc) (562)

para baixas e altas temperaturas, respectivamente. Este resultado coincide com
o comportamente assintético da densidade de energia para o campo do neutrino
encontrado na Ref. [49](note que termos exponencialmente pequenos foram omitidos
nesta referéncia).

A expressao exata para a energia térmica de Casimir é obtida subtraindo a Eq.

(5.34) da Eq. (5.58). Como resultado, para baixas e altas temperaturas, temos,

respectivamente,
U2y = 17he  Tn*a® (kpT)" | w°a (kgT)’
¢ 480a 30 (hc)® ' 12 ke
+12hC€_(3hc/2akBT)’ (563)
a
kgT)*
Uél/Z)(T) _ 87T4a3((gc)g 67(271-2akBT/hc)' (5.64)

Deste modo, para o campo do neutrino em questao, a energia interna de Casimir a
altas temperaturas é exponencialmente pequena. Os valores limites para a densidade
de energia de Casimir sdo obtidos das Eqs. (5.63) e (5.64). As pressoes total e de

Casimir podem ser obtidas das equagoes de estado (5.40) e (5.42).

5.3 Calculo de quantidades termodinamicas - fé6ton

O caso do campo eletromagnético é mais complicado porque a fungao (IDS) (t) definida
na Eq. tende ao infinito quando t tende a zero. Isto impede que a formula de
Abel-Plana seja aplicada para o céalculo da energia livre de Casimir do campo
eletromagnético, definida nas Egs. e . Um problema andlogo surge no
calculo das energias internas total e de Casimir dadas pelas Egs. e ,



CAPITULO 5. EFEITO CASIMIR TERMICO - NEUTRINO E FOTON 101

respectivamente. Isto ocorre porque a funcao @gl)(t), dada pela Eq. , a qual
determina a correcao térmica na energia interna, tem poélos ao longo do eixo
imaginario de frequéncias. Isto também impede a aplicacao da formula de Abel-Plana
na sua forma original .

Comecaremos, entao, expandindo, em série de poténcias, o logaritmo na energia

livre total dada por ({5.6)), ou seja:

11h
FY(T) = 120; - QkBTZ Z n? — 1)~ (henm/aksT), (5.65)

Calculando a soma em n, obtemos

Sehcm/akBT 1

11n
Ft(olt) (T) - - 2kT Z

1204 (5.66)

efcm/akBT _ 1)3 ’

A energia livre de Casimir para o campo eletromagnético é obtido, entao, subtraindo a

Eq. (5.26) da Eq. (5.66), ou seja:

_ 11he N 2ria® (kgT)*  w%a (kpT)?
© 120a = 45 (hc)? 3 he
3€hcm/akBT 1

—2kpT Z (T )5 (5.67)

F(T)

As Eqgs. (5.66]) e (5.67]) sdo convenientes para a obtencdo das expressoes assintdticas a

baixas temperaturas. Com isso, da Eq. (5.66)), a energia livre total é dada por

11hc
F(l) T) = _ Te™ 2hc/akBT) )

Pode-se notar que a correcao total para a energia a temperatura nula ¢é
exponencialmente pequena. O comportamento a baixas temperaturas da energia livre
de Casimir é dado pela diferenca entre as Egs. e . Neste caso, existem
correcoes para a energia a temperatura nula.

Antes de considerarmos o comportamento assintotico da energia livre a altas

temperaturas, obteremos a expressao exata para a energia interna e seu comportamento
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assintotico a baixas e altas temperaturas. Usando a expansao em série de poténcias na

Eq. (5.19), podemos reescrever a Eq. (5.17) na forma

1) ]_17’_LC 2hC —(hcmn/(zk T)
Uit (T') = E E B2, 5.69

Realizando o somatério em n, obtemos a seguinte expressao:

2hem/akpgT

1) _ 11hc 12A¢ f: e

(
Uroi(T) = 150, + (e TakaT 1)1 (5.70)

m:l

A energia interna de Casimir é dada pelas Eqgs. (5.30]) e (5.31])). Desta forma, levando

em conta a Eq. (5.35)), temos

UO(T) = 1lhe  2n'a® (kgT)' | ma (kgT)?
© 120 15  (he)3 3 hc
]_QHC 0 62hcm/akBT
Z_l ehem/akpT _ 1)4 (571)

As expressoes em ([5.70) e (5.71) sdo convenientes para a obtengao das expressoes

assintéticas a baixas temperaturas. Com isso, da Eq. (5.70) obtém-se

Lhe  12hc _onejaks)

(5.72)

Apoés a subtracao da Eq. da Eq. , a expressao assintética para a energia
interna de Casimir a baixas temperaturas ¢ obtida. Todas essas expressoes para a
energia interna estao relacionadas com as respectivas expressoes para a energia livre,
obtidas acima, pela Eq. e uma equacao analoga para as quantidades de Casimir
(energia livre, energia interna e pressao).

Com relagao a energia interna de Casimir na forma das Egs. e ,
calculamos a mesma de um modo diferente, que nos permite obter o limite a altas
temperaturas. Os pdlos da funcao <I>:(31)(t), definida na Eq. , estao localizados
nos pontos t = it, = 2milakgT/hc, em que | = £1,42, ... Além disso, em ¢t = 0,

esta funcao assume o valor nao nulo, @gl)(()) = —2kgT. A presenca dos pélos ao longo
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do eixo imaginario de frequéncias torna a féormula de Abel-Plana na forma original
inaplicavel. Contudo, uma generalizacao dessa formula para o caso no qual existem

pélos no eixo imaginério de frequéncia é dada por [132]
00 00 1 d(t it
S ) —/ O(t)dt = —~d(0) — 7> Res { (t)e }
e 0 2 — t=it sin(7t)
* O(it) — O(—it
+i/ (it) = ®(=it) ), (5.73)
0

eZﬂ't -1

Para o presente caso, é admitido que a soma é realizada para os valores positivos de [

de forma que a funcao ®(t) satisfaz a condigao

P(t) =D(—t)+o [ﬁ

Aplicamos a Eq. 1' a funcao ®(t) = <I> ( ) definida na Eq. (5.33). Para este

1 quando ¢t — if;. (5.74)

objetivo, usamos as relagoes

- WZ
t’Ltl

_ 32na®(kpT)? i I

(I)(l) ) lﬂ't]

sin(7t)

(hc)?) — edm2lakpT/he _ |
8m2a(kpT)? l
he Z edr?lakpT/he _ | (575)
e
2h
oV (it) — oV (—it) = ZCit(£ + 1). (5.76)
a
Além disso, calculando a integral no lado direito da Eq. (5.73)),
~ oM (it) — oV (—it) 11 he
' dt = ———— 5.77
Z/O et — | 120 @’ (5:77)
percebemos que tal resultado cancela-se com as contribuicoes da energia de Casimir
Eé’lr)en a temperatura nula, definida na Eq. (5.14]). Deste modo, das Eqs. (5.30) e

(5.31)), obtemos

) B 32143 (kpT)* &
UC (T) - kBT + (hc)3 Z e47r2lakBT/hc -1
8m2a(kpT)? < l
+ he Z edr?lakpT/he _ 1~ (578)

=1
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Esta é uma expressao alternativa e exata para a energia interna de Casimir. Calculos
numéricos mostram que a Eq. (5.78) fornece os mesmos valores que a Eq. (5.71)) para

todos os valores de temperatura, 7', considerados. A energia interna total Ut((}t) (T) é

obtida adicionando a Eq. (5.35)) a Eq. (5.78]).

A Eq. (5.78) é conveniente para a obtengao do limite assintético a altas
temperaturas. Desta forma, a expressao assintética para a energia interna de Casimir
a altas temperaturas é dada por

321'a® (kgT)" _(4r2akyt/he)

UD(T) = kpT + (hep?

(5.79)

A expressao assintética a altas temperaturas para energia interna total é obtida

adicionando a Eq. (5.35) a Eq. (5.79)), o que resulta em
o 27T4CL3 (k’BT)4 _ 7r2a (]CBT)Q
15 (he)3 3 he

B D) a1
(hc)? '

ULl(1) + kpT

(5.80)

Pode-se notar da Eq. que a energia interna de Casimir eletromagnética a altas
temperaturas possui um limite cldssico [128], o qual ndo depende de /i e ¢. A energia
interna total também possui um termo classico igual a kgT. A respectiva
expressao assintotica para a densidade de energia interna total ¢ dada por

UG 7 (keT) 1 (kgT)? | kpT

V15 (he)®  6a® ke 2m2a3

1
(1)

4
116 9 (k?BT> 67(47r2akBT/hc) (5.81)

O comportamento assintético de 553 para altas temperaturas obtido na Ref. [49] nao

possui o termo classico. Isto ¢ explicado pela omissao do termo Cbgl)(O) /2 = —kgT na
férmula da soma de Poisson (Eq. (4) da Ref. [41]), o qual é equivalente a férmula de
Abel-Plana utilizada aqui.

A expressao para a energia interna de Casimir a altas temperaturas pode ser

usada para determinar o comportamento, neste regime de temperatura, da energia livre
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de Casimir. Usando a conexao termodinamica, dada pela Eq. (5.16]), entre a energia

livre e a energia interna, temos

: (5.82)

em que R é uma constante adimensional arbitraria, independente de T'. Substituindo

a Eq. (5.79) na Eq. (5.82) e mantendo somente termos de ordem superior, obtemos

(lk’BT

FT) = —kgThn — RkgT
kpT)? e
g FE) (7];’0)3 g~ (4 akpT/he), (5.83)

O valor da constante R pode ser determinado da expressao exata para FC(})(T ) (veja Eq.
(5.67))). Célculos numéricos mostram que a expressao fornece os mesmos valores
da energia livre de Casimir que a expressao assintética , a menos de seis algarismos
significativos, para os valores do parametro akgT /hc > 1, quando R = 1.77698. Deste
modo, a energia livre de Casimir do campo eletromagnético a altas temperaturas nao
possui somente o termo cldssico (na entropia) mas também a contribui¢do logaritmica.
O mesmo se mantém para a energia livre de Casimir no interior de uma casca esférica
metdlica ideal [23], 140], 141] (a temperatura nula, a energia de Casimir para campos
de diferentes spins, em cavidades com simetrias esféricas foi considerado nas Refs.
[142] 143]). O comportamento a altas temperaturas da energia livre total é obtida
somando a Eq. a Eq. .

Para finarlizarmos esta secao, consideramos as entropias total e de Casimir para
o campo eletromagnético, nos modelos cosmoldgicos fechado de Friedmann e no de
Einstein. A baixas temperaturas, obtemos, das Eqgs. e , a seguinte

contribuicao para a entropia total:

12h
St (T) = —aTce‘(th/ aksT), (5.84)
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Para a entropia de Casimir a baixas temperaturas, usando a Eq. (5.26]), obtemos

T 4mr? T)?
SOT) = 272k 8 [ ™ (aks )}

3hc | 15 (hc)?

12%¢
~(2he/akpT) 5.85
e (5.85)

Pode-se notar que, das Egs. e , as entropias total e de Casimir tendem
a zero quando a temperatura tende a zero, em concordancia com a terceira lei da
termodinamica.

Usando os resultados acima, as expressoes para as pressoes total e de Casimir do
campo eletromagnético e seus comportamentos a baixas e altas temperaturas podem
ser obtidas das Egs. e .

No préoximo capitulo estudamos o efeito Casimir-Polder em um sistema constituido
de uma placa condutora interagindo com uma microparticula na presenca de uma corda

césmica.



Capitulo 6

Efeito Casimir-Polder na presenca

da Corda

Every great and deep difficulty bears in itself its own solution.
It forces us to change our thinking in order to find it.

— Niels Bohr —

Neste capitulo investigaremos a influéncia de uma corda césmica na forca de CP entre
uma microparticula e uma placa condutora colocada perpendicularmente a uma corda
[144]. Sendo assim, seguiremos a seguinte estrutura: na se¢ao calculamos o tensor
de Green retardado para o campo eletromagnético, na geometria de uma corda césmica,
com uma placa condutora. Este tensor é usado na secao para calcular a forca de
CP agindo em uma particula polarizavel para o caso geral de um tensor de polarizagao
anisotropico. A forca de CP no modelo do oscilador para o tensor de polarizagao é

analizado na secao [6.3] e cdlculos adicionais podem ser encontrados no apéndice [C|

6.1 Tensor de Green retardado

Para uma corda césmica reta e muito longa, a distancias muito maiores que sua

espessura, a correspondente geometria do espaco-tempo é conica com um défict angular

107
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azimutal dado por 2w — ¢y. Considerando que a corda esta situada ao longo do eixo z,
o elemento de linha, em coordenadas cilindricas (z', 2%, 2®) = (r, ¢, 2), pode ser escrito
como

ds® = dt* — dr* — r?d¢* — dz?, (6.1)

em que 0 < ¢ < ¢ = 27/¢q, com ¢ sendo um parametro associado a corda césmica. Este
elemento de linha foi obtido em [145] na aproximagao de campo fraco e considerando
a espessura da corda desprezivel (veja capitulo , secao . Neste caso, o déficit
angular estd relacionado a massa por unidade de comprimento y da corda pela expressao
21 — ¢o = p1/m3,, em que mp; é a massa de Planck. No cendrio que é adotado para
a formacao de cordas césmicas, no universo primordial, tem-se u ~ 7%, em que 1 é a
escala de energia da transicao de fase na qual cordas sao formadas. Para uma escala
de energia associada com teorias de grande unificacio GUT, u < m3,, o que justifica
a aproximacao de campo fraco, como é visto no capitulo Contudo, a validade do
elemento de linha tem sido estendida para além da teoria de perturbagao linear
por vérios autores [146] (veja também [I]). Neste caso o parametro ¢ nao pode ser
proximo de 1. No contexto da matéria condensada, ¢ pode assumir, em principio,
qualquer valor associado a defeitos conicos que aparecem como uma geometria efetiva
em vérios sistemas, tais como cristais, cristais liquidos e liquidos quanticos [147].
Nosso principal interesse neste trabalho é calcular a forca de CP agindo sobre uma
microparticula polarizdvel (d&tomo, molécula ou qualquer objeto pequeno descrito por
um tensor dipolo elétrico de polarizagao) préxima a uma placa condutora perpendicular
a corda cosmica e localizada em z = 0. Para uma particula situada em um ponto r, a

energia de interagao CP pode ser expressa como

1

U = 5= [ danlie)6 (mr%io) (62

em que o somatoério é realizado sobre os valores j,l = 1,2,3, aj(w) é o tensor de
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polarizacao da particula e

+00
G;f)(r, riw) = / dTGﬁ)(JZ, x')e' T, (6.3)

o0

com z = (t,r), 2’ = (t,rv'), 7=t —t. Em |D Gﬁ)(m’,x’) é dada por

G (,2) = G(,2') — G\ (z,27), (6.4)

gl

em que Gj(x,2') é o tensor de Green retardado para o campo eletromagnético na
geometria sob consideracao e Gg.llv[)(x, x') é o tensor de Green atrasado no espago-tempo
de Minkowski sem fronteiras. A geometria local induzida pela corda césmica é plana e
o tensor de Green G;f;) (x,2") ¢ finito no limite de coincidéncia dos pontos z # 0 e r # 0.

O tensor de Green retardado para o campo eletromagnético pode ser obtido através
da expressao

Gj(x, o) = —i0(7) (Ej(x) Ei(a) — Ey(2') Ej(2)) | (6.5)
em que f(z) é a fungdo de Heaviside, Ej(x) é a componente j do campo elétrico e o
bracket corresponde ao valor esperado no vécuo. Se {Eq;(), E};(x)} for um conjunto
completo de func¢bes modos para o campo elétrico, com o indice « especificando os
modos da funcao, entao, o tensor de Green pode ser expresso como uma soma de tais
modos, ou seja:

G(wa') = =i0(7) Y _[Eaj(@) Eg(a') — Ba(a') Efy(2)], (6.6)

[0

em que “asterisco” representa o complexo conjugado. Na Eq. , E.j(x) é a
componente fisica 7 do vetor campo elétrico em coordenadas cilindricas e os valores
7 =1,2,3 correspondem as coordenadas r, ¢, z, respectivamente.

Na geometria sob consideracao tem-se duas classes de fungoes modos, as quais
correspondem as ondas transversais do tipo magnética (MT) e elétrica (ET). As

correspondentes fungoes modos do campo elétrico, obedecendo a condicao de contorno
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n X E = 0, na placa condutora em z = 0, sendo o vetor n normal a placa, sao dadas

pela expressdo compacta]l]
By (x) = BBy (r, 2)e o0, (6.7)
em que A = 0,1 correspondem aos modos MT e ET, respectivamente e
W=+ ko m=0%1,42,..., (6.8)

com 0 < v < 00,0 <k < oo. As componentes do campo elétrico na Eq. (6.7)) sao

dadas por
EX(r2) = —kyJy,(yr)sin(kz),
., qgm .
E(gg)(r,z) = —@kTJq|m|(7T)sm(kz), (6.9)

EQ)(r,2) = 32 Jym(yr) cos(kz),

para os modos MT e pelas funcoes

BR(r,2) = —wi= Ty (yr)sin(kz),

r
ESZ)(T,Z) = —iwy ;|m|(77‘)sin(kz), (6.10)
ES?))(T,Z) = 0.

para os modos ET. Nas Egs. e (6.10), J,(z) é a funcdo de Bessel e “linha”
representa a derivada com relagdo ao argumento da funcao. Além disso, os modos
destas fungoes sao dados pelo conjunto o = (A, v, m, k).

O problema em consideracao é simétrico sob reflexao com respeito a placa, z — —z.

Nesta regidao as fungoes modos (6.7 sdo normalizadas pela relagédﬂ

0o o) 0o ,
/ drr / d / dzEW - ES) = 210wda, (6.11)
0 0 0

Ver apéndice
2Ver apéndice
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em que d, representa a funcao delta de Dirac para as componentes continuas em
relacao ao indice a e a delta de Kronecker para componentes discretas. Substituindo
as expressoes para as fungoes modos, pode-se ver que o coeficiente de normalizagao é

dado pela expressao

2q

Ba=——, (6.12)
TyW

tanto para os modos MT, quanto para os ET.

Substituindo as fung¢oes modos na Eq. para o tensor de Green, obtemos

Gz, 2") = —2i0(7) Z Z/ dk/ d7—><

m—foo)\ 0,1

ez‘qu¢—ieré>j§)(T7 Z)E((jl\) (7” 2 ) . e—iQmAaﬁ—i-iergl\) (7“,, Z/)Eg]\-)*(r, Z) ’ (6.13)

em que A¢p = ¢ — ¢'. Da Eq. (6.3)), podemos obter o seguinte resultado:

Gyi(r, 1’5 i€) = i Z/ dk/ dv—

m=—o0 A\=0,1

igmAg —igmAg¢

e e
w — 1€ w—+ 1€

Levando em conta as expressoes e (6.10), o tensor de Green se decompoe da

X [Egg)(r, 2)EQD (!, ) + EQ (2 )VEQ (r,2) } . (6.14)

seguinte forma
Gi(r,v'3i€) = G (r,x'5i€) + G (v, '), (6.15)
em que Gﬁ?) (r,r';if) é a correspondente fungdo para a geometria da corda césmica,
sem fronteiras, e a parte Gyl’) (r,r’;i€) é induzida pela presenga da placa condutora em
z = 0. A interacao de CP na geometria da corda cosmica, sem fronteiras, foi analisada
em [57, 58] de forma que, no presente trabalho, estaremos interessados somente com a
parte induzida da funcao de Green.
As componentes do tensor Gg.ll’)(r, r’;i€) podem ser expressas em termos das fungoes

o0
/

A(rr Ady€) = S cos(qmirg) / " dk cos(ky)

=0

>y gm(yr) Jgm (1)
Nl
X/o dry e , (6.16)

3
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B(r,7", A¢,y, &) Z Z cos(qgmAg) / dk cos(ky)
j=£1 m=0
> A dgn—i () Jgm—i (y77)
1
x /0 iy Lt 00T, (6.17)

em que “linha” na soma indica que a mesma deve ser realizada levando em conta o

coeficiente 1/2 no termo m = 0. Para as componentes diagonais, temos

2 2
ol rie) = —2 [823(7*?" Ag. 2+ 2) R A(r ' Ad 2 +2.6)
2
GO v i€) = —?q [02B(r,r', A, 2 + ') — 20,0, A(r, 7', A, = + 2, €)], (6.18)
4q

G (r,'si€) = — (<02 +&) Alr,r', Mg,z 4 2,6).

As componentes nao diagonais sao dadas por

4q

G, v i6) = — 20620206 + 100 0ng] Alr,', Ag, 2z + 2/, €),
4

Gg? (I', I'/; 25) = _?qaZaTA(Ta T/7 A¢7 Z+ Zla 5)7 (619)
4

Gg?(r, r'; i) = _ﬂ_zaA¢8ZA(T’ ' Ag, 2+ 2 €).

As outras componentes nao diagonais do tensor de Green sao obtidas da Eq. (6.19)),
usando a relacao

G;(x',r; —i&) = Gy(r,r';if). (6.20)
Com as Eqs. (6.18]) e (6.19)), o célculo do tensor de Green é reduzido ao célculo das
fungodes (6.16]) e (6.17)). Para a fungao (6.16) tem-se a seguinte representagao [58]:

e—éuk Z / sin(gm +qu(J§)€ &) [y (z)

m cosh (qz) — cos(qm + jqAe) |’
(6.21)

A(r,r', Ag, 2+ 2',€) = Iq{z

j:l:l

em que

U = \/T2 + 7%+ (24 2')? — 2rr' cos(2mk/q — Ag),

v(r) = /r2+72+ (z+2)2 + 2rr' cosha. (6.22)
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No primeiro termo do lado direito de (6.21)), a soma é realizada obedecendo a condigao
—q/2+qA¢/(2m) < k < q/2+ qAp/(27). (6.23)
Uma representagao analoga pode ser usada para a fungao na Eq. (6.17)) [58], ou seja:

2
B(r,r',A¢,z+ 2',§) = r—fA(r,r',Agb,z—i-z’g _|__£_/ T[Ze—éuk

- iZ/mdx sin(qm + jgA¢)e @ ] (6.24)

=i o cosh(qx) — cos(qm + jqAo)

Para o calculo do potencial de CP, precisamos das componentes do tensor de Green
Ggll’) (r,r’;4£), no limite r' — r. Adicionalmente, para calcularmos 8Z¢A(r, r', A, z +

2, €) no limite mencionado, é conveniente usarmos a relagao

lim ORgA(r, 1 Ap, ANz, &) = — lim [r0,.(r0,) — 47202 (r0, + 1) A(r, 7", A, 2 + 2/, £).

(6.25)
Para as componentes diagonais, obtemos a seguinte expressao:
la/2)
GV (r,r;ig) = —26° {Z [1(287/ 1283 + 22, 58, 2) — 4 sin(qm)
k=0 T
" /°° d f1(264/72 cosh? y + 22, cosh y, z) ’ (6.26)
0 cosh(2qy) — cos(qm)
em que [q/2] corresponde & parte inteira de ¢/2 e
sk = sin(mk/q). (6.27)

Da mesma forma que antes, o simbolo “linha” na soma da Eq. (6.26]) corresponde ao

termo k = 0, com o coeficiente 1/2. Além disso, na Eq. (6.26)), definimos a fungao
3
filu,v,2) =™ Z[blp(v)up_4 + 422, (v)uP ™0, (6.28)
p=1
em que

bip(v) = b +b1> 2

ap(v) = o 4l (6.29)

lp
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Os coeficientes na Eq. (6.29) sao dados pelas matrizes

111 11 -1

=1 -2 —2 0o |, b)=|11-1], (6.30)
1 -1 -1 00 0
000 —3 -3 -1

dy=1331], a)=|-3-3-1], (6.31)
33 1 0 0 0

em que as linhas e colunas sao representados por [ e p, respectivamente.
No limite r' — r, a inica componente nao diagonal do tensor de Green, associado a

fronteira, que nao se anula, é a componente Gg%) (r,r;i€), a qual é dada, usando a Eq.

(6.19), por

lq/2]
Gg?(r’ r;if) = —8rzf’ {ZI sz f13(2€4/ r2s2 + 22) — 4 sin(qm)
T
k=0
o] 2 2 2
x/ d f13(261/72 cosh® y + 22) cosh? y|. (6.32)
0 cosh(2qy) — cos(gqm)
com a notacao

fis(u) = ue™"(u” + 3u + 3). (6.33)

Para valores inteiros do parametro ¢, as Eqgs. (6.26)) e (6.32) reduzem-se a

q—1
G (r,rsi€) = —€3 fi(264/r28% + 22, 51, 2),
k=0
q—1
Gl(r,rpi€) = —4rz€" Y 52 f1(26\/r2s] + 22). (6.34)
k=0

O termo k£ = 0 nessas expressoes correspondem a funcao de Green para uma placa
condutora no espaco-tempo de Minkowski, com fronteiras. Note que, para k = 0, a

componente Gg? (r,r;i&) se anula.
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6.2 O potencial de Casimir-Polder

Usando os resultados obtidos na secao anterior para o tensor de Green atrasado,
podemos calcular o potencial de CP usando a Eq. (6.2)). Com isso e levando em conta

a Eq. (6.15)), o potencial pode ser escrito como

U(r) = Up(r) + Up(r), (6.35)
em que
() = 5 [ dan(OIGY i) - 63w, (6.36)
é o potencial na geometria da corda cdésmica sem fronteiras e
Uy(r) = % /0 T ey (i6) GO (x i), (6.37)

¢ a parte induzida pela placa em z = 0.
Substituindo as Eqgs. (6.26]) e (6.32), para as componentes do tensor de Green, na

Eq. (6.37)), obtemos o seguinte resultado:

°° sin(gm) f(r, z, cosh y)
_ 1 d :
Us(r 167r Z UGER) /0 Y cosh(2qy) — cos(qm) |’ (6:38)
em que
3
hip(2v 7222 + 22) h(2v/r22? 4 22)
2 2
f(r,z,x) Z_ r2x? + 2%)by(x) + 2 Clp(SE)] p(T%Z oy +2rzx (P2 1 2P
(6.39)
onde as funcoes hy,(y) e h(y) sdo dadas por
huly) = [ duw e aiuy)
0
h(y) = / due™"(u® + 3u + 3)ayz(iu/y). (6.40)
0

Para r > 2z, a contribuicao dominante para o potencial de CP é dado pelo termo

k = 0. Desta forma, para o termo dominante, o potencial coincide com o correspondente
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potencial para a placa no espago-tempo de Minkowski: Up(r) = Ub(M)(r) (Veja Eq.
(6.46])). Por outro lado, para r < z, o potencial é dominado pelo termo relacionado a
corda, Up(r).

Na Eq. , a;1(i€) sao as componentes do tensor de polarizagao em coordenadas
cilindricas. Essas componentes dependem da orientagao do eixo principal do tensor
de polarizacao. Como consequéncia, o potencial de CP depende da distancia da
microparticula com relacao a corda e a placa e também depende dos angulos que
determinam a orientacao dos eixos principais. Considere z" = (2/,y/, 2') como sendo
as coordenadas Cartesianas cuja origem esta situada na microparticula e com os eixos
direcionados ao longo dos eixos principais do tensor de polarizagao (veja Fig. 6.1).
Além disso, introduzimos as coordenadas Cartesianas intermediarias " = (2”,y", "),
com a mesma origem e com o eixo z” paralelo a corda, em que a mesma tem coordenada

" 1 m.

2" = —r. Considere agora (3, como sendo o coseno do angulo entre os eixos z”* e x

Tem-se, entao, que
3
2 _
E Bp, = 1.
n=1

Os coeficientes 3, podem ser expressoes em termos dos angulos de Euler (a, 8,7) (veja
Fig. 6.1), os quais determinam a orientacao dos eixos principais com rela¢ao ao sistema
de coordenadas 2" (veja Ref. [148]). A correspondende matriz R, com os elementos

B, € dada por

cosa cos fcosy —sinasiny —cosacosfsiny —sinacosy cosasin 3
R=| sinacosfBcosy+ cosasiny —sinacosfBsiny + cosacosy sinasinf |,

—sin [ cosy sin [ sin vy cos f3
(6.41)

em que 3 é o angulo entre os eixos 2’ e 2, v (a) é o angulo entre os eixos ¥’ (y”) e a

linha de intersecao dos planos z'y’ e z”y”, linha N na Fig. 6.1. Para as componentes
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diagonais do tensor de polariza¢ao em ([6.40]), temos

an(w) =Y Bron(w), (6.42)

em que a,(w) s@o os valores principais do tensor de polarizagdo. A componente nao

diagonal pode ser escrita como

3
Oé13<u}) = Zﬁln63nan(w)7
n=1
ou levando em conta ([6.41]), obtemos o seguinte resultado:

a3(w) = sin (a1 (w) — ag(w)) sin~y (sin a cosy + cos asin v cos 3)

+ (a3(w) — ag(w)) cos accos A]. (6.43)
No caso isotrépico a,(w) = a(w), com a relacao aj(w) = a(w)d;. Quando
ag(w) = as(w), (6.44)
usando as expressoes gerais, temos

ag(w) = a1(w) + [az(w) — o (w)] B,
1

az(w) = 5 [as(w) — ai(w)] cos asin(25). (6.45)

Neste caso especial, o potencial de CP nao depende do angulo .

Para valores inteiros do parametro ¢, a Eq. (6.38)) pode ser reescrita como

q—1

U(r) = — o > f(r, 2 8). (6.46)

327 —
O termo k = 0, nesta expressao ( e também em (6.38)) coincide com o potencial de

CP, Ub(M) (r), para a placa colocada no espago-tempo de Minkowski. Levando em conta

a expressao (6.39)), temos

Pl e

Ub(M)(I‘) = 39 .

dre[(1+z +2%) Y on(iz/22) + (14 2 — 2%) ags(iz/22)),

(6.47)
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Figura 6.1: Microparticula préxima a placa condutora. A corda césmica esta situada ao

longo do eixo z.

em que
asz(w) = [ (w) cos? v 4 ao(w) sin? 4] sin? B + as(w) cos? 5. (6.48)
Para a,(ix/2z) > 0, a correspondente forga de CP é sempre atrativa. Esta forga nao
depende do angulo a. No caso especial dado em , a mesma nao depende do angulo
v, também.
Consideramos, agora, a forma assintética do potencial de CP dada pela Eq. ,
para grandes distancias da corda e da fronteira, comparado com o comprimento de
onda das principais linhas de absorcao atomica. Neste caso, a expressao para a fungao

f(r,z,x) tem a seguinte forma:

3
(ir? + q2®)2? + 22 16rz22a;3(0)
~ 4 4
f(r,z, @) ; () 3z 1 2y o (6.49)
com os coeficientes
by=(1,—-1,-1), ¢ = (—=2,-2,0). (6.50)

Além disso, se z > r, o potencial total de CP, dado em (6.35)), é dominado pelo termo

puro de corda Uy(r). Com isto, o termo principal serd dado por

(@ =1 (@ +11)

U(I‘) ~ U()(I') ~ 3607‘[‘7“4 [0411 (0) — 0522(0) + 0[33(0)] . (651)
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No caso especial ([6.44]), a dependéncia explicita do potencial com a orientagao dos eixos

principais é obtida levando em conta a relagao
a11(0) — a(0) + as3(0) = asz(0) + 2 [1(0) — as(0)] sin® arsin? 3. (6.52)

Neste caso, para um valor fixo de r, a orientacao de equilibrio corresponde a o = 8 = 0
para a;(0) > a3(0) e a a = f = 7/2 para a;1(0) < a3(0).

A projecao z da forga é determinada pela parte induzida da forca de CP. A distancias
da fronteira muito grande, comparadas com os comprimentos de onda correspondente a

transigao, a fungao f(r, z,z), dada por (6.49)), pode ser escrita aproximadamente como

fr,z,x) ~ i4 Z an(0) [1 =227 (1 - 53,)] . (6.53)

quando admitimos que z > r. A correspondente forga é atrativa com relagao a placa.

Em especial, para valores inteiros ¢ > 2, apds a soma sobre k em ([6.46|), temos

Up(r) ~ ——L—35(0). (6.54)

mzt

Note que, levando em conta (6.47) para a placa no espago-tempo de Minkowski, a

grandes distancias, tem-se

3
1
m=1

A Eq. acima nao depende da orientacao dos eixos principais para o tensor de
polarizacao. Comparando a mesma com , podemos notar que nao é o caso quando
a corda esta presente.

A distancias pequenas comparadas com o comprimento de onda das principais linhas
de absor¢ao atomica, a contribuicao dominante para o potencial de CP é devido ao

termo p = 1 e também devido ao tltimo termo na Eq. (6.39). O termo principal para
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o potencial de CP é dado por (6.38)), com

3 2 o]
f(r,z,x) =~ Z (rFa” + 2)bu(x) + 2 C”(x)/ du o (1)
l O

(r2a2 + 22)5/2

12rz22

EE /000 du ay3(iu). (6.56)

(r2a? 4 22

Por outro lado, se r < z, temos

w

f(r z,z) = 33[(1 — 227 Z /OOO duay(iv) + (1 + 22%) /000 du ags(iu)], (6.57)

z
=1

em que asz(w) é dada pela expressao (6.48]). Para valores inteiros ¢ > 2, o potencial de

CP tem a seguinte forma assintotica:

Up(r) ~ — 2 /0 " du o (i), (6.58)

8mwz3

Perceba que para o potencial de CP no espaco-tempo de Minkowski, a pequenas
distancias, temos

-3

UM(r) ~ _f6_7r 000 du [Z ay(iu) + asz(iu)]. (6.59)

Para o caso isotrépico tem-se o (w) = a(w)d; . Desta forma, a expressdo para a

funcao (6.39) assume a forma

f(r,z, o) = 2(r*a* + 22)3/ due " a(iu/2vVr?z? + 22)
0

x {(z® = 1)(1 + ) (r*z® — 22%) + o [2°(1 — 22°) — r’2*]} . (6.60)

A grandes distancias, temos

la/2] 00 .
Up(r) ~ a(0) Z/ o1 ()2 50) — %/0 dysm(qw)gl(r/z,coshy) 7 (6.61)

424 p cosh(2qy) — cos(gqm)

em que
y2a? +42% — 3

O (6.62)

g1 (y7 :C) =
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Em especial, para valores inteiros de ¢, tem-se

-1
a(0) <= s7r2 4 (4s7 — 3) 22

U ~ E . 6.63

o(r) 8m =~ (sir? +27)° (6.63)

Admitindo z > r, ¢ > 2, obtemos de que, para o termo principal, Uy(r) =
—qa(0)/(8m2*). Para uma placa no espago-tempo de Minkowski, a correspondente
forma assintética é dada por Ub(M)(r) ~ —3a(0)/(8mz).

Para a polarizacao assintdtica, e a pequenas distancias comparadas com o
comprimento de onda das transicoes atomicas, a forma assintética do potencial de

CP é obtida, sendo dada por

[q/2]
1 o . ’
Uy(r) =~ I /o du a(iu) LE_% go(r/ 2, k)
g /ood sin(qm)ge(r/z, coshy) | (6.64)
T Jo cosh(2qy) — cos(gqm)
em que
2.2
2 yirt —2
g?(yv 1’) - ("L‘ 1) (ygxg + 1)5/2' (665)
Para valores inteiros de ¢, temos
1 r2s? — 222 o
Uy(r) ~ - S7(1 = 32)k—/ du aliu). (6.66)
8 =~ M (r2s? + 22)5/2 ],
Em especial, para r < z e ¢ > 2, da Eq. , obtemos
Up(r) ~ —q/ du a(iu)/(872%). (6.67)
0

Para o potencial de CP no espaco-tempo de Minkowski, a pequenas distancias da placa

condutora, temos

UM (r) ~ — /0 h du o(iv)/(4n7°). (6.68)

6.3 Modelo do Oscilador

Para calcularmos (/6.38]) mais especificamente, a dependéncia com a frequéncia do

tensor de polarizacao na Eq. (6.40]), deve ser especificada. Para os autovalores do tensor
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de polarizagao, podemos usar o modelo do oscilador anisotrépico. Neste modelo,

a (i€) = Z w(g”— (6.69)

em que wj(- " e gj( ") sd0 as frequéncias e a resisténcias do oscilador, respectivamente. Para

as fungoes na Eq. (6.40]), obtemos
3
h(y) = > 6L o Byywl™),
n=1 7

3 3
h(y) = y2 Z Bln/ﬁfﬂn Z gj(n) Z hpo(ywj('n))a (670)
n=1 J p=1

comh1:h2:3,h3:1,e

u? + 22

00 p—1_,—u
Bp(x)—/o e (6.71)

Para as primeiras duas fungoes em ([6.71)), temos

Bi(z) = x![sin(x)Ci(z) — cos(z)si(x)],

By(x) = —cos(x)Ci(x) — sin(x)si(x), (6.72)

em que as fungoes Ci(x) e si(x) podem ser encontradas no apéndice (ou na Ref.

[149]). As fungdes B,(z) para p > 3 sao obtidas usando a férmula de recorréncia
Byos(z) = T(p) — 2°B, (). (6.73)

A expressao para o potencial de CP é dada por (6.38)), em que
r2z? + 2?)

2™
frz _422 Z (rjzxszZz)z

n=1 j

3
X {Z [(r*2® + 2%)byy(2) + 22 (2)] B + 2hprzx251nﬁ3n} . (6.74)

=1

Note que para uma placa no espaco-tempo de Minkowski, o potencial de CP é dado

pela expressao

UM (1) = SM S 3B w2 + Ba(2wl2)] (14 85,) + Ba(2"2) (1- 83,) }

n=1 j

(6.75)
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Este potencial é uma fungao monotonica crescente de z e a correspondente forca é
atrativa para todas as distancias.

A pequenas distancias, w \/m < 1, a contribuicao dominante é devido ao
termo p = 1 usando a expressao Bi(y) ~ 7/(2y), valida para y < 1. Além do mais, se

r < z, obtemos

2? (1-63,)]. (6.76)

fr,2,2) ~ ZSZZQ?

n=1 g

Para volores inteiros ¢ > 2, usando a ultima expressao acima, obtemos para o potencial

de CP induzido devido a placa a seguinte expressao assintética:

3 (n)
~ q 2 :2 : 9i 52
n=1 j Yj

Para a placa no espago-tempo de Minkowski, a distancias pequenas comparadas ao

comprimento de onda das principais linhas atomicas de absorcao, temos

,3 3

g
Ub( ~ 39 ZZ X

n=1 j

2), (6.78)

para o termo principal. Por outro lado, a grandes distancias w \/ r2 4+ 22 > 1, usamos

By(z) = T(p)/2*, 2> 1 e o resultado (6.49) é recuperado, com a,(0) = 3~ g](-n)/wj( 2

No caso isotropico gj(-n) = gj, wj(.") = wj, a expressao ((6.74) ¢ dada por

22(1 — 942 — 24
fryz,z) = SZQJ{BIS(%‘) (122 ) >

(r2a? + 22)
- DB+ Bal)) s e (679

com

y; = 2w Vria? + 22, (6.80)

Para y; > 1, obtemos a Eq. 1) com oy, (0) = 3, gjwf. A expressao assintotica

para o potencial de CP a pequenas distancias, correspondendo a y; < 1, é obtida da

Eq. lD com a substitui¢ao [ du (i) = (7/2) > 9i/wi.
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No caso isotrépico, para o termo puro de corda, temos [5§]

q/2

1 /2] q [, sin(qm)fo(r,coshy)
Up(r) = o ; Jo(r, s) — ;/0 dycosh(qu) ~eos(gn] | (6.81)

em que

fo(r,v) = Z Tgiz {vQ [B1(2rvw;) + By (2rvw;)] + (1 — v2) Bg(erwj)} ) (6.82)

J

Figura 6.2: O potencial de CP, U(r)/(gow?), como uma fungdo das distancias, reescaladas,
da placa e da corda. Para o parametro ¢, que caracteriza a corda, assumimos o valor 3. Veja
que a forga de Casimir-Polder é atrativa com relacao a placa e repulsiva com relagao a corda,

de acordo com o grafico.

Como um exemplo numérico, na Fig. 6.2 mostramos o grafico do potencial de CP
da microparticula, com um tensor de polarizacao isotropico, e sua dependéncia com
a distancia, em relacao a placa e a corda. O modelo do oscilador é usado para a
polarizacao. Para o parametro ¢ descrevendo o espaco conico usamos o valor ¢ = 3.
Como pode ser visto no grafico, a forca de Casimir-Polder é repulsiva com relacao a
corda e atrativa com relagao a placa.

Como mencionado anteriormente, para um tensor de polarizagao anisotropico, o

potencial de CP, em complemento as coordenas z e r da particula polarizavel, depende
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da orientacao dos eixos principais para o tensor de polarizacao. Como consequéncia
desta dependéncia, uma forca age sobre a microparticula. No exemplo numérico
abaixo, usamos o modelo do oscilador com a,,(i€) = g™ /[w™? + €2 e g = ¢@),
wM = w® . Neste caso, o potencial de CP depende apenas dos angulos a e . Na Fig.
6.3, mostramos a dependéncia do potencial de CP, r?U(r)/ g1, como uma funcio dos
angulos o e f para ¢ = 3, wWr =1, wWz = 1, WO /WM = 1.5 ¢ ¢®/gM) = 1.25.
Os valores para os angulos a e 8 correspondendo ao minimo do potencial determina a

orientacao de equilibrio dos eixos principais para o tensor de polarizacao.

\\\\\\\\

Figura 6.3: O potencial de CP, r2U(r)/¢()), como uma funcéo dos dngulos a e  para um
tensor de polarizagio anisotrépico. Neste grafico, adotamos ¢ = 3, wWr = 1, WMz = 1,
w® /WM =15, e g /g1 = 1.25. Como pode ser visto no grafico, a orientacio de equilibrio
dos eixos principais para o tensor de polarizacao é dado pelos valores de 8 e « obtidos do

minimo do potencial em r2U(r)/g(!) ~ 0.175.



Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas

It is not the strongest of the species that survive, nor the most intelligent,
but the one most responsive to change.

— Sir Francis Darwin —

As cordas césmicas podem surgir de uma quebra de simetria devido as transigoes
de fase no universo primordial e podem ser detectadas por dados observacionais da
nucleossintese do big bang e dos raios césmicos de altas energias (UHECR's), os quais
complementam outros modos de detecgao de cordas baseados em emissao de ondas
gravitacionais e formacgao de estruturas, que pode contribuir para anisotropias na
CMB. Cordas podem contribuir para perturbacoes de densidade no universo primordial
somente se Gu < 1077, Uma outra restricao é dada por Gu < 1079, a qual ¢ devido
a cronometragem de pulsares de millisegundos [I50]. Com os novos e mais avangados
detectores de ondas gravitacionais, uma nova restricao na tensao da corda sera dada
por Gu < 10712 [9] [80].

Particulas de altissimas energias podem ser emitidas de ctspides presentes em cordas
césmicas. Esses cuspides sao formados na regiao onde uma parte da corda dobra-se sobre
ela mesma e move-se com um alto fator de Lorentz, o qual é dado por v ~ v/my,L/4.

Na presente tese, consideramos um tipo particular de interacao linear, no qual o

126
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campo de Higgs condensa no interior da corda, em consequéncia do mesmo adquirir
um valor esperado de vacuo nao nulo. Este modelo foi considerado em [102], onde
foi mostrado que cordas podem emitir raios gama e protons como subprodutos de
decaimento da particula de Higgs. O resultado em [102] mostrou que a emissao de
UHECR’s pode ser eficiente se a corda tiver uma escala de energia da ordem de
M ~ 10 GeV. De modo diferente, consideramos a producao de Higgs por lacos
de cordas criadas na era da radiacao. Nossa aplicacao cosmologica é feita usando
dados provenientes de observacgoes da fotodissociacao dos elementos leves e dos raios
gama presentes no Universo. Estimamos a poténcia emitida, em forma de particulas de
Higgs, por cispides e obtivemos expressoes analiticas para a tensao da corda como uma
funcao da constante de acoplamento k. Adicionalmente, mostramos que para valores
da constante de acoplamento entre 107* < k < 1, a emissao de Higgs é descartada,
a menos que Gu ~ 10712, para x ~ 10%°. Para o caso no qual somente contribuicoes
devido a lagos de comprimento L, (t) fornecem restrigoes na tensao da corda (k < 107%),
obtivemos que a particula de Higgs é também descartada a menos que G ~ 10712, para
k ~ 107*. As restricoes em Gu resultantes das aplicacoes cosmoldgicas sao mostradas
na Fig. 3.2. Este resultado também ¢ discutido na Ref. [103].

Com relagao aos efeitos de vacuo quantico, investigamos o efeito Casimir térmico
para os campos do neutrino e eletromagnético no modelo cosmoldgico de Einstein. Os
resultados obtidos sao validos também no modelo cosmoldgico fechado de Friedmann.
Para os campos em consideragao, calculamos as expressoes gerais para a energia interna
total, densidade de energia, pressao e para a energia livre total. Em todos os casos,
separamos as contribuicoes de Casimir das quantidades obtidas, por meio de um
procedimento de subtragao.

As energias internas total, de Casimir e livre foram representadas em termos de

somatorios. As expressoes assintoticas para essas quantidades foram calculadas para
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os casos limites de baixas e altas temperaturas. Para o campo do neutrino, nossos
resultados para a energia interna total (densidade de energia) concordam com os
resultados obtidos na Ref. [49]. Além disso, para os resultados da Ref. [49], obtivemos
correcoes exponencialmente pequenas. Nossos resultados para a energia livre de Casimir
do campo do neutrino sao semelhantes aos obtidos para configuragoes com fronteiras
materiais. Especificamente, mostramos que a energia livre de Casimir do campo do
neutrino nao possui o termo classico no limite de altas temperaturas e que a entropia
de Casimir satisfaz a terceira lei da termodinamica.

Para o campo eletromagnético, nosso resultado para a energia interna total difere
do resultado obtido em [49] por um termo cldssico, o qual surge da contribui¢do do
argumento zero nas férmulas da soma de Poisson e Abel-Plana. Mostramos que para
o campo eletromagnético, a altas temperaturas, a energia interna total possui nao
somente os termos de origem quantica, como acreditava-se anteriormente, mas também
o termo classico linear com a temperatura. Para a energia livre de Casimir do campo
eletromagnético, no modelo cosmoldgico de Einstein, mostramos que existem termos
classico e logaritmico com a temperatura no limite de altas temperaturas, da mesma
forma que ¢é encontrado para o caso do efeito Casimir térmico no interior de uma esfera
metalica ideal. Além disso, as entropias total e de Casimir estao em concordancia com
a terceira lei da termodinamica, como foi demonstrando.

Estudamos a interacao de CP entre uma microparticula polarizavel e uma placa
condutora no espaco-tempo da corda césmica. O potencial é espresso em termos do
tensor de Green retardado para o campo eletromagnético, pela Eq. . Este tensor
possui informacao sobre as propriedades fisicas e geométricas das flutuacoes de vacuo.
Para o céalculo do tensor de Green, usamos o metodo da soma dos modos. Deste forma,
o tensor de Green é decomposto em duas partes: uma sem fronteiras e outra devida a

fronteira. A interacao de CP no espago-tempo da corda sem fronteiras foi analisada
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anteriormente e, na presente tese, somente nos interessaram efeitos relacionados a
presenca da placa. A contribuicao para o tensor de Green é dada pelas expressoes
e , para as componentes diagonais e nao diagonais, respectivamente.
Analogamente ao tensor de Green, o potencial de CP é decomposto como em ,
com a parte relacionada a fronteira dada pela expressao . Além disso, a forca
depende da distancia da microparticula a corda, da distancia a placa e da orientagao
dos eixos principais do tensor de polarizacao. A dependéncia da orientacdao entra no

potencial através da dependéncia das componentes do tensor de polarizagao com os

A

angulos de Euler. Este tensor é dado pelas Eqs. (6.42) e (6.43), com a matriz R

dada por (6.41)). Dependendo dos autovalores do tensor de polarizacao e da orientagao
dos eixos principais, a forca de CP pode ser atrativa ou repulsiva. A equacao geral
¢ simplificada para o caso especial quando o parametro ¢ = 27w/¢y possui valores
inteiros (veja (6.46)). Para distancias muito maiores que os comprimentos de onda
de transigao relevantes, a expressao para a fungao f(r, z, z), no potencial de CP, é dada
por . Adicionalmente, se z > r, temos a expressao assintética . Neste caso,
o potencial varia inversamente com a quarta poténcia da distancia a placa condutora e
a correspondente forca é atrativa com relagao a placa. Para valores inteiros de, a saber,
q = 2, o comportamento assintético do potencial é dado pela expressao , a qual
depende da orientacao dos eixos principais do tensor de polarizagao. Para uma placa no
espago-tempo de Minkowski, a expressao assintotica correspondente é dada por (6.55)
e, em primeira ordem, a forca nao depende da orientagao. Para o tensor de polarizacgao,
a parte correspondente a placa no potencial de CP é dado pela expressao , com
a funcao f(r,z,z) dada por . Para grandes distancias e para valores inteiros de
q, a expressao assintética correspondente é dada por . Adicionalmente, se z > r,
para q = 2, tem-se Ub/Ub(M) ~ q/3.

E importante destacar que U, é divergente para z = 0. Para valores diferentes de z,
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proximo da corda, seu comportamento é bem definido. Para o tensor de polarizacao,
usamos o modelo do oscilador anisotropico, com os autovalores dados por .
Para este modelo, a fungao f(r, z,x), na expressao ([6.38), para o potencial de CP é
dada por , para o caso geral e por , para o caso do tensor de polarizacao
isotrépico. Para o caso da polarizacao anisotropico, a dependéncia do potencial de CP
com a orientacao dos eixos principais do tensor de polarizacao também conduz a uma
forca agindo na particula. Isto resulta na polarizagao macroscépica de um sistema de
particulas, induzida pelos efeitos combinados da corda e da fronteira.

Na discussao sobre o efeito Casimir-Polder, admitimos que o campo eletromagnético
esta no estado de vacuo. Se o campo estiver em um estado térmico, a uma temperatura
T, uma nova escala de comprimento aparece, Ay = (kgT)~!, com kp sendo a constante
de Boltzmann. Para temperaturas diferentes de zero, o resultado obtido nesta tese
permanece valido na regiao r, z < Ap.

No que diz respeito as perspectivas, emissao de particulas de Moduli por lacos de
cordas com cuspides e suas consequéncias cosmoldgica no periodo da nucleossintese do
big bang, na deteccao de raios gama e na contribuicao para a matéria escura podem ser
considerados. Além disso, o estudo de cordas césmicas supersimétricas, com o objetivo
de investigar a emissao de raios césmicos por este tipo de defeito topoldgico, se mostra
como uma interessante area de pesquisa, inclusive no que diz respeito a simulacoes
computacionais, e podera ser uma das linhas de pesquisa de investigacao decorrente
dos estudos feitos na presente tese.

Seria interessante, também, determinar a influéncia do termo classico, obtido no
capitulofd] na evolugao cosmoldgica, situagio na qual a energia interna total desempenha
um papel importante como fonte, e considerar generalizagoes multi-dimensionais dos
resultados obtidos para aplicagoes em cenarios envolvendo branas. Especificamente,

pode-se tentar uma generalizagdo dos resultados das Refs. [41], [42].



CAPITULO 7. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS 131

Ainda com relagao ao efeito Casimir, uma investigacao do mesmo a temperatura
nula e sua correcao térmica no modelo cosmoldgico de Friedmann fechado e de Einstein
na presenca de uma corda cosmica pode ser considerada. Pode-se estudar a influéncia do
paramentro ¢, relacionado a corda, nas quantidades encontradas no capitulo 4| (energia
livre, entropia, pressao).

O efeito Casimir-Polder, como uma generalizacao do problema estudado no capitulo
6] pode ser considerado em um cendrio envolvendo muiltiplas cordas. Além disso, a
interagao de Casimir-Polder pode ser considerado, também, no cendrio cosmolégico

com ou sem a presenca de cordas e com ou sem a constante cosmoldgica.



Apeéendice A
Definicoes gerais

Neste apéndice apresentamos algumas das principais definicoes em cosmologia,

teoria de campos e relatividade geral usadas na presente tese.

A.1 Cosmologia

Em cosmologia, temos as seguintes expressoes conhecidas:

e Métrica de Friedmann-Robertson-Walker

dr?

2 _ 2 2
ds* = dt* — a*(t) T

+ 72(d6* + sin®0dp?) | , (A.1)

em que a(t) é o fator de escala e k é o parametro de curvatura, o qual pode ser
-1,0 ou +1, para uma curvatura aberta, plana ou fechada, respectivamente. Note

que se usarmos, em (A.l), a parametrizagdo r = siny para k = +1, obtemos a

Eq. .

e Densidade critica do Universo
3H?

= - A.2
pC Sﬂ_G? ( )

em que H = a/a é o parametro de Hubble e G é a constante gravitacional Além

disso, na era da radiacdo, a o< t*/? e, portanto, H ~ 1/2t.
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e Relacao entre o tempo césmico e o desvio para o vermelho:
te = to(1 4 2eq)/2(1 4 2)72, (A.3)
para a era dominada pela radiagao e
tm = to(1 4+ 2)7%/2, (A.4)

para a era dominada pela matéria. Além disso, usamos durante a tese os seguintes

valores:

to = 4.4 x 10Ys,
teq = 2.4 x 10"%s,

1 + 2eq = 3200, (A.5)

em que ty € o tempo coésmico atual, teq € 0 tempo césmico quando existia a mesma
quantidade de matéria e radiagao e z,q é o desvio para o vermelho associado
ao tempo teq. Em resumo, utilizamos o modelo cosmoldgico plano, descrito
pela métrica de Friedmann-Robertson-Walker (A.)). Assumimos a constante
cosmoldgica A = 0 e adotamos as definicoes a, o< t'/? e a,, o t2/3, para o fator de

escala na era da radiacao e na era da matéria, respectivamente.

A.2 Teoria de campos e relatividade geral

e Acao
S= / dL(6,0,0). (A.6)

em que L(¢,0,¢) é a densidade Lagrangiana, a qual, para o caso do campo escalar
livre, é dada por

£(6,06) = 5 (0,6 — 5" (A7)
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e Operador d’Alambertiano

1
O=——0,(v/—9g9""0,), A8
N (v ) (A.8)
com a notagao 0, = % e g € o determinante da métrica g, .
e (Conexao métrica
1
e, = §g”“(8#gm, + OvGop — OG- (A.9)
e Tensor de Riemann
wag = &,Ffw — GGFZ,, + FZUFﬁy — FZUFQU. (A.10)
e Tensor de Ricci
Ry = RZpu = 9" Ropupu- (A.11)
e Escalar de Ricci
R=g¢"R,,. (A.12)
e Tensor de Einstein
1
G =R, — §gu,,R. (A.13)

e Equacao da Geodésica

V) (A.14)



Apeéendice B

Calculos adicionais para o capitulo

3.

Neste apéndice, vamos detalhar alguns cdlculos realizados no capitulo [3] Para este

proposito, comecgaremos discutindo o termo de interagao em ((3.1)).

B.1 Sobre o termo de interacao em (3.1

Considere a parte de interagao da agao (3.1]) sendo escrita como [102]

Sint = —/-iM/de/—fyh. (B.1)

Podemos reescrever este termo de interagao em termos da funcao delta de Dirac no

espaco quadri-dimensional, ou seja:

Sint = —liM/dQO'\/—_’yh/d4X\/—_g(54(X—X<O', 7))

= —m/d4X\/—_gM/d20\/—_754(X—X(J,T))h,
= m/d‘LX\/—_gj(X)h. (B.2)
em que a fonte j(X) é dada por e v/—g = 1, no espago-tempo de Minkowski.
Perceba que, na primeira linha de (B.2)), introduzimos uma integral da func¢ao delta, o
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qual é igual a um. A Eq. (B.2) é exatamente igual ao ultimo termo do lado direito de

(3.1]), como era de se esperar.

B.2 Sobre a Eq. (3.7

Estamos interessados, agora, em detalhar o cdlculo da Eq. (3.7]). Para isto, considere
a expansao em série de Taylor, nas proximidades de o+ = 0, das fung¢oes X (o) e suas

primeiras derivadas, ou seja:

1 1
Xy =X, (0)ox + ;XL (0)0% + 6ng’)(O)ai T (B.3)
/ / 1 " 1 (3) 2

em que a “linha” representa as derivadas em relagao a o e o indice (3) no tltimo termo
do lado direito representa a terceira derivada com relacao aos mesmos parametros. O
cusp esta localizado exatamente no ponto o4 = 0, em torno do qual expandimos as
fungoes X4 (o4).

Adicionalmente, diferenciando as condigoes de Virasoro ([2.36|), temos
X', - X =0,
X, - XP 4 X2 =0. (B.5)
Deste modo, para o integrando de (3.7]), obtemos

1+ X - X ~—|X P00 (B.6)

em que usamos (B.4), (B.5)) e a relagao X/, (0) = =X’ (0) obtida de (2.44). Além disso,

considerando que | X | ~ 27 /L, o qual apresenta-se como uma boa aproximagao para

loops que nao possuem muitas ondulagdes [9], tem-se

1+X/+XL ~ —FO'+O',, (B?)
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que corresponde Eq. (3.9).

Por outro lado, para as fases ¢ em (3.7)), temos
1 1
b1 = (wros F k- Xa) mwos F o (XL (0)ox + 5XL(0)0F + éxg? (0)g%). (B.8)

em que usamos ([B.3). Considerando que k estd na direcao da velocidade da corda

(Iembrando que X/, = —X"), obtemos

2
2m° 4

3720 (B.9)

¢:|: = (wkai + k- X:I:) X WO+ — /{?O':t +

em que usamos as condigdes de Virasoro (2.36)) e as relagoes em (B.5)). A Eq. é
exatamente igual a Eq. (3.8).

Devemos, agora, ressaltar o método da aproximagao de fase estacionaria, o qual

possibilita a resolugao da Eq. (3.7). Neste sentido, considere a integral

I(\) = /dxg(x)ei’\f(x), (B.10)

em que A — +o0o, Af(x) é a fase e z, g(x) e f(z) s@o reais. A fase \f(x) é uma fungao
que varia rapidamente com x e g(z) varia lentamente, também com z, comparada
com a fase. Percebe-se, entao, que devido ao fato de a exponencial em oscilar
rapidamente, a integral vai a zero, exceto na vizinhanga do ponto onde Af’(z,) = 0, ou
seja, na vizinhanga do ponto xz,, onde a fase ¢ estacionaria.

Do ponto de vista do problema tratado na presente tese, a fase é dada por ky X2,

na exponencial da Eq. (3.7). Neste sentido, em 0. = 0, regiao onde o cusp se encontra,

ka X2 = \/k? +m3 F kcost = 0, (B.11)

em que usamos as condicoes de Virasoro em ([2.36]) e 6 é o angulo entre k e X, . Podemos

temos que

perceber da Eq. (B.11]) que a mesma serd estaciondria se m;, = 0 e § = 0° (para X/,)

ou f = 180° (para X' ). Claramente, este caso nao se aplicada para a emissao de Higgs
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uma vez que o mesmo possui massa. Contudo, a fase ky X7} continuard menor que um

para my << k e § << 1. Com esta aproximacao, a fase tera a seguinte forma:

1 1 k m3 2k
§¢ﬁ: = §/€AXi ~ (92 + k:_Qh) ox+ @Ui (B.12)

A Eq. (B.12) é igual a para § =0 e k >> my,. Para que a Eq. (B.12]) permanega

menor que a unidade é necessario que cada termo seja menor que um. Desta forma,

para os termos sem o angulo 6, temos

4k L
01| S —

S —=. B.13
m}%’ |O-i| ~ (71']{'[/)1/3 ( )

A razao entre a expressao da direita e a da esquerda, mostra que a expressao da direita

¢ menor que a da esquerda, ou seja:

Direita  (mL)%3 (m>4/3

Esquerda 4713 \k

(B.14)
Isto fica claro devido ao termo (m/k)*?® uma vez que k >> m. Portanto, com esta

condigao, obtemos que k 2 kyi,, onde

1
kmin = th mhL. (B15)

Note que, para k 2 ki, temos que oy < Ao, com

L

Ou seja, as coordenadas o4 tém um limite superior dado pela Eq. (B.16)).

Devemos lembrar que ainda precisamos fazer o termo com o pequeno angulo 6, em

(B.12), menor que um. Com isto, devemos ter §* < 4/(koy). Usando o limite superior

(B.16)) para o4, obtemos

1
<
08 G (B.17)

Portanto, o cdlculo da integral (3.7)) permanece vélido para angulos obedecendo a

relacao (B.17)).



Apéndice C

Calculos adicionais para os

capitulos 4 e 6.

C.1 Sobre a Eq. (4.55

Para que possamos efetuar a passagem do discreto para o continuo como feito na

Eq. (4.55)), devemos considerar o seguinte somatorio:

= ) S f@) (C.1)

em que A& = &4 — & = 2nwkgT, de acordo com as Egs. e . Se tomarmos
o limite 7" — 0, a segunda linha da Eq. se transformard em uma integral, ou seja
XA ~ q¢

i Y 556 = [ 5 (©2)

T—0

Para a Eq. 1} temos que f(&§) = e %, Neste sentido, de acordo com o

procedimento realizado na Eq. 1) f§ = e t€? e, consequentemente, teremos o

resultado na Eq. (4.56]).
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C.2 Sobre as solugoes em (/6.7

-

Sabemos da teoria eletromagnética que os campos elétricos e magnéticos podem ter
componentes transversais a direcao de propagacao da onda. Neste sentido, pode-se ter

a seguinte configuracao:

e Ondas Magnéticas do tipo Transversal (MT)

B, =0, B,,Bs # 0,

E, By E. #0. (C.3)

e Ondas Elétricas do tipo Transversal (ET)

E, =0, E,.,E4s #0,

B,, By, B. # 0. (C.4)

Para a descricao da configuracao acima, adotamos um sistema de coordenadas
cilindricas visto que usamos a simetria cilindrica no capitulo [6]

Na presente tese, estudamos um sistema constituido de uma microparticula na
presenca de uma placa perpendicular a dire¢ao z e na presenca de uma corda césmica.
Adicionalmente, os campos elétrico e magnético devem obedecer as seguintes condicoes

de contorno:
nxE=0, n-B=0. (C.5)

em que o vetor n é perpendicular a placa, ou seja, o mesmo estd na direcao z. As
condigoes de contorno para o campo elétrico e magnético em ((C.5)) podem ser escritas

agora como

Et|S = 07

B.|ls =0, (C.6)
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em que F; e B, sao as componentes transversal e na direcao z dos campos elétrico e
magnético, respectivamente. As condi¢oes em ((C.6) podem ser obtidas, levando em
conta que n estd na direcao z e a componente perpendicular E; estd no plano da placa,
decompondo os campos elétrico e magnético em componentes transversais e na diragao
zZ.

A equacao de onda para os campos elétrico e magnético sao dadas por

OE =0,

OB = 0, (C.7)

para cada componente do campo elétrico e magnético. Além disso, para uma solucao

geral das componentes na dire¢ao z dada por

E.(r,¢,2,t) = E.(r,¢)(Acoskz + Bsinkz)e ™",

B.(r,¢, z,t) = B.(r,¢)(Ccoskz + Dsinkz)e ™", (C.8)

podemos escrever, usando as equacoes de Maxwell, as equagoes para as componentes

transversais de E e B como

72

-2 (2)

para as ondas do tipo ET e como

0 (E,
s = ()

E,
Bt = C—2k5 X Vt <?) , (C]_O)

~ B,
Et = —iwk X Vt <—) s

para as ondas do tipo MT. O fator v é definido por v = Vw? —k? e k é um
versor unitario na direcao z. Para o problema em questao somente nos interessam

as componentes do campo elétrico nos casos de ondas do tipo MT e ET visto que
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queremos analisar a polarizagao da microparticula devido a sua interacao com a placa e
a corda. Ou seja, somente as componentes transversais para o campo elétrico em (C.9)
e (C.10) nos interessam. Para calcularmos tais componentes precisamos de F, e B,.

Neste sentido, devemos usar as condicoes de contorno em ((C.6). Para B, em (C.8)),

temos
B.(r,¢,2,t) = DB.(r, §)sinkze ™" (C.11)

Para a componente F; do campo elétrico, devemos considerar a condigao ((C.6|), para
a mesma, porém de outra forma. Neste sentido, note que em ((C.10|) a componente E,
depende da derivada 0, F,. Assim, podemos considerar a condi¢ao 0,F,|s = 0, ao invés

daquela dada em (C.6)) para E;. Fazendo isso, para E., obtemos
E.(r,¢,2,t) = AE.(r, ¢)coskze ™", (C.12)

Nos resta agora achar uma solugao para B.(r,¢) e FE.(r,¢). Com este propdsito,

devemos considerar as equagoes de onda em ((C.7)) na forma

(Vi+77) =0
B.(r,
(Vi + 72)—22 ?) _ 0, (C.13)

em que V? é operador Laplaciano transversal o qual, neste caso, est4 no mesmo plano
da placa condutora. A solugao para as equagoes em ((C.13]), na presenca da corda, sdo

dadas por

E.(r,¢) = Eov* Jojm|(y7)e™,

B.(r, ) = Boy* Jgmj(yr)e™, (C.14)

em que Ey, By sao constantes, ¢ = 2m/¢y ¢ o déficit angular e m = 0,41, +£2, £3....

Substituindo as equagdes em (|C.14)) nas Egs. (C.9)) e (C.10), para o campo elétrico,
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obtemos as solucoes para as ondas tipo MT e ET dadas pela equagao compacta em

6.7, com ©9) e @.10).

C.3 Sobre a condicao de normalizacao (6.11

A condigao de normalizagao (6.11]) pode ser reescrita como

0 bo [e%S) ,
/ drr / do / dzEN BV = 21w8 (v — 7)0(k — k). (C.15)
0 0 0

Devemos calcular a constante (3, em , usando , tomando separadamente as
componentes A = 0 e A = 1 para os modos MT e ET, respectivamente. O resultado
deverd ser o mesmo visto que 3, é uma constante. Adicionalmente, é preciso considerar
algumas relagoes para o calculo das integrais em 7, em ¢ e em 2. Para o calculo da
integral em r, por exemplo, devemos considerar a expressao assintética para J,(z),

quando z — +o00. Ou seja:

J(x) ~ \/gcos <x - 1/77r - %) . (C.16)

Além disso, deve-se também considerar a representacao integral da delta de Dirac

+oo
My £ yo) = % /0 cos[(y & yo)z]dz. (C.17)

Para a integral em ¢, é preciso utilizar a relagao de ortonormalidade

¢
/ e~ M =M G — b G- (C.18)
0

Adicionalmente, para a integral em 2z, deve-se usar as conhecidas relagoes

trigonométricas

sinzysinz'y = =[cos[(z — 2')y] — cos[(z + 2")y]],

coszycosz'y = =[cos[(x — 2)y] + cos[(z + 2")y]]. (C.19)

O =N =
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Por fim, um ponto importante deve ser considerado para o calculo das integrais em

C.15)). Para a componente MT de 1) o termo EéO)EéO)* nao contribui para a integral,

quando r — +o00. Da mesma forma, para a componente ET, o termo Er(l)E,(})* também

nao contribui para a integral em r, quando » — 4+00. Para ambas as componentes, isto
se deve ao fato de que o integrando, na integral em r, é proporcional a 1/r. Levando
em conta todas as expressoes e consideracoes destacadas nesta se¢ao, pode-se obter que

a constante (3, é dada por ((6.12)).

C.4 Comentarios gerais

e De forma a expressarmos o tensor de Green em ([6.14)) em termos das fungoes
(6.16)) e (6.17)), deve-se utilizar as relagoes

Para a solugao em ¢:

“+oo “+oo
Z eMmIre  — 9 Z cos(mgA¢) + 1,

m=—0oo m=1

+oo
= 2 Z/ cos(mqAg), (C.20)

m=0

em que a “linha” no somatdério é uma abreviagao que representa o termo 1/2 para

m = 0.

Para a fungao de Bessel J,(x):

i—”JV@) = Tyr(@) + T (@),
Jyi1(x) — T4 (z) = —Q%JV(:E). (C.21)

Integral por partes para a componente Ggg)(r, r';i€):

L d ey = 9 0 [Ty D) ()
/0 (72_‘_/{2_‘_52) dv(JV(fV )JV<7 )) = 2a§2/0 dyy <w2+£2) (C.22)
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e Equagiio (5.15):

A separagao do tensor de Green ([6.15) na parte associada ao espago-tempo da
corda sem fronteiras e na parte induzida pela presenca da placa condutora é
possivel devido ao termo sinkzsinkz’, o qual aparece em e é proveninente
da solucao da componente z do campo elétrico. E possivel separar este termo em
duas partes, usando a relacao dada neste apéndice, em . Neste sentido, o
termo dado por cos|(z — 2')k] estd associado ao tensor de Green do espago-tempo
da corda sem fronteiras e o termo cos[(z + 2’)k] estd associado a presenca da placa
condutora. Portanto, trabalhamos somente com a parte induzida relacionada com
cos|(z + 2')k], uma vez que a parte devido a cos|(z — 2')k] foi analisada nas Refs.

57, 58]

C.5 Sobre a Eq. (6.72

-

A definicao das fungoes si(z) e Ci(x), usadas na Eq. (6.72), sdo dadas

respectivamente por

“sint

si(z) = —/ Tdt, (C.23)

r t—1
Ci(z) = 7 + Inz + / %dt, (C.24)
0

em que v =~ 0,58 é a constante de Euler—Mascheroni. As expressoes (C.23) e ((C.24))

sao conhecidas como integrais de seno e cosseno, respectivamente. Para mais detalhes

sobre essas defini¢oes ver Ref. [149].
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