UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAIBA
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
DEPARTAMENTO DE FiSIcA

MARCIO DE MOURA CUNHA

INFLUENCIA DE CAMPO MAGNETICO E ROTACAO NO
ESPECTRO ENERGETICO DE NANOTUBOS DE CARBONO

DISSERTACAO DE MESTRADO

JOAO PESsoA, PB
JULHO, 2013



MARCIO DE MOURA CUNHA

INFLUENCIA DE CAMPO MAGNETICO E ROTACAO NO
ESPECTRO ENERGETICO DE NANOTUBOS DE CARBONO

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pos-
graduagdo em Fisica do Centro de Ciéncias
Exatas da Universidade Federal da Paraiba,
como requisito parcial para obtencdo do titulo

de Mestre em Fisica.

Orientador:

Prof. Dr. Fernando Jorge Sampaio Moraes

JOAO PESsoA, PB
JULHO, 2013



C972i Cunha, Marcio de Moura.

Influéncia de campo magnético e rotacado no espectro
energético de nanotubos de carbono / Méarcio de Moura
Cunha.- Jodo Pessoa, 2013.

65f. 1 il.

Orientador: Fernando Jorge Sampaio Moraes

Dissertacdo (Mestrado) — UFPB/CCEN

1. Fisica. 2. Grafeno. 3. Nanotubos de carbono. 4. Campo
magneético. 5. Rotagéo.

UFPB/BC CDU: 53(043)




MARCIO DE MOURA CUNHA

INFLUENCIA DE CAMPO MAGNETICO E ROTACAO NO
ESPECTRO ENERGETICO DE NANOTUBOS DE CARBONO

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pos-
graduacdo em Fisica do Centro de Ciéncias
Exatas da Universidade Federal da Paraiba,
como requisito parcial para obtengdo do titulo

de Mestre em Fisica.

Data de aprovagdo: _ / _ / -

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Fernando Jorge Sampaio Moraes

UFPB

Prof. Dr. Itamar Vidal Silva de Lima

UFPB

Prof. Dr. Fernando Roberto de Luna Parisio Filho

UFPE



Aos meus pais.



ii

Agradecimentos

Inicialmente, agradeco a Deus.

Agradeco a minha familia pelo incentivo ao longo desses anos: Meu pai e minha mae,
Cunha e Deni, respectivamente, a minha irma Leilane, aos meus avos, primos e tios;
A Wanessa, pelo companheirismo, carinho e compreensio.
Ao Prof. Fernando Moraes, pela orientacdo, entusiasmo e dedicagdo aos estudantes;
Ao Prof. Sérgio Azevedo por dicas de livros e artigos, ao Prof. Alexandre Carvalho (UFAL),
pelas discussdes sobre efeito Aharonov-Bohm;
Aos meus amigos Julio, Elias, Jilvan, Lilika, Bruno, Thiago, etc e aos colegas de grupo pelo
ambiente de discussdo e cooperagao;

Ao CNPq pelo apoio financeiro.






v

Resumo

Atualmente, o estudo de propriedades fisicas de nanomateriais t€ém sido um vasto campo
de estudo em Fisica da Matéria Condensada e em Ciéncia e Engenharia de Materiais. Tais
objetos possuem diversas aplicagdes, como a fabricacdo de dispositivos eletronicos menores e
mais eficientes, por exemplo. Nanotubos de Carbono constituem uma classe interessante neste
contexto, devido a sua sintese experimental e descri¢do tedrica bem estabelecida na literatura.
Um nanotubo de carbono pode ser visto como uma folha de Grafeno enrolada. Em 2002, Kral
e Sadeghpoura investigaram a rotacdo de nanotubos pela aplicacdo de lasers. Motivados por
tal realizacdo, neste trabalho nos preocupamos com a descri¢do da dindmica dos portadores de
carga num nanotubo girante, mas desta vez considerando também um campo magnético.Para
tal, partiremos de um hamiltoniano efetivo de Dirac para férmions sem massa,tal como feito
para o caso do Grafeno, mas neste caso com o uso de coordenadas z e ¢. Os potenciais ve-
tores associados ao campo magnético e a rotacdo(campo de Coriolis) entram na equagdo de
Dirac via acoplamento minimo usual. O potencial vetor de Corilis advém da ideia do efeito
Aharonov-Carmi, um andlogo rotacional do célebre efeito Aharonov-Bohm. Por fim, analisa-

mos a influéncia da presenca do campo magnético e da rotagdo no espectro de energia.

Palavras-chave: Grafeno- Nanotubos de Carbono-Campo Magnético- Rotagcdo



Abstract

Currently, the study of the physical properties of nanomaterials has been a vast field of
study in Condensed Matter Physics and Materials Science and Engineering. Such objects have
various applications like making electronic devices smaller and more efficient, for example.
Carbon nanotubes are an interesting class in this regard due to their experimental synthesis and
theoretical description well established in the literature. A carbon nanotube can be viewed as a
rolled up graphene sheet. In 2002, Kral and Sadeghpoura investigated the rotation of nanotubes
by applying lasers. Motivated by this achievement, in this work we focus the description of
the dynamics of the charge carriers in a spinning nanotube , but this time also considering a
magnetic field . For this, we begin with an effective Dirac Hamiltonian for massless fermions,
as done for the case of graphene, but in this case using coordinates z and ¢.The vector potentials
associated to the magnetic field and to rotation(Coriolis field) enter Dirac equation via the usual
minimal coupling.The Coriolis vector potential comes from the idea of the Aharonov-Carmi,
an "rotational"analog the celebrated Aharonov-Bohm effect. Finally, we analyze the influence

of the presence of the field and the rotation in the energy spectrum.

Keywords: Graphene-Carbon nanotubes- Magnetic Field- Rotation
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Introducao

No mundo atual, estamos cercados de tecnologia e também vivenciamos a era da informa-
cdo. Tais avancos se devem, sobretudo a imensa gama de aplica¢des de teorias cientificas bem
estabelecidas.Neste sentido, a Fisica desempenha um papel fundamental na compreensdo da
natureza e na possivel aplicac@o de resultados na fabricac@o de diversos utensilios, desde coisas
comuns que fazem parte do nosso dia-a-dia, como coisas mais sofisticadas. O surgimento da
eletrOnica, por exemplo, moldou aspectos cientificos e econdmicos da nossa sociedade. Ela é
responsdavel por hoje possuirmos desde televisores até sistemas de comunicag@o avangados.
Com certeza, isto ndo seria possivel sem o advento da Mecanica Quantica. Esta teoria, desen-
volvida no inicio do século passado por Schroedinger, Heisenberg, Pauli, Dirac, entre outros, é
uma das mais bem testadas e aplicadas teorias da Fisica [1].

A teoria quantica descreve a dindmica de particulas na escala subatdmica, e seus conceitos e
resultados sd@o fundamentais para diversos ramos da Fisica atualmente, como Fisica da Matéria
Condensada, Fisica Atdmica e Molecular, Fisica das Particulas elementares, etc. O surgimento
desta teoria foi uma das grandes revolugdes na ci€ncia moderna, o que influenciou bastante a
nossa visao de mundo, nao somente na Fisica, mas também em &reas que se beneficiaram direta-
mente das consequéncias da teoria. Um exemplo disso € o cardter atdbmico da matéria, essencial
para o desenvolvimento da Quimica. No que diz respeito a Fisica, das diversas dreas que cita-
mos acima, em particular, nosso campo de estudo € a Fisica da Matéria Condensada, uma area
que usa como principal ferramenta a Mecéanica Quantica para investigar diversas propriedades
da matéria, seja em solidos ou liquidos. Assim, esta drea da Fisica tem um papel fundamental
na descoberta e aprimoramento de materiais para a inddstria e aplicagdes tecnoldgicas, bem
como possui um cardter interdisciplinar, no sentido que possui uma forte relacdo com sistemas
estudados também por quimicos e bidlogos. A Fisica da Matéria Condensada tem sido um
amplo ramo de pesquisa em diversos paises, justamente por guardar uma relagdo préxima com
aplicacdes industriais, e consequentemente com o desenvolvimento cientifico e tecnolégico [2].
Assim, diversos materiais sdo estudados e sintetizados a cada ano. Existem estudos tanto do
ponto de vista tedrico como experimental e aplicacdoes. Nesse sentido, materiais alétropos do
carbono tem sido bastante explorados, devido a grande diversidade de materiais possiveis de se

obter com este elemento e também das aplicagdes.



Neste trabalho, nosso objeto de estudo serd um material bastante conhecido e que tem re-
cebido bastante atencdo por parte dos pesquisadores de Matéria Condensada: os nanotubos de
carbono. Este material foi sintetizado na década de 1990, por Ijima. Apesar dos muitos traba-
lhos relacionados a este tema, vérios aspectos ainda podem ser explorados, tais como estudar
efeitos inerciais neste material, por exemlo. Deste modo, neste trabalho, revisamos aspectos
basicos da Fisica dos nanotubos de carbono e um material muito similar, o grafeno, bem como
estudamos tais materiais na presenca de campo magnético e rotacdo. Assim, dividimos o pre-
sente texto do seguinte modo: no capitulo 2, revisamos alguns aspectos bdsicos de Mecanica
Quantica que serdo utilizados ao longo do trabalho; No capitulo 3, estudamos o método de
ligacdo-forte, bem como alguns exemplos simplificados; No capitulo 4, nos preocupamos com
a Fisica do Grafeno e Nanotubos de Carbono, para entdo, no Capitulo 5 abordarmos nossos

resultados.



CAPITULO 1

Mecanica Quantica, campo magnético e rotacao

1.1 Mecanica Quantica: uma breve revisao

Neste capitulo, revisaremos alguns tépicos referentes a Mecanica Quantica, que iremos uti-
lizar ao longo do trabalho. Também iremos estudar como podemos descrever interagdes ele-
tromgnéticas e rotagdo neste contexto. Para comecar, vamos ter em mente que a dinamica de

um elétron pode ser descrita pela famosa equagao de Schroedinger [3]:

o, O (7,1)
——V 7.1) = ih—22 .
o +V|¥Y(¥t) =in . (1.1)

onde a fun¢do de onda ¥, solucdo da equacao, fornece os autoestados do elétron.
Para potenciais independentes do tempo,a fun¢do de onda pode ser escrita como a seguinte

combinacao linear de fungdes-base:

P(7,1) =Y cnPy(F)e Entlm, (1.2)
i=1

Uma outra maneira de expressar o estado quantico de uma particula € escrever um vetor de
estado, chmado de ket, dado por o) .

Este estado arbitrdrio pode ser escrito como [4]
o) =Y cald), (1.3)
a/

onde cada |a') na soma denota um vetor da base de autoestados.

A func¢@o de onda espacial se relaciona ao autoestado |o) por
W(x) = (xf |or). (1.4)
Se A € um operador que representa uma grandeza fisica (observavel), entdo a aplicacdo de A em
um autoestado a’ nos da
Ald)y=d|d). (1.5)

Isto é uma equacdo de autovalor para o operador A. O autovalor @’ nos fornece o resultado da

medida da grandeza A quando o sistema esté no estado |’} .



Cada ket € representado por um vetor coluna, e possui um dual, o bra, dado por um vetor

linha, e escrito como (a|. O produto entre eles, de modo geral, é escrito como

(d"||d") =8 (1.6)

numa base ortonormalizada. Outra relacdo importante é
o) =) |a') (d'| o), (1.7)
a/
onde
Yld)(d|=1 (1.8)
al

¢ chamada de relac@o de completeza. Do lado direito da expressdo, temos o operador identidade.

Uma grande vantagem deste formalismo € que nos permite estudar problemas de Mecanica
Quantica numa representacdo matricial, muito util em diversos casos. Dado um operador X,

podemos escrever que

X =1X1 :;Z|a"> (d"|X|d"){d]. (1.9)

O termo {(a"| X |a’) corresponde a um elemento de matriz, de modo que

(a(1)|X|a(1)> (a(1)|X|a(2))
X=| @?x1aM) (a@|x]a®) --. (1.10)

Dito isto, sabemos que também podemos escrever uma equacdo matricial para o hamiltoniano

de um sistema fisico. Para potenciais que nao dependem do tempo, temos

HY =EVY,; (1.11)

Como um exemplo, vamos considerar um sistema de dois niveis, isto €, um sistema onde
sO existem duas energias possiveis, denotadas por E| e E,, respectivamente.
Estas energias correspondem a autoestados ortogonais entre si, dados por |1) e |2), de modo
que
H|l)=E|l); H]2)=E2). (1.12)

Assim, podemos escrever que

H=E |1){(1|+E2)(2|. (1.13)

Na nota¢do matricial,



_ (a(1)|H|a(1)) <a(1)|H|a(2)>
H= , (1.14)
<a(2),H ‘a(l)> <a(2)\H ,a(2)>
ou ainda
H = . (1.15)
0 E,

Como HY = EVY representa uma equacio de autovalores, E; e E, sdo os autovalores do
operador hamiltoniano. Assim, sempre que tivermos um hamiltoniano diagonal, j& podemos
ver os autovalores de energia diretamente na matriz que representa H. Existem casos onde
o hamiltoniano pode ser ndo-diagonal, e isto pode representar algum tipo de correlacdo. No
préximo capitulo, veremos isto com mais detalhes. Outro aspecto importante € que a dimensao
da matriz que representa o hamiltoniano depende do nimero de autoestados possiveis para o
sistema. No nosso exemplo, como haviam 2 estados possiveis, e matriz H era de dimensao 2.
Assim, a dimensionalidade esta relacionada apenas com a quantidade de vetores-base, e ndo
guarda uma relacdo direta com a dimensao espacial do sistema estudado.

Outro aspecto importante, ¢ olharmos para dois estados que sao relacionados por uma fase.

Seja

o) = e |at). (1.16)

Vamos calcular os elementos de matriz de do operador H na base |o').

(o | H o) = (7 (o)) H (e |t)) = (et H |ot). (1.17)

Logo, dois estados que diferem por uma fase descrevem de forma equivalente o comporta-
mento de um sistema.
1.1.1 A equacao de Dirac

Apesar do grande sucesso da equagdo de Schroedinger para a descricdo de sistemas quan-
ticos, esta ndo acomoda o spin do elétron de forma natural,a também nao € invariante sob
transformacoes de Lorentz. Em busca de uma equacgdo de onda relativistica, que contornasse

tais dificuldades, Paul Dirac propos a seguinte equacao [5]:

[—ichdi.V + Pmc? )W = ih(9%/dr), (1.18)

B r0 o = § 0 o (1.19)
— — s =1 = . .
=0 R (P

com



Os ¢’s na expressdo acima sio as matrizes de Pauli, dadas por

(0 (o= __ (10 (120)
\1ro) 7 Vi o) Vo -1 ) '

E possivel mostrar' que existe um operador de spin dado por

1 o3 O
Y3 = f(Yle —M) = ( ’ ) ; (L.21)
l 0 o3

que aplicado na fungao de onda, fornece a equacao de autovalores

1 0 0 0 ¥, ¥,
0 -10 0 Y _y
2] = . (1.22)
00 1 0 P, ¥
00 0 —1 ¥, —y,

Esta equacdo representa o seguinte fato: A funcdo de onda composta por quatro compo-
nentes, descreve a dinamica de elétrons (dados por ¥ e ¥,) e pésitrons (dados por W3 e Wy),
com duas possibilidades autovalores de spin, dados pelos sinais +1 e —1 na equacao. Isto serd
importante para uma analogia que faremos na discussao dos portadores de carga no grafeno, no
capitulo 4.

Com isto, encerramos esta secao sobre aspectos basicos € nos preocuparemos a seguir com

a presenca de interagdes eletromagnéticas e rotacao.

1.2 Interacoes eletromagnéticas

1.2.1 Uma particula na presenca de um campo eletromagnético

Consideremos uma particula de carga e se movendo numa regido na presenca de um campo

eletromagnético [6]. A particula estd submetida a for¢a de Lorentz, dada [7], [8] por

F =e¢[E +Vx B, (1.23)
onde E e B sd0 0s campos elétrico e magnético, respectivamente e v € a velocidade da particula.
Esses campos podem ser escritos em termos dos potenciais escalar ¢ e vetor A da seguinte

maneira:

E=-Vo—=—; B=VxA. (1.24)

'Para mais detalhes, consultar o Apendice 1



Entdo, podemos escrever a forca como

F=e|-Vo—=—+7x (VxA)|. (1.25)

U=ed—ev A (1.26)
A partir da defini¢do de lagrangeano, temos que
1 —
L= me,z —eh+ev.A. (1.27)
Usando o fato de que p; = gTL =mx;+eA; =k e que
H= pixi —L, (128)
chegamos a
1 -
H=—(p—eA)+eo. (1.29)
2m

Assim, obtemos o hamiltoniano para uma particula carregada na presenga de um campo eletro-
magnético, e vemos que este se assemelha ao de uma particula livre. De fato, podemos partir

do caso de particula livre e fazer a substituicdo
P p—eA (1.30)

para obter o hamiltoniano desejado. Este processo € conhecido como acoplamento minimo.

1.2.2 Efeito Aharonov-Bohm

Em 1959, Yakir Aharonov e David Bohm estudaram o significado fisico do potencial vetor,
e propuseram um experimento de interferéncia com a presenca de um solenéide [9]. Considere-
mos o seguinte arranjo: um solendide, por onde passa uma corrente elétrica produz um campo
magnético, confinado na sua regido interna. Fora, o campo € nulo. Um feixe de elétrons (ou
fétons), € emitido, e interfere numa regido onde ha uma fenda dupla. Devido a diferenca de ca-
minho, o feixe se desvia e depois de recombina. O solendide fica localizado na regido atrds das
fendas. Classicamente, ndo era de se esperar nenhuma influéncia na trajetdria do feixe devido
a presenca do solendide, pois o campo magnético fora é zero, e portanto nao hd forca liquida
atuante nesta regiao.

Do ponto de vista quantico, os dois feixes interferem, e isto dd origem a um padrdo de
interferéncia, cuja posi¢do depende do fluxo de campo magnético no solendide. O hamiltoniano

para este problema é dado por



oY
W= i (1.31)

2
1 (h= -
[_<_.v_eA) v
2m\ 1

Na configuracao mostrada na figura, o potencial vetor é dado por

A = (2NIzd® /cr)d, (1.32)
onde N € o nimero de espiras , I € a corrente elétrica, e a o raio do solendide.
A funcdo de onda é dada por
¥ =8, (1.33)

onde

g= %/A’.d?f (1.34)
¢ a fase adquirida pela func@o de onda apds a passagem dos elétrons pela regido do solendide.
Y’ corresponde a fungio de onda para o caso de uma particula livre. Mostraremos a seguir que

a forma proposta para ¥ implica que ¥’ obedecerd a equagdo de uma particula livre.

Usaremos o fato de que

VY = %exw VY Vg = %Z. (1.35)

he o hoo
(—_V - eA)‘P = —eSVY, (1.36)
l

para calcular a expressao

2
(2%—&) W, (1.37)

Podemos entio escrever



2
h = — h = — h = —
(—,V—eA) Y= <—_V—eA> (—,V—eA)‘P ; (1.38)
i i i
Ap6s algumas manipulagdes, € possivel escrevermos
" 2
VoA | ¥ = 2V +ihe(AVY)e!S — ih%%‘l”%ﬁ)ei‘g
l
= ROV +ihe(A VYY)t — in(V.A)e';
Assim, finalmente temos )
he o .
“V—eA | W= -8V, (1.39)
1
Entao,
1 (h ? 0¥
—[=V—ed | 4V |¥=in— 1.40
2m\ i ¢ + ot (1.40)
se torna 5 !
—— VW Ly = . (1.41)
2m ot

Vale ainda ressaltar que o efeito AB tem sido estudado como um cendrio para dar um sig-
nificado fisico ao potencial vetor, considerado na eletrodindmica cldssica como uma ferramenta
matematica. Mais que isso, € preciso observar que o fato de associarmos um fluxo a integral de
linha deste potencial é o ponto-chave: a presencga do fluxo estd associada ao surgimento de uma
fase, neste caso, o que pode servir para rotular estados quanticos. Além disso, este fluxo pode

também interferir na dindmica de uma particula, o caso que veremos na secao seguinte.

1.2.3 Efeito AB ligado

Frequentemente, a maior parte dos livros-texto e artigos que tratam do efeito Aharonov-
Bohm se referem apenas ao estudo deste efeito numa situacdo de espalhamento, discutida na
secdo anterior. No entanto, existe uma versao para estados ligados[10] e que ndo tem recebido
tanta atencdo. Neste caso, o efeito se dd sobre a dindmica da particula , como veremos a seguir.
Consideremos a seguinte situagdo: Um solendide, com um campo magnético confinado, e com
um anel em volta, onde encontra-se uma particula. Iremos resolver a equaciao de Schroedinger
para este caso, revisando o exposto em [3].

Novamente, o hamiltoniano € escrito como

2
1 (h= -
H (ﬁv - eA) +V, (1.42)

“om\ i
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onde

— @ —
A—_— ®d = a’B. 1.4
2nb¢e Ta (1.43)

A € a o potencial vetor e ® € o fluxo magnético que passa no interior do anel;a € o raio do
solendide, e b corresponde ao raio do anel.

Usando a equagao (1.7), chegamos a

2
Ao 7 (%
(—. _g ) ¥ =~V 4 2ihgA. (VW) + * AW (1.44)
l

Substituindo o potencial vetor, e escrevendo a equacdo de Schroedinger em coordenadas

polares, temos

2
1 1 d° d ® d
— |- =— |+ — | +ihe— — |¥(0) = EW(0); 1.45
2m[ <b2 d¢2>+e <2nb> e g | Y@ (0); (1.45)
ou ainda
d? q® ? q®\ d b?
—— 4= +il = | = |¥Y=2mE= V. 1.46
202 "\ 2m | T\ ) do R (1.46)
Fazendo
d
B= (%) (1.47)
€
.,
SEZmEﬁ—[S , (1.48)
chegamos a
A’y d¥
— —2iB—+€¥ =0. 1.49
07 i 0 +€ (1.49)

Vamos propor a solugdo do tipo onda plana:

Y= M (1.50)
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que nos fornece a equagao caracteristica
22— (2B)A—e =0. (1.51)
Assim,
xzﬁi\/ﬁzﬁigﬁ. (1.52)
A funcdo de onda deve obedecer a condi¢do de periodicidade:

Y(0) =¥ (0+2m).
Isto nos fornece

o0 — iMoT2m) (1.53)
ou
cos|A(2m)] + isen[A(2W)] = 1 = A =n. (1.54)
Entao,
Bi%\/ﬁzn; (1.55)
Isto nos leva a
1 w2 q® ?
E:%ﬁ<n_ﬁ> . (1.56)

Isto ilustra mais um aspecto signicantivo do potencial vetor: um fluxo relacionado com
a integral de linha de A altera o espectro energético de uma particula. Isto € um contraste com
a ideia cldssca, pois em tal contexto, nenhum efeito deveria ser notado, uma vez que nao ha
campo magnético (e portanto forca) fora do solendide. Por fim, para fechar nossa discussao
sobre o efeito Aharonov-Bohm, vale ressaltar que existem diversos experimentos andlogos,
a saber, efeito AB elétrico, efeito AB gravitacional, etc.Sobre estes assuntos recomendamos
[20], [21],[22], [23]. Na proxima se¢do revisaremos topicos referentes a rotacao, incluindo um

andlogo do efeito AB, conhecido como efeito Aharonov-Carmi.

1.3 Rotacao

Em referenciais ndo-inerciais, podem surgir situacdes interessantes devido a presenca de
forcas experimentadas somente em tais referenciais. Tais for¢as sdo chamadas de forgas de
inércia [17]. Um exemplo de forca inercial € a for¢a sentida por um passageiro de um carro que
faz uma curva, que tende a jogéd-lo para fora. Tal forca é percebida apenas por observadores

no veiculo (referencial ndo-inercial) e ndo € notada por um pedestre na cal¢cada, por exemplo.
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Esta forca é chamada de forca centrifuga. Estudar sistemas girantes pode ser interessante para se
perceber a influéncia de tais forcas, tanto do ponto de vista cldssico, como também para sistemas
quanticos. Do ponto de vista quantico, € possivel incluir termos no hamiltoniano que nos dao
informacdo acerca da inclusdo de rotacdo, por exemplo. Assim, estudaremos uma maneira
de incluir rotag@o na descrigdao de um sistema quantico de uma maneira similar a inclusdo do
campo magnético. Para isso, vamos discutir a seguir um efeito chamado de Aharonov-Carmi.
Existem vdrios trabalhos mostrando uma semelhanga entre campos magnéticos e rotacao tais
como [11],[12],[13],[14][15],[16].

1.3.1 Efeito Aharonov-Carmi

Na década de 1970, Aharonov e Carmi pensaram num andlogo rotacional do efeito AB
[18].Nesta secdo, revisaremos as ideias-chave discutidas por eles, seguindo a descri¢do dada
em [19]. Eles imaginaram a seguinte situagdo: Um anel girante, com velocidade linear ¥ como

mostra a figura abaixo:

S

Sobre o anel, uma particula teste estard sujeita as forcas centrifuga e de Coriolis:

F = ﬁcen +ﬁcor; (157)
Fron = —m@ x (@ x 7); (1.58)
Frop =2m(V x ®). (1.59)

Para obtermos o Hamiltoniano, vamos considerar ® como um campo constante, tal que

V.o=0. (1.60)

Assim, podemos dizer que

H=Vxa. (1.61)

Dessa maneira, o campo @ e vetor d sdo andlogos ao campo magnético e ao potencial vetor
para o caso de uma particula sujeita a interacdo com um campo eletromagnético. Além disso,

como a forga centrifuga é conservativa, podemos escrevé-la em termos de um potencial escalar:

Frpr = —mVV. (1.62)
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Deste modo, a forca total pode ser escrita como

F=m[—VV +2¥x (V xa)] (1.63)

E importante notarmos a semelhanca desta equagdo com a equagdo 1.3. Deste modo, pode-
mos verificar uma correspondéncia entre o potencial elétrico e o potencial centrifugo, e também
entre o campo magnético e o campo de rotacdo, ambos escritos em termos de um potencial
vetor.

Explicitamente, o hamiltoniano sera

1
H=—(p—2mad)*+mv (1.64)
2m

Para esta particula, pode-se anular a for¢a liquida, aplicando uma for¢a de Lorentz adequada,

que cancele as forcgas centrifuga e de Coriolis, tal que

ﬁlorentz + ﬁcem + ﬁcor =0; (1.65)

Isto € feito com o intuito de estudarmos o problema com a presenca somente de um fluxo,
mas sem forc¢a atuante, tal qual o caso do efeito AB, onde existe fluxo magnético, mas nao forca.

Reescrevendo a expressdo acima, temos

¢E +e/c(V X B) —md x (& x F) +2m(V x ®) = 0. (1.66)

Comentamos anteriormente sobre a semelhenga entre os potenciais € campos. Claramente,
isto deve valer para as respectivas forcas. Assim, a forca elétrica se assemelha com a forga
centrifuga, e a forca magnética se assemelha a forca de Coriolis. Assim, vamos considerar que

estas forcas se cancelam aos pares, isto é

— = =

ﬁelel = —Feent; Fmagn = —Feor. (1.67)

Deste modo, encontramos que os campos aplicados devem ser

E=m/e®d X (® XF) (1.68)

B = —2mc/e®. (1.69)

Com isso, podemos estudar o problema de um anel girante na presenca de um fluxo de
rotacdo, numa analogia com o fluxo magnético do efeito AB.

Podemos mostrar que este fluxo @ € diferente de zero: Sabemos que
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d = / a.dl. (1.70)

Usando o elemento de linha de coordenadas cilindricas, temos
- )
/Ei.dl - / [(7’)%] .

2
/ a.dl = / wTrdq) — o, (1.72)

Portanto, fica clara a analogia entre os efeitos AC e AB. Entretanto, devemos ter em mente

endp + Eyrdd+ &.dz| (1.71)

0 que nos leva a

que ao estudarmos a dindmica de um elétron num material girante, o mais correto seria dizer
que estamos numa versdo de estados ligados para o efeito Aharonov-Carmi, similar ao caso do
efeito Aharonov-Bohm ligado. Vamos agora analisar o significado de @ no caso de um campo

constante @. Vamos calcular a quantidade V x (@ x 7).

Vx (B xF) =0(V.F) —H(V.0) + (V)& — (B.V)7. (1.73)
Vamos calcular cada termo desta equacgd@o. Para isto, vamos usar as seguintes expressoes:

G_ .9, 13 3

= ¢ oy~ C 1.74
b3p t %530+ %o, (1.74)
7 = péy + ¢, (1.75)
c
D= 0. (1.76)

- 10 10 ou
Vii=——(pup) + — =—up + —. 1.77
pap(p p) pdo * " 9z (.77
Assim,
VFi=3= &(V.7) =30. (1.78)
Como ® é um campo constante,
FV.0) = (FV)® = 0. (1.79)
Finalmente,
(@.V)F = . (1.80)

Deste modo, temos que
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VX (®XF)=20. (1.81)
Se escolhermos d tal que
20 =V x a, (1.82)
entao
d=0x7=(0p)ey = vey, (1.83)

onde v € a velocidade linear de um ponto sobre o anel.

Dessa maneira, vimos que € possivel inserir rotacdo num hamiltoniano a partir de um
argumento se semelhanca entre as forgas devido a interagdes eletromagnéticas e as forgas iner-
ciais. Sabemos que ¢é possivel descrever um sistema em rotacio a partir do uso de um sistema
de coordenadas apropriado. Poderiamos escrever a equagao de Schroedinger ou a equacdo de
Dirac, por exemplo, para um sistema em que a coordenada azimutal varie com o tempo. No
entanto, a abordagem sugerida por Aharonov-Carmi se mostra bastante interessante, sobretudo
por conta da analogia com o bem conhecido efeito Aharonov-Bohm. No capitulo 4 usaremos es-
tas ideias para a descri¢cao do nosso problema em particular. A seguir, estudaremos um método

utilizado em Fisica da Matéria Condensada para estudar propriedades de materiais.
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CAPITULO 2

Método de ligacao forte

Quando estudamos Mecanica Quantica, geralmente, estamos interessados na dindmica de um
elétron na presenga de algum potencial. Estudamos também o caso do dtomo de Hidrogénio,
que possui apenas um elétron. No entanto, para sistemas investigados pela Fisica da Matéria
Condensada, temos que analisar materiais compostos por um nimero muito grande de dtomos
( e elétrons). Consequentemente, teremos que lidar com problemas de muitos corpos, que nao
possuem solucdo analitica. Para contornar esta dificuldade, sdo utilizados diversos métodos
aproximatitvos, que. a partir de hipéteses de cardter fenomenoldgico, e devida comprovagdo
experimental, sio amplamente empregados na investigacio das propriedades fisicas de materi-
ais. Estes métodos podem ser implementados computacionalmente, e em alguns casos, também
permitem um estudo analitico. Para uma descri¢ao detalhada dos diversos métodos empregados,
recomendamos [24]. Nosso interesse em particular é o método das ligagcdes fortes, conhecido

também como tight-binding, que discutiremos neste capitulo.

2.1 Cristais e o Teorema de Bloch

Cristais podem ser entendidos como estruturas compostas por elementos arranjados de forma
organizada, com uma periodicidade espacial. A figura abaixo ilustra uma rede cristalina bidi-
mensional [25], [26].

Figura 2.1: Esbogo de uma rede bidimensional quadrada

Por conta desta periodicidade, geralmente no estudo de cristais, usamos a ideia de uma
célula primitiva, que corresponde ao menor pedago com o qual se pode reproduzir o s6lido. Em
tres dimensoes, existem diversos arranjos possiveis. A figura abaixo mostra um arranjo de uma

célula chamada de BCC, ou Body Centered Cubic, ou célula "cubica de corpo centrado".
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i
7\

Figura 2.2: Célula unitéria de uma rede tridimensional conhecida com BCC.

Agora,vamos analisar o que ocorre quando um elétron se move no interior de uma rede
cristalina, formada por fons positivos, como mostra a figura a seguir. Por simplicidade, vamos

considerar uma cadeia linear de atomos.

T

Figura 2.3: Representagio de uma cadeia atdmica linear.

Seja U (x) o potencial que atua sobre o elétron na posi¢do x. Como existe uma simetria de
tranlagdo, U (x+a) = U. Ou seja, o potencial é periédico. Assim, a densidade de probabilidade

em todos os sitios deve ser a mesma, isto €

Y (x+a)¥(x+a) =¥ (x)¥(x). (2.1)

Isto implica que

(7 +d) = R P, (2.2)

Ou seja, uma translagcdo na rede resulta num ganho de um fator de fase global na fun¢ado de
onda. Assim, o valor de qualquer observavel € invariante sob operacdes de translacdes discretas
na rede, como era de se esperar por conta da periodicidade (simetria) da rede. Isto € conhecido
como o Teorema de Bloch. A seguir, usando este resultado, estudaremos o método de ligacdo

forte.

2.2 Método de ligacao forte e relacao de dispersao

O método de ligacdo forte faz uso da ideia de escrevermos um estado quantico qualquer
como a combinac¢do linear de vetores-base. Este método consiste em considerar que o estado
de um elétron num cristal € escrito em termos dos orbitais atbmicos que compdem o sélido.

Como cada atomo isolado possui um estado bem definido, é razodvel pensar que podemos usar
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os estados dos sitios atdbmicos como uma base. Assim, vamos considerar apenas a interacao do
elétron com a rede, de modo que a interacao elétron-elétron serd desprezada. Como falamos
anteriormente sobre o teoerma de Bloch, sabemos que a periodicidade do cristal acarreta tam-
bém uma periodicidade na fun¢do de onda do elétron. A seguir, usamos o texto [27] como guia.

Deste modo, podemos escrever uma funcio de Bloch como

=

N
®;(k,7) = Z R i(7F— (2.3)
VNG

onde R indica a posi¢do do dtomo, ¢; a fun¢do de onda atdmica no estado j, e r denota uma

posicdo qualquer na rede. Esta funcao deve obedecer ao teorema de Bloch. Vamos verificar:

- . 1 N 5 N N —
®i(k,7+d) = —NZe’kR(I)j(r—i-a—R)
R
1 7d -Raw iR =
_ _Netkae—lkazelqu)j ?—(R—Ei)
R
T = 1 TP = —
= i _—_ Z e (R_“)(l)j (7— (R—Zz))
N i
= 5P (K, 7) (2.4)

Logo, a fun¢do respeita o teorema de Bloch. Agora, podemos escrever a fun¢do de onda no
cristal, denotada por ¥ (k,7)(j=1,---,n), onde n denota o niimero de fungdes-base (de Bloch).

Assim,
¥k, 7) =Y Cjj (k)@ (k,7), (2.5)

onde C (k) sdo os coeficientes da combinacio linear. O j-ésimo autovalor de energia, E ; (k) é

dado por
. (¥j|H|¥Y; WHWY dr
Ej(k) — < J‘ | J> _ f J J_’ . (26)
(Pjl[¥)) [ eswdr
A substituicao de (2.5) nesta expressdo nos fornece
I Y D;|H|D;
El(k) J.J = 1 < | ‘ > (27)

Z?J’:l ij ij’< 72

onde trocamos o j — i. Se fizermos

Hjj = (Q;|H|®y), S;p=(Pj||®;y) (j,j/=1,--,n), (2.8)
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entao

41 i

Ei(k
l( ) Z’;Jl lS]]’C C /

(2.9)

O termo H;y € chamado de integral de transferéncia, ou hopping, e esta relacionado a probabi-
lidade de um elétron migrar para o sitio vizinho. Ja o termo §; € chamado de overlap, e diz

respeito a sobreposicao das fungdes de onda.

2.2.1 Minimizacao da energia

Sabemos que sistemas fisicos tendem a buscar uma configuracdo de menor gasto energético,
isto €, que minimize a energia em relacdo a algum parametro. Seguindo esta ideia, vamos exigir

que E tenha um minimo em relacdo a uma quantidade qualquer, tomando a derivada e igualando

a zero. .
JEi(k) _ XLHjyG
H;yCi\Cijr=—r SiCiiCijr H=o; 2.10
oc;, Zsuc*c, * LHy G ”a - (LS (210)
OE; (k HjyC;y  H;yC*ijCij
l(*> — Z ]./* oo JJ l'] ij ZZSJJ/C ,=0. (211)
8C-. Y.8iiCiCiy ():S,]/C Cijr
Vamos multiplicar esta expressdo por }.S; 1C; ;Cijr, para obtermos
H;yCliC Si
Y H; Gy _ 1(2 i ):0. (2.12)
(ZSIJ'C )
Lembrando a expressdo para E;(k), temos
Y H;jCiy — Ei(k) (Y SiyCiy) =0, (2.13)
ou
N
Z k)Ciy =E Z SiyCiy (2.14)
Podemos definir um vetor coluna dado por
Ci
G = : (2.15)
Cin

Com isso, temos que

HC; = E;(k)SC;, (2.16)
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ou ainda

[H — E;i(k)S|C; = 0. (2.17)

Se esta matriz for inversivel,

[H — E;(K)S]"'[H — Ei(k)S]C; = 0= 1C; = 0. (2.18)

Assim, devemos exigir que a matriz seja ndo-inversivel para que C; seja diferente de zero.

Para isto, a matrix deve satisfazer a condi¢ao

det[H — E;(k)S] = 0. (2.19)

Esta expressao € uma equagao de autovalores. Deste modo, vimos que a condi¢cdo de mini-
mizac¢do da energia em relagdo a algum parametro resulta numa equagdo de autovalores. Esta
expressao nos fornece a relagdo de dispersdo para a energia, isto €, nos diz a dependéncia de
E com respeito a k. Entdo, o objetivo do método de ligacao-forte ¢ montar esta equacdo de

autovalores.

2.3 Abordagem alternativa

Agora, discutiremos o método numa linguagem um pouco diferente, em termos de autoes-
tados da rede, revisando o exposto em [4]. Novamente, vamos considerar o movimento de um

elétron numa cadeia linear de atomos. Vamos abordar dois casos interessantes, mostrados a

VAVAVAVAVAN

8 =t 8 —pp— g —Pppg— a —p|
1 ] 1]

seguir:

=

(a)

NN

[« a8 —j%— & —»|e— 8 —>fe— a —=

(b)

Figura 2.4: Dois casos de potencial periédico.
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Em ambos os casos, o potencial é periddico:

V(x+a)=V(x). (2.20)

Seja o operador de translacao dado por 7', tal que

T(a)|x) = |x+a), (2.21)

onde |x) ‘e um autoestado de posi¢do. Como existe uma simtetria no cristal, o hamiltoniano

independe da posi¢do. Assim, podemos dizer que

[H,T(a)] =0. (2.22)

Cada sitio na cadeia linear é caracterizado por um autoestado |n), onde

T(a)|n)=|n+1). (2.23)

Claramente, |n) ndo é um autoestado do operador 7' (a).

Agora, vamos olhar para os dois casos de potencial, Primeiro, vamos olhar para o caso
onde existe uma barreira de potencial infinita entre dois sitios adjacentes, caso (b) da figura
2.4. Neste caso, a fun¢do de onda da particula estd completamente localizada num determinado

sitio. Deste modo, para cada sitio, existe um autoestado de energia bem definido, tal que

H|n) = Ep|n). (2.24)

Assim,|n) é autoestado de H, mas ndo é autoestado de 7'(a). Entdo , vamos procurar um

estado qualquer que seja autoestado simultaneo de H e T'(a). Vamos propor

0)y=Y "n) (2.25)
H atuando em |0) fornece:
HIB)= Y e™Hln)=Ey Y, ¢"|n); (2.26)
n=——oo n—=——oo
ou ainda
H|8) = Ey|0). (2.27)

T (a) atuando em |0) fornece
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(o)

T(a)|e) = Y e™n+1)

N=—o0

_ i ei(n—l)e‘n>

n—-—oo

— ein Z eine‘n> — efi6’e>
n=—oo
Portanto, |0) é autoestado de 7 e H.

Agora, vamos olhar para o caso (a), onde a barreira entre dois sitios adjacentes ndo é
infinita. Neste caso, ainda valem as expressdes que encotramos anteriormente. No entanto, ha
uma diferenca crucial: dessa vez, a fungdo de onda ndo estd mais localizada, e entdo é possivel
um vazamento desta para sitios vizinhos. Desse modo, devem existir elementos ndo-diagonais
no hamiltoniano. Os elementos diagonais de H continuam os mesmos, por conta da simetria,

tal que

(n|H |n) = Ey. (2.28)

Para elementos fora da diagonal, vamos supor que apenas os vizinhos imediatos contribuem,

de modo que

(n'|H |n) # 0, (2.29)
onde
n=n+1. (2.30)
Vamos definir
<n’|H]n> =_A 2.31)
Assim,
H|n)=Egln)—Aln+1)—Aln—1). (2.32)

Podemos notar que |n) ndo é mais um autoestado de H.

A equagdo (2.31) é a esséncia do método de ligagdo-forte: considerar elementos ndo-
diagonais do hamiltoniano, para uma corre¢do nos niveis de energia em relacdo ao caso onde
temos um atomo isolado. Estes elementos ndo-diagonais estdo relacionados com os termos de
hopping e overlap, discutidos na secao anterior, e fornecem os termos necessarios para o calculo

da equacgdo de autovalores que nos fornece os autoestados de energia no sélido. Apesar desta
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abordagem alternativa partir de uma linguagem diferente da que € apresentada em livros de

estado sélido, podemos verificar uma equivaléncia entre ambas. Além disso, esta maneira alter-

nativa nos mostra uma aplicacdo prética de algumas ferramentas bédsicas de Mecanica Quantica.

Outro ponto interessante é olhar para o Teorema de Bloch a partir do estado |8) , o que faremos

a seguir.

2.3.1 Teorema de Bloch revisto

Sabemos que

P(x) = (xf o).

Vamos entdo olhar para a fungdo de onda transladada, ¥ (x + a).

Para isso, podemos considerar

(x[T(a)|8) = (x[(T(a)[8)) = ((x|T(a))|6).

Mas
(x| (T(a)|0)) = e (x[16); ((x|T(a))|0) = (x+al[0).
Assim,
e (x]16) = (x+al6),

O (x) =P(x+a).

Fazendo 6 = ka, temos

W(x+a)=e*WP(x).

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

Com isso, fica claro o papel do parametro 0: € o fator de fase adquirido pela fungdo de

onda depois de uma translagdo discreta.

2.4 Exemplo:Poliacetileno

O poliacetileno € um polimero organico formado por uma longa cadeia de 4tomos de carbono

[28], ligados entre si e também ligados a &tomos de hidrogénio, como mostra a figura abaixo.
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Para usarmos o método de ligacdo forte, vamos olhar para um dtomo e seus dois vizinhos
mais proximos. Essencialmente, o poliacetileno é uma cadeia linear, e portanto, unidimensional.
A distancia entre um dtomo de carbono e seus dois vizinhos imediatos na horizontal é d = +a.
Montaremos o hamiltoniano. Os termos diagonais correspondem a energia do dtomo isolado,
que denotaremos por Ej.

Para os termos fora da diagonal, vamos calcular o termo de hopping.

H;j = " (0:;(0)|H |0;(—a)) + e~ (6;(0)| H [0;(+a)); (2.39)

Por simplicidade, vamos definir que

t = (0i(r—R)|H|0;(r—R+a)). (2.40)

Podemos fazer isto por conta da simetria da rede: a probabilidade de "salto"de um elétron
¢ a mesma, ndo dependendo do ponto de partida e chegada, mas apenas da distancia entre os
sitios.

Desse modo, podemos escrever que

H;j=1tf(k), (2.41)
onde
FR) =Y e (2.42)
d

onde d € a distancia entre o atomo considerado como origem e seus vizinhos. Estas defini-

coes serdo uteis também em outros casos. Aplicando-as ao poliacetileno, temos que

Hip =tf(k) =1(e*9 4 ¢k, (2.43)
Hy =tf*(k) =tf(k) = Hp. (2.44)
< E—Ey tf(k) )
H= : (2.45)
l‘f(k) E—Ey

Calculando o determinante e igualando a zero, temos

(E — Eo)* —*[f(k)]* = 0 = E = Ey + 2tcos(ka). (2.46)
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Com isso, encerramos nosso capitulo sobre o método de ligacdo forte. Como podemos
ver, tal método, da maneira que foi apresentado, € relativamente simples e pode ser uma ferra-
menta muito util para a determinacgdo da relacdo de dispersao de um material. Vale ressaltar que
abordamos este tema de maneira simplificada, considerando apenas os vizinhos mais proximos.
No entanto, podem ser acresentados mais termos ao hamiltoniano, de acordo com o problema
que se deseja trabalhar. No préximo capitulo, usaremos o método de ligacao-forte no estudo do

grafeno.
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CAPITULO 3

Grafeno e nanotubos

Materiais bidimensionais sdo particularmente interessantes para o estudo de diversas pro-
priedades fisicas. Devido a baixa dimensionalidade, efeitos interessantes podem ocorrer. Um
exemplo conhecido disto é o Efeito Hall qudntico. Assim, materiais bidimensionais possuem
um tipo de resposta a campos magnéticos que propicia a investigacao de varios aspectos de uma
amostra, tais como densidade de estados, propriedades de transporte e caracterizacdo de mate-
riais. Exemplos de materiais bidimensionais bem conhecidos e atualmente muito explorados
sdo os materiais de carbono, que possuem um amplo leque de aplicacdes e uma Fisica bastante
rica também do ponto de vista tedrico. O grafeno, por exemplo, ja era estudado de um ponto de
vista puramente tedrico desde a década de 50 do século passado. Neste capitulo iremos abordar
alguns tépicos relacionados a materias de Carbono, a saber, o grafeno e os nanotubos. Vamos
fazer uma revisdo focados sobretudo nas propriedades eletrOnicas destes materiais, 0 que teréd

bastante utilidade no préximo capitulo.

3.1 Grafeno

O grafeno consiste numa unica camada de atomos de carbono, arranjados de forma hexagonal
[29], [31]. A figura abaixo [30] ilustra uma folha de Grafeno.

Figura 3.1: Folha de grafeno

Como ja comentamos, o Grafeno era estudado héd bastante tempo de um ponto de vista

tedrico. Em tais artigos, o o que hoje chamamos de grafeno era conhecido como grafite bidi-
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mensional, refletindo o fato de que o grafeno pode ser visto como uma tnica camada de grafite.
De fato, através de um processo conhecido como clivagem mecanica, € possivel obter o grafeno
a partir do grafite. Isto foi feito pela primeira vez em 2004 por Novoselov e Geim, e lhes rendeu

o o prémio Nobel de Fisica no ano de 2010.

No que diz respeito as ligacdes quimicas, sabemos que o carbono deve fazer 4 ligagdes. No
plano do grafeno, os atomos formam liga¢des do tipo G, que formam angulos de 120 graus entre

si. Isto fornece o arranjo hexagonal da folha, e também hibridizacdo sp?.

Perpendicularmente ao plano, estdo as ligacdes T (orbital 2p, ). Tais elétrons estdo ligados
de maneira mais fraca ao d&tomo, de modo que podem se mover ao longo da rede, bem como
serem excitados. Assim, estes elétrons sdo os que mais contribuem para as propriedades de
transporte do grafeno. E importante também notarmos que o grafeno é composto por duas
subredes atomicas, denotadas por A e B. Abaixo, ilustramos isto numa figura, onde também

aparecem os vetores-base correspondentes as duas subredes.

Figura 3.2: Subredes e vetores-base

Nesta figura, a e a> s@o vetores que usam a subrede B como base, enquanto gl, 8} e 53
se referem a suberede A. Sabendo que cada angulo interno de um hexdagono vale 120 graus,
podemos tracar retas ao longo dos eixos vertical e horizontal, para escrevermos explicitamente
os vetores-base em termos das coordenadas cartesianas.Se considerarmos que os vetores @] €
a> da figura estdo saindo da origem do sistema de coordenadas (x,y) , entdo com um pouco de

geometria, somos capazes de obter que

ai=S(V3, 0 &=5(V3,-1), (3.1)
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81—§(ﬁ71>7 62—5

Nestas expressoes,
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(3.2)

(3.3)

¢ a constante da rede e vale 2,46.10_10m. A quantidade d._. € a distancia entre um dtomo

de carbono e seu vizinho imediato, e tem o valor de 1,42.10~ 1%

3.2 Relacao de dispersao do grafeno

Podemos utilizar o método de ligacdo forte para encontrarmos a relacdo de dispersdo no

grafeno. A seguir, fazemos este célculo, primeiramente usando a suberede A e depois a subrede

B. Em ambos 0s casos, vamos usar as expressoes para o termo de hopping e overlap vistas no

capitulo anterior, para escrever que

H:( 2 tf(k)>7
tf (k) &

SZ( 1 Sf(k)>;
sfE(k) 1

para resolver a equagao

det(H — ES) = 0.

De maneira genérica, a solucao desta equagio serd

onde

A seguir, calculamos w(k) usando as duas subredes.

(3.4)

(3.5)

(3.6)

3.7

(3.8)



29

3.2.1 Subrede A

Usando a subrede A como base,

f(ié) — ei%.él +ei7€.52 +€i7<"83, (39)

tal que

f(7$)f*(7€) _ 3_|_(eikydﬂ+e—ikyd\/§)+(ei3kxd/2+e—i3kxd/2)(eiky\/§/2_|_e—iky\/§d/2); (3.10)

ou

F(&)f*(k) = 3+ 2cos (kyd\/E) +4cos (3]‘2)“{) (ky\fd> ; (3.11)

Mas

a
=d._.=—. 12
d=d Ne (3.12)
Assim,

F&)f*(k) = 34 2cos(kya) + 4cos(keav/3/2)cos(kya/2). (3.13)

Podemos ainda escrever esta expressdo de uma maneira diferente. Sabemos que cos(A + B) =

cosAcosB — senAsenB, de modo que

k k
cos(kya) = cos® (%) —sen? (%) (3.14)

2

Usando a relacio sen’x + cos’x = 1, temos

cos(kya/2) = 2cos* (kya/2) — 1; (3.15)

f(R)f* (k) = 1 +4cos (kxaz\/g> cos (%) +4cos? <l%a> . (3.16)

Com isso, temos uma expressao explicita para E. A seguir, esbocamos um grafico da relacao

Assim,

de dispersao.

3.2.2 Subrede B
Usando a subrede B como base,

tekd (.17)
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Figura 3.3: Relagdo de dispersdo do grafeno. A energia estd em fungio de k = (ky,ky).

€ teremos

—
—

f(ié)f*(?é) — [1 +eli€((f1 —a>) +ei7€.d‘| +ei7€.(li’2—a?) + 1 +€i7€'a_§ +e—i5] +e—ik.a2 + 1] (318)

Mas /3
-, ka3 ka -, kaVvV3 ka -
ay=—+—=—; kay=————; k.(a1 — = kya. A
k.a) 5 —I—z,k(lz 5 2,/{((11 az) kya (3.19)
Entao
f(%) £ (z) =3+( b 4 e—ikya) +( otkvav/3/2 + e—ikxa\/§/2)( ehra/2 4 e—ikya/Z); (3.20)
ou
F&)f*(k) = 3+ 2cos(kya) + 4cos(kav/3/2)cos(kya/2) (3.21)

Desta maneira, podemos ver que de fato ambas as subredes podem ser usadas para o célculo da

relagdo de dispersdo, e fornecem o mesmo resultado. isto pode ser visto comparando-se (3.21)
e (3.13)

3.3 [Expansao para k pequeno

Nesta se¢do, vamos olhar para a relagio de dispersio préximo aos pontos K e K’. Estes
pontos conectam as bandas de valéncia e conducdo e nos permitem estudar a relacdo nas pro-
ximidades do nivel de Fermi. Vamos fazer uma expansdo em torno destes pontos para mostrar
que em tais regides, a relacdo de dispersdo € linear. Isto é mostrado no zoom da figura 3.5.
Vamos calcular f(k — ).

Fk—8F) =1 4 e ik-SR) a1 y —ik=80).a2, (3.22)

- -
— . —

f(ié— 87&) — 1+€Jéi1 eigk.di +e—ik.azel8k4a2; (323)



75.(?1 = 7'5/3; 75.(?2 = —7E/3.

Usando a relaciio e™® = cos(0) & isen(8), temos que

eiié.di — l_i_lé eﬁ{‘.d’g — 1 _ lé
2 27 2
Assim,
- -1 V3 o -1, V3
7 Y ¥ — . 3 Y —
Fh—8k) = —~8k.(@1 + @) +z\/7_8k.( -
Mas

Entao, fazendo Sk.i= 872x e k.]_": 8_l%y, temos

f(k—8k) = —%ax@(&kx + i8ky)
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(3.24)

(3.25)

(3.28)

(3.29)

lembrando do hamiltoniano do método tight-binding para um sistema bidimensional, temos

que
H(%—gk): 40 ) tf(k— ok)
tf*(k — ok) 0
chegamos a
H(ié—gk):—[? 0 Rk, 0
ok, 0O —ihdk,
onde
_V3a
e

¢ a velocidade de Fermi.

Podemos ainda escrever

—

H(k — 8k) = —vp [ndk,G, + hidk,G,)

ou, de forma mais compacta,

H(k—8) = —vp(8.5).

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)
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Portanto, vemos que para k pequeno, o hamiltoniano pode ser escrito como um hamilto-
niano de Dirac. Isto é, nesta aproximacao os portadores de carga podem ser descritos por uma
equacgao de Dirac efetiva para férmions sem massa [33]. Existem diversos artigos que usam
este fato para estudar propriedades eletronicas do grafeno na presenca de campos magnéticos,
defeitos topoldgicos, etc, devido a conveniéncia de que a inclusdo destes entes via equagao de
Dirac pode se tornar mais simples do que por métodos mais convencionais. Mesmo consis-
tindo de uma aproximacao, tal abordagem pode fornecer pistas acerca de diversos fendmenos
no grafeno. Usaremos isto no proximo capitulo para estudar nanotubos. A seguir, esbogamos a

relacdo de dispersao na regidao proxima ao nivel de Fermi.

Figura 3.4: Energia em fungdo de k., K, nas proximidades dos pontos K e K’

Os pontos K E K’ sdo chamadados de pontos de Dirac, e sdo os pontos que conectam as
bandas de conducdo e valéncia.

Ainda sobre a analogia dos portadores de carga no grafeno com férmions de Dirac, vale
dizer que este material apresenta uma banda de valéncia cheia e uma banda de condugdo vazia.
Quando um elétron migra para a banda de condug¢do, deixa um "buraco "na banda de valéncia.
Este se comporta como uma carga positiva. Como a equagdo de Dirac descreve elétrons e
positrons, a equagdo de Dirac efetiva descrevera elétrons e buracos. Quanto ao grau de liberdade
do spin na equac¢do de Dirac, este agora é representado pelo fato de o elétron poder estar em

uma das duas subredes, A ou B.

3.4 Niveis de Landau no grafeno

Nesta secao, vamos estudar o grafeno na presenga de um campo magnético perpendicular ao
plano. Vamos partir de uma equacgdo de Dirac efetiva para férmions sem massa, que descreve
o comportamento dos portadores de carga proximo aos pontos de Dirac. Tal problema € abor-
dado em [34]. No entanto, usaremos definicdes diferentes de alguns operadores, sem alterar o
resultado final.

ve[6.p]¥(x,y) = E¥(x,y) (3.35)



Utilzaremos um acoplamento minimo, tal que
- - €2 e
Assim,
vr[ox(px — Bey/c) + o,py|¥ = EY;

Ou ainda
vr[Ox(—ihdy — Bey/c) + oy (—ihd,)|¥ = EW.

Como a equagdo nao depende explicitamente de x, vamos propor a solugao

W(x,y) = e™o(y).
Assim,
vr[ox(—ih(ik) — Bey/c) + Gy (—ihdy)]0(y) = EQ(y).

F[(? é)(hK—Bey/cH(? ;"><—hay>]¢<y>=E¢<y>;

Faremos uma mudancga de variavel, tal que
1/2
y hc
E=-"——lpx; lp=|—|
lp eB
& é uma varidvel adimensional, e /g é 0 comprimento magnético.

Entao,
9 _99 19
dy  0ydE (5ot

Assim,

Deste modo, o hamiltoniano pode ser escrito como

6 0 &+ o 01 ) 01
ol ) (2)A2)
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(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)



Isto nos leva ao seguinte sistema de equagdes:

veh d
—gF—B(iJrha{—g)q)z = E¢i,

—HHE-ngo1= E¢.

Resolvendo para ¢, temos

2
th
(%)
5 2
(7) €2~ 1)1 = E%,
B

Podemos reescrever da seguinte maneira:
’ 2
2 B
01 =E <—> 1.
th

2
(1)

(§+70:)(§ —hde) | 1 = E*01;

34

(3.46)
(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

Podemos mapear este problema no caso do oscilador harmoénico. Vamos definir os seguintes

operadores:

aiE—_—iig
l

2
)50«

Assim,

Como no caso do oscilador , temos o operador nimero dado por N =aa_.

Assim,

Mas o, = ;—’; Finalmente,

E = +ho.\V/N.

3.5 Nanotubos de Carbono

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

Nanotubos de Carbono foram sintetizados pela primeira vez em 1991, por Ijima [32]. Inici-

almente, foram obtidos nanotubos de paredes duplas. Dois anos mais tarde, foram sintetizados
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Figura 3.5: Representagio de um nanotubo de carbono

nanotubos de paredes simples. Desde entdo, nanotubos tem chamado a aten¢do pelas proprie-
dades eletronicas, de transporte, etc. Tais materiais possuem flexibildade, mas ndo quebram sob
a acdo de deformagdes mecanicas. A figura abaixo ilustra um nanotubo.

De um ponto de vista tedrico, podemos imaginar a confec¢do de um nanotubo de Car-
bono a partir de uma folha de grafeno. Existem diversas maneiras de se enrolar uma folha de
grafeno para formar um nanotubo. Abaixo, ilustramos uma folha com os vetores da rede que

sdo utilizados para a classificacdo dos nanotubos.

- OO0
sagececs ale
I8 eSNDs S

Figura 3.6: Folha de grafeno e possiveis cortes para a formagdo de um nanotubo

Um nanotubo pode ser construido juntando os pontos O € A e também B e B’ da folha. Por
conta da nova simetria na rede, isto €, apds o grafeno ser enrolado para formar um nanotubo, é
conveniente introduzirmos algumas quantidades tteis para localizar um ponto na rede e também
para classificar os nanotubos.

O vetor quiral € definido como

Cp, = na) +mas = (n,m). (3.55)

O didmetro do nanotubo é dado por

d=—, (3.56)
T

onde L = |Cy| é o comprimento da circunferéncia do nanotubo.

Podemos calcular o valor de L a partir da relagao

ICp| = \/Cp.Cp. (3.57)
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Mas
éh.éh = nzdl .ai+ mziz.iz +2nmaj .as. (3.58)
Usando o fato de que
2
o L L a
1@ = .y =d*; a). 2=7 (3.59)
Temos
C,.Cp,=d* (n2 +m?+ nm). (3.60)
Portanto,

L=a\/n?+m?+nm. (3.61)

Deste modo, o par (n,m) pode ser usado para caracterizar um nanotubo no que diz respeito
ao seu diametro.
Quanto ao angulo 0, € chamado de quiral e € o angulo entre os vetores C, e ;. Existem 3
maneiras basicas de se cortar uma folha de grafeno, de acordo com o valor do dngulo quiral.

Sao elas:

* Para 6 =0, o vetor quiral € paralelo ao vetor a7, . Comm este corte, é obtido um nanotubo

do tipo zig-zag, por conta do formato da borda. Para este nanotubo, C,= (n,0).

* Quando 0 = 30, o corte € feito paralelamente ao eixo x. Esta situacdo € representada
pelo vetor paralelo ao eixo x. Para este caso, temos um nanotubo do tipo armchair, e
Cp = (n,n).

* Para uma situacao intermedidria, ndo ha mais uma simetria. Neste caso, o nanotubo é do

tipo quiral.

Voltando a questdo da classica¢ido dos nanotubos, nas figuras a seguir, mostramos exemplos

de nanotubos do tipo zig-zag, armchair e quiral, respectivamente.

Figura 3.7: nanotubo zig-zag do tipo (9,0)

Com isso, encerramos nosso capitulo sobre grafeno e nanotubos de Carbono. Vale res-

saltar que existe uma vasta literatura sobre este assunto. Quanto a classificagao dos nanotubos,
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Figura 3.9: nanotubo quiral (10,9)

existem diversos parametros e simetrias que nao foram discutidas aqui, mas que podem ser en-
contradas em [27]. A seguir, vamos estudar o comportamento dos portadores de carga em um

nanotubo nos pontos préximos aos pontos de Dirac.
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CAPITULO 4

Resultados

4.1 Nanotubos de Carbono na presenca de campo magnético

Em 2002, Krél e Sadeghpour[35] estudaram a rotacdo de nanotubos. Posteriormente,em

2005, Shen[36] estudou o efeito Aharonov-Carmi para o fulereno. Motivados por tais trabalhos,
nos propomos a estudar o problema para um nanotubo que gira e estd sujeito a um campo
magnético. Vamos considerar um campo B paralelo ao eixo do tubo.
Como ja vimos no capitulo anterior, sabemos que proximo aos pontos de Dirac do Grafeno,
podemos usar um hamiltoniano de Dirac efetivo para férmions sem massa. Motivados por este
fato, e também por podermos considerar um nanotubo como um Grafeno enrolado, novamente
vamos usar uma equacao de Dirac efetiva, mas desta vez em coordenadas cilindricas. Nosso
interesse serd inverstigar a influencia do campo magnético e da rotagdo no espectro energético
de Nanotubos de Carbono.

O hamiltoniano de Dirac em coordenadas cilindricas pode ser escrito como:

Hp = —ilhvs (6,0, +6y94/R) .

Podemos considerar também um termo de acoplamento spin-rotacio, dado por

Hgg = S.8 (4.1)
Entao,
iho, d
ihv,0, + 2 — (—T‘D — 5% — 2mooR>
H=
ihdy o®d B ®
I| =% — 275 — 2mOR ihv;0; — =5
4.2)

Vamos resolver HY = EW, com

u
Y= ( ) 4.3)
v



39

Isto nos leva a

Vamos fazer

u=e*q e v=2e~y. (4.4)
Com isso, .
(i, (ik) + 2] i — v, [—@ - . 2mmR} 7= Ei
A [@ — m - ZOJR} i+ [in(ik) — } V=E7V
Ou ainda
[hvzk—i— hTw —E} i=1ivy [—@ — ;Tq; — 2m0)R} v
4.5)
[—hvzk— 5 E] V= —ivy [lhaq’ ;;I;e ZCOR] i
Da segunda equacdo, podemos isolar v, de modo que
. ifo )
. T [ & R Z(DR}
T k-t ] 40
z 2

Substituindo na primeira equagao,

) ) ihdy e g
Khvszr 2) } Khvzk+7) +E]a:v§, [Tq’—e——%)R} i @7

h2

ho\ 2 ed 21 R [ e® 1.
¢ Ez— <hvzk+ 7) —qu) <ﬁ +2m(DR) ] u = |:aqz)+2% <ﬁ +2m0)R> la¢:| u

Podemos ainda escrever

i+ 2i fOgii + gil = 0, (4.10)
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onde
R [ e®
=— | =—=+2moR 4.11
I=% (ZnR Temoe ) 1)
e
2 2
hw
_ 2 2
g:hz_qu) E —(hvzk—T) ]—f. (4.12)
Vamos propor a solucdo
ii=e™. (4.13)
Com isso, obtemos a equacdo caracteristica
(V)2 +2if (M) +g =0, (4.14)
A4 (2f)h—g=0. (4.15)
Assim,

A=—f+/F+g. (4.16)

A solucdo geral € dada por

u=u)+u, = Cle_ifq)ei V1240 —|—C2€_if¢€_i \ f2+g¢. 4.17)

Por conveniéncia, vamos fazer C; = 0, de modo que vamos olhar somente para a solucao

Devemos exigir que

i(¢) =a(¢+2m). (4.18)
Assim,
cos(f+vVf2+g) =1, 4.19)
Entao

f+/f2+g=2In, (4.20)
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onde / € um inteiro.Assim,

R? ho\ 2
f2+ 712_2 E* — (thlH— 7) ] = (27tl—f)2 “4.21)
Vo
ou X ) )
R 5 > R hw )
o )
Isolando EZ,
h2v2 B 2 hZVZ
2" 2 @ 0 2
Substituindo f,
o ) e () ) e

Podemos perceber que a energia depende do nimero quantico / e também sofre influéncia do
campo e rotacao.

Para k, fixo, plotamos o grafico! de E(I) abaixo.

Energia em fungio do mimero quéntico 1

10+

E@

Figura 4.1: Energia para k; fixo.

Neste gréfico, cada linha horizontal representa um estado de energia para / fixo. Os pontos
representam a tendéncia de crescimento da energia em fun¢@o do /. Tais pontos foram obtidos a
partir de uma curva continua E([), e entdo deixamos somente os pontos que estdo relacionados

aos estados discretos.

'Neste e nos demais graficos, consideramos apenas a dependéncia da energia com respeito a Il e a Il. Todas

constantes foram tomadas como a unidade
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Para rotagdo fixa, podemos fazer um grafico da energia em funcio do campo:
L Energia em fungdio do campo para I=1

0,99

0,84

0,79

0,6

Energia 054

0,4

0,3

0,2

0,14

Figura 4.2: Energia em fungio do campo, para rotagio fixa.

Para campo magnético fixo, o grafico da energia em fun¢do da rotacio é esbocado abaixo.

Energia em fungdo da rotagdo para 1=1

Energia

Figura 4.3: Energia em fungio da rotagio

4.1.1 Discussao

Os graficos mostram que o campo magnético e a rotagcao influenciam de maneira bem dife-
rente a relagdo de dispersdo. Isto ocorre quando consideramos o acoplamento spin-rotagdo. Ao
considerarmos este termo, fizemos a suposicao de que o pseudo-spin, que representa as subre-
des, se acopla a rotac@o pelo fato de que as subredes estdo na presenca de rotacdo. Por outro
lado, quando retiramos este termo, vemos que campo e rotacdo t€m contribuicdes parecidas

para E. De uma maneira geral, para campo e rotagdo paralelos,e sem o termo de spin-rotag¢do ha
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uma simetria entre tais acoplamentos, o que era de se esperar devido a semelhanca entre estes
entes mostrada ao longo do trabalho. Se considerarmos somente campo, ou somente a rotagao,

o resultado obtido estd de acordo com outros trabalhos ja existentes na literatura.

4.2 Campo perpendicular

Nesta secdo, escrevemos o hamiltoniano para o caso de um campo magnético aplicado perpen-
dicularmente a superficie do nanotubo.

Para este caso, o acoplamento minimo € feito com o potencial vetor A = (BRsen)?.

1
H = v,6,(—ihd, + eBRsend) + v¢6y1—eha¢ (4.25)

Procedendo de maneira andloga ao caso do campo paralelo, chegamos a

—Lvohde? = [E — v, (hk + eBRsend)) it;

(4.26)
Lvohdgil = [E + v, (hk + eBRsend)] 7.

Da segunda equagao, temos que

5o iV¢ha¢IZ 4.27)

RI[E + v, (ik 4+ eBRsend)] '
Substituindo na primeira, temos
i di)haq)ﬁ -
——vyli0 = [E — v,(hk + eBRseno)|i; (4.28)

RO R[E + v (hk + eBRsend)]

: L2 : -
i, ivyOyil vzeBRcos®(ivehidyii) g
LI _ — [E — v, (lik+ eBR
R E v Rkt eBRsend) [ +vi(ik+ eBRseng)  \L ~ Vellik -+ eBRseng)Ja
(4.29)
Simplificando a equacdo, chegamos a
BRcosd R?
o2l g Jgil — —— [E2 —v2(lik + eBRsen®)*)ii = 0. 430
b+ E vk + eBRsend)] oil hzqu)[ vi(hik 4 eBRsen®)”|ii (4.30)

Como podemos ver, a equagdo apresenta uma dependéncia do angulo ¢ em vérios termos.

Temos como perspectiva a solucdo desta equacao usando métodos computacionais.
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Conclusoes

Neste trabalho, estudamos a influéncia de campo magnético e rota¢do no espectro de energia

de nanotubos de carbono. Revisamos alguns aspectos basicos de Mecanica Quantica, que foram
usados ao longo do trabalho, como por exemplo o fato de se escrever um estado qualquer em
termos de uma base de autoestados ortogonais entre si.
Estudamos o método de ligacdo-forte, e verificamos que tal método pode fornecer uma maneira
simples de se obter uma relagdo de dispersao. A partir da condi¢do de minimizagao da energia
em relacdo a algum parametro, este modelo nos fornece uma equacio de autovalores para a
energia em um s6lido cristalino.

Vimos que usando este método para o grafeno, a partir da relacdo de dispersao obtida, é
possivel fazer uma expansiao em torno dos pontos de Dirac, onde a o espectro obedece uma
relacdo linear de E com respeito a k. Nesta regido, podemos descrever o comportamento de
elétrons e buracos através de uma equacdo de Dirac efetiva, que possui a mesma forma da equa-
cdo de Dirac usual, mas onde ao invés de estarem presentes a velocidade da luz e o spin do
elétron, na equacao efeitva temos a velocidade de Fermi e as subredes atuando como estados de
pseudospin. Deste modo, a partir desta equacdo, fomos motivados a escrevé-la em coordenadas
adequadas para a descri¢dao de um nanotubo de carbono, por saber que este pode ser considerado
uma folha de grafeno enrolada.

A partir da ideia de acoplamento minimo, e também da analogia entre a forca de inér-
cia e a forca de Lorentz, e consequentemente da analogia entre os efeitos Aharonov-Bohm e
Aharonov-Carmi,foi possivel escrever um hamiltoniano para um nanotubo na presenca de rota-
cdo e campo magnético. Estas quantidades, atuam de maneira similar ao que acontece no caso
do efeito Aharanov-Bohm para estados ligados, modificando a energia.

Vimos também que a simetria cilindrica do nanotubo, aliada a presenca de um fluxo mag-
netico e também de rotagcdo € responsdvel pela diferenca entre este caso e o do grafeno sob a
acdo de campo magnético. Para o grafeno, ocorrem niveis de Landau, mas o campo aparece
como uma constante multiplicativa (na defini¢cdo de frequéncia), e ndo se "acopla"ao nimero
quantico como no caso do nanotubo. Assim, apesar de usarmos métodos simplificados, pode-
mos perceber que a presenga campo e a rotacdo € interessante do ponto de vista de propriedades
eletronicas. Poderiamos, a principio, usar estes entes para ajustar o comportamento de materi-

ais quanto a condugdo, por exemplo, alterando a energia de Fermi. Portanto, poderiamos usar
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campo e rotacdo para tentar modificar gaps de amostras, por exemplo. Além disso, é possivel
ainda sintonizar campo e rotagdo, para que tenham seus efeitos se somando ou se cancelando.
Como perspectivas, pretendemos otimizar nossos resultados, e também extender este estudo
para outros tipos de materiais como isolantes topoldgicos, siliceno, entre outros. Pretendemos
também explorar o caso onde o campo magnético aplicado é perpendicular a superficie do na-

notubo por meio de simula¢des numéricas.
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CAPITULO 5

Apéndice 1

5.1 Um caminho para a equacao de Dirac

Nosso objetivo € obter uma equacao de onda relativistica para uma particula de spin 1/2.

Para isso, vamos partir da expressdo cldssica para a energia relativistica

E2
— —p* = (me)? (5.1)

Podemos escrever esta expressao em termos de operadores como:

<E_3_13> <E+6.ﬁ>: (mc)?. (5.2)
c c

Isto pode ser justificado com o uso da identidade

(6.A)(G.B) =A.B+i6.(A x B). (5.3)
Usamos também o fato de que
d 0 -
E = ih— =ihc=—; p= —ihV. 54
i 5 ihc o p i 5.4)
Isso permite escrever uma equacdo de segunda ordem,
. a - . = . a =2 = 2
ihc=— +G.ihV | .| ihc=— — G.ihV | ¢ = (mc)~, (5.5)
0x0 0x0

para um elétron livre. Como introduzimos matrizes bidimensionais, dadas por G, entdo ¢ deve
ser uma fun¢do de onda de duas componentes. Mas, queremos obter uma equacao de primeira
ordem em relacdo a derivada temporal, assim como a equagdo de Schrodinger. Deste modo, a
equacgdo que procuramos deve ser linear também em % , pois, como estamos tratando de uma
abordagem relativistica, as coordenadas espaciais e temporal devem se comportar de maneira

equivalente. Para isto, vamos definir duas fun¢des de onda, dadas por

Or = 1 (ihcai - ihc*s.%) o 0L =0. (5.6)
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E interessante notarmos que essas duas fun¢des de onda também devem ter duas componentes.
Com essa nova escrita, ao invés de trabalharmos com a equagdo de segunda ordem, podemos

escrever duas equagdes de primeira ordem:

(

in3.V — in(d /axo)] 0p = —mcog

(5.7)

[—iha% - ih(a/axo)] Or = —mcoy

\

Como a dimensonalidade nas duas equagdes deve ser mantida, entdo, no total temos 4 com-
ponentes. Estas equacdes sdo acopladas, como podemos ver, e ja correspondem a equagao de
Dirac, embora numa forma ndo muito familiar. Para deixd-la com um aspecto mais usual, e
mais préximo do que Dirac originalmente propds, tomemos a soma e a diferenca destas duas

equagdes, o que nos leva a

—ih6.V (g — O — ih(9/0x0) (O + Or) = —mc(dr + Or)

(5.8)
inG.V (O + 0r — in(9/9x0) (0r — 01) = —mc(dg — Or)
Ou, denotando a soma e a diferenca de ¢ e ¢, por W4 e Wp, respectivamente, temos:
—ih(d/0xg) —ihG.V v, v,
L= = —mc (5.9
ihc.V lh(a/a)c()> lPB lPB
Definindo uma fun¢ao de onda por
¥
o | T4 kTN : (5.10)
Wp Or — 0L
podemos reescrever a equagiao como
9V et w o My g (5.11)
Y' Y4 a(le) h - 9 .
ou ainda
0 mc
Yu=—+— |¥Y =0, (5.12)

onde Y, com u = 1,2, 3,4 sdo matrizes 4x4 dadas por:

o 0 —iocg - I 0 (5 13)
Y = o, 0 o Ya= o 7 | .
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E importante deixarmos claro, que, na verdade, a equacdo de Dirac consiste em quatro equacoes

diferenciais que acoplam as quatro componentes de ¥ representadas por uma matriz coluna
Y= . (5.14)

Um objeto de 4 componentes deste tipo € conhecido como um “bispinor"”, ou mais comumente
como um espinor de Dirac. Se houver alguma dificuldade em perceber o significado da equagdo

de Dirac, pode-se escrever os indices explicitamente:
nll d mc

— — | 8o | ¥ =0. 5.15

B; L;(Yu)aﬁanyr ( 5 ) aB] B (5.15)

O fato de W ter 4 componentes ndo guarda nenhuma relacdo com a natureza quadridimensi-
onal do espago-tempo. g ndo se transforma como um quadrivetor sobre uma transformagao
de Lorentz. As matrizes 7y, sdo chamadas de “matrizes gama", ou “matrizes de Dirac". Elas

satisfazem as seguintes relacoes:

Vs W] = Yo + Wl = 2800, ¥ = Vae (5.16)

E possivel ainda escrever a equagdo de Dirac na forma hamiltoniana. Para isto, multiplicamos

a equacdo original por Y4, 0 que nos da

[—ich.V + Pmc?)¥ = ih(0W /or), (5.17)

B=v4= O = iVaVk = g (5.18)
= = s =1 e . .
Y4 / k = UYaYk )

Os ¢’s na expressdo acima sio as matrizes de Pauli, dadas por

(oY, (o) __ (1o 5.19
\t1ro) Vi o) VLo -1 ) '

Estas matrizes sdo utilizadas na teoria ndo-relativistica para escrever os operadores de spin,

com

dados por §; = gci.

5.1.1 Solucao para particula livre

De modo andlogo ao que acontece com a equagdo de Klein-Gordon, a solucdo para particula

livre também serd do tipo onda plana. Vamos mostrar que uma soluc¢io da equagdo de Dirac
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para particula livre satisfaz a equacdo de Klein-Gordon. Multipliquemos a equacao (5.12) por

Jd 3 .
o @ esquerda:

d 8
— Y= 2
’YV ax‘u (Y,U a > 0 (5 0)
0 d d
—W¥ + w=—Y=0. 5.21
’YV’Y,Ua a a Xy ( )
Mas o
mc
yva = —7‘1’. (5.22)
Entao )
0 d mc
— VY- — | ¥Y=0. 2
YVYH axV ax‘u ( h > 0 (5 3)
Procedendo de forma anéloga, podemos também escrever
2 9 ’
mc
— V- Y= 24
Yl 3, oxy ( 7 > 0. (5.24)
Somando estas duas expressoes, temos
9 9 ’
mc
(VW +YVY“)8_x,,ﬁ‘P -2 <7) ¥ =0, (5.25)
ou )
2 d
28y 5— o, axv‘P 2( . ) ¥ =0. (5.26)
3 9 ’
mc
— Y- Y= 27
0y, Oxy < h ) 0. (5.27)

Logo, uma solugdo da equacao de Dirac neste caso também satisfaz a equacao de Klein-Gordon,

e portanto, também € do tipo onda plana.

5.1.2 Spin

Na sec¢do anterior, vimos que a equacao de Dirac admite uma solugdo para particula livre,
tal como a equagdo de Klein-Gordon. Agora, voltaremos nossa atencdo a equacdo de Dirac
novamente, mas desta vez com o objetivo de verificar como o spin é descrito na teoria de
Dirac. Até o momento, comentamos que nesta teoria o spin do elétron € algo que sai de forma
natural. Sabemos que no caso ndo-relativistico, este grau de liberdade do elétron é descrito
por operadores que nao podem ser escritos em termos das coordenadas, e que € assim descrito

independentemente da parte espacial da funcdo de onda. Vamos entdo escrever a solucdo da
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equacdo para particula livre e tentar obter alguma informagao acerca do spin através da mesma.

A solucdo é dada por:
~u(p)expli(p.X/h—i(Et/h)], (5.28)
onde u(p) é a parte independente de x e 7.
Para considerarmos somente o spin, devemos nos lembrar que o momento angular total
de uma particula tem uma contribuicio do momento angular orbital e outra devido ao spin.
Por isso, tomamos agora o caso para particulas em repouso, tal que j = 0, ou seja E = mc?, e

teremos a seguinte equacao a ser resolvida:

0 mc
Wi Y= (5.29)

A substitui¢do da solu¢do nos dd entdo

me [ I O usa(0) \ me us (0)
3 ( 0 —1 ) ( up(0) > h ( up(0) > 630

A equagio so € satisfeita se up(0) = 0.

Consideremos agora o caso para E = —mc?. Teremos entio

me I O us(0) _mc us(0)
3 < 0 —I ) ( up(0) ) - h < up(0) ) 63D

Desta vez, a equacao so € satisfeita para uy (0) = 0. Assim, os spinores que podem ser solugido

para uma particula livre em repouso sdo

() 0)

Dito de uma forma mais clara, uy, por exemplo, pode assumir as duas possibilidades
acima. O mesmo acontece com upg. Portanto, temos quatro solu¢des independentes, como era
esperado, pois sabemos que de fato, a funcio de onda deve ter esta dimensao. No entanto, para
facilitar a manipulacdo algébrica, usamos duas componentes, ¥4 e Wp, mas devemos sempre
ter em mente que cada uma destas € um bispinor. Portanto, as quatro solucdes independentes

Sao

) ) .2 s 2
o—mein, et gtimet/h etmet/h - (5.33)

S o o =
S o = O
o = O O
- o O O

A partir destas , somos motivados a definir uma matriz 4 x 4, dada por

1

S=—(mp—yn) = & 0 (5.34)
2i 0 G3
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Se escrevermos X3 explicitamente e aplicarmos em uma funcao de onda, teremos

1 0 0 O Y Y
0 -1 0 O k$) )
= . (5.35)
0 0 1 O s V3
0 0 -1 Wy -y

Esta expressao nos mostra que as solugdes obtidas sdo autofungdes deste operador, com os
autovalores +1 para a primeira e terceira e —1 para a segunda e quarta. Estes autovalores podem
ser interpretados como a componente z do spin, indicando spin up e down, respectivamente. De

modo geral, podemos escrever .
Y= Z(Yi'Yj —YYi) (5.36)

para o spin em uma determinada dire¢do, com os indices i, j e k satisfazendo uma permutagdo

ciclica.
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