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Resumo

Cadeias granulares decoradas podem ser usadas no desenvolvimento de aparelhos que vi-
sam absorver ondas de choque. Sendo assim, uma das caracteristicas deste sistema € que eles
podem ser usados como absorvedores de choque e na prote¢do contra impactos. Estudamos
aqui a propagacao de um pulso em uma cadeia granular decorada, composta de graos esféricos,
que inicialmente estdo apenas se tocando, fazendo uso de uma descri¢do efetiva, onde a ca-
deia original decorada € substituida por uma cadeia nao decorada com massas efetivas onde os
graos interagiam através de um potencial efetivo. Nosso objetivo foi generalizar os resultados
obtidos em um trabalho anterior, analisando uma cadeia decorada com um nimero qualquer de
graos pequenos entre os maiores, e assim, apresentando uma abordagem analitica que descreve
a massa efetiva e a interagdo efetiva entre os graos em fungdo da quantidade de graos pequenos
entre os maiores. Neste sistema os graos interagem através do potencial de Hertz. Apresen-
tamos a comparagdo entre os resultados numéricos e analiticos, para os perfis de velocidade
dos graos grandes da cadeia original com os graos da cadeia efetiva, além da comparagao do
tempo de propagacao do pulso, e a frequéncia de oscilagdo dos graos menores na cadeia origi-
nal. Destacamos também o uso da Teoria Binéria, que tem sido bastante aplicada para descrever
analiticamente as propriedades da propagacdo de um pulso em cadeias granulares.



Abstract

Granular decorated chains can be used for the development of impact-absorbing devices.
Thus, one of the features of those systems is that they can be used as shock absorbers and
impact protectors. We study here the pulse propagation in a decorated granular chain, composed
of spherical grains, which initially are just touching each other, making use of an effective
description, where the original chain was replaced by a decorated chain with effective masses
where the grains interact via an effective potential. Our goal was to generalize the results
obtained in a previous work, by analizing a decorated chain with an arbitrary number of small
grains between the large ones, and thus, presenting an analytical approach that describes the
effective masses and the effective interaction between the granules as a function of the quantity
small grains between the large ones. In this system the grains interact with each other via the
Hertz potential. We presented the comparation between of the numerical and analytical results
for the profiles velocity of the large granules in the original chain with the grains of the effective
chain, the pulse propagation time, and the frequency of oscillation of the smaller grains in the
original chain. We also highlight the use of Binary Theory, which was been widely appllied to
describe analitically the properties of the propagating pulse in granular chains.
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1 Introducao

Materiais granulares estdo presentes em grande parte das atividades humanas, tendo uma
grande importancia em varios setores industriais com aplicacio em mineracao, construcoes,
produgdes de alimentos, medicamentos, agroindustrias entre outros [1]. Além de ter importancia
em muitos fendmenos ambientais como dunas, fluxos de avalanches, erosao, deslizamentos de
terra e deslocamento de placas tectonicas [2, 3, 4]. Mesmo tendo grande importancia industrial
e tecnoldgica, o seu manuseio € pouco desenvolvido e hd uma estimativa que aproximadamente
40% da capacidade de algumas fabricas € desperdi¢ada devido a problemas no transporte desses

materiais [5, 6, 7].

Os materiais granulares se caracterizam por possuirem um grande numero de particulas
macroscdpicas ndo coesivas que interagem repulsivamente, com fronteiras bem definidas, tendo
a gravidade um papel importante em algumas situagdes [8], o que nao € o caso do sistema
que estamos estudando, devido as particulas estarem dispostas em um plano horizontal. Estes
sistemas possuem duas caracteristicas importantes: a ndo influéncia da temperatura e a interacao
entre os graos é dissipativa, devido ao atrito estético e colisdes ineldsticas [7]. Exemplos de
materiais granulares sdo graos em geral, areia, adubos, pregos, vidros, farinha, sementes, vidros

etc.

Outra caracteristica dos sistemas granulares € que eles podem apresentar caracteristicas de
sOlidos e fluidos. Por exemplo, uma pilha de areia com uma inclinacdo menor que o angulo de
repouso apresenta caracteristicas de “s6lido”, o material permanece em repouso mesmo sujeito
a tensoes em sua superficie. Caso a pilha de graos esteja inclinada com um angulo maior que
o angulo de repouso os graos superficiais irdo fluir, no entanto, o centro da pilha continuara
imovel [3]. E quando os meios granulares estdo sujeitos a uma vibragao ocorre a fluidizacao do
meio. Os graos comecam a adquirir velocidade e o meio se comporta como um gas. Um dos
efeitos dessa fluidizacdo € o Efeito Castanha do Pard, no qual os grdos de tamanhos maiores

sobem para a superficie do meio fluidizado devido a agitacao [3].

As interagdes entre as particulas deste meio s@o altamente nao-lineares e s6 ocorrem quando
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os graos estao em contato. Logo, um tratamento analitico dos problemas envolvendo meios gra-
nulares geralmente se dé através de aproximagdes que sdo comparadas a resultados numéricos
e experimentais. Esses sistemas podem ser usados para a prote¢dao contra impactos, que é ob-
servado através das barreiras de protecdo compostas de areia em pistas de corrida, dispositivos

contra colisdes em postes de energia elétrica etc.

Aqui n6s estamos interessados na propagacado de pulsos em um tipo bem especifico de sis-
tema granular: cadeias granulares. Esses sistemas sdo alinhamentos unidimensionais de graos.
Recentemente esses sistemas t€m sido objetos de intimeros estudos, se tornando uma drea muito
ativa. Um dos pioneiros no estudo de cadeias granulares, tanto tedrico quanto experimental, foi
V. F. Nesterenko que mostrou que um pulso iniciado em uma extremidade de uma cadeia granu-
lar de graos idénticos, sem pré-compressao e sob acdo apenas de forcas repulsivas, pode resultar
em uma onda solitdria se propagando através do meio [9, 10, 11]. Esses primeiros trabalhos
também chegaram a ressaltar o cardter ndo-linear do meio. Desde entdo, este sistema tem sido
objeto de estudo com inumeras variagdes. Também vale ressaltar, que € inegavel que o avango

computacional tenha contribuido significativamente para o avango desta linha de pesquisa.

Como dito anteriormente, esta area se tornou muito ativa, entdo, a seguir iremos relatar

alguns dos avangos realizados nesta linha de pesquisa.

Comecaremos falando das cadeias que apresentam polidispersividade. Nestas cadeias os
graos possuem massa e/ou raio distintos, podendo ter a capacidade de atenuar ondas de choque.
Diante disso, busca-se cada vez mais desenvolver materiais granulares que possam ser usados
para absorver impactos. Com esse propoésito, Hong [12] mostrou que a energia poderia ser tem-
porariamente confinada em uma determinada regido de um meio granular, a qual chamou de
“recipiente granular”, desempenhando um papel de protetor granular. Ele mostrou experimen-
talmente que apds a energia ser confinada, ela poderia ser liberada pouco a pouco na forma de

ondas solitarias.

Em [13] os autores mostraram que uma cadeia granular onde os graos vao diminuindo de
tamanho ao longo da cadeia, pode absorver boa parte da energia e forca de um pulso incidente.
Em um outro estudo [14], usando o mesmo tipo de cadeia e cadeias decoradas os autores mostra-
ram, fazendo uso de graficos de energia cinética normalizada (razdo entre a energa transmitida
e a que entra no sistema), resultados semelhantes porém agora para cadeias mais curtas. Eles

concluiram que a maior absorcdo de energia ocorre em cadeias afiladas.

Novamente, cadeias afiladas foram estudadas em [15]. Porém, desta vez foram apresenta-
dos estudos analiticos e numéricos do problema para cadeias colocadas entre duas paredes. Os

resultados indicaram que as relagdes entre as energias cinéticas do menor para o maior grao
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possuem uma dependéncia gaussiana no afilamento, enquanto apresentam um decaimento ex-
ponencial em relagdo ao nimero de graos da cadeia. Um estudo experimental realizado em
[16] mostrou resultados para a propagacdo do momento linear em cadeias granulares afiladas
para frente. Foi visto que a amplitude do pulso de momento linear diminui € que ocorre uma
aceleracdo da onda de choque durante a propagacdo. Em [17], os autores estudaram cadeias
afiladas e decoradas, agora com a cadeia sendo composta por graos de materiais diferentes
e, novamente, os resultados mostraram a capacidade destas cadeias de serem absorvedoras de

impactos.

Cadeias granulares com atrito também tém sido estudadas, onde foram apresentadas teorias
analiticas para a propagacdo de pulsos em cadeias com graos esféricos e cilindricos [18]. O
principal efeito do atrito em cadeias com graos cilindricos € um decaimento exponencial global
da velocidade. Também notou-se que a velocidade dos graos ricocheteados é maior no caso
sem atrito. Para grdos esféricos, a velocidade do pulso é menor, em relacdo a cadeia com graos
cilindricos, e os graos ndo sao recocheteados, a ndo ser os primeiros. A energia, para o caso de

graos esféricos, também mostrou decaimento exponencial.

A viscosidade também foi inserida nas cadeias em alguns estudos. Em [19, 20, 21, 22] um
termo dissipativo dependente da velocidade relativa entre os graos foi inserido para estudar sua

influéncia no pulso. Em todos estes estudos foi observado a atenuacdo do pulso.

Outra pesquisa [23], mostrou que em uma colisdo de duas ondas solitdrias em uma cadeia
granular, sao formadas ondas secunddrias que carregam cerca de 5% da energia do pulso inicial.
Também foi observado que depois da colisao destas ondas, parte da energia permanece no local
da colisdo. Em seguida ela comeca a se propagar em outras dire¢cdes gerando ondas secundarias.
Outros autores [24] estudaram a reflexdo de uma onda solitdria em uma parede, € mostraram

que a principal caracteristica de reflexdo depende de propriedades da parede.

Em uma outra investigacao [25], resultados da relacdo entre o comprimento da onda so-
litdria e a lei de interacdo. Também foi estudado o cruzamento de dois sélitons iniciados nas
extremidades opostas de uma cadeia granular. Os mesmo autores, em um outro trabalho [26],
estudaram a interagdo de uma onda incidente com uma impureza. Eles observaram impurezas
com massas menores € com massas maiores, em relacao aos outros graos da cadeia, postas bem
no meio da cadeia. Os autores verificaram que a massa leve produz ondas secundarias, en-
quanto que a massa pesada gera pulsos de reflexdo. Resultados semelhantes foram encontrados
em [27]. InteracOes de ondas solitdrias com impurezas menores também foram estudadas em
[28] e [29]. Em ambos os trabalhos, foram observadas a localizacdo da energia mecanica nas

impurezas e as oscilacdes das mesmas, enquanto elas interagiam com a onda solitdria.
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Em outros estudos, foi observada a propagacdo de pulsos em cadeias granulares com for-
matos até entdo pouco estudados. Em [30] foram estudadas cadeias com bifurcacdes em forma
de Y. Observou-se a decomposic¢iao de ondas solitdrias em um trem de aproximadamente 4 ou
5 pulsos separados. Os autores encontraram boa concordancia entre os resultados numéricos e
experimentais, exceto para o caso em que a bifurcagdo ndo era simétrica, ou seja, a cadeia apre-
sentava bifurcacdes com angulos diferentes. Os mesmos autores, em um outro trabalho [31],
estudaram cadeias com bifurcacdes assimétricas e que eram compostas de graos de diferentes
materiais. Eles observaram que cadeias com bifurcac¢des assimétricas possuem a habilidade de
redirecionar as ondas ao longo de diversas direcdes. Isso poderia ser usado em sistemas de
protecdo de impactos, além de sistemas para a colheita de energia. E, em [32] foi estudada a
propagacao de pulsos em cadeias granulares curvadas. Neste trabalho os autores observaram

que a eficiéncia da transmissao do pulso poderia ser caracterizada pela curvatura do sistema.

Por fim, para encerrar a revisdo sobre os avangos das pesquisas em sistemas granulares,

iremos falar a respeito das teorias analiticas que sdo implementadas para estudar estes sistemas.

Em alguns estudos [13, 14, 15] foram introduzidas aproximagdes de esfereas duras, usando
a conservacdo do momento linear e da energia para estudar a dinAmica da cadeia. A principal
caracteristica dessa aproximag¢do é que o potencial de interacdo € infinito, fazendo com que o
momento e a energia sejam transferidos instantaneamente. Porém, devido a este potencial, as

solu¢des quando comparadas com resultados numéricos nado mostram bom acordo.

Outra aproximacdo que tem sido implementada em sistemas granulares € a aproximagao
continua, que teve muito sucesso quando aplicadas a cadeias monodispersas [9, 11, 18, 33]. Mas
quando se trata de cadeias com polidispersividade encontramos poucos resultados analiticos.
Com o intuito de mudar tal situagdo, foram obtidas a velocidade e outras caracteristicas do
pulso através do uso da aproximacao bindria para cadeias afiladas [34]. A aproximac¢do bindria
caracteriza-se pelo fato de o potencial ser macio (potencial de Hertz), fazendo com que o pulso
leve um certo tempo para se propagar. O que a diferencia da aproximacao de esferas duras,
que como citado anteriomente, a transmissdo do pulso se d4 de maneira instantanea, devido ao
potencial ser infinito. A Teoria Bindria se baseia no fato de que o pulso é transmitido através de
colisdes de dois em dois graos. Essa teoria utiliza-se da conservacao do momento linear e da
energia para estimar algumas caracteristicas do pulso como: o tempo de residéncia do pulso em
cada grao, o tempo total de propagacao do pulso, além da amplitude de velocidade do pulso.
As grandezas temporais sdo obtidas com bastante sucesso por essa teoria, enquanto que as
grandezas cinéticas ndo. Isso se deve ao fato da presenca de uma terceira particula desempenhar

um papel importante na propagagdo do pulso. Este fato ndo € levado em consideragdo, causando
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0 ndo ajuste da velocidade.

Em cadeias que apresentam polidispersividade, a Teoria Bindria foi introduzida em cadeias
decoradas. Em [35], principal referéncia desta dissertagc@o, os autores estudaram a propagagao
do pulso em uma cadeia granular decorada, onde cada par de grao grande na cadeia era separado
por um grao pequeno, cadeia decorada simples. Analiticamente, os autores capturaram o efeito
dos menores graos substituindo a cadeia decorada por uma cadeia ndo decorada efetiva, com
massas efetivas e uma interagdo efetiva entre os graos. Similarmente, no mesmo trabalho, os
autores estudaram cadeias decoradas afiladas. E, em um trabalho posterior [36], os mesmos
autores analisaram a propagacdo do pulso em uma cadeia decorada, na qual o tamanho dos

graos pequenos era determinado de maneira aleatoria.

Neste trabalho, iremos prosseguir do mesmo modo que em [35], ou seja, substituir a cadeia
original por uma cadeia efetiva com massas e interagdes efetivas entre os graos, para determinar
as propriedades da propagacdo de um pulso em uma cadeia decorada, agora com um nimero
qualquer de graos pequenos entre os graos maiores, de maneira a generalizarmos os resultados

obtidos na referéncia principal desta dissertacao.

Desta maneira, esta dissertacio estd organizada da seguinte maneira: no capitulo 2, iremos
apresentar o modelo de cadeias granulares, a Teoria Binaria e o método analitico usado para
a generalizagdo de uma cadeia decorada com um numero qualquer de graos pequenos entre
os maiores. No capitulo 3, iremos apresentar os resultados e suas interpretacdes obtidos com
a andlise proposta. E no capitulo final, 4, iremos apresentar nossas conclusdes e perspectivas

futuras.
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2  Fundamentagcdo Teorica

Neste capitulo serdo discutidos o modelo e a Teoria Bindria. Com isso, dividimos este
capitulo em 3 secOes. Na primeira se¢do serd explicado o modelo de cadeias granulares e
como elas se classificam, além das condi¢des iniciais do sistema. Na referéncia principal desta
dissertacdo [35], os autores estudaram a propagacdo do pulso em uma cadeia decorada simples
(um grdo pequeno entre os grandes) através de uma cadeia efetiva, o que serd revisto na segunda
secdo. Na terceira secdo, iremos apresentar a Teoria Bindria para o estudo da propagacao do

pulso em uma cadeia granular e adequa-la a cadeia efetiva.

A teoria analitica, Teoria Bindria, se baseia no fato de que o pulso de velocidade € fre-
quentemente estreito e bem localizado. Diante disso, utilizamos uma aproximacao via colisoes
de dois em dois graos, através da qual encontramos expressoes analiticas para as quantidades
que caracterizam o pulso. Esta teoria ja foi introduzida anteriormente em [33] e usada nas
referéncias [34, 35, 36, 37].

2.1 Modelo

Consideramos cadeias de graos, que colidem elasticamente, todos feitos do mesmo ma-
terial, ou seja, as propriedades eldsticas e a densidade (p) sdo constantes. Quando os grios

colidem, eles repelem um ao outro de acordo com o potencial

a
V= r—l”k|}’k—)’k+1|na (2.1)

onde y; € o deslocamento do grdo k a partir da sua posi¢do no inico da colisdo e a € uma
constante determinada pelo médulo de Young e pela razdo de Poisson [38, 39]. O expoente n é
3 para graos esféricos (que sao considerados nesta dissertacao), segundo o potencial de Hertz

[39]. E
1/2

e = R/ R/
TR
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onde R;{ € o raio principal de curvatura do grdao k no ponto de contato. Destacamos que o po-
tencial de interagdo descrito acima, eq. (2.1), é para graos secos. Pois, em materiais granulares
molhados ndo existird somente forcas repulsivas. Existirdo também forcas de coesdo para cur-
tas distancias, devido a uma fina camada de fluido que os envolve. Com isso, os graos serao

forcados a manterem o contato entre eles [40].
A equacdo de movimento do k-ésimo grao é

d?yy

vz = @1 0k =30 20 e =30 —an =y 00k —yinn), 23

onde M = (4/3)mp (R;()3, desde que os graos sejam esféricos. A funcdo de Heaviside 6(y)
garante que a interacdo eldstica entre os graos exista somente quando eles estdo em contato.
Inicialmente os graos estao dispostos ao longo de uma linha, de modo que eles somente tocam
seus vizinhos na sua posi¢ao de equilibrio, ndo existindo portanto, pré-compressao, e todos os

graos exceto o mais a esquerda na cadeia estdo em repouso.

Por conveniéncia, reescala-se a posi¢ao de equilibrio (yi), o tempo (7), massa (M) e o raio

/ 7z . . .
de curvatura (R,) através da seguinte constante adimensional

MV}
= |11, (2.4)
a(Ry)?
e das relacdes que seguem
=R, a*’x, 2.5)
R/
t="La?/, (2.6)
Vi
R, =R|Ry, 2.7)
Mk = Mlmk. (28)

Com isso, tornamos todas as grandezas adimensionais e a eq. (2.3) pode ser reescrita como

Mgy = re1 (1 — x> 20 (1 — ) — re(x — xe41)>20 (0 — x41), (2.9)

onde os pontos sdo derivadas com respeito ao tempo ¢ e

1/2
QZ<EEE1) , (2.10)
Ri+ Ry

A reescala proposta também faz com que a velocidade inicial reescalada da particula mais

a esquerda da cadeia seja unitaria. Desse modo, ndo particularizamos os resultados obtidos a
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nenhum material especifico. Assim, queremos salientar que a dinamica da cadeia nao depende
das propriedades elasticas dos grdos. Estas propriedades tornam os pulso mais rdpido ou mais
lento, porém, seu comportamento qualitativo segue inalterado, desde que o modelo conservativo

proposto seja uma boa aproximagao.

2.2 Cadeia decorada e dinamica efetiva

Aqui iremos caracterizar as cadeias granulares, com destaque para o tipo de cadeia estudado
nesta dissertagdo (cadeia decorada). Em seguida, iremos reproduzir os cédlculos da referéncia

principal da dissertacdo, para depois implementar a nossa metodologia.

Como dito anteriormente, cadeias granulares sdo alinhamentos de grios, e podem ser mo-
nodispersas ou polidispersas. Nas cadeias monodispersas todos os graos possuem a mesma

massa e raio;

0000000

Ja as cadeias que apresentam polidispersividade sdo caracterizadas pelo fato de que graos
que compdem a cadeia nao possuem a mesma massa e/ou raio. Dentre as cadeis polidispersas,

podemos destacar:

e (Cadeias afiladas: as cadeias afiladas s@o caracterizadas pelas diminui¢dao do tamanho dos
graos ao longo da cadeia (afilada para frente) ou pelo aumento do tamanho dos graos ao
longo da cadeia (afilada para trds). Este afilamento pode ser linear, exponencial, obedecer

uma outra regra de afilamento ou até nem possuir uma regra especifica;

(OO0
0COC ()

e (Cadeias decoradas: estas cadeias se caracterizam pelo fato de “decorarmos” a cadeia com
um ou mais graos diferentes, ou seja, coloca-se um grao de tamanho diferente entre os
outros graos. Ainda podemos ter uma cadeia decorada afilada, onde os graos maiores
vao diminuindo ou aumentando de tamanho ao longo da cadeia, enquanto os grao que

decoram a cadeia continuam do mesmo tamanho.
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0:0:0:0
9. @ e

Em [35] os autores estudaram a propagacao do pulso através da substitui¢cdo de uma cadeia
decorada por uma cadeia efetiva. Isso foi motivado pelo fato de que um elemento essencial
do sucesso da Teoria Bindria (que seria utilizada por eles em seguida) € que um dado par de
graos colide apenas uma vez. Logo a Teoria Bindria ndo poderia ser aplicada a cadeia decorada
diretamente. Entdo através da cadeia efetiva eles determinaram uma interacao efetiva entre os
graos e uma massa efetiva para os graos que compdem a cadeia. Primeiramente, eles analisaram
uma cadeia curta formada apenas por trés graos na seguinte sequéncia: grande-pequeno-grande.
Eles notaram que no processo de transferéncia de energia entre os graos, o menor grao executava
oscilagdes de pequenas amplitudes entre os graos maiores € encontraram uma expressao para
determinar essas oscilacdes. Em seguida eles analisaram uma cadeia longa composta de cinco
graos na seguinte sequéncia: grande-pequeno-grande-pequeno-grande. A principal razdo para
analisar uma cadeia maior era que quando eles fossem analisar cadeias decoradas afiladas as
massas renormalizadas poderiam ter valores diferentes dependendo da direcao de afilamento.

Os detalhes dessas andlise serdo mostrados a seguir.

2.2.1 Cadeia com 3 graos

Em [35] os autores, primeiramente, consideraram uma cadeia composta por 3 grdos, de-
nominados por k — 1, k e k+ 1. Esta andlise ird dizer algo sobre a frequéncia de oscilagao do

menor grao (grao k). Usando a eq. (2.9), a dinamica da cadeia vai ser dada pelas equacdes

ot =~ R —x0) 30 (01 —x1), (2.11)
miy = Rt —x)>20 (1 —xx) — Rk —x1)>/20 (5 — x311), (2.12)
Fern = R — xe1)*20 (0 — xe41), (2.13)

onde a massa dos graos k— 1 e k+ 1 € unitaria e m é a massa do grdo pequeno, nas varidveis

adimensionais definidas nas equagoes (2.5)-(2.8). A constante R, dada pela eq. (2.10), é

1/2
R = (12+rr> , (2.14)

com r representado o raio do menor grao nas varidveis adimensionais definidas nas equagdes

(2.5)-(2.8).
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O processo de transferéncia de energia se da quando o grao k — 1 colide com o grio k que
por sua vez transfere energia para o grdo k+ 1. Como o grdo k € pequeno, ele é comprimido
entre os dois graos maiores e oscila entre eles durante o processo de transferéncia de ener-
gia. A frequéncia dessas oscilacdes pode ser expressa em termos da forca média que o grao k

experimenta a partir do grdo k — 1 e k+ 1. Os autores seguiram Job et al. [28] e escreveram
X = X (1) +Asin(0t + @), (2.15)

onde A, @, e ¢ dependem da razdo de tamanho entre os graos grandes e pequeno, € também
podem depender do tempo. Os autores assumiram que essa dependéncia do tempo é desprezivel
durante o processo de transferéncia de energia do grao k — 1 para o grao k+ 1. O primeiro termo
Xj representa o movimento médio em torno do qual a particula executa oscilacdes de pequena
amplitude A com frequéncia @. Substituindo a eq. (2.15) na eq. (2.12) e omitindo a func¢do de

Heaviside 6(y), encontraremos
m [X — Aw?sin(or + )] =R [xe_1 — T — Asin(or + ¢)]3/2 — R [x + Asin(ot + @) —xk+1]3/2 :

m [¥, — Aw’sin(ot + ¢)] =

Asin(ot 3/2 Asin( ot 32
R (1 — ) {1 _ M} ~ R — 1) {1 4 M] _
Xk—1 — Xk Xk — Xk+1
Assumindo que a amplitude A € muito menor que X — Xg4 | € Xx_1 — Xg, obtém-se
mig ~ Rt — %)% = R — 1), (2.16)
e
3 _ _

ma)zzz% (xk_1—xk)]/z-l-(xk—ka)I/Z] . (2.17)

O grio pequeno oscila com maxima frequéncia em torno da posi¢do de “equilibrio”, defi-
nida como a posi¢io na qual a forca F obtida usando o deslocamento médio do menor grio,

anula-se mutuamente dos dois lados, ou seja, quando x; = 0. Assim, conforme a eq. (2.16)

F:%(xk,l —fk)3/2 :g{<fk—xk+1)3/2. (2.18)

A partir da eq. (2.17)

3R 1/2
O\ 5, [(xk—l —5) 2+ (Te—xe) P (2.19)
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Mas, a partir da eq. (2.18), temos que

F 2/3
xk—l_fk:(§) ; (2.20)

=N\ 2/3
F
X — X1 = (ﬁ) . (2.21)

Usando (2.20) e (2.21) em (2.19), obtém-se que

O ~ \/Emmﬁl/@ (2.22)
m

Assim, para a maxima frequéncia f = w/2,

1 /3 _
~—1 | —RIBEVS, 22
f 2n V' m 2.23)

No momento em que o grao pequeno executa oscilagdes com a maxima frequéncia, tem-se

que x; = 0. A partir da eq. (2.18) isso implica que

1
X = 5()6](_1 —|—xk+1). (2.24)

Também, a partir das equagdes (2.11), (2.12) e (2.13)

miy + X1 + X1 =0. (2.25)

A eq. (2.25) mostra que a forga resultante no sistema € zero. Substituindo a eq. (2.15) na

eq. (2.25), usando (2.24) e ignorando a parte oscilatéria, encontra-se

<§+1) (Xp—1 +Xpp1) = 0. (2.26)

Esta equacdo descreve um sistema de duas particulas, cada uma com massa efetiva
=1+ g (2.27)
Substituindo a eq. (2.15) nas equacdes (2.11) e (2.13), usando (2.24), e ignorando a parte

oscilatoria obtem-se

R
M1 =75 (W1 = )2, (2.28)

R
Wy A~ m(xk_l —xp41)*% (2.29)
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As equagoes (2.28) e (2.29) sdo as equacdes de movimento de cada grao efetiva na cadeia
efetiva e definem um potencial de interagao efetivo V. entre os graos k —1 ¢ k+ 1. Assim
pode-se tratar o sistema de dois graos idénticos decorados com um menor entre eles, como um
sistema efetivo de dois griaos (agora denominados k e kK + 1) cada um com massa efetiva u e
interagindo através de um potencial efetivo dado por

xR /

Vo = W(xk —xi1)°? (2.30)

Assim, o efeito global de um grao intermedidrio € reduzir a forte interacdo entre os graos
Xk—1 € X;+1 (na cadeia original) e aumentar suas massas. Salientamos também que como os au-

tores mostraram, o tamanho dos menores graos nao pode ser maior que 40% dos graos maiores.

Na figura (2.1) mostramos o movimento dos trés graos da cadeia original. A linha tracejada
na figura se refere a eq. (2.24). Desta figura também notamos que a amplitude do movimento

do menor grao é pequena, o que leva a desprezar os termos oscilatorios nas equacgdes anteriores.

Deslocamento

Figura 2.1: Perfil do deslocamento em uma cadeia com trés graos. Linhas s6lidas: deslocamen-
tos dos trés graos e funcdo do tempo. Linha tracejada: deslocamento médio do grao pequeno
com raior = (.3.

Na figura (2.2) mostramos o perfil de velocidades da cadeia composta por trés graos, onde
um grao pequeno separa um par de graos grandes. As linhas continuas representam a solugdo
numérica do problema. Note, como mencionado anteriormente, a oscilagdo do menor grao
durante o processo de transferéncia de energia. As linhas tracejadas representam os resultados
para a velocidade dos maiores graos na cadeia efetiva. Percebemos que, a descri¢ao efetiva

captura bem as velocidades dos graos maiores obtidas numericamente.
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Velocidade

Figura 2.2: Perfil da velocidade dos trés graos (curvas continuas) obtidas a partir da solugdo
exata das equacdes de movimento. O menor grao possui r = 0.3. As linhas tracejadas represen-
tam os resultados da dindmica efetiva

Na proxima se¢do, iremos reproduzir a andlise feita pelos autores em [35], porém, agora
para uma cadeia decorada simples maior, composta por cinco graos. Esta andlise ird mostrar a
diferenca entre as massas renormalizadas entre os graos da borda e do interior da cadeia efetiva

nao decorada.

2.2.2 Cadeia decorada longa

Nesta se¢@o iremos reproduzir os cdlculos feitos em [35] para uma cadeia longa composta

de cinco graos, sendo trés grandes e dois pequenos.

A andlise feita na secdo anterior diz algo a respeito da frequéncia de oscilagdo do menor
grao. No entanto, esta andlise ndo € util quando se trata de cadeias decoradas afiladas. Agora, o
menor grao € cercado por dois graos de massas diferentes e com isso a massa efetiva terd valores
diferentes dependendo da direcdo de afilamento (para frente ou para tras). Pode-se eliminar esta
ambiguidade se considerarmos uma cadeia de cinco graos centrada no grao k. Os graos k — 1
e k+ 1 sdo os griaos pequenos cada uma com raio r. O raio dos grao maiores (k—2, ke k+2)
€ R; > r. Além disso, estd analise € util at€é mesmo para cadeia monodispersas, pois ela mostra

naturalmente a diferenca das massas do interior da cadeia e das massas dos graos da borda.

Para uma cadeia com cinco graos onde os graos maiores sdo separados por um grao pequeno
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a dinamica € governada pelo conjunto de equagdes

M afx 2= 12 (2 —x1)*? (2.31)
misi = rict (v —x)>2 =1 (= xi41)>/ (2.32)

parai=k,k+1
Miy2firs = rirt (Gn —xig2)”/? (2.33)

Novamente o movimento dos graos pequenos € dado por uma parte média e uma parte os-

cilatdria, eq. (2.15). Entdo, usando esta equagao na equacdo (2.32), para i = k — 1, encontramos

m [)?kfl —Ak,la),fflsin(a)k,ltjt (Pkfl)} =
3/2

Pe—a (62 — k1 — A 15in(@ 1t + G 1)) = resy (Faot + A rsin(@r 1+ dr) —x) V2.

m %1 — A1 O sin(@ 11+ ¢—1)] =
. 3/2
_ A 101 5in( @17+ @1
i (e =5 {1_ X 2(—Xk 1 -
. 3/2
Ak—lwk—ISln(wk—lt+¢k—l)] /
Xk—1 — Xk

Fie—1 (kal —Xk)3/2 {1 +

Assim como feito para a cadeia com apenas trés graos, vamos considerar que a amplitude

Aj_1 € muito menor que x;_p —X;_1 € Xx_| — Xg, encontramos

M 151~ reea (o — 1) = resy (e —x)*?, (2.34)
e
3 _ _
M @ ~ 5 |72 (xk—2 —kal)]/z —re—1 (Ke—1 —Xk)]/z . (2.35)

Novamente, assumimos que o grio k — 1 oscila com frequéncia méxima quando x;_; = 0.

Assim, a partir da eq. (2.34)

re—s (X2 — %) = ey (Rt —x) ¥ = (2.36)

onde F; representa a for¢a que o menor grio recebe dos dois grios no qual ele estd em contato.

A partir da equacao (2.36), podemos escrever

= \2/3
F
Xp—p — K| = (ﬁ) : (2.37)

=\ 2/3
fkfl — Xk = <i) . (238)
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Usando as equacdes (2.37) e (2.38) na eq. (2.35) encontramos

=\ 1/3 -\ 1/371/2
3 F F
() 2— [rk_z (—1) + -1 (—1) ] (2.39)
m Tg—2 Tk—1

Usando a eq. (2.39) em f = w/2x, encontramos para a maxima frequéncia do graos k — 1

1 /3 _16[2/3 , 2/371/2
fiorm 3\ 5-F, [T (2.40)
Também a partir da eq. (2.36) temos que
reea (k2 — 1) = oy (Rt — )Y, (2.41)
a partir dai chegamos a
k-1 2/3
X2 + X <r—>
= 2 (2.42)

Voltando agora para a eq. (2.32), usando (2.15) para i = k+ 1, encontramos

m [ X1 — A1 OF_sin(@_ 11+ ¢r—1)] =
3/2

Fea (2 — 1 — A 1sin(@ 1t + G 1)) = rey (Bt + A sin(@ o) —x) 2

Myt (K1 — Ak 1 O, sin(@p 1t + Opy1)] =
. 3/2
e (g — K1) 1_Ak+1wk+1sm(wk+1f+¢k+1) / _
* X1 — X2
. 3/2
Ak+lwk+15m(wk+lt+¢k+l>] /
X1 — X2

ret (et — i)/ {1 +

Assim como feito anteriormente, assumimos que a amplitude Ay, | € muito menor do que

Xy —X41 € Xpq1 — Xg42, chegamos a

. _ 32 ] 3/2
My 1 Fen & —%1)>2 = rest (s —xai2) %, (2.43)

» 3 _ 12 , 1/2
Mic1 Oy 5 | Tk (= Fxe )" = et (Ten —xa12) " ] : (2.44)
E, novamente como feito antes, o menor grao oscila com méxima frequéncia quando sua
aceleracdo € nula, ou seja, X, = 0. Logo, a partir da eq. (2.43)

re (e —%e1)>? = rest (Bt —xegn)? = B, (2.45)
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onde F, representa a for¢a que o grio k + 1 recebe dos seus grios vizinhos. A partir da eq.

(2.45) podemos escrever

=\ 2/3
F
X —Fs1 = <7§) , (2.46)
© FZ 2/3
Xl — X2 = <ﬁ) . (2.47)
+

Usando as equacdes (2.46) e (2.47) na eq. (2.44) encontramos

=\ 1/3 -\ 1/371/2
F F
T (r—Z) + k41 (i) ] (2.48)

Usando a eq. (2.48) em f = w/2x, encontramos para a maxima frequéncia do graos k + 1

3
W41 ~ m

L /3 cie[ 23 23112
fin gy 5-B 0 [P 3] (2.49)

Notamos que as equacdes (2.40) e (2.49) se reduzem a eq. (2.23) se a cadeia € monodis-

persa. A partir da eq. (2.45), também podemos escrever

e O — %)% = rest (Bepr —xug2)>2, (2.50)

a partir dai chegamos a

Ty = Tk . 2.51)

Podemos escrever as equacgdes (2.42) e (2.51) de uma maneira mais compacta através da

equacao
o X1 T 0Xig
= 2.52
-xl 1 + ai Y ( )
ondei=k—1,k+1e
-\ 2/3
o= < ’ > : (2.53)
ri—1
A partir, das equacdes (2.31)-(2.33) temos que
My_nXx_o + mxy_1 +mpxy +mxy 1 +my 25,0 =0. (2.54)

Usando a eq. (2.15) para os grdos k — 1 e k+ 1, e desprezando a parte oscilatéria, encontra-
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mos

My X0 +mXg_1 + myi, + mXp +mg 250 = 0. (2.55)

Agora, usando as equagdes (2.42) e (2.51), encontraremos

m .. m m ..
My—2 + ; 25 | k2T ; 273 Tk ; 73| AT
14 (==L 14 (22 1+ (ﬂ)
k-2 Tk—1 Tk
m .
Myt + 2/3) Xk+2 = 0.
I,
1+ (2
Fk+1

(2.56)

A equagdo acima, descreve uma sistema de trés particulas, denominadas como a da “es-

querda” (e), do “meio” (m) e da “direita” (d), com massas efetivas

m

()
1+ —
)
m m
W = my + ; E + ) 273 (2.58)
4 (ﬂ) " (ﬂ)
Te—1 Tk
c
m
Maq = myeqp + (2.59)

< >
Tk+1

Voltando para a eq. (2.31), com massa efetiva dada pela eq. (2.57), usando a eq. (2.15) para

o graos k — 1, encontramos

He =~ [Xe_g — Tyt — A sin(@_1t + g1/

3/2

32— A 1sin(@ 1t + 1)

Me = —Tk—2 (Xg—2 — Xp—1 -
Xg—2 — Xk—1

Considerando que a amplitude A;_; € muito menor do que x;_, —X;_1, € desprezando a
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parte oscilatoria chegamos a

e~ —rpg (02 — 1) (2.60)
Agora, substituindo a eq. (2.42) na eq. acima, econtramos
Fg—
Xj—2 + Xg <£>
)
2/3
4 (rk_l)
Tk—2

2/373/2

UeXg—2 = —Tf—2 | Xg—2 —

que ap0s algumas manipulagdes chegamos a

1
ey A2 — — — (xp_n —x1)>/? 2.61)
o) )
k-2 Tk—1

Agora voltando para a eq. (2.32), para i =k, usando a eq. (2.15), paraogriok—1e k+1,

encontraremos

_ . 3/2 _ . 3/2
MnXi = Tr—1 (Xx—1 +Ag—18in( @11+ Pp—1) — xz) 2 7 (X — X1 — Ag15in( g1 4 Ppg1)) 2.
. 3/2
; i} 3/2 Ap_ysin(Op—1t + P—1)
s = 11 (T —x)Y {1 + - -
Xg—1 — Xk
A s 3/2
= 324 ke 15 (@1 + Prey 1)
7 (X — Xpet1) - - :
Xk — Xk+1
Considerando que as amplitudes A;_| € Ag, sdo muito menores do que X;_| —Xg € X —
X1, respectivamente, e desprezando os termos oscilatorios, obtemos
.. _ 3/2 - 3/2
Ui =~ rx—1 (Xg—1 — Xx) 2 (Xk1 — Xiet2) 2, (2.62)

Usando as equacdes (2.42) e (2.51) na expressdo acima, iremos encontrar

T 2/3 32 ¥

k—1 k+1

wren (22) s (22)
k

. k-2
HmXk = Th—1 — Xk Tk | Xk — 273 )

Tg—1 2/3 Tk+1
1 (_) 1+ (_)
Tx—2 Tk
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que apos algumas manipulagdes iremos chegar a

" 1
Xy ~ 377 (k-2 —x)*% -

1 \2/3 1 \2/3
) Ga)
Tk—2 Fk—1
1
32 (xk —xk+2)3/2. (263)

(7 ()]

E por fim, usando a eq. (2.15) para o graos k+ 1 na eq. (2.33), chegamos a

MaXir1 = (X1 +Agp15in( 1t + Ppy1) —Xk72)3/2-

Ag15in( 017 + ¢k+1)} 32

i - 3/2
MaXe1 = (X1 — Xk42) / {1 + =
Xk+1 — Xk42

Assumindo que a amplitude Ay, ; € muito menor do que X;y; — Xx;42 € desprezando os

termos oscilatdrios, encontramos

Hakies = it (Rt —xg2) 2. (2.64)

E, usando agora a eq. (2.51) na eq. acima, temos

oy 1"
+
X+ X2 (—
Tk

R 2/3
1+< k+1>
Tk

que ap6s fazermos algumas manipulagdes chegaremos a

MaXi 2 = Tyl — Xk+2 ;

1
Ha ~ 7 S ) (265)
1 1
J— + R
GG

A interagdo efetiva entre os graos pode ser determinada através das equagdes (2.61), (2.63)

e (2.65), agora denominados por k € k+ 1. Assim

2
Ver = gC(xk—xk—H)S/z- (2.66)

onde

‘- 1 (2.67)

[(1)2/3 ( 1 )2/3]3/2‘
J— + J—
Tk Fr+1




31

e onde ry € agora dado por

2er
= 2.68
Ik Retr (2.68)

na qual r representa o raio dos menores graos.

A longa cadeia decorada pode agora ser reprensentada por uma cadeia efetiva de graos
grandes. Note que a massa efetiva y,,, € modificada por dois graos menores, um de cada lado,

enquanto que as massas efetivas da borda da cadeia somente por um grao pequeno.

Na figura (2.3) mostramos o perfil de velocidades de uma cadeia decorada simples, ou seja,
com apenas um grao pequeno entre os grandes. Os grdos pequenos tém raio r = 0.3. Na fi-
gura as linhas sdlidas representam as velocidades dos graos maiores obtidas através da solug@o
numérica da cadeia decorada original. As linhas pontilhadas representam as velocidades dos
graos da cadeia efetiva ndo decorada. Através da descricao efetiva consegue-se capturar, com
uma boa concordancia, a velocidade dos graos grandes na cadeia original. Nesta figura mostra-
mos o perfil de velocidade em apenas um trecho da cadeia, porém, a concondancia € encontrada

em toda a cadeia.

08 T T T T T T

Vik.t)

Figura 2.3: Solugdes exatas (linhas s6lidas) para o perfil de velocidades dos graos maiores em
uma cadeia decorada simples para r = 0.3. A linha tracejada mostra o resultado a partir das
equagoes da dindmica efetiva

Outro fato importante € que, como foi visto em [35], a descri¢do efetiva s6 da bons resulta-
dos enquanto o raio dos menores graos na cadeia decorada ndo for maior que aproximadamente
0.4. Eles chegaram a esta conclusdo calculando a diferenca percentual média na amplitude do

pulso, em func¢do do raio, a partir da dinamica efetiva e da cadeia decorada original (que ndo foi
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calculado nesta dissertacao). A diferenca percentual média foi calculada pegando a diferenca
percentual na amplitude do pulso para cada grao na cadeia, somando sobre todos os graos e divi-
dindo pelo nimero total de graos na cadeia. Esta diferenca permanecia abaixo de 1% enquanto

o raio do menor grao em fosse r = 0.4, acima disso ela aumenta acentuadamente.

Queremos salientar que todos os graficos até aqui mostrados foram retirados da referéncia
principal desta dissertacao, [35], aqui eles foram somente reproduzidos. A seguir iremos des-

crever a teoria analitica que iremos usar nesta dissertacao.

2.3 A Teoria Binaria

A Teoria Binaria supde que a propagacao do pulso em uma cadeia granular ocorre através de
colisdes sucessivas de dois em dois graos, e assim sao transferidos 0o momento linear e a energia
ao longo da cadeia. Ou seja, primeiro a particula kK = 1, que possui velocidade unitéria, colide
com a particula k = 2, inicialmente em repouso, que adquire uma velocidade v,. Em seguida a
particula k = 2 colide com a particula k = 3 e assim sucessivamente. Destacamos que apds a
particula k — 1 colidir com a particula k, a velocidade final do grdo k seréd a velocidade inicial
com que esta particula ird colidir com k+ 1. Também destacamos que, como mencionamos
anteriormente, a Teoria Bindria se caracteriza pelo fato de o potencial de interagdo ser macio
(potencial de Hertz), fazendo com que o pulso leve um certo tempo para se propagar. Com isso
uma grandeza de interesse € o tempo de residéncia do pulso em um grdo, de onde podemos

obter o tempo de propagac¢do do pulso ao longo da cadeia.

Com essas velocidades em maos, varios parametros da dindmica da cadeia podem ser ob-
tidos, por exemplo: tempo de propagacao do pulso, a variacdo da amplitude do pulso de velo-
cidade ao longo da cadeia etc. Destacamos também que conforme descrito anteriormente, 0s
graos inicialmente apenas se tocam. Se a cadeia estivesse disposta de modo que inicialmente
houvesse espacos entre os graos a propagacao do pulso seria exatamente como na aproximagao

bindria, assim, representando perfeitamente o modelo.

Usando as leis de conservagdo da energia e do momento linear, temos que apos o grao k

colidir com o grdo k+ 1 o dltimo emergird com velocidade

2Vk

Vil = HT]{H (269)

my

Levando em conta as sucessivas colisoes anteriores a equagao (2.69) pode ser calculada
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recursivamente para obtermos

’ﬁ 2
Koy 14—l
mys

Conforme mencionado a pouco, um parametro de interesse € o tempo que o pulso leva
para chegar ao grao k, ou simplesmente, o tempo de propagacao do pulso. Para essa andlise,

introduzimos a variavel

Tk = Xk — Xk+15 (2.71)

que representa a compressao radial entre dois graos consecutivos. Desta maneira, utilizamos
a equagdo (2.9) para escrever a equacdo de movimento segundo esta nova varidvel e a teoria

binaria como

.. Tk—1
fp= =t (g —x1), 2.72)
my
.. Tk
Fpp1 = —— (e —x01)> % (2.73)
My
€ encontramos
Wz = —ng) . (2.74)

mpmy4-1

——— ¢ amassa reduzida. A equacdo (2.74) € a equacdo de movimento de
M+ Nyt

Aqui, Hi =
5/2

) 2r, . .
uma particula de massa ;. sob a acao do potencial (?k) z;,'”, onde zx > 0. Assim, a condi¢do
inicial z;(0) é simplesmente vy desde que o grdo k+ 1 esteja em repouso antes da colisdo. Logo,

podemos reescrever a equagao (2.70) como

k—1 2
20) =[] —— (2.75)
Ky

Esta expressdo € a velocidade inicial da particula com massa (i, ou seja, a velocidade final
da particula original k+ 1 aps a particula k colidir com ela. E importante frisar que calculamos
intervalos de tempo, assim, o tempo € reiniciado a cada colisdo. A conservacdo de energia nos
d4, desde que a compressao inicial seja nula, que

2ry 5/2 I,
= —3%(0 2.
(5 k)zk 2zk( ) (2.76)

1,
Ezk(t) +

da qual obtemos

2 dre 52 1/2
() = {z‘ (0) — (S_Iikzk )] ) (2.77)

Dizemos que o pulso chega no grao k quando sua velocidade ultrapassa a do grao k— 1, e
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chega no grao k+ 1 quando sua velocidade ultrapassa a do griao k . Desta maneira, o tempo de
residéncia do pulso em um determinado grao da cadeia, T, € o tempo que este grao leva para

transferir o pulso para o grao seguinte, e é dado por

max max de

T /Zk dzy /Zk
k= . 12
o % JO : 4re \ 52
g0~ (5 )]

onde z;'** € a compressdo quando as velocidades das particulas k e k+ 1 s@o iguais, isto €,

(2.78)

quando a velocidade relativa € nula. Desse modo, z;'** também € a compressdo maxima e da

eq. (2.77) obtemos

max __ 5,[1 2 2/3
0 = (Ezk(O)) . (2.79)

A integral pode ser resolvida exatamente para se obter

2/5
Ti=Vx (Z—‘r‘f) [2(0)] Y/ 5%- (2.80)

Por fim, o tempo total para que o pulso chegue ao k-ésimo grao é

k
t=Y Ty (2.81)
k=1

1
Para cadeias monodispersas, temos que [ = 5 k= 1ez(0)=1,eaeq. (2.80) torna-se

5\ 1(7/5)
Tk:ﬁ<§) TO/10) (2.82)

Este resultado foi previamente obtido em [33].

Quando analisamos uma cadeia decorada longa e a substituimos por uma cadeia efetiva,
notamos que ha uma diferenca nas massas renormalizadas entre os graos do meio e os graos
da borda da cadeia efetiva. Também a constante r; era modificada, e entdo passou a ser dada
pela eq. (2.67). Isso levard a algumas mudancas nas equacdes onde apresentamos a Teoria
Bindria. E assim, iremos substituir r; por £, e também a massa reduzida serd entre as massas

renormalizadas da cadeia efetiva, que chamaremos de 1. Logo, a eq. (2.81) fica

2/5
Ti=V= (ﬂ) [2(0)] '/ Fr((97// 150)>- (2.83)

Para a cadeia efetiva 7; € independente de k, exceto para os graos da borda da cadeia, que
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possuem massas renormalizadas diferentes. Com a andlise feita na sec¢do (2.2.1) temos que

We = W1 = M, logon = /2, { =R/23/2, e 2(0)2 = 1. E assim a eq. (2.83) torna-se

su \?° 1(7/5)
Tie= ﬁ<23/29{> T(9/10)° (2.84)

O tempo ¢ definido na eq.(2.81) varia linearmente com k, exceto para os graos da borda da
cadeia que possuem massa renormalizada diferente em relagdo aos graos do meio da cadeia. A
inclinacao da linha € determinada por 7. Na figura, (2.4) mostramos a comparac¢ao tedrica do

tempo dado para o pulso chegar no k-é€simo grao.

Na figura (2.4), k diz respeito somente aos graos grandes. Os diferentes simbolos repre-
sentam diferentes valores do raio do menor grao. Na mesma figura mostramos os resultados
analiticos, fazendo uso das equacdes (2.81) e (2.84). A concordancia entre os dois resulta-
dos é muito boa, mostrando que a Teoria Bindria efetiva pode nos da resultados qualitativos

confiaveis.

Figura 2.4: Tempo t dado para o pulso chegar no k-ésimo grao em uma cadeia decorada simples
para r = 0.1 (circulos vazios), r = 0.2 (circulos cheios), r = 0.3 (quadrados cheios) e r = 0.4
(cruz). Os resultados tedricos s@o mostrados com linhas tracejadas (r = 0.1), linhas tracejadas-
pontilhadas (r = 0.2), linhas pontilhadas (r = 0.3) e linhas continuas (r = 0.4).

Também fazendo uso da Teoria Bindria os autores determinaram a forca média que aparece

na eq. (2.18). Quando os grao k e k+ 1 colidem, a méxima forca entre eles corresponde a
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mdxima compressdo z;'“*. Assim, a maxima forga €

I max 5 ZZ 0 e
P =gy = [Ps () 25
com z;'** dado agora por

max __ Snk .2 2/5
= (4Ck Zk(0)> . (2.86)

E obtem-se s

_ 5 [ 232R

F=== 2.87
3 ( 51 ; (2.87)

onde R e u sdo dados pelas equagdes (2.14) e (2.27), respectivamente. Substituindo na eq.

(2.23) obtem-se ) )
1 R\ 2/5 7 5\ 1/10
fray /R (E) (E) . (2.88)

A figura (2.5) mostra a comparagao entre as frequéncias numérica e tedrica, eq. (2.88) ob-
tidas em [35]. Na figura os pontos representam os resultados numéricos, enquanto que a linha
continua representa o resultado tedrico. Nesta figura percebemos a diminui¢do da frequéncia do
menor grao com o aumento de seu raio, pois a medida que aumentamos o tamanho do grao pe-
queno a cadeia vai deixando de ser decorada e se tornando mais préxima do caso monodisperso,

fazendo com que o grao do meio oscile cada vez menos.

Lembramos que novamente, as figuras (2.4) e (2.5) foram reproduzidas a partir de [35].

5re

Frequencia

L L L 1 1 1 1 L
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

Figura 2.5: Os pontos representam os resultados numéricos da frequéncia angular média do
grao pequeno. A linha sélida representa o resultado tedrico obtido através da Teoria Bindria.
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3 Resultados

Neste capitulo apresentaremos os resultados obtidos no intuito de generalizar a andlise feita
pela referéncia principal desta dissertacdo. O que queremos é descrever uma cadeia decorada
com um nimero qualquer de graos pequenos entre os maiores, com isso, encontrando equacdes
para a massa efetiva e potencial efetivo em funcdo da quantidade de graos pequenos entre os
maiores. Faremos isso da seguinte maneira: primeiramente analisaremos uma cadeia curta com
quatro graos, sendo dois pequenos entre os maiores. Em em seguida, analisaremos uma cadeia

curta com N griaos pequenos entre 0s maiores.

Posteriormente, iremos analisar uma cadeia decorada longa, também com N graos menores
entre os maiores. Vale salientar que para essas andlises serao utilizados argumentos semelhantes

aos que foram feitos na referéncia principal.

E por fim iremos utilizar a Teoria Bindaria, adequando-a a nossa andlise.

3.1 Cadeia com 4 graos

Aqui, seguiremos os passos da secao (2.2.1) do capitulo anterior, s6 que agora para uma
cadeia com 4 graos denominados por k — 1, k, k4 1 e k42, onde os graos pequenos sao o k e
k+ 1. As massas dos graos maiores e os raios de curvaturas sao unitdrios. Para as massas dos
menores my = my| = m, € para os raios Ry = Ry = r. Omitindo a funcdo de Heaviside, a

dindmica da cadeia é governada pelas seguintes equagdes

St = = Roar —x)*?, 3.1)

miy = R(xg_1 _xk)3/2_€<xk_xk+1)3/2> (3.2)

mig 1 = E (o —xx1)>? = Rt —xes2)*2, (3.3)
3/2

Frr2 = R —12)77, (3.4)
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onde, de acordo com a eq. (2.10), temos

1/2
R= (124:r) e &E=r12 (3.5)

No caso de apenas um grao pequeno entre 0os maiores 0 movimento do menor grao era dado
pela equagdo (2.15). No entanto, quando se aumenta a quantidade de grdos pequenos entre
0s maiores observamos que o movimento de cada grao pequeno nao é dado exatamente pela
equagdo (2.15). Cada grao pequeno continua a ter um movimento médio e uma parte oscilatoria,
porém, a sua parte oscilatoria ndo € dada por uma funcao tipo seno [ver figura (3.1)]. Diante
disso, escrevemos

xi =Xi(t) +Aigi(t), (3.6)

onde X; representa o movimento médio que os graos pequenos executam, em torno de suas
posicOes de “equilibrio”, oscilagcdes de pequenas amplitudes A;. No entanto, estas oscilagdes
ndo sdo bem comportadas e escrevemos como uma fun¢io g;(¢) desconhecida. Substituindo
(3.6)em (3.2) parai=ke k+1

m(Fe+ Arge) = R (1 — T~ Aege)®? — & (B + Argi — Bt — Ars18cs1)”
3/2

" " _ A8
m (e + Ag) = R (1 — %) [1 T —iij
32

o A8k — Ak+18k+1
—& (% — 1) [1 Ll B
Xk — Xk+1

E assumindo que as amplitudes Ay e Ag1 | s@0 muito menores que x| — X € Xy — X1

m (% + Ariir) ~ R (1 — 5)* ll

3Argk—A
E (Re— ey 1) {1+_ K8k l_c+1gk+l]‘
2 X — X

3 Axgk
2 X1 — Xk

Logo

mie = Ruy —5)32 — E(F — Ter)?, (3.7)

3 _ _ _
mAgi ~ 5 [_mAkgk(xk—l — T2 = E( — T )2 (Argr — Arrigrin) | - (3.8)

Fazendo a mesma consideracao feita para o caso de apenas um grao central, tem-se que

quando x; = 0, ou seja, quando este grio oscila com mdxima frequéncia

R — i) = € (7 — )2 (3.9)
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conforme a eq. (3.7).

Pode-se determinar xj a partir de (3.9)

R\ 2/3 ®\2P
g Xk—1— g Xk = Xk — Xk+1-

Definindo 23
R
= = , (3.10)
4 (&)
temos

¢ (Y) +(1)- G.11)

= — ) x_ — ) X q. .

k T4y k—1 Tty k+1

Agora substituindo (3.6) em (3.3) parai =ke k+1

3y . _ _ 2 _ 2
m (Fipr + A1 8eet) = & (B + Ak — Kt — Ars18re1) > =R (Rt +Ars 1851 —xks2) 2.

- 3/2 Argr—Arigin |
m (Xp1 +Ar18k41) = & (e — Fper1) {1+ PR }
— Xiy

Ak+18k+1 3/2
_gz(fk_xk+2)3/2 [1 +_+—+]
Xk+1 — Xk4+2

E considerando que as amplitudes Ay € A1 s30 muito menores que Xy — Xg41 € X1 — Xkt2

2 X — Xt 1

_ 3 Aky18k+1

. . o 3 (Ak8k — Ak+18k+1
m (Fe1 + Apg18r) & € (B —Teer) 1+ ( +18k+1)

Dai

migsr = E(T —T1)>? = R(Er —x112)>2, (3.12)

oY)

MAR 18k = = [5 (& — Ts )2 (Argr — A 18k 1) — RArp 181 (B 1 —Xk+2)]/2] . (3.13)

\9}

E como antes quando ;1 =0

& (B — %)Y =R (B —xp2)? (3.14)
conforme a eq. (3.12).

Determinamos Xy a partir de (3.14)

(1. Y
xk+1—(y+1>xk+(y+l>xk+27 (3.15)



onde y € dado pela eq. (3.10).

Agora podemos escrever X € X4 em termos dos graos maiores xx_| € Xy

em (3.11),
_ VX 1 Xk VX2
= + )
T Ty 1+y<y+1+y+1>
_ 1 YXk—1 YXk12
1— = .
""( (1+7)2) Ty (1477
_ [?’(Y+ 2)] _ VM-l V2
(I+p?] 14+y (1+p?*
Logo

= (m) e (55)
X=|=—"|x— — | Xpan-
k 24y k—1 24y k+2
E usando (3.16) em (3.15) encontraremos
wi=(zy) v (55)
X1 = =— | xi— — | Xpi0.
k+1 24y k—1 24y k+2
Note que a partir das equacdes (3.1)-(3.4)
X1 + X2 +m (X + 1) = 0.

Usando (3.6) parai = k e k+ 1 e desprezando a parte oscilatoria

X—1 +Ey2 +m (X +Xq1) = 0.

Agora somando (3.16) e (3.17) encontramos

Xpe + X1 = Xk—1 + Xpe42-

Usando (3.20) em (3.19) chega-se a

(m+1) (%1 +%e12) =0.

que descreve um sistema de duas particulas cada uma com massa efetiva

u=m+1.

Agora, retornamos a equagao (3.1) usando (3.6) e (3.22)

40

. Usando (3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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Ui = =R (-1 — X% _Akgk)3/2'

A 3/2
tie 1 = —R (g —5)>2 (1 _ k;gk) _

Xg—1 — Xk

Considerando A; muito menor que x;_ | — X; encontramos

. _ 3 _
Wi~ =R —5) %+ EmAkgk (1 — )", (3.23)
e usando (3.16)
. R 3/2 3 1/2

Mgy ~ R EE (k1 = X42) ™7+ WmAkgk (k-1 —Xk42) 7, (3.24)

desprezando o termo oscilatdrio
L R 3/2
UX—1 =~ —m (Xp—1 = Xpg2)™" (3.25)

Para x;,, voltamos para a equagdo (3.4) usando (3.22) e (3.6) parai =k +1

.. _ 2
UXprr = R (X1 +Ak18k+1 —Xk+2)3/ .

3/2 Arigin \
Wiyr = R (T1 —x12)” (1 - _—> :
Xk+1 — Xk+2

considerando Ay | muito menor que Xy — X;12

3/2 12

. _ 3 _
M2 = R (Fpy1 —Xxp2)” " — > KA 18141 (Xkt1 — Xk42)

Usando (3.17) e desprezando a parte oscilatéria encontramos

R
Uisn A ( /2 (3.26)

W (xk—l _xk+2)3

As equacgdes (3.25) e (3.26) definem o potencial de interacdo na cadeia efetiva. Logo

&e = ——— 7~ \ X1 — _ .

(3.27)
As equagdes (3.8) e (3.13) nos dizem algo a respeito da frequéncia de oscilacdo de cada
grao pequeno, no entanto, como esta oscilagdo nao € bem comportada nao podemos determinar

sua frequéncia.
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A seguir, na figura (3.1), mostramos o perfil do deslocamento dos 4 graos na cadeia. Plota-
mos também, o deslocamento dos médio dos graos menores, equagdes (3.16) e (3.17), respec-
tivamente. Essas equacdes capturam bem o deslocamento médio dos graos pequenos durante a
colisdo. Desta figura, também destacamos o fato de que as amplitudes das oscilacdes dos graos
menores serem pequenas, o que nos leva a desprezar os termos oscilatorios nas equagdes de

movimento.

Na figura (3.2), n6s comparamos as velocidades dos graos maiores obtidas através das
solugdes exatas da cadeia original com as velocidades dos graos da cadeia efetiva nao decorada.
Nesta figura também mostramos o perfil de velocidades dos graos pequenos, com r = 0.3, que
ficam oscilando entre os graos maiores. Novamente, notamos uma boa concordancia entre as

velocidades dos graos maiores.

35 +

25
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05 |

Figura 3.1: Perfil do deslocamento dos 4 grdos (curvas continuas) obtidas a partir da solug¢do
exata das equacdes de movimento. O menor grao possui r = 0.3. As linhas tracejadas represen-
tam o movimento médio do grao k e k+1, equagdes (3.16) e (3.17), respectivamente.

Outro fato importante € que quando tinhamos uma cadeia com trés graos vimos que o grao
menor oscilava em torno de sua “posi¢do de equilibrio”, e essa oscilagdo era dada por uma
funcdo tipo seno. No entanto, quando passamos para uma cadeia com quatro graos, sendo dois
pequenos entre os maiores, este tipo de oscilagdo ndo € encontrada no movimento de cada grao
pequeno individualmente, e sim no movimento do centro de massa do sistema formado apenas

pelos dois graos pequenos. Com isso, escrevemos para o movimento do centro de massa

Xem = Xem + Acusin(Ocyt + dcm), (3.28)
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Velocidade

Figura 3.2: Perfil de velocidades de uma cadeia composta de quatro graos com dois graos
pequenos entre os maiores. Linhas continuas representam os resultados numéricos da dindmica
exata. Os dois graos menores, com r = 0.3, oscilam entre os maiores. As linhas tracejadas
representam resultados obtidos a partir da dinamica efetiva

onde

Xey = H 4L +2x"“ , (3.29)
que também pode ser escrita como

Xey = % (3.30)

desprezando os termos oscilatérios de ke k+ 1.

A partir de agora, iremos determimar a equacdo de movimento do centro de massa do
sistema formado apenas pelos grao menores. Somando as equagdes (3.2) e (3.3) e dividindo por

dois encontramos

Xk +Xk 1 9{ 3/2 93
m (—2 = ) = E(xk—l — )% - 5 <Xk+1 —xi42)/2,
que é
. 32 R 32
mXCM = E (xk,l —xk) — 5 (Xk+1 —xk+2) . (3.31)

Usando (3.29), a equagdo acima pode ser escrita como

.. R R
mXcy = 5 (%1 + k01 —2Xem)>? — 5 (2Xem — (v —x12)) V2. (3.32)
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Vamos escrever

Y = X1+ Xpt 1, (3.33)
e
D = xp + Xp 12, (3.34)
com isso a equagao (3.32) fica
.. R R
m¥ew = = (W —2Xew)>? - 5 (2Xcp — @)/ (3.35)

Usando a equacao (3.28) em (3.35)

" R -
m | Xcy — ZAO)(%MSZ.H(O)CMI + ¢CM) = E [l// —2Xcm — ZASin((DCMl + ¢CM]3/2

R - .
E [ZXCM + ZASln((DCMl + ¢CM) — (I)]3/2 .
De modo semelhante ao feito anteriormente, vamos admitir que a amplitude Acy, € muito

menor que ¥ — Xcy € Xcp — P, e encontraremos

X g{ = 9{ —
m&ew ~ (v —2Xen)*? - - 2%y — @)Y, (3.36)
) R R
3 _ _
mady ~ 3 5(1//—2XCM)1/2+5(2XCM—<1>)1/2 . (3.37)
Quando )?CM = (0 na equacdo (3.36) temos que
R _ R, - _
5(1,(/—2XCM)3/2 = 3(2XCM—c1>)3/2 = F. (3.38)
Que nos da
-\ 2/3
_ 2F
—2Xem = | = 3.39
© 2/3
_ 2F
2Xcy — P = (—) . (3.40)
R
Usando (3.39) e (3.40) em (3.37) podemos determinar a frequéncia de oscilacao do centro
de massa

=\ 1/3 =\ 1/3
e e +5 (% , (3.41)

lembrando que f = @ /27 encontramos

1 [3 )
fou = 5-4) 7R (2F)"/S. (3.42)
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A forca média no centro de massa da cadeia formada apenas pelos graos pequenos pode ser

calculada usando a Teoria Bindria. Ela serd a maxima compressao sofrida pelo centro de massa

] R
7y, Logo, a maxima forga serd dada pela eq. (2.85), onde n) = E = —373¢ 2(0)=1.
27 (r+2)
Usando isto na eq. (2.85) encontramos

_ 9{2/5 5 3/5

Fo— (_“> , (3.43)
(y+2)° \ 8
E usando a eq. (3.43) na eq. (3.42) encontramos
1/4
1 /3 2 sp\ %3

Ny R = ([ 3.44
fCM o m (’}/_|_ 2)2/5 g ) ( )

onde Y e u sdo dados pela eq. (3.10) e (3.22), respectivamente.

E para determinar a parte média do centro de massa em termos dos graos maiores usamos
a equacao (3.20) na (3.30), logo
Xem = % (Xp—1 +Xk42) - (3.45)
Na figura (3.3) mostramos os deslocamentos dos graos da cadeia, além do deslocamento
do centro de massa da cadeia formada apenas pelos graos pequenos. Nela notamos que este

movimento € dado por uma parte média e por uma parte oscilatoria. A linha tracejada representa

o movimento da parte média do centro de massa, dado pela eq. (3.29).

E na figura (3.4) comparamos o resultado numérico da frequéncia de oscilagdo do centro
de massa com o resultado tedérico dado pela eq. (3.44). Os pontos representam os resultados da
simulagdo, enquanto que a linha continua representa o resultado tedrico, obtido a partir do uso

da Teoria Binaria.
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Figura 3.3: Perfil do deslocamento dos graos maiores e do centro de massa da cadeia formada
apenas pelos dois graos pequenos (linhas continuas). A linha tracejada representa 0 movimento
médio do centro de massa eq. (3.45).
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Figura 3.4: Frequéncia de oscilagdo do centro de massa da cadeia formada apenas pelos dois
graos pequenos. Os circulos cheios representam os resultados numéricos e a linha continua
representa o resultado tedrico dado pela eq. (3.44). O raio dos graos pequenos é r = (0.3.

3.2 Cadeia decorada curta com N graos entre os maiores

Nesta secdo, iremos analisar uma cadeia decorada curta, agora com um nimero qualquer de

graos pequenos entre os maiores. Ou seja, uma cadeia com N graos pequenos entre dois graos
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grandes.

Anteriormente, vimos que quando tinhamos uma cadeia decorada simples, ou seja, com
apenas um grdo pequeno entre 0os maiores, a medida que o pulso se propagava os menores
graos executavam oscilagcdes em torno de uma posi¢ao de “equilibrio”, entre os maiores graos.
Logo, observamos que o movimento do menor grao poderia ser escrito como a soma de um
termo médio e um termo oscilatério. Este termo oscilatério era dado por uma funcao tipo seno,
conforme a eq. (2.15). Quando adiciondvamos mais um grao pequeno entre 0s maiores, vimos
que os graos pequenos ainda ficavam oscilando entre os maiores quando o pulso passava por
eles. Cada grao pequeno, individualmente, ainda tinha um movimento dado por uma parte
média e por uma parte oscilatéria com pequena amplitude. Porém, esta parte oscilatoria nao
era mais dada por uma fungdo tipo seno [ver figura (3.1)]. Um movimento similar ao do menor
grao, no caso de uma cadeia decorada simples, s6 foi visto quando observamos o movimento
do centro de massa do sistema formado apenas pelos dois graos pequenos. Seguimos 0s passos
feitos na referéncia principal desta dissertacao, e encontramos 0 movimento médio dos menores
graos em fung@o dos movimento dos maiores griaos, argumentando que cada grdo pequeno
oscila com maxima frequéncia quando o seu movimento médio possui aceleragao nula. Também
conseguimos determimar a frequéncia de oscilagdo do centro de massa do sistema formado

pelos menores graos.

Como nosso objetivo € encontrar expressdes para o potencial efetivo e massa reduzida em
fun¢do da quantidade de graos pequenos entre os maiores, vamos deixar de lado o movimento
oscilatdrio destes graos e nos concentrar somente em seu movimento médio. As equagdes que
regem a dindmica de uma cadeia com N graos pequenos entre dois graos grandes, utilizando

somente a parte média do movimento dos graos menores, sao dadas por

i =R —x0)?, (3.46)

miy =R —0) 2 —E @ —x0)Y?, (3.47)

miéy = & (5 —0)* 2 — & (f—33)%2, (3.48)
miy_1 =& (v o —xy_1)Y2 =& (Bv_1 —in) Y2, (3.49)
I’I’L)'E'N = 5 (JEN_l —XN)3/2 —R (fN —XR)3/2, (3.50)

ir =Rty —xg)>2. (3.51)

Nesta secdo, mudamos a notagdo utilizada anteriormente. O movimento dos graos grandes
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nas extremidades da cadeia sera descrito pelas coordenadas: x; e xg, representando o graos das

extremidades esquerda e direita, respectivamente.

No caso de uma cadeia decorada simples, vimos que o movimento médio do menor grao
poderia ser escrito somente em funcdo do movimento dos graos maiores nas extremidades da
cadeia curta, eq. (2.24), ou seja

X = %(XL —|—xR). (3.52)

Logo, para escrever expressdes para o potencial efetivo e massa renormalizada em fungao
da quantidade de grdos pequenos entre os maiores iremos, primeiramente, escrever 0 movi-

mento médio de cada grao pequeno em termos somente dos graos maiores xz, € Xg.

Considerando novamente que quando os graos pequenos oscilam com maxima frequéncia
(e transmitem a maior parte da energia/momento) as suas aceleragdes sdo nulas, temos das
equacoes (3.47)-(3.50) que

_ 1, _ _
IN-1= E(XN—Z +XN),

(1. Y
Xy = (1+y> Xn—1+ <1+,}/)XR, (3.53)
lembrando que Y € dado pela eq. (3.10).

Note que o movimento médio do grao 2 até o N — 1 é dado pela média do movimento
médio dos graos vizinhos a estes. Isso vem do fato de que, quando as aceleracdes destes graos
sdo nulas, a interagdo entre o grao anterior e o grao posterior sao iguais, ja que do segundo
até o penultimo grao pequeno, cada grao é cercado por graos idénticos. Isso faz com que o
movimento médio destes graos seja a média do movimento de seus vizinhos (semelhante ao

caso da cadeia composta por apenas trés graos, secao 2.2.1).
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J& para o primeiro e ultimo graos pequenos isto € diferente, pois estes graos ndo sao cer-
cados por graos idénticos. O primeiro grao pequeno é cercado por um grao grande a esquerda
e por um pequeno a direita. Para o dltimo grao pequeno isto se inverte, um pequeno a sua

esquerda e um grande a direita. As equagdes (3.53) podem ser reescritas da seguinte maneira

1 Y
= — )= —— 3.54
g <1+7)x2 (IH)XL’ 39
1 1

_§f1_|_j2_§j3:07 (3.55)

1. _ 1_
_EXk + X1 — Exk+2 =0, (3.56)

1 1
—EXN—z +XN—1— EXN =0, (3.57)

I _(

— (m) XN_1+XNy = (1—{—}/) XR, (3.58)

para evidenciar que temos um sistema de N equagdes lineares para as varidveis Xi,xs, ..., Xy.

Logo, este sistema representa uma cadeia composta de N + 2 graos, onde N representa o
numero de graos pequenos entre os maiores na extremidade da cadeia. Resolvendo este sistema,
podemos escrever o movimento médio de cada grao pequeno em termos do movimento dos
graos grandes. Variando N de 2 a 9, verificamos que o movimento dos menores graos pode ser

escrito como
st (N=p)yt (p— Dyxr+xr _
P 2+y(N—1)

onde p = 1,...,N e representa um determinado grao pequeno de uma cadeia com N grios pe-

X(N,p), (3.59)

quenos.

Para a eq. (3.59) ser solugdo do sistema, ela deve satisfazer as equacdes (3.54), (3.56) e

(3.58), ou seja,

1 Y
X(N,1)——X(N,2)=| — 3.60
( ) ) 1+,}/ ( ; ) (1+,}/)XL5 ( )
—%X(N,k) FX(Nk+1)— %X(N,k+2) —0, (3.61)

! _ (T
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Note que ao satisfazer a eq. (3.56) para um k qualquer, todas as equagoes de (3.55) a (3.57)

sao satisfeitas.

Usando a eq. (3.59) para p = 1 e 2 no lada esquerdo da eq. (3.60)

X(N’l)_ﬁfxw’z) B 2+y(;\7—1)' _xL+(N—1)YXL+XR_XL+(N 2ET;+YXR+XR}.

B XL [(1+7)+y(N=1)(1+7y)—1—Ny+2y

o 2+yWN-1) | 1+y ]

_ o [Y(N-1)+2

24+ yN-1) | 14y }

Logo
X(N.1)— ——X(N,2) = (L> x (3.63)
14y I4+y)™7

que é a equacdo (3.54).
Agora escrevendo a eq. (3.59) com p = k,k+ 1 e k+2, iremos encontrar

X1+ (N—k)}/xL+ (k— 1)yxg + xg

X(N,k) = , 3.64
(N,k) 24+y(N-1) (3.64)
xL—i—(N—k—l)ny—i—k’yxR—i—xR
X(N,k+1) = , 3.65
(N.k+1) 24+y(N—-1) (3.65)
e
xp+ (N —k—=2)yxp + (k+ 1)yxg + xr
X(N,k+2)= . 3.66
Substituindo as equagdes (3.64)-(3.66) no lado esquerdo da equagdo (3.61), temos
1 1 1
——X(N,k)+X(N,k+1)— = X(N,k+2) = ———
P XN K F XN+ 1) = 5 XNk +2) = 52—
Ny  ky Ny  ky Yk Y ky v
[xL( 2+2-|—N7/ ky—vy s T TY )t 2—|—2+k}/ > 5|
Logo
1 1
—EX(N,k)+X(N,k+1)—5X(N,k+2):O, (3.67)

que equivale a equagdo (3.56). E usando a eq. (3.59) com p = N — 1 e N no lado esquerdo da
eq. (3.62), temos

1 x4+ yxL+ (N —2)yxg + xg

1
X(N,N)—mX(N,N—l) = m_XL‘{‘(N—I)YXR‘l‘XR— 1+’)/

_ XR [Y(N=1)1+7)+1+y—y(N-2)—1
O 24y(N—1) | 1+y }
YxL [y(N—1)+2
24y(N=1)| 147y

|
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E chegamos

1 Y
X(N,N)———X(N,N—1)= | — , 3.68
V) - XN = (11 ) 368
que equivale a eq. (3.58).
Com isso vemos que a eq. (3.59) € solucdo do sistema, sendo valida para um N qualquer.

Podemos também, encontrar a soma em p dos movimentos médios dos menores graos, ou

seja
N
SN=) %p. (3.69)
p=1
onde Sy representa a soma do movimento médio de todos os graos pequenos.

Usando a eq. (3.59) na eq. (3.69) e aplicando o somatdrio termo a termo, temos que

— 1 2 N N
Sn = 2y (N 1) |:NXL+N 1298 2(N—|—1)}/xL—|— 2(N+1)yxR NYXR+XR:|
1 N N
) {NXL-I-E(N—UYXL-I-E(N—l)yxR-l—NxR}
1
N(xL+xr) {1+§(N—l)y}
2 ll—k%(N—l)y}
logo
N
SN = 5<XL —|—)CR). (3.70)

Por outro lado, somando todas as equacdes de movimento da cadeia, encontramos
)'C'L—i—m()%l—f—).f.z—f—...—i—).?N,l—f—)?‘N)—f—)'C'RZO, (3.71)

de onde vemos que a for¢a resultante no sistema € zero. O termo entre parénteses € a derivada
temporal da equacao (3.70), isto &, Sx. Portanto, temos

Nm
X+ T(XL —i—XR) +ixgr =0.

Logo

<1+N—2’"> (¥ +¥g) =0. (3.72)

A partir da eq. (3.72) vemos que um sistema formado por uma cadeia decorada curta com
N grdos entre os maiores, pode ser tratado como um sistema de apenas duas particulas, cada

uma com massa efetiva dada por

N
=1 +Tm. (3.73)
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Esta equacdo representa uma generalizagdo para a massa efetiva para uma cadeia com um

nimero qualquer de graos pequenos entre os maiores, que na eq. (3.73) € dado por N.

Agora, voltamos para as equacdes de movimento dos graos maiores na cadeia curta, afim
de determinar uma expressao para o potencial efetivo. Para o primeiro grao grande tinhamos
que

uxp ~ —EK(XL—)El)?’/z. (374)

Podemos escrever ainda o movimento médio do primeiro grao pequeno somente em termos

dos graos maiores usando a eq. (3.59), para p = 1, logo

_ x+(N—=1)yxp +xg

3.75
2+ (N—-1)y (3.75)
Usando a eq. (3.75) na eq. (3.74) encontramos
) xp+ (N =1y +xx]*?
~—-R — ,
T T -y
que apds algumas manipulacdes chegamos a
R 3/2
[DéL ~ — ()CL —XR) . (376)
2+N-1)7*"?

E, voltando para a equacdo de movimento do grao grande da extremidade direita da cadeia,
considerando somente a parte média do movimento do dltimo grdo pequeno e a eq. (3.73),
temos

e (s 3/2
HXR =~ R (xN —XR) . (3.77)

Usando a eq. (3.59), para p = N, temos

. xL—l—(N— 1)}/XR —+ xR

3.78
2+ (N—-1)y (3.78)
Agora, usando a eq. (3.78) na eq. (3.77) obtemos
) xp + (N —1)yxg +xg 32
g~ R —Xx ,
HIR 2+ (N—1)y R
que ap6s fazermos algumas manipulacoes, encontramos

R

LR ~ 7 (xp —xg)/2. (3.79)

24 (N—1)y]
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A partir das equagoes (3.76) e (3.79) podemos escrever um potencial efetivo para uma
cadeia com N graos pequenos entre os maiores nas extremidades, em funcao da quantidades de

graos pequenos entre os graos extremos, dado por

2R
Vef: 3/2 (xL—xR)S/Z.

524+ (N—-1)y] (50

Desta maneira, substituimos a cadeia decorada original por uma cadeia efetiva, composta de
graos efetivos com massas efetivas. Observando a equacao do potencial, nota-se que a interacao
entre 0s graos pequenos nao existe mais na cadeia efetiva, na qual s6 ha interagdo entre os
graos maiores. E que a interacdo entre os graos na cadeia efetiva diminui na medida em que

adicionamos graos menores entre eles na cadeia original.

Com esta descri¢cdo efetiva, tentamos capturar a velocidade do pulso da cadeia original
comparando com a velocidade do pulso na cadeia efetiva. Primeiramente iremos mostrar a
comparacao entre os deslocamentos dos maiores graos em uma cadeia decorada com trés graos
pequenos entre os maiores, figura (3.5). Nesta figura notamos as oscilacdes dos menores graos
entre os graos maiores durante a passagem do pulso por eles. Usando a eq. (3.59), podemos
determinar o deslocamento dos menores graos em termos dos graos maiores. A partir desta

equacao, temos que paraN =3 eparap=1,2¢e3

(1+2y)xp 4+ xr

X = 212y , (3.81)
_ 1
X = §<XL +xg), (3.82)
€
b= L +2(1+ J;?/Y)XR. (3.83)

Na figura as equacoes (3.81), (3.82) e (3.83) sdo representadas pelas linhas pontilhadas.
Com isso, percebemos que o movimento oscilatério dos menores graos possui uma amplitude
pequena, o que nos levou a desprezad-la e nos concentrarmos somente no movimento médio

destes graos.

Na figura (3.6) mostramos o perfil de velocidades para uma cadeia decorada curta com 5
graos, sendo 3 pequenos entre os maiores da extremidade da cadeia. As linhas pontilhadas
representam as velocidades dos graos maiores na cadeia efetiva. Note que a descricdo efetiva

captura bem a velocidade dos graos maiores.
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Figura 3.5: Perfil do deslocamento para uma cadeia decorada curta, composta de 5 graos, sendo
3 graos pequenos entre maiores que estdo na extremidade da cadeia. Os graos menores possuem
raio r = 0.3. As linhas tracejadas representam os movimentos médios dos menores graos obtidas

analiticamente. As linhas continuas representam os dados numéricos.
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Figura 3.6: Perfil das velocidades para uma cadeia composta de 5 graos (linhas continuas)
obtidas a partir da solucao numérica da cadeia original. Os grdos menores tém raio r = 0.2, e
oscilam entre os maiores. As linhas pontilhadas representam os resultado da dinamica efetiva.

3.3 Cadeia decorada longa com N graos pequenos entre o0s

grandes

Nesta secdo iremos analisar uma cadeia decorada longa, que ird nos mostrar a diferenca

entres as massas renormalizadas dos graos da borda e do meio da cadeia efetiva. Os cdlculos
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serdo semelhantes aos feitos anteriormente. Novamente vamos considerar uma cadeia com N
graos pequenos entre os maiores, no entanto, agora serao trés graos grandes, denominados por
xz, (grao grande da esquerda), xj; (grao grande do meio) e xg (grao grande da direita), com
massa e raio unitarios. Assim, a sequéncia de graos serd: grao grande da esquerta, N graos
pequenos, grao grande do meio, novamente N graos pequenos e grao grande da direita. A
dindmica desta cadeia, novamente usando somente a parte média do movimento dos menores

graos, sera governada pelas seguintes equagdes de movimento

i =R (x,—51)?, (3.84)

miy =R —0) P —E@® —x)?, (3.85)

miy =& (%1 — %) — & (1 —13)%/2, (3.86)
miy 1 =& (By_a—xy_1)Y2 =& (Bv_1 —in) Y2, (3.87)
miy = & (Zy_1 — i)/ 2 = R @y —xm)>?, (3.88)
iy =R Gy — )2 = R (g — 2y 2, (3.89)
miy1 =R (o —3v1)? = & v —ive2) Y2, (3.90)
miin 2 =& (Eve1 —En12)"? = & (Bva —Evaa)/?, (3.91)
miay_1 = & (Fay_2 —Xon_1)>/? — & (Fan_1 —%an)>/?, (3.92)
miay = & (Fan—1 — %o )/ = R (Ko —xz)*/2, (3.93)
ig =R (v —xg)>2. (3.94)

Somando estas equagdes, iremos encontrar

)'C'L—I—m(5?1 4+ X+ ...+ XNv_ —|—)'E'N) +XM+m(5?N+1 —I—)%NJFQ + . XN +)'E'2N) +xp=0. (3.95)

Note que na equagao anterior, os termos entre parénteses sao derivadas temporais da equacao
(3.70). Esta soma € dada em termos dos graos grandes, e para uma cadeia decorada longa no
primeiro paréntese a soma serd em termo dos graos xz, € xjs, enquanto que no segundo paréntese

serd em termo dos graos xys € xg. Desta maneira a expresssao anterior fica
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xL-l-T(XL+XM)+XM+7(XM+XR)+XR:0,

donde iremos encontrar que

N N.
(1—|—Tm))'c'L—|—(l+Nm>XM—I—(l—i—Tm)xRZO- (3.96)

Esta expressdo descreve um sistema de trés particulas grandes, com N graos pequenos entre
a primeira e a segunda, e outros N graos pequenos entre a segunda e a terceira. Cada particula

tem massa renormalizada dada por

N
=1+ Tm (3.97)
iy =1+Nm, (3.98)
€
N
U =1+ Tm (3.99)

Note que a massa efetiva do grao grande central € modificada por duas cadeias de graos
pequenos, uma de cada lado deste grao, fazendo com que sua massa renormalizada seja maior

em relacdo aos graos da borda da cadeia efetiva.

Com isso chegamos a generalizacdo da descricao efetiva realizada na referéncia principal
desta dissertacdo, através da anélise de uma cadeia decorada com um nimero qualquer de graos
pequenos entre os maiores, escrevendo expressoes para o potencial efetivo e para a massa redu-

zida em termos da quantidade de graos pequenos que separam os maiores graos.

As figuras (3.7), (3.8), (3.9) e (3.10) nos mostram os perfis de velocidade de uma cadeia de-
corada longa com dois, trés, cinco e sete graos pequenos entre 0s maiores, respectivamente. As
linhas tracejadas representam a velocidade dos graos maiores da cadeia efetiva ndo decorada.
Enquanto que as linhas continuas representam as velocidades dos graos maiores na cadeia deco-
rada original. Observe que a medida que adicionamos mais graos pequenos entre 0s maiores, 0

pulso de velocidades se torna mais largo, se afastando cada vez mais dos resultados numéricos.
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Figura 3.7: Perfil de velocidades para os graos grandes da cadeia longa com dois graos pequenos
entre os maiores. A linha tracejada representa o movimento dos graos da cadeia efetiva. O raio

dos graos pequenos € r=0.3.
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Figura 3.8: Perfil de velocidades para uma cadeia decorada longa com trés graos pequenos entre
os maiores. A linha tracejada representa a velocidade dos graos da cadeia efetiva ndo decorada.

O raio dos graos pequenos é r=0.3.

Em uma cadeia longa podemos também determinar o tempo de residéncia do pulso no grao
k. Primeiramente, lembramos que na eq. (2.83) o tempo de residéncia foi escrito em termos
de n e {. O primeiro representa a massa reduzida dos gréos efetivos, enquanto que o segundo

aparece no potencial efetivo. Como conseguimos obter expressoes para o potencial efetivo e a
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Figura 3.9: Perfil de velocidades para uma cadeia decorada longa com cinco graos pequenos
entre os maiores. A linha tracejada representa a velocidade dos graos da cadeia efetiva. O raio

dos graos pequenos € r=0.3.
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Figura 3.10: Perfil de velocidades para uma cadeia decorada longa com sete graos pequenos
entre os maiores. A linha tracejada representa a velocidade dos graos da cadeia efetiva. O raio

dos graos pequenos € r=0.3.

massa efetiva em funcdo da quantidade de graos em uma cadeia com N grdos pequenos entre

os maiores, o tempo de residéncia também pode ser escrito em funcdo da quantidade de graos

pequenos da cadeia original.
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Reconhecendo ¢ no potencial efetivo generalizado, temos que

R

S CH

(3.100)

Na cadeia efetiva o tempo de residéncia serd independente de k, exceto para os graos da
borda da cadeia, que t€ém massas efetivas diferentes. Desta maneira, substituindo a equagao
acima na equacdo (2.83) e lembrando que para os graos do meio da cadeia efetiva a massa

renormalizada € dada por 4 = 1 4+ Nm, encontramos

s(1+Nm)(2+ (N — 11217 T(1)5)
AR r(9/10)°

Ty =VT (3.101)

A equacdo acima € a expressao generalizada para o tempo de residéncia do pulso em um
grao da cadeia efetiva. Usando esta equacdo na equacao (2.81), encontramos o tempo de
propagacdo do pulso ao longo da cadeia efetiva. Nas figuras (3.11), (3.12), (3.13) e (3.14)
mostramos a comparagdo entre os resultados numéricos e tedricos do tempo necessdrio para
o pulso chegar no k-ésimo grao, com N = 2,3,5 e 7, respectivamente. O tempo ¢ varia line-
armente com k. Novamente k € referente somente aos graos maiores da cadeia. Diferentes
simbolos representam diferentes valores de raio dos menores graos. Observamos que a medida
que adicionamos graos pequenos entre os maiores na cadeia original, a concordancia entre os

resultados numéricos e analiticos diminui.

Como 7 € a soma dos tempos de residéncia, 7, e como este nao depende de k, a velocidade
do pulso, v, € dada por
dk 1

Vpulso = E = Fk (3.102)

Desta maneira a velocidade pulso sera o inverso do tempo de residéncia do pulso no grao.

Na figura (3.15) mostramos a comparagdo entre o resultado numérico e analitico para a
velocidade do pulso em fun¢do de N. Notamos, que a medida que adicionamos mais graos
pequenos, a velocidade do pulso vai diminuindo, pois com o aumento da quantidade de graos

pequenos mais energia vai ficando nestes graos. O erro entre as velocidades € da ordem de 25%.
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Figura 3.11: Tempo ¢ para o pulso chegar no k-€simo grao em uma cadeia decorada, agora com
dois graos pequenos entre os maiores, para r = 0.1 (circulos vazios), r = 0.2 (circulos cheios),
r = 0.3 (quadrados cheios) e r = 0.4 (cruz). Os resultado tedricos sdo mostrados com linhas
tracejadas (r = 0.1), tracejadas-pontilhadas (r = 0.2), pontilhadas (r = 0.3) e continuas (r = 0.4).
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Figura 3.12: Tempo ¢ para o pulso chegar no k-ésimo grao em uma cadeia decorada, agora com
trés graos pequenos entre os maiores, para r = 0.1 (circulos vazios), r = 0.2 (circulos cheios),
r = 0.3 (quadrados cheios) e r = 0.4 (cruz). Os resultado tedricos sdo mostrados com linhas
tracejadas (r = 0.1), tracejadas-pontilhadas (r = 0.2), pontilhadas (r = 0.3) e continuas (r = 0.4).
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Figura 3.13: Tempo ¢ para o pulso chegar no k-€simo grao em uma cadeia decorada, agora com
cinco graos pequenos entre os maiores, para r = 0.1 (circulos vazios), r = 0.2 (circulos cheios),
r = 0.3 (quadrados cheios) e r = 0.4 (cruz). Os resultado tedricos sdo mostrados com linhas
tracejadas (r = 0.1), tracejadas-pontilhadas (r = 0.2), pontilhadas (r = 0.3) e continuas (r = 0.4).
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Figura 3.14: Tempo ¢ para o pulso chegar no k-ésimo grao em uma cadeia decorada, agora com
sete graos pequenos entre os maiores, para r = 0.1 (circulos vazios), r = 0.2 (circulos cheios),
r = 0.3 (quadrados cheios) e r = 0.4 (cruz). Os resultado tedricos sdo mostrados com linhas
tracejadas (r = 0.1), tracejadas-pontilhadas (r = 0.2), pontilhadas (r = 0.3) e continuas (r = 0.4).
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Figura 3.15: Velocidade do pulso em funcdo de N. As linhas representam os dados analiticos

enquanto que os pontos os resultados numéricos.



63

4  Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertacdo, estudamos a propagacio de um pulso em uma cadeia decorada, de graos
esféricos e que interagem através do potencial de Hertz. N6s nos baseamos no trabalho de Har-
bola et al. [35], onde os autores estudaram a propagacao de um pulso em uma cadeia decorada
simples e em uma cadeia decorada afilada, na qual cada par de grao grande era separado por
um grao pequeno. Como foi determinado pelos autores, o raio dos graos menores nao poderia
ser maior que r = 0.4, e o movimento dos graos menores, individualmente, era dado por uma
parte média e por uma parte oscilatéria. Esta parte oscilatéria, era bem comportada e descrita
por uma funcgdo tipo seno. Os autores capturaram a influéncia dos graos menores através da
substituicao da cadeia decorada por uma cadeia ndo decorada efetiva. Essa cadeia efetiva era
composta por graos com massas efetivas, que dependiam da massas dos graos menores, € um
potencial efetivo. Com isso, os autores determinaram uma interacao efetiva entre os graos da

cadeia nao decorada.

Os autores estavam interessados em obter o perfil de velocidades dos maiores graos quando
a cadeia decorada era substituida pela ndo decorada (cadeia efetiva). Assim, os autores mos-
traram resultados da comparacao entre as velocidades dos graos grandes da cadeia decorada,
com as velocidades dos maiores graos da cadeia efetiva, obtidos numerica e analiticamente,
respectivamente. A concordancia entre os resultados das velocidades foi bastante satisfatdria.
Eles também apresentaram resultados para o tempo de propaga¢do do pulso ao longo da cadeia
para vdrios tamanhos dos menores graos. Além do mais, eles obtiveram, mesmo nao sendo de-
terminante para a propagacdo do pulso, a frequéncia de oscilacdo dos menores graos na cadeia
original e compararam com a andlise analitica para a mesma. Observou-se que a frequéncia de
oscilagdo do menor grao diminui a medida que aumenta-se o seu raio. Também eles verifica-
ram que a energia dos graos menores na cadeia original era desprezivel em comparacdo com a

energia dos maiores graos.

Os autores também fizeram uso de uma teoria analitica que vem se mostrando bastante
eficaz para analisar propagacdo do pulso em cadeias granulares, a Teoria Bindria. Esta teoria

supde que a propagacdo do pulso ao longa de cadeias se da através de sucessivas colisdes de
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dois em dois graos. Por este motivo, os autores da referéncia principal desta dissertagdo nao
aplicaram a Teoria Bindria diretamente na cadeia decorada. Pois, neste tipo de cadeia, o grao
menor sempre colidia mais de uma vez com os graos maiores, 0 que motivou o uso da descricao

efetiva.

O principal objetivo desta dissertacdo, foi chegar analiticamente a expressdes semelhantes
a obtidas em [35], através de argumentos semelhantes, para a descri¢do efetiva, s6 que agora
em funcdo da quantidade de graos pequenos entre os maiores graos. Ou seja, queriamos estudar
a propagacdo do pulso em cadeias decoradas com uma quantidade qualquer de graos pequenos

entre os maiores, generalizando assim os resultados obtidos na referéncia principal.

Com isso, nds conseguimos encontrar expressoes para a massa efetiva e para o potencial
efetivo, em funcdo da quantidade de graos pequenos entre os maiores na cadeia original. Per-
cebemos que assim como em [35], a massa efetiva dos graos do meio da cadeia efetiva s@o
maiores que as da borda da cadeia, ja que, na cadeia original, os graos do meio da cadeia estdo

em contato com uma quantidade maior de graos pequenos.

Um resultado interessante que obtivemos, é que quando aumentamos a quantidade de graos
pequenos entre 0s maiores, 0S graos pequenos continuam a oscilar entre os maiores. O movi-
mento dos menores graos agora € determinado por uma parte média e uma parte oscilatéria que
nao € mais uma func¢do tipo seno. Uma fung¢do tipo seno s6 é encontrada quando analisamos
o movimento do centro de massa do sistema formado apenas pelos pequenos graos. Destaca-
mos também que, a comparacao entre a propagacao da energia cinética e do momento ao longo
da cadeia original e da cadeia efetiva, a medida que adicionarmos um grao pequeno na cadeia
original, ndo nos d4 boa concordancia. Isso de se deve ao fato de momento e energia cinética
serem dependentes da massa dos graos, e na cadeia efetiva as massas efetivas sdo maiores que
a dos grios grandes na cadeia original. Assim, os dados numéricos e analiticos ndo terdo boa

concondancia, embora o comportamento qualitativo seja 0 mesmo.

N6s mostramos também, graficos para a comparagao das velocidades dos graos maiores na
cadeia decorada original e na cadeia efetiva. Os resultados sao satisfatorios, mas destaca-se que
a medida que aumentamos a quantidade de grdos pequenos entre 0s maiores a concordancia
diminui. Também conseguimos escrever uma expressao para o tempo de propagacdo do pulso
em fun¢do na cadeia efetiva em funcdo da quantidade de graos pequenos entre 0os maiores na
cadeia original. Como vimos, a concondancia entre os resultados analiticos e numéricos vai
diminuindo a medida que adicionamos graos pequenos entre os maiores. Por tltimo, compara-
mos os resultados numéricos e analitcos para a velocidade do pulso em fun¢do de quantidade

de graos pequenos entre os maiores na cadeia.
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Por fim, uma perspectiva futura para este trabalho seria chegar a mesma descri¢do, no en-
tanto, agora para cadeias decoradas afiladas, assim como foi feito na referéncia principal desta

dissertagao.
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