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GENERALIZAÇÃO DA TEORIA BINÁRIA PARA CADEIAS
GRANULARES DECORADAS POR MÚLTIPLOS GRÃOS
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Resumo

Cadeias granulares decoradas podem ser usadas no desenvolvimento de aparelhos que vi-
sam absorver ondas de choque. Sendo assim, uma das caracterı́sticas deste sistema é que eles
podem ser usados como absorvedores de choque e na proteção contra impactos. Estudamos
aqui a propagação de um pulso em uma cadeia granular decorada, composta de grãos esféricos,
que inicialmente estão apenas se tocando, fazendo uso de uma descrição efetiva, onde a ca-
deia original decorada é substituı́da por uma cadeia não decorada com massas efetivas onde os
grãos interagiam através de um potencial efetivo. Nosso objetivo foi generalizar os resultados
obtidos em um trabalho anterior, analisando uma cadeia decorada com um número qualquer de
grãos pequenos entre os maiores, e assim, apresentando uma abordagem analı́tica que descreve
a massa efetiva e a interação efetiva entre os grãos em função da quantidade de grãos pequenos
entre os maiores. Neste sistema os grãos interagem através do potencial de Hertz. Apresen-
tamos a comparação entre os resultados numéricos e analı́ticos, para os perfis de velocidade
dos grãos grandes da cadeia original com os grãos da cadeia efetiva, além da comparação do
tempo de propagação do pulso, e a frequência de oscilação dos grãos menores na cadeia origi-
nal. Destacamos também o uso da Teoria Binária, que tem sido bastante aplicada para descrever
analiticamente as propriedades da propagação de um pulso em cadeias granulares.



Abstract

Granular decorated chains can be used for the development of impact-absorbing devices.
Thus, one of the features of those systems is that they can be used as shock absorbers and
impact protectors. We study here the pulse propagation in a decorated granular chain, composed
of spherical grains, which initially are just touching each other, making use of an effective
description, where the original chain was replaced by a decorated chain with effective masses
where the grains interact via an effective potential. Our goal was to generalize the results
obtained in a previous work, by analizing a decorated chain with an arbitrary number of small
grains between the large ones, and thus, presenting an analytical approach that describes the
effective masses and the effective interaction between the granules as a function of the quantity
small grains between the large ones. In this system the grains interact with each other via the
Hertz potential. We presented the comparation between of the numerical and analytical results
for the profiles velocity of the large granules in the original chain with the grains of the effective
chain, the pulse propagation time, and the frequency of oscillation of the smaller grains in the
original chain. We also highlight the use of Binary Theory, which was been widely appllied to
describe analitically the properties of the propagating pulse in granular chains.
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3.11 Tempo t para o pulso chegar no k-ésimo grão em uma cadeia decorada, agora
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1 Introdução

Materiais granulares estão presentes em grande parte das atividades humanas, tendo uma

grande importância em vários setores industriais com aplicação em mineração, construções,

produções de alimentos, medicamentos, agroindústrias entre outros [1]. Além de ter importância

em muitos fenômenos ambientais como dunas, fluxos de avalanches, erosão, deslizamentos de

terra e deslocamento de placas tectônicas [2, 3, 4]. Mesmo tendo grande importância industrial

e tecnológica, o seu manuseio é pouco desenvolvido e há uma estimativa que aproximadamente

40% da capacidade de algumas fábricas é desperdiçada devido a problemas no transporte desses

materiais [5, 6, 7].

Os materiais granulares se caracterizam por possuirem um grande número de partı́culas

macroscópicas não coesivas que interagem repulsivamente, com fronteiras bem definidas, tendo

a gravidade um papel importante em algumas situações [8], o que não é o caso do sistema

que estamos estudando, devido às partı́culas estarem dispostas em um plano horizontal. Estes

sistemas possuem duas caracterı́sticas importantes: a não influência da temperatura e a interação

entre os grãos é dissipativa, devido ao atrito estático e colisões inelásticas [7]. Exemplos de

materiais granulares são grãos em geral, areia, adubos, pregos, vidros, farinha, sementes, vidros

etc.

Outra caracterı́stica dos sistemas granulares é que eles podem apresentar caracterı́sticas de

sólidos e fluidos. Por exemplo, uma pilha de areia com uma inclinação menor que o ângulo de

repouso apresenta caracterı́sticas de “sólido”, o material permanece em repouso mesmo sujeito

a tensões em sua superfı́cie. Caso a pilha de grãos esteja inclinada com um ângulo maior que

o ângulo de repouso os grãos superficiais irão fluir, no entanto, o centro da pilha continuará

imóvel [3]. E quando os meios granulares estão sujeitos a uma vibração ocorre a fluidização do

meio. Os grãos começam a adquirir velocidade e o meio se comporta como um gás. Um dos

efeitos dessa fluidização é o Efeito Castanha do Pará, no qual os grãos de tamanhos maiores

sobem para a superfı́cie do meio fluidizado devido à agitação [3].

As interações entre as partı́culas deste meio são altamente não-lineares e só ocorrem quando
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os grãos estão em contato. Logo, um tratamento analı́tico dos problemas envolvendo meios gra-

nulares geralmente se dá através de aproximações que são comparadas a resultados numéricos

e experimentais. Esses sistemas podem ser usados para a proteção contra impactos, que é ob-

servado através das barreiras de proteção compostas de areia em pistas de corrida, dispositivos

contra colisões em postes de energia elétrica etc.

Aqui nós estamos interessados na propagação de pulsos em um tipo bem especı́fico de sis-

tema granular: cadeias granulares. Esses sistemas são alinhamentos unidimensionais de grãos.

Recentemente esses sistemas têm sido objetos de inúmeros estudos, se tornando uma área muito

ativa. Um dos pioneiros no estudo de cadeias granulares, tanto teórico quanto experimental, foi

V. F. Nesterenko que mostrou que um pulso iniciado em uma extremidade de uma cadeia granu-

lar de grãos idênticos, sem pré-compressão e sob ação apenas de forças repulsivas, pode resultar

em uma onda solitária se propagando através do meio [9, 10, 11]. Esses primeiros trabalhos

também chegaram a ressaltar o caráter não-linear do meio. Desde então, este sistema tem sido

objeto de estudo com inúmeras variações. Também vale ressaltar, que é inegável que o avanço

computacional tenha contribuı́do significativamente para o avanço desta linha de pesquisa.

Como dito anteriormente, esta área se tornou muito ativa, então, a seguir iremos relatar

alguns dos avanços realizados nesta linha de pesquisa.

Começaremos falando das cadeias que apresentam polidispersividade. Nestas cadeias os

grãos possuem massa e/ou raio distintos, podendo ter a capacidade de atenuar ondas de choque.

Diante disso, busca-se cada vez mais desenvolver materiais granulares que possam ser usados

para absorver impactos. Com esse propósito, Hong [12] mostrou que a energia poderia ser tem-

porariamente confinada em uma determinada região de um meio granular, a qual chamou de

“recipiente granular”, desempenhando um papel de protetor granular. Ele mostrou experimen-

talmente que após a energia ser confinada, ela poderia ser liberada pouco a pouco na forma de

ondas solitárias.

Em [13] os autores mostraram que uma cadeia granular onde os grãos vão diminuindo de

tamanho ao longo da cadeia, pode absorver boa parte da energia e força de um pulso incidente.

Em um outro estudo [14], usando o mesmo tipo de cadeia e cadeias decoradas os autores mostra-

ram, fazendo uso de gráficos de energia cinética normalizada (razão entre a energa transmitida

e a que entra no sistema), resultados semelhantes porém agora para cadeias mais curtas. Eles

concluiram que a maior absorção de energia ocorre em cadeias afiladas.

Novamente, cadeias afiladas foram estudadas em [15]. Porém, desta vez foram apresenta-

dos estudos analı́ticos e numéricos do problema para cadeias colocadas entre duas paredes. Os

resultados indicaram que as relações entre as energias cinéticas do menor para o maior grão
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possuem uma dependência gaussiana no afilamento, enquanto apresentam um decaimento ex-

ponencial em relação ao número de grãos da cadeia. Um estudo experimental realizado em

[16] mostrou resultados para a propagação do momento linear em cadeias granulares afiladas

para frente. Foi visto que a amplitude do pulso de momento linear diminui e que ocorre uma

aceleração da onda de choque durante a propagação. Em [17], os autores estudaram cadeias

afiladas e decoradas, agora com a cadeia sendo composta por grãos de materiais diferentes

e, novamente, os resultados mostraram a capacidade destas cadeias de serem absorvedoras de

impactos.

Cadeias granulares com atrito também têm sido estudadas, onde foram apresentadas teorias

analı́ticas para a propagação de pulsos em cadeias com grãos esféricos e cilı́ndricos [18]. O

principal efeito do atrito em cadeias com grãos cilı́ndricos é um decaimento exponencial global

da velocidade. Também notou-se que a velocidade dos grãos ricocheteados é maior no caso

sem atrito. Para grãos esféricos, a velocidade do pulso é menor, em relação a cadeia com grãos

cilı́ndricos, e os grãos não são recocheteados, a não ser os primeiros. A energia, para o caso de

grãos esféricos, também mostrou decaimento exponencial.

A viscosidade também foi inserida nas cadeias em alguns estudos. Em [19, 20, 21, 22] um

termo dissipativo dependente da velocidade relativa entre os grãos foi inserido para estudar sua

influência no pulso. Em todos estes estudos foi observado a atenuação do pulso.

Outra pesquisa [23], mostrou que em uma colisão de duas ondas solitárias em uma cadeia

granular, são formadas ondas secundárias que carregam cerca de 5% da energia do pulso inicial.

Também foi observado que depois da colisão destas ondas, parte da energia permanece no local

da colisão. Em seguida ela começa a se propagar em outras direções gerando ondas secundárias.

Outros autores [24] estudaram a reflexão de uma onda solitária em uma parede, e mostraram

que a principal caracterı́stica de reflexão depende de propriedades da parede.

Em uma outra investigação [25], resultados da relação entre o comprimento da onda so-

litária e a lei de interação. Também foi estudado o cruzamento de dois sólitons iniciados nas

extremidades opostas de uma cadeia granular. Os mesmo autores, em um outro trabalho [26],

estudaram a interação de uma onda incidente com uma impureza. Eles observaram impurezas

com massas menores e com massas maiores, em relação aos outros grãos da cadeia, postas bem

no meio da cadeia. Os autores verificaram que a massa leve produz ondas secundárias, en-

quanto que a massa pesada gera pulsos de reflexão. Resultados semelhantes foram encontrados

em [27]. Interações de ondas solitárias com impurezas menores também foram estudadas em

[28] e [29]. Em ambos os trabalhos, foram observadas a localização da energia mecânica nas

impurezas e as oscilações das mesmas, enquanto elas interagiam com a onda solitária.
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Em outros estudos, foi observada a propagação de pulsos em cadeias granulares com for-

matos até então pouco estudados. Em [30] foram estudadas cadeias com bifurcações em forma

de Y. Observou-se a decomposição de ondas solitárias em um trem de aproximadamente 4 ou

5 pulsos separados. Os autores encontraram boa concordância entre os resultados numéricos e

experimentais, exceto para o caso em que a bifurcação não era simétrica, ou seja, a cadeia apre-

sentava bifurcações com ângulos diferentes. Os mesmos autores, em um outro trabalho [31],

estudaram cadeias com bifurcações assimétricas e que eram compostas de grãos de diferentes

materiais. Eles observaram que cadeias com bifurcações assimétricas possuem a habilidade de

redirecionar as ondas ao longo de diversas direções. Isso poderia ser usado em sistemas de

proteção de impactos, além de sistemas para a colheita de energia. E, em [32] foi estudada a

propagação de pulsos em cadeias granulares curvadas. Neste trabalho os autores observaram

que a eficiência da transmissão do pulso poderia ser caracterizada pela curvatura do sistema.

Por fim, para encerrar a revisão sobre os avanços das pesquisas em sistemas granulares,

iremos falar a respeito das teorias analı́ticas que são implementadas para estudar estes sistemas.

Em alguns estudos [13, 14, 15] foram introduzidas aproximações de esfereas duras, usando

a conservação do momento linear e da energia para estudar a dinâmica da cadeia. A principal

caracterı́stica dessa aproximação é que o potencial de interação é infinito, fazendo com que o

momento e a energia sejam transferidos instantâneamente. Porém, devido a este potencial, as

soluções quando comparadas com resultados numéricos não mostram bom acordo.

Outra aproximação que tem sido implementada em sistemas granulares é a aproximação

contı́nua, que teve muito sucesso quando aplicadas a cadeias monodispersas [9, 11, 18, 33]. Mas

quando se trata de cadeias com polidispersividade encontramos poucos resultados analı́ticos.

Com o intuito de mudar tal situação, foram obtidas a velocidade e outras caracterı́sticas do

pulso através do uso da aproximação binária para cadeias afiladas [34]. A aproximação binária

caracteriza-se pelo fato de o potencial ser macio (potencial de Hertz), fazendo com que o pulso

leve um certo tempo para se propagar. O que a diferencia da aproximação de esferas duras,

que como citado anteriomente, a transmissão do pulso se dá de maneira instântanea, devido ao

potencial ser infinito. A Teoria Binária se baseia no fato de que o pulso é transmitido através de

colisões de dois em dois grãos. Essa teoria utiliza-se da conservação do momento linear e da

energia para estimar algumas caracterı́sticas do pulso como: o tempo de residência do pulso em

cada grão, o tempo total de propagação do pulso, além da amplitude de velocidade do pulso.

As grandezas temporais são obtidas com bastante sucesso por essa teoria, enquanto que as

grandezas cinéticas não. Isso se deve ao fato da presença de uma terceira partı́cula desempenhar

um papel importante na propagação do pulso. Este fato não é levado em consideração, causando
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o não ajuste da velocidade.

Em cadeias que apresentam polidispersividade, a Teoria Binária foi introduzida em cadeias

decoradas. Em [35], principal referência desta dissertação, os autores estudaram a propagação

do pulso em uma cadeia granular decorada, onde cada par de grão grande na cadeia era separado

por um grão pequeno, cadeia decorada simples. Analiticamente, os autores capturaram o efeito

dos menores grãos substituindo a cadeia decorada por uma cadeia não decorada efetiva, com

massas efetivas e uma interação efetiva entre os grãos. Similarmente, no mesmo trabalho, os

autores estudaram cadeias decoradas afiladas. E, em um trabalho posterior [36], os mesmos

autores analisaram a propagação do pulso em uma cadeia decorada, na qual o tamanho dos

grãos pequenos era determinado de maneira aleatória.

Neste trabalho, iremos prosseguir do mesmo modo que em [35], ou seja, substituir a cadeia

original por uma cadeia efetiva com massas e interações efetivas entre os grãos, para determinar

as propriedades da propagação de um pulso em uma cadeia decorada, agora com um número

qualquer de grãos pequenos entre os grãos maiores, de maneira a generalizarmos os resultados

obtidos na referência principal desta dissertação.

Desta maneira, esta dissertação está organizada da seguinte maneira: no capı́tulo 2, iremos

apresentar o modelo de cadeias granulares, a Teoria Binária e o método analı́tico usado para

a generalização de uma cadeia decorada com um número qualquer de grãos pequenos entre

os maiores. No capı́tulo 3, iremos apresentar os resultados e suas interpretações obtidos com

a análise proposta. E no capı́tulo final, 4, iremos apresentar nossas conclusões e perspectivas

futuras.
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2 Fundamentação Teórica

Neste capı́tulo serão discutidos o modelo e a Teoria Binária. Com isso, dividimos este

capı́tulo em 3 seções. Na primeira seção será explicado o modelo de cadeias granulares e

como elas se classificam, além das condições iniciais do sistema. Na referência principal desta

dissertação [35], os autores estudaram a propagação do pulso em uma cadeia decorada simples

(um grão pequeno entre os grandes) através de uma cadeia efetiva, o que será revisto na segunda

seção. Na terceira seção, iremos apresentar a Teoria Binária para o estudo da propagação do

pulso em uma cadeia granular e adequá-la a cadeia efetiva.

A teoria analı́tica, Teoria Binária, se baseia no fato de que o pulso de velocidade é fre-

quentemente estreito e bem localizado. Diante disso, utilizamos uma aproximação via colisões

de dois em dois grãos, através da qual encontramos expressões analı́ticas para as quantidades

que caracterizam o pulso. Esta teoria já foi introduzida anteriormente em [33] e usada nas

referências [34, 35, 36, 37].

2.1 Modelo

Consideramos cadeias de grãos, que colidem elasticamente, todos feitos do mesmo ma-

terial, ou seja, as propriedades elásticas e a densidade (ρ) são constantes. Quando os grãos

colidem, eles repelem um ao outro de acordo com o potencial

V =
a
n

r
′
k|yk− yk+1|n, (2.1)

onde yk é o deslocamento do grão k a partir da sua posição no ı́nico da colisão e a é uma

constante determinada pelo módulo de Young e pela razão de Poisson [38, 39]. O expoente n é
5
2

para grãos esféricos (que são considerados nesta dissertação), segundo o potencial de Hertz

[39]. E

r
′
k =

(
2R
′
kR
′
k+1

R′k +R′k+1

)1/2

, (2.2)
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onde R
′
k é o raio principal de curvatura do grão k no ponto de contato. Destacamos que o po-

tencial de interação descrito acima, eq. (2.1), é para grãos secos. Pois, em materiais granulares

molhados não existirá somente forças repulsivas. Existirão também forças de coesão para cur-

tas distâncias, devido a uma fina camada de fluido que os envolve. Com isso, os grãos serão

forçados a manterem o contato entre eles [40].

A equação de movimento do k-ésimo grão é

Mk
d2yk

dτ2 = ar
′
k−1(yk−1− yk)

3/2
θ(yk−1− yk)−ar

′
k(yk− yk+1)

3/2
θ(yk− yk+1), (2.3)

onde Mk = (4/3)πρ(R
′
k)

3, desde que os grãos sejam esféricos. A função de Heaviside θ(y)

garante que a interação elástica entre os grãos exista somente quando eles estão em contato.

Inicialmente os grãos estão dispostos ao longo de uma linha, de modo que eles somente tocam

seus vizinhos na sua posição de equilı́brio, não existindo portanto, pré-compressão, e todos os

grãos exceto o mais a esquerda na cadeia estão em repouso.

Por conveniência, reescala-se a posição de equilı́brio (yk), o tempo (τ), massa (Mk) e o raio

de curvatura (R
′
k) através da seguinte constante adimensional

α ≡

[
M1V 2

1

a(R′1)
3

]
, (2.4)

e das relações que seguem

yk = R
′
1α

2/5xk, (2.5)

τ =
R
′
1

V1
α

2/5t, (2.6)

R
′
k = R

′
1Rk, (2.7)

Mk = M1mk. (2.8)

Com isso, tornamos todas as grandezas adimensionais e a eq. (2.3) pode ser reescrita como

mkẍk = rk−1(xk−1− xk)
3/2

θ(xk−1− xk)− rk(xk− xk+1)
3/2

θ(xk− xk+1), (2.9)

onde os pontos são derivadas com respeito ao tempo t e

rk =

(
2RkRk+1

Rk +Rk+1

)1/2

. (2.10)

A reescala proposta também faz com que a velocidade inicial reescalada da partı́cula mais

a esquerda da cadeia seja unitária. Desse modo, não particularizamos os resultados obtidos a
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nenhum material especı́fico. Assim, queremos salientar que a dinâmica da cadeia não depende

das propriedades elásticas dos grãos. Estas propriedades tornam os pulso mais rápido ou mais

lento, porém, seu comportamento qualitativo segue inalterado, desde que o modelo conservativo

proposto seja uma boa aproximação.

2.2 Cadeia decorada e dinâmica efetiva

Aqui iremos caracterizar as cadeias granulares, com destaque para o tipo de cadeia estudado

nesta dissertação (cadeia decorada). Em seguida, iremos reproduzir os cálculos da referência

principal da dissertação, para depois implementar a nossa metodologia.

Como dito anteriormente, cadeias granulares são alinhamentos de grãos, e podem ser mo-

nodispersas ou polidispersas. Nas cadeias monodispersas todos os grãos possuem a mesma

massa e raio;

��
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��
��
��
��
��

��
��
��
��

Já as cadeias que apresentam polidispersividade são caracterizadas pelo fato de que grãos

que compõem a cadeia não possuem a mesma massa e/ou raio. Dentre as cadeis polidispersas,

podemos destacar:

• Cadeias afiladas: as cadeias afiladas são caracterizadas pelas diminuição do tamanho dos

grãos ao longo da cadeia (afilada para frente) ou pelo aumento do tamanho dos grãos ao

longo da cadeia (afilada para trás). Este afilamento pode ser linear, exponencial, obedecer

uma outra regra de afilamento ou até nem possuir uma regra especı́fica;

�����
��lhc��
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��
��
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• Cadeias decoradas: estas cadeias se caracterizam pelo fato de “decorarmos” a cadeia com

um ou mais grãos diferentes, ou seja, coloca-se um grão de tamanho diferente entre os

outros grãos. Ainda podemos ter uma cadeia decorada afilada, onde os grãos maiores

vão diminuindo ou aumentando de tamanho ao longo da cadeia, enquanto os grão que

decoram a cadeia continuam do mesmo tamanho.
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Em [35] os autores estudaram a propagação do pulso através da substituição de uma cadeia

decorada por uma cadeia efetiva. Isso foi motivado pelo fato de que um elemento essencial

do sucesso da Teoria Binária (que seria utilizada por eles em seguida) é que um dado par de

grãos colide apenas uma vez. Logo a Teoria Binária não poderia ser aplicada à cadeia decorada

diretamente. Então através da cadeia efetiva eles determinaram uma interação efetiva entre os

grãos e uma massa efetiva para os grãos que compõem a cadeia. Primeiramente, eles analisaram

uma cadeia curta formada apenas por três grãos na seguinte sequência: grande-pequeno-grande.

Eles notaram que no processo de transferência de energia entre os grãos, o menor grão executava

oscilações de pequenas amplitudes entre os grãos maiores e encontraram uma expressão para

determinar essas oscilações. Em seguida eles analisaram uma cadeia longa composta de cinco

grãos na seguinte sequência: grande-pequeno-grande-pequeno-grande. A principal razão para

analisar uma cadeia maior era que quando eles fossem analisar cadeias decoradas afiladas as

massas renormalizadas poderiam ter valores diferentes dependendo da direção de afilamento.

Os detalhes dessas análise serão mostrados a seguir.

2.2.1 Cadeia com 3 grãos

Em [35] os autores, primeiramente, consideraram uma cadeia composta por 3 grãos, de-

nominados por k− 1, k e k+ 1. Esta análise irá dizer algo sobre a frequência de oscilação do

menor grão (grão k). Usando a eq. (2.9), a dinâmica da cadeia vai ser dada pelas equações

ẍk−1 =−ℜ(xk−1− xk)
3/2

θ(xk−1− xk), (2.11)

mẍk = ℜ(xk−1− xk)
3/2

θ(xk−1− xk)−ℜ(xk− xk+1)
3/2

θ(xk− xk+1), (2.12)

ẍk+1 = ℜ(xk− xk+1)
3/2

θ(xk− xk+1), (2.13)

onde a massa dos grãos k− 1 e k+ 1 é unitária e m é a massa do grão pequeno, nas variáveis

adimensionais definidas nas equações (2.5)-(2.8). A constante ℜ, dada pela eq. (2.10), é

ℜ =

(
2r

1+ r

)1/2

, (2.14)

com r representado o raio do menor grão nas variáveis adimensionais definidas nas equações

(2.5)-(2.8).
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O processo de transferência de energia se dá quando o grão k−1 colide com o grão k que

por sua vez transfere energia para o grão k+ 1. Como o grão k é pequeno, ele é comprimido

entre os dois grãos maiores e oscila entre eles durante o processo de transferência de ener-

gia. A frequência dessas oscilações pode ser expressa em termos da força média que o grão k

experimenta a partir do grão k−1 e k+1. Os autores seguiram Job et al. [28] e escreveram

xk = x̄k(t)+Asin(ωt +φ), (2.15)

onde A, ω , e φ dependem da razão de tamanho entre os grãos grandes e pequeno, e também

podem depender do tempo. Os autores assumiram que essa dependência do tempo é desprezı́vel

durante o processo de transferência de energia do grão k−1 para o grão k+1. O primeiro termo

x̄k representa o movimento médio em torno do qual a partı́cula executa oscilações de pequena

amplitude A com frequência ω . Substituindo a eq. (2.15) na eq. (2.12) e omitindo a função de

Heaviside θ(y), encontraremos

m
[

¨̄xk−Aω2sin(ωt +φ)
]
=ℜ [xk−1− x̄k−Asin(ωt +φ)]3/2−ℜ [x̄k +Asin(ωt +φ)− xk+1]

3/2 .

m
[

¨̄xk−Aω2sin(ωt +φ)
]
=

ℜ(xk−1− x̄k)
3/2
[

1− Asin(ωt +φ)

xk−1− x̄k

]3/2

−ℜ(x̄k− xk+1)
3/2
[

1+
Asin(ωt +φ)

x̄k− xk+1

]3/2

.

Assumindo que a amplitude A é muito menor que x̄k− xk+1 e xk−1− x̄k, obtêm-se

m ¨̄xk ≈ℜ(xk−1− x̄k)
3/2−ℜ(x̄k− xk+1)

3/2, (2.16)

e

mω
2 ≈ 3

2
ℜ

[
(xk−1− x̄k)

1/2 +(x̄k− xk+1)
1/2
]
. (2.17)

O grão pequeno oscila com máxima frequência em torno da posição de “equilı́brio”, defi-

nida como a posição na qual a força F̄ obtida usando o deslocamento médio do menor grão,

anula-se mutuamente dos dois lados, ou seja, quando ¨̄xk = 0. Assim, conforme a eq. (2.16)

F̄ = ℜ(xk−1− x̄k)
3/2 = ℜ(x̄k− xk+1)

3/2. (2.18)

A partir da eq. (2.17)

ω ≈
√

3ℜ

2m

[
(xk−1− x̄k)

1/2 +(x̄k− xk+1)
1/2
]1/2

. (2.19)
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Mas, a partir da eq. (2.18), temos que

xk−1− x̄k =

(
F̄
ℜ

)2/3

, (2.20)

e

x̄k− xk+1 =

(
F̄
ℜ

)2/3

. (2.21)

Usando (2.20) e (2.21) em (2.19), obtêm-se que

ω ≈
√

3
m

ℜ
1/3F̄1/6. (2.22)

Assim, para a máxima frequência f = ω/2π ,

f ≈ 1
2π

√
3
m

ℜ
1/3F̄1/6. (2.23)

No momento em que o grão pequeno executa oscilações com a máxima frequência, tem-se

que ¨̄xk = 0. A partir da eq. (2.18) isso implica que

x̄k =
1
2
(xk−1 + xk+1). (2.24)

Também, a partir das equações (2.11), (2.12) e (2.13)

mẍk + ẍk−1 + ẍk+1 = 0. (2.25)

A eq. (2.25) mostra que a força resultante no sistema é zero. Substituindo a eq. (2.15) na

eq. (2.25), usando (2.24) e ignorando a parte oscilatória, encontra-se(m
2
+1
)
(ẍk−1 + ẍk+1) = 0. (2.26)

Esta equação descreve um sistema de duas partı́culas, cada uma com massa efetiva

µ = 1+
m
2
. (2.27)

Substituindo a eq. (2.15) nas equações (2.11) e (2.13), usando (2.24), e ignorando a parte

oscilatória obtem-se

µ ẍk−1 ≈−
ℜ

23/2 (xk−1− xk+1)
3/2, (2.28)

e

µ ẍk+1 ≈
ℜ

23/2 (xk−1− xk+1)
3/2. (2.29)
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As equações (2.28) e (2.29) são as equações de movimento de cada grão efetiva na cadeia

efetiva e definem um potencial de interação efetivo Ve f entre os grãos k− 1 e k + 1. Assim

pode-se tratar o sistema de dois grãos idênticos decorados com um menor entre eles, como um

sistema efetivo de dois grãos (agora denominados k e k+ 1) cada um com massa efetiva µ e

interagindo através de um potencial efetivo dado por

Ve f =
ℜ

5×21/2 (xk− xk+1)
5/2. (2.30)

Assim, o efeito global de um grão intermediário é reduzir a forte interação entre os grãos

xk−1 e xk+1 (na cadeia original) e aumentar suas massas. Salientamos também que como os au-

tores mostraram, o tamanho dos menores grãos não pode ser maior que 40% dos grãos maiores.

Na figura (2.1) mostramos o movimento dos três grãos da cadeia original. A linha tracejada

na figura se refere a eq. (2.24). Desta figura também notamos que a amplitude do movimento

do menor grão é pequena, o que leva a desprezar os termos oscilatórios nas equações anteriores.

Figura 2.1: Perfil do deslocamento em uma cadeia com três grãos. Linhas sólidas: deslocamen-
tos dos três grãos e função do tempo. Linha tracejada: deslocamento médio do grão pequeno
com raio r = 0.3.

Na figura (2.2) mostramos o perfil de velocidades da cadeia composta por três grãos, onde

um grão pequeno separa um par de grãos grandes. As linhas contı́nuas representam a solução

numérica do problema. Note, como mencionado anteriormente, a oscilação do menor grão

durante o processo de transferência de energia. As linhas tracejadas representam os resultados

para a velocidade dos maiores grãos na cadeia efetiva. Percebemos que, a descrição efetiva

captura bem as velocidades dos grãos maiores obtidas numericamente.
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Figura 2.2: Perfil da velocidade dos três grãos (curvas contı́nuas) obtidas a partir da solução
exata das equações de movimento. O menor grão possui r = 0.3. As linhas tracejadas represen-
tam os resultados da dinâmica efetiva

Na próxima seção, iremos reproduzir a análise feita pelos autores em [35], porém, agora

para uma cadeia decorada simples maior, composta por cinco grãos. Esta análise irá mostrar a

diferença entre as massas renormalizadas entre os grãos da borda e do interior da cadeia efetiva

não decorada.

2.2.2 Cadeia decorada longa

Nesta seção iremos reproduzir os cálculos feitos em [35] para uma cadeia longa composta

de cinco grãos, sendo três grandes e dois pequenos.

A análise feita na seção anterior diz algo a respeito da frequência de oscilação do menor

grão. No entanto, esta análise não é útil quando se trata de cadeias decoradas afiladas. Agora, o

menor grão é cercado por dois grãos de massas diferentes e com isso a massa efetiva terá valores

diferentes dependendo da direção de afilamento (para frente ou para trás). Pode-se eliminar esta

ambiguidade se considerarmos uma cadeia de cinco grãos centrada no grão k. Os grãos k− 1

e k+1 são os grãos pequenos cada uma com raio r. O raio dos grão maiores (k−2, k e k+2)

é Ri > r. Além disso, está análise é útil até mesmo para cadeia monodispersas, pois ela mostra

naturalmente a diferença das massas do interior da cadeia e das massas dos grãos da borda.

Para uma cadeia com cinco grãos onde os grãos maiores são separados por um grão pequeno
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a dinâmica é governada pelo conjunto de equações

mk−2ẍk−2 =−rk−2 (xk−2− xk−1)
3/2 (2.31)

miẍi = ri−1 (xi−1− xi)
3/2− ri (xi− xi+1)

3/2 (2.32)

para i= k,k±1

mk+2ẍk+2 = rk+1 (xk+1− xk+2)
3/2 (2.33)

Novamente o movimento dos grãos pequenos é dado por uma parte média e uma parte os-

cilatória, eq. (2.15). Então, usando esta equação na equação (2.32), para i = k−1, encontramos

m
[

¨̄xk−1−Ak−1ω2
k−1sin(ωk−1t +φk−1)

]
=

rk−2 (xk−2− x̄k−1−Ak−1sin(ωk−1t +φk−1))
3/2− rk−1 (x̄k−1 +Ak−1sin(ωk−1t +φk−1)− xk)

3/2 .

m
[

¨̄xk−1−Ak−1ω2
k−1sin(ωk−1t +φk−1)

]
=

rk−2 (xk−2− x̄k−1)
3/2
[

1− Ak−1ωk−1sin(ωk−1t +φk−1)

xk−2− x̄k−1

]3/2

−

rk−1 (x̄k−1− xk)
3/2
[

1+
Ak−1ωk−1sin(ωk−1t +φk−1)

x̄k−1− xk

]3/2

.

Assim como feito para a cadeia com apenas três grãos, vamos considerar que a amplitude

Ak−1 é muito menor que xk−2− x̄k−1 e x̄k−1− xk, encontramos

mk−1 ¨̄xk−1 ≈ rk−2 (xk−2− x̄k−1)
3/2− rk−1 (x̄k−1− xk)

3/2 , (2.34)

e

mk−1ω
2
k−1 ≈

3
2

[
rk−2 (xk−2− x̄k−1)

1/2− rk−1 (x̄k−1− xk)
1/2
]
. (2.35)

Novamente, assumimos que o grão k−1 oscila com frequência máxima quando ¨̄xk−1 = 0.

Assim, a partir da eq. (2.34)

rk−2 (xk−2− x̄k−1)
3/2 = rk−1 (x̄k−1− xk)

3/2 = F̄1, (2.36)

onde F̄1 representa a força que o menor grão recebe dos dois grãos no qual ele está em contato.

A partir da equação (2.36), podemos escrever

xk−2− x̄k−1 =

(
F̄1

rk−2

)2/3

, (2.37)

e

x̄k−1− xk =

(
F̄1

rk−1

)2/3

. (2.38)
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Usando as equações (2.37) e (2.38) na eq. (2.35) encontramos

ωk−1 ≈
√

3
2m

[
rk−2

(
F̄1

rk−2

)1/3

+ rk−1

(
F̄1

rk−1

)1/3
]1/2

(2.39)

Usando a eq. (2.39) em f = ω/2π , encontramos para a máxima frequência do grãos k−1

fk−1 ≈
1

2π

√
3

2m
F̄1/6

1

[
r2/3

k−2 + r2/3
k−1

]1/2
. (2.40)

Também a partir da eq. (2.36) temos que

rk−2 (xk−2− x̄k−1)
3/2 = rk−1 (x̄k−1− xk)

3/2 , (2.41)

a partir daı́ chegamos a

x̄k−1 =

xk−2 + xk

(
rk−1

rk−2

)2/3

1+
(

rk−1

rk−2

)2/3 . (2.42)

Voltando agora para a eq. (2.32), usando (2.15) para i = k+1, encontramos

m
[

¨̄xk−1−Ak−1ω2
k−1sin(ωk−1t +φk−1)

]
=

rk−2 (xk−2− x̄k−1−Ak−1sin(ωk−1t +φk−1))
3/2− rk−1 (x̄k−1 +Ak−1sin(ωk−1t +φk−1)− xk)

3/2 .

mk+1
[

¨̄xk+1−Ak+1ω2
k+1sin(ωk+1t +φk+1)

]
=

rk (xk− x̄k+1)
3/2
[

1− Ak+1ωk+1sin(ωk+1t +φk+1)

xk+1− x̄k+2

]3/2

−

rk+1 (x̄k−1− xk)
3/2
[

1+
Ak+1ωk+1sin(ωk+1t +φk+1)

x̄k+1− xk+2

]3/2

.

Assim como feito anteriormente, assumimos que a amplitude Ak+1 é muito menor do que

xk− x̄+1 e x̄k+1− xk+2, chegamos a

mk+1 ¨̄xk+1 ≈ rk (xk− x̄k+1)
3/2− rk+1 (x̄k+1− xk+2)

3/2 , (2.43)

e

mk+1ω
2
k+1 ≈

3
2

[
rk (xk− x̄k+1)

1/2− rk+1 (x̄k+1− xk+2)
1/2
]
. (2.44)

E, novamente como feito antes, o menor grão oscila com máxima frequência quando sua

aceleração é nula, ou seja, ¨̄xk+1 = 0. Logo, a partir da eq. (2.43)

rk (xk− x̄k+1)
3/2 = rk+1 (x̄k+1− xk+2)

3/2 = F̄2, (2.45)
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onde F̄2 representa a força que o grão k + 1 recebe dos seus grãos vizinhos. A partir da eq.

(2.45) podemos escrever

xk− x̄k+1 =

(
F̄2

rk

)2/3

, (2.46)

e

x̄k+1− xk+2 =

(
F̄2

rk+1

)2/3

. (2.47)

Usando as equações (2.46) e (2.47) na eq. (2.44) encontramos

ωk+1 ≈
√

3
2m

[
rk

(
F̄2

rk

)1/3

+ rk+1

(
F̄2

rk+1

)1/3
]1/2

(2.48)

Usando a eq. (2.48) em f = ω/2π , encontramos para a máxima frequência do grãos k+1

fk+1 ≈
1

2π

√
3

2m
F̄1/6

2

[
r2/3

k + r2/3
k+1

]1/2
. (2.49)

Notamos que as equações (2.40) e (2.49) se reduzem a eq. (2.23) se a cadeia é monodis-

persa. A partir da eq. (2.45), também podemos escrever

rk (xk− x̄k+1)
3/2 = rk+1 (x̄k+1− xk+2)

3/2 , (2.50)

a partir dai chegamos a

x̄k+1 =

xk + xk+2

(
rk+1

rk

)2/3

1+
(

rk+1

rk

)2/3 . (2.51)

Podemos escrever as equações (2.42) e (2.51) de uma maneira mais compacta através da

equação

x̄i =
xi−1 +αixi+1

1+αi
, (2.52)

onde i = k−1,k+1 e

αi =

(
ri

ri−1

)2/3

. (2.53)

A partir, das equações (2.31)-(2.33) temos que

mk−2ẍk−2 +mẍk−1 +mkẍk +mẍk+1 +mk+2ẍk+2 = 0. (2.54)

Usando a eq. (2.15) para os grãos k−1 e k+1, e desprezando a parte oscilatória, encontra-
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mos

mk−2ẍk−2 +m ¨̄xk−1 +mkẍk +m ¨̄xk+1 +mk+2ẍk+2 = 0. (2.55)

Agora, usando as equações (2.42) e (2.51), encontraremos

mk−2 +
m

1+
(

rk−1

rk−2

)2/3

 ẍk−2 +

 m

1+
(

rk−2

rk−1

)2/3 +mk +
m

1+
(

rk+1

rk

)2/3

 ẍk+

mk+2 +
m

1+
(

rk

rk+1

)2/3)

 ẍk+2 = 0.

(2.56)

A equação acima, descreve uma sistema de três partı́culas, denominadas como a da “es-

querda” (e), do “meio” (m) e da “direita” (d), com massas efetivas

µe = mk−2 +
m

1+
(

rk−1

rk−2

)2/3 , (2.57)

µm = mk +
m

1+
(

rk−2

rk−1

)2/3 +
m

1+
(

rk+1

rk

)2/3 , (2.58)

e

µd = mk+2 +
m

1+
(

rk

rk+1

)2/3 . (2.59)

Voltando para a eq. (2.31), com massa efetiva dada pela eq. (2.57), usando a eq. (2.15) para

o grãos k−1, encontramos

µe =−rk−2 [xk−2− x̄k−1−Ak−1sin(ωk−1t +φk−1)]
3/2.

µe =−rk−2 (xk−2− x̄k−1)
3/2
[

1− Ak−1sin(ωk−1t +φk−1)

xk−2− x̄k−1

]3/2

.

Considerando que a amplitude Ak−1 é muito menor do que xk−2− x̄k−1, e desprezando a



29

parte oscilatória chegamos a

µe ≈−rk−2 (xk−2− x̄k−1)
3/2 . (2.60)

Agora, substituindo a eq. (2.42) na eq. acima, econtramos

µexk−2 ≈−rk−2

xk−2−
xk−2 + xk

(
rk−1

rk−2

)2/3

1+
(

rk−1

rk−2

)2/3


3/2

,

que após algumas manipulações chegamos a

µeẍk−2 ≈−
1[(

1
rk−2

)2/3

+

(
1

rk−1

)2/3
]3/2 (xk−2− xk)

3/2 (2.61)

Agora voltando para a eq. (2.32), para i = k, usando a eq. (2.15), para o grão k−1 e k+1,

encontraremos

µmxk = rk−1 (x̄k−1 +Ak−1sin(ωk−1t +φk−1)− xk)
3/2−rk (xk− x̄k+1−Ak+1sin(ωk+1t +φk+1))

3/2 .

µmẍk = rk−1 (x̄k−1− xk)
3/2
[

1+
Ak−1sin(ωk−1t +φk−1)

x̄k−1− xk

]3/2

−

rk (xk− x̄k+1)
3/2
[

1− Ak+1sin(ωk+1t +φk+1)

xk− x̄k+1

]3/2

.

Considerando que as amplitudes Ak−1 e Ak+1 são muito menores do que x̄k−1− xk e xk−
x̄k+1, respectivamente, e desprezando os termos oscilatórios, obtemos

µmẍk+2 ≈ rk−1 (x̄k−1− xk)
3/2− rk (x̄k+1− xk+2)

3/2 . (2.62)

Usando as equações (2.42) e (2.51) na expressão acima, iremos encontrar

µmẍk ≈ rk−1


xk−2 + xk

(
rk−1

rk−2

)2/3

1+
(

rk−1

rk−2

)2/3 − xk


3/2

−rk

xk−
xk + xk+2

(
rk+1

rk

)2/3

1+
(

rk+1

rk

)2/3


3/2

,



30

que após algumas manipulações iremos chegar a

µmẍk ≈
1[(

1
rk−2

)2/3

+

(
1

rk−1

)2/3
]3/2 (xk−2− xk)

3/2−

1[(
1
rk

)2/3

+

(
1

rk+1

)2/3
]3/2 (xk− xk+2)

3/2 . (2.63)

E por fim, usando a eq. (2.15) para o grãos k+1 na eq. (2.33), chegamos a

µd ẍk+1 = (x̄k+1 +Ak+1sin(ωk+1t +φk+1)− xk−2)
3/2 .

µd ẍk+1 = ( ¯xk+1− xk+2)
3/2
[

1+
Ak+1sin(ωk+1t +φk+1)

¯xk+1− xk+2

]3/2

.

Assumindo que a amplitude Ak+1 é muito menor do que x̄k+1− xk+2 e desprezando os

termos oscilatórios, encontramos

µd ẍk+2 ≈ rk+1 (x̄k+1− xk+2)
3/2 . (2.64)

E, usando agora a eq. (2.51) na eq. acima, temos

µd ẍk+2 ≈ rk+1


xk + xk+2

(
rk+1

rk

)2/3

1+
(

rk+1

rk

)2/3 − xk+2


3/2

,

que após fazermos algumas manipulações chegaremos a

µd ẍk−2 ≈
1[(

1
rk

)2/3

+

(
1

rk+1

)2/3
]3/2 (xk− xk+2)

3/2 . (2.65)

A interação efetiva entre os grãos pode ser determinada através das equações (2.61), (2.63)

e (2.65), agora denominados por k e k+1. Assim

Ve f =
2
5

ζ (xk− xk+1)
5/2 . (2.66)

onde

ζ =
1[(

1
rk

)2/3

+

(
1

rk+1

)2/3
]3/2 . (2.67)
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e onde rk é agora dado por

rk =

√
2Rkr

Rk + r
, (2.68)

na qual r representa o raio dos menores grãos.

A longa cadeia decorada pode agora ser reprensentada por uma cadeia efetiva de grãos

grandes. Note que a massa efetiva µm é modificada por dois grãos menores, um de cada lado,

enquanto que as massas efetivas da borda da cadeia somente por um grão pequeno.

Na figura (2.3) mostramos o perfil de velocidades de uma cadeia decorada simples, ou seja,

com apenas um grão pequeno entre os grandes. Os grãos pequenos têm raio r = 0.3. Na fi-

gura as linhas sólidas representam as velocidades dos grãos maiores obtidas através da solução

numérica da cadeia decorada original. As linhas pontilhadas representam as velocidades dos

grãos da cadeia efetiva não decorada. Através da descrição efetiva consegue-se capturar, com

uma boa concordância, a velocidade dos grãos grandes na cadeia original. Nesta figura mostra-

mos o perfil de velocidade em apenas um trecho da cadeia, porém, a concondância é encontrada

em toda a cadeia.

Figura 2.3: Soluções exatas (linhas sólidas) para o perfil de velocidades dos grãos maiores em
uma cadeia decorada simples para r = 0.3. A linha tracejada mostra o resultado a partir das
equações da dinâmica efetiva

Outro fato importante é que, como foi visto em [35], a descrição efetiva só dá bons resulta-

dos enquanto o raio dos menores grãos na cadeia decorada não for maior que aproximadamente

0.4. Eles chegaram a esta conclusão calculando a diferença percentual média na amplitude do

pulso, em função do raio, a partir da dinâmica efetiva e da cadeia decorada original (que não foi
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calculado nesta dissertação). A diferença percentual média foi calculada pegando a diferença

percentual na amplitude do pulso para cada grão na cadeia, somando sobre todos os grãos e divi-

dindo pelo número total de grãos na cadeia. Esta diferença permanecia abaixo de 1% enquanto

o raio do menor grão em fosse r = 0.4, acima disso ela aumenta acentuadamente.

Queremos salientar que todos os gráficos até aqui mostrados foram retirados da referência

principal desta dissertação, [35], aqui eles foram somente reproduzidos. A seguir iremos des-

crever a teoria analitı́ca que iremos usar nesta dissertação.

2.3 A Teoria Binária

A Teoria Binária supõe que a propagação do pulso em uma cadeia granular ocorre através de

colisões sucessivas de dois em dois grãos, e assim são transferidos o momento linear e a energia

ao longo da cadeia. Ou seja, primeiro a partı́cula k = 1, que possui velocidade unitária, colide

com a partı́cula k = 2, inicialmente em repouso, que adquire uma velocidade v2. Em seguida a

partı́cula k = 2 colide com a partı́cula k = 3 e assim sucessivamente. Destacamos que após a

partı́cula k− 1 colidir com a partı́cula k, a velocidade final do grão k será a velocidade inicial

com que esta partı́cula irá colidir com k + 1. Também destacamos que, como mencionamos

anteriormente, a Teoria Binária se caracteriza pelo fato de o potencial de interação ser macio

(potencial de Hertz), fazendo com que o pulso leve um certo tempo para se propagar. Com isso

uma grandeza de interesse é o tempo de residência do pulso em um grão, de onde podemos

obter o tempo de propagação do pulso ao longo da cadeia.

Com essas velocidades em mãos, vários parâmetros da dinâmica da cadeia podem ser ob-

tidos, por exemplo: tempo de propagação do pulso, a variação da amplitude do pulso de velo-

cidade ao longo da cadeia etc. Destacamos também que conforme descrito anteriormente, os

grãos inicialmente apenas se tocam. Se a cadeia estivesse disposta de modo que inicialmente

houvesse espaços entre os grãos a propagação do pulso seria exatamente como na aproximação

binária, assim, representando perfeitamente o modelo.

Usando as leis de conservação da energia e do momento linear, temos que após o grão k

colidir com o grão k+1 o último emergirá com velocidade

vk+1 =
2vk

1+
mk+1

mk

. (2.69)

Levando em conta as sucessivas colisões anteriores a equação (2.69) pode ser calculada
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recursivamente para obtermos

vk =
k−1

∏
k′=1

2

1+
mk′+1

mk′

. (2.70)

Conforme mencionado a pouco, um parâmetro de interesse é o tempo que o pulso leva

para chegar ao grão k, ou simplesmente, o tempo de propagação do pulso. Para essa análise,

introduzimos a variável

zk = xk− xk+1, (2.71)

que representa a compressão radial entre dois grãos consecutivos. Desta maneira, utilizamos

a equação (2.9) para escrever a equação de movimento segundo esta nova variável e a teoria

binária como

ẍk =−
rk−1

mk
(xk− xk+1)

3/2 , (2.72)

ẍk+1 =
rk

mk+1
(xk− xk+1)

3/2 , (2.73)

e encontramos

µkz̈k =−rkz3/2
k . (2.74)

Aqui, µk =
mkmk+1

mk +mk+1
é a massa reduzida. A equação (2.74) é a equação de movimento de

uma partı́cula de massa µk sob a ação do potencial
(

2rk

5

)
z5/2

k , onde zk ≥ 0. Assim, a condição

inicial żk(0) é simplesmente vk desde que o grão k+1 esteja em repouso antes da colisão. Logo,

podemos reescrever a equação (2.70) como

żk(0) =
k−1

∏
k′=1

2

1+
µk′+1

µk′

. (2.75)

Esta expressão é a velocidade inicial da partı́cula com massa µk, ou seja, a velocidade final

da partı́cula original k+1 após a partı́cula k colidir com ela. É importante frisar que calculamos

intervalos de tempo, assim, o tempo é reiniciado a cada colisão. A conservação de energia nos

dá, desde que a compressão inicial seja nula, que

1
2

ż2
k(t)+

(
2rk

5µk

)
z5/2

k =
1
2

ż2
k(0), (2.76)

da qual obtemos

żk(t) =
[

ż2
k(0)−

(
4rk

5µk
z5/2

k

)]1/2

. (2.77)

Dizemos que o pulso chega no grão k quando sua velocidade ultrapassa a do grão k−1, e
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chega no grão k+1 quando sua velocidade ultrapassa a do grão k . Desta maneira, o tempo de

residência do pulso em um determinado grão da cadeia, Tk, é o tempo que este grão leva para

transferir o pulso para o grão seguinte, e é dado por

Tk =
∫ zmax

k

0

dzk

żk
=
∫ zmax

k

0

dzk[
ż2

k(0)−
(

4rk

5µk

)
z5/2

k

]1/2 . (2.78)

onde zmax
k é a compressão quando as velocidades das partı́culas k e k + 1 são iguais, isto é,

quando a velocidade relativa é nula. Desse modo, zmax
k também é a compressão máxima e da

eq. (2.77) obtemos

zmax
k =

(
5µ

4rk
ż2

k(0)
)2/5

. (2.79)

A integral pode ser resolvida exatamente para se obter

Tk =
√

π

(
5µk

4rk

)2/5

[żk(0)]−1/5 Γ(7/5)
Γ(9/10)

. (2.80)

Por fim, o tempo total para que o pulso chegue ao k-ésimo grão é

t =
k

∑
k′=1

Tk′. (2.81)

Para cadeias monodispersas, temos que µ =
1
2

, rk = 1 e żk(0) = 1, e a eq. (2.80) torna-se

Tk =
√

π

(
5
8

)2/5
Γ(7/5)

Γ(9/10)
. (2.82)

Este resultado foi previamente obtido em [33].

Quando analisamos uma cadeia decorada longa e a substituimos por uma cadeia efetiva,

notamos que há uma diferença nas massas renormalizadas entre os grãos do meio e os grãos

da borda da cadeia efetiva. Também a constante rk era modificada, e então passou a ser dada

pela eq. (2.67). Isso levará a algumas mudanças nas equações onde apresentamos a Teoria

Binária. E assim, iremos substituir rk por ζ , e também a massa reduzida será entre as massas

renormalizadas da cadeia efetiva, que chamaremos de η . Logo, a eq. (2.81) fica

Tk =
√

π

(
5ηk

4ζk

)2/5

[żk(0)]−1/5 Γ(7/5)
Γ(9/10)

. (2.83)

Para a cadeia efetiva Tk é independente de k, exceto para os grãos da borda da cadeia, que
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possuem massas renormalizadas diferentes. Com a análise feita na seção (2.2.1) temos que

µk = µk+1 = µ , logo η = µ/2, ζ = ℜ/23/2, e żk(0)2 = 1. E assim a eq. (2.83) torna-se

Tk =
√

π

(
5µ

23/2ℜ

)2/5
Γ(7/5)

Γ(9/10)
. (2.84)

O tempo t definido na eq.(2.81) varia linearmente com k, exceto para os grãos da borda da

cadeia que possuem massa renormalizada diferente em relação aos grãos do meio da cadeia. A

inclinação da linha é determinada por Tk. Na figura, (2.4) mostramos a comparação teórica do

tempo dado para o pulso chegar no k-ésimo grão.

Na figura (2.4), k diz respeito somente aos grãos grandes. Os diferentes sı́mbolos repre-

sentam diferentes valores do raio do menor grão. Na mesma figura mostramos os resultados

analı́ticos, fazendo uso das equações (2.81) e (2.84). A concordância entre os dois resulta-

dos é muito boa, mostrando que a Teoria Binária efetiva pode nos dá resultados qualitativos

confiáveis.

Figura 2.4: Tempo t dado para o pulso chegar no k-ésimo grão em uma cadeia decorada simples
para r = 0.1 (circulos vazios), r = 0.2 (circulos cheios), r = 0.3 (quadrados cheios) e r = 0.4
(cruz). Os resultados teóricos são mostrados com linhas tracejadas (r = 0.1), linhas tracejadas-
pontilhadas (r = 0.2), linhas pontilhadas (r = 0.3) e linhas continuas (r = 0.4).

Também fazendo uso da Teoria Binária os autores determinaram a força média que aparece

na eq. (2.18). Quando os grão k e k + 1 colidem, a máxima força entre eles corresponde a
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máxima compressão zmax
k . Assim, a máxima força é

F̄ = ζk (zmax
k )3/2 = [ζk]

2/5
(

5ηkż2
k(0)

4

)3/5

, (2.85)

com zmax
k dado agora por

zmax
k =

(
5ηk

4ζk
ż2

k(0)
)2/5

. (2.86)

E obtem-se

F̄ =
5µ

8

(
23/2ℜ

5µ

)2/5

, (2.87)

onde ℜ e µ são dados pelas equações (2.14) e (2.27), respectivamente. Substituindo na eq.

(2.23) obtem-se

f ≈ 1
2π

√
3µ

m

(
ℜ

µ

)2/5( 5
16

)1/10

. (2.88)

A figura (2.5) mostra a comparação entre as frequências numérica e teórica, eq. (2.88) ob-

tidas em [35]. Na figura os pontos representam os resultados numéricos, enquanto que a linha

continua representa o resultado teórico. Nesta figura percebemos a diminuição da frequência do

menor grão com o aumento de seu raio, pois a medida que aumentamos o tamanho do grão pe-

queno a cadeia vai deixando de ser decorada e se tornando mais próxima do caso monodisperso,

fazendo com que o grão do meio oscile cada vez menos.

Lembramos que novamente, as figuras (2.4) e (2.5) foram reproduzidas a partir de [35].

Figura 2.5: Os pontos representam os resultados numéricos da frequência angular média do
grão pequeno. A linha sólida representa o resultado teórico obtido através da Teoria Binária.
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3 Resultados

Neste capı́tulo apresentaremos os resultados obtidos no intuito de generalizar a análise feita

pela referência principal desta dissertação. O que queremos é descrever uma cadeia decorada

com um número qualquer de grãos pequenos entre os maiores, com isso, encontrando equações

para a massa efetiva e potencial efetivo em função da quantidade de grãos pequenos entre os

maiores. Faremos isso da seguinte maneira: primeiramente analisaremos uma cadeia curta com

quatro grãos, sendo dois pequenos entre os maiores. Em em seguida, analisaremos uma cadeia

curta com N grãos pequenos entre os maiores.

Posteriormente, iremos analisar uma cadeia decorada longa, também com N grãos menores

entre os maiores. Vale salientar que para essas análises serão utilizados argumentos semelhantes

aos que foram feitos na referência principal.

E por fim iremos utilizar a Teoria Binária, adequando-a a nossa análise.

3.1 Cadeia com 4 grãos

Aqui, seguiremos os passos da seção (2.2.1) do capı́tulo anterior, só que agora para uma

cadeia com 4 grãos denominados por k−1, k, k+1 e k+2, onde os grãos pequenos são o k e

k+1. As massas dos grãos maiores e os raios de curvaturas são unitários. Para as massas dos

menores mk = mk+1 = m, e para os raios Rk = Rk+1 = r. Omitindo a função de Heaviside, a

dinâmica da cadeia é governada pelas seguintes equações

ẍk−1 =−ℜ(xk−1− xk)
3/2, (3.1)

mẍk = ℜ(xk−1− xk)
3/2−ξ (xk− xk+1)

3/2, (3.2)

mẍk+1 = ξ (xk− xk+1)
3/2−ℜ(xk+1− xk+2)

3/2, (3.3)

ẍk+2 = ℜ(xk+1− xk+2)
3/2, (3.4)
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onde, de acordo com a eq. (2.10), temos

ℜ =

(
2r

1+ r

)1/2

e ξ = r1/2. (3.5)

No caso de apenas um grão pequeno entre os maiores o movimento do menor grão era dado

pela equação (2.15). No entanto, quando se aumenta a quantidade de grãos pequenos entre

os maiores observamos que o movimento de cada grão pequeno não é dado exatamente pela

equação (2.15). Cada grão pequeno continua a ter um movimento médio e uma parte oscilatória,

porém, a sua parte oscilatória não é dada por uma função tipo seno [ver figura (3.1)]. Diante

disso, escrevemos

xi = x̄i(t)+Aigi(t), (3.6)

onde x̄i representa o movimento médio que os grãos pequenos executam, em torno de suas

posições de “equilı́brio”, oscilações de pequenas amplitudes Ai. No entanto, estas oscilações

não são bem comportadas e escrevemos como uma função gi(t) desconhecida. Substituindo

(3.6) em (3.2) para i = k e k+1

m( ¨̄xk +Akg̈k) = ℜ(xk−1− x̄k− Akgk)
3/2−ξ (x̄k +Akgk− x̄k+1−Ak+1gk+1)

3/2 .

m( ¨̄xk +Akg̈k) = ℜ(xk−1− x̄k)
3/2
[

1− Akgk

xk−1− x̄k

]3/2

−ξ (x̄k− x̄k+1)
3/2
[

1+
Akgk−Ak+1gk+1

x̄k− x̄k+1

]3/2

.

E assumindo que as amplitudes Ak e Ak+1 são muito menores que xk−1− x̄k e x̄k− x̄k+1

m( ¨̄xk +Akg̈k)≈ℜ(xk−1− x̄k)
3/2
[

1− 3
2

Akgk

xk−1− x̄k

]
−ξ (x̄k− x̄k+1)

3/2
[

1+
3
2

Akgk−Ak+1gk+1

x̄k− x̄k+1

]
.

Logo

m ¨̄xk ≈ℜ(xk−1− x̄k)
3/2−ξ (x̄k− x̄k+1)

3/2, (3.7)

e

mAkg̈k ≈
3
2

[
−ℜAkgk(xk−1− x̄k)

1/2−ξ (x̄k− x̄k+1)
1/2 (Akgk−Ak+1gk+1)

]
. (3.8)

Fazendo a mesma consideração feita para o caso de apenas um grão central, tem-se que

quando ¨̄xk = 0, ou seja, quando este grão oscila com máxima frequência

ℜ(xk−1− x̄k)
3/2 = ξ (x̄k− x̄k+1)

3/2 . (3.9)
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conforme a eq. (3.7).

Pode-se determinar x̄k a partir de (3.9)(
ℜ

ξ

)2/3

xk−1−
(

ℜ

ξ

)2/3

x̄k = x̄k− x̄k+1.

Definindo

γ =

(
ℜ

ξ

)2/3

, (3.10)

temos

x̄k =

(
γ

1+ γ

)
xk−1 +

(
1

1+ γ

)
x̄k+1. (3.11)

Agora substituindo (3.6) em (3.3) para i = k e k+1

m( ¨̄xk+1 +Ak+1g̈k+1) = ξ (x̄k +Akgk− x̄k+1−Ak+1gk+1)
3/2 −ℜ(x̄k+1 +Ak+1gk+1− xk+2)

3/2 .

m( ¨̄xk+1 +Ak+1g̈k+1) = ξ (x̄k− x̄k+1)
3/2
[

1+
Akgk−Ak+1gk+1

x̄k− x̄k+1

]3/2

−ℜ(x̄k− xk+2)
3/2
[

1+
Ak+1gk+1

x̄k+1− xk+2

]3/2

.

E considerando que as amplitudes Ak e Ak+1 são muito menores que x̄k− x̄k+1 e x̄k+1−xk+2

m( ¨̄xk+1 +Ak+1g̈k+1)≈ ξ (x̄k− x̄k+1)
3/2
[

1+
3
2
(Akgk−Ak+1gk+1)

x̄k− x̄k+1

]
−ℜ(x̄k− xk+2)

3/2
[

1+
3
2

Ak+1gk+1

x̄k+1− xk+2

]
.

Daı́

m ¨̄xk+1 ≈ ξ (x̄k− x̄k+1)
3/2−ℜ(x̄k+1− xk+2)

3/2, (3.12)

e

mAk+1g̈k+1 ≈
3
2

[
ξ (x̄k− x̄k+1)

1/2 (Akgk−Ak+1gk+1)−ℜAk+1gk+1(x̄k+1− xk+2)
1/2
]
. (3.13)

E como antes quando ¨̄xk+1 = 0

ξ (x̄k− x̄k+1)
3/2 = ℜ(x̄k+1− xk+2)

3/2 . (3.14)

conforme a eq. (3.12).

Determinamos x̄k+1 a partir de (3.14)

x̄k+1 =

(
1

γ +1

)
x̄k +

(
γ

γ +1

)
xk+2, (3.15)



40

onde γ é dado pela eq. (3.10).

Agora podemos escrever x̄k e x̄k+1 em termos dos grãos maiores xk−1 e xk+2. Usando (3.15)

em (3.11),

x̄k =
γxk−1

1+ γ
+

1
1+ γ

(
x̄k

γ +1
+

γxk+2

γ +1

)
.

x̄k

(
1− 1

(1+ γ)2

)
=

γxk−1

1+ γ
+

γxk+2

(1+ γ)2 .

x̄k

[
γ(γ +2)
(1+ γ)2

]
=

γxk−1

1+ γ
+

γxk+2

(1+ γ)2 .

Logo

x̄k =

(
1+ γ

2+ γ

)
xk−1 +

(
1

2+ γ

)
xk+2. (3.16)

E usando (3.16) em (3.15) encontraremos

x̄k+1 =

(
1

2+ γ

)
xk−1 +

(
1+ γ

2+ γ

)
xk+2. (3.17)

Note que a partir das equações (3.1)-(3.4)

ẍk−1 + ẍk+2 +m(ẍk + ẍk+1) = 0. (3.18)

Usando (3.6) para i = k e k+1 e desprezando a parte oscilatória

ẍk−1 + ẍk+2 +m( ¨̄xk + ¨̄xk+1) = 0. (3.19)

Agora somando (3.16) e (3.17) encontramos

x̄k + x̄k+1 = xk−1 + xk+2. (3.20)

Usando (3.20) em (3.19) chega-se a

(m+1)(ẍk−1 + ẍk+2) = 0. (3.21)

que descreve um sistema de duas particulas cada uma com massa efetiva

µ = m+1. (3.22)

Agora, retornamos a equação (3.1) usando (3.6) e (3.22)
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µ ẍk−1 =−ℜ(xk−1− x̄k−Akgk)
3/2 .

µ ẍk−1 =−ℜ(xk−1− x̄k)
3/2
(

1− Akgk

xk−1− x̄k

)3/2

.

Considerando Ak muito menor que xk−1− x̄k encontramos

µ ẍk−1 ≈−ℜ(xk−1− x̄k)
3/2 +

3
2

ℜAkgk (xk−1− x̄k)
1/2 , (3.23)

e usando (3.16)

µ ẍk−1 ≈−
ℜ

(2+ γ)3/2 (xk−1− xk+2)
3/2 +

3
2(2+ γ)1/2 ℜAkgk (xk−1− xk+2)

1/2 , (3.24)

desprezando o termo oscilatório

µ ẍk−1 ≈−
ℜ

(2+ γ)3/2 (xk−1− xk+2)
3/2 . (3.25)

Para xk+2, voltamos para a equação (3.4) usando (3.22) e (3.6) para i = k+1

µ ẍk+2 = ℜ(x̄k+1 +Ak+1gk+1− xk+2)
3/2 .

µ ẍk+2 = ℜ(x̄k+1− xk+2)
3/2
(

1− Ak+1gk+1

x̄k+1− xk+2

)3/2

,

considerando Ak+1 muito menor que x̄k+1− xk+2

µ ẍk+2 = ℜ(x̄k+1− xk+2)
3/2− 3

2
ℜAk+1gk+1 (x̄k+1− xk+2)

1/2 .

Usando (3.17) e desprezando a parte oscilatória encontramos

µ ẍk+2 ≈
ℜ

(2+ γ)3/2 (xk−1− xk+2)
3/2 . (3.26)

As equações (3.25) e (3.26) definem o potencial de interação na cadeia efetiva. Logo

Ve f =
2ℜ

5(2+ γ)3/2 (xk−1− xk−2)
5/2 . (3.27)

As equações (3.8) e (3.13) nos dizem algo a respeito da frequência de oscilação de cada

grão pequeno, no entanto, como esta oscilação não é bem comportada não podemos determinar

sua frequência.
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A seguir, na figura (3.1), mostramos o perfil do deslocamento dos 4 grãos na cadeia. Plota-

mos também, o deslocamento dos médio dos grãos menores, equações (3.16) e (3.17), respec-

tivamente. Essas equações capturam bem o deslocamento médio dos grãos pequenos durante a

colisão. Desta figura, também destacamos o fato de que as amplitudes das oscilações dos grãos

menores serem pequenas, o que nos leva a desprezar os termos oscilatórios nas equações de

movimento.

Na figura (3.2), nós comparamos as velocidades dos grãos maiores obtidas através das

soluções exatas da cadeia original com as velocidades dos grãos da cadeia efetiva não decorada.

Nesta figura também mostramos o perfil de velocidades dos grãos pequenos, com r = 0.3, que

ficam oscilando entre os grãos maiores. Novamente, notamos uma boa concordância entre as

velocidades dos grãos maiores.

Figura 3.1: Perfil do deslocamento dos 4 grãos (curvas contı́nuas) obtidas a partir da solução
exata das equações de movimento. O menor grão possui r = 0.3. As linhas tracejadas represen-
tam o movimento médio do grão k e k+1, equações (3.16) e (3.17), respectivamente.

Outro fato importante é que quando tinhamos uma cadeia com três grãos vimos que o grão

menor oscilava em torno de sua “posição de equilı́brio”, e essa oscilação era dada por uma

função tipo seno. No entanto, quando passamos para uma cadeia com quatro grãos, sendo dois

pequenos entre os maiores, este tipo de oscilação não é encontrada no movimento de cada grão

pequeno individualmente, e sim no movimento do centro de massa do sistema formado apenas

pelos dois grãos pequenos. Com isso, escrevemos para o movimento do centro de massa

XCM = X̄CM +ACMsin(ωCMt +φCM), (3.28)
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Figura 3.2: Perfil de velocidades de uma cadeia composta de quatro grãos com dois grãos
pequenos entre os maiores. Linhas contı́nuas representam os resultados numéricos da dinâmica
exata. Os dois grãos menores, com r = 0.3, oscilam entre os maiores. As linhas tracejadas
representam resultados obtidos a partir da dinâmica efetiva

onde

XCM =
xk + xk+1

2
, (3.29)

que também pode ser escrita como

X̄CM =
x̄k + x̄k+1

2
(3.30)

desprezando os termos oscilatórios de k e k+1.

A partir de agora, iremos determimar a equação de movimento do centro de massa do

sistema formado apenas pelos grão menores. Somando as equações (3.2) e (3.3) e dividindo por

dois encontramos

m
(

ẍk + ẍk+1

2

)
=

ℜ

2
(xk−1− xk)

3/2− ℜ

2

(
xk+1− xk+2)

3/2,

que é

mẌCM =
ℜ

2
(xk−1− xk)

3/2−ℜ

2
(xk+1− xk+2)

3/2 . (3.31)

Usando (3.29), a equação acima pode ser escrita como

mẌCM =
ℜ

2
(xk−1 + xk+1−2XCM)3/2−ℜ

2
(2XCM− (xk− xk+2))

3/2 . (3.32)
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Vamos escrever

ψ = xk−1 + xk+1, (3.33)

e

Φ = xk + xk+2, (3.34)

com isso a equação (3.32) fica

mẌCM =
ℜ

2
(ψ−2XCM)3/2−ℜ

2
(2XCM−Φ)3/2 . (3.35)

Usando a equação (3.28) em (3.35)

m
[

¨̄XCM−2Aω2
CMsin(ωCMt +φCM)

]
=

ℜ

2
[ψ−2X̄CM−2Asin(ωCMt +φCM]

3/2−
ℜ

2
[2X̄CM +2Asin(ωCMt +φCM)−Φ]

3/2
.

De modo semelhante ao feito anteriormente, vamos admitir que a amplitude ACM é muito

menor que ψ− X̄CM e X̄CM−Φ, e encontraremos

m ¨̄XCM ≈
ℜ

2
(ψ−2X̄CM)

3/2−ℜ

2
(2X̄CM−Φ)

3/2
, (3.36)

e

mω
2
CM ≈

3
2

[
ℜ

2
(ψ−2X̄CM)

1/2
+

ℜ

2
(2X̄CM−Φ)

1/2
]
. (3.37)

Quando ¨̄XCM = 0 na equação (3.36) temos que

ℜ

2
(ψ−2X̄CM)

3/2
=

ℜ

2
(2X̄CM−Φ)

3/2
= F̄ . (3.38)

Que nos dá

ψ−2X̄CM =

(
2F̄
ℜ

)2/3

, (3.39)

e

2X̄CM−Φ =

(
2F̄
ℜ

)2/3

. (3.40)

Usando (3.39) e (3.40) em (3.37) podemos determinar a frequência de oscilação do centro

de massa

mω
2 ≈ 3

2

[
ℜ

2

(
2F̄
ℜ

)1/3

+
ℜ

2

(
2F̄
ℜ

)1/3
]
, (3.41)

lembrando que f = ω/2π encontramos

fCM ≈
1

2π

√
3

2m
ℜ

1/3 (2F̄)
1/6

. (3.42)
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A força média no centro de massa da cadeia formada apenas pelos grãos pequenos pode ser

calculada usando a Teoria Binária. Ela será a máxima compressão sofrida pelo centro de massa

zmáx
k . Logo, a máxima força será dada pela eq. (2.85), onde η =

µ

2
, ζ =

ℜ

(γ +2)3/2 , e ż2
k(0) = 1.

Usando isto na eq. (2.85) encontramos

F̄ =
ℜ2/5

(γ +2)3/5

(
5µ

8

)3/5

. (3.43)

E usando a eq. (3.43) na eq. (3.42) encontramos

fCM ≈
1

2π

√
3

2m
ℜ

4/15

[
2

(γ +2)2/5

(
5µ

8

)2/5
]1/4

, (3.44)

onde γ e µ são dados pela eq. (3.10) e (3.22), respectivamente.

E para determinar a parte média do centro de massa em termos dos grãos maiores usamos

a equação (3.20) na (3.30), logo

X̄CM =
1
2
(xk−1 + xk+2) . (3.45)

Na figura (3.3) mostramos os deslocamentos dos grãos da cadeia, além do deslocamento

do centro de massa da cadeia formada apenas pelos grãos pequenos. Nela notamos que este

movimento é dado por uma parte média e por uma parte oscilatória. A linha tracejada representa

o movimento da parte média do centro de massa, dado pela eq. (3.29).

E na figura (3.4) comparamos o resultado numérico da frequência de oscilação do centro

de massa com o resultado teórico dado pela eq. (3.44). Os pontos representam os resultados da

simulação, enquanto que a linha continua representa o resultado teórico, obtido a partir do uso

da Teoria Binária.
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Figura 3.3: Perfil do deslocamento dos grãos maiores e do centro de massa da cadeia formada
apenas pelos dois grãos pequenos (linhas contı́nuas). A linha tracejada representa o movimento
médio do centro de massa eq. (3.45).

Figura 3.4: Frequência de oscilação do centro de massa da cadeia formada apenas pelos dois
grãos pequenos. Os circulos cheios representam os resultados numéricos e a linha continua
representa o resultado teórico dado pela eq. (3.44). O raio dos grãos pequenos é r = 0.3.

3.2 Cadeia decorada curta com N grãos entre os maiores

Nesta seção, iremos analisar uma cadeia decorada curta, agora com um número qualquer de

grãos pequenos entre os maiores. Ou seja, uma cadeia com N grãos pequenos entre dois grãos
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grandes.

Anteriormente, vimos que quando tinhamos uma cadeia decorada simples, ou seja, com

apenas um grão pequeno entre os maiores, à medida que o pulso se propagava os menores

grãos executavam oscilações em torno de uma posição de “equilı́brio”, entre os maiores grãos.

Logo, observamos que o movimento do menor grão poderia ser escrito como a soma de um

termo médio e um termo oscilatório. Este termo oscilatório era dado por uma função tipo seno,

conforme a eq. (2.15). Quando adicionávamos mais um grão pequeno entre os maiores, vimos

que os grãos pequenos ainda ficavam oscilando entre os maiores quando o pulso passava por

eles. Cada grão pequeno, individualmente, ainda tinha um movimento dado por uma parte

média e por uma parte oscilatória com pequena amplitude. Porém, esta parte oscilatória não

era mais dada por uma função tipo seno [ver figura (3.1)]. Um movimento similar ao do menor

grão, no caso de uma cadeia decorada simples, só foi visto quando observamos o movimento

do centro de massa do sistema formado apenas pelos dois grãos pequenos. Seguimos os passos

feitos na referência principal desta dissertação, e encontramos o movimento médio dos menores

grãos em função dos movimento dos maiores grãos, argumentando que cada grão pequeno

oscila com máxima frequência quando o seu movimento médio possui aceleração nula. Também

conseguimos determimar a frequência de oscilação do centro de massa do sistema formado

pelos menores grãos.

Como nosso objetivo é encontrar expressões para o potencial efetivo e massa reduzida em

função da quantidade de grãos pequenos entre os maiores, vamos deixar de lado o movimento

oscilatório destes grãos e nos concentrar somente em seu movimento médio. As equações que

regem a dinâmica de uma cadeia com N grãos pequenos entre dois grãos grandes, utilizando

somente a parte média do movimento dos grãos menores, são dadas por

ẍL =−ℜ(xL− x̄1)
3/2 , (3.46)

m ¨̄x1 = ℜ(xL− x̄1)
3/2−ξ (x̄1− x̄2)

3/2 , (3.47)

m ¨̄x2 = ξ (x̄1− x̄2)
3/2−ξ (x̄2− x̄3)

3/2 , (3.48)

...

m ¨̄xN−1 = ξ (x̄N−2− x̄N−1)
3/2−ξ (x̄N−1− x̄N)

3/2 , (3.49)

m ¨̄xN = ξ (x̄N−1− x̄N)
3/2−ℜ(x̄N− xR)

3/2 , (3.50)

ẍR = ℜ(x̄N− xR)
3/2 . (3.51)

Nesta seção, mudamos a notação utilizada anteriormente. O movimento dos grãos grandes
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nas extremidades da cadeia será descrito pelas coordenadas: xL e xR, representando o grãos das

extremidades esquerda e direita, respectivamente.

No caso de uma cadeia decorada simples, vimos que o movimento médio do menor grão

poderia ser escrito somente em função do movimento dos grãos maiores nas extremidades da

cadeia curta, eq. (2.24), ou seja

x̄ =
1
2
(xL + xR). (3.52)

Logo, para escrever expressões para o potencial efetivo e massa renormalizada em função

da quantidade de grãos pequenos entre os maiores iremos, primeiramente, escrever o movi-

mento médio de cada grão pequeno em termos somente dos grãos maiores xL e xR.

Considerando novamente que quando os grãos pequenos oscilam com máxima frequência

(e transmitem a maior parte da energia/momento) as suas acelerações são nulas, temos das

equações (3.47)-(3.50) que

x̄1 =

(
γ

1+ γ

)
xL +

(
1

1+ γ

)
x̄2,

x̄2 =
1
2
(x̄1 + x̄3),

x̄3 =
1
2
(x̄2 + x̄4),

x̄4 =
1
2
(x̄3 + x̄5),

...

x̄N−1 =
1
2
(x̄N−2 + x̄N),

x̄N =

(
1

1+ γ

)
x̄N−1 +

(
γ

1+ γ

)
xR, (3.53)

lembrando que γ é dado pela eq. (3.10).

Note que o movimento médio do grão 2 até o N − 1 é dado pela média do movimento

médio dos grãos vizinhos a estes. Isso vem do fato de que, quando as acelerações destes grãos

são nulas, a interação entre o grão anterior e o grão posterior são iguais, já que do segundo

até o penúltimo grão pequeno, cada grão é cercado por grãos idênticos. Isso faz com que o

movimento médio destes grãos seja a média do movimento de seus vizinhos (semelhante ao

caso da cadeia composta por apenas três grãos, seção 2.2.1).
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Já para o primeiro e último grãos pequenos isto é diferente, pois estes grãos não são cer-

cados por grãos idênticos. O primeiro grão pequeno é cercado por um grão grande à esquerda

e por um pequeno à direita. Para o último grão pequeno isto se inverte, um pequeno à sua

esquerda e um grande à direita. As equações (3.53) podem ser reescritas da seguinte maneira

x̄1−
(

1
1+ γ

)
x̄2 =

(
γ

1+ γ

)
xL, (3.54)

−1
2

x̄1 + x̄2−
1
2

x̄3 = 0, (3.55)

...

−1
2

x̄k + x̄k+1−
1
2

x̄k+2 = 0, (3.56)

...

−1
2

x̄N−2 + x̄N−1−
1
2

x̄N = 0, (3.57)

−
(

1
1+ γ

)
xN−1 + x̄N =

(
γ

1+ γ

)
xR, (3.58)

para evidenciar que temos um sistema de N equações lineares para as variáveis x̄1, x̄2, ..., x̄N .

Logo, este sistema representa uma cadeia composta de N + 2 grãos, onde N representa o

número de grãos pequenos entre os maiores na extremidade da cadeia. Resolvendo este sistema,

podemos escrever o movimento médio de cada grão pequeno em termos do movimento dos

grãos grandes. Variando N de 2 a 9, verificamos que o movimento dos menores grãos pode ser

escrito como

x̄p =
xL +(N− p)γxL +(p−1)γxR + xR

2+ γ(N−1)
= X(N, p), (3.59)

onde p = 1, ...,N e representa um determinado grão pequeno de uma cadeia com N grãos pe-

quenos.

Para a eq. (3.59) ser solução do sistema, ela deve satisfazer as equações (3.54), (3.56) e

(3.58), ou seja,

X(N,1)− 1
1+ γ

X(N,2) =
(

γ

1+ γ

)
xL, (3.60)

−1
2

X(N,k)+X(N,k+1)− 1
2

X(N,k+2) = 0, (3.61)

e

− 1
1+ γ

X(N,N−1)+X(N,N) =

(
γ

1+ γ

)
xR. (3.62)
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Note que ao satisfazer a eq. (3.56) para um k qualquer, todas as equações de (3.55) a (3.57)

são satisfeitas.

Usando a eq. (3.59) para p = 1 e 2 no lada esquerdo da eq. (3.60)

X(N,1)− 1
1+ γ

X(N,2) =
1

2+ γ(N−1)

[
xL +(N−1)γxL + xR−

xL +(N−2)γxL + γxR + xR

1+ γ

]
.

=
xL

2+ γ(N−1)

[
(1+ γ)+ γ(N−1)(1+ γ)−1−Nγ +2γ

1+ γ

]
=

γxL

2+ γ(N−1)

[
γ(N−1)+2

1+ γ

]
.

Logo

X(N,1)− 1
1+ γ

X(N,2) =
(

γ

1+ γ

)
xL, (3.63)

que é a equação (3.54).

Agora escrevendo a eq. (3.59) com p = k,k+1 e k+2, iremos encontrar

X(N,k) =
xL +(N− k)γxL +(k−1)γxR + xR

2+ γ(N−1)
, (3.64)

X(N,k+1) =
xL +(N− k−1)γxL + kγxR + xR

2+ γ(N−1)
, (3.65)

e

X(N,k+2) =
xL +(N− k−2)γxL +(k+1)γxR + xR

2+ γ(N−1)
. (3.66)

Substituindo as equações (3.64)-(3.66) no lado esquerdo da equação (3.61), temos

−1
2

X(N,k)+X(N,k+1)− 1
2

X(N,k+2) =
1

2+ γ(N−1)[
xL

(
−Nγ

2
+

kγ

2
+Nγ− kγ− γ− Nγ

2
+

kγ

2
+ γ

)
+xR

(
−γk

2
+

γ

2
+ kγ− kγ

2
− γ

2

)]
.

Logo

−1
2

X(N,k)+X(N,k+1)− 1
2

X(N,k+2) = 0, (3.67)

que equivale a equação (3.56). E usando a eq. (3.59) com p = N−1 e N no lado esquerdo da

eq. (3.62), temos

X(N,N)− 1
1+ γ

X(N,N−1) =
1

2+ γ(N−1)

[
xL +(N−1)γxR + xR−

xL + γxL +(N−2)γxR + xR

1+ γ

]
.

=
xR

2+ γ(N−1)

[
γ(N−1)(1+ γ)+1+ γ− γ(N−2)−1

1+ γ

]
=

γxL

2+ γ(N−1)

[
γ(N−1)+2

1+ γ

]
.
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E chegamos

X(N,N)− 1
1+ γ

X(N,N−1) =
(

γ

1+ γ

)
xR, (3.68)

que equivale a eq. (3.58).

Com isso vemos que a eq. (3.59) é solução do sistema, sendo válida para um N qualquer.

Podemos também, encontrar a soma em p dos movimentos médios dos menores grãos, ou

seja

SN =
N

∑
p=1

x̄p. (3.69)

onde SN representa a soma do movimento médio de todos os grãos pequenos.

Usando a eq. (3.59) na eq. (3.69) e aplicando o somatório termo a termo, temos que

SN =
1

2+ γ(N−1)

[
NxL +N2

γxL−
N
2
(N +1)γxL +

N
2
(N +1)γxR−NγxR + xR

]
=

1
2+ γ(N−1)

[
NxL +

N
2
(N−1)γxL +

N
2
(N−1)γxR +NxR

]

=

N(xL + xR)

[
1+

1
2
(N−1)γ

]
2
[

1+
1
2
(N−1)γ

] ,

logo

SN =
N
2
(xL + xR). (3.70)

Por outro lado, somando todas as equações de movimento da cadeia, encontramos

ẍL +m( ¨̄x1 + ¨̄x2 + ...+ ¨̄xN−1 + ¨̄xN)+ ẍR = 0, (3.71)

de onde vemos que a força resultante no sistema é zero. O termo entre parênteses é a derivada

temporal da equação (3.70), isto é, S̈N . Portanto, temos

ẍL +
Nm
2

(ẍL + ẍR)+ ẍR = 0.

Logo (
1+

Nm
2

)
(ẍL + ẍR) = 0. (3.72)

A partir da eq. (3.72) vemos que um sistema formado por uma cadeia decorada curta com

N grãos entre os maiores, pode ser tratado como um sistema de apenas duas partı́culas, cada

uma com massa efetiva dada por

µ = 1+
Nm
2

. (3.73)
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Esta equação representa uma generalização para a massa efetiva para uma cadeia com um

número qualquer de grãos pequenos entre os maiores, que na eq. (3.73) é dado por N.

Agora, voltamos para as equações de movimento dos grãos maiores na cadeia curta, afim

de determinar uma expressão para o potencial efetivo. Para o primeiro grão grande tinhamos

que

µ ẍL ≈−ℜ(xL− x̄1)
3/2. (3.74)

Podemos escrever ainda o movimento médio do primeiro grão pequeno somente em termos

dos grãos maiores usando a eq. (3.59), para p = 1, logo

x̄1 =
xL +(N−1)γxL + xR

2+(N−1)γ
. (3.75)

Usando a eq. (3.75) na eq. (3.74) encontramos

µ ẍL ≈−ℜ

[
xL−

xL +(N−1)γxL + xR

2+(N−1)γ

]3/2

,

que após algumas manipulações chegamos a

µ ẍL ≈−
ℜ

[2+(N−1)γ]3/2 (xL− xR)
3/2 . (3.76)

E, voltando para a equação de movimento do grão grande da extremidade direita da cadeia,

considerando somente a parte média do movimento do último grão pequeno e a eq. (3.73),

temos

µ ẍR ≈ℜ(x̄N− xR)
3/2 . (3.77)

Usando a eq. (3.59), para p = N, temos

x̄N =
xL +(N−1)γxR + xR

2+(N−1)γ
. (3.78)

Agora, usando a eq. (3.78) na eq. (3.77) obtemos

µ ẍR ≈ℜ

[
xL +(N−1)γxR + xR

2+(N−1)γ
− xR

]3/2

,

que após fazermos algumas manipulações, encontramos

µ ẍR ≈
ℜ

[2+(N−1)γ]3/2 (xL− xR)
3/2 . (3.79)
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A partir das equações (3.76) e (3.79) podemos escrever um potencial efetivo para uma

cadeia com N grãos pequenos entre os maiores nas extremidades, em função da quantidades de

grãos pequenos entre os grãos extremos, dado por

Ve f =
2ℜ

5 [2+(N−1)γ]3/2 (xL− xR)
5/2 . (3.80)

Desta maneira, substituimos a cadeia decorada original por uma cadeia efetiva, composta de

grãos efetivos com massas efetivas. Observando a equação do potencial, nota-se que a interação

entre os grãos pequenos não existe mais na cadeia efetiva, na qual só há interação entre os

grãos maiores. E que a interação entre os grãos na cadeia efetiva diminui na medida em que

adicionamos grãos menores entre eles na cadeia original.

Com esta descrição efetiva, tentamos capturar a velocidade do pulso da cadeia original

comparando com a velocidade do pulso na cadeia efetiva. Primeiramente iremos mostrar a

comparação entre os deslocamentos dos maiores grãos em uma cadeia decorada com três grãos

pequenos entre os maiores, figura (3.5). Nesta figura notamos as oscilações dos menores grãos

entre os grãos maiores durante a passagem do pulso por eles. Usando a eq. (3.59), podemos

determinar o deslocamento dos menores grãos em termos dos grãos maiores. A partir desta

equação, temos que para N = 3 e para p = 1,2 e 3

x̄1 =
(1+2γ)xL + xR

2+2γ
, (3.81)

x̄2 =
1
2
(xL + xR), (3.82)

e

x̄3 =
xL +(1+2γ)xR

2+2γ
. (3.83)

Na figura as equações (3.81), (3.82) e (3.83) são representadas pelas linhas pontilhadas.

Com isso, percebemos que o movimento oscilatório dos menores grãos possui uma amplitude

pequena, o que nos levou a desprezá-la e nos concentrarmos somente no movimento médio

destes grãos.

Na figura (3.6) mostramos o perfil de velocidades para uma cadeia decorada curta com 5

grãos, sendo 3 pequenos entre os maiores da extremidade da cadeia. As linhas pontilhadas

representam as velocidades dos grãos maiores na cadeia efetiva. Note que a descrição efetiva

captura bem a velocidade dos grãos maiores.
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Figura 3.5: Perfil do deslocamento para uma cadeia decorada curta, composta de 5 grãos, sendo
3 grãos pequenos entre maiores que estão na extremidade da cadeia. Os grãos menores possuem
raio r = 0.3. As linhas tracejadas representam os movimentos médios dos menores grãos obtidas
analiticamente. As linhas contı́nuas representam os dados numéricos.

Figura 3.6: Perfil das velocidades para uma cadeia composta de 5 grãos (linhas contı́nuas)
obtidas a partir da solução numérica da cadeia original. Os grãos menores têm raio r = 0.2, e
oscilam entre os maiores. As linhas pontilhadas representam os resultado da dinâmica efetiva.

3.3 Cadeia decorada longa com N grãos pequenos entre os
grandes

Nesta seção iremos analisar uma cadeia decorada longa, que irá nos mostrar a diferença

entres as massas renormalizadas dos grãos da borda e do meio da cadeia efetiva. Os cálculos
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serão semelhantes aos feitos anteriormente. Novamente vamos considerar uma cadeia com N

grãos pequenos entre os maiores, no entanto, agora serão três grãos grandes, denominados por

xL (grão grande da esquerda), xM (grão grande do meio) e xR (grão grande da direita), com

massa e raio unitários. Assim, a sequência de grãos será: grão grande da esquerta, N grãos

pequenos, grão grande do meio, novamente N grãos pequenos e grão grande da direita. A

dinâmica desta cadeia, novamente usando somente a parte média do movimento dos menores

grãos, será governada pelas seguintes equações de movimento

ẍL =−ℜ(xL− x̄1)
3/2 , (3.84)

m ¨̄x1 = ℜ(xL− x̄1)
3/2−ξ (x̄1− x̄2)

3/2 , (3.85)

m ¨̄x2 = ξ (x̄1− x̄2)
3/2−ξ (x̄2− x̄3)

3/2 , (3.86)

...

m ¨̄xN−1 = ξ (x̄N−2− x̄N−1)
3/2−ξ (x̄N−1− x̄N)

3/2 , (3.87)

m ¨̄xN = ξ (x̄N−1− x̄N)
3/2−ℜ(x̄N− xM)3/2 , (3.88)

ẍM = ℜ(x̄N− xM)3/2−ℜ(xM− x̄N+1)
3/2 , (3.89)

m ¨̄xN+1 = ℜ(xM− x̄N+1)
3/2−ξ (x̄N+1− x̄N+2)

3/2 , (3.90)

m ¨̄xN+2 = ξ (x̄N+1− x̄N+2)
3/2−ξ (x̄N+2− x̄N+3)

3/2 , (3.91)

...

m ¨̄x2N−1 = ξ (x̄2N−2− x̄2N−1)
3/2−ξ (x̄2N−1− x̄2N)

3/2 , (3.92)

m ¨̄x2N = ξ (x̄2N−1− x̄2N)
3/2−ℜ(x̄2N− xR)

3/2 , (3.93)

ẍR = ℜ(x̄N− xR)
3/2 . (3.94)

Somando estas equações, iremos encontrar

ẍL+m( ¨̄x1 + ¨̄x2 + ...+ ¨̄xN−1 + ¨̄xN)+ ẍM+m( ¨̄xN+1 + ¨̄xN+2 + ...+ ¨̄x2N−1 + ¨̄x2N)+ ẍR = 0. (3.95)

Note que na equação anterior, os termos entre parênteses são derivadas temporais da equação

(3.70). Esta soma é dada em termos dos grãos grandes, e para uma cadeia decorada longa no

primeiro parêntese a soma será em termo dos grãos xL e xM, enquanto que no segundo parêntese

será em termo dos grãos xM e xR. Desta maneira a expresssão anterior fica
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ẍL +
Nm
2

(ẍL + ẍM)+ ẍM +
Nm
2

(ẍM + ẍR)+ ẍR = 0,

donde iremos encontrar que(
1+

Nm
2

)
ẍL +(1+Nm) ẍM +

(
1+

Nm
2

)
ẍR = 0. (3.96)

Esta expressão descreve um sistema de três partı́culas grandes, com N grãos pequenos entre

a primeira e a segunda, e outros N grãos pequenos entre a segunda e a terceira. Cada partı́cula

tem massa renormalizada dada por

µL = 1+
Nm
2

, (3.97)

µM = 1+Nm, (3.98)

e

µR = 1+
Nm
2

. (3.99)

Note que a massa efetiva do grão grande central é modificada por duas cadeias de grãos

pequenos, uma de cada lado deste grão, fazendo com que sua massa renormalizada seja maior

em relação aos grãos da borda da cadeia efetiva.

Com isso chegamos à generalização da descrição efetiva realizada na referência principal

desta dissertação, através da análise de uma cadeia decorada com um número qualquer de grãos

pequenos entre os maiores, escrevendo expressões para o potencial efetivo e para a massa redu-

zida em termos da quantidade de grãos pequenos que separam os maiores grãos.

As figuras (3.7), (3.8), (3.9) e (3.10) nos mostram os perfis de velocidade de uma cadeia de-

corada longa com dois, três, cinco e sete grãos pequenos entre os maiores, respectivamente. As

linhas tracejadas representam a velocidade dos grãos maiores da cadeia efetiva não decorada.

Enquanto que as linhas contı́nuas representam as velocidades dos grãos maiores na cadeia deco-

rada original. Observe que a medida que adicionamos mais grãos pequenos entre os maiores, o

pulso de velocidades se torna mais largo, se afastando cada vez mais dos resultados numéricos.
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Figura 3.7: Perfil de velocidades para os grãos grandes da cadeia longa com dois grãos pequenos
entre os maiores. A linha tracejada representa o movimento dos grãos da cadeia efetiva. O raio
dos grãos pequenos é r=0.3.

Figura 3.8: Perfil de velocidades para uma cadeia decorada longa com três grãos pequenos entre
os maiores. A linha tracejada representa a velocidade dos grãos da cadeia efetiva não decorada.
O raio dos grãos pequenos é r=0.3.

Em uma cadeia longa podemos também determinar o tempo de residência do pulso no grão

k. Primeiramente, lembramos que na eq. (2.83) o tempo de residência foi escrito em termos

de η e ζ . O primeiro representa a massa reduzida dos grãos efetivos, enquanto que o segundo

aparece no potencial efetivo. Como conseguimos obter expressões para o potencial efetivo e a
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Figura 3.9: Perfil de velocidades para uma cadeia decorada longa com cinco grãos pequenos
entre os maiores. A linha tracejada representa a velocidade dos grãos da cadeia efetiva. O raio
dos grãos pequenos é r=0.3.

Figura 3.10: Perfil de velocidades para uma cadeia decorada longa com sete grãos pequenos
entre os maiores. A linha tracejada representa a velocidade dos grãos da cadeia efetiva. O raio
dos grãos pequenos é r=0.3.

massa efetiva em função da quantidade de grãos em uma cadeia com N grãos pequenos entre

os maiores, o tempo de residência também pode ser escrito em função da quantidade de grãos

pequenos da cadeia original.
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Reconhecendo ζ no potencial efetivo generalizado, temos que

ζ =
ℜ

(2+(N−1)γ)3/2 . (3.100)

Na cadeia efetiva o tempo de residência será independente de k, exceto para os grãos da

borda da cadeia, que têm massas efetivas diferentes. Desta maneira, substituindo a equação

acima na equação (2.83) e lembrando que para os grãos do meio da cadeia efetiva a massa

renormalizada é dada por µ = 1+Nm, encontramos

Tk =
√

π

[
5(1+Nm)(2+(N−1)γ)3/2

4ℜ

]2/5
Γ(7/5)

Γ(9/10)
. (3.101)

A equação acima é a expressão generalizada para o tempo de residência do pulso em um

grão da cadeia efetiva. Usando esta equação na equação (2.81), encontramos o tempo de

propagação do pulso ao longo da cadeia efetiva. Nas figuras (3.11), (3.12), (3.13) e (3.14)

mostramos a comparação entre os resultados numéricos e teóricos do tempo necessário para

o pulso chegar no k-ésimo grão, com N = 2,3,5 e 7, respectivamente. O tempo t varia line-

armente com k. Novamente k é referente somente aos grãos maiores da cadeia. Diferentes

sı́mbolos representam diferentes valores de raio dos menores grãos. Observamos que a medida

que adicionamos grãos pequenos entre os maiores na cadeia original, a concordância entre os

resultados numéricos e analı́ticos diminui.

Como t é a soma dos tempos de residência, Tk, e como este não depende de k, a velocidade

do pulso, vpulso, é dada por

vpulso =
dk
dt

=
1
Tk
. (3.102)

Desta maneira a velocidade pulso será o inverso do tempo de residência do pulso no grão.

Na figura (3.15) mostramos a comparação entre o resultado numérico e analı́tico para a

velocidade do pulso em função de N. Notamos, que a medida que adicionamos mais grãos

pequenos, a velocidade do pulso vai diminuindo, pois com o aumento da quantidade de grãos

pequenos mais energia vai ficando nestes grãos. O erro entre as velocidades é da ordem de 25%.



60

Figura 3.11: Tempo t para o pulso chegar no k-ésimo grão em uma cadeia decorada, agora com
dois grãos pequenos entre os maiores, para r = 0.1 (circulos vazios), r = 0.2 (circulos cheios),
r = 0.3 (quadrados cheios) e r = 0.4 (cruz). Os resultado teóricos são mostrados com linhas
tracejadas (r = 0.1), tracejadas-pontilhadas (r = 0.2), pontilhadas (r = 0.3) e contı́nuas (r = 0.4).

Figura 3.12: Tempo t para o pulso chegar no k-ésimo grão em uma cadeia decorada, agora com
três grãos pequenos entre os maiores, para r = 0.1 (circulos vazios), r = 0.2 (circulos cheios),
r = 0.3 (quadrados cheios) e r = 0.4 (cruz). Os resultado teóricos são mostrados com linhas
tracejadas (r = 0.1), tracejadas-pontilhadas (r = 0.2), pontilhadas (r = 0.3) e contı́nuas (r = 0.4).



61

Figura 3.13: Tempo t para o pulso chegar no k-ésimo grão em uma cadeia decorada, agora com
cinco grãos pequenos entre os maiores, para r = 0.1 (circulos vazios), r = 0.2 (circulos cheios),
r = 0.3 (quadrados cheios) e r = 0.4 (cruz). Os resultado teóricos são mostrados com linhas
tracejadas (r = 0.1), tracejadas-pontilhadas (r = 0.2), pontilhadas (r = 0.3) e contı́nuas (r = 0.4).

Figura 3.14: Tempo t para o pulso chegar no k-ésimo grão em uma cadeia decorada, agora com
sete grãos pequenos entre os maiores, para r = 0.1 (circulos vazios), r = 0.2 (circulos cheios),
r = 0.3 (quadrados cheios) e r = 0.4 (cruz). Os resultado teóricos são mostrados com linhas
tracejadas (r = 0.1), tracejadas-pontilhadas (r = 0.2), pontilhadas (r = 0.3) e contı́nuas (r = 0.4).
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Figura 3.15: Velocidade do pulso em função de N. As linhas representam os dados analı́ticos
enquanto que os pontos os resultados numéricos.
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4 Conclusões e Perspectivas

Nesta dissertação, estudamos a propagação de um pulso em uma cadeia decorada, de grãos

esféricos e que interagem através do potencial de Hertz. Nós nos baseamos no trabalho de Har-

bola et al. [35], onde os autores estudaram a propagação de um pulso em uma cadeia decorada

simples e em uma cadeia decorada afilada, na qual cada par de grão grande era separado por

um grão pequeno. Como foi determinado pelos autores, o raio dos grãos menores não poderia

ser maior que r = 0.4, e o movimento dos grãos menores, individualmente, era dado por uma

parte média e por uma parte oscilatória. Esta parte oscilatória, era bem comportada e descrita

por uma função tipo seno. Os autores capturaram a influência dos grãos menores através da

substituição da cadeia decorada por uma cadeia não decorada efetiva. Essa cadeia efetiva era

composta por grãos com massas efetivas, que dependiam da massas dos grãos menores, e um

potencial efetivo. Com isso, os autores determinaram uma interação efetiva entre os grãos da

cadeia não decorada.

Os autores estavam interessados em obter o perfil de velocidades dos maiores grãos quando

a cadeia decorada era substituida pela não decorada (cadeia efetiva). Assim, os autores mos-

traram resultados da comparação entre as velocidades dos grãos grandes da cadeia decorada,

com as velocidades dos maiores grãos da cadeia efetiva, obtidos numerica e analiticamente,

respectivamente. A concordância entre os resultados das velocidades foi bastante satisfatória.

Eles também apresentaram resultados para o tempo de propagação do pulso ao longo da cadeia

para vários tamanhos dos menores grãos. Além do mais, eles obtiveram, mesmo não sendo de-

terminante para a propagação do pulso, a frequência de oscilação dos menores grãos na cadeia

original e compararam com a análise analı́tica para a mesma. Observou-se que a frequência de

oscilação do menor grão diminui a medida que aumenta-se o seu raio. Também eles verifica-

ram que a energia dos grãos menores na cadeia original era desprezı́vel em comparação com a

energia dos maiores grãos.

Os autores também fizeram uso de uma teoria analı́tica que vem se mostrando bastante

eficaz para analisar propagação do pulso em cadeias granulares, a Teoria Binária. Esta teoria

supõe que a propagação do pulso ao longa de cadeias se dá através de sucessivas colisões de
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dois em dois grãos. Por este motivo, os autores da referência principal desta dissertação não

aplicaram a Teoria Binária diretamente na cadeia decorada. Pois, neste tipo de cadeia, o grão

menor sempre colidia mais de uma vez com os grãos maiores, o que motivou o uso da descrição

efetiva.

O principal objetivo desta dissertação, foi chegar analiticamente a expressões semelhantes

a obtidas em [35], através de argumentos semelhantes, para a descrição efetiva, só que agora

em função da quantidade de grãos pequenos entre os maiores grãos. Ou seja, queriamos estudar

a propagação do pulso em cadeias decoradas com uma quantidade qualquer de grãos pequenos

entre os maiores, generalizando assim os resultados obtidos na referência principal.

Com isso, nós conseguimos encontrar expressões para a massa efetiva e para o potencial

efetivo, em função da quantidade de grãos pequenos entre os maiores na cadeia original. Per-

cebemos que assim como em [35], a massa efetiva dos grãos do meio da cadeia efetiva são

maiores que as da borda da cadeia, já que, na cadeia original, os grãos do meio da cadeia estão

em contato com uma quantidade maior de grãos pequenos.

Um resultado interessante que obtivemos, é que quando aumentamos a quantidade de grãos

pequenos entre os maiores, os grãos pequenos continuam a oscilar entre os maiores. O movi-

mento dos menores grãos agora é determinado por uma parte média e uma parte oscilatória que

não é mais uma função tipo seno. Uma função tipo seno só é encontrada quando analisamos

o movimento do centro de massa do sistema formado apenas pelos pequenos grãos. Destaca-

mos também que, a comparação entre a propagação da energia cinética e do momento ao longo

da cadeia original e da cadeia efetiva, a medida que adicionarmos um grão pequeno na cadeia

original, não nos dá boa concordância. Isso de se deve ao fato de momento e energia cinética

serem dependentes da massa dos grãos, e na cadeia efetiva as massas efetivas são maiores que

a dos grãos grandes na cadeia original. Assim, os dados numéricos e analı́ticos não terão boa

concondância, embora o comportamento qualitativo seja o mesmo.

Nós mostramos também, gráficos para a comparação das velocidades dos grãos maiores na

cadeia decorada original e na cadeia efetiva. Os resultados são satisfatórios, mas destaca-se que

a medida que aumentamos a quantidade de grãos pequenos entre os maiores a concordância

diminui. Também conseguimos escrever uma expressão para o tempo de propagação do pulso

em função na cadeia efetiva em função da quantidade de grãos pequenos entre os maiores na

cadeia original. Como vimos, a concondância entre os resultados analı́ticos e numéricos vai

diminuindo à medida que adicionamos grãos pequenos entre os maiores. Por último, compara-

mos os resultados numéricos e analı́tcos para a velocidade do pulso em função de quantidade

de grãos pequenos entre os maiores na cadeia.
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Por fim, uma perspectiva futura para este trabalho seria chegar a mesma descrição, no en-

tanto, agora para cadeias decoradas afiladas, assim como foi feito na referência principal desta

dissertação.
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