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Resumo

Nesta tese, revisamos alguns conceitos básicos relacionados à violação da
simetria de Lorentz e a teorias do tipo Horava-Lifshitz. Apresentamos nossa
contribuição ao cálculo do potencial efetivo em duas formulações que exibem
violação da invariância de Lorentz. Primeiro, calculamos o potencial efetivo
para algumas teorias do tipo HL. Obtivemos resultados para o modelo escalar
puro, para a QED escalar com expoente crítico z = 2 e z genérico, e para o
modelo de Yukawa também com z = 2 e com valores arbitrários de z. Para
este último modelo, demonstramos que o potencial efetivo se anula para z par
e possui valores não triviais para z ímpar. A segunda formulação é o modelo
de Kostelecký-Berger que implementa a quebra da simetria de Lorentz em
supersimetria. Desenvolvemos a teoria de supercampos para três e quatro
dimensões do espaço-tempo com base neste modelo e mostramos como este
desenvolvimento leva a uma teoria de supercampos com violação de Lorentz
do tipo-éter. Obtemos também as contribuições de um loop para a ação
efetiva e para potencial efetivo nesta teoria.

Palavras-chave: Violação da invariância de Lorentz; Potencial efetivo;
Formulação de Horava-Lifshitz; Modelo de Kostelecký-Berger.
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Abstract

In this thesis, we review some basic concepts related to Lorentz symmetry
violation and Horava-Lifshitz-like theories. We present our contribution to
the calculation of the effective potential in two frameworks that exhibit Lo-
rentz invariance violation. First, we calculate the effective potential for some
HL-like theories. We obtained results for the pure scalar model, for the scalar
QED with critical exponent z = 2 and z generic, and for the Yukawa model
also with z = 2 and with arbitrary values of z. For the latter model, we show
that the effective potential vanishes for even z and has nontrivial values for
odd z. The second framework is the Kostelecký-Berger model that imple-
ments the Lorentz symmetry breaking in supersymmetry. We develop the
theory of superfields for three and four-dimensional space-time based on this
model and show how this development leads to a theory of superfields with
ether-like Lorentz violation. We also obtained the one loop contributions to
the effective action and effective potential in this theory.

Keywords: Lorentz invariance violation; Effective potential; Horava-
Lifshitz formulation; Kostelecký-Berger model.
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Capítulo 1

Introdução

No início do século XX, a Teoria da Relatividade, proposta por Albert Eins-
tein, revolucionou as ciências naturais ao mostrar uma nova concepção da
realidade onde o espaço e o tempo podem ser tratados de forma equivalente
formando uma estrutura indissociável denominada espaço-tempo. O ponto
de partida para o estudo desta teoria corresponde a imposição de dois pos-
tulados. O primeiro estabelece que a velocidade da luz é sempre a mesma
independente do referencial inercial adotado, o que contraria as transfor-
mações de Galileu. O segundo diz que as leis físicas devem ser invariantes
quando aplicadas a referenciais inerciais distintos. Assim, as equações que
descrevem os sistemas físicos devem levar aos mesmos resultados quando
transformadas de um sistema inercial para outro, ou seja, a Teoria da Relati-
vidade deve ser uma teoria covariante. A correspondência entre referenciais
inerciais descritos por estas equações é feita pelas transformações de Lorentz.
Estas transformações são classificadas em dois tipos: as rotações em torno
dos três eixos espaciais e os empurrões (boosts) que correspondem a uma
mudança de velocidades ao longo dos eixos espaciais. Elas também podem
ocorrer como uma forma combinada dos dois tipos. Assim, podemos dizer
que um sistema é dotado de simetria de Lorentz quando a física descrita por
suas equações é invariante pelas transformações de Lorentz.

A Teoria da Relatividade é um dos pilares de Física moderna. Sua união
com um outro pilar, a Mecânica Quântica, resultou na construção da Teoria
Quântica de Campos, que permite descrever a física das partículas elemen-
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tares usando a linguagem matemática de campos estendidos no espaço. O
desenvolvimento destas ideias permitiu o surgimento do Modelo Padrão de
Partículas (MP) que descreve as partículas fundamentais e suas interações,
a saber, a força eletromagnética, a força nuclear forte e a força nuclear fraca.
Não estando incluída, portanto, a gravidade, que é descrita de maneira clás-
sica pela Teoria da Relatividade Geral. Um resultado importante do Modelo
Padrão é a simetria CPT. Um sistema é dito possuir simetria CPT se a física
prevista para tal sistema não for alterada pelo conjunto de transformações
C, P e T. A transformação C consiste na conjugação de carga (transformação
da partícula na sua antipartícula). A transformação P consiste na transfor-
mação de paridade, ou seja, na inversão das coordenadas espaciais x → −x.
A transformação T consiste na inversão da coordenada temporal t → −t.

Caminhando ao lado do sucesso da Teoria Quântica de Campos e do Mo-
delo Padrão, está o interesse dos físicos em expandir o alcance de tais teorias
a setores ainda não compreendidos pela física. Um tema que tem recebido
atenção especial ao logo das últimas décadas é o da possibilidade de incor-
poração da gravidade ao Modelo Padrão. Os físicos esperam que tal teoria
unificada possa descrever a física em sistemas com energias muito mais altas
que as alcançadas nos experimentos atuais. Assim, tem crescido o interesse
na elaboração de teorias mais abrangentes descritas em escalas onde sime-
trias fundamentais às teorias em vigor hoje possam ser violadas. Entre elas
estão a simetria CPT e a simetria de Lorentz.

A Teoria da Relatividade já foi bastante testada e mostrou-se ser um dos
maiores sucessos da ciência em todos os tempos. Mesmo assim, a busca
por novas descrições fundamentais da natureza tem motivado físicos teóri-
cos e experimentais a investigar as possibilidades de violação da simetria de
Lorentz. A busca por tal violação não é mesmo uma tarefa trivial. Teo-
rias fundamentais que propõem tal quebra encontram pela frente a tarefa de
ajustar suas características à física conhecida, já testada, e aos preceitos teó-
ricos já estabelecidos. Assim, características como unitariedade, causalidade,
estabilidade e renormalizabilidade precisam ser analisadas. O simples fato
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de desrespeitar as transformações de Lorentz pode ser uma violação grave,
e uma definição mais precisa destas transformações é necessária aqui como
guia para seu estudo. Precisamos discernir as transformações de Lorentz de
observador, que são transformações do sistema de coordenadas e as trans-
formações de Lorentz de partícula, que são representadas por rotações ou
boosts em um campo ou partícula individual, com o sistema de coordena-
das fixo. O ponto fundamental é que, segundo a Relatividade, a física das
partículas e dos campos na presença de campos de fundo é invariante pelas
transformações de Lorentz de observador enquanto que para transformações
de partícula, campos de fundo não são afetados, o que altera as medidas
do sistema. Ao leitor, é recomendada a referência [1] com uma introdução
pedagógica ao tema.

É possível estudar a violação da invariância de Lorentz em três níveis. O
primeiro refere-se às teorias fundamentais, à maneira como o espaço, o tempo
e a interações são descritas e por qual mecanismo a quebra de simetria de
Lorentz é gerada. O segundo diz respeito a um nível de energia mais baixo,
em que termos residuais da quebra de Lorentz do nível fundamental podem
aparecer na lagrangiana que descreve uma teoria efetiva. Assim, espera-se
que tais termos sejam muito pequenos, sendo suprimidos pela escala de ener-
gia da teoria fundamental. O terceiro consiste nos testes experimentais feitos
na esperança de que, mesmo pequenos, os efeitos descritos pela teoria efetiva
possam ser observados por meio de estratégias que tornam os experimentos
sensíveis a tais efeitos.

O desenvolvimento dessas ideias, levou ao surgimento do Modelo Padrão
Estendido (MPE). O MPE pode ser definido como uma extensão do Modelo
Padrão que inclui todos os termos que exibem violação da simetria de Lorentz.
Sua origem remonta ao final dos anos 80, quando Kostelecký e Samuel [2]
analisaram a possibilidade de quebra de Lorentz no contexto de Teoria de
Cordas. Este trabalho serviu de inspiração para que, no final dos anos 90,
Kostelecký e Colladay [3] elaborassem o Modelo Padrão Estendido mínimo
(MPEm). O MPE pode exibir uma infinidade de termos. Já o MPEm possui

3



um número finito, já que agora são impostas condições realistas ao modelo, a
saber: renormalizabilidade por contagem de potências, invariância de calibre
e invariância por transformações de observador. Os termos na lagrangiana
do MPEm podem ser classificados de acordo com seu comportamento sob
transformações CPT. O Teorema CPT estabelece que, assumindo localidade
e invariância de Lorentz, a invariância CPT é inevitável. Recentemente,
O.W. Greenberg [4] estabeleceu que qualquer quebra de invariância CPT,
necessariamente implica na violação da invariância de Lorentz. Assim, é
possível haver um sistema com quebra de Lorentz que preserve CPT, descrito
pelos termos denominados CPT-par, ou que exiba ambas as violações de
simetria, descrito pelos termos CPT-ímpar, mas não um sistema físico que
exiba apenas violação de simetria CPT.

O MPEm completo pode ser escrito separando explicitamente os termos
do Modelo Padrão usual e aqueles que levam a violação da invariância de
Lorentz (VIL):

LMPEm = LMP + LV IL, (1.1)

onde LV IL inclui os termos LCPT−PAR e os termos LCPT−IMPAR. Aqui, não
precisamos escrever a lista de todos os termos do MPEm, eles podem ser
encontrados nas referências [3] e [5]. Porém, para fins pedagógicos, analisare-
mos as propriedades do protótipo de alguns termos de violação da invariância
de Lorentz nesta extensão. Considere a lagrangiana de um campo fermiônico:

L = iψ̄γµ∂
µψ − gψ̄φψ − ig?Gµνψ̄γ

µ∂νψ + . . . (1.2)

Na expressão acima, o primeiro termo é o termo cinético livre, o segundo
inclui o acoplamento de Yukawa com o campo de Higgs φ. O Modelo Padrão
assume que o campo φ se submete a quebra espontânea de simetria de modo
que uma de suas componentes assume o valor esperado de vácuo não nulo
?φ0?. Isto leva a massa do férmion mf = g?φ0?. O terceiro termo tem um
papel análogo ao do segundo, no exemplo (1.2), ele representa um termo da
extensão LV IL. O símbolo Gµν é o análogo tensorial de φ e exibe quebra
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espontânea de simetria, que pode levar a:

?G00? ?= 0, ?Gµν? = 0 nos outros casos (1.3)

Aqui podemos observar a essência do Modelo Padrão Estendido mínimo: os
valores esperados de vácuo não nulos dos campos revelam (no contexto da
hipótese da extensão) a existência de um campo de fundo interagente com
os campos associados à partículas (no nosso exemplo, férmions) capaz de
modificar as propriedades físicas do sistema em questão. A física do sistema
descrito pela lagrangiana (1.2) é invariante por transformações de Lorentz
de observador, mas é modificada pela transformação de partícula, já que o
campo de fundo não é afetado por esta transformação. Ainda é necessário
deixar explícito que constantes de acoplamento, como a constante g? no exem-
plo dado, medem a intensidade da contribuição dos termos à lagrangiana e,
portanto, devem ser pequenos comparados àquelas do Modelo Padrão usual,
sendo suprimidos pela escala de energia de teorias fundamentais.

Um tipo particularmente interessante de campos de fundo tensoriais cons-
tantes são aqueles representados por vetores vµ que determinam direção e
sentido privilegiados no vácuo. Teorias baseadas na existência de tais cam-
pos constantes são denominadas teorias do tipo-éter em alusão à concepção
pré-relativística da existência de um meio permeando o vácuo e que poderia
ser detectado por meio de experimentos sensíveis a mudanças de orientação.

A modificação do Modelo Padrão por meio da inclusão de campos ten-
soriais constantes pode ter como efeito a modificação de suas relações de
dispersão. Assim, o estudo da cinemática das partículas é um meio comu-
mente utilizado de sondar violações da simetria de Lorentz. Sabemos que
esta simetria pode ser descrita pela invariância da norma ao quadrado de
quadrivetores definidos no espaço de Minkovski, particularmente, a norma
do quadrivetor de energia momento pµ, para o qual a relação de dispersão é
dada por m2 = p2 = E2 − p2. Em geral, a forma modificada desta relação
padrão é dada por
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E2 = m2 + p2 + ∆(E,p). (1.4)

A extensão da violação de Lorentz é quantificada por ∆(E,p), que depende
dos parâmetros de violação de Lorentz. A relação (1.4) é chamada de relação
de dispersão modificada (RDM). Tal modificação tem sérias consequências
físicas, dentre elas podemos destacar modificações de valores do limiar de cer-
tas reações ou decaimentos que podem ser testados em experimentos. Como
a violação de Lorentz se apresenta como uma correção muito pequena ao Mo-
delo Padrão, experimentos feitos em cenários extremos são fortes candidatos
a testes de modificações das relações de dispersão. Por esta razão, o estudo de
raios cósmicos ultra energéticos tem atraído a atenção dos pesquisadores [6].

Em 1966, Greisen [7], Zatsepin e Kuzmin [8] introduziram a ideia de que
partículas altamente energéticas podiam interagir com fótons da radiação de
fundo cósmico (RFC), remanescente de estágios primitivos da expansão do
universo e que permeia todo o espaço. Eles propuseram que prótons com
energias próximas a 1020 eV estariam submetidos a reações do tipo

p + γ → p + π0 (1.5)

→ n + π+.

onde a colisão de um próton com um fóton da radiação cósmica de fundo
pode gerar um próton e um píon π0 ou um próton e um píon π+. Dessa
forma, o próton em questão perde energia até manter-se com um valor de
energia abaixo de um certo limite, conhecido como limite GZK. Cálculos
simples relacionados à cinemática da reação descrita acima mostram que

EGZK = 6 × 1019. (1.6)

Esta relação diz que nenhum próton com energia acima de EGZK deve ser
observado na terra. Pode-se perguntar então se um próton com energia muito
mais alta que EGZK poderia viajar pelo cosmos até ser detectado na Terra
sem perder uma quantidade de energia suficiente para ficar abaixo do limiar.
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A pergunta fundamental então passa a ser qual a distância percorrida pelo
próton até que tenha atingido o limite GZK e não possa mais emitir píons.
Para refinar esta análise, Stecker [9] considerou o fato de que prótons mais
energéticos produzem píons interagindo com fótons menos energéticos. As-
sim, dada a curva do espectro da radiação de fundo cósmico, um número
cada vez maior de fótons interage, fazendo com que a atenuação seja mais
forte para prótons com maior energia. Considerando este e outros efeitos
secundários, como perdas inelásticas, pode-se estimar que a distância má-
xima percorrida por um próton que atinge nossa atmosfera com E ? EGZK

é dada por lmax ? 100 Mpc. Dessa forma, para um feixe de raios cósmicos
ser chamado de "Super GZK", não basta que ele tenha energia superior a
EGZK , mas também que sua fonte deve estar a uma distância maior ou igual
a 100 Mpc.

Raios super-GZK poderiam ser explicados por modificações nas relações
de dispersão previstas pelo Modelo Padrão Estendido. Particularmente, uma
modificação na velocidade da luz c → c + ? poderia elevar o limite GZK de
modo a impedir a produção de píons. Tal resultado seria um importante
indício de nova Física.

Experimentos de detecção de raios cósmicos super-GZK são promissores,
porém ainda distantes de medidas satisfatórias de violações de Lorentz. Al-
guns anos atrás, dois grupos mostraram resultados discordantes a respeito de
tais observações. A colaboração do Akeno Giant Air Shower Array (AGASA)
afirmou ter detectado eventos bem acima do limite GZK [10]. Já a colabora-
ção High Resolution Fly’s Eye (HiRes) confirmou a existência do limite [11].
Os resultados desta colaboração estabelecem que, embora ocorram eventos
com energia acima do limite GZK, a frequência destes ainda está de acordo
com o esperado. Mais recente mete, a colaboração Pierre Auger, realizou me-
didas bem mais precisas que os experimentos anteriores e confirmou os dados
obtidos pela colaboração HiRes. A frequência de raios super-GZK estavam
de acordo com o previsto [12–14].

Experimentos em física de raios cósmicos não são a única forma de tes-
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tar violações da simetria de Lorentz. Outros métodos incluem medidas
envolvendo sistemas atômicos [15], modernos experimentos de Michelson-
Morley [16, 17], oscilações de mésons neutros [18, 19], oscilações de neutri-
nos [20, 21], experimentos de birrefringência [22,23], etc. Na verdade, a lista
de experimentos possíveis é bastante grande e aqui destacamos alguns dos
mais notáveis. Entretanto, nenhum deles apresentou medições convincentes
de violações da simetria de Lorentz. Tudo o que os testes têm fornecido
são restrições aos coeficientes que aparecem no Modelo Padrão Estendido.
Na referência [24], Kostelecký e Russel têm compilado os valores limite de
diversos coeficientes do MPEm obtidos a partir de experimentos.

Embora o estudo da violação da simetria de Lorentz no nível experimental
ainda não tenha apresentado resultados satisfatórios, muitos avanços teóricos
têm sido feitos. Modelos que preveem este tipo de violação continuam sendo
propostos tanto no sentido de ampliar o alcance do Modelo Padrão Estendido
quanto no estudo de teorias mais fundamentais que descrevem cenários onde
a simetria de Lorentz é violada. Nesta tese, consideraremos recentes avanços
nestes dois sentidos e trabalharemos um tópico relacionado a cada caso.

No primeiro tópico, estudaremos determinadas teorias em que a sime-
tria de Lorentz é quebrada de maneira explícita. Estas exibem simetrias de
Lifshitz, isto é, as equações de movimento são invariantes pelo reescalona-
mento

xi → bxi, t → bzt, (1.7)

onde z é o expoente crítico dinâmico. O caso z = 1 corresponde à equiva-
lência entre espaço e tempo usual. Quando z ?= 1, a simetria de Lorentz é
violada. Teorias descritas no contexto (1.7) são conhecidas de longa data da
física da matéria condensada onde sistemas de coordenadas são divididos em
subespaços tratados de maneira não equivalente [25,26]. Elas serviram de ins-
piração para trabalhos recentes em gravitação quântica, onde a equivalência
entre espaço tempo proposta pela Teoria da Relatividade é descartada. Dessa
forma, a simetria de Lorentz é violada mesmo quando relacionada a trans-
formações de observador e a teoria é dita não-relativística. Em 2009, Petr
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Horava [27] apresentou sua candidata própria à teoria quântica da gravidade
neste contexto. A teoria de Horava consiste numa teoria quântica de cam-
pos que descreve os fenômenos gravitacionais numa escala de energia muito
superior a das medições atuais. Devido ao reescalonamento (1.7), esta teoria
é ao mesmo tempo renormalizável e unitária, o que configura uma vantagem
em relação as teorias usuais invariantes de Lorentz. Diversos assuntos relaci-
onados à gravitação de Horava, incluindo seus aspectos cosmológicos [28–33],
soluções exatas [34, 35] e buracos negros [36, 37], foram tratados em vários
artigos.

Outra linha pesquisa tem sido dedicada ao estudo de teorias de campos
não-gravitacionais no contexto anisotrópico proposto por Horava. Alguns
trabalhos têm sido devotados à investigação de propriedades gerais de re-
normalização. Neste contexto, as versões do tipo Horava-Lifshitz para teo-
rias de calibre [38–40], teorias de campos escalares [41–43], teoria de quatro
férmions [44] e modelo CPN−1 [45] foram considerados. Outros resultados
importantes são a generalização das identidades de Ward [46] e a modificação
do efeito Casimir [47] para teorias do tipo HL. Alguns resultados interessan-
tes foram obtidos em [48, 49], onde o potencial efetivo para as teorias φ4 e
Liouville-Lifshitz foram estudadas. Outros resultados para o potencial efe-
tivo em teorias de campos escalares com certos valores do expoente crítico
foram obtidas em [50–52].

Nesta tese, denominaremos as teorias descritas no cenário anisotrópico
(1.7) de teorias na formulação de Horava-Lifshitz (HL) e apresentaremos
nossa contribuição ao estudo do potencial efetivo em algumas teorias escritas
nesta formulação.

Os resultados que obtivemos para formulação HL podem ser encontrados
nas referências [53] e [54].

No segundo tópico, trabalharemos com um modelo que estende o MPEm
à supersimetria. Modelos supersimétricos têm atraído a atenção de mui-
tos físicos teóricos nas últimas décadas. Teorias deste tipo exibem muitas
propriedades interessantes, por exemplo, o fato de unificarem simetrias de
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espaço-tempo com simetrias internas além de tratarem bósons e férmions no
mesmo pé de igualdade. Diversos modelos supersimétricos têm sido propos-
tos e testados ao longos dos anos, porém mantendo a invariância de Lorentz
intacta. Assim, com o intuito de estender o estudo da violação da simetria
de Lorentz para a supersimetria, em 2001, Kostelecký e Berger [55], propu-
seram uma modificação do modelo de Wess-Zumino em que termos CPT-par
são introduzidos na ação e têm como notável efeito modificar a forma dos
geradores da álgebra de supersimetria de modo que os campos bosônicos
e fermiônicos que aparecem na ação são exatamente os mesmos e nenhum
campo extra cuja estrutura apresente parâmetros de violação da simetria de
Lorentz precisa ser adicionado. Um modelo alternativo, em que tais campos
estão presentes na ação pode ser encontrado em [56]. Nossa contribuição
consiste no desenvolvimento do formalismo de supercampos no contexto da
teoria de Kostelecký-Berger mostrando como esta descrição pode levar a um
modelo com violação de Lorentz do tipo-éter.

Os resultados que obtivemos para o modelo de Kostelecký-Berger podem
ser encontrados na referência [57].

Estudaremos os dois tópicos apresentados seguindo a seguinte estrutura:
no capítulo 2, descrevemos brevemente a motivação para o estudo de teorias
que apresentam simetria de Lifshtz. Comentaremos a proposta de Horava
para um novo modelo de gravidade quântica renormalizável e unitário. Fa-
remos também uma breve revisão dos conceitos fundamentais em teorias de
campos descritas neste cenário onde espaço e tempo são tratados de maneira
não equivalente.

No capítulo 3, apresentamos nossa primeira contribuição ao estudo de sis-
temas que exibem violação da simetria de Lorentz. Desenvolvemos o cálculo
do potencial efetivo para os seguintes modelos: um modelo escalar simples
com z genérico, um modelo de QED escalar com z = 2, um modelo de Yu-
kawa com z = 2, um modelo de QED escalar com z genérico e um modelo
de Yukawa com z genérico. Analisamos os resultados e discutimos os limites
apropriados.
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No capítulo 4, apresentamos nossa contribuição ao estudo de violação da
simetria de Lorentz em supersimetria, em que desenvolvemos a teoria de su-
percampos supersimétrica do tipo-éter. Fazemos uma análise da consistência
do modelo, e aplicamos esta metodologia no cálculo da ação efetiva e do
potencial efetivo na ordem de um loop.

No capítulo 5, concluímos discutindo os resultados e abordamos perspec-
tivas futuras.
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Capítulo 2

Teorias na Formulação de
Horava-Lifshitz

Dez anos após a publicação da Teoria da Relatividade Restrita, Einstein
apresentou sua versão generalizada, a Teoria Geral da Relatividade (RG),
incluindo a gravidade e os efeitos previstos pela teoria restrita, agora aplica-
dos a referenciais acelerados. A equivalência entre espaço e tempo continua
desempenhando um papel fundamental na descrição dos fenômenos, já que a
gravidade agora é entendida como um efeito da deformação da geometria do
espaço-empo causada pela presença de matéria e energia.

A RG é uma teoria bem estabelecida e se tornou a referência básica para
o estudo de fenômenos de larga escala, como astrofísica e cosmologia. Ainda
assim é uma teoria que possui limitações. Uma delas é o fato de não se enqua-
drar entre as forças fundamentais descritas pelo Modelo Padrão, desafiando
aqueles que esperam que a natureza seja descrita de maneira unificada e ele-
gante. Outra é a sua incapacidade de descrever cenários extremos em que
tanto a curvatura do espaço-tempo como as energias envolvidas são muito
grandes (o que significa fenômenos ocorrendo em intervalos de espaço e tempo
muito pequenos). Ambas as limitações são fruto da ausência de uma teoria
quântica da gravitação.

Por muitas décadas os físicos têm investido muito esforço na elaboração
de uma teoria que descreva a gravitação (essencialmente, que descreva o es-
paço e o tempo) com base na teoria quântica. Apesar disso, nenhuma teoria
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completamente satisfatória foi estabelecida. Muito da dificuldade enfrentada
vem da ausência de dados experimentais em tais cenários de extremas ener-
gia e curvatura. Entretanto, o principal problema é de natureza teórica: a
não-renormalizabilidade. Para esclarecer melhor este ponto, considere que
a descrição lagrangiana da relatividade geral se dá por meio da ação de
Einstein-Hilbert

S = − c4

16πGN

?
d4x

√−gR, (2.1)

onde g é o determinante da métrica e R é o escalar de curvatura de Ricci.
Uma forma comum de desenvolver a quantização da teoria descrita por (2.1)
é escrever gµν = ηµν + hµν , onde ηµν é a métrica de Minkoviski, tratada aqui
como um campo de fundo e hµν é uma perturbação que representa um campo
de calibre. A ação (2.1) prevê a existência do gráviton, partícula sem massa
de spin 2, cujo propagador é dado por 1/k2, onde kµ é o quadrimomento
associado.

A análise dimensional possui um papel importante em teoria quântica de
campos. Para que uma teoria seja renormalizável é necessário que a dimensão
canônica em unidades de massa das constantes de acoplamento envolvidas se-
jam não negativas, condição que não é atendida pela RG, já que [GN ] = −2.
A teoria resultante é não-renormalizável, não sendo possível anular as diver-
gências com um número finito de contratermos. Uma maneira de contornar
este problema, é a adição de termos de derivada de ordem superior na ação
de Einstein-Hilbert [58] de modo que o propagador é modificado. Esquema-
ticamente,

1

k2
+

1

k2
GNk

4 1

k2
+

1

k2
GNk

4 1

k2
GNk

4 1

k2
+ . . . =

1

k2 −GNk4
. (2.2)

Em altas energias, o propagador é dominado pelos termos k4. Com depen-
dência mais forte dos momentos no denominador, o comportamento UV é
suavizado e a teoria se torna renormalizável. Entretanto, surge um indese-
jado efeito colateral, o propagador (2.2) exibe dois polos:

1

k2 −GNk4
=

1

k2
− 1

k2 − 1/GN
. (2.3)
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O primeiro representa o gráviton, o segundo representa excitações fantasmas
e implica em violações da unitariedade. Teorias com essas característas não
são consistentes com alguns dos princípios mais básicos da física. Assim, este
caminho tem se mostrado infrutífero e a não-renormalizabilidade da gravita-
ção quântica tem se mantido como um forte obstáculo. É nesse contexto que
a teoria da gravitação quântica de Horava surge como alternativa.

2.1 A Gravitação de Horava

A teoria da gravitação quântica de Horava procura solucionar o problema da
renormalizabilidade e da unitariedade ao sugerir que o espaço-tempo perca
sua estrutura isotrópica de tal modo que as equações de movimentos sejam
invariantes pelo reescalonamento (1.7). Neste cenário, a forma convencional
de se determinar a dimensão em unidades de massa dos objetos agora é
substituída pela contagem de potências "ponderada", em que as relações
(1.7) têm como consequência:

[xi] = −1, [t] = −z, (2.4)

o que modifica a dimensão canônica dos parâmetros da ação da nova teoria,
entre eles a constante de acoplamento, que pode ser feita adimensional para
um determinado valor de z. A teoria, portanto, se torna renormalizável pra
determinados valores do expoente crítico e do número de dimensões espa-
ciais d. Propagadores exibem o termo de ordem superior nas componentes
espaciais dos momentos, mas a componente temporal é mantida em segunda
ordem, de modo que a separação (2.3) não é permitida e os fantasmas estão
ausentes.

A ação (2.1) não pode ser adaptada diretamente ao espaço-tempo ani-
sotrópico (2.4). Para isso precisamos escrever a RG de maneira a separar
explicitamente o espaço do tempo. O formalismo natural para construção da
teoria da gravitação de Horava-Lifshitz é a decomposição de Arnowitt, Deser
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e Misner (ADM) [59]

ds2 = −N 2dt2 + gij(dx
i −N idt)(dxj −N jdt). (2.5)

Nesta expressão, a métrica quadridimensional gµν foi dividida em um escalar
N , um vetor tridimensional N i e um tensor gij que representa a parte espacial
da métrica.

As equações de movimento não podem mais ser consideradas invariantes
sob o grupo de difeomorfismos δxµ = ζµ(x), onde o índice µ representa
as coordenadas de espaço e de tempo, já que tempo e espaço agora são
considerados não equivalentes. Por isso, precisamos assumir que a variedade
possui estrutura de foliação, de modo que o tempo é tratado de maneira
privilegiada e o espaço é foliado, apresentando-se como hiper-superfícies de
tempo constante. Postulamos que o grupo de simetria do espaço-tempo em
gravidade anisotrópica se limita aos difeomorfismos que preservam a foliação.
Este grupo consiste de transformações do tipo

δxi = ζ i(t, xj), δt = f(t). (2.6)

Os campos ADM se transformam sob (2.6) por

δgij = ∂iζ
kgjk + ∂jζ

kgik + ζk∂kgij + f ġij, (2.7)

δNi = ∂iζ
iNj + ζ i∂jNi + ζ̇jgij + ḟNi + fṄi,

δN = ζ i∂iN + ḟN + fṄ .

Vamos discutir brevemente a construção da ação S = SC − SV , onde SC e
SV são os termos cinético e potencial respectivamente.

O Termo Cinético O termo cinético precisa ser quadrático nas derivadas
temporais da métrica espacial e invariante sob as transformações (2.7). O
objeto que se transforma covariantemente sob estas transformações não é gij,
mas sim

Kij =
1

2N
(ġij −∇iNj −∇jNi). (2.8)
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Na construção da expressão acima, postulamos

[N ] = 0, [Ni] = z − 1, [gij] = 0. (2.9)

O termo cinético mais geral que atende todos os requerimentos é dado por

SC =
2

Ω

?
dtddxN

√
g(K ijKij + λK2), (2.10)

onde g é o determinante da métrica espacial gij e K = gijKij. Aqui, há
duas constantes de acoplamento Ω e λ. Esta última é adimensional (ou
"sem peso", termo comumente usado na literatura), já Ω possui dimensão
ponderada

[Ω] =
z − d

2
, (2.11)

o que implica que z = 3 anula a dimensão ponderada de Ω em três dimensões
espaciais, tornando a teoria renormalizável para este caso. Em Relatividade
geral, a invariância da ação sob os difeomorfismos do espaço-tempo impõe
λ = 1. Na teoria de Horava, λ representa uma constante de acoplamento
dinâmica, suscetível a correções quânticas.

O Termo Potencial. Em adição a SC , deve-se inclui os termos independen-
tes das derivadas temporais e de ordem arbitrária em Rij. Termos como
∇kRij∇kRij, R3, RRijR

ij, . . . podem ser incluídos na ação. Restrições como
estabilidade e unitariedade da teoria assim como simetrias do tensor de Ri-
emman podem ser impostas, porém o número de termos ainda será muito
grande, o que diminui o poder preditivo da teoria.

Com o intuito de limitar o número de constantes de acoplamento indepen-
dentes, Horava impôs uma simetria extra. Ele impôs que o potencial tenha
a forma

SV =
Ω2

8

?
dtddx

√
gNEijGijklEkl, (2.12)

onde Gijkl é o inverso de Gijkl = (1/2)(gikgjl + gilgjk) + λgijgkl, que é uma
generalização da métrica de DeWitt. A definição de Eij segue do princípio
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variacional
√
gEij =

δW (gkl)

δgij
. (2.13)

Dizemos que teorias descritas por (2.12) com (2.13) satisfazem a "condição
de balanço detalhado". Horava concluiu que a função W mais geral para que
a teoria seja renormalizável em três dimensões é dada por

W =
1

Ω2
W

?
ddx

√
g
?
G− 2ΛW +

1

w2
?ijkΓm

il ∂Γl
km +

2

3
Γn
ilΓ

l
jmΓm

kn

?
, (2.14)

o que, por meio de (2.13), leva a ação

SV =
Ω2

8Ω4
W

?
ddx

√
gN

?
Gij−2ΛWgij+

1

w2
C ij

?
Gijkl

?
Gkl−2ΛWgkl+

1

w2
Ckl

?
.

(2.15)
onde

C ij = ?ikl∇k

?
Rj
l −

1

4
Rδjl

?
(2.16)

é o tensor de Coton. Este objeto é simétrico, transverso, sem traço e inva-
riante conforme. A introdução do C ij é fundamental para que a constante
de acoplamento seja adimensional em três dimensões. Quando o tensor de
Cotton é ausente, a teoria é renormalizável em D = z = 2, sendo conveniente
para o estudo de membranas [60].

Outras formas de tratar o termo potencial foram propostas após a publi-
cação original de Horava. Uma delas é a hipótese da projetabilidade, que
restringe a teoria aos casos em que N = N(t). Isso reduz drasticamente o
número de constantes de acoplamento a nove [61, 62].

O maior problema da gravitação de Horava, entretanto, qualquer que seja
o tratamento dado ao potencial, é a presença do grau de liberdade extra
representado pelo parâmetro independente λ. No limite de baixas energias,
λ permanece livre. Recentemente, Horava e Melby-Thompson propuseram
novas formas de simetrias que fixam λ = 1 [63]. Ainda que este argumento
possa justificar o valor unitário de λ, a teoria de HL não se reduz a RG,
já que nesta última, N = N(t, xi), dependendo também das coordenadas
espaciais. No caso da teoria não projetável, aparecerão termos do tipo ηaia

i,

17



onde ai = N−1∂iN , o que torna a teoria de HL em baixas energias uma
versão equivalente a teoria Einstein-Eter.

2.2 Teorias não-gravitacionais

Apesar das limitações remanescentes da teoria de Horava, a possibilidade
de que o espaço-tempo tenha uma estrutura anisótropica não-relativística
tem se mostrado bastante motivadora. Dessa forma, uma linha de pesquisa
tem sido desenvolvida no sentido de descrever diversas teorias de campos ja
conhecidas agora no contexto da anisotropia de Horava-Lifshitz. O estudo
de tais teorias pode mostrar-se bastante útil na análise da consistência física
da teoria da gravitação de Horava. Nesta seção vamos descrever brevemente
alguns conceitos básicos relacionados a teorias de campos na formulação de
Horava-Lifshitz.

Teorias descritas nesta formulação exibem pelo menos dois regimes de
energia qualitativamente diferentes. O regime ultravioleta (UV) é aquele
válido em energias E >> Λ, onde Λ é uma escala de referência, e cujas
dimensões do espaço e do tempo são dadas pelos valores ponderados (2.4).
Já o regime infravermelho (IR) é aquele válido em E << Λ. As dimensões
do espaço e do tempo, neste caso, são dadas pelos valores padrão [xi] = −1

e [t] = −1.
O ponto de partida de nossa análise são as relações de reescalonamento

(1.7) e a definição das dimensões ponderadas de espaço e tempo (2.4). Como
no caso gravitacional, desejamos construir lagrangianas que mantenham a
segunda ordem nas derivadas temporais:

S =

?
dtddx

?1

2
φ̇2 + . . .

?
. (2.17)

A contagem de potências na expressão acima implica que a dimensão pon-
derada de φ é dada por

[φ] =
d− z

2
, (2.18)

que se reduz ao caso usual para z = 1.
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A diferença da dimensão ponderada dos parâmetros de uma teoria do tipo
HL em relação à dimensão canônica das teorias usuais invariantes de Lorentz,
implica em uma nova configuração dos termos na ação. A ação mais geral
para o modelo escalar é dada por

S =

?
dtddx

?1

2
φ̇2− 1

2

z?

s=1

αs(∂
i1∂i2 . . . ∂isφ)(∂i1∂i2 . . . ∂isφ)+m2zφ2+V (φ)

?
.

(2.19)
A expressão a cima exibe o termo de ordem quadrática nas derivadas espa-
ciais bem como os termos de ordem superior. O termo V (φ) representa um
potencial de forma genérica. O termo de massa agora aparece com a cons-
tante de acoplamento m2z, de modo que a contagem de potências mantém
a relação trivial [m] = 1 para dimensão da massa. A dimensão ponderada
das constantes de acoplamento dos termos com derivada espacial é dada por
[αs] = 2(z − s). No regime infravermelho, apenas o termo s = z = 1 está
presente, de modo que [α1] = 0 e, portanto, é denominado termo marginal.
No regime ultravioleta, estão presentes os termos até a ordem s = z. Este
último tem dimensão ponderada [αz] = 0, sendo agora denominado termo
marginal. Para os termos de ordem inferior, a dimensão ponderada de αs

é sempre positiva. Como a escala de energia é muito alta, o termo margi-
nal (que contribui com k2z no propagador) domina sobre os termos espaciais
restantes, cuja contribuição tem potência mais baixa nos momentos. Assim,
por simplicidade, podemos estudar propriedades essenciais de teorias de cam-
pos escalares no UV incluindo somente o termos de ordem 2z nas derivadas
espaciais:

S =

?
dtddx

?1

2
φ̇2 − 1

2
(−1)zφ∆zφ + m2zφ2 + V (φ)

?
, (2.20)

onde transferimos derivadas espaciais de um campo φ para o outro e a cons-
tante de acoplamento adimensional αz foi absorvida numa redefinição das
derivadas. O símbolo ∆ representa o operador laplaciano e a forma geral da
ação (2.20) com os devidos sinais implica que o propagador deve ter a forma
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< φφ >=
i

k20 − k2z + m2z
. (2.21)

Vamos discutir brevemente o grau de divergência dos diagramas envolvidos
na expansão perturbativa da teoria descrita por (2.20). Por simplicidade, ao
longo deste capítulo, vamos nos restringir ao caso V (φ) = λφn. A forma
geral para a expressão da integral associada a um diagrama de Feynman é
dada por

IF = (
L?

i=1

?
dk0idki)

I?

j=1

Pj. (2.22)

Esta expressão refere-se a um diagrama de L loops e I linhas internas, cada
uma representando um propagador Pj. Neste modelo, cada propagador con-
tribui com um fator de −2z ao grau de divergência e cada loop contribui com
um fator z + d, logo o grau de divergência é dado por ω = (z + d)L − 2zI .
Substituímos nesta expressão as relações usuais nV = E+2I e L = I−V +1,
onde V o número de vértices e E, o número de pernas externas. Obtemos,
então

ω = −V
?
zn− (d + z)

?n
2
− 1

??
+ (d + z)

?
1 − E

2

?
+ zE. (2.23)

A expressão que multiplica −V é a dimensão ponderada da constante de aco-
plamento λ. Note que crescentes valores de z aumentam o valor da dimensão
ponderada de λ diminuindo o valor do grau de divergência dos diagramas a
medida que a ordem V da expansão nos termos de interação cresce. Esta
propriedade é válida para todas as teorias descritas na formulação HL, sejam
gravitacionais ou não.

A teoria dos férmions também pode ser descrita na formulação HL. A ação
deste modelo é dada por

S =

?
dtddx

?
ψ̄i∂0γ0ψ +

z?

s=1

βsψ̄(i∂iγi)
sψ −Mψ̄ψ + V (ψ, χ)

?
, (2.24)

onde χ denota outros possíveis campos que podem interagir com ψ. Como no
caso escalar, para um espaço-tempo que exibe estrutura anisotrópica (1.7),
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o termo s = z na soma acima é marginal, outros são relevantes e, no regime
infravermelho somente s = 1 não é irrelevante. Nesta tese trabalharemos
somente o termo s = z, que exibe as propriedades essenciais da teoria. Neste
modelo podemos incluir o termo de interação de Yukawa gφψ̄ψ, de modo
que χ = φ. É interessante notar que a dimensão ponderada de ψ é d/2,
independente de z.

Vamos agora descrever brevemente a ação do campo de calibre abeliano.
O tensor de Maxwell contém derivadas de primeira ordem nos campos: Fµν =

∂µAν − ∂νAµ. Assim, podemos escrever o termo quadrático da ação por

Squad =

?
dtddx(F0iF0i + Fij∆

z−1Fij), (2.25)

onde incluímos somente os termos marginais. Desta expressão, obtemos que
as dimensões ponderadas de A0 e Ai são dadas por

A0 =
z + d

2
− 1, Ai =

d− z

2
. (2.26)

O termo de potencial é descrito por meio do acoplamento mínimo ∂µ →
Dµ = ∂µ − ieAµ que atua nos campos aos quais Aµ é acoplado. Note que a
dimensão ponderada de e é (z−d)/2 + 1. Obtemos então que a QED escalar
com z arbitrário é (super)renormalizável em um espaço com d dimensões se
z ≥ d − 2. A QED (3 + 1)-dimensional usual, com z = 1 e d = 3, é um
exemplo perfeito de um caso renormalizável. Se aumentarmos o valor de z,
as propriedades de renormalização da teoria são melhoradas.

Outra diferença importante que precisa ser destacada é que na formulação
HL não é possível aplicar o calibre de Lorentz ∂µAµ = 0, porém o calibre de
Coulomb ∂iAi = 0 ainda é mantido. Uma maneira interessante de se tratar
o calibre, e isso será fundamental mais a frente, é que o termo de fixação
de calibre seja escolhido de tal forma que os campos A0 e Ai apareçam em
termos diferentes na lagrangiana resultante, permitindo análises distintas de
objetos relacionados ao tempo e ao espaço.

Essa ideias serão úteis no capítulo seguinte onde calcularemos o potencial
efetivo para os modelos apresentados nesta seção.
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Capítulo 3

Potencial Efetivo na Formulação de
Horava-Lifshitz

Neste capítulo, descrevemos nossa contribuição ao estudo do potencial efetivo
na formulação de Horava-Lifshitz.

O potencial efetivo é um objeto chave em teoria quântica de campos e está
relacionado a assuntos como quebra espontânea de simetria, estabilidade do
vácuo, anomalias e muitos outros. Como introdução, vamos discutir alguns
procedimentos básicos no cálculo do potencial efetivo.

Sabemos que o funcional gerador das funções de Green Z[J ] está rela-
cionado ao funcional gerador das funções de Green conectadas da seguinte
forma

Z[J(x)] = eiW [J(x)]. (3.1)

Introduzimos o campo clássico Φ(x) e o definimos por:

Φ(x) =
δW [J(x)]

δJ(x)
. (3.2)

A ação efetiva Γ[Φ] é definida através da transformada de Legendre funcional

Γ[Φ(x)] = W [J(x)] −
?

dxJ(x)Φ(x). (3.3)

Aqui, a variável x representa coordenadas em um espaço-tempo de d + 1

dimensões. Quando tratarmos de modelos com a anisotropia de Lifshitz será
útil deixar explícito a separação (xi, t) e dtddx. Derivando a expressão acima
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em relação a Φ(x), obtemos

J(x) = −δΓ[Φ(x)]

δΦ(x)
. (3.4)

Para incluir as correções quânticas, fazemos a seguinte expansão da ação
efetiva

Γ[Φ(x)] =
∞?

n=1

in

n!

?
dx1 . . . dxnΓ(n)(x1, . . . , xn)Φ(x1) . . .Φ(xn), (3.5)

onde
Γ(n)(x1, . . . , xn) = in

δΓ[Φ]

δΦ(x1) . . . δΦ(xn)
|Φ(x)=0, (3.6)

são as funções de Green irredutíveis a uma partícula (1PI), cujos diagramas
possuem as linhas externas amputadas. Dessa forma Γ[Φ(x)] é chamado de
funcional gerador das funções de vértice 1PI. De maneira equivalente pode-
mos fazer a expansão da ação efetiva no espaço dos momentos

Γ[Φ(x)] =
∞?

n=1

in

n!

?
dp1 . . . dpnδ(p1 + . . . pn)Γ(n)(p1, . . . , pn)Φ(p1) . . .Φ(pn),

(3.7)
onde Φ(pi) e Γ(n)(p1, . . . , pn) são as transformadas de Fourier de Φ(xi) e
de Γ(n)(x1, . . . , xn) respectivamente. Vamos agora relacionar a ação efetiva
Γ[Φ(x)] à ação clássica S[Φ(x)]. Para isso usamos as equações (3.1), (3.3) e
(3.4) na definição

Z[J(x)] = N

?
Dφ exp

? i

?

?
S[φ] −

?
dxJ(x)φ(x)

??
, (3.8)

e obtemos

e(i/?)Γ[Φ] = N

?
Dφ exp

? i

?

?
S[φ] −

?
dxΓ1[Φ(x)](φ(x) − Φ(x))

??
, (3.9)

onde Γ1 = δΓ[φ]/δφ(x)|φ=Φ. Agora, fazemos a separação da parte clássica e
da parte quântica do campo φ:

φ → Φ + ?1/2φ. (3.10)
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A expressão resultante será

e(i/?)Γ[Φ] = e(i/?)S[Φ]N

?
Dφ exp

? i
2

?
dx1dx2φ(x1)S2[Φ]φ(x2)

+
∞?

n=3

?n/2−1

n!

?
dx1 . . . dxnSn[Φ]φ(x1) . . . φ(xn)

+ ?−1/2

?
dxφ(Γ1[Φ] − S1[Φ])

??
, (3.11)

onde
Sn =

δnS[φ]

δφ(x1) . . . φ(xn)
|φ=Φ. (3.12)

O termo quadrático em φ é o termo de ordem um loop. É a correção de
ordem mais baixa à ação clássica. Vamos nos concentrar nele e ignorar os
restantes. Usando as relações

?
Dφ exp

?
− i

2

?
dx

?
dx?φ(x)A(x, x?)φ(x?)

?
=

−1/2

det(A), (3.13)

e
det(A) = exp[Tr(lnA)], (3.14)

obtemos
Γ[Φ] = S[Φ] +

i

2
?Tr(lnS2[Φ]) + O(?2). (3.15)

O potencial efetivo é definido como a lagrangiana efetiva calculada com
valores constantes dos campos escalares e todos os outros tomados iguais
zero. Assim, os termos com derivadas de Φ se anulam e podemos escrever

Γ[Φ] = −
?

dxU(Φ), (3.16)

onde Φ é constante. Note que nesse caso a integral de U resulta no produto
ΩU , onde Ω é o volume total do espaço-tempo. Comparando as expressões
(3.16) e (3.7), notamos que o potencial efetivo pode ser escrito como

U(Φ) = −
∞?

n=1

1

n!
Γ(n)(0, . . . , 0)Φn, (3.17)
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e é então calculado somando-se os diagramas com n = 1, . . . ,∞ pernas
externas (amputadas). Este método será bastante útil quando abordarmos
modelos em QED.

Nas seções seguintes utilizaremos estes resultados para calcular o potencial
efetivo para os modelos escalar com z genérico, a QED escalar com z = 2 e
z genérico, e de Yukawa com z = 2 e z genérico.

3.1 Modelo escalar com z genérico

Começamos com a generalização HL do modelo escalar usual dada pela ex-
pressão (2.20). Nosso objetivo aqui é o estudo do potencial efetivo deste
modelo. Para isso precisamos da expressão de S2 na equação (3.15). Fa-
zendo a substituição φ → Φ + φ , onde Φ é um campo de fundo (clássico) e
φ é um campo quântico (agora omitimos ?). A parte quadrática da ação em
φ é dada por

Squad = −1

2

?
dtddxφ(∂2

0 + (−1)z∆z + V ??(Φ))φ. (3.18)

Dessa forma, a ação efetiva pode ser escrita como

Γ(1) =
i

2
Tr ln(∂2

0 + (−1)z∆z + V ??(Φ)). (3.19)

O potencial efetivo correspondente U(Φ) é obtido da expressão

Γ(1)|Φ=const = −
?

dtddxU (1)(Φ). (3.20)

Para calcular U(Φ), devemos desenvolver a transformada de Fourier de (3.19).
Aplicando a rotação de Wick, chegamos a

U (1) =
1

2

?
dk0d

dk

(2π)d+1
ln(k20 + ?k2z + V ??(Φ)). (3.21)

Primeiro, calculamos a integral em k0. Para isso, usamos a relação

d

d(A2)

?
dk0 ln(k20 + A2) =

?
dk0

k20 + A2
=

π√
A2

, (3.22)
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de modo que, desprezando uma constante irrelevante independente do campo,
obtemos

U (1) =

?
ddk

(2π)d

?
?k2z + V ??(Φ). (3.23)

Então, usamos a identidade

√
B =

1

Γ(−1/2)

? ∞

0

dαα−3/2e−αB. (3.24)

Sabemos que Γ(−1/2) = −2
√
π. Portanto,

U (1) = − 1

2
√
π

?
dαα−3/2

?
ddk

(2π)d
e−α(

?k2z+V ??(Φ)). (3.25)

Em coordenadas esféricas e depois da mudança de variáveis kz = u, temos,
k2z = u2, k = u1/z, e dk = 1

zduu
1/z−1, obtemos

U (1) = − 1

2
√
π

1

(2π)d
1

z

2πd/2

Γ(d/2)

? ∞

0

dαα−3/2

? ∞

0

duu
d−z
z e−α(u

2+V ??(Φ)). (3.26)

Integrando em u e depois em α, chegamos a

U (1) = − 1

2
√
π

1

(2π)d
1

z

πd/2

Γ(d/2)
Γ(

d

2z
)Γ(−1

2
− d

2z
)(V ??(Φ))1/2+d/(2z). (3.27)

Está claro que este potencial efetivo em um loop diverge se tivermos 1
2(1 +

d
z ) = N , onde N é um inteiro não negativo. Em particular, para z = 2,
ele diverge em d = 2, 6, 10, ... Por exemplo, para V (Φ) ∝ Φ10, com d = 3 e
z = 2, as funções de Green têm um grau superficial de divergência ω = 5− E

2 ,
onde E é o número de pernas externas. Para d = 3 a expressão é, como é bem
conhecido, quadraticamente divergente para z = 1 e linearmente divergente
se z = 3; em outros casos ela é finita.

3.2 QED escalar com z = 2

Agora, vamos introduzir os campos de calibre. Vamos nos restringir inicial-
mente ao caso mais simples z = 2. Neste caso, a lagrangiana da QED escalar
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é

L =
1

2
F0iF0i +

1

4
Fij∆Fij −

−D0φ(D0φ)∗ + DiDjφ(DiDjφ)∗ −m4φφ∗, (3.28)

onde D0 = ∂0− ieA0 e Di = ∂i− ieAi são as derivadas covariantes relaciona-
das ao campo de calibre, com as correspondentes transformações: φ → eieξφ,
φ∗ → e−ieξφ∗, A0 → A0 + ∂0ξ, Ai → Ai + ∂iξ. Consideramos aqui que não
há termos de auto interação pura de matéria e mantemos apenas os termos
que acoplam os campos de matéria e de calibre.

O propagador para o campo escalar tem a forma

< φφ∗ >=
i

k20 − ?k4 −m4
. (3.29)

Para o propagador do campo de calibre, a situação é mais complicada. Para
encontrar este propagador, devemos adicionar à lagrangiana livre

L2 =
1

2
F0iF0i +

1

4
Fij∆Fij

=
1

2
∂iA0∂iA0 − ∂0A0∂iAi +

1

2
∂0Ai∂0Ai +

1

4
Fij∆Fij. (3.30)

o termo de fixação de calibre. Entretanto, como L2 contém um termo misto
envolvendo ambos A0 e Ai, que têm comportamentos distintos. É interes-
sante se o termo de fixação de calibre permita a separação destes campos.
Escolhemos então, um termo de fixação de calibre que é não-local:

Lgf =
1

2
(

1√
∆
∂0A0 +

√
∆∂iAi)

2

=
1

2
(∂0A0

1

∆
∂0A0 + 2∂0A0∂iAi + ∂jAj∆∂iAi). (3.31)

este termo de fixação de calibre pode ser tratado como o análogo do calibre de
Feynman. Adicionando este termo a (3.30), chegamos à seguinte expressão
para parte cinética da lagrangiana de calibre:

Lc = L2 + Lgf = −1

2
A0

∂2
0 + ∆2

∆
A0 −

1

2
Ai(∂

2
0 + ∆2)Ai. (3.32)
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A não-localidade desta lagrangiana, entretanto, não representa nenhum pro-
blema para os cálculos. De fato, os propagadores têm a forma:

< A0A0 > =
i?k2

k20 − ?k4
;

< AiAj > = − iδij

k20 − ?k4
. (3.33)

Nas teorias envolvendo campos de diferentes naturezas, em particular,
naquelas que consideramos neste trabalho, o potencial efetivo depende apenas
dos campos de matéria, enquanto os campos de calibre (e, em outras teorias,
campos de outras naturezas) são campos puramente quânticos, de modo que
as derivadas dos campos de fundo são fixas em zero [64]. Também, devemos
levar em consideração, na aproximação de um loop, que apenas os vértices
associados a dois campos quânticos dão contribuições não triviais ao potencial
efetivo. Vamos denotar os campos de fundo por Φ e Φ∗. Vemos que os únicos
vértices relevantes são:

−e2A0A0ΦΦ∗; ieA0(Φ
∗∂0φ− Φ∂0φ

∗),

−ie(∂iAj)[Φ∂i∂jφ
∗ − Φ∗∂i∂jφ], e2(∂iAj)(∂iAj)ΦΦ∗. (3.34)

Para simplificar os cálculos, é conveniente mover todas as derivadas para
agirem somente nos campos de calibre. Então, estes vértices tomam a forma:

−e2A0A0ΦΦ∗; −ie(Φ∗φ− Φφ∗)∂0A0,

−ie[Φφ∗ − Φ∗φ](∂j∆Aj), −e2Aj∆AjΦΦ∗. (3.35)

Para determinar as correções quânticas na ordem de um loop, devemos
considerar dois tipos de contribuições. Na primeira delas, todos os diagramas
envolvem apenas os propagadores dos campos de calibre nas linhas internas:

O resultado total para este setor é a soma de duas contribuições ao po-
tencial efetivo – a primeira, Ua é dada pela soma de loops do propagador
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. . .

Figura 3.1: Contribuições envolvendo apenas o propagador do campo de calibre.

< A0A0 > e a segunda, Ub – de propagadores < AiAj >:

Ua = −
∞?

n=1

1

n

?
ddkdk0
(2π)d+1

(2e2ΦΦ∗)n
? ?k2

k20 − ?k4

?n
;

Ub = −
∞?

n=1

d

n

?
ddkdk0
(2π)d+1

(2e2ΦΦ∗)n
? ?k2

k20 − ?k4

?n
. (3.36)

O segundo tipo de diagramas envolve tanto quárticos quanto os vértices
triplos. Para tratá-los, devemos primeiro introduzir um propagador "ves-
tido":

= + + . . .

Figura 3.2: Propagador ”vestido” de um campo de calibre.

O objetivo é absorver a dependência nos vértices quárticos, na definição do
propagador vestido. Neste propagador, é feita a soma sobre todos os vértices
deste tipo. Para os vértices −e2A0A0ΦΦ∗, obtemos a soma:

< A0A0 >D = < A0A0 >

∞?

n=0

[i2e2ΦΦ∗ < A0A0 >]n

=
i?k2

k20 − ?k4 − 2e2?k2ΦΦ∗
.

(3.37)

Enquanto para os vértices −e2Aj∆AjΦΦ∗, obtemos

< AiAj >D = < AiAj >

∞?

n=0

[i2e2ΦΦ∗ < AiAj >]n

= − iδij

k20 − ?k4 − 2e2?k2ΦΦ∗
. (3.38)
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Agora somamos as contribuições do todos os diagramas de um loop cuja
forma é apresentada na figura (3.2).

. . .

Figura 3.3: Contribuições envolvendo propagadores de calibre e de matéria.

Nestes diagramas, as linhas em negrito representam os propagadores ves-
tidos e contêm a o vértices quárticos. Os vértices triplos dados em (3.35)
envolvem derivadas espaciais e temporais. Estas derivadas devem ser incluí-
das nas contrações dos propagadores vestidos com os vértices triplos. Assim,
definimos os propagadores vestidos modificados

G1 = < ∂0A0(t1, ?x1)∂0A0(t2, ?x2) >D;

G2 = < ∂i∆Ai(t1, ?x1)∂j∆Aj(t2, ?x2) >D, (3.39)

cujas transformadas de Fourier são

G1(k) =
ik20

?k2

k20 − ?k4 − 2e2?k2ΦΦ∗
;

G2(k) = − i?k6

k20 − ?k4 − 2e2?k2ΦΦ∗
. (3.40)

Aqui, levamos em conta que as derivadas afetam diferentes argumentos do
propagador que muda o sinal com respeito a (3.37). A contribuição total
para este tipo de gráfico é dada por

Uc = −
∞?

n=1

1

n

?
ddkdk0
(2π)d+1

(−2e2ΦΦ∗)n
?

(G1 + G2) < φφ∗ >
?n

.(3.41)

Note que o termo de ordem n = 1 da soma a cima contém o produto
(G1 + G2) < φφ∗ >, que representa a soma de dois diagramas idênticos
ao primeiro gráfico da figura (3.3), sendo que um deles possui o propagador
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vestido modificado G1 e outro, o propagador vestido modificado G2. o pro-
pagador do campo de matéria é o mesmo para ambos. O termo de ordem
n = 2 contém o produto (G2

1+2G1G2+G2
2) < φφ∗ >2, que representa a soma

de quatro diagramas idênticos ao segundo gráfico da figura (3.3), sendo que
um deles possui dois propagadores G1, outro possui dois propagadores G2 e
outros dois possuem um propagador G1 e um propagador G2 relacionados
às linhas que representam os propagadores vestidos modificados. Seu valor
numérico é idêntico, isso explica o fator de dois no produto cruzado. Há dois
propagadores de matéria em cada um dos quatro diagramas. A forma dos
termos de ordem superior em n seguem o mesmo raciocínio, com as devidas
potências em G1 e G2 e os coeficientes dos termos cruzados obedecendo à to-
pologia dos diagramas. Alguns cálculos envolvendo esta metodologia podem
ser encontrados [65–69].

Somado (3.41), obtemos:

Uc = −
∞?

n=1

1

n

?
ddkdk0
(2π)d+1

(2e2ΦΦ∗)n ×

×
? (k20 − ?k4)?k2

k20 − ?k4 − 2e2?k2ΦΦ∗
1

k20 − ?k4 −m4

?n
. (3.42)

Resta ainda desenvolver todas as expressões Ua, Ub and Uc. Para isso, usamos
a identidade

∞?
n=1

an

n = − ln(1 − a) e fazemos a rotação de Wick. Assim

Ua = i

?
ddkdk0
(2π)d+1

ln[1 +
2e2ΦΦ∗?k2

k20 + ?k4
],

Ub = id

?
ddkdk0
(2π)d+1

ln[1 +
2e2ΦΦ∗?k2

k20 + ?k4
], (3.43)

Uc = i

?
ddkdk0
(2π)d+1

ln[1 − 2e2ΦΦ∗(k20 + ?k4)?k2

k20 + ?k4 + 2e2?k2ΦΦ∗
1

k20 + ?k4 + m4
].

No caso m = 0, Uc é bastante simplificado:

Uc = −i

?
ddkdk0
(2π)d+1

ln[1 +
2e2ΦΦ∗?k2

k20 + ?k4
], (3.44)
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que cancela completamente Ua. Então, neste caso, ficamos apenas com a
seguinte contribuição ao potencial efetivo:

U (1) = id

?
ddkdk0
(2π)d+1

ln[1 +
e2ΦΦ∗?k2

k20 + ?k4
]. (3.45)

Adicionando e subtraindo a constante id
?

ddkdk0
(2π)d+1 ln[1 +

?k4

k20
], encontramos que

o potencial efetivo, a menos de uma constante aditiva, tem a forma

U (1) = id

?
ddkdk0E
(2π)d+1

ln[1 +
?k4 + 2e2ΦΦ∗?k2

k20
]. (3.46)

Então, usamos a integral
?∞
0 dk0 ln(k20 + A2) = π

√
A2 e obtemos

U (1) = id

?
ddk

2(2π)d

?
?k2(?k2 + 2e2ΦΦ∗). (3.47)

Vamos resolver esta integral usando novamente (3.24). A expressão acima
passa a ser escrita então como

U (1) =
id

2

?
ddk

(2π)d
1

[Γ(−1/2)]2

?
dαdβα3/2β3/2e(α−β)

?k2−2e2ΦΦ∗β.(3.48)

Resolvendo a integral gaussiana em ?k2, obtemos

U (1) =
id

2

1

(4π)d/2[Γ(−1/2)]2

?
dαdβ

1

(α + β)(αβ)3/2
e−2e2ΦΦ∗β.(3.49)

Agora fazemos a substituição α = t(1 − x) e β = tx, α + β = t. A integral
ganha a forma

U (1) =
id

2

1

(4π)d/2[Γ(−1/2)]2
×

×
? 1

0

dx

? ∞

0

dtt−2−d/2[x(1 − x)]−3/2e−2e2ΦΦ∗tx. (3.50)
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A integral em t pode ser escrita na forma da função gama, de modo que

U (1) =
id

2

1

(4π)d/2[Γ(−1/2)]2
Γ
?
− 1 − d

2

?
×

×
? 1

0

x(d−1)/2(1 − x)−3/2(2e2ΦΦ∗)1+d/2. (3.51)

A integral em x é a função beta

B
?d + 1

2
,−1

2

?
=

Γ
?
d+1
2

?
Γ
?
− 1

2

?

Γ
?
− d

2

? . (3.52)

De modo que finalmente obtemos

I =
πd/2

2(2π)d
(2e2ΦΦ∗)d/2+1Γ(−1 − d

2)Γ(d2 + 1
2)

Γ(d2)Γ(−1
2)

. (3.53)

Vemos que, para dimensão espacial d ímpar, esta expressão é finita, enquanto
para d par, ela diverge, sendo necessário adicionar os contratermos corres-
pondentes.

Por completeza, notamos que algumas vezes o calibre de Coulomb pode
ser conveniente. Vamos descrever brevemente o resultado obtido para este
calibre. Depois de impor este calibre, o termo misto imediatamente se anula
na ação (3.30) mas não há modificação no termo quadrático em A0, assim,
o propagador < A0A0 >, neste caso, difere do propagador em (3.33), sendo
igual a

< A0A0 >= − i

?k2
, (3.54)

enquanto o propagador < AiAj > permanece o mesmo de (3.33). Como
resultado, a contribuição Ub de (3.43) não é modificada, enquanto que para
Ua, temos agora

Ua = i

?
ddkdk0E
(2π)d+1

ln[1 +
2e2ΦΦ∗

?k2
]. (3.55)

Entretanto, o resultado para Uc no calibre de Coulomb é muito mais compli-

33



cado. Vamos considerá-lo em detalhes. O propagador efetivo G1 introduzido
em (3.40) no caso do calibre de Coulomb assume a forma

G1 = − ik20
?k4 + 2e2?k2ΦΦ∗

, (3.56)

enquanto G2 não sofre nenhuma modificação. Fazendo a soma indicada em
(3.41) e algumas transformações simples, temos

Uc = i

?
ddkdk0
(2π)d+1

?
ln
? [k20

?k2 + (?k2 + 2e2ΦΦ∗)(?k4 + m4)]

k40
?k2

×

×(k20 + ?k4 + 2e2?k2ΦΦ∗) +
2e2ΦΦ∗?k6(?k2 + 2e2ΦΦ∗)

k40
?k2

?
−

− ln
k20 + ?k4 + 2e2?k2ΦΦ∗

k20
− ln

?k2 + 2e2ΦΦ∗

?k2
+ ln

k20
?k4

?
. (3.57)

Vemos que o segundo termo no lado direito da expressão difere de (3.45)
apenas por um fator constante, −d. O terceiro termo cancela Ua (3.55), e o
último é uma constante irrelevante, pois não depende dos campos de fundo.
Portanto o potencial efetivo completo é

U = Ua + Ub + Uc

= −i
πd/2

2(2π)d
(2e2ΦΦ∗)d/2+1 (1 − d)Γ(−1 − d

2)Γ(d2 + 1
2)

Γ(d2)Γ(−1
2)

+

+i

?
ddkdk0
(2π)d+1

ln
? [k20

?k2 + (?k2 + 2e2ΦΦ∗)(?k4 + m4)]

k40
?k2

×

×(k20E + ?k4 + 2e2?k2ΦΦ∗) +
2e2ΦΦ∗?k6(?k2 + 2e2ΦΦ∗)

k40
?k2

?
. (3.58)

Note que o primeiro termo nesta expressão é muito similar ao resultado (3.53).
A expressão acima é diferente daquela expressão por que a contribuição envol-
vendo propagadores < A0A0 > foi cancelada. Infelizmente, o ultimo termo
é muito difícil de ser resolvido.

A discrepância entre os resultados para os calibres que consideramos é
esperada já que o potencial efetivo é uma quantidade dependente do calibre.
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3.3 Teoria de Yukawa com z = 2

Para teoria de Yukawa é natural considerar a versão z = 2 da teoria de campo
espinorial. A lagrangiana em (d + 1) dimensões é dada por

L = ψ̄(iγ0∂0 + ∆ −m2 − hΦ)ψ. (3.59)

Para mantermos o foco apenas no acoplamento de Yukawa, tratamos o campo
escalar como um campo puramente externo. O potencial efetivo em um loop
correspondendo a esta lagrangiana é dado por

Γ(1) = iTr ln(iγ0∂0 + ∆ −m2 − hΦ). (3.60)

Podemos representar esta expressão como

Γ(1) = iTr ln(iγ0∂0) + iTr ln(1 − i
(∆ −m2 − hΦ)γ0∂0

∂2
0

). (3.61)

Descartando uma constante aditiva irrelevante, expandindo o logaritmo em
série, calculando o traço da matriz e fazendo a soma chegamos a

Γ(1) = i
δ

2
Tr ln

?
1 − (∆ −m2 − hΦ)2

∂2
0

?
. (3.62)

Aqui, δ é a dimensão das matrizes de Dirac na representação correspondente.
Depois de fazer a transformada de Fourier pela regra i∂0,i → k0,i, esta ex-
pressão leva ao seguinte potencial efetivo

U (1) = −i
δ

2

?
ddkdk0
(2π)d+1

ln
?k20 − (?k2 + m2 + hΦ)2

k20

?
. (3.63)

Fazendo a rotação de Wick e integrando sobre k0, chegamos a

U (1) = −δ

2

?
ddk

(2π)d
(?k2 + m2 + hΦ)1+?. (3.64)

Esta integral, para qualquer d positivo, se anula em regularização dimensional
sendo proporcional a 1

Γ(−1−?) que é zero quando ? → 0.
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Se considerarmos um modelo composto da lagrangiana (3.28) mais uma
extensão de (3.59) no qual os férmions são também minimamente acoplados
ao campo eletromagnético, até a ordem de um loop, não surge nenhuma
contribuição ao potencial efetivo dada pelas expressões (3.47) e (3.53).

3.4 QED escalar com z genérico

Considere a generalização do lagrangiana (3.28) com expoente crítico z arbi-
trário:

L =
1

2
F0iF0i + (−1)z

1

4
Fij∆

z−1Fij −
− D0φ(D0φ)∗ + Di1Di2 . . . Dizφ(Di1Di2 . . . Dizφ)∗. (3.65)

Com D0 = ∂0 − ieA0 e Di = ∂i − ieAi como definidos no caso z = 2. Por
razões de simplicidade, trabalharemos com valor nulo da massa do campo
escalar (m = 0). O propagador para o campo escalar agora é dado por

< φφ∗ >=
i

k20 − ?k2z
. (3.66)

Para determinar os propagadores do campo de calibre, devemos introduzir
o termo de fixação de calibre. Em exata analogia com (3.28), o termo de
fixação de calibre apropriado é não local:

Lgf =
1

2
(−1)z

?
(−1)z∆−(z−1)/2∂0A0 + ∆(z−1)/2∂iAi

?2
. (3.67)

esta expressão se reduz ao calibre de Feynman quando z = 1. Adicionando
o termo (3.67) à lagrangiana (3.28), obtemos:

Lc = −1

2
A0[∆ − ∂2

0

(−∆)z−1
]A0 −

1

2
Ai[∂

2
0 + (−∆)z]Ai. (3.68)
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Dessa forma, conseguimos separar os termos quadráticos da ação para os
campos A0 e Ai. Os propagadores correspondentes são dados por:

< A0A0 > =
i?k2z−2

k20 − ?k2z
;

< AiAj > = − iδij

k20 − ?k2z
. (3.69)

Os vértices também podem ser obtidos por um procedimento análogo ao
caso z = 2. Assim, podemos escrever

−e2A0A0ΦΦ∗; −ie(Φ∗φ− Φφ∗)∂0A0,

−ie[Φφ∗ − Φ∗φ](∂j∆
z−1Aj), −e2Aj∆

z−1AjΦΦ∗, (3.70)

onde Φ and Φ∗ são os campos de fundo, e φ, φ∗ são os campos quânticos.
Ainda de maneira análoga ao caso desenvolvido para z = 2, consideramos

os dois tipos de contribuições para o potencial efetivo. O primeiro deles
é aquele descrito pela figura (3.2) onde são considerados apenas loops dos
propagadores de calibre. Assim, separando as contribuições dos propagadores
< A0A0 > e < AiAj >, escrevemos:

Ua = −
∞?

n=1

1

n

?
ddkdk0
(2π)d+1

?2e2ΦΦ∗?k2z−2

k20 − ?k2z

?n

=

?
ddkdk0
(2π)d+1

ln[1 − 2e2ΦΦ∗?k2z−2

k20 − ?k2z
], (3.71)

Ub = −
∞?

n=1

d

n

?
ddkdk0
(2π)d+1

?2e2ΦΦ∗?k2z−2

k20 − ?k2z

?n

= d

?
ddkdk0
(2π)d+1

ln[1 − 2e2ΦΦ∗?k2z−2

k20 − ?k2z
]. (3.72)

No segundo tipo de diagramas, os vértices triplos estão presentes. Intro-
duzimos mais uma vez os propagadores vestidos (fig. 3.2). Assim, o análogo
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da expressão (3.37) é

< A0A0 >D=
i?k2z−2

k20 − ?k2z − 2e2?k2z−2ΦΦ∗
,

< AiAj >D= − iδij

k20 − ?k2z − 2e2?k2z−2ΦΦ∗
. (3.73)

Para calcular as expressões associadas aos diagramas (fig. 3.2) considere-
mos a versão genérica de (3.39)

G1 = < ∂0A0(t1, ?x1)∂0A0(t2, ?x2) >D;

G2 = < ∂i∆
z−1Ai(t1, ?x1)∂j∆

z−1Aj(t2, ?x2) >D, (3.74)

cujas transformadas de Fourier são

G1(k) =
ik20

?k2z−2

k20 − ?k2z − 2e2?k2z−2ΦΦ∗
;

G2(k) = − i?k4z−2

k20 − ?k2z − 2e2?k2z−2ΦΦ∗
. (3.75)

E escrevendo os resultados análogos para Uc definido na expressão (3.41)
obtemos

Uc = −
∞?

n=1

1

n

?
ddkdk0
(2π)d+1

?
− 2e2ΦΦ∗?k2z−2

k20 − ?k2z − 2e2?k2z−2ΦΦ∗

?n
. (3.76)

Desenvolvendo a soma, chegamos a

Uc = −
?

ddkdk0
(2π)d+1

ln[1 − 2e2ΦΦ∗?k2z−2

k20 − ?k2z
]. (3.77)

Assim, Uc cancela Ua (3.71). O potencial efetivo, então, é descrito por Ub.
Fazendo uma rotação de Wick e adicionando o termo id

?
ddkdk0
(2π)d+1 ln[1 +

?k4

k20
],

chegamos à expressão

U (1) = id

?
ddkdk0E
(2π)d+1

ln[1 +
?k2z + 2e2ΦΦ∗?k2z−2

k20
]. (3.78)
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A integral em k0 é feita de maneira idêntica ao caso z = 2. Chegamos então
à forma

U (1) = id

?
ddk

(2π)d
?kz−1

?
(?k2 + 2e2ΦΦ∗). (3.79)

Esta integral é ligeiramente mais complicada que a do caso z = 2, mas é
resolvida por um procedimento semelhante. Escrevemos a raiz quadrada na
expressão acima de acordo com (3.24) e obtemos

U (1) =
id

2

?
ddk

(2π)d
?kz−1 1

Γ(−1/2)

? ∞

0

dαα−3/2e−α(
?k2+2e2ΦΦ∗). (3.80)

Rearranjando os termos, escrevemos

U (1) =
id

2(2π)dΓ(−1/2)

? ∞

0

dαα−3/2e−2e2ΦΦ∗α
?

ddk?kz−1e
?k2. (3.81)

A integral em ddk pode ser resolvida usando a relação ddk = (2π)d/2

Γ(d/2) k
d−1dk e

fazendo a substituição ?k2 = αu. Depois de um pouco de álgebra, podemos
escrever

U (1) =
id

2(2π)dΓ(−1/2)

? ∞

0

dαα−1−(d+z)/2e−2e2ΦΦ∗α ×

× πd/2

Γ(d/2)

? ∞

0

duu(d+z−3)/2e−u. (3.82)

Adaptando a integral em u para o formato da função gama, chegamos a

U (1) =
id

2(2π)dΓ(−1/2)

πd/2

Γ(d/2)
Γ
?d + z − 1

2

?
×

×
? ∞

0

dαα−1−(d+z)/2e−2e2ΦΦ∗α. (3.83)

Resolvendo a integral em α, obtemos

U (1) = − dπ
d−1
2

4(2π)d
(2e2ΦΦ∗)

d+z
2

Γ
?
− d+z

2

?
Γ
?
d+z−1

2

?

Γ
?
d
2

? (3.84)

Esta expressão se reduz ao resultado (3.53) para z = 2.
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Vamos discutir as consequências físicas deste potencial. Ele pode ser re-
escrito como

U (1) = −c(2e2ΦΦ∗)
d+z
2 Γ

?
− d + z

2

?
, (3.85)

onde c = dπ
d−1
2

4(2π)d

Γ

?
d+z−1

2

?

Γ

?
d
2

? é uma constante positiva. Há dois casos caracterís-

ticos
(i) d + z = 2n (ou seja, ambos z e d são ímpares, como na QED usual

em (3 + 1) dimensões, ou ambos z e d são pares). Neste caso, o potencial
efetivo exibe divergências: Se fizermos a regularização dimensional impondo
d+z = 2n−? e levarmos em conta que Γ(−n+ ?

2) = (−1)n

n! (2? +γ+λn+O(?)),
onde λn é uma constante positiva, obtemos

U (1) =
(−1)n−1

n!
c(2e2ΦΦ∗)n(

2

?
+ γ + λn − ln

2e2ΦΦ∗

µ2
). (3.86)

A divergência representada pelo polo em ? pode ser eliminada pelo contra-
termo correspondente. O sinal global da expressão, bem como a estabilidade
da teoria, depende da paridade de n. Para n ímpar, o potencial efetivo exibe
um mínimo em Φ = 0 e, para n par, em algum Φ não nulo (fig. 3.4). É fácil
ver que no último caso, a simetria Z2 da substituição Φ → −Φ é quebrada,
portanto, a correção de um loop induz a quebra espontânea de simetria como
em [70].

(ii) d + z = 2n + 1. Neste caso, temos

U (1) = −c(2e2ΦΦ∗)n+
1
2Γ

?
− 2n + 1

2

?
, (3.87)

e, como Γ
?
− 2n+1

2

?
= (−1)n+1

√
π2n+1

(2n+1)!! , Notamos que para n par, o potencial
efetivo tem um mínimo em Φ = 0 e não há quebra de simetria. Para n

ímpar, o potencial efetivo é negativo e exibe um máximo em Φ = 0. A teoria
é então, instável. Como mostra a figura 3.5)
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Figura 3.4: Comportamento do potencial efetivo dado pela expressão (3.86) com relação
aos campos para n = 1, 2 e 3. O gráfico exibe máximos e mínimos de acordo com a
paridade de n.

Figura 3.5: Comportamento do potencial efetivo dado pela expressão (3.86) com relação
aos campos para n = 1, 2 e 3. A estabilidade da teoria dependa da paridade de n.

3.5 Teoria de Yukawa com z genérico

Vamos elaborar a teoria de Yukawa para z arbitrário. A lagrangiana da teoria
em (d + 1) dimensões tem a forma

L = ψ̄(iγ0∂0 + (iγi∂i)
z + hΦ)ψ. (3.88)
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Para estudar o potencial efetivo na ordem de um loop, é suficiente tratar o
campo escalar como um campo puramente externo e anular a massa do campo
espinorial já que a presença da massa implica apenas na redefinição do campo
Φ. Neste caso, a expansão em loops é encerrada com a contribuição de ordem
um e nenhuma restrição à renormalizabilidade relacionada à dimensão de h

emerge. Entretanto, se sugerirmos que Φ é também dinâmico, com o mesmo
expoente crítico z de ψ, ou seja, sua lagrangiana livre é a mesma da teoria
(3.65), a dimensão de massa de h se torna igual a 3z−d

2 . Portanto, se temos
z ≥ d

3 , a teoria é renormalizável. Em particular, o caso usual (z = 1, d = 3)
se enquadra nesta condição.

O potencial efetivo de um loop correspondendo à lagrangiana (3.88) tem
a forma

U (1) = −iTr ln(iγ0∂0 + (iγi∂i)
z + hΦ). (3.89)

Agora, temos duas possibilidades. Na primeira delas, z é par, então, (iγi∂i)
z =

(−∆)z/2, e, pelo mesmo procedimento do caso z = 2, chegamos ao seguinte
potencial efetivo:

U (1) = −i
δ

2

?
ddkdk0
(2π)d+1

ln
?k20 − ((?k2)z/2 + hΦ)2

k20

?
. (3.90)

Fazendo a rotação de Wick e a integração sobre k0, chegamos a

U (1) = −δ

2

?
ddk

(2π)d
((?k2)z/2 + hΦ). (3.91)

Esta integral, para qualquer d = 3 − ? positivo, se anula em regularização
dimensional, sendo proporcional a 1

Γ(−1−?) , que vai a zero para ? → 0. Logo, o
potencial efetivo nesta teoria se anula para z par. Isso generaliza o resultado
(3.64) para qualquer z par.

A segunda possibilidade é o caso de z ímpar, z = 2l + 1 então, (iγi∂i)
z =

(−∆)liγi∂i. Neste caso, temos

U (1) = −iTr ln(iγ0∂0 + i(−∆)lγi∂i + hΦ). (3.92)
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Se hΦ = M , podemos escrever

dU (1)

dM
= −iTr

1

iγ0∂0 + i(−∆)lγi∂i + M

= −i

?
dk0d

dk

(2π)d+1

1

γ0k0 + (k2)lγiki + M
(3.93)

Calculando o traço, depois da rotação de Wick, temos

dU (1)

dM
= Mδ

?
dk0d

dk

(2π)d+1

1

k20 + (k2)2l+1 + M 2

=
1

2
Mδ

?
ddk

(2π)d
1

[(k2)2l+1 + M 2]1/2
. (3.94)

Este expressão pode ser desenvolvida pelo mesmo procedimento usado na
teoria escalar. Primeiro, integramos sobre os momentos:

dU (1)

dM
= −δ

πd/2−1/2

(2π)d(2l + 1)

1

Γ(d/2)
Γ
? d

4l + 2

?
Γ
?
− d

4l + 2
+

1

2

?
M

d
2l+1 ,(3.95)

Finalmente integramos sobre M e, restaurando a expressão para o campo de
fundo, chegamos a seguinte expressão para o potencial efetivo:

U (1) = −δ
πd/2−1/2

(2π)d(d + 2l + 1)

1

Γ(d/2)
×

×Γ
? d

4l + 2

?
Γ
?1

2

?
1 − d

2l + 1

??
(hΦ)

d
2l+1+1. (3.96)

Vemos que este potencial efetivo é finito quando d
2l+1 ?= 2k + 1, onde k é um

número inteiro. Como no caso prévio, temos duas situações.
(i)Temos d

2l+1 ?= 2k + 1. Neste caso, o potencial efetivo é finito e seu

sinal depende do sinal de Γ
?
1
2

?
1 − d

2l+1

??
, que pode ser positivo ou negativo

para diferentes valores de d and l. Se o potencial efetivo é positivo, não há
quebra espontânea de simetria mesmo se introduzirmos o auto-acoplamento
clássico do campo escalar da forma λΦ2n, com λ > 0. Entretanto, se o
potencial efetivo é negativo, a teoria é instável se não tivermos nenhum auto-
acoplamento clássico do campo escalar e poderíamos ter quebra espontânea
da simetria Z2 se tal auto-acoplamento estivesse presente, já que neste caso,
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o potencial efetivo corrigido em um loop possui mínimo não trivial em Φ ?= 0.
(ii) Temos d

2l+1 = 2k+ 1 + 2?, em ? → 0+. Neste caso, a função gama tem
polos que mudam o sinal dependendo da paridade de k, isto é, Γ(−k + ?),
em ? > 0, é positivo para k par e negativo para k ímpar. O potencial efetivo
é igual a −aΓ(−k − ?)Φ2k+2+2?, onde a é um número positivo. Expandindo
esta expressão em uma série de potências em torno de ? = 0, obtemos que o
potencial efetivo é proporcional a (−1)k, logo possui um mínimo em Φ = 0

para k par. Em outras palavras, a situação é similar a da QED escalar
levando em conta as diferentes estatísticas dos campos quânticos.
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Capítulo 4

Violação de Lorentz em Teoria de
Supercampos

Neste capítulo vamos estudar um modelo de quebra de Lorentz em supersime-
tria. Mais especificamente, vamos desenvolver o formalismo de supercampos
na formulação de Kostelecký-Berger.

O formalismo de supercampos é particularmente útil e simplificador no es-
tudo da supersimetria. A ideia básica é descrever a teoria supersimétrica por
meio de supercampos Φ definidos sobre o superespaço formado pelo espaço-
tempo usual e pelo espaço das variáveis de Grassman θ e sua hermitianas
conjugadas. O supercampo Φ é decomposto em campos componentes repre-
sentando bósons (campos escalares φ), férmions (campos espinoriais ψα) e
campos auxiliares (que no caso apresentado aqui serão representados pelo
campo F e seu hermitiano conjugado).

Neste trabalho, nos concentraremos no modelo de Wess-Zumino, análogo
supersimétrico dos modelos escalares usuais. Para este modelo, a ação em
quatro dimensões de espaço-tempo é dada por

S =

?
d8zΦΦ̄ +

? ?
d6z

?m
2

Φ2 +
λ

3!
Φ3

?
+ h.c.

?
, (4.1)

onde d8z = d4xd2θd2θ̄. Aqui, Φ e Φ̄ são denominados supercampo quiral e
antiquiral, respectivamente. Estes supercampos devem satisfazer as relações
D̄α̇Φ = 0 e DαΦ̄ = 0, onde Dα e D̄α̇ são a derivada supercovariante e sua
hermitiana conjugada.
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Quando escrita em termos das componentes de Φ e esta ação é dada por

S =

?
d4x

?
φ?φ̄ + ψαiσmαα̇∂mψ̄

α̇ + F F̄ + m(ψαψα + φF + h.c.) +

+λ(φψαψα +
1

2
φ2F + h.c.)

?
. (4.2)

A essência da supersimetria é a existência da transformação entre bósons e
férmions. No modelo de Wess-Zumino, isso está representado no fato de que
a ação acima é invariante pelas transformações

δφ = ξαψα,

δψα = −iξ̄α̇σmαα̇∂mφ + ξαF̄ , (4.3)

δF = −ξ̄α̇σ
mαα̇∂mψα,

e as correspondentes hermitianas conjugadas. Em temos do supercampo Φ,
estas transformações são representadas na forma

δΦ(x, θ, θ̄) = (ξαQα + ξ̄α̇Q̄α̇)Φ(x, θ, θ̄), (4.4)

onde Qα e Q̄α̇ são os geradores das transformações de supersimetria dados
por

Qα = ∂α − iθ̄β̇σm
β̇α
∂m;

Q̄α̇ = ∂α̇ − iθβσ̄mβα̇∂m. (4.5)

Aqui ∂α, ∂α̇ são derivadas simples com respeito às coordenadas do superes-
paço grassmanianos θα, θ̄α̇, isto é, ∂α = ∂

∂θα
, e ∂α̇ = ∂

∂θ̄α̇
. Estes geradores são

lineares nas derivadas, como deve ser para satisfazer a regra de Leibniz. A
álgebra dos geradores é descrita por

[Pm, Qα] = 0, [Pm, Q̄α̇] = 0, {Qα, Q̄α̇} = 2iσmα̇αPm (4.6)

Onde Pm = i∂m são os geradores de translações no espaço-tempo convencio-
nal.

A proposta de Kostelecký e Berger consiste na adição de um setor violador
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de Lorentz CPT-par na lagrangiana de Wess-Zumino:

L = LWZ + LV IL, (4.7)

onde

LV IL = kmn∂
mφ∂nφ̄ + kmnk

m
l ∂

lφ∂nφ̄ +
i

2
kmnψασ

mαα̇∂nψ̄α̇. (4.8)

O símbolo kmn representa um tensor constante que implementa a violação da
simetria de Lorentz. A lagrangiana (4.7) é invariante sob as transformações

δφ = ξαψα,

δψα = −iξ̄α̇σmαα̇(∂m + kmn∂
n)φ + ξαF̄ , (4.9)

δF = −ξ̄α̇σ
mαα̇(∂m + kmn∂

n)ψα,

e suas hermitianas conjugadas. Como consequência, a álgebra dos geradores
agora é descrita por

[Pm, Qα] = 0, [Pm, Q̄α̇] = 0, {Qα, Q̄α̇} = −2iσmα̇α(∂m + kmn∂
n). (4.10)

Assim, Qα e Q̄α̇ agora têm a forma

Qα = ∂α − iθ̄β̇σm
β̇α

(∂m + kmn∂
n);

Q̄α̇ = ∂α̇ − iθβσ̄mβα̇(∂m + kmn∂
n). (4.11)

Vamos agora, no contesto do formalismo de Kostelecký-Berger, descrever
a teoria de supercampos do tipo éter, primeiro para um espaço-tempo com
três dimensões, depois para um espaço-tempo com quatro dimensões. As de-
finições básicas da teoria de supercampos usual invariante de Lorentz usadas
neste capítulo são encontradas na referência [71].

4.1 Deformação do Superespaço Tridimensional

No espaço-tempo tridimensional usual, a representação espinorial relaciona
o grupo de Lorentz ao grupo SL(2,?), portanto as representações funda-
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mentais agem em um espinor de Majorana de duas componentes, consequen-
temente os geradores de supersimetria Qα são hermitianos. Portanto, para
estender o superespaço usual a um superespaço tridimensional deformado,
vamos reescrever a primeira das definições (4.11) definido a notação

Qα = i[∂α − iθβγmβα(∂m + kmn∂
n)]

= i[∂α − iθβγmβα∇m], (4.12)

onde ∂α é a derivada com respeito às coordenadas do superespaço grassi-
maniano θα, e ∇m = ∂m + kmn∂

n é a derivada do espaço tempo "covari-
antizada". Sem perda de generalidade, podemos escrever kmn na forma do
tipo-éter kmn = αumun [72, 73], onde um é um vetor constante, e α é um
parâmetro multiplicativo, portanto podemos nos referir a esta álgebra como
a generalização tipo-éter da álgebra de supersimetria, e denominar as teorias
construídas nesta base como teorias de supercampos supersimétricas com
violação de Lorentz do tipo éter. Entretanto, a metodologia denominada
em [74] como "supersymmetric aether", onde o vetor constante um é usado,
apresenta-se como uma extensão supersimétrica da teoria do éter de Einstein
onde a álgebra de supersimetria não é deformada, mas um é uma componente
do supercampo dinâmico extra e, portanto, não tem nada em comum com
nosso modelo.

Denotamos a relação de anticomutação entre os geradores de supersimetria
deformados por

{Qα, Qβ} = 2iγmαβ∇m, (4.13)

que é um operador proporcional à simples derivada em relação às coordenadas
de espaço-tempo e como tal deve satisfazer a regra de Leibnitz.

A nova derivada supercovariante é construída para anticomutar com Qα,
e pode ser escrita como

Dα = ∂α + iθβγmβα∇m , (4.14)
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onde o operador ∇m comuta com Dα e com os geradores de supersimetria.
A derivada supercovariante satisfaz as relações:

{Dα, Dβ} = 2iγmαβ∇m ;

(D2)2 = ?̃ ;

DαDβDα = 0, (4.15)

onde

?̃ = ∇m∇m = ? + 2kmn∂
m∂n + kmnkml∂n∂

l (4.16)

é o operador d’Alembertiano deformado.
Assim como no caso usual, podemos definir supercampos sobre este supe-

respaço deformado e construir invariantes sobre ele. Podemos introduzir um
modelo de Wess-Zumino cuja ação coincide formalmente com a ação usual.

S =

?
d5z

?
1

2
Φ(D2 + m)Φ +

λ

6
Φ3

?
, (4.17)

enquanto a estrutura dos supercampos, entretanto, é deformada. Nesta ex-
pressão, Φ um supercampo escalar real.

Em geral, supercampos podem ser estendidos em uma série de Taylor na
variável de Grassman θ:

Φ(x, θ) = ϕ(x) + θαψα(x) − θ2F (x) . (4.18)

Mas para nosso superespaço deformado é mais conveniente definir as compo-
nentes do supercampo por projeção como

ϕ(x) = Φ(x, θ)
???
θ=0

;

ψα(x) = DαΦ(x, θ)
???
θ=0

; (4.19)

F (x) = D2Φ(x, θ)
???
θ=0

,

onde as derivadas espinoriais supercovariantes são dadas pela equação (4.14).
Já que as derivadas supercovariantes "deformadas"diferem das derivadas usu-
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ais apenas no setor proporcional a θα, a estrutura de componentes dos super-
campos nos casos "deformado"e usual vai ser exatamente a mesma. Portanto,
a ação deformada em componentes tem a forma da soma da ação usual e apa-
recem alguns termos extras proporcionais a diferentes graus dos parâmetros
de violação de Lorentz. Assim, podemos escrever a ação (4.17) em termos
das componentes como

S =

?
d3x

?1

2
F 2 +

1

2
ψαi(γm)α

β∇mψβ +
1

2
ϕ?̃ϕ + m(ψ2 + ϕF ) +

+ λ

?
ϕψ2 +

1

2
ϕ2F

??
. (4.20)

Encontramos que a ação livre para o férmion Sf = 1
2

?
d3xψα[i(γm)α

β∇m +

m]ψβ = 1
2

?
d3xψα[i(γm)α

β(∂m+kmn∂
n)+m]ψβ adquire o mesmo termo adi-

tivo do tipo-éter que foi discutido em [72]. Notamos que o termo cinético para
o supercampo escalar Sesc,cin = 1

2

?
d3xϕ?̃ϕ = 1

2

?
d3xϕ(∂m + kmn∂

n)(∂m +

kml∂l)ϕ, além do termo aditivo do tipo éter usual ϕkmn∂m∂nϕ [72], envolve
também o termo extra de ordem mais alta, que, para o caso kmn = αumun,
corresponde ao quarto grau de um.

Somos agora capazes de obter as regras de Feynman para o superespaço
tridimensional do tipo éter. Vamos começar generalizando o funcional para
o modelo definido pela ação (4.17), o modelo de Wess-Zumino, com a adição
de um termo de fonte. Seja

Z(J) =

?
DΦ exp

??
d5z

?
1

2
Φ(D2 + m)Φ +

λ

6
Φ3 + JΦ

??

= exp

?
SI

?
δ

δJ

??
×

×
?

DΦ exp
??

d5z

?
1

2
Φ(D2 + m)Φ + JΦ

??
, (4.21)

onde SI(Φ) = λ
6

?
d5zΦ3. Completando o quadrado e desenvolvendo a inte-
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gração gaussiana sobre Φ, obtemos

Z(J) = exp

?
SI

?
δ

δJ

??
exp

?
− 1

2

?
d5z J

1

D2 + m
J
?
. (4.22)

Assim, podemos facilmente obter o propagador do supercampo no espaço
dos momentos

?Φ(p, θ1)Φ(−p, θ2)? =
(D2 −m)

p̃2 + m2
δ2(θ1 − θ2) , (4.23)

onde p̃2 = p2 + 2kmnp
mpn + kmnkmlpnp

l e D2 = ∂2 − θβγmβαp̃m∂
α + θ2p̃2.

Notamos que pode-se calcular o grau superficial de divergência dos su-
pergráficos de Feynman correspondentes da mesma forma que em teorias de
campos usuais. Além do mais, o resultado disso coincide com os resultados
obtidos em teoria de supercampos usual já que os propagadores nas teorias
deformadas e não deformadas têm o mesmo comportamento assintótico, por
exemplo, para teoria de campo escalar, os acoplamentos Φ3 and Φ4 vão nova-
mente corresponder a teorias renormalizáveis, e todas teorias exceto aquelas
com dinâmica efetiva exótica continuam a ser finitas em um loop.

Vamos discutir as relações de dispersão desta teoria. O denominador
de (4.23) tem a forma p̃2 + m2 = p2 + 2kmnp

mpn + kmnkmlpnp
l + m2 (esta

estrutura é comum em propagadores de teorias com violação de Lorentz CPT-
par [75–77]). Vamos considerar este denominador para a signatura (−+++),
e kmn = αumun, com um = (u0, ?u), e umum ≡ ? igual a 1, para um tipo
espaço, ou a −1, para um tipo tempo, ou a 0, para um tipo luz.

• Caso 1: um tipo espaço, ? = 1. Temos E2 = p2+m2+(2α+α2)(?u·?p)2.
Vemos que tanto para α > 0 quanto para α < 0, desde que |α| ? 1, a
dinâmica é consistente. Enquanto para α negativo com valor absoluto
grande, a teoria se torna degenerada ou instável. Em particular, se
α = −1 e os vetores ?u e ?p são direcionados ao longo do eixo x, temos
E2 = m2. Assim, a dinâmica é degenerada.

• Caso 2: um tipo tempo, ? = −1. Temos E2(1 − α)2 = ?p2 + m2. A
dinâmica é consistente sempre, exceto no caso α = 1.
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• Caso 3: um tipo luz, ? = 0, e um = (1, 1, 0, 0). Neste caso, quando
o vetor ?u (parte espacial de um) e o vetor ?p são direcionados ao longo
do eixo x, temos E = 1

1−2α [−2αp ±
?
p2(1 + 2α + 4α2) + m2], então,

se |α| ? 1, a dinâmica é consistente.

Em princípio, pode-se mostrar o caso quando as relações de dispersão não
são modificadas mesmo para um não trivial, isto é, o caso αumum + 2 = 0,
que leva a p̃2 = p2, mas esta situação é impossível se nós temos |α| ? 1,
enquanto umum é restrito aos valores −1, 0, 1.

Portanto, concluímos que se impusermos a condição |α| ? 1, junto com
umum igual a ±1 ou igual a 0, para assegurar que os termos com violação
de Lorentz podem ser tratados como pequenas correções, a forma quadrática
correspondendo a p̃2 nunca é negativa.

A análise das teorias quadridimensionais que serão consideradas mais adi-
ante é exatamente a mesma, por causa da estrutura do denominador do
propagador. Em princípio, é natural esperar que uma situação similar ocor-
rerá em todas as teorias onde a violação da simetria de Lorentz é introduzida
através da deformação da álgebra de supersimetria.

Agora, vamos calcular a parte quadrática da ação efetiva para o modelo de
Wess-Zumino tridimensional na ordem de um loop. O diagrama de Feynman
que contribui com o processo descrito na figura 4.1.

Figura 4.1: Contribuição ao termo cinético no superespaço tridimensional

A expressão correspondente pode ser escrita como

Γ(1) =
λ2

6

?
d3p

(2π)3
d2θ Φ(−p, θ)

?
D2 − 2m

?
Φ(p, θ) ×

×
?

d3q

(2π)3
1

(q̃2 + m2)[(q̃ + p̃)2 + m2]
. (4.24)

Esta expressão é finita e, se o momento externo se anula, p = 0, pode-se
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mudar as variáveis e a medida de integração por
?
d3q = ∆

?
d3q̃. Definimos

∆ = det(∂q
m

∂q̃n ) = det−1(δmn + kmn ) como o jacobiano da mudança de variáveis.
Este jacobiano é constante (no caso de α pequeno, temos ∆ = 1 − αu2).
Então, chegamos a

Γ(1) = ∆
λ2

6

?
d3p

(2π)3
d2θ Φ(−p, θ)

?
D2 − 2m

?
Φ(p, θ)

1

8π|m| . (4.25)

Concluímos que esta metodologia não difere essencialmente da técnica de
supergráficos usual. Ela pode ser generalizada a teorias mais sofisticadas, em
particular, as teorias de calibre.

4.2 Deformação do Superespaço Quadridimensional

Começamos com os geradores deformados (4.11). Novamente, sem perda de
generalidade, podemos fazer kmn = αumun simétrico, sendo um, e |α| ? 1,
isto é na forma tipo-éter.

Efetivamente, estes geradores podem ser representados por

Qα = ∂α − iθ̄β̇σm
β̇α
∇m;

Q̄α̇ = ∂α̇ − iθβσ̄mβα̇∇m, (4.26)

A relação de anticomutação dos geradores de supersimetria é

{Qα, Q̄α̇} = −2iσmα̇α∇m, (4.27)

então, isto dá um operador proporcional à translação como deve ser em teo-
rias de campo supersimétricas [71, 78].

A derivada supercovariante correspondente deve anticomutar com estes
geradores, sendo

Dα = ∂α + iθ̄β̇σm
β̇α
∇m;

D̄α̇ = ∂α̇ + iθβσ̄mβα̇∇m. (4.28)

O operador ∇m comuta com Dα, D̄α̇, e com os geradores de supersimetria.
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Por analogia com a teoria de supercampos usual (Nesta seção, nós usa-
mos as relações de normalização para geradores de supersimetria e derivadas
supercovariantes que no caso invariante de Lorentz são reduzidos àqueles
em [78]) pode-se mostrar que derivadas supercovariantes satisfazem as rela-
ções:

{Dα, D̄α̇} = 2iσmα̇αDm;

D2D̄2D2 = 16?̃D2;

DαDβDγ = D̄αD̄βD̄γ = 0. (4.29)

A definição dos supercampos quiral Φ e antiquiral Φ̄ agora estabelece que
as relações D̄α̇Φ = 0, e DαΦ̄ = 0, onde as derivadas supercovariantes são as
novas derivadas satisfazendo as relações (4.28).

Vamos abordar o modelo de Wess-Zumino em quatro dimensões de espaço-
tempo cuja ação foi apresentada em (4.1). Podemos obter a estrutura de
componentes do supercampo quiral pelas projeções:

φ = Φ|θ=θ̄=0;

ψα =
1

2
DαΦ|θ=θ̄=0;

F =
D2

4
Φ|θ=θ̄=0, (4.30)

com as definições análogas para as componentes do supercampo antiquiral.
Portanto a expansão em componentes do modelo de Wess-Zumino deformado
é dada por

S =

?
d4x

?
φ?̃φ̄ + ψαiσmαα̇∇mψ̄

α̇ + m(ψαψα + φF + h.c.) + F F̄ +

+λ(φψαψα +
1

2
φ2F + h.c.)

?
. (4.31)

Vemos que novamente os termos relacionados ao éter surgem para as compo-
nentes escalar e espinorial, e um termo de quarta ordem surge para o campo
escalar.

Os propagadores dos supercampos tem a mesma forma que aqueles do mo-
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delo de Wess-Zumino usual, mas com o operador d’Alembertiano modificado
já que a estrutura das derivadas covariantes é modificada:

< Φ(z1)Φ̄(z2) > =
1

?̃ −m2
δ(z1 − z2),

< Φ(z1)Φ(z2) > =
mD2

4?̃(?̃ −m2)
δ(z1 − z2), (4.32)

< Φ̄(z1)Φ̄(z2) > =
mD̄2

4?̃(?̃ −m2)
δ(z1 − z2),

com os fatores D associados aos vértices pela mesma regra de modelos super-
simétricos usuais. Cada operador d’Alembertiano modificado é de segunda
ordem nas derivadas de espaço-tempo, assim como no operador d’Alembertiano
usual, portanto o cálculo do grau superficial de divergência ω não difere do
caso usual, de onde concluímos que

ω = 2 − E − C, (4.33)

onde E é o número de pernas externas, e C é o número de propagadores
< ΦΦ >, < Φ̄Φ̄ >. Vemos que há apenas um tipo de divergência nesta
teoria, isto é, a correção divergente ao termo cinético ΦΦ̄ descrito pelo gráfico
na Fig. 2.

− −D2 D̄2

Figura 4.2: Contribuição ao termo cinético no superespaço quadridimensional

Depois de simples transformações de D-álgebra (notamos que o colapso de
um loop em um ponto é baseado na mesma identidade δ12D̄

2D2δ12 = 16δ12

do caso usual), temos o termo cinético na forma

Γ2 =
λ2

2

?
d4θ

?
d4p

(2π)4
Φ̄(−p, θ)Φ(p, θ) ×

×
?

d4q

(2π)4
1

(q̃2 −m2)((q̃ + p̃)2 −m2)
. (4.34)
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Esta contribuição é logaritmamente divergente. Para avaliá-la, fazemos uma
rotação de Wick e uma parametrização de Feynman que leva a

Γ2 = i
λ2

2

?
d4θ

?
d4p

(2π)4
Φ̄(−p, θ)Φ(p, θ) ×

×
? 1

0

dx

?
d4q

(2π)4
1

(q̃2 + m2 − p̃2x(1 − x))2
. (4.35)

Então, mudamos as variáveis e a medida de integração da mesma maneira que
no caso tridimensional, isto é

?
d4q = ∆

?
d4q̃. Definimos ∆ = det(∂q

m

∂q̃n ) =

det−1(δmn + kmn ) como o jacobiano da mudança de variáveis, seu valor é cons-
tante (no caso de ua, temos ∆ = 1 − αu2). Como resultado, obtemos

Γ2 = i∆
λ2

2

?
d4θ

?
d4p

(2π)4
Φ̄(−p, θ)Φ(p, θ) ×

×
? 1

0

dx

?
d4q̃

(2π)4
1

(q̃2 + m2 + p̃2x(1 − x))2
. (4.36)

A integral é a mesma do modelo de Wess-Zumino usual [71, 78], e temos

Γ2 = i∆
λ2

2

?
d4θ

?
d4p

(2π)4
Φ̄(−p, θ)Φ(p, θ) ×

×(
1

16π2?
+

? 1

0

dx ln
m2 + p̃2x(1 − x)

µ2
). (4.37)

A parte finita não é invariante de Lorentz, sendo dependente do objeto não-
invariante p̃2.

Então, podemos calcular o potencial efetivo kähleriano [78], que, desenvol-
vendo os mesmos passos do caso usual (veja [65–67] para detalhes), chegamos
a

K(1) = −1

2

∞?

n=1

?
d8z

?
ΨΨ̄

D2D̄2

16?̃2

?n
δ8(z − z?)|z=z?, (4.38)

onde Ψ = m + λΦ, Ψ̄ = m + λΦ̄. Esta expressão, depois de transformações
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de D-álgebra, leva a

K(1) = −
?

d4θ

?
d4q

(2π)4
1

(qm + kmnqn)2
ln(1 − Ψ̄Ψ

(qm + kmnqn)2
). (4.39)

Esta expressão pode ser integrada. Para isso, fazemos novamente a mu-
dança de variáveis qm + kmnq

n → q̃m, e chegamos a

K(1) = −∆

?
d4θ

?
d4q̃

(2π)4
Ψ̄Ψ

1

q̃2
ln(1 − Ψ̄Ψ

q̃2
), (4.40)

Depois de uma rotação de Wick e fazendo a integração, junto com a subtração
do contratermo correspondente (que difere do contratermo usual usado no
modelo de Wess-Zumino [78] apenas pelo fator constante ∆) chegamos a

K(1) = − 1

32π2
∆ΨΨ̄ ln

ΨΨ̄

µ2
. (4.41)

portanto, vemos que a contribuição ao potencial efetivo Käleriano não difere
essencialmente daquele no modelo de Wess-Zumino.
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Capítulo 5

Conclusão

Neste trabalho, obtivemos resultados para alguns modelos de teoria quântica
de campos que exibem violação da simetria de Lorentz.

Estudamos o potencial efetivo na formulação de Horava-Lifshitz e obti-
vemos resultados para os seguintes casos: um modelo escalar auto acoplado
cujo potencial efetivo foi encontrado para valores arbitrários da dimensão
espacial, expoente crítico e acoplamento. A QED escalar, cujo potencial efe-
tivo foi obtido para o caso z = 2 e para z genérico. A teoria de Yukawa para
z = 2 onde mostramos que o potencial efetivo em um loop se anula, sendo
assim necessárias correções em ordem dois loops. A teoria de Yukawa para z

genérico, onde o foi mostrado que o potencial efetivo é nulo para z par e não
nulo para z ímpar. Em certos casos, o potencial efetivo é finito na ordem
de um loop em ambos os casos. Em princípio, podemos também introduzir
o acoplamento entre os campos espinoriais e de calibre. Entretanto, estas
interações adicionais vão começar a contribuir ao potencial efetivo apenas na
ordem de dois loops.

Concluímos então que a metodologia para calcular o potencial efetivo não
difere essencialmente daquela usada em teorias de campos usuais, invariantes
de Lorentz.

Enfatizamos que conseguimos encontrar o potencial efetivo para teorias
com um expoente crítico arbitrário, embora a ação clássica da QED do tipo
HL com um expoente crítico arbitrário é em geral extemamente complicada e
envolve um número ilimitado de termos. Mostramos também que, em certos

58



casos (modelos com um auto acoplamento não trivial do campo escalar, ou
as situações em que o potencial efetivo requer renormalização) o potencial
efetivo pode gerar uma quebra expontânea da simetria Z2. Notamos que,
para o caso da QED, estes resultados podem ser diretamente generalizados
para os multipletos U(N) do número arbitrário de campos escalares, en-
tão, podemos observar uma quebra de simetria dinâmica em teorias do tipo
Horava-Lifshitz.

Estes métodos e resultados serão bastante úteis em trabalhos futuros que
estamos desenvolvendo considerando modelos com temperatura finita.

Com base na construção de Berger-Kostelecky [55], desenvolvemos a abor-
dagem de supercampos para teorias de campos supersimétricas com violação
de Lorentz do tipo éter.

Descrevemos a expansão em componentes e as modificações nos propa-
gadores da teoria em um espaço-tempo de três dimensões. Calculamos a
contribuição em um loop para ação efetiva. Obtivemos também resultados
correspondentes em quatro dimensões de espaço-tempo e a contribuição em
um loop para o potencial efetivo. Mostramos que nenhuma inconsistência
física deve surgir se o tensor kmn for suficientemente pequeno.

Esta abordagem apresenta-se não mais complicada que a técnica de su-
pergráficos padrão cujos exemplos de aplicação estão presentes nos arti-
gos [68,79–82], e os resultados não diferem crucialmente do caso usual. Nota-
mos que, se a deformação da álgebra da supersimetria é pequena, a dinâmica
continua a ser consistente. É interessante notar que, primeiro, este esquema
é essencialmente CPT-par, segundo, em princípio, pode-se fazer com que
a matriz kmn seja antissimétrica e, neste caso, a medida da integral não é
corrigida para kmn, ∆ = 1.

Em suma, fomos bem sucedidos em conciliar a violação da invariância de
Lorentz e a supersimetria de forma bastante simples.

Em princípio, os cálculos para as teorias de supercalibre podem ser desen-
volvidos da mesma forma e está em nossos projetos futuros. Outra perspec-
tiva interessante é o desenvelvimento de teorias supersimetricas na formula-
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ção de Horava-Lifshitz.
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