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Resumo

Consideramos a geometria de uma conexao afim e abordamos como exemplos, as geome-
trias de Weyl e Riemann-Cartan, esta ultima considerando o caso em que a torcao é semi-
simétrica. Apdés uma exposicao moderna das propriedades destas geometrias, abordamos o
problema de imersoes isométricas em espagos de Weyl e de tor¢ao semi-simétrica. Intro-
duzimos um roteiro para a obtencao da curvatura extrinseca, operador de Weingarten e das
equagoes de Gauss-Codazzi para tais espacos. Em seguida, analisamos as propriedades de
uma estrutura de Weyl em um espaco produto distorcido (EPD) e analisamos as geodési-
cas das folhas em tal espago. Consideramos, também, o caso particular quando o espago
ambiente para um (EPD) com uma geometria de Riemann-Cartan. Mostramos como o con-
finamento e as propriedades de estabilidade de geodésicas préximas ao mundo-brana podem
ser afetadas pela tor¢ao do bulk. Deste modo, construimos um anglogo cldssico do confina-
mento quantico inspirado em modelos de teoria de campo, substituindo um campo escalar

por um campo de torgao.



Abstract

We consider the geometry of affine connections and take, as particular examples, Weyl
and Riemann-Cartan geometies. In a modern geometrical approach, we take up the problem
of local embedding of manifolds in Weyl spaces and in spaces endowed with semi-symmetric
torsion. We then obtain the extrinsic curvature, Weingarten operator and Gauss-Codazzi
equations in the mentioned non-riemannian spaces. We investigate some important proper-
ties of a Weyl structure in the case of a warped product and carry out an analysis of the
geodesics in a foliation defined in such a space. We consider the particular case when the
embedding space is a warped product manifold and has a Riemann-Cartan geometry. As an
application, we show that the torsion field of de bulk may provide a mechanism of geomet-
rical confinement. In this way, we exhibit a classical analogue of the quantum confinement

induced by scalar fields.



Quem te fez caboclo sonhar?

Quem te arremessou nesse mar de solidao?
Sobre a lua tao faceira sempre a beira do rio
Vem tirar o pao nessa imensidao.

Casa, curumim a brincar

Natureza e homem em comunhao

Frente aos olhos a incerteza de quem nunca viu
Mora a felicidade e paz, em lugar sem ambicao
Eu vi a mata acordar eu vi o sol derramar
Seus raios sobre os acaizeiros

Um remo rude a remar

Canoa rio deslizar levando vida

Simples anseios de viver

Musica : Comunhao

Autor: Carlos Batata
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Fisica e Geometria

Historicamente, a partir da formulagao da teoria da Relatividade Geral(RG), a geometria
tem desempenhado um papel extremamente poderoso na representacao teérica da realidade
fisica. Pode-se dizer que a geometrizacao do campo de gravitagao inaugurou um novo método
de investigacao tedrica, encontrando importante aplicacoes na Fisica contemporanea. Na ver-
dade, essa interacao entre Geometria e Fisica nao se dd em sentido tinico: o desenvolvimento
de uma dessas disciplinas impulsiona o avangco da outra, e vice-versa. Isto é, particular-
mente verdadeiro no que diz respeito a Geometria e a teoria da gravitacao. Por exemplo,
o aparecimento das chamadas geometrias nao-riemanianas tem levado a idéias fecundas na
representacao das nogoes modernas do espago-tempo, quer seja na busca de uma teoria unifi-
cada das interacoes fundamentais da Natureza, quer seja em outras questoes fundamentais
ligadas & quantizacao de Gravitacao e & Cosmologia Moderna.

Na presente tese, seguindo a tendéncia moderna de buscar na geometria conceitos que
se adaptem a descricao atual dos fenémenos fisicos, investigamos algumas estruturas nao-
riemanianas ja conhecidas desde o inicio do século XX [1][2][3]. De fato, a geometria rie-
maniana se mostrou eficiente na descricao da dindmica do campo gravitacional. Contudo,
faltam-lhe graus de liberdade para descrever as outras interagoes da Fisica. Graus de liber-
dade, no entanto, podem advir de estruturas nao-riemanianas, tais como nao-metricidade
e existéncia de torcao. Segue-se que o problema da imersao do espago-tempo, tao discu-

tido nos dias de hoje, reveste-se de uma imensa riqueza quando tratado no contexto de



geometrias mais gerais. Um exemplo claro desse fato estd na abordagem do problema do
confinamento de particulas e fétons em hipersuperficies que representam o modelo dos temas
de branas[4][5].

Uma caracterfstica comum das modernas teorias que tratam da imersao do espago-tempo
¢ a escolha dos chamados espacos produto distorcidos (EPD), os quais podem ser vistos
como construcoes topoldgicas que levam a uma forma especial do tensor métrico. Um dos
resultados originais da presente tese corresponde a uma re-elaboracao da teoria geométrica
dos espagos distorcidos no contexto de variedades de Weyl e Riemann-Cartan. Nesta tese,
comecamos com a extensao do problema de imersao isométrica para variedades dotadas
de nao-metricidade e torcao. Neste contexto, investigamos a sequnda forma fundamental,
o operador de Weingarten, as equagoes de Gauss-Codazzi, e outros conceitos geométricos
fundamentais. Também estudamos as propriedades de umblicidade, de subvariedades em
espagos de Weyl e em variedades de Riemann-Cartan semi-simétricas com vistas ao problema
do confinamento de fétons em branas.

O desenvolvimento da geometria diferencial no tltimo século levou & descoberta de um
vasto nimero de geometrias nao-riemannianas. A riqueza que estas geometrias possuem na
forma de novas estruturas geométricas (além da conexoes afins e da métrica riemanniana )
pode ser 1til na formulacao de novas teorias fisicas, na medida em que introduzem graus
extras de liberdade, por exemplo, para a descricao da Fisica dos campos nao-gravitacionais.
Claro que este é um fato bem conhecido e foi por muito tempo explorado por Einstein e
outros, em sua busca de uma teoria do campo unificado [7][8]. No entanto, acreditamos que
ainda é de interesse investigar geometrias nao-riemannianas em um contexto mais moderno,
ou seja, considerando teorias multi-dimensionais. Por exemplo, estudo de geodésicas em um
espaco-tempo penta-dimensional com geometria de Weyl. Um dos resultados dessa abor-
dagem é que, é possivel estabelecer um andlogo cldssico de confinamento quantico [4] por
meios puramente geométricos [6].

A presente tese estd assim organizada: No capitulo 1, apresentamos algumas motivagoes
e retrospectivas histéricas acerca da geometria do espaco fisico e da sua dimensionalidade.
No capitulo 2, apresentamos algumas nogoes bdsicas de geometria diferencial, com o ob-
jetivo de fixar notagoes e apresentar alguns conceitos geométricos que serao utilizados no
decorrer da tese. No capitulo 3, fazemos um apanhado do conceito de conexao afim, suas

propriedades e alguns exemplos de geometrias afins, como as definidas pelas conexoes de



Levi-Civita, Weyl, Riamnn-Cartan e semi-simétrica. No capitulo 4, apresentamos o aparato
conceitual das imersoes isométricas, chamando a atengao para algumas conseqiiéncias da ex-
isténcia de tor¢ao ou nao-metricidade. No capitulo 5, descrevemos um roteiro das imersoes
em espaco de Weyl, e em seguida, no capitulo 6, investigamos, as imersoes em variedades
com conexao semi-simétricas chamando a atencao para a umbilicidade das subvariedades,
caso de conexoes de Weyl e de conexao semi-simétricas. No capitulo 7, apresentamos os
espagos produtos distorcidos (EPD) com uma estrutura de Weyl generalizando os resultados
j& conhecidos na literatura [9], chamando a atencdo para o comportamento das geodésicas
das folhas horizontais e verticais. No capitulo 8, apresentamos o confinamento de geodésicas
em Riemann-Cartan como uma das aplicagoes dos desenvolvimentos anteriores [10] . No
capitulo 9, apresentamos nossas conclusoes, apontando perspectivas futuras. Por fim, in-
cluimos um apéndice com duas segoes, a primeira sobre tensores e operagoes algébricas e a

segunda sobre sistemas dindmicos.



Capitulo 2

O Problema do Espaco

O Problema do espago consiste em determinar a geometria do espaco fisico, ou seja, a
geometria inerente a prépria natureza, e porque é que existe tal geometria. O problema
do espago ja havia sido abordado na Grécia antiga. L&, tacitamente, admitia-se, que a
geometria do mundo plana, o que culminou na compilagao do conhecimento geométrico
"antigo'"na geometria euclidiana. Durante a idade média e no Renascimento a formulagao
axiomdtica da geometria euclidiana comegou a ser debatida, o que resultou no surgimento
de geometrias nao-euclidianas no inicio do século XIX. A conclusao foi que poderiamos
conceber dois tipos de geometrias: a geometria fisica, que ocorre na natureza, e as geometrias
abstratas, meramente légicas, as quais podem ser formuladas em uma forma puramente
axiomédticas sem necessariamente ter uma contrapartida na Natureza.

Em 1854, Riemann[11] tentou responder a pergunta: por que todas essas geometrias sGo
logica e matematicamente possiveis? Embora Riemann nao tenha conseguido apresentar uma
resposta peremptoria a essa pergunta, conseguiu elaboré-la em uma linguagem matemaética
precisa, e também desenvolveu as bases do que viria a se tornar a atual geometria rieman-
niana. Além disso, uma observacao importante feita por Riemann é que a geometria fisica
deve ser determinada empiricamente, e nao pode ser obtida a priori.

Em 1868, von Helmholtz tentou determinar qual das geometrias riemannianas possiveis
é a que se manifesta na Natureza. A conclusao de seu argumento, baseada na existéncia
de corpos rigidos, é que apenas a geometria euclidiana é possivel fisicamente. O trabalho
de von Helmholtz [12] tem o mérito de ser o primeiro em que se aborda explicitamente o

problema do espaco. No entanto, o argumento de Helmholtz é um tanto quanto falacioso



porque supoe precisamente o que se quer demonstrar, portanto, nao pode ser considerado
como um argumento valido [13].

Mesmo ainda sem ter sido resolvido de forma satisfatéria, o problema do espaco foi
esquecido até o inicio do século XX, quando em 1915 Einstein desenvolveu a teoria da
Relatividade Geral, que propoe que a geometria fisica seja riemanniana. A questao que,
entao, se colocou, deixou de ser qual geometria riemanniana ocorre na natureza, mas sim,
determinar por que essa geometria é riemanniana?

Deve-se a H. Poincaré uma intrigante andlise do problema e uma resposta que nao o
resolve inteiramente. Segundo ele, os principios da geometria nao sao derivados da exper-
iéncia, nem sao juizos cuja verdade se imponha irrestritamente ao espirito, como os juizos
l6gicos; sao convencoes em cuja escolha a experiéncia nos guia, sao defini¢coes dissimuladas
[15]. De forma que nenhuma geometria ¢ mais "verdadeira" que outra no que concerne a
representacao da realidade fisica. Mas a experiéncia aparentemente nos tem sugerido que a
geometria riemanniana é mais "comoda".

O problema foi reformulado em 1923 por H. Weyl, que alids foi quem lhe deu o nome: das
Raumproblem, que quer dizer, "Problema do Espaco". Para Weyl, mais fundamental que
explicar por qué a geometria fisica seria ou nao riemanniana é explicar o cardter fundamental
da métrica da geometria fisica [14]. No entanto, Weyl estava realmente interessado em
justificar a geometria que ele tinha introduzido recentemente. A geometria de Weyl que
levou posteriormente ao conceito de teorias de calibre e que abordaremos com mais detalhes
ao longo deste trabalho

Como sabemos a fisica tedrica teve desenvolvimentos importantes durante o século X X.
Além da Relatividade geral, a Mecanica Quéantica foi desenvolvida, a qual foi capaz de
explicar os processos atomicos e moleculares. A quantizacao do campo eletromagnético deu
origem a eletrodindmica quéantica, cuja precisao é até hoje a teoria mais fina da Fisica.
Neste contexto, as tentativas para resolver o problema do espaco, pelomenos no que diz
respeito a natureza da geometria do espaco-tempo, adentraram os fundamentos tedricos da
Relatividade geral e da Mecanica Quéantica. De fato, algumas questoes inerentes a natureza
do espago-tempo ainda encontram-se por resolver. Por exemplo, a quantizagao do campo
gravitacional nao se fez possivel dentro do programa de quantizagao das demais interacoes,
devido a diversas inconsisténcias matemadticas. Isso levou a fisica tedrica a considerar outras

teorias em que o campo gravitacional aparece quantizado, como por exemplo a Teoria das



Cordas e a Gravitacao quantica de Lacos.

2.1 A questao da dimensionalidade do espaco

A idéia de que o nosso espago-tempo pode ter mais de quatro dimensoes tem se tornado
um tema recorrente na pesquisa em Fisica tedrica contemporinea. Tal idéia foi primeiro
conjecturada por Nordstrom [17], em 1914 (antes da conclusdo da RG), cujo objetivo era a
unificacao da gravitacao e do eletromagnetismo. A mesma idéia bésica foi retomada alguns
anos mais tarde pelo matemdtico T. Kaluza [19]. Kaluza, assumiu a existéncia de uma quinta
dimensao, e foi capaz de mostrar que as equagoes bdsicas do eletromagnetismo (equagoes de
Maxwell) também poderiam ser deduzidas das equagoes de Einstein escritas em um espago
de cinco dimensoes. A teoria de Kaluza, mais tarde conhecida como a teoria Kaluza-Klein
(ap6s a contribuicao do fisico Klein)[20] tornou-se o ponto de partida para muitas teorias
de dimensoes superiores. Nos anos setenta, a teoria de Kaluza-Klein foi generalizada para
incluir campos de calibre mais gerais [21][22], o que exigiu a introdugao de outras dimensoes
além da quinta ji proposta pela teoria de Kaluza. Estes novos desenvolvimentos levaram
a teoria das cordas nos anos oitenta [24], e também as teorias de dimensbes superiores na
década de noventa. Entre estas, destaca-se a teoria das D-branas [26], o cenédrio mundo-brana
[27][28] e 0 modelo de matéria induzida [29)].

Na maioria das teorias que utilizam dimensoes extras, o espaco-tempo 4—dimensional é
concebido como uma hipersuperficie imersa em uma variedade de dimensao maior, muitas
vezes denominada na literatura por bulk[30]. Quanto & geometria desta hipersuperficie, em
geral, tem sido assumido uma estrutura riemanniana. Esta hipétese é, talvez, essencial para
evitar possiveis conflitos com a teoria bem estabelecida da relatividade geral que opera em
um ambiente riemanniano. Entretanto, podemos encontrar na literatura vérios trabalhos que
utilizam geometrias nao-riemannianas como a de Weyl para descrever fen6menos anémalos
na cosmologia e na astroffsica como, por exemplo [31][32][33][34][35]. Por outro lado, no
quadro de dimensoes superiores, com muito poucas excepcoes, nao tem havido discussao
sobre o tipo de geometria do bulk. Poucas tentativas de ampliar esse cendrio tém aparecido
recentemente na literatura, onde a geometria de Weyl e Riemann-Cartan sao considerados

como possibilidades vidveispara a geometria do bulk[36][37][38],[39][40][41].



Capitulo 3

Prolegbmenos Matematicos

Aqui nao serd possivel apresentar mais que um rudimento do vasto e interessante mundo
da geometria diferencial. Vamos apenas fazer desfilar algumas das idéias de certos resultados
mais diretamente relacionados com o que nos interessa: o cardcter geométrico da teoria
cldssica de campos.

Primordialmente, o estudo de superficies regulares inalgura a nossa intuicao da geome-
tria diferencial, contudo, o conceito de variedade diferencidvel nos permite generalizar e
formalizar a definicao de superficie, independentemente do espaco exterior. O vocabuldrio
da disciplina faz uso de terminologias usuais em topografia: a representagao plana da su-
perficie da Terra é um problema que tem ocupado um papel central na geometria durante a
historia. As regioes da Terra sao representadas por cartas ou mapas, que sao colecionadas
em um livro para formar um atlas, um conjunto de cartas para todo o planeta. E importante
salientar, que esse conceito além de ser multi-dimensional foi introduzido por Riemann de
forma a fazer a distingao entre a existéncia de um continuo espacial e e sua estrutura métrica.
Isso é, a estrutura métrica é uma estrutura distinta ao conceito de variedade diferencidvel.

Falando em espago continuo, é dificil imaginar um problema fisico que nao envolva um
certo de tipo do espaco continuo. Por exemplo o espaco tridimensional fisico, espago-tempo
em quatro dimensoes, o espaco de fase para um problema em mecéanica cldssica ou quantica,
o espaco de todos os estados de equilibrio termodindmico, ou algum espaco ainda mais
abstrato.

E importante ressaltar, que em todo essas notas, as variedades diferencidveis aqui con-



sideradas satisfazem sempre os Aziomas de Hausdorff' e o Azioma da base enumerdvel®.
Para termos préticos em nossas notas a palavra "diferencigvel" significard de classe *C'>.
Escreveremos M™ = M para indicar uma variedade diferencidvel, n indicard a dimensao de
M. Utilizaremos também a convencao de Einstein, que implica na omissao do somatério,
quando um indice é repetido duas vezes num mesmo termo de uma equacao, entendendo-se

que hd uma somatoria sobre todos os valores desses indices.

3.1 Definicao de Variedade Diferenciavel

Uma variedade diferencidvel n-dimensional é um conjunto M munido de uma familia

{(Ua, pa)} tal que:

1. Cada ¢, : U, C R" — M é um mapeamento injetor de abertos U, de R” em M e é

denominado uma parametrizacao local de M.
2. | Jpa(Us) = M.

3. Se W = ¢,(Uy) N ps(Us) # 0, a aplicagao ¢,* o pg ¢ um difeomorfismo* entre os
abertos p (W) e @EI(W), contidos em R”.

4. A familia A = {(U,, o)} ¢ denominada atlas de M e deve ser maximal em relacdo as

condicoes anteriores.

O atlas {(Ua, ¢a)} também denominado estrutura diferencidvel, induz de forma natural
uma topologia em M, definindo-se que W C M ¢ aberto se o, (W) N (U) C R™ é aberto
para todo o € {0,1,...,n}. De fato, segue de (1) que M e () sdo abertos. As condigdes

relativas & uniao e a intersecao finita de abertos decorrem das relagoes

(Pgl(UUa) = UV’;l(Ua)a

! Azima de Hausdorff: Dados dois pontos distintos de M existem vizinhancas destes dois pontos que nio
se intersectam.

2Axioma da base enumeravel: M pode ser coberta por uma quantidade enumeravel de vizinhancas coor-
denadas ( diz-se entdo que M tem base enumerdvel).

3Continuamente derivével em todas as ordens.

4Funcao diferencidvel com inversa diferencigvel



¢;1(ﬂUa) = ﬂ90;1<Ua)a

A idéia por trés do conceito de variedade diferencidvel é a de um espago que pode ser curvo
e possuir topologias complicadas, mas que localmente se assemelha ao R". Dessa forma, as
condigoes (1)-(3) da Definigao 1 garantem que toda variedade pode ser mapeada mediante
cartas (U,, ¢. ), desde que cartas distintas possam ser transformadas uma nas outras quando
sobrepostas. O propdsito da condigao (4) é evitar que dois espagos equivalentes, munidos de
atlas diferentes, figurem como variedades distintas.

De agora em diante, quando nos referirmos a uma n—variedade diferencidvel, o faremos

indicando por M", o indice n indicando a dimensao de M.

3.2 Aplicacoes entre variedades

Definicao 1 Sejam M™ e N™ duas variedades e uma aplicagao f : M — N, [ é dita
diferencidavel em p € M se dada uma carta @, : Uy, C R™ — N em f(p) existe uma outra
carta pg : Ug CR™ — M em p tal que f(ps(Us)) C vu(Us), aplicagdo ¢ ' o fops: U C
R"™ — R™ ¢é diferencidvel em wgl(p). A aplicacao [ ¢é diferencidvel em um aberto de M se

¢ diferencidvel em todos os pontos desse aberto.

3.3 Espaco Tangente

O conceito de espaco tangente surge como uma generalizagao do que na teoria das super-
ficies em R3, chamamos plano tangente. A nocao de vetor tangente a uma variedade também
nos permitird generalizar o conceito de derivadas direcionais em R". Existem vdrias formas
equivalentes de definir o conceito de vetor tangente a uma variedade. Aqui vamos seguir um
caminho que, embora possa parecer abstrato a primeira vista, vai nos permitir construir os
conceitos necessdrios para introduzir a nocao de derivada direcional de um tensor em uma

variedade de uma forma mais direta.

Definicao 2 Sejamp € M e f: M — R uma funcao diferencidvel definida em M, com

D(M) sendo o conjunto de todas as fungoes diferencidveis de M em R . O vetor tangente a
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M no ponto p é uma aplicacao

v:D(M) — R
f — up(f)

tal que sejam satisfeitas

i)
v(af +bg) = av(f) + bu(g),(Condigcao de linearidade).

i)
v(fg) =v(f)g(p) + f(p)v(g) para a,b e R e f,g € D(M). (Regra de Leibniz).

Definimos como sendo o espaco tangente a variedade no ponto p € M o conjunto T, M

de todos vetores tangentes em p € M.

3.4 Curvas

Definigao 3 Seja M uma variedade diferencidvel. Entao, uma aplicagdo
a:tel =]—€e — M

é chamada de curva. Dizemos que a curva o é diferencidvel em 0 € I, se existir uma carta
local (U, @) de M em torno de p = «(0) tal que a curva cy(t) = ¢ toa : I. — R"™ seja

diferencidvel na origem. O vetor tangente a curva « emt = 0 é a fungdo o/ (0) : D(M) — R

dada por
d
o= 20 e,
at  |,_,
Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva « : |—e€, e[ — M

com p = «(0). O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por T,M .

Se escolhermos um sistema de coordenadas locais ¢, :U, — M"™ em p = ¢,(0), podemos

exprimir a fungao f e a curva «a nesta parametrizacao por

(fowdlq) = fla',...a"), q=(a,...a") € U,
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respectivamente. Portanto, restringido f a a(t),obtemos

Woo)) — Ly o) @), = (3.1
— i) (%) - (f"(q) (55) ) )
= o/(0)(f). (3-2)

E possivel mostrar que o conceito de tangéncia entre curvas nao depende da carta local
escolhida, e ainda, que a nocao de tangéncia entre curvas define uma relacao de equivaléncia.

No entanto, por hora, nos basta a defini¢ao acima [42].

Figura 3.1: Base do espaco tangente em p € M.

3.5 Aplicacoes entre Variedades

De posse da nogao de espaco tangente, podemos estender as variedades diferencidveis a
nocao de diferencial de uma aplicagao. Recordemos que a ideia bésica do célculo diferencial
é aproximar objetos suaves por objetos lineares. Para a introducao da nocao de espaco
tangente em p € M, a variedade M foi definida de tal forma, que, nas proximidades de
cada ponto p € M, M ¢é localmente 7,,M. Agora, aproximamos um aplicacao diferencidvel
¢ : M — N nas proximidades de cada ponto p € M por uma transformagao linear de espagos

tangentes.

Proposicao 1 Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis e seja ¢ : M — N uma aplica¢ao

diferencidvel. Para cadap € M e cadav € T,M, escolha uma curva o(t) : (—e,e) — M com
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a(0) = p, &(0) = v. consideremos a curva f = o« curva em N. A aplicacio( diferencial
de ) dpy : T,M — Ty N dada por dp,(v) = B(O) ¢ uma aplicacao linear que nao depende
da escolha de a(t).

Prova: Tomemos x: U € R" — M ey : V € R™ sistemas de coordenadas locais em p e

©(p) respectivamente. Escrevendo ¢ nestes sistemas temos

Portanto,

y toB(t) = (yH(a'(t),...,2"(1)), ...,y (2 (), ..., 2" (1))).

0

Com efeito, a expressao de $(0) na base { Dy

} de T, N, associada ao sistema de coor-

denadas y, é dada por

= %(y%xl(t),---,x”(t)),---,ym(xl(t),...,x"(t))) (3.3)

3(0) = (Zf #(0), ..., Wﬁ(m)

oy’ ,
e (axj) ’Uj. (3'4)

A relagao (3.3) mostra imediatamente que B (0) ndo depende da escolha de uma curva «

d
Eﬂ(t)

0

em particular.
Portanto, dy, ¢ uma aplicacao linear de T,M e Ty N, cuja matriz jacobiana nas bases
associadas aos sistemas de coordenadas locais x e y é precisamente a matriz
axj mXn

Observemos primeiro que se v € T,M, entao, a aplicagdo d¢(v) : D(M) — R envia cada

g € D(M) a um vetor tangente v(g o ¢) € T, IN. Para provar a propriedade de Leibniz,

por exemplo, tomemos f,g € D(M) e em seguida,

dp(v)(fg) = v(fgow) =v((fop)goy)) =v(fop)gly)+ fle)u(goy)
= [dp(v) flg(w) + f(p)[dp(v)g].
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Definicao 4 Sejam M e N duas variedades diferencidveis e ¢ : M — N uma aplica¢ao

1

bijetora. Diz-se que @ é um difeomorfismo entre M e B se p e o™~ sao diferencidveis.

Aplicagoes identidade em variedades, composicoes de difeomorfismos, e inversas dos difeo-
morfismos sao difeomorfismos. Se existe um difeomorfismo ¢ de M — N, Entao M e N sao
ditas difeomorfas em . A teoria de variedade diferencidveis pode ser definida como o estudo
daqueles objetos preservados por difeomorfismos. Deste modo, variedades difeomorfas sao

as mesmas do ponto de vista de teoria de variedade.

Definicao 5 Seja ¢ : M — N uma aplicacao diferencidvel. Denominamos diferencial de ¢

em p € M a transformagao linear dy,p : TyM — T, N definida por:

dey(v)(f) = v(f o),
onde f: M — R é qualquer fungao diferencidvel definida numa vizinhanga de p.

Notagao 1 Ao longo do trabalho poderemos usar também a notacao p, pra designar a difer-

encial e ©* para designar sua inversa ou pulbak quando existir.

As propriedades da diferencial de uma aplicacao entre variedades caracterizam os pred-
icados locais da aplicagao. A seguinte definicao distingue os tipos principais de aplicacoes

diferencidveis:
Definicao 6 [43/Seja p : M — M3 uma aplicagio diferencidvel.

(a) ¢ diz-se uma tmersdo se p, : TyM; — T, My € injetiva, para todo o p € M;. Neste

caso deveremos ter n < m;

(b) Se p é uma imersao e além disso, é um homeomorfismo sobre f(M;) C Ms, quando nesta

se considera a topologia induzida pela topologia de My, diz-se que f é um mergulho.

(c) ¢ diz-se uma submersao se ¢, : T,My — T, My € sobrejetiva, para todo p € M;.

Neste caso deveremos ter n > m;

(d) ¢ diz-se um étale’ se o, : T,My — T, My é um isomorfismo para todo o p € M;.

5Visto que uma étale ndo é mais que uma aplicacdo que é, simultaneamente, uma imersio e uma sub-
mersao, basicamente uma etale é a mesma coisa que um difeomorfismo local.
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As imersoes, submersoes e étales possuem formas candnicas locais. Todas elas sao ca-
sos particulares de um teorema geral denominado teorema do posto. O posto de uma
transformacao linear T" entre dois espacos vetoriais A e B é a dimensao de sua imagem, isto
é, o nimero méximo de vetores de sua base, ou, equivalentemente, o niimero m&aximo de
colunas linearmente independentes de uma matriz dessa transformacao 7. O posto de uma
aplicacao diferencidvel ¢ : U C R™ — R” em um ponto x € U &, por definicao o posto de

sua diferencial ¢, : R — R"™.

Teorema 1 Seja ¢ : My — My uma aplicacao diferencidvel e p € M. Se a aplicacao
o« T,My — Ty My tem posto constante r, para todo o ponto q na wvizinhanga de p,
entdo, existem coordenadas locais (U, ¢) = (U, zt, ..., z™) centradas em p e coordenadas locais

(V) = (V,y',...,y™) centradas em f(p), tais que:
v ropog(at, ... a") = (24 ...,2",0,...,0).

Aqui omitiremos a prova deste teorema, para nao onerar desnecessariamente nossa ex-

posigao. Para maiores esclarecimentos consultar[45].

3.6 Fibrados Vetoriais e Campos Vetoriais

Definicao 7 Seja M"™ uma variedade e o conjunto TM = {(p,v);p € M,v € T,M} é uma

variedade de dimensao 2n denominada fibrado tangente® de M.

Definicao 8 Um campo vetorial X em uma variedade diferencidvel M ¢é uma aplica¢ao do
tipo
peMr— X, eT,M.

Em termos de aplicagoes, X é uma aplicagio de M no fibrado tangente T'M .

Muitas vezes é conveniente pensar um campo vetorial como uma aplicagao X : D(M) —

D(M) de modo que:
(X)p) = Xpf.

6Este & o espaco natural quando estamos tratando de questdes que envolvem posicoes e velocidades, como
no caso da Mecénica analitica. Por enquanto, nos basta saber que podemos reunir os espacos tangente de
M em uma variedade diferencidvel. Mais adiante, apds introduzirmos outros conceitos, voltaremos a nos
defrontar com essas estruturas.
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Dizemos que X ¢é diferencidvel se X f € D(M) para todo f € D(M). Denotaremos por T (M)
o espago dos campos vetoriais diferencidveis em M. Cada campo vetorial é uma aplicacao

R—linear de D(M) em D(M), isto é:

X(fg) =gXf+ fXg.

Inversamente, toda aplicacao com esta propriedade é um campo vetorial diferencidvel. Pode-

se escrever em um dado sistema de coordenadas locais

0

X =X——
oxt’

(3.5)

‘Zi} ¢ a base associada a ¢,, 1 =1,...,n.

onde cada X' : U — R ¢ uma funcao em U e {a

Campos vetoriais e curvas integrais

Conforme definimos anteriormente, um campo vetorial é uma regra que associa um vetor
a cada ponto de M. Todavia, cada ponto de M possui seu préprio espaco vetorial tangente,
e assim, um campo vetorial seleciona um vetor de cada espago. Mas, se uma dada curva
possui um vetor tangente em cada ponto, nos vem, a seguinte questao: Como saber se a
resiproca é verdadeira, isso é, se dado um campo vetorial arbitrario, serd possivel comecar
em um ponto p e encontrar uma curva cujo vetor tangente em qualquer ponto é sempre o
campo vetorial? A resposta é sim, para campos de vetores diferencidveis, essas curvas sao
denominadas curvas integrais do campo vetorial.

A resposta a nossa questao esta ligada a existéncia do fluzo local de um campo vetorial.

Teorema 2 Seja X € TM e sejap € M. Entao existem uma vizinhanca U C M de p, um
intervalo (—e,e) € R, e > 0, e uma aplicagao diferencidvel p : R x U — M tais que a curva
t— p(t,q), t € (—e,¢), g € U, é a unica curva que satisfaz

% _ x

Y (¢(t,q) e v(0,9) =q.

Uma curva « : (—¢,e) — M que satisfaz as condigbes ¢&(t) = X(«(t)) e a(0) = ¢ &é
chamada a trajetéria do campo X que passa por ¢, em t = 0. O teorema acima assegura que
por cada ponto de uma certa vizinhaca passa uma tnica trajetéria de X e que a aplicacao
assim obtida depende diferencialmente de t e da "condicao incial " ¢q. Comumente se ultiliza

a notagao ¢:(q) = ¢(t,q) e denominamos ¢; : U — M o fluxo local de X em M.
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Devido a caracteristicas garantidas pelo teorema acima sabemos que aplicacao ¢; é um
difeomorfismo, salientamos ainda o fato de que ¢q é a aplicacao identidade, os difiomorfismos

v formam um grupo local, pois:

Cria=@r0o0a, 9= (o)

Dizemos que os difeomorfismos ¢; definem um grupo local. Desta forma, o nosso campo

vetorial X origina um grupo local uniparamétrico de difeomorfismos.

3.6.1 Colchetes de Lie

Lema 1 Dados dois campos vetoriais X e Y em M, existe um tunico campo de vetores de
M, denotado por [X,Y]| e chamado colchete de Lie, tal que para todo f € D(M) temos
(X Y]f=X(Y[)-Y(X[).

Prova: Basta determinar uma (dnica) expressdo local de um campo com esta pro-

priedade. De fato, se X = X* 8%- eY =Y % sao expressoes locais de X e Y num sistema

de coordenadas (U, ¢) de M, temos:

- Of Y7 Of 0% f
XYfHi=X (Y 0xj> X 5t D +X 8$i8:pﬂ'y' (3.6)
Por outro lado,
_ Of\ _0XPof s P
X =y (X axi) =V 009 0w+ v 8$@ij '
Portanto,
LY oD CANNG.
(X,Y] = (X o Y o ) Ere (3.7)

define um campo sobre M.

Esta operagao possui as seguintes propriedades:
Proposicao 2 Se X,Y e Z € TM,a b € R e f,g € D(M), entao:
(a) [X,Y] ==Y, X]| (anticomutatividade),
(b) [aX +0bY,Z] = alX, Z] + b[Y, Z] (linearidade)

(c) [[X,Y],Z]+ Y, 2], X] + [[2,X],Y] = 0 (identidade de Jacobi)
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(d) [fX,gY]= fglX, Y]+ fX(9)Y — gY(f)X.

O colchete [X, Y] pode também ser interpretado como uma derivacao de Y ao longo das

"trajetorias "de X. Esta interpretacao emerge da seguinte proposicao:

Proposicao 3 Sejam X,Y € TM, seja p € M, e seja ¢; o fluxo local de X em uma
vizinhanga U de p. Entao

X, Y1) = lim [~ d (V) (2(0))

Prova: Tomamos f € D(M) entao:

X, Y]f = lim [V — (V)] ()
= lny %[(Ymot(p)) — @)D )
= tim (Y F)(@u(p)) ~ Y/ 0 20)(p)]

t—0

Expandindo (f o ¢;)(p) como

(fow)(p) = f(p) +tXf(p)+1...

temos

X, YIf = lm (VD) 0up) ~ Y () ~ Y X f(p) — 2.
~ lim %[(fosot(p)) ~ (VO] - YX ()
= XY f(p) - YXf(p)
= (X.YDf().

Definicao 9 Seja M uma variedade diferencidvel e p € M. O espago T,M denomina-se
espago tangente a M em p. O dual Ty M ¢é denominado espago cotangente a M em p e seus

elementos sao chamados de 1—formas.

Teorema 3 Seja M uma variedade n—dimensional. Os conjuntos {% =1, ..., n} (via
isomorfismo) e {dz? : j =1,...,n} sio bases duais para T,M e Ty M, respectivamente, de-

nominadas bases locais de coordenadas( ou canodnicas).
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Prova: O conjunto {% i=1, ..., n} ¢ base para T, M. Seja df € T;M, definido por

df (v) = v(f). (3.8)
€ R. Como a dimensao de T, M é finita, a afirmagao de que o conjunto {dz? : j =1,...,n} é
* X ) _ 0
uma base de Ty M decorre da equagao(3.8), fazendo-se f =2/ e v = 5.

O dual Ty M é denominado espago cotangente a M em p e seus elementos sao denominados

1—formas.

3.7 Meétrica semi-riemanniana

Definicao 10 Uma métrica semi-riemanniana g em uma variedade diferencidvel M de
dimesdo n é definida como um campo tensorial, do tipo (0,2), simétrico e nio degener-
ado, isto é, uma correspondéncia que associa & cada ponto p de M uma forma bilinear g tal

que: g : T,M x T,M — R, satisfazendo as sequintes propriedades:
L g(‘/v W) = g(VVa V)7v V7W € TPM;'
o Seg(V,\W)=0,VW eT,M, entio, V é um campo vetorial nulo.

Definicao 11 Definimos a assinatura de uma métrica semi-riemanniana g de M, como o

nimero A(0 < A <n =dim(M)) dado por
Alg) =m —k

onde m é o numero de autovalores positivos de g e k o nimero de autovalores negativos de

g.

Se o campo tensorial g é nao degenerado e continuo, entao a assinatura do tensor métrico
g € constante em todo M. E sempre possivel escolher uma base adequada {E,} em T,M,

para a qual as componentes do tensor métrico covariante assumem os valores +1, ou seja,

Jap = 9(Ea, Eﬁ) = Tap

os elementos 7,3 sao definidos por

Nap = diag.(+1,...,+1,—1,...,—1),

(n—A)

TV
%(n—i—A) %

n a dimensao da variedade.
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Definicao 12 Uma métrica g é dita rimanniana se A(g) = n.
Notemos que essa defini¢ao equivale a dizer que a mesma é positivo definida.

Definicao 13 [/6/Uma métrica g semi-riemanniana é dita lorentziana (espago-tempo) se
A =2-n. Ou ainda, seja X € T,M wum vetor nao nulo, entao X é de uma em trés classes

distintas:
o Seg(X,X)>0; X édo tipo "tempo".
o Seg(X,X)<0; X édotipo "espago”.

o Seg(X,X)=0; X édotipo "luz".

Se a métrica é nao degenerada e continua, os vetores de tipo luz de 7, formam em
cada ponto de M um duplo cone (o cone de luz), o qual separa os vetores do tipo tempo dos
do tipo espago. Esta separacao dd origem a "estrutura causal "nessa variedade.

Dada uma métrica g em M, podemos definir a "norma"de um vetor X, € T,M do tipo
espago ou do tipo tempo como

-, + T,M - R
X 1X1g:=4/19(X,X)|

A partir desta definicao, podemos introduzir o conceito de dngulo entre os vetores pela

relacao:
9(Xp, Yp)
[19(Xp, Xp) | g (Yp, Yp)[]1/2

VX,.,Y, € T,M, com |X,| # 0 e |Y,| #0.

cos £(X,,Y,) =

Portanto, dizemos que dois vetores V.X,,Y, € T,M sao ortogonais quando satisfazem a
condicao ¢(X,,Y,) =0.
Em um sistema de coordenadas locais {z*} ao qual estdo associadas as bases {0J.} e

{dz*} temos

ds? = gopda® @ da”

Jap = g(aa’ 85)

As quantidades definidas pela métrica no espaco tangente estao relacionados com a me-

dida na variedade pela seguinte definicao:
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Definicao 14 A restricao de uma curva a(t) a um intervalo fechado [a,b] C I chama-se

um segmento. O comprimento entre dois pontos p = a(a) e ¢ = a(b) em M, é dado por

ds — /\/]g(d,o’zﬂdt.

Em coordenadas {z“} a equagado acima toma a forma explicita

o

e, portanto, podemos escrever, simbolicamente, a distancia ao longo de uma curva entre

dz® dxP 1/2

o070 "dt

dois pontos infinitamente préximos um do outro, sob a forma
ds® = gapdrda”.

Em termos de componentes da métrica g dizer que a métrica é nao degenerada significa

dizer que

det |ga5’ # 0.

3.7.1 Construcgoes elementares associadas as métricas semi-riemannianas

Uma das propriedades elementares mais importantes das métricas semi-riemannianas é
que elas nos permitem converter vetores em covetores e vice-versa. Dada uma métrica g em
M, esta define uma aplicacio de T'(M) — T*(M) levando um vetor X em um covetor X’
definido por

X(Y) = g(X,Y).

Em coordenadas
)(b = g(XZOL) = gUXZdﬂj]
Usualmente escrevemos X° em coordenadas como X’ = X ;dz?, onde
Xj = ngz

Diz-se, entdo, que X” é obtido de X via abaizamento de indice. (por isso a operacdo é
designada pela anotagao musical b(bemol). A matriz de bemol em termos de uma base de
coordenada é a propria matriz g. Ja que a matriz de g é inverssivel; denotamos o inverso do

operador bemol a aplicacdo de w € T*(M) +— w* € T(M), chamado sustenido tal que
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Em coordenadas, w* tem componentes

i g
w' = gYwj,

onde, por definigao, g”/ sao as componentes da matriz inversa (g;;) . Diz-se entao que
wk & obtido via levantamento de indice.

Provavelmente a aplicagao mais importante do operador agudo se dd na extensao do
operador gradiente cldssico para variedades semi-riemannianas. Se f € D(M) em uma
variedade semi-riemanniana (M, g), o gradiente de f é o campo de vetor grad(f) := df* .
Dizemos, entao, que grad(f) foi obtido de df por levantamento de indice. Examinando as

definigoes, podemos ver que grad(f) é caracterizado por
df(Y) = Y (f) = glgrad(f),Y) VY € TM. (3.9)
Sua expressao em coordenadas é

grad(f) = " 0,f9;.

Os operadores bemol e agudo podem ser aplicados a tensores de qualquer grau, em
qualquer posicao de indice, convertendo tensores covariantes em contravariantes ou vice-
versa. Por exemplo, dado o 3—tensor misto B,!, , podemos abaixar seu indice do meio para

obter um 3—tensor B,j; covariante, isso ¢
Bijk = 9By
Na notagao independente de coordenadas temos
B (X,Y,Z):= B(X,Y’,2).

(Claro, se um tensor tem mais de um indice superior, a anota¢ao bemol nao nos diz qual
dos indices foi abaixado. Em tais casos, temos que explicar em palavras o que é queremos
dizer.)

Nessas condicoes, podemos definir o tensor ¢** tal que
9" gsr = 65, (3.10)

ou seja, a matriz (g*?) formada pelas componentes do tensor é a inversa da matriz (gas)
formada pelas componentes de g. As componentes ¢*° sao chamadas de componentes do
tensor métrico contravariante, o que significa que podemos estabelecer um isomorfismo entre

as componentes dos tensores covariante e contravariante como segue:
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Lema 2 Seja g uma métrica nao degenerada. Dado X € T,M, entao, a transformagao
M — T;M
X 77 ol(geX)

define um isomorfismo.

Se gas € X? sdo as componentes do tensor métrico g e do vetor X, entdo, as componentes

da 1—forma Cl(g ® X) 7, as quais denominamos por X, sao dadas por
Xo = gapX”. (3.11)

Uma vez que a métrica é ndo degenerada, usando (3.10) podemos determinar as compo-

nentes do vetor X em termos das componentes do C}(g ® X), entao

g X, = g”o‘gaﬁXﬁ (3.12)
— ShYB
= X*H,

Essa transformacao e sua inversa sao conhecidas na literatura como "subir" e "baixar"
indices. Assim, dada uma métrica nao degenerada podemos dizer que as componentes covari-
antes X, e contravariantes X* de um "vetor" X, estao relacionadas biunivocamente pelas
equagoes (3.11) e (3.12). Esta operagao pode ser estendida para levantar e baixar qualquer
indice tensorial (ou indices de aplicagoes sucessivas de uma mesma operagao). Por exemplo,

considere um tensor de ordem 3 do tipo T?, com componentes ch , entao, aplicando as

equagoes (3.11) e (3.12) obtemos os seguintes tensores:

Taﬂ’y — go'yTof

By = 9o T

JC o3
Ta v gOéCTT o

Taﬁ 7= gaagﬂpg’ynTU%

"A operagio C} de contracio, estd explicada no apéndice
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T, By — gaggWTUBn.

Esse isomorfismo induzido pelo tensor métrico, significa necessariamente que temos de
considerar que todos os tensores de ordem 3, cujas componentes estao relacionadas pelas
equagoes acima, como representacoes diferentes de um mesmo objeto abstrato 7. Dora-
vante, vamos assumir isso para todos os tensores. Devemos notar que, neste caso, é necessério
respeitar a ordem dos indices nos componentes de ambos os tensores covariantes e contravari-
antes. Um caso particular importante é o tensor métrico g, onde as componentes covariantes
g*?, contravariantes Jap, € mistas (5§ relacionadas pela equagao (3.10) s@o representagoes

diferentes do mesmo objeto geométrico, o tensor g.

Lema 3 Em qualquer variedade semi-riemanniana (M™, g) orientada®, hd uma tinica n—forma
dV satisfazendo a propriedade que dV (Ey, ..., E,) =1, com (Ex, ..., E,) base ortonormal ori-
entada em T, M.

Esta n—forma dV (algumas vezes denotada por dV, para maior clareza) é chamada de

elemento de volume (semi-riemanniano).

Prova: Para provar o lema acima, basta mostrar que a expressao de dV em relagao a

qualquer referencial local {E;} é

dV =+/—gdE* A ... NdE",

onde g é o determinante de (g;;) e {E'} é o dual de {E;}.
A importancia fundamental do elemento de volume semi-riemanniano se assenta no fato

de que ele nos permite integrar fungoes e nao apenas formas diferenciais.

3.8 Isometrias

Uma isometria é o tipo especial de aplicacao que expressa a nocao de isomorfismo para
variedades semi-riemannianas, isso é, as isometrias estabelecem uma nocao de equivaléncia

entre variedades semi-riemannianas .

8Diz-se que M ¢é orientdvel se M admite uma estrutura diferenciavel {(U,, po)} tal que:
Para todo par a, 3, com ¢ ( Us) Ns( Ug) =W # (), a diferencial da mudanga de coordenadas ¢g o o "
tem determinante positivo.
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Definicao 15 Sejam M e N wvariedades semi-riemannianas com tensores métrico gy € gn-.

Uma isometria de M em N é um difeomorfismo ¢ : M — N tal que
?"(9n) = 9ur-
Explicitamente isso que dizer que
G (U, 0)p = g,,(do(u), dp(u)) (), Para todo p € M e v,u € T,M.

Uma isometria ¢ : (M, g) — (M, g) é chamada de isometria de M. Uma composigao de
isometrias e a inversa de uma isometria sao isometria. Entao, o conjunto de isometrias de

M é um grupo, chamado de grupo de isometrias de M geralmente denotado por Z(M).
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Capitulo 4

Geometria de uma conexao afim

A nocao de derivada covariante traz consigo vdrias consequéncias para a geometria em
uma variedade diferencidvel. Dela emergem conceitos como curvatura e transporte paralelo,
que podem ser definidos em situagoes mais gerais que a geometria riemanniana. Para este
propdésito é suficiente definir uma nogao de derivacao de campos vetoriais com certas pro-
priedades denominada conexao afim. O estudo das propriedades de conexoes afins estimulou
a criagao de varias "estruturas geométricas "(em variedades diferencidveis) mais gerais que
a geometria riemanniana.

Como ja foi mencionado anteriormente, o caminho para a construcao de novas teorias
fisicas que possam compreender os fendmenos gravitacionais e cosmolégicos que atualmente
nao encontram na RG sua explicacao derradeira, pode residir na concepcao de uma nova
geometria para o espago-tempo de dimensao arbitraria.

Como dito acima, esta estrutura suplementar que introduzimos em uma variedade difer-
encidvel nos permite determinar a variacao covariante dos campos tensoriais. Além disso,
este objeto geométrico figura nas principais "realizagoes " das geometrias que aqui objeti-
vamos explorar. Para entendermos o porqué disto, faremos uma ligeira revisao histérica e
conceitual deste conceito.

Em certo sentido, os estudos "primitivos" da teoria das conexoes comecaram com Christof-
fel, em 1869. Christoffel introduziu o que hoje conhecemos como simbolos de Christoffel e
também o que hoje conhecemos como o tensor de Riemann—Christoffel [56][13]. O trabalho
de Grassmann acerca da geometria afim abstraiu os conceitos de linhas paralelas, elementos

de plano, etc.
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Em 1917, Hessenberg [63] desenvolveu uma geometria diferencial baseada em uma n-upla
de vetores independentes e desenvolveu um tipo de diferenciacao baseada nisso. O artigo de
Hessenberg [62] comega com uma referéncia a teoria da relatividade:

[...[Devido a importancia que as formas diferenciais quadrédticas desempenham na teoria
da relatividade, a questao de se e como o aparelho formal e dificil desta teoria pode ser
simplificado, ou senao ultrapassado, ganhando novo significado (p. 187) "[63] (Hessenberg
1917).

Ao referir-se ao cédlculo de transformagoes de Christoffel [62], Hessenberg afirma que seu
objetivo é

[...]Jsubstitui-lo por um argumento geométrico (p. 187) [63] (Hessenberg 1917).

Ele critica o "métodos formais de formacao'"de varias quantidades, porque nao trazem
a tona o significado essencialmente intuitivo dos invariantes e covariantes tao necessdrios a
geometria e & Fisica. Ele destaca o artigo de Grassmann,

[...] O acesso ao seu significado geométrico é mostrado de forma que, para mim, parece
surpreendentemente simples por meio de idéias de Grassmann"(p. 192) [63] (Hessenberg
1917).

Outro extraordindrio avango para a geometria aconteceu quando Levi-Civita, em 1917,
reinterpretou o célculo puramente tensorial de Ricci (lemma de Ricci) [64] como uma de-
scricao analitica de um conceito que ele chamou de transporte paralelo. Com efeito, ele
transpos o conceito de "campo vetorial paralelo", ao longo de uma curva definida em um
espaco euclidiano ordindrio E3, para o caso generalizado de uma curva imersa em uma var-
iedade riemanniana n— dimensional.

Depois da introducao de paralelismo Riemanniano por Hessenberg e Levi-Civita e in-
dependentemente por Schouten 1918 [65], sua generalizagdo se apresentou como um passo
natural. J4 que a abstragdo (a distancia) do paralelismo afim do paralelismo em geome-
tria Euclidiana ja havia sido implementada, a abstracdo (infinitesimal) em uma variedade
riemanniana ¢ imediatamente sugerida por analogia. Em 1918, Weyl define uma conexao
afim em um variedade. Em 1919, Konig[68], analisando o conceito a luz da contribuicao de
Weyl, chamou a atencao para o fato que a conexao afim definida por Weyl [67] ndo é nec-
essariamente simétrica. Até agora, esta é a primeira referéncia para o uso de uma conexao
assimétrica, embora evidentemente fosse considerado por Weyl, que nao a usava pelas razoes

previamente mencionadas(3].
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Em 1923, Elie Joseph Cartan[69] generaliza a nogao de conexao e impulsiona o estudo
de maneira grandiosa. Em seu trabalho apresenta varios tipos de conexoes: linear, linha,
afim projetiva e conforme. A idéia de Cartan foi associar a cada ponto da variedade, um
espaco homogéneo, de mesma dimensao que a variedade e em algum sentido tangente a ela.
Introduz a holonomia e especifica as nogoes de curvatura e torcao de uma conexao afim
em termo de formas diferenciais. Cartan também mostrou que sua nova nogao de conexao
poderia ser aplicada as geometrias do programa de "Erlangen", de Felix Klein®.

Em 1950, Jean-Louis Koszul concebeu uma estrutura algébrica para considerar uma
conexao como um operador diferencial. Esta defini¢cao, hoje chamada de conexao de Koszul,
foi posteriormente adotada pela maioria da comunidade de gedmetras, uma vez que nela
efetiva-se a correspondéncia analitica entre diferenciacao covariante e o transporte paralelo
em uma liguagem algébrica. A teoria de conexoes serd concluida por volta de 1950 por

Charles Ehresmann [71], com a consumacao da teoria das conexoes em fibrados.

4.1 Conexao Afim

Neste ponto, seguimos com a exposi¢ao usual da teoria de conexoes.

Definigao 16 Uma conexdo afim V em uma variedade M é uma aplicagdo
V:TM xTM — TM
(X,Y) — VxY
tal que:
(I) VxY éum tensor no argumento X, isto é

VivigwZ = fVvZ +gVwZ

Vf,g € D(M), VX,Y,Z € TM. Isto significa que o operador V x (derivada) em p

depende apenas da direcao X no ponto p.
(it) VxY é linear em Y ,isso é
Vx(@Y +72)=aVxY +VxZ

Va €R, VX,Y,Z € TM.

'Em 1872, Felix Klein propds o seu famoso programa Erlanger que declara: a geometria é o estudo de
invariantes com respeito a um grupo de transformagao.
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(iit) Vy(fW) = fVyW +V(f)W, onde f,g € D(M).

Da propriedade (i) temos que e VY é um campo tensorial de tipo (1,1), a derivada
covariante de Y, que, quando associado ao com o campo vetorial X produz o vetor VY.

Portanto, a propriedade (iii) pode ainda ser escrita como
V(fY)=df ® Y + fVY.

Podemos expressar a conexao em termos de uma carta ou sistema de coordenadas locais
(U, ¢) de M. Mais precisamente, se X,Y € T'M, entao, representamos campos usando esse
sistema de coordenadas como X = X'0; e Y = Y70;. Portanto, se denotamos% por 0; e se

1

V é uma conexao afim sobre M, teremos VxY escrito na seguinte forma
VxY =VxinY = X'V, (Y70;) = X'YIV,0; + X'0:(Y7)0;. (4.1)
Como Vj,0; ¢ um campo vetorial, temos que em um ponto p € M, podemos escrever

Vaﬁj = Fk

Os coeficientes Ffj = Ffj (p) sao fungodes diferencidveis, e sdo denominados coeficientes

da conexao no sistema de coordenadas locais cosiderado. Assim, teremos a expressao (4.1)
VY = {XYT} + X'0;(Y")} O, (4.2)

o que mostra que VxY em um ponto p de M depende apenas de X?(p), Y7(p) e das derivadas
0 (Yk) (p)-

Em termos de componentes temos
kE _ yivipk i k
(VxY)" =X YJFij + X°0;(Y").

Notagao 2 E comum na literatura caracterizar a derivada covartante das componentes de

um campo vetorial, pela expressao acima.

A nocao de conexao fornece, portanto, uma maneira de derivar vetores na direcao de
vetores.

Precisamos, agora, introduzir o conceito de derivada covariante de um campo vetorial
V € TM ao longo de uma curva particular. Para esse fim, facamos, entao, a seguinte

proposicao:
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Definicao 17 Seja M uma variedade munida de uma conexao afim V. FEuxiste, entdo, uma

unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V definido ao longo de uma curva

DV

= ao longo de ~(t), denominado derivada covariante de V

~(t) um outro campo vetorial

ao longo de ~(t), tal que:
B+ W) = B4 2,

. %(f\/) = %V + f%, onde W € TM ao longo de v e f € D(M) restrita ao longo de
V(t);

e SeV éinduzido porY € TM, isto é V(t) =Y (y(t)), entio ZF = V% Y.

Aqui introduzimos esses atributos inerentes & derivada covariante via uma definigao.
No entanto, os mesmos podem ser alcancados via uma proposi¢ao, demonstravel a partir
das propriedades da conexao afim. Numa variedade diferencidvel inexiste intrinsecamente
a noc¢ao de paralelismo entre vetores definidos em pontos diferentes. A proposicao a seguir

define tal nogao.

Definicao 18 Dizemos que X € T'M é paralelo se a derivada covariante de X ao longo de
v é tal que

DX
— =0. 4.3

Ou ainda pode-se dizer que X foi transportado paralelamente ao longo de .

4.1.1 Derivada covariante de campos tensoriais

Uma conexao afim em M fornece uma maneira de definir a derivada covariante de
campos vetoriais. De fato, qualquer conexao afim em M induz automaticamente as conexoes
em todos os fibrados tensoriais em M. Isso nos d4 uma forma de calcular as derivadas

covariantes de qualquer campo tensorial.

Lema 4 Seja V uma conexao afim em M. Eziste uma tinica conexao em cada fibrado tenso-

rial TT (M), também denotada por V, de modo que as sequintes condi¢des sejam satisfeitas.

I) EmTM, YV éamesma conexio de M.
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II) Em D(M), V é dado pela diferenciacao ordinaria de fungoes:
Vxf=X (f )
III) V obedece a regra de Leibniz em rela¢ao ao produto tensorial:

Vx(F®G) = (VxF)© G+ F ® (VxG). onde F,G € T](M).

IV N comuta com contragoes

Vx(C(F)) = Vx(C(F)),

onde C denota a contragao com respeito a algum par de indices.

Essa conexao também satisfaz:
V ParaY € TM e w uma 1—forma,

Vxw()) = (Vxw)(Y)+w(VxY).

VI Para F € T (M), campos vetoriais Y; e 1— formas w?,
(VxF) (W, ..., w", Y1, .., Ys) = X(F(W', ., w", Y, Ya) —

Y F(w' ., Vxw, W Yh, e, Ya) -
7j=1
A
=Y P W Y, VXY YY),
=1

Demonstragao: Primeiramente, notemos que as propriedades (I)-(IV) implicam (V) e
(VI).

Para uma 1—forma w e um campo vetorial Y , w = C(w ® Y'). Logo, por (IV e (III),
Vx(w(Y)) =C(Vx(w®Y)) = C((Vxw) ®Y) +w® (VxY)),

e, portanto a afirmamacao (V) segue das anteriores. (II) e (V) implicam (VI). Como (VI)
define uma conexao em T7% (M), (VI) vale para campos tensoriais arbitrarios. Dessa forma,

(VI) & a unica conexao que satistaz (I) - (IV).
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4.2 Nao-metricidade

Definigao 19 Seja M wuma variedade diferencidvel com wma métrica semi-riemanniana
g9(,). A conexdo é dita nao métrica, quanto para toda curva diferencidvel \(t) e quais-

quer pares de campos vetoriais X e Y paralelos ao longo de \(t) e Z = )\(t) campo tangente

de \(t), tivermos

ig(X ,Y)

y £0. (4.4)

At)

Proposicao 4 Seja M uma variedade diferencidvel com wma métrica semi-riemanniana
9(,), Uma conexdao V em M é dita ndo métrica se e somente se para todo par Ve W de

campos de vetores ao longo da curva diferencidvel X : I — M tem-se que

d DV DW

oV = (o) w4 (0L w4 g 2

- ), tel. (4.5)

Demonstragao: A equagao (4.5) certamente implica em (4.4), posto que, sendo V,W

paralelos em A(t) temos que (4.5) torna-se

v = (Ga) v, (4.)

Portanto, mostraremos apenas a reciproca. Escolhemos uma base {e;(ty), ..., e,(to)} de

TreoyM, to € I. E facamos a extensao paralela de cada um dos vetores desta base ao longo
de A(t).
Com efeito, podemos escrever

V=V, W=Wle;, i=1,..n,

Segue-se daf que
DV dV? DW  dW7

at At Tat At
Logo
DV DW ave . AW
— W V,—) = WI +V'——)g,;
d .
= (VW )gy
d . dgii ..
= —(V'Wgq;, _ Uy

_ %g(‘/, W) — (%g> (V. W).

Conseqiientemente, temos o seguinte coroldrio:



32

Coroldrio 1 Seja Q(Z,X,Y) = (Vz9)(X,Y) wma aplicagio trilinear Q : TM x TM x
TM — TM,denominada nao-metricidade. Dizemos que uma conexao é nao-métrica, se e so
se,

QZ,X,Y)=Z(g(X,Y)) — g(VzX,Y) = g(X,VY), Z,X,Y € TM. (4.7)

Podemos notar que, além disso, () é simétrica nos dois tltimos argumentos. De fato, esta

simetria vem de sua relacao com g.

4.2.1 Geodésicas

Uma conexao afim V em M permite definir de maneira invariante a derivada direcional
de um campo vetorial ao longo de uma curva, e assim calcular a aceleracao de uma curva
com respeito a essa conexao. Basicamente uma geodésica ¢ uma curva em M na qual seu

vetor tangente é paralelo a si mesmo, segundo o paralelismo instituido pela conexao V.

Definicao 20 Uma curva v : I — M em uma variedade diferencidvel M munida de uma

conexao afim V é dita uma geodésica se pra todo t € I temos % (fl—;’) = 0.

Vamos agora determinar a expressao nas coordenadas. Para isto, tomemos um sistema

de coordenadas locais (U, ) em torno de v(tp) em U,

1(t) = (21(1), -, 2n (1))

e agora facamos uso da definicao de geodésicas, isto é

D (dy d dxy dx; dz;
dt(dt) {dt(dt)+ dt dt 7"

Portanto temos:

d?zy, p duj dz;
e 777 = 4.8
dt? Yodt dt (48)
Podendo ainda ser expressa como:
Vg =0, (4.9)

com 4 = dz(Z).
Esse sistema de equagoes fornece as solugoes procuradas. Da unicidade das solucoes desse

sistema resulta a propriedade pela qual um campo vetorial paralelo é tangente a uma dada
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curva da variedade, constituindo-se assim uma condi¢ao necessdria e suficiente para a curva
ser uma geodésica.

Dado p € M, a equagao (4.9) constitui um problema de valor inicial, com dados iniciais
z(0) =p, 9(0) =v € T,M, (4.10)

solivel, visto que o teorema da existéncia e da unicidade de EDO ’s assim o garante. Com
efeito, rudemente podemos dizer que quando nos deslocamos sobre uma geodésica camin-
hamos ao longo da "mesma direcio". Neste sentido, as geodésicas sao generalizagoes das
linhas retas do espaco euclidiano. Todavia, do ponto de vista global, sendo M uma variedade
semi-riemanniana, decorre entao que as geodésicas se comportam de modo bem diferente das
linhas retas da geometria euclidiana.

Na definicao acima, estd implicito que por uma geodésica se entende uma geodésica

parametrizada. Existe uma familia de parametrizacoes preferenciais para uma geodésica, as

quais permitem que % (Cfi—Z) = 0 ao longo de 7. De fato, se 7 = f(7) for uma reparametrizagao
7 de , entao
& __f
V%% = —F’Y :

Prova-se que existe uma funcao diferecidvel o tal que toda geodésica admite uma repara-
metrizacao de forma que

dry dry

Vi — = a(1)—.

= ( )dT

= 4.11
@ dT ( )

Entao, a menos de uma constante aditiva, a (unica) aplicacao f(7) dada pela solugdo da

equacao diferencial.

% = —a(r) (%)2 (4.12)

é uma reparametrizagao local (enquanto for inversivel) de uma geodésica.

Assim, somos levados a seguinte definicao:

Definicao 21 Seja v : I — M uma curva. Entdo, v é uma pré-geodésica se existir uma

reparametrizacao f : I — J tal que ¥ =~vyo f:J — M seja uma geodésica.

Pela defini¢ao acima, 7 é uma pré-geodésica se, e somente se, a relagao (4.12) for satisfeita

para alguma funcao a.
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Definicao 22 Quanto as geodésicas em uma variedade lorentziana, distinguimos trés situ-

acoes:

1. Quando € > 0, v é uma geodésica temporal e existe uma parametrizacao tal que

dzt dx? B

9(%”) = gijﬁﬁ =1;

2. Quando € =0, v é uma geodésica nula ou tipo luz e existe uma parametrizacdo tal que

dzt dx?

Q(Uav) = gijﬁﬁ = 0;

3. Finalmente, quando € < 0, v é uma geodésica espacial e existe uma parametrizagao tal
que

dx® dx’
g(v,v) = gijﬁﬁ = -1

De forma resumida podemos dizer, que sempre é possivel reparametrizar uma geodésica,

de modo a termos

dx® da?
Gij e = €, (4.13)

dX d\

onde e =0, + 1.

Particulas materiais (massa de repouso nao nula) descrevem trajetérias de tipo tempo,
isto &, com € = 1, enquanto que as particulas sem massa (isto é, fétons, gravitons) descrevem
trajetorias de tipo-luz, isto é, com e = 0. Trajetorias com € = —1 nao tém realidade fisica,
uma vez que um movimento representado por elas violaria a casualidade.

E de se esperar que se v for uma geodésica, isto é, se sua aceleracdo for nula, sua
parametrizacao afim seja tal que a norma de sua velocidade seja constante. Contudo, como
a aceleragao de uma curva depende da conexao tomada em M, a norma do vetor velocidade de
uma geodésica também dependera. Veremos que para a conexao de Levi-Civita as geodésicas
tém velocidade constante, enquanto que para conexdes mais gerais (em particular para a

conexao de Weyl) isso deixa de ser verdade.

Pela equacao (4.7), teremos

Y9 Y) = 9(Vyy' 7)) +9(+', V) = QY . Y).
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Como v é uma geodésica temos que V' = 0, portanto
Y9, ) = =Q( ).
No caso lorentziano teremos que as geodésicas do tipo nulas permanecem como o modulo

de seu vetor tangente nulo, ja as demais sofrem alteragoes devido a nao metricidade.

4.2.2 Torcao

A torgao é uma caracteristica da conexao afim e estd associada a parte antisimétrica da
mesma. Geometricamente, podemos interpretar a torcao como discrepancia no fechamento
dos paralelogramos infinitesimais no plano tangente.

Para introduzirmos o conceito de torgao, tomemos o colchete [X, Y] e aplicamos o mesmo

em uma funcao ¢ : M — R. Entao teremos para uma conexao métrica:

(X, Y]¢=X(Y(¢) - Y((X9)) (4.14)
9([X,Y],grad ¢) = Xg(Y, grad ¢) — Yg(X, grad ¢),

onde usamos a propriedade (3.9). Em seguida tomemos a expressao (4.7) e apliquemos

a (4.14). Entao,

[X, Y] ¢ =g(VxY, grad¢) + g(Y, Vx grad ¢) — g(Vy X, grad ¢) — g(X, Vy grad ¢)
9([X.Y],grad ¢) = g(VxY — Vy X, grad ¢) + g(Y, Vx grad ¢) — g(X, Vy grad ¢)
9(X, Vygrad¢) — g(Y, Vx grad ¢) = g(VxY — Vy X — [X, Y] grad ¢)
HY(X,Y) - H*(Y,X) =T(X,Y)o.

Aqui usamos a defini¢ao do Hessiano
H?(X,Y) = g(X, Vy grad ¢).
Agora, definimos a aplicagao torcao da seguinte maneira:
Definicao 23 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. A aplicagdo
T:TM xTM xTM

dada por:
T(X,Y)=VxY —-VyX —[X,Y],

¢ chamada de torcao.
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Esta aplicagao leva a definicao do tensor de torcao, ja que T induz em p € M uma
aplicagao bilinear T, : TM,, x TM,, — TM,, onde T,(X,Y") s6 depende do valor de X e Y
em p.

Uma conexao V é dita compativel com a métrica se, () = 0, isto é, Vxg = 0 para todo

X € TM e sem torgao (ou simétrica) no caso de 7' = 0.

4.2.3 Tensor de Riemann

A geometria das superficies de R3 nos diz que a forma de uma superficie depende de como
ele se desvia do plano tangente local. Esta variacao do plano tangente local pode ser estu-
dada atravez da variagao do vetor normal & superficie, e é chamada de curvatura extrinseca
da superficie. E extrinseca porque depende de uma propriedade que se encontra fora da
superficie, contudo, gragas ao teorema Egregium de Gauss, pode-se mostrar que a curvatura
de Gauss depende apenas da primeira forma fundamental (ou métrica da superficie).

Em uma variedade diferencidvel o conceito de curvatura intrinseca estd ligada a conexao
ou mesmo ao conceito de transporte paralelo ao longo de curvas na variedade.

Consideremos duas curvas em uma variedade M, o e 3 com seus campos vetoriais U e
V', se interceptando em um ponto A. Em seguida, fazemos um deslocamento paralelo de V/

e U ao longo das « curvas e 3, respectivamente, como indicado na figura abaixo:

Figura 4.1: Curvatura de Riemann

Nos pontos B e C' tracamos curvas «y e [J; com vetores tangente paralelos de U e V,
respectivamente, obtendo um paralelogramo. Em seguida, consideremos uma terceiro campo

vetorial W ( linearmente independente a U e V'), no ponto A, e arrastamos ao longo da curva
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B de A para B. Em seguida, arrastamos de B para D ao longo da curva a;. O resultado

dessa operacao é o campo vetorial dado pela definicao:

Defini¢ao 24 A curvatura R(,,) de uma variedade semi-riemanniana M é uma aplica¢ao

R:TM xTM xTM dada por :
R(X,Y,Z) =VxVyZ —=VyVxZ - VxyZ. (4.15)

Uma vez fixados X,Y € T'M, podemos considerar o operador curvatura R(X,Y’) dado
por R(X,Y):TM — TM, tal que R(X,Y)Z = R(X,Y, Z).

Lema 5 Seja V uma conexao afim em M e R a curvatura riemanniana. Entao, para todo

XY, Z € TM temos
(a) R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z
(b) Se ¥V for simétrica, entao
R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0.

Esta relagao é conhecida como primeira identidade de Bianchi, para todo X,Y,Z €

TM,e para uma conexao sem torcao.
Proposicao 5 Vale a seqgunda identidade de Bianchi, isto é,
(V-R)(X,Y) +(VxR)(Y, Z) + (Vy R)(Z,X) = 0
e para uma conexdao livre de torgao.

Como o tensor de curvatura em si pode ser bastante complicado, é 1til considerar algumas
de suas contragoes, que trazem informacoes importantes acerca da curvatura na variedade

da conexao escolhida. Vamos agora definir o tensor de Ricci e a curvatura escalar.
Definicao 25 Dada uma base ortonormal {e;} em T, M, temos que:

1. A tensor de Ricci em p € M é definido por

Ric(X,Y) = g(R(e;, X)Y, ¢;). (4.16)

i=1
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O tensor de Ricci é bilinear nao necessariamente simétrico, isto de fato depende da

conexdo escolhida.

1. O escalar de curvatura R é definido como

R= ZRicp(ej, e;) = ZZQ(R(@,-, e;j)e;, €, (4.17)

=1 i=1 j=1
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4.3 Geometria nao-métrica sem torcao

No que diz respeito a medida dos comprimentos em diferentes pontos de uma variedade,
temos certos postulados, tais como "podemos comparar o comprimentos medidos em pon-
tos diferentes do espago" esses postulados encontram-se no cerne da geometria riemanniana.
Para quem sabe resguardar sua ligacao profunda com a geometria das superficies no espaco
Euclidiano, contudo, como ja foi exposto de um ponto de vista histérico, sao possiveis geome-
trias em que a comparacao de comprimentos infinitesinais seja determinada pelo tensor de

nao-metricidade.

Proposicao 6 Dada uma variedade com métrica semi-riemanniana (M, g), existe uma tinica

conexao afim V satisfazendo as condigoes

a) Vg=Q;

b) T(X,Y) = 0.

Demonstragao: Suponhamos inicialmente a existéncia de uma tal V . Entao, devido a

(4.7) podemos fazer

XQ(KZ):g(VXY72)+g(Y7VXZ)_Q(vavz)v (418)
Y9(Z,X) = g(VyZ,X) +9(2,VyX) = QY, Z, X), (4.19)
Zg(X,Y)=9(VzX,Y)+9(X,V2Y)-Q(Z,X,Y), (4.20)

Somando (4.18) e (4.19) e subtraindo (4.20), teremos que:

X9V, Z2)+Yg(Z,X) = Zg(X,Y) = g(VxY, Z) +9(Y,VxZ) + g(VyZ, X) + g(Z, Vy X)—
- g(VZXa Y) - g(X7 VZ}/) - Q(X7 Y> Z) - Q(Yv ZvX) + Q(Z’ X7 Y),

ou ainda como V ¢ livre de torcao, temos
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2(2,VyX) = Xg(Y, 2) + Yg(Z.X) — Zg(X.Y) ~ [Q(X.Y, Z) + Q(Y. Z.X) - Q(Z.X.Y))
(4.21)

= [9(1X, 21,Y) + g([X, Y], 2) + 9([Y, Z], X)]. (4.22)

A expressao (4.21) mostra que V estd univocamente determinada por g e ). Portanto,
caso exista, ela serd tnica.

Para mostrar a existéncia, podemos definir V por (4.21). Verifica-se, apés breves manip-
ulagoes, que V estd bem definida e que satisfaz as propriedades desejadas.

O caso especial em que @ =0 e T =0 é o caso de uma conexao riemanniana( ou de Levi
Civita), isto é, uma conexao de riemanniana é ao mesmo tempo livre tor¢ao e onde o tensor

métrico é transportado paralelamente.

4.3.1 Conexao de Levi-Civita

Mesmo apés termos definido o conceito de conexao afim em uma variedade diferencidvel,
notamos a existéncia de certa arbitrariedade quanto a esse conceito. Em uma variedade semi-
riemanniana que estd munida de um conceito de métrica, que por sua vez, nos permite medir
o comprimento de vetores, temos que estabelecer a maneira pela qual se darao as relacoes
entre estes dois conceitos. Se optarmos por uma conexao tal que o comprimento dos vetores
definido por ¢(X,Y) se mantenha constante ao transportarmos os vetores paralelamente
V4X =0, V4Y = 0, ao longo de uma curva -y, entao, esta conexao ¢ denominada por
conexao de Levi—Civita ou riemanniana. Decorrerd dai, que a conexao de Levi—Civita estara

completamente determinada em virtude do extraordindrio teorema de Levi—Civita.

Definicao 26 Seja M uma variedade semi-riemanniana munida de uma conexao afim V e

uma métrica g . V é dita compativel com g, se
Vxg(Y,Z)=9(VxY,Z)+g(Y,VxZ), para todo X,Y,Z € TM. (4.23)

Proposicao 7 Dada uma variedade semi-riemanniana (M, g), existe uma dnica conexdo V,

chamada de conexao de Levi-Civita, tal que:

o A torcao T é identicamente nula, isto é, V é simétrica.
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o V é compativel com a métrica.

Prova: Usando 4.23 podemos escrever as seguintes igualdades:

Xg(Y,2) = g(VxY,Z)+g(Y,VxZ), (4.24)
Zg(X,)Y)=9g(VzX,Y)+ g(X,VzY), (4.26)

Apés algumas manipulagoes triviais, chegamos a seguinte equacao:

29(VxY,Z) = Xg(Y, Z) + Yg(X, Z) — Zg(X,Y)+ (4.27)

+9((X,Y],2)+9([2,X],Y) + 9([Z,Y], X). (4.28)

Essa é a equacao de Koszul, que por sua vez, indica que V estd unicamente determinada por

g .

Também podemos escrever, convenientemente,
29(VxY,Z) = F(X,Y, Z), (4.29)

onde

F(IX,)Y,2)=Xg(Y,2)+Yg(X,Z2)- Zg(X,Y)+g([X,Y], Z)+9([Z,X],Y) +¢([Z,Y], X).

(4.30)

A conex@o mencionada no teorema acima ¢ denominada conexdo de Levi-Civita (ou rie-
manniana) de M [49],

Seja (U, z*) qualquer sistema de coordenada local. Substituindo (3.7) e (4.2) em (4.30)

apos algumas manipulagoes segue-se que:

1( 0 0 0
z]glk‘ 2 {axl g]k + 31’]- Gki 8xkg”} ( 3 )

que é exatamente a expressao dos simbolos de Christoffel de primeira espécie.

Ou ainda, tendo em vista que a matriz (g;) admite uma inversa (g'*), temos:

1 0 0 0
1] 29 { amz gjk‘ + axj gk’b a.fl:k. glj} ( 3 )

A equagao (4.32) é a expressao ja bem conhecida dos simbolos de Christoffel de sequnda

espécie em termos da métrica.
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Proposicdo 8 Seja ¢ : (M, g) — (M, §) uma isometria. Entdo:

(a) ¢ leva a conexao riemanniana V de g na conexdo riemanniana V de §, no sentido de

0. (VxY) =Vix(pY) com X, Y € TM.

(b) Seja v uma curva em M eV um campo vetorial ao longo de vy, entdo

D D
R <EV> = E(%V)-

(c) ¢ leva geodésicas em geodésicas: se~y é a geodésica em M com ponto inicial p e velocidade
inicial V (p), entdo, @ o~y é uma geodésica em M com ponto inicial (p) e velocidade

inicial .V (p).
Para parte (a), define-se uma aplicagao
OV :TM x TM — TM

por
(e V)xY = o (Vi) (0))
Mostra-se que go*@ é uma conexao em M (chamada de a conexao "pullback "), e que
é simétrica e compativel com ¢g. Entao gp*@ = V por causa da unicidade da conexao

riemanniana. Para parte (b), define-se um operador ¢*(D/dt) : TM x TM — TM de uma

forma semelhante e mostra-se que é igual a para D /dt.

4.4 Geometria de Weyl

Em 1918 Hemann Weyl, no intento de estabelecer uma teoria unificada do campos grav-
itacional e eletromagnético, formulou uma teoria geométrica do espaco-tempo.

Dado que na teoria da relatividade geral o tensor métrico g representa o potencial gravita-
cional e a teoria é invariante por transformagoes gerais de coordenadas, entao, Weyl mostrou
como ¢ que pudesse ser vinculada a invaridncia de calibre, tal qual se faz com as equacoes
do eletromagnetismo.

O extraordindrio é que Weyl encontrou a pista que perseguia ao eliminar o postulado

concernente a comparacao das longitudes introduzindo um fator nao-métrico dado por uma
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1—forma w denominada campo de Weyl, que na teoria original de Weyl representa o potencial
eletromagnético.

Einstein apresentou o artigo de Weyl [66], a Academia de Ciéncias de Berlim. Ele acres-
centou um breve comentdrio critico para explicar por que ele duvidava da viabilidade da
interpretacao fisica proposta por Weyl.

Como a unificacao de Weyl era construida fundamentalmente sobre a propriedade da
simetria do campo de calibre, e esta ideia acabou por ser de importancia duradoura, emb-
ora nao em sua forma original. Poucas semanas depois, em um segundo artigo [67], Weyl
apresentou o mesmo tema colocando a sua teoria na perspectiva mais ampla da geometria
diferencial. Weyl generaliza as idéia de Levi-Civita de transporte paralelo em uma variedade
riemanniana a de uma conexao afim (logicamente) independente de qualquer métrica.

Idéias basicas de Weyl para a generalizagao da geometria riemanniana em seus artigos

de 1918 podem ser listadas como se segue:

1. Generalizar o conceito de deslocamento paralelo de Levi-Civita para variedades rie-
mannianas para um tipo abstrato de "deslocamento paralelo", nao ligado a priori a

uma estrutura métrica, I' = (F;k) denominado conexao afim.

2. Construir a geometria do ponto de vista puramente infinitesimal, isso é, a possibilidade
de comparar diretamente quantidades métricas (observaveis fisicos) em diferentes pon-
tos da variedade M deve ser considerada um defeito da geometria riemanniana, que é

devido a sua origem histérica na teoria superficie gaussiana.

Um dos maiores divulgadores da teoria de Weyl foi Eddington que incluiu uma exposi¢ao
da teoria de uma generalizacdo em seu livro [1]. Uma primeira exposi¢do moderna da
geometria de Weyl é encontrada no artigo de 1970 por Gerald B. Folland[72] seguido por
(73], [74].

Definimos a equivaléncia conforme das métricas riemannianas da seguinte maneira:

Definicao 27 Duas métricas riemannianas g ¢ g em M sao conformalmente equiva-
lentes se e s6 se § = e/ g onde f é uma funcdo suave em M. (O uso da funcdo exponencial é
um modo de assegqurar a positividade e seu uso nos trard outras vantagens que ficarao claras

mais adiante).



44

Uma estrutura conforme em M é uma classe de equivaléncia [g] de métricas riemanni-
anas em M. Uma variedade com uma estrutura conforme é chamada de variedade conforme.

Se a dim(M) > 3,temos que duas métricas lorentzianas pertecem & mesma estrutura
conforme se, e somente se, possuirem a mesma estrutura causal, pois uma transformacao
conforme nao altera os cones de luz. No caso de métricas riemannianas (positivas definidas),
uma estrutura conforme preserva os angulos entre vetores e a razao entre suas normas.

Note que uma aplicacio f : M — M é conforme se preserva angulos entre vetores. Por
exemplo, para dois vetores u,v € Tp]\7[ ,

gijuivj B efgijuivj

Vgl ei/gaueut/ gorud

O seguinte lema mostra como uma transformagao conforme altera as conexao de Levi-

cosf = = cosf.

Civita:
Lema 6 Se g =ec/g, entido V =V + B com o campo tensorial simétrico (2,1) B dado por
1
BUX,Y) = S df(X) +df(¥) — g(X.Y) grad ] (4.33)
Prova: Como (Vxg)(Y,Z) = 0 teremos entao
(Vx9) (Y, Z) = Xg(Y,Z) — §(VxY,Z) — §(Y,VxZ)

= dUX)g(Y, Z) + g(B(X,Y), Z) + g(Y, B(X, Z))

= 0.

esta é a conexao de Levi-Civita para g.

Dada uma conexao na variedade, um método de compararmos comprimentos de vetores
em diferentes pontos é a partir do transporte paralelo segundo a mesma. No entanto, apesar
de cada métrica da estrutura conforme [¢g] de M definir a conexao de Levi-Civita associada,
essas conexodes sao diferentes para diferentes métricas de [g]. Desse modo, ainda nao temos

uma conexao linear na variedade que, de certo modo, reproduza as caracteristicas de sua

estrutura de Weyl.

Defini¢ao 28 Uma estrutura de Weyl em uma variedade conforme (M, [g]) é uma apli-

cagdo F : [g] — A (M)?* satisfazendo

F(elg) = F(g) +df, com f & D(M)

2AY(M) ¢ o espago das 1—formas diferencidveis em M.
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isto é, onde g é um elemento da classe [g]. Uma variedade com uma estrutura de Weyl é
chamada uma variedade de Weyl. Uma métrica g e uma 1—forma w determinam uma

unica estrutura de Weyl, definida a partir de F(g) = w.

A estrutura de Weyl em uma variedade com métrica semi-riemanniana pode ser intendida
da seguinte forma: as grandezas geométricas fundamentais deverao ter uma dupla invarian-

cia:
i) Invariantes por difeomorfismos.

ii) Invariantes por tranformacoes de Weyl. Isto é para cada mudanga conforme da métrica

G = el g temos associada uma tranformacao em w tal que @ = w + df.

Transporte paralelo de Weyl

Medida é comparagao, assim, para Weyl, quando comprimentos em diferentes pontos tém
de ser comparados, é necessario leva-los ao um mesmo ponto, contudo, contudo, o resultado
pode depender da curva percorrida ao delocar-se de um ponto para outro. Vejamos como
se dd a translacdo do comprimento de um vetor( de um espaco tangente 7,/ ) ao longo
de uma curva no caso de uma geometria de Weyl. Uma visao geométrica interessante das
propriedades do transporte paralelo de Weyl é a seguinte: seja M uma variedade diferencidvel
com uma conexao afim V¥, uma métrica g e um campo de Weyl w. Se V* é Weyl-compativel,
entdo, para todo par V e U € T'M ambos paralelos ao longo da curva diferencidvel (),
a: I — M, tomemos uma métrica g € [g] em T, M e, entdo adotamos a seguinte relagao de
nao-metricidade na relagdo em (4.6), assim, temos entao,

d d
(ag)(U, V)= w(ﬁ)g(U, V), para todo A € I, (4.34)

onde % ¢ o campo vetorial tangente & curva ().

Nota 1 FEsta relagao de nao métricidade é invariante frente as tranformagoes de Weyl

L) (U, V) = Bl g(U V)
LGV V) = w0 el g(U V) + df (55)elg(U,V) — efg(U,V) (1)
d d
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Integrando (4.34) ao longo da curva a()), a partir de um ponto a = (), obteremos
_ Y w(Lydr
gV (A),UR) = g(V(Xo), U(Ag))ero . (4.35)

Consideremos o conjunto de todas as curvas fechadas « : [a;0] € R — M, ou seja, com

a(a) = a(b). Com efeito, a equagao
g(V (b),U(b)) = g(V (a), U(a))ek =@, (4.36)

g ¢ a translagao de g, para o ponto b ao longo de a(\)
Notemos que a expressao ¢ consistente, isto ¢, independe da escolha de g € [g]. De fato,
seja f € D(M), tal que f(p). Se ainda quisermos que os elementos deste grupo correspondam

puramente a uma isometria, entao, devemos ter que

para qualquer curva fechada.

Portanto, a partir do teorema de Stokes, w deve ser uma forma exata, ou seja, existe
uma funcao escalar ¢, tal que w = d¢ . Este caso, é frequentemente chamado na literatura
de Weyl integrével.

Em uma variedade de Weyl M™ munida da conexao afim V¥ e uma métrica rieman-

niana g, V¥ é dita w—compativel com g, se

Xg(Y, Z) = g(VxY, Z) + g(Y,Vx Z) + w(X)g(Y, Z), (4.37)

para todo X,Y,Z € TM (M),

onde temos que

(VE)(Y, Z) = w(X)g(Y, Z).

Proposicao 9 Dada uma variedade de Weyl (M, g, V¥) existe uma tinica conexao V¥,

denominada conexao de Weyl de M, tal que:

1. A tor¢io T ¢ identicamente nula, ou ainda, podemos dizer que V¥ é simétrica.

2. V¥ é w—compativel dada por

VEX = VyX - %[w(X)Y + (V)X — (X, V)],
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onde denotamos por V a conexao de Levi-Civita de g.

Demonstracgao
Tomemos a equagao (4.21) e tomamos Q = w ® ¢ e logo teremos que

29<Z7 VC}U/X) = Xg(Y7 Z) +Yg(ZvX) - Zg<X7Y) - [W(X)Q(Y, Z) +w(Y)g<Z> X)_
—w(Z)g(X,Y)] = [9([X, Z].Y) + g([X, Y], Z) + ¢([Y, 2], X) ;

o(2,V$.X) = g2,V X) — S[(X)g(¥, 2) + w(V)g(Z, X) — w(Z)g(X, V)]
= 42,9y X) = S(X)g(Y, 2) +w(V)g(Z, X) - g(h, Z)g(X. V)
— (2,95 X) - [(Ge(0Y. 2) + 9(V)X,2) - g (30X V). 2
= 9(2,9vX) = gl[g(X)Y + 30(V)X = 29(X,V)g(e, 2)
= 42,9y X) = ()Y + ()X — g(X,V)ef)).

Portanto,
1
VIX = VyX = Sw(X)Y +w(Y)X - g(X, Y)W, (4.38)

A férmula (4.38) é invariante por transformagoes de Weyl, pois, a parte Vy X que depende

apenas da métrica ¢ se transforma via uma transformacao conforme e/ g, com a adicao do
termo (4.33). Assim, temos:

VyX =VyX + %[df(X) +df(Y) — g(X,Y) grad f].

O termo 3 [w(X)Y +w(Y)X — g(X,Y)w?] se tranforma da seguinte maneira:

[D(X)Y +0(V)X — el g(X, V)] = Z[w(X)Y + w(Y)X — el g(X, V)] +

DO | =
N =0l —

+ Sdf (X) + df (V) — g(X,Y) grad f].

Denotamos por V a conexao de Levi-Civita de g e w* é o dual de w. Além disso, como
V$ X é invariante por tranformacoes de Weyl a curvatura R“ desta conexao também o seré.

Escrevemos o tensor de curvatura R¥ de V¥ da seguite forma
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R*(X,Y,Z) = V$V$Z — VeV4Z — Vi Z

Calculando separadamente os trés termos:

1
V§VEZ = VilVxZ = Hw(Z)X +w(X)Z - g(Z, X)),

com

1
VYVxZ =VyVxZ — 5[w(VXZ)Y +w(Y)VxZ — g(VxZ,Y ), (4.39)

(&

V‘;[%{w(Z)X +w(X)Z — g(Z, X)) =

Y (@(Z2)X + w(Z)VeX +Y((X)Z +w(X)VEZ + ~Y (9(Z, X)) — g(Z, X) Vi
= %{Y(w(Z))X +w(Z)Vy X + %[w(Z)w(X)Y +w(Z)w(Y)X ~

—w(2)g(X, Y)W ] + Y(w(X))Z 4+ w(X)VyZ + %[w(X)w(Z)Y

+w(X)w(Y)Z —w(X)g(Z, V)] — Y(9(Z, X))w* — g(Z, X)Vyw*—

N —

— 202, XY + V)t — (o, Y]}
— AV (2)X + WD)V X + Y ((X)Z + w(X)Vy Z — Y (g(Z, X))o

2
— 9(Z, X)Vyw* + w(Z)w(X)Y] + i{w(Z)w(Y)X —w(Z2)g(X,Y)wb — g(Z,X) |w]> Y}
Portanto,

VeVLZ = VyVxZ + %{w(VXZ)Y +w(Y)\VxZ — g(VxZ,Y)u*} + %{Y(w(Z))X + w(Z)Vy X+

+Y(w(X)Z +w(X)VyZ =Y (9(Z, X)) — g(Z, X)Vyw* + w(Z)w(X)Y]+

M 20X (DX V) — 9(2.X) ol V),

Da mesma forma,

1 1
VEIVYZ = VxVy Z + 5l(Vy )X + w(X)Vy Z = (Vv 2, X)wh] + S X @@)Y+

W(Z)VxY + X (V) Z +w(Y)VxZ — X(g(Z.Y ) — g(Z, V)V xf + w(Z)w(Y)X]+

+ E{W(ZM(X)Y —w(Z)g(X, Y)W = g(Z,Y) lw|* X}
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E ainda, o terceiro termo

Vi Z = Vigy Z — %{W(Z) (X, Y]+ w([X,Y])Z — ¢(Z,[X,Y])w!} (4.40)
= VixyZ — %{w(Z)VXY —w(2)Vy X +w(X,Y]))Z — g(Z,VxY)ui+  (4.41)

+ 9(Z, Vy X)w'}. (4.42)

Temos, entdo’, que: V4 VY Z — VYV Z — Vi Z
VxVyZ 4+ 3{w(VyZ)X + w(X)VyZ — g(VyZ, X)w'} + H{ X (w(Z))Y + w(Z)VxY +
—— ———

1 2

X(w(Y))Z+
F0(Y)VxZ-X(g(2,Y )b —g(Z,Y )V xer+(Z2)w(Y) X }+ Hu( Z)w(X)Y —w(2)g(X, Y )k -
——

—9(Z, if) |w|? X}—VyVXZ+%{—w(VXZ)Y—w(Y§VXZ+g(VXZ, V)w b+ {-Y (w(2))X -
——

w

4 1 7
Hw(Z2)w(YV)X +w(Z2)g(X,Y)wk +9(Z, X) [w|" Y} = VixyZ + 3{~w(Z)VxY +

w(Z)VyXG— w([X,Y])Z +5+g(Z, VxY)w — g(Z, Vy X)w}. i
H—/
R(X Y)Z + 5{[w(VyZ) = Y(w(2)) + 5(w(Z)w(Y)) = 9(Z,Y) [w]"]X + [X (w(Z)) ~
W(sz>
+3(W(2)w(X)Y +9(Z, X) [w]Y + [X (@ (Y)) = Y (w(X)) — w(X,Y])]Z+
+9(VxZY) + 9(Z,VxY) — X(g(Z,Y))+Y(9(Z X)) — 9(Vv 2. X) — 9(Z Vy X)|w*+

oz, V=3 )

= R(X,Y)Z + §{[w(VyZ) = Y(w(2)) + 3(@(Z)w(Y)) = 9(Z,Y) [w|’]X + [X(w(Z)) ~
W(VXZ)+

Lw(Z)w(X) + (2, X) [wfJY + [X(@(Y)) - Y(w(X)) - (X, Y]] Z+

+Hw(Y)g(Z, X) — w(X)g(Z,Y)|w + g(Z, X)Vywh — g(Z,Y)Vxwi}.

Todavia, para que possamos prosseguir em nossas simplificacoes, vejamos o seguinte

3Para que o leitor acompanhe melhor as simplificacoes introduzimos nimeros abaixo dos termos equiva-
lentes .
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calculo
Yw(X) = (VE0)(X) + w(VEX) (4.43)
= G(V§)f, X) + Ty X) + SL(X)Y +u(¥)X - g(X,Y)u)) (4.44)
= G(VE)E, X) + Ty X) + w(X)u(¥) = 5906 Y) ol (1.45)

= g(VeW*, X) + g(w(YV)wh, X) + w(VyX) 4+ w(X)w(Y) — %g(X, Y)|wl?]  (4.46)

= 0Ty, X) (V3 X) + 2(X)lY) + 29(X, V) [wf’) (147
Xw(Y) = (VE)(Y) + w(VLY) (4.48)

Subtraindo (4.48) de (4.43) temos

Yw(X) = Xw(Y) = (Viw)(X) — (Viw)(Y) — w([X,Y))
[X,Y])
[X,Y])
[X,Y])
)

g(Viw)!, X) = g((Viw),
(
(
9(Viwh, X) = g(VEWh, Y) + g(w(Y)w?, X) — g(w(X)w?, Y)~
(
(
(
(

W

YY) = w(
g((V¥w)’, X) = g((VEw)’, V) — w(
(Vw)h, X) = g((VEw)’, Y) — w(

qg w

— W

(X, Y])
9(Viwh, X) — g(VEwh,Y) — w([X,Y])

g(Vyw* + w(whY, X) — g(Vxw* + w(w)X,Y) — w([X,Y])

g(Vyw?, X) — g(Vxw? V) — w([X,Y]).

Com efeito, temos

RE(X,Y)Z = R(X,Y)Z — %{[(wa)(Z) + %w(X)w(Z)]Y _ %{[(Vyw)(Z) + %w(Y)w(Z)]X—F
4 AUVx0)(¥) — (Vv (X)]Z — g(¥, Z)(Vxw + J(X)w)+
+ (X, 2)(Vya + Sw(V ) — 1Ll (oY, 2)X - g(X, 2)Y),

A férmula anterior implica a seguinte relagao entre o campo tensorial de curvatura R“

da conexao de Weyl V¥ e o campo tensorial de curvatura riemanniana R de V:

RY(X,Y)Z = R(X,Y)Z +%(X,Y)Z —%(Y,X)Z
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onde
S(X,Y)Z = S{(Vx0)(V)Z + (Vxe)(2)Y + (Y )(2) X}~
oY, 2)Vx — Ll oY, 2)X — Lg(X, Zyo(¥ )

Para uma geometria de Weyl, além das propriedades jd referidas a uma conexao sem
torgao, temos ainda a seguintes propriedade do tensor de Riemann com g(R*(X,Y)Z,Z) =

Re(X,Y, Z,7):

R“(A, B,C, D)+ R“(A, B, D,C) = —2dw(A, B)g(C, D),

2dw(X,Y) = Xw(Y) — Yw(X) —w([X,Y]).

Quanto ao tensor de Ricci, temos que a relagdo entre as curvaturas Ric(R¥) e Ric(R) é

dada por

Ric*(Y,Z) = Ric(Y,Z) + (1 — m)(V.w)Y+ (4.49)
+ (Vyw)Z + (m = 2)w(Y)w(Z)+

+ (divwt — (m — 2) |w[*)g(Y, Z); (4.50)
onde m = dim M. Normalmente, o tensor de Ricci de uma estrutura de Weyl nao é simétrico.

Se a parte simétrica da curvatura de Ricci de V¥ for proporcional (com fator de escala
A como uma func¢do suave em M, nao necessariamente constante) & métrica g da classe
conforme [g|, entdo, (M, g, V¥) é denomimada variedade de Einstein-Weyl, isso é

22 (Vyw) Z 4+ (Vo)) + (= 2)lY )l 2) + Rie(Y, Z) = Ag(Y, 7).

Para uma ¢ € [g] de uma variedade de Weyl (M, g, V¥), definimos o tensor pseudo-

Schwarz T, (w) como

Tyw)(Y,Z) = (1 =m)(Vyw)Z + (Vzw)Y 4+ (m = 2)w(Y)w(Z)
1

+ E(divwﬁ — (m —2)|w[*)g(Y, Z)

Este tensor pseudo-Schwarz é um campo tensorial de ordem 2 com trago nulo[79], nao

necessariamente simétrico. O tensor pseudo-Schwarz T, (w) é simétrico se, e s6 se, w €

fechadal78].
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De posse desse tensor podemos escrever a equacao

Ric*(Y,Z) = Ric(Y, Z) + T,(w)(Y, Z)+ (4.51)

+ mT_l(divwti —(m—-2) |w|2)g(Y, 7). (4.52)

Por outro lado, temos que a curvatura escalar é dada por
RY = R+ (m —1)(divwf — (m — 2) [w]?).

Notemos ainda que, o tensor de Ricci é invariante frente as transformacoes de Weyl,
dada sua definigdo em (4.16) a curvatura escalar ndo ¢ invariantes por transformacoes de

Weyl, e dada sua definicdo em (4.17) temos que

R® = e/ R¥.

4.5 Geometria de Riemann-Cartan

Nesta se¢ao, vamos rever algumas defini¢oes bésicas e fatos matemaéticos da geometria de
Riemann-Cartan. Como veremos, esta pode ser vista como uma espécie de generalizacao da
geometria riemanniana, e alguns teoremas que serao apresentados aqui, sao simples extensoes
de teoremas correspondentes da geometria riemanniana. No entanto, essas extensoes podem
apresentar novas apliagoes fisicas, especialmente no que concerne ao movimento geodésico,
que discutiremos posteriormente.

A caracterfstica fundamental da geometria de Riemann-Cartan é a existéncia de torc¢ao,

que como ja mencionada anteriormente é dada por:

T(X,)Y)=VxY - VyX — [X,Y]. (4.53)
Supomos ainda que a condicao de metricidade é riemanniana, isto é,
Q =Vg=0.

Para estabelecer uma ligacao entre a conexao afim V e a métrica, obteremos uma extensao

do teorema de Levi-Civita precisamos de uma melhor definigao.
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Teorema 4 Dada uma variedade de Riemann-Cartan M, existe uma unica conexao afim V

em M satisfazendo as condigoes
(a) T(X,)Y)#0V X, Y € TM.
(b) V é compativel com a métrica g de M.

Prova : Da mesma forma como ja fizemos em casos anteriores, vamos supor que V existe.

Entao, como () = 0 temos

Xg(Y,Z) = g(VXY,Z) + 9(Y. Vi Z), (4.54)
Y9(Z,X) = 9(VyZ,X) + g(Z, Vi X), (4.55)
Zg(X,Y)=g(VyX.Y)+g(X,VzY), (4.56)

Novamente somando as duas primeiras equagao e e subtraindo a terceira, e usando a

definicao da torcao, teremos

XgY,2)+Yg(Z, X)— Zg(X,Y) = g(VXY + VL X, 2) + g(VEZ — VL X, Y)+
+9(VyZ = V3Y, X)
=g(VXY +T(Y, X))+ VXY + [V, X],2) + g(T(X, Z) + [X, Z], Y )+
+9(T(Y,2)+ Y, Z], X),
=29(VYY, 2)+ g(T(Y, X) + Y, X], Z) + g(T(X, Z) + [X, Z], Y )+

+9(T(Y, 2) +[Y, Z], X),

onde utilizamos (4.53). Simplificando a equagao acima, teremos ainda que

9(Z,VyX) = 9(Z,VyX) + %[Q(T(Xa Y),2)+9(T(2,X),Y) +g(T(2,Y), X)|;  (4.57)

Aqui estamos denotando por V7 é a conexdo de Cartan, e por V a conexao de Levi-Civita.

Definimos o tensor de contor¢cao K da seguinte maneira:

g(K(Y, X), Z) = _%[Q(T(Xv Y),2) +9(T(2,X),Y) +g(T(2,Y), X)]. (4.58)
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Assim, podemos excrever

g<Zv VXI;X) :g(Z, VyX) —g(K(Y,X),Z)7

e, finalmente,

ViX =VyX — K(Y, X). (4.59)

Entao, concluimos que a conexao nao serd determinada somente pela métrica e suas
derivadas, pois, também dependerd da contorcao.

Mas adiante, estudaremos as condi¢oes primeiras para uma imersao isométrica em um
espaco de Riemann-Cartan e estudaremos o confinamento geodésico em hipersuperficies. A
seguir, veremos um caso bem peculiar desta geometria em que a torcao é dada por uma

1—forma.

4.6 (Geometria da torcao Semi-simétrica

Em 1924, A. Friedmann e Schouten [81] introduziram a ideia de uma conexao linear
semi-simétrica. Uma conexao linear é dita ser uma conexao semi-simétrica se a sua torgao é

da forma

T(X,Y)=0c(X)Y —o(Y)X (4.60)

onde 0 € A'(M) e X, Y € TM. Em consequéncia de (4.58) e de (4.60), temos portanto;

GK(Y, X), 2) = S[g(o(X)Y — o(V)X, 2) + g(o(2)X ~ 0(X)Z,Y) + g(a(Z)Y — o(V)Z, X)
= S [9(0(X)Y. 2) — g(o(V)X, 2) + g(o(2)X.Y) = 4(o(X)Z,¥) + g(s(2)Y, X)
~ g(o(¥)2,X)]
= 4(0(2)Y, X) = g(o(¥)Z, X)
= —(o(Y)X, 2) + glg(X,Y )", 2)

Entao,

K(Y,X)=—c(X)Y +g(X,Y)o",
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e, levando em conta (4.59), temos

VIX =VyX +0o(X)Y — g(X,Y)o"

onde 0(X) = g(X,0%) e V & a conexdo de Levi-Civita.
A curvaturas riemannianas da conexao V7 denotada por R’ e a curvatura da conexao V

de Levi-Civita denotada por R estao relacionadas por [82],[83]

RU(X7 Y, Z, W) = R(X,}/,Z, W) - g<X? W)@(}/, Z) +g(Y, W)9<X7 Z) - g(K Z)‘9<X7 W)+
+ g(X, 2)0(Y, W),

onde

Y, 2) = (Vx0)¥ — o(X)o(¥) + L4(X.Y).

Os tensores de Ricci Ric’e Ric estao relacionados por

Ric”(X,Y) = Rie(X,Y) — (n — 2)g(Y, Vx0®) + (n — 2)0(X)a(Y) — (n — 2) |o*|* g(X, V) +
(4.61)

+ ¢(X,Y) div ot
Em virtude de (4.61) e da simetria de Ric temos que
Ric”(X,Y) — Ric°(Y, X) = (n — 2)[(Vyo*)(X) — (Vxo*)(Y)].
Consequentemente se Ric® é simétrico, para n > 3,
(Vyo)(X) = (Vxof)(Y) = 0.

Isso mostra que do = 0, isto é, o é fechada.
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Capitulo 5

Imersoes Isométricas

Geralmente quando falamos de teorias de branas mundo, conjecturamos que o espaco-
tempo 4—dimensional descrito pela RG estd imerso em um espago de dimensao n > 4, cuja
geometria é riemanniana.

Esta conjectura surgiu em 1998 com os trabalhos de Arkani-Hamed, G. Dvali e G.
Dimopolous[30], ou abreviadamente ADD, propondo de forma sui generis uma solucao
para o problema da hierarquia das interacoes fundamentais. O problema da hierarquia
surge ao se tentar explicar por qué a interacao gravitacional é muito mais fraca quando
comparada as demais interagoes fundamentais e de como podemos unificd-las a partir de
uma teoria fisica mais geral, incluindo aspectos quinticos e gravitacionais. Como apontado
pelo esquema de ADD, a escala de Planck para a gravitacao forte é desprovida de carater
experimental. Portanto nao impede a elaboracao de uma teoria gravitacional em escala de
energia menor, igual as demais interagoes, em escala Tev, o que implica que as dimensoes
extras devem ser maiores que o comprimento de Planck (Laner = 10733c¢m)[30]. Em resumo,

a proposta de ADD a uma teoria de Branas-mundo contém trés postulados bésicos:

a) Existe uma variedade maior ou ambiente (bulk ), com dimensao n > 4, que é solugao das

equacgoes de Einstein.
b) O espago-tempo quadridimensional é imerso no espago ambiente.

c) Em escala Tev, a gravitacdo descrita pela métrica da variedade de 4 dimensdes imersa

oscila no espago ambiente e as ondas geradas propagam-se no espaco ambiente.
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A partir de entao muitos outros trabalhos sobre Branas-mundo foram propostos, como
por exemplo o modelo Randall-Sundrum|27].

Em 1999, L. Randall e R. Sundrum propoem um modelo alternativo ao esquema
de ADD. O primeiro modelo conhecido como RS-I é construido com um bulk de curvatura
constante em cinco dimensoes em um espaco-tempo do tipo anti-de Sitter, ou, simplesmente,
ADSs.

RilB = _AQZB'

Também, nos anos 90, uma nova versao nao-compacta da teoria de Kaluza-Klein, de-
nominada Matéria Induzida, foi sugerida por Paul Wesson e colaboradores. J& neste

cenario o "bulk " de cinco dimensoes, é Ricci-Flat ou seja
5 _n-
RAB - 07

sendo que a quinta dimensao, nao-compacta, é a responsdvel pela existéncia da matéria no
universo 4 dimensional. Em outras palavras, o que chamamos de matéria seria, em tltima
instancia, meramente geometria, a qual se manifesta como substancia quando observada por
seres que vivem numa hipersuperficie de quatro dimensoes.

Em uma série de trabalhos interessantes [29], Wesson e seu grupo mostraram como o
modelo cosmolégico pode ser obtido a partir de espago vazio por um mecanismo de imersao.
Mas, na verdade, nao havia garantia de que qualquer tensor energia-momento pudesse ser
obtido desta forma.

Falando em termos matematicos, a validade do programa de Wesson nao estava garantida,
a menos que se pudesse provar que qualquer solucao das equacoes de campo de Einstein possa
ser isometricamente imersa em um espaco Ricci-flat de cinco dimensoes.

De fato, isso acontece, (resguardadas as devidas analiticidades das fungoes envolvidas)
gragas ao conteido de um teorema conhecido como o teorema de Campbell-Magaard [85][86].
Embora muito pouco conhecido, o teorema foi descoberto pelo matemadtico Inglés John
Campbell em 1926 [84] e & prova completa foi dada somente em 1963 por Lorenz Maga-
ard [85][86]. Mas, o teorema, que garante a consisténcia matemética da teoria de Wesson,
nao se aplica ao modelo de Randall-Sundrum. Seria necessdrio generalizé-lo. A generaliza-
¢oes do teorema de Campbell-Magaard foram demonstradas em 2001 por Romero e Dahia
[86]. Romero e Dahia conseguiram demonstrar nao apenas um, mas trés tipos diferentes de

generalizacao do teorema, um dos quais se aplica ao modelo de Randall-Sundrum.
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Facamos, uma breve retrospectiva histérica da teoria de imersao.

O problema da imersao de uma variedade riemanniana n—dimensional localmente em
uma variedade euclidiana foi discutido pela primeira vez por Schlifli em[89] 1873. Schlifli
conjecturou que uma variedade riemanniana que nao possui curvatura com métrica analitica
e definida positiva pode ser imersa localmente e isometricamente como uma subvariedade
em um espago Euclidiano £, onde m = n(n + 1)/2. Isto é, uma variedade riemanniana
4—dimensional esta imersa em um espago euclidiano de m = 4(4 + 1)/2 = 10 dimensdes.

Em 1926, Janet usou um método de prova baseado num desenvolvimento de séries
de poténcia positivas convergentes, ou seja, analitico [90]. Porem, a prova estava incom-
pleta, pois apenas resolve o problema local para variedades riemannianas bidimensionais
com métrica analitica.

E.Cartan, em 1927, estendeu o resultado para uma variedade n—dimensional, com métrica
analitica. A dimensionalidade necesséria para a imersao foi a mesma encontrada por Schlafli
(m=n(n+1)/2) [91].

Em 1954, J.Nash mostrou que uma variedade C* [92] pode ser imersa em espago euclidi-
anos de 2n dimensdes e em 1956, tratou o caso de C* [93]para 3 < k < oo. Ele demonstrara
como fazer a imersao local de uma variedade diferencidvel mantendo sua regularidade, nao
necessitando mais de uma meétrica analitica. Greene [94]estendeu o teorema de Nash para
métricas semi-riemannianas.

A dimensao m do espago-ambiente para uma imersao isométrica e local de uma variedade
M™ depende das fungoes de imersao. Se utilizarmos o teorema de Janet-Cartan com fungoes
analiticas, o espago-total terd o niumero de dimensées m < n(n+ 1)/2.

Portanto, se utilizarmos o teorema de Nash-Greene com fungoes diferencidveis , o nimero

de dimensoes do espago-ambiente cresce para m < n(n + 3)/2.

5.1 Definicao e Propriedades

Seja (M, g, V) uma variedade semi-riemanniana. Dada uma variedade N ei: N — M
uma imersao, ou seja, dado p € M a derivada i, : T,N — T, M & injetiva. Nestas condigoes,

podemos munir a variedade N de uma métrica semi-riemanniana ¢ através da definicao

0(X, ) =i g(X,Y), X,YeT, M.
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Dizemos, entao, que a variedade N tem a métrica induzida pela variedade semi-riemanniana
M e, portanto, i(N) é denominada subvariedade semi-riemanniana de M. A aplicacdo i é
dita uma imersao isométrica.

Observemos que dados p € N e X, € T, N, em razao de g, dispomos de uma decomposicao
natural em p dada por T,M = T,N & (T,N)*, onde (T,N)* é o complemento ortogonal de

T,N em T,M . Podemos, assim, escrever Y, € T),M da seguinte forma
Y, =Y +V"' onde Y, €T,NeY} € (T,N)".

Os vetores em (T,N)* sdo ditos normais a N em p e, naturalmente, Y, € T,N ¢ dito
tangente a N em p.

Desta forma, um campo de vetores X € TM ¢ dito normal a N, se X, € (T,N)*
para todo p € N e denotamos o conjunto de tais campos por (T'N)+. Temos portanto uma

decomposicao natural em soma direta:
TM = (TN)® (TN)*.

Consideremos uma imersao i : N — M, onde M é uma variedade com conexdo V. Sejam
X e Y campos vetoriais de N. Dados p em N e U, uma vizinhanca de p onde i é injetiva,
temos que 7, (X) e i.(Y') s@o campos vetoriais definidos ao em i(U). Podemos estendé-los a
campos vetoriais X e Y definidos numa vizinhanga de i(p) em M. Como (VY), depende
apenas de Xp = X, ede Y ao longo de uma curva em i(U), temos que a definicio nio
depende da extensao.

Nao é dificil mostrar que podemos tomar a parte tangente de VY dada por VyxY
como conexao induzida em N, seja ela nao-métrica ou Riemann-Cartan ambas induzem na

subvariedade uma conexao do mesmo tipo.

Proposigao 10 Sejam f € D(M) e X € TM. Temos que X(f) |y = X(f) € R, sendo
f€D(N) eX eT(N).

Demonstracao: Se X ¢ a extensdo de X e f e a extensio de f, esse resultado e
conseqiiéncia imediata da prépria definicao de extensao.
A proposi¢do acima tem imediatas conseqiiéncias, tais como: Sejam X,Y € T(N) e

X,Y € T'M suas respectivas extensoes, entao:

i [X,Y]|y = [X,Y], X,Y € T(N),



60

ii g(X,Y)|n = 9(X,Y),

5.1.1 Conexao induzida

Seja M uma variedade e N uma subvariedade semi-riemanniana de M , a conexao afim V
de M induz naturalmente uma aplicacdo de V : T(N) x T'(N) — T'(N) denominada conexdo
induzida em N C M.

SeY € T(N) e X € T(N), VyX nao tem significado imediato, posto que Y e X nao
estdo em TM. Porém, para cada p € M sendo Y e X extensoes locais suaves de Y e X
respectivamente em uma vizinhanca coordenada U, de p em M. Define-se Vy X em U, N N

como sendo a restricao de V¢ X a U, N N.
Lema 7 VyX é um campo vetorial bem definido em N.

Demonstragao: Como a restrigdo de um campo de vetorial, VX |y, ~n € suave, basta
mostrar que a mesma independe da escolha de extensoes. Em termos de um sistema de

coordenada em U, escrevemos X = X'0; . Entao,

VX =Y (X)0; + X'V () (5.1)
Mas em
peULNN, (YX)(p) = V,(X') = Y, (X) (5.2)
V(0 lp = Vyig,(0) |, = Y (p)V5,(0) |, = (5.3)
= Y7 (p)I(p)Or = Y7 (p)I%;(p) O (5.4)

Assim, a restricio Vg X |y,nn depende apenas de Y e X.

Definigao 29 Sejam X,Y € T(N) e X,Y € TM suas respectivas extensoes. Entdo, defini-

mos a conexao induzida V em N por M como
VxY = (VgY)'" (5.5)
Coroldrio 2 Sendo V a conexdo induzida de M C M. Se X,Y,Z € TM, temos:

1. VyX é D(N)—linear em Y.
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2. Vy X é R—linear em X.

3. Vy(fX)=Yf) X+ fVyX para f € D(N).

Demonstragao: Para todo ponto p € N, estendamos a M campos vetoriais e fungoes
a uma vizinhanca de p em M. As cinco propriedades acima descritas, correspondem as

propriedades da conexao em p € M. Portanto, a restricao a N d4 os resultados acima, pois:

Um fato bésico aqui é que para X, Y, ambos tangentes a N, a derivada covariante Vy X

nao ¢ necessariamente tangente a N. Entdo, é natural perguntar o que sio (VyX)! e

(VyX)T.

5.1.2 A segunda forma fundamental

Agora faremos uma primeira abordagem da segunda forma fundamental, mas nao
faremos restricoes a conexao afim quanto a sua torcao e nao-metricidade, pois pretendemos
preparar o terreno para os capitulos posteriores, onde abordaremos as equacoes fundamentais

das imersoes isométricas em espagos de Weyl e Rimann-Cartan semi-simétrico.

Definicao 30 A segunda forma fundamental de M é definida como sendo a aplicagio B :

TM x TM — TM* dada por
B(X,Y)=VgY —VyY, (5.6)
que é um campo local de M normal a N.

A segunda forma fundamental B(X,Y) nio depende das extensdes X e Y, pois, VxV
nao depende das extensdes, X e Y , e vemos que B(X,Y) também nao depende das extensoes

X eV [42].
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Proposicao 11 A segunda forma fundamental B de uma imersio isométrica é D(M)-

bilinear.

De fato, se f € D(M), X,Y € TM e f € D(M) é uma extensdo local de f, levando em
conta as propriedades de linearidade de uma conexao, conclui-se, facilmente, que B é aditiva
em X eVY.

Quanto a simetria, observemos que usando a simetria de ambas as conexoes V e V, temos

B(X,Y)=VgY —VxY = (5.7)
=VyX+ [ X, Y]+ T(X,)Y) = (VyX + [X, Y]+ T(X,Y)) (5.8)
=VeX =y X +T(X,Y) |y = T(X,Y) + [XV] [y = [X,Y]  (5.9)
=B(Y,X)+T(X,Y)|y - T(X,Y), (5.10)
= B(Y, X))+ (T(X,Y)|n)* (5.11)

onde T ¢é a suposta torcao de M e T é a torcao induzida em N. Assim, se pudermos

garantir que

T(X,Y) |y =T(X,Y), (5.12)

garantiremos a simetria da segunda forma, isso é
B(X,Y) = B(Y, X).

Nota 2 A simetria é importante para a auto-adjuncao do operador Weingarten A,, que
definiremos adiante. Lembremos que se A, é auto-adjunto, tem auto-valores reais, assim a

curvatura média H que é o seu traco, é real. Trivialmente poderiamos fazer
(T(X,Y)|a)*" =0.

Mas esta nao é a unica opgao. Veremos mais adiante que uma tor¢ao do tipo

T(X,Y) =w(X)Y —a(Y)X, (5.13)

conhecida como semi-simétrica, também satisfaz esta propriedade.
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Quanto a D(M)-bilinearidade de B, podemos dizer que para f € D(M).
B(fX,Y) = fB(X,Y)
posto que

BX,fY)=Vx[Y - Vx(fY)=

I
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Similarmente, temos que B(X, fY) = fB(X,Y).
Agora podemos definir uma aplicacao H,, a qual expressa o valor da proje¢ao normal de

B(X,Y)empe N.

Definigao 31 Seja p € N en € (T,N):. E n uma extensio local de normal a N A
aplicagao H, : T,N x T,N — R dada por

H,(X,Y) = g(B(X,Y),n), X,Y € T,N (5.14)
é denominada de curvatura extrinseca de IN.

Observemos que a aplicacao bilinear H, que pode associar-se com uma aplicacao linear
auto-adjunta A, : T,N — T,N denominada aplicagcao de Weingarten na direcao n definida
por

9(Ay(X),Y) = Hy(X,Y) = g(B(X,Y),n)p. (5.15)

A proposigao abaixo fornece uma expressao de A, em termos da derivada covariante da

normal N.

Proposicao 12 Seja Q a nao-metricidade de M e N uma subvariedade de M, em um ponto

p€ N com X € T,N en e (T,N)*. Entdo, se Q(X,Y,n)|, =0 temos que:

Ay(X) =—(Vxm) " (5.16)
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Demonstracao: Sejam X,Y € T,M e X, Y extensoes locais de XY, respectivamente,

e tangentes a M. Entao, g(n,Y) = 0, e, portanto,

9(Ay(X),Y) = g(B(X,Y) |, ,n) = §(VxY = VxY.n) |, =

=QX,Y.n) |, + Xg(Y,n) |, —g(Y.Vxn)|, =
=0

= Q(X>Y777) |p - g(}_/7ﬁ)_(77) |p = Q(Xa}_/ﬂ?) |p + g(_?XThY) |p
= Q(X7Y77]> |p + g(_(vXU)T7Y)>
para todo Y € T,M.

Nota 3 Aqui notamos que para que o operador de Weingarten A tenha sua interpretacao

geométrica convencional como variag¢ao do vetor normal, teremos que

Q(XJ_/,U) lp =0.

Isto acontece por exemplo nas imersoes em variedades de Weyl que exploraremos mais
adiante, pois,

Q(X7Y777) |p = W<X)g(y777) |p
=0.

Observemos que, denotando (V 7)) por v)lzn, e usando a aplicacao de Weingarten A

podemos escrever
Ven=(Vgn)' +(Vxn)*
= —A,(X)+ Vxn.
Temos, assim, duas férmulas que serao usadas a seguir:
I) ViV = B(X,Y) + VxY; ( formula de Gauss)
2) Vxn=—A,(X)+ Vxn. ( férmula de Weingarten)

A partir das féormulas de Gauss e de Weingarten, podemos deduzir as equacoes funda-
mentais de uma imersao isométrica, denominadas de equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci.
Encontraremos essas equacoes fundamentais mais adiante quando dissertarmos a respeito de

subvariedades em espacos de Weyl.
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5.1.3 Subvariedades totalmente umbilicas

Em uma variedade semi-riemanniana, uma subvariedade tem um ponto umbilico p se,
neste ponto p, a segunda forma fundamental é um miltiplo da primeira forma fundamental.

Uma subvariedade é chamada totalmente umbilica se todos os seus pontos sao umbilicos.

Definigao 32 Um ponto p de M C M ¢é umbilico se existe um vetor normal k € T,(M)*
tal que

B(X,Y) =g(X,Y)k, para todo X,Y € TM,

onde k é chamado de vetor curvatura normal de M em p.

Uma subvariedade totalmente umbilica é totalmente geodésica para k£ = 0.

No caso de variedades Lorentzianas temos:

Lema 8 Sejam N C M uma subvariedade Lorentziana e totalmente umbilica. Toda geo-

désica do tipo luz de N é geodésica de M

Demonstragao: Se tomarmos X (t) campo tangente ao uma geodésica do tipo luz em
M
B(X,X)=9g(X,X)k=VxX —VxX

como ¢g(X, X) =0 e também VxX = 0, entao:
VxX =0.

No caso de subvariedades do tipo-tempo ou do tipo-espaco, o quadro nao é diferente de
uma variedade riemanniana. Para a métricas Lorentziana, a férmula B(X, X) = ¢g(X, X)k
mostra que a subvariedade N encurva-se na direcao de k£ nas diregoes do tipo-espaco, e
afasta-se k nas do tipo-tempo ou vise-versa dependendo de sua assinatura; nas diregoes do
tipo-luz teremos que B(X, X) = g(X, X)k = 0, assim subvariedades umbilicas do tipo-luz

sdo geodésicas [75].

5.1.4 Subvariedades totalmente geodésicas

Uma subvariedade N de uma variedade riemanniana M é dita ser totalmente geodésica
se cada geodésica partindo de um ponto p em N e tangente a N nesse ponto permanece

sempre contida em V.
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Em geral uma variedade semi-riemanniana genérica nao admite qualquer subvariedade
desta natureza, exceto para as curvas (geodésicas). Subvariedades totalmente geodésicas s6

I onde subvariedades totalmente

aparecem em contextos especiais como as formas espaciais
geodésicas sao mais abundantes [76]. Outra circunstancia onde subvariedades totalmente
geodésicas aparecem é nos produtos riemannianos: qualquer subvariedade bidimensional
que ¢é o produto de uma linha geodésica horizontal, com uma linha geodésica vertical ¢ uma
superficie totalmente geodésica. Portanto, hd muitos deles. Por exemplo, o produto de duas
geodésicas periddicas serd um 2—toro plano. Mas, nos produtos, também existem diferentes
subvariedades totalmente geodésicas: todas as horizontais e verticais [76] subvariedades:

M x {n} e{m} x Nem M x N.

Aqui a terminologia é dada pela seguinte proposicao.

Proposicao 13 Uma imersao i : N — M é geodésica em p € N se, e so se, toda geodésica

v de N partindo de p é geodésica em p, é uma geodésica de M em p..

Prova [42]: Sejam 7(0) = p e 7/(0) = X. Sejam 1 uma extensao local, normal a N, de
um vetor normal 7 em p, e X uma extensao local, tangente a M, de 7/(¢). Como g(X,n) = 0,

obteremos em p,

(X, X) = g(4,(X), X) = —3(Vgn, X)
= —Xg(n, X) +3g(n, VxX) = g(n, Vg X).
Dai decorre que f ¢ totalmente geodésica em p se, e s6 se, para todo X € T,N, a geodésica
v de N que é tangente a X em p satisfaz & condicio: V X (p) ndo tem componente normal.
Portanto, f é totalmente geodésica em p se e s6 se toda geodésica v de N partindo de p é
geodésica de M em p.
Podemos ainda ver que : toda geodésica v de N partindo de p é geodésica de M em p,

se, e s6 se, e a segunda forma fundamental B for nula em p.

Tomemos ¥4 vetor tangente ao longo de 7. Logo;

V4 =0. (5.17)

Por outra parte, podemos fazer

! As variedades completas com curvatura seccional constante sao chamadas formas espaciais.
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B(9,79) = V49 = V7 (5.18)

Como B é nula em p, B(%,7) tambem o serd; portanto:

V44 = V45 =0. (5.19)
Definicao 33 Dizemos que N é uma subvariedade totalmente geodésica se é geodésica

em todos 0s seus pontos.

Resumidamente, uma subvariedade semi-riemanniana N de M é totalmente geodésica se
B = 0 para todo p € N. Entao, uma subvariedade N totalmente geodésica é extrinsecamente
plana: observadores em M nao percebem uma curvatura em N. Isto nao é dizer que N é

intrinsecamente plana.
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Capitulo 6

Imersoes em Espacos de Weyl

Agora que sabemos como funciona o mecanismo de imersao de subvariedades em geome-
tria riemanianas, pretendemos mostrar o roteiro inerente a obtencao das equagoes de Gauss,
Codazzi, Ricci para a imersao isométrica em variedades de Weyl. Este constitui um primeiro
passo para a consideracao de teoremas de imersao que devem ser observados no caso da
formulacao de uma teoria de branas ou matéria induzida em um bulk com geometria de
Weyl.

Historicamente, as imersoes e submersoes em espagos de Weyl comegaram a ser explo-
radas em 1952 por V. Hlavaty [95], e mais tarde por H. Pedersen[96],[97]. Outros trabalhos
[99],[100], [98] exploram o tema, principalmente, interessados nas estruturas de Einsten-
Weyl. Em [6] os autores do trabalho abordam o tema com o seguinte questionamento: é

possivel ter uma subvariedade riemanniana mergulhada em um bulk de Weyl?

6.1 Subvariedades em espagos de Weyl

Seja uma variedade de Weyl (M, [g], V¥) e seja i : N — M uma subvariedade imersa
de M. Entao é possivel trazer a estrutura conforme de M para N[97]. Seja g = i*g com
m:1*T'M — TN a projecao ortogonal. Obtemos a conexao sem tor¢cao V¥ em T'N da

seguinte maneira
V&Y =7(VLY) com X, Y € TM e com w = i*@. (6.1)

Proposicao 14 Se V¥ ¢ livre de tor¢ao e w— compativel com a métrica g, entio, temos que

V¥ é sem torcao e w—compativel com a métrica g.
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Prova: Comecemos com equacao que exprime a condicao de compatibilidade de Weyl,
equagao (4.37):

Xg(Y,Z) = g(VY.2) + (Y, V%2) + 0(X)g(Y, 2), (6.2)
onde X,Y,Z € TM. Agora, suponhamos que X,Y, 7 sao extensdes locais dos campos

XY, Z € TN. Entao, em p € M, tem-se
9V, Z) = g(Y,Z) e &(X) = w(X)

onde levamos em conta que g = ¢*g . Por outro lado, calculando separadamente cada

termo do lado direito da equagao (6.2) em p, obtemos

g(V%Y ., Z) = g(m(V3Y) + (VS5 2) + g(Y, 7(V%Z) + (VR Z1) + w(X)g(Y, Z)
=9(VRY, Z) +g(Y, V% Z)) + w(X)g(Y, Z)

Portanto, teremos

1
VX =VyX + §[UJ(X)Y +w(Y)X — g(X,Y)w,

onde denotamos por V a conexao de Levi-Civita de g.
Chamamos (6.1) estrutura de Weyl induzida em N pela estrutura de Weyl V9 de M.

Além disso, V¥ é compativel com a estrutura conforme [g] de N(que motiva a notagao ) isto

é, satisfaz a invariancia da equacao
Vg =w®g.

Podemos considerar agora a seguinte versao das féormulas de Gauss e Weingarten para

imersoes isométricas em variedades de Weyl.

V%Y = B(X,Y) + V{Y, ( Férmula de Gauss)

V%ii = —A,(X) + V5. ( Férmula de Weingarten)

Os objetos conformalmente invariantes B e A sao relacionados aos seus "equivalentes"
riemannianos segunda forma fundamental B e A o operador de Weingarten associados

a imersao isométrica i : (N, g) — (M, g), pelas seguintes equagoes:
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B(X,Y)=V%Y - V4Y

A %[@(x)y +a(Y)X - g(X,Y)of]-

- VyX — %[W(X)Y +w(Y)X — g(X,Y)wf

= B(X,Y) — %g(X, Y)(@h)h

onde B é segunda forma devido a conexao de Levi-Civita.

. 1
B=B-39® (@)™

Assim, N é totalmente umbilica se é umbilica com respeito a V.

Lembremos ainda que

J(B(X,Y),n) = g(4,(X),Y).

Para subvariedades riemannianas temos que
1 .
H=—tryB, (n=dimN),
n

é o vetor de curvatura média com respeito a g.
Consideremos a curvatura normal H definida como
. 1 .
H = —tr,B

n

1 1
= ﬁ(tTgB) - 5“”9(‘*‘]%L

1
=H — §trg(wﬁ)L.

Entdo, as condicoes B = 0 e H = 0 sdo invariantes por transformacoes de Weyl e
definem, respectivamente, as subvariedades de Weyl totalmente geodésicas e Weyl-minimas.

Além disso, uma subvariedade de Weyl N ¢é dita totalmente umbilica se

B =g(X,Y)kou B=0.
Nesse contexto, temos que (V¥)1 ¢ uma conexao no fibrado normal TM+ compativel
com a relagao

VngL — (IJL ® gL,
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onde g+ ¢ a métrica de T M+ induzida de g.
A partir das férmulas de Gauss e de Weingarten podemos deduzir as equagoes fundamen-
tais de uma imersao isométrica, denominadas de equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci. Para

esse fim, tomemos X,Y, 7 € TM. Entao,

VeVeZ =V5VeZ +VeB(Y, Z) (6.3)
= VSV Z + B(X,Vy2) — Agy ) (X) + VS B(Y, 2),

onde a primeira igualdade segue da férmula de Gauss e a segunda igualdade, das férmulas
de Gauss e Weingarten.

Analogamente,
VEVRZ = VYV Z + B(Y,V%Z) — Agx 1Y) + V§"B(X, Z). (6.4)
Novamente, da férmula de Gauss segue
VixvZ = VixyZ + B(X,Y], Z). (6.5)

Subtraindo (6.4) e (6.5) de (6.3), obtemos

R(X,Y)Z = R*(X,Y)Z — Appy 5(X)+ (6.6a)
+ Apx.(Y) + VX B(Y, Z) — B(Y, V4 Z) (6.6b)
— (V¥'B(X,Z) — B(X,V%Z)) — B([X,Y], Z). (6.6¢)

onde denotamos por R* e R* os tensores de curvatura de M e N respectivamente.
Tomando as componentes tangenciais e normais de (6.6a), obtemos duas equagoes:

Equagao de Gauss:

J(R*(X,Y)Z, W) = g(R*(X,Y)Z,W) = g(Apy.2)(X), W)+ (6.7)
+9(Agx.2(Y), W)
= G(R” (X Y)Z,W) —g(B(X,W),B(Y, Z))+
+3(B(Y,W), B(X, Z)).

para W € T'(N).
Equacao de Codazzi:



72

A segunda forma fundamental pode ser considerada como um tensor
B:TM x TM x TM* — D(M),

definido por
B(X,Y,n) = g(B(X,Y),n).

Para uma conexao de Weyl, sua derivada covariante é dada por
(VRB)Y. Z,n) = X(B(Y. Z.n)) = B(VY. Z,1) — BY,V%Zn) - B(Y.Z. V')
Primeiramente podemos notar que

(@G)J(B)(Yv Z777) = X(B(Ya Z?ﬁ)) - B(vgj(}/a Za 77) - B(K v§Z>77) - B(Y> Zv V%U)
= §<V§(LB(Y7 Z)ﬂ?) - W(X)Q(B(K Z)ﬂ?) - B( U)J(}/a Za 77) - B(K V§Za77)7

onde n € (TM)*.

Tomando a parte normal da equagao (6.6a), temos

g(R(X,Y)Z),n) = g(V%B(Y, Z),n) — g(B(Y,V%Z),n) — (§(Vy"B(X, Z),n)—
— §(B(X,V$2),n) — §(B([X,Y],Z),n)
= §(VX"B(Y, Z),n) — g(B(Y,V%Z),n) — §(B(V%Y, Z),n) — §g(V§"B(X, Z),n)+
+9(B(X,Vy.2),n) + §(B(VyX, Z),n)

g(R*(X,Y)Z),n) = (V¥ B)(X, Z,n) — (VX B)(Y, Z,n) + w(X)B(Y, Z) — w(X)B(Y, Z).

Equacao de Ricci
Para obter a equacao de Ricci, temos
RY(X,Y)n = ViVyn — VEVEn = Vixym

= V5 (Vitn — A)Y) — VE(Vitn — 4,X)

= R¥H(X,Y)n — A?@Lnx - V&(AHY) - B(AnYa X)
— Ager,Y + V9(A,X) + B(A,X,Y) 4+ A,[X, Y]
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Multiplicando a expressao por ¢ € (T'M)*, observando que g(B(X Y),n) = g(/L,X Y)
e g(4,X,Y) = g(X,A,Y), obtemos

g(R*(X,Y)n,¢) = G(R*(X,Y)n.¢) — g(B(A,Y, X),()
B(Y, AyX), C)

+

9

+
QI

(
g
(R(X,Y)n,¢) — g(AA,Y, X)
G(AAY, X)
= §(R*(X,Y)n,¢) + g([Ac AV, X).
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Capitulo 7

Subvariedades com conexao

semi-simétrica

K. Yano [83] mostrou que em uma variedade riemanniana com conexao semi-simétrica o
tensor curvatura anula-se se, e somente se, variedade for conformalmente plana. Mais tarde,
T. Imai [101],[102] estudou algumas propriedades de hipersuperficies em uma variedade rie-
manniana com conexao semi-simétrica, e também as equacoes de Gauss-Codazzi com relagao
a conexao semi-simétrica induzida na hipersuperficie. O objetivo deste capitulo é mostrar
um exemplo de imersao em um espaco com torcao e também mostar o roteiro de obtencao
das equacoes de Gauss e Codazzi para uma subvariedade N™ imersa em uma variedade de
Riemann-Cartan M ®*?) com conexdo semi-simétrica.

Como j4 fizemos uma exposi¢ao das imersoes isométricas e da conexao semi-simétrica,
usaremos tudo que ja expomos nos capitulos anteriores, fazendo algumas ressalvas quando
necessario.

Seja N™ é uma variedade semi-riemanniana isometricamente imersa em uma variedade
semi-riemanniana M ("+P),

A conexao semi-simétrica V? de M induz em N uma conexdo V¢ dada por
V%Y = B(X, Y)+ V&Y, com 0 =i*c e g = i*g, (7.1)

onde XY € T(N ) e B é a segunda forma fundamental em relacio a conexdo semi-

simétrica de M.
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Como
B(X,Y)=V%Y - V&Y (7.2)
=VeV +o(V)X —g(X,Y)o! — (VxY +0(Y)X — g(X,Y)6)
= B(X,Y) — g(X,Y)(c%)"

Aqui notamos que o termo correspondente & contribuicao da conexao semi-simétrica é de
natureza umbilica. Vamos mostrar agora que B é simétrica. Para isso precisamos mostrar

que a torgao semi-simétrica satisfaz (5.12), isto é,

T(X,Y)|v =T(X,Y).

Pela definigao (4.60) temos

TX,Y)|n =(@(X)Y —oc(V)X) |y =0(X)Y —0(Y)X =T(X,Y) em N (7.3)
Aqui usamos os seguintes fatos
o(X) =g(X, 0" |y = g(X, (61)") = g(X,6%). e que Y, X sao extensdes de X,Y € T(N).

Proposigao 15 A conexdo induzida em uma subvariedade de uma variedade de Riemann-

Cartan, com conexdo de semi-simétrica, também é uma conexdo semi-simétrica.

A prova desta proposicao é verificada da mesma maneira que a conexao induzida da
estrutura de Weyl.

A equagao de Weingarten (com respeito a V) é dada por
% = —A,(X) + V% n, onde X € T(N). (7.4)

Com B(X,Y) = g(4,(X),Y)
De forma andloga aos casos riemanniano e de Weyl, a curvatura normal com respeito a

conexao V7 é dada por

-1 -
H = —tryB.
n
De (7.2) temos
~ 1
H=H- §trg(aﬁ)L (7.5)

Proposicao 16 A curvatura média normal H de N com respeito a conexao semi-simétrica

coincide com H se, e somente se, o campo vetorial o* é tangente a N.
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Este resultado decorre de (7.5).

Proposicao 17 Uma subvariedade N de wma variedade semi-simétrica M é totalmente um-
bilica se, e somente se, é totalmente umbilica com relacao a conexao de Levi-Civita V de

M.

Prova: Como B (X,Y) ja é umbilica da parte que depende da 1—forma o, basta que

B(X,Y) seja umbilica ou geodésica, para que a proposicao acima seja verdadeira.

7.1 Equacoes fundamentais

Para uma variedade de Riemann-Cartan, com uma torgao que satisfaga a condigao (5.12),
podemos usar as férmulas de Gauss e Weingarten para deduzir as equagoes fundamentais de
uma imersao isométrica levando em conta a torgao.

Sejam X,Y,Z € TN, entao

VIVIZ =VivTZ + VEB(Y, 2) (7.6)

= VYVyZ + B(X,VyZ) — Agy 2 (X) + DxB(Y, Z),

onde a primeira igualdade segue da férmula de Gauss e a segunda igualdade combinamos,
Gauss e Weingarten.

Analogamente:
VIVYZ = ViV Z + B(Y,V5Z) — Agx (V) + D¥B(X, 2). (7.7)
Novamente da férmula de Gauss segue:
ViyZ = VixyZ + B(X,Y], 2). (7.8)

Subtraindo (7.7) e (7.8) de (7.6) obtemos

R'(X,Y)Z =R"(X,Y)Z - AB(Y,Z)(X) + AB(X,Z)(Y) +DxB(Y,Z) - B(Y,V}Z)—

_(D}%B(Xv Z) - B(Xv V}Z;Z)) - B([X,YLZ),

onde A e B sao, respectivamente a segunda forma e o operador de Weingarten em relagao
a conexao com torcao, e estamos denotando por RT e R os tensores de curvatura de M e

N, respectivamente.
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Temos, ainda,

R'X.Y)Z = R"(X,Y)Z — Agy(X) + Apx (V) + DxB(Y, Z) — B(Y,V%Z) — (Dy B(X, Z)—
(7.9)
B(X,VLZ) - B(VxY —VyX —T(X,Y), 2)
= RNX,Y)Z = Apy7)(X) + Apx)(Y) + (DxB(Y, Z) = B(VXY. Z) = B(Y. Vi Z))~
(D:B(X,Z) — B(X,VL2) - B(VLX,2)) + B(T(X,Y), Z).

Tomando as componentes tangenciais e normais de (7.9), obtemos duas equagoes:

e Equacao de Gauss:

G(R"(X,Y)Z,W) = g(R*(X,Y)Z, W) = §(Apy.1)(X), W) + §(Apx 2 (Y), W)  (7.10)
para W € T'N.

e Equacgao de Codazzi:

(RT(X,Y)Z2)' = (VEB)(Y, 2) — (VEB)(Y, Z) + B(T(X,Y), 2). (7.11)

Notamos que D+ é uma conexdo com torcao no fibrado normal TM*.

Agora, particularizemos para uma conexao semi-simétrica, tal que V7 e V? sejam as
conexdes de M e N, respectivamente. Os tensores de curvatura de V7 e V? sdo definidos,
respectivamente, por

RI(X,Y)Z =V%V3Z - V§ViZ = Vi yZ,
RUX,Y)Z =V%V3Z - VeV%Z —Vixy 2.

Em seguida, a partir de (7.10), obtemos a equacao de Gauss em relacio a V7 e V¥ :
RI(W,Z,X,Y) = R'(W,Z, X,Y) +{B(X, Z)B(Y,W) — B(Y, Z)B(X,W)},  (7.12)

com W, Z, X, Y € TM. A partir de (7.11) obtemos a equagao de Codazzi em relacdo a
V7 eV
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R°(n, Z,X,Y) = (V&%B)(Y,Z) — (ViB)(X,Z) + B(o(Y)X — o(X)Y, Z),

para X,Y,Z € T(N).

Agora, vamos supor que M é uma variedade de Rieman-Cartan semi-simétrica confor-
malmente plana, e que N é uma subvariedade totalmente umbilica. Entao, podemos assumir
que R’ = 0 [83], e também que B = gk, onde k é o campo de curvatura normal. Em seguida,

a partir de (7.12) obtemos
RY(W, Z,X,Y) = {g(Y, Z)g(X, W) — g(X, Z)g(Y, W)} [k|"

o que implica que N ¢é conformalmente plana (n > 3) [101].

Assim, em uma variedade Riemann-Cartan semi-simétrica podemos dizer:

Proposicao 18 Uma subvariedade totalmente umbilica tmersa em uma variedade Rieman-

Cartan semi-simétrica, conformalmente plana, é também conformalmente plana.[102]
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Capitulo 8

EPD com estrutura de Weyl

O conceito de espagos produtos distorcidos (EPD) foi definido por O’Neill e Bishop em
1969, onde foi utilizado na construcao de variedades riemannianas com curvatura seccional
negativa [105]. Na Fisica, esse "cendrio" tornou-se muito popular na construgao de modelos
como os de Randall-Sundrum|[27] e supergravidade [106]. De fato, na literatura de dimen-
soes superiores, pode ser encontrado um grande nimero de trabalhos que ultilizam (EPD),
como por exemplo [107][108][109] onde, ¢ estudado o confinamento geodésico em hipersuper-
ficies, ou ainda, para mostrar como é possivel gerar a aceleragao cosmolégica [110]. Convém
ainda mencionar, que o estudo de espago-tempo do tipo (EPD) é de grande interesse na
relatividade geral, pois eles compreendem um amplo conjunto de solugoes exatas para as
equacoes de campo de Einstein, tais como: Bertotti-Robinson, Robertson-Walker, Schwarz-
schild, Reissner-Nordstrom, de Sitter, etc [9].

Em [111] os autores estudam o confinamento de geodésicas em hipersuperficies para um
(EPD) ;M* x R com estrutura de Weyl integravel. Convém ainda mencionar, o trabalho
pioneiro de Paul Gauduchon, de 1995, que explora variedades do tipo S* x S? [112]. Um dos
objetivos deste capitulo é a extensdo dos principais resultados encontrados por [113] para
um (EPD) n—dimensional, agora para (EPD) com estrutura de Weyl.

Antes de tudo, vamos apresentar alguns dos fundamentos da teoria de espagos produtos.
Em primeira instancia, trataremos aqui de saber, se o produto cartesiano de duas ou mais
variedades diferencidveis é, por sua vez, uma variedade diferencidvel. Iniciemos por analisar

a seguinte proposicao:

Proposicao 19 Sejam M; e My duas variedades diferencidveis, e A = {(Un, )} € B =
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{(Vs,v3)} seus respectivos atlases. Temos que My x My é uma variedade, com atlas dado

por A x B ={(Uy X Vg, 00 X 13)}

Tal resultado decorre imediatamente do fato do produto cartesiano de conjuntos abertos
de um espaco euclidiano ser um conjunto aberto, e do produto cartesiano de aplicacoes
diferencidveis ser diferencidvel. Com efeito, chamemos por variedade-produto a variedade
resultante do produto de uma ou mais variedades, nas condi¢oes do enunciado da proposicao
acima.

Utilizando um sistema de coordenadas do produto em (p,q) € M; x My com p € M; e

q € M;, nao é dificil conferir que:
(a) As projegdes naturais:
7 My x My — M, enviando (p, q) para p,

o : My x My — M, enviando (p, ¢) para g,

sao submersoes.

(b) Para cada (p,q) € M; x M, fixo, as folhas

My, x q={(r,q) € My x My : r € M}, folha vertical,

p X My ={(p,b) € My x My : b € My}, folha horizontal,
sao subvariedades de M; x M,.

(c) Para cada (p,q)

T ‘(M1><q) ¢ um difeomorfismo de M; x ¢ em My,

o ‘(poQ) ¢ um difeomorfismo de p x M, em M,.
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(d) Os espacos tangentes

Tip,q My = T(p,q)<M1 Xq) e Tip,q) M2 = Tip,q) (p x My),

sdo subespagos do espago tangente de M; x My em (p, q).

Lema 9 T(M)(Ml X My) é a soma direta dos subespagos TipgMy e Tipq M. Isso quer dizer

que cada elemento z de T(, o)(My x M) tem uma expressao inica, tal que:

z=u+v ondeu € Ty My ev € Ty M.

Prova: Como 7 |,xn, ¢ constante, dm(,q) @ T(pqM2 — T,(M;) é uma aplicacao nula.
Entretanto, dm(,q) : T(p,q)(M1) é um isomorfismo de T, oMy em Tp,(My). Assim T(, q)(M:i)N
Tip.q) (M) = @. Segue, entao, que, como Ty, (M;) de dimensao m e T(; 4 (M,) de dimensao

n sao subespagos de T, o (M; x My) de dimensao m + n, entao:

T(p,q) (Ml X Mg) = Tle X Tqu.

Defini¢ao 34 Se f € D(M;), o levantamento de f para My x My é:
f=fomre DM x M,).

Definicao 35 Se v € T,M; e q € M,, entio, o levantamento O de v em p para (p,q) € o
tnico vetor em T{, oMy tal que

dr(0) = v.

Definicao 36 Se X € L(M;) é o levantamento de X para L(M; x Ms), o campo vetorial
X ¢ denominado levantamento vertical de X, cujo valor em cada (p, q) € o levantamento
de X, para (p,q). Assim, o levantamento de X € L(My) para M; x My é o tinico elemento

de L(M; x My) que se m—relaciona com X e se o—relaciona com o campo vetorial nulo em

M.

Definigao 37 Se V € L(Ms), o levantamento de V' para My x My é o campo vetorial 1%
denominado levantamento horizonatal de V, cujo valor em cada (p,q) é o levantamento
de V, para (p,q). Assim o levantamento de V € L(Ms) para My x My é o tnico elemento

de L(M; x M) que se o—relaciona com V e se m—relaciona com o campo vetorial nulo em

M.
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Denominaremos por £(M;) o conjunto dos levantamentos horizontais e por L(Ms) o

conjunto dos levantamento verticais.

P

Coroldrio 3 Se X,Y € L(M,), entio, [X,Y] = [X,Y] € L(M;), e similarmente para
L(My).
Se X € L(M,) eV € L(My), o [X,V]=[X,V]=0.

Prova: (1) decorre diretamente da linearidade da operagao levantamento (7). Enquanto
que (2), pode ser facilmente demonstrada usando-se uma base coordenada.

Como pretendemos que estes resultados sejam aplicados a teorias do tipo Kaluza-Klein
nao-compactas, adotaremos o seguinte esquema:

Dadas duas variedades (uma riemanniana e uma lorentziana ) (M, g1) e (Ma, g2) e dada
uma fungao suave f : M; — R ( doravante chamada de funcdo de distor¢ao), pode-se
construir uma variedade de Lorentziana (M, g), defininida como M = M; x Ms, e g =
g1 D el ga.

Chamamos (M, g) um espago produto distorcido e o denotamos por M = My Xy M,. O
caso em que dim M = 4 (M, g) é um espago-tempo ordindrio, e, portanto, é chamado de

"espago-tempo produto distorcido" (ou simplesmente espago-tempo distorcido).

. Definicao 38 Sejam (M, g1) e (Ma,gs) variedades com métricas semi-riemannianas e
f My — R uma funcao suave e diferencidvel. A variedade produto M = M;x ¢My é um

produto distorcido se estiver munida da sequinte métrica:

(1, 0)pg) = g1(dm(u), dm(v)), + € go(do (u), do(v)), (8.1)
para todo (p,q) € My X Ma, u,v € T( 4 (My x My).

Aqui chamaremos M? de base de M, e M*, de fibra. Objetivamos apresentar a geometria
de M em termos da funcao de distorcao F e as geometrias de M*! e M?2.

Como no caso de um produto semi-riemanniano, é facil ver que as folhas horizontais
px M?* = 771(p) e as folhas verticais M' x ¢ = 071(¢q) sao subvariedades semi-riemannianas
de M .

A métrica distorcida é caracterizada por:

(1) Para cada g € M?, a aplicacdo  |(y1x,) € uma isometria em M*.
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Figura 8.1: Espago produto distorcido.

(2) Para cada p € M, a aplicacdo o |(xar2) € uma homotetia' positiva em M2,
(3) Para cada (p,q) € M, a fibra M! x q e a folha p x M? sao ortogonais em (p, q).

Os campos tangentes as folhas horizontais (ou bases) px M? sao denominados horizontais;
os campos tangentes as folhas verticais M! x ¢ ( ou fibras) sao denominados verticais.

Denotamos por TV (M) e T®(M) os conjuntos dos campos vetoriais tangentes a M respec-
tivamente, horizontais e verticais. Imediatamente, temos que TV (M) e T®(M) sdo subespagos

de T'M e que vale a soma direta ortogonal
TM =TY(M)® T M).

Assim, fazendo uso da notac@o da teoria de submersoes riemannianas[114], as equagoes

fundamentais serao definidas por meio das projegoes verticais e horizontais:
v:TM —T(M)eh:TM — T*(M).

Se E € T,M, denotamos, respectivamente, por v(E) e h(E) as projecoes ortogonais de
E.
Lembremos a nocao de levantamento de um campo vetorial em M' e M? para M! x

M?, onde os conjuntos de todos os levantamentos sao denotados por L£(M?) (verticais) e

'Homotetia significa ampliagao(positiva) ou redugio(negativa) das distancias dos pontos de um espaco
em relagao a um ponto fixo.



84

L(M?) (horizontais). Por simplicidade, utilizamos a mesma notagao para um campo vetorial

e seu levantamento.
A relacao do produto distorcido com a fibra M?! é quase tao simples quanto no caso do

produto semi-riemanniano; todavia, a relacao com a base M? geralmente envolve a funcao

de distorgao.
Veremos, agora, como se dao as relagoes entre as geometrias das folhas horizontas e
verticais, quando M possui uma estrutura de Weyl. Aqui adotaremos a seguinte notagao:

Seja w o campo de Weyl de M, entao;

p=v(w) € LM") ed=h(w)e L(M?). Como f: M; — R entdo grad f € L(M")

Proposicao 20 Seja (M,g,V¥) com Vg = —2w ® g, uma variedade de Weyl, tal que :
M =M, x; My. Se X,Y € L(M;), e V,W € L(M;). Entao, temos o sequinte:

(1) v(V4Y) € L(M;) é o levantamento de V5Y em M,
(2) h(V{Y) = BY(X,Y) = —g(X, V)",

(8) V&V = Vi X = g(§ grad f + p*, X)V + g(0%, V) X,

(4) h(VEW) € L(M,) é o levantamento de VEW em My,
(5) h(VyW) = B>(V,W) = —g(W,V)(5 grad f + p*) em Ms.

Neste ponto, chamemos a atengao de que (1) e (4) seguem das conexoes induzidas pela
estrutura de Weyl de (M, g, V¥). Esse problema foi discutido anteriormente no capitulo
sobre imersoes em espagos de Weyl.

Para demonstrar (2) consideremos a férmula de Koszul para a conexao de Weyl

29(2,Vy X) = Xg(Y, Z) + Y g(Z, X) = Zg(X,Y) + 2[w(X)g(Y, Z) + w(Y)g(Z, X)—

_W(Z)Q(X7Y)] - [g([X, Z]’Y) +9([X7 Y],Z) —i—g([Y, ZLX)];

Introduzindo os campos bésicos X,Y € L(M;), e V,W € L(Ms), temos
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2g9(V, Vi X) = Xg(Y,V)+Yg(V,X) = Vg(X,Y) + w(X)g(Y, V) + w(Y)g(V, X)—
—w(V)g(X,Y) = g([X, V]L,Y) + g([X, Y], V) + g([Y, V], X)];

Como para o produto de variedades temos [X, V] = 0, quando X € L(M;), eV € L(Ms)
e devido a (8.1), temos que Vg(X,Y) = Vg1 (X,Y) = 0. Teremos, portanto,

2g9(V,Vy X) = =2w(V)g(X,Y)
= _g(wﬁv V)g(Xv Y)

Assim,

v(V2X)=BY(X,Y) = —g(X,Y)#".

A demonstragao de (3), segue em duas partes. Primeiro, calculemos a parte vertical:

29(Y,VXV) =Vg(X,Y) + Xg(Y, V) = Yg(V, X) + 2(w(V)g(X,Y) + w(X)g(Y, V)~
- W(Y)Q(W X)) - g([v7 Y]’X) + g([‘/a X],Y) +g([X7 Y]? V)]

Dai segue que

g(Y, V5V) = g(w(V)X,Y),

e, assim

v(V4V) = w(V)X = g, V)X.

Agora, calculemos a parte horizontal:

29(W, V5 V) = Vg(X, W) + Xg(W, V) = Wy(V, X) + 2(w(V)g(X, W) + w(X)g(W, V)~
—wW)g(V, X)) — g([V, W], X) + g([V, X], W) + g([X, W], V)].

Temos, entao,
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29(VEV. W) = X (g(V,W)) + 29(w(X)V, W)
= X (el go(V, W) + 29(g(w*, X)V, W))
= g(grad f, X)g(V, W) + 2g(g(w*, X)V,W))

= g((g(gradf + wﬁa X)V> W>7

assim,
1
h(V{V) = g(§ grad f + wh, X)V.
Portanto,
V4V = g(grad f + Wb, X)V + g(w?, V) X.

Para mostrar a simetria, basta considerar que [X, V] = 0. Logo

1
V4V = VX = g(§ grad f + w*, X)V + g(wh, V) X.

Para demonstrar (5) fagamos

29(VwV, X) =Wg(V. X) + Vg(X, W) = Xg(W,V) + g([W, V], X) + g([X, W], V)
= g([V. X[, W]) 4+ 2(w(W)g(V, X) + w(V)g(X, W) — w(X)g(W,V))
= —Xg(W,V) = 2w(X)g(W,V)
= —g(W,V)(grad f, X) + 2g(w*, X)g(W, V)
= —g(g(W, V) grad f, X) + g(29(W, V )u*, X)
= —g(g(W,V)(grad f + 2w*, X).

Portanto,
1
v(VwV) = B*(W,V) = —g(W, V)(§ grad f + p°).

Corolario 4 Seja um espago produto distorcido com estrutura de Weyl (My X My, V¥),

comp € My e q € My. As folhas My X q e p X My sao totalmente umbilicas.

Podemos associar os operadores de Weingarten

“U = —Aj(X) +h(V4U).
“X = —A%(U) + v(VEX).
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Podemos ainda calcular sua forma explicita, dado o resultado (3) da proposigao acima.
Assim,

1
AX(U) = —h(ViX) = g(; grad f + o, X)U.

Ou, ainda, como miiltiplos da identidade, temos

1
Al = —g(6", V) Ie A% = 9(5 grad f + p*, X).L

8.1 Geodésicas em EPD com estrutura de Weyl

Se v ¢ uma curva em (M; X My, V¥), ela pode ser decomposta em v(A\) = (a(X), B(A)),
onde « e [ sao as projecoes em M, e Ms, respectivamente. Procuraremos as condicoes para

que v seja uma geodésica (auto-paralela) em M. Assim, enunciemos a seguinte proposicao.

Proposigao 21 Uma curva v = (a, B) em (M x; My, V¥) é uma geodésica se, e somente
se,

(1) o = g(B', ') (5 grad f + p¥) — 29(p*, B')o’, em Mi;

(2) " = g(, O/)gﬁ — g(grad f + 2pﬁ, a)p' em M.

Prova:

O resultado é de cardcter local, e assim, basta tomar um intervalo na vizinhanca de

pe M.

Notemos que se y(p) ndo é nem horizontal, nem vertical, entdo, sendo (o, ) curvas
regulares, podemos supor que « é uma curva integral de X em M; e S é uma curva integral

de Vem M,. Com X € L(M;) eV € L(Ms), v é¢ uma curva integral de v/ = X +V , Assim,

V' =V = Vi (X +V) = VEX + V5V + VX + V3V

Evidentemente 7" = 0 se, e somente se, h(7”) =0 e v(y”) = 0 isto ¢,

VAX + B*(V,V) +2v(VyX) = 0.
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ViV + BY(X,X) +2h(Vy X) = 0.

Assim, pela proposicao anterior, temos

VAX = g(V.V)(G arad f + ) — 29(6%, V)X
= 4(8, ) (g xad | + ) — 29(6%, )

E ainda

V%V = —-BYX,X) - 2h(VyX)

— g(o/, )6 — glgrad f + 26%, o).

Podemos fazer algumas suposicoes para saber quando as curvas a e [3 serao geodésicas

em M, e My; Assim,
(1) Para a curva vertical, v, podemos ainda constatar que
1
o = g(B', B)(; erad f + pf) = 2g(6F, B')el.

A parte —2g(6%, 8')a’ pode ser retirada por uma reparametrizacio, de acordo com
(4.11). Todavia a parte g(5’, 5 )(% grad f + p*) ndo ¢ absorvida pela reparametrizacio,

e, nao se anula, a menos que

1
pt = —5erad f, oug(8,3) = 0.

Assim, terfamos que, ou a parte vertical do campo de Weyl seria integravel; nesse caso,
devido ao resultado da proposicao acima, terfamos que as folhas horizontais M, seriam
geodésicas, pois

1
BX(V,W) = —g(W, V)(; erad f + ph) =0,
ou ' seria do tipo luz.

Assim, reparametrizando e impondo as condigoes acima, terfamos

o' =0.
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(2) Para o caso de § terfamos
B" = glo’,a")0F — g(grad f + 2p%, &),

O termo —g(grad f + 2p%,o/)3" anula-se pela mesma condicio de integrabilidade im-
posta a pf. Todavia, o termo g(a/, a’)0* s6 se anula quando w* & vertical, isso &, 6% ¢

um vetorial nulo; nesse caso, terfamos que as folhas verticais seriam geodésicas.

8.2 Curvatura em espacos produtos distorcidos

Neste sec@o, vamos expressar a curvatura de (M; x ¢ M,, V¥) de f, do campo de Weyl
w (componentes do p, 0) e das curvaturas de M; e M,. Para auxiliar neste cédlculo, faremos
uso (com algumas adaptagoes) das equagoes fundamentais de Gauss, Codazzi e Ricci, que ja

apresentamos anteriormente em duas ocasioes distintas.

(a) equagoes de Gauss(6.7):

g(R*(X,Y)Z,2') = (R*(X,Y)Z, Z') — g(B\(X, Z'), B\(Y, Z))+
+9(BY(X,Z),B'(Y. Z')),

g(R*(U, V)W, W') = g(R*(U, V)W, W') — g(B*(U,W'), B*(V,IW))+
+ g(B*(U, W), B*(V,W")).

(b) equagoes de Codazzi

g<Rw(X7 Y>Z)=V> = _2[(VYB1)(X7 27 V) - (VXBI)(Yv Zv V)—
_W(Y)Q(Bl(Xu Z),V) —w(X)g(Bl(Y, Z)>V)]>

g(R*(U, V), W, X) = =2[(VyB*)(U, W, X) = (Vy B*)(V,W, X)+
+w(V)g(B*(UW),X) —w(U)g(B*(V, W), X)].
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(c) equacdo de Ricci

g(R*(X,Y)U,V) = g(R'(X,Y)U,V) + g([Ap, Ay] X, Y),

g(R(U,V)X,Y) = g(R*(U,V)X,Y) + g([A%, AV]U, V).
Apés as devidas substituigoes e cédlculo direto, temos

g(RY(X,Y)Z,Z") = g(R(X,Y)Z, Z") + g(p*, ) {9(X, 2)g(Y, Z") — 9(X, Z")g(Y, Z))}

GUR(U, VYW, W) = g(RY(U, V)W, W) + g(( svad f + ), (5 axad £ + ) (0(U, W)g(V, W)

—g(U,W")g(V,W))},

g(R*(X,Y)Z, V) = w(V) {g(X, % grad f + p)g(Y, Z) — g(Y, % grad f + p*)g(X, Z)} ,

GRS (U V)W, X) = — {(U)g(V. W) ~ w(V)g(U, W)} (X, 3 grad f + ),

g(R*(X, YU, V) = —2dw(X,Y)g(U, V).

g(R*(U,V)X,Y) = =2dw(U,V)g(X,Y).
Agora, que estamos de posse das componentes
R*(X,Y,Z, Z"), R*(U,V,W,W'), R*(X,Y, Z, V),
R*(U,V,W, X),R*(X,Y,U, V), R*(U,V, X,Y);

calcularemos as demais. Podemos lancar mao da seguinte propriedade do tensor de

Rimann na geometria de Weyl:
R*(A,B,C,D)+ R*(A,B,D,C) = —4dw(A, B)g(C, D),

0 que nos permite calcular as curvaturas abaixo:
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YR (XY )V, 2) = —g(RE(X,Y)Z,V) = —lV){g(X, S grad | — #)g(Y, 2)-

— (Y, % grad f — p)g(X, Z)};

g(R=(U, V)X, W) = {w(U)g(V, W) —w(V)g(U, W)} (9(X, %grad f+ ).

Continuando, temos que

g(R*(X, V)Y, Z) = w(V){g(X,Y)g(Z, % grad f + pf) + g(X, Z)g(Y, % grad f + p*)—

—g(X,grad f)g(Y, Z2)}.

E ainda

g(Rw(‘/a X)Y7 Z) = _g(R(X7 V)K Z)>

g(R* (X, U)Y, V) = —H7 (X, Y)g(U, V) — g(X,Y)[(Viw)(V) + w(U)w(V)]—
—g(UV)[(VEw)(Y) + w(X)w(Y) + X(flw(Y) + Y (f)w(X)]-
- g(X, Y)g<U7 V)[w(grad f) + g(wﬁv wﬁ)]v

onde H}(X,Y) é o Hessiano de f com a conexao de Weyl.

Proposicao 22 Seja (M x s My, V) um (EPD) com estrutura de Weyl, e R® sua curvatura
com relagao o conexdo de Weyl. Se X,Y,Z, € L(M;) e U V,W € L(Ms;), entao:

L R(X,Y)Z = RA(X,Y)Z = {g(X, 2)Y —g(Y, Z) X } +{g(} grad f+ ¢, X)g(V, Z)~
—g(5 grad f + p!, Y)g(X, Z)}p*.
2. R(U,V)W = RO(U, V)W —|3 grad f + [ {g(U, V)W —g(V, W)U} —{g (6%, U)g(V, W)

—g(0°,V)g(U,W)}(3 grad f + pf).
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3. RY(V,X)Y = HY(X,Y)V +g(X, Y {v(V§wh) —w(V)p} + {(VEw) (V) +w(X)w(Y) +
X(fw¥)+

+Y (fw(X) + w(grad f) + g(w¥,w*)}V.

A prova desta proposicao decorre dos calculos anteriores.
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Capitulo 9

Confinamento de geodésicas em

hipersupertficies em Riemann-Cartan

A investigacao detalhada do comportamento qualitativo das solugoes para o sistema
referente ao movimento geodésico em (EPD) foi realizado nos casos em que o bulk é penta-
dimensional em geometria riemanniana em [10][109], em geometria de Weyl em [6]. Aqui,
vamos voltar nossa atencao para o caso em que o bulk é uma variedade de Riemann-Cartan,
ou seja, dotado de torcao. Uma das motivacoes para estudar o movimento geodésico na
presenca de torcao é a seguinte. Como é sabido, no cendrio mundo-brana a estabilidade do
confinamento de campos de matéria no nivel quantico é possivel, assumindo uma interacao
da matéria com um campo escalar. Um exemplo de como este mecanismo funciona é bem
ilustrado por um modelo de campo hipotético concebido por Rubakov, em que férmions
podem ser confinados em uma brana, interagindo com um campo escalar que depende apenas
da dimensao extra [4]. Por outro lado, o tipo de confinamento em que estamos interessados
é puramente geométrico, e isso significa que a unica forca atuando sobre as particulas é a
forga gravitacional. Em uma contexto puramente cldssico (ndo-quantico), gostariamos de
ter um mecanismo eficaz, que nao seja a presenca de um campo escalar ad hoc, para impedir
a fuga das particulas massivas da hipersuperficies. Duas possibilidades de implementar um
programa deste tipo ja foram estudados. Um deles é supor uma interacao direta entre
as particulas e um campo escalar [119]. Seguindo esta abordagem, demonstra-se que o
confinamento estdvel em uma brana com espessura é possivel através de uma modificacao

da lagrangiana da particula. Uma segunda abordagem recorre apenas a geometria: por
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exemplo, a uma estrutura geométrica de Weyl. Neste caso, é o campo de Weyl que fornece
0 mecanismo necessdrio para o confinamento e a estabilizacao do movimento de particulas
na brana [6]. Nesta fase, gostariamos de saber se o confinamento cldssico de particulas e
fétons também pode ser obtido através de um campo de torcao ou seja, uma geometria de
Riemann-Cartan.

A seguir, facamos uma pequena revisao do confinamento geodésico no caso riemanniano

[108].

9.1 Movimento geodésico em um EPD riemanniano.

Consideremos um EPD penta-dimensional M® =; M* x R com métrica § = e/h & k
, onde M* & o espaco-tempo com assinatura (+ — —— ). Adotaremos coordenadas locais
{y* = (z*,y*)} para p € M°. Usaremos técnicas da teoria de sistemas dinamicos ( ver
secao 2 do apéndice). Especificamente estamos a considerar, nessa segao, que M?® possui o

seguinte elemento de linha

ds? = e hopda®da’ — dy?, (9.1)

onde f = f(y) € hag = has(z).

Em coordenadas locais, a equacao das geodésicas em M?® ¢ dada por

d*y” (5) Ta dy® dy° B

29 - 2
DE N (9:2)
Para esta métrica temos que:
s, =0 (9.3)
1 df ,
GIPH — ZgHb = L5 = f §H. 4
4v 29 9pv,4 d’y v f v (9 )
O movimento 4—dimensional é dado por:
d*at dz® dx? dxt dy
O e T 9.5
oo T Ty T 7 (9:5)

E evidente que se tomarmos que y = 1y, =constante, o lado direito fica identicamente

nulo. Contudo, o movimento na dimensao extra é dado por:
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d?y dz® dz”®
W + flerhaﬁﬁﬁ = (96)
De (9.1), podemos tomar
dz® dx”® dy 2
—e2fp = 22
R PN (dA) ' (9.7)

Assim, a equagao (9.6) resduz-se & equagao:

@2 ) dy\>
] <e+ (%) ) ~0. (9.8)

A equacao (9.8) diz respeito a parte pentadimensional do movimento geodésico. Como
j& exposto, os valores de € definem que tipo de geodésica estaremos a estudar. Decerto, nos
interessamos por particulas cujo movimento satisfaz o principio da causalidade. Assim os
valores de € deverao ser 0 ou 1. A equagao (9.8) é uma equagao diferencial de segunda ordem,
que em principio, pode ser resolvida se admitirmos conhecida a funcao f' = f’(y). Recip-
rocamente, se y = y(A) é entao conhecido, conseqiientemente f = f(y) serd determinado (a

menos de uma constante de integra¢ao), contanto que possamos escrever A = A(y).

9.2 Anadlise qualitativa do movimento na quinta dimen-
sao

Recordemos que a hipersuperficie fixa as condigoes de limite para o fator de distorcao.
Se o fator de distor¢ao f = f(y) ndo é conhecido a priori, ndo disporemos de uma maneira
para obter informacoes conclusivas sobre o movimento na quinta dimensao. Contudo, aqui
mostraremos que uma andlise qualitativa via sistemas dindmicos nos fornecerd informacoes
relevantes sobre tal movimento.

Para efetuar a andlise definimos a varidvel ¢ = % e, assim, passamos a considerar (9.8)

como o seguinte sistema dindmico autonomo (vide se¢ao 2 do apéndice).

dy _

dg _

A~ Fla.y), (9.10)
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com
F(q,y) = —f'(e +¢°). (9.11)
Na investigacao de sistemas dinamicos, os pontos de equilibriodesempenham um papel

fundamental, que, neste caso particular do sistema dindmico, é caracterizado por

qg=0 (9.12)

F(q,y) =0. (9.13)

O conhecimento desses pontos, juntamente com as propriedades de estabilidade, permite
inferir algumas informacoes relativas aos tipos de comportamentos permitidos ao sistema.
Assim, se para uma geodésica particular conhecemos t como uma fungao do parametro \, isto
é, t = t(\), entdo, como j—f\ # 0 e, sabendo a priori o comportamento de y = y(\), a andlise
qualitativa nos permitird deduzir a evolu¢ao temporal do movimento de uma particula (ou

feixes de luz) na quinta dimensao.

9.2.1 Movimento geodésico pentadimensional de particulas massi-

vas nas imediagoes de uma hipersuperficie tetradimensional

Iniciemos por considerar o caso das particulas, com massa de repouso nao-nula (e = 1),

cujo movimento na quinta dimensao é governado pelo sistema dindmico:

dy
dq . / 2
o —f'(1+q°). (9.15)

O ponto de equilibrio é determinado por ¢ = 0 e os zeros da fungao f'(y) (se existirem),
que denotamos, genericamente, por yy. Estas solucoes sao interpretadas como pontos criti-
cos no diagrama de fase, e correspondem a curvas que se mantém completamente em uma
hipersuperficie (ou folha) ¥y de uma folheagao y = constante, em M?®.

A existéncia de pontos de equilibrio do sistema dindmico (9.14) tem a importante conse-
quéncia de que as geodésicas do bulk e as da hipersuperficie (y = yo =contante) coincidem.

Em [113] para métrica (9.1) a da hipersuperficie ¥, tem curvatura extrinseca dada por

Bx(8a; 95) = —f'€* hag(2), (9.16)
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que é claramente nula para os pontos de equilibrio, onde f/ = 0. Enta@o, na auséncia de
pontos de equilibrio, (i.e. f’ # 0), a curvatura extrinseca nao se anula. Com efeito, a
hipersuperficie nao serd geodésica em nenhum ponto.

Para obter informacoes sobre os possiveis modos de comportamento de particulas e raios
de luz em tais hipersuperficies é importante estudar a natureza e estabilidade dos correspon-
dentes pontos de equilibrio. Isto pode ser feito linearizando-se as equagoes (9.14) (ver secao

2 do apéndice). Temos, entao, as equagoes:

dy

aN 4, (9.17)
Y o)1+ @) (9.18)
d)\ - yo y q ? *

que podem ser representados pela equagao matricial

@) ) —f”(yo)()(1+q2) (1) (Z)

cujo polindmio caracteristico é:

N+ f(yo)y(1 +¢%) =0

Estudando os autovalores da correspondente matriz jacobiana nos pontos de equilibrio e
supondo que a fungao f’(y) se anula em pelo menos algum ponto ¥y, podemos prontamente
mostrar que os correspondentes autovalores sao determinados pelo sinal da segunda derivada
1" (yo). Assim, as seguintes possibilidades emergem para os pontos de equilibrio do sistema
dindmico:

Caso L. Se f"(y) > 0, entdo, o ponto de equilibrio (¢ = 0,y = yo) € um vértice ou centro
(ver figura 9.1). Este representa o caso no qual as solugoes préximas ao ponto de equilibrio
tem a topologia de um circulo. Neste caso, o diagrama de fase consiste em curvas fechadas
que descrevem o movimento da particula oscilando em torno da hipersuperficie ¥y(y = o),
indefinidamente (ver figura 9.1).

As amplitudes das oscilacoes dependerao somente das condigoes iniciais. Notemos que
a existéncia de tais movimentos ciclicos é independente do espaco-tempo tetradimensional,
exceto pelas condigoes f'(yo) = 0 e f"(yo) > 0, o fator de distor¢ao f(y) continuando com-

pletamente arbitrdrio. A presenca de tais pontos de equilibrio tem como conseqiiéncia o
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0

Figura 9.1: O ponto de equilibrio E no caso onde f(ly) > 0.

quase-confinamento de particulas o que pode ser entendido como um exemplo de hipersu-
perficies quase totalmente geodésicas.

Caso II. Se f"(y) < 0, entdo, o ponto (¢ = 0,y = o) ¢ um ponto de sela. Neste caso,
a solucao correspondente ao ponto de equilibrio £ ¢é instavel. Isto quer dizer que a menor

perturbagao leva a uma divergéncia exponencial das solugoes.(ver figura 9.3).

q
\/
A
B
Figura 9.2: Quando f”(ly) < 0 o ponto de equilibrio ¢ um ponto de sela. Neste caso o

confinamento é altamente instdvel. A unica excecao corresponde as linhas AF e BE, ao
longo das quais as particulas sao atraidas de volta para a folha.

Um exemplo deste confinamento altamente instédvel é dado pelo fator de distorcao
f(y) = —bln cosh(cy), (9.19)

onde b e ¢ sao constantes positivas. Aqui temos um inico ponto de equilibrio, em y = 0.

E facil verificar que f” (0) < 0 neste caso. Aproveitando este exemplo, notamos que para
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grandes valores de y o fator de distorcao (9.19) aproxima-se daquele presente na métrica de
Randall-Sundrum [27],[28]
ds? = e 2Mly sda®da? — dy? (9.20)

onde k é uma constante. Neste caso f'(y) = Fk, conforme o valor de y seja positivo ou
negativo. Entao, para y # 0 nao existem pontos de equilibrio e, portanto, nao hé confina-
mento de particulas devido, puramente, a efeitos geométricos. No entanto, neste limite de
fina espessura, se assumirmos nulo o valor da curvatura extrinseca da brana y = 0, entao,
(9.14) implica em confinamento. Todavia, como apontado em [115] este é confinamento é
altamente instdavel no sentido de que qualquer perturbacao transversal no movimento das
particulas massivas ao longo da brana acarretard uma fuga para a dimensao extra. Porém,
este caso estd fora do elenco das métricas que estamos considerando aqui, pois, o fator de
distorgao néo é suave (a primeira derivada de f(y) com respeito & coordenada extra nao é
continua em y = 0).

Caso III. Se f"(yy) = 0, entdo, ambos os autovalores sdo nulos, o que corresponde a
um caso degenerado. Para continuar analisando qualitativamente as solucoes préximas do
ponto de equilibrio, neste caso, necessitariamos conhecer a derivada terceira (ou de ordem
superior) da funcao f(y). Nao desejamos considerar este caso em sua generalidade. No
entanto, se f(y) é constante (caso IV), entao, podemos, facilmente, desenhar um diagrama
de fase global do sistema.

Caso IV. Se f(y) =constante, entdo f'(y) se anula para todos os valores de y, o que
implica que hd uma infinidade de pontos de equilibrio nao-isolados, ou seja, temos uma linha
continua de pontos de equilibrio (¢ = 0). Perturbagoes ao longo desta linha sdo neutramente
estdveis, o que implica que particulas colocadas em qualquer uma das hipersuperficies da
folheagao, y = yg = const, irao permanecer l4, a menos que adquiram uma velocidade
tranversal a hipersuperficie.

Caso V. Se nio temos pontos de equilibrio, ou seja, se no fator de distorcio f(y)
nao existe ponto de retorno para nenhum valor de y, entao, nao podemos ter confinamento
classico de particulas nas hipersuperficies devido somente a efeitos geométricos. Um exemplo

desta situacao é ilustrado pelo fator de distor¢ao

fy) = 5 (A3 (921)
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considerado na referéncia [116].

Notamos que mesmo quando nao ha pontos de equilibrio, a representagao da dindmica
ainda pode ser obtida se f(y) é conhecido, obtendo-se a primeira integral do sistema definido
por (9.9) e (9.10). Isto pode ser facilmente feito escrevendo-se este sistema como a equagao
diferencial de primeira ordem

dy q

dg— fPle+ ) 2

a qual pode ser prontamente integrada, levando a

fly)=—In Ve+¢*+ B, (9.23)

onde B ¢é uma constante de integracao.

9.3 Movimento geodésico na presenca de torcao

Consideremos o EPD penta-dimensional M® = R x; M*, com métrica g = k @ e/g e
torcao T', onde M* é o espaco-tempo com assinatura (+ — —— ). Adotando coordenadas
locais {y* = (y*,x*)} para p € M?, o elemento de linha correspondente ao tensor métrico g
serd escrito como

ds® = gapdy“dy’,
ou ainda

ds? = ef gopda®da® — (dy*)*.
Em coordenadas locais, a equacao das geodésicas em M?® ¢ dada por

% +) gcé—@f% =0, (9.24)
onde A\ é um parametro afim e (5)F§C sao as componentes da conexao que de acordo com
(4.59), em coordenadas temos ®)T'¢. = {2} — K2, com {f }, sendo os simbolos de Christoffel e
K os componentes da contor¢ao. Em virtude de (5.12) , e adotando K}, = 0, o movimento

das particulas massivas na quinta dimensao é dado por
% + f! (1 + (%)2> = Kfaﬁ)%% - Kga%;l_i, (9.25)

onde K E‘a ) denota a parte simétrica de K.
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A equagao (9.25) nao descreve o movimento ao longo da dimensdo extra desacoplado
do seu movimento no espago-tempo tetra-dimensional. Entretanto, existem alguns casos
particulares nos quais, o movimento na quinta dimensao é independente do movimento das
demais dimensoes. Claro, o caso trivial, seria quando K Elaﬁ) e K}, = T*, sdo nulos. Nessa
situagao, o campo de tor¢ao nao influéncia o movimento da particula ao longo da quinta
dimensao. Um caso mais interessante, ¢ quando K (‘1&5) é proporcional a efg,s, como por

exemplo, KELaB) = 1(y)el gus e Ki, = 0. Entdo, a equagio (9.25) fica

2
ot (1+502) o) - v =o. (9.26)
A presenga de 9(y) modifica a dindmica dos sistema (9.8) levando a uma nova repre-
sentacao no plano de fase onde os pontos de equilibrio e as propriedades de estabilidade da
solugao devam mudar completamente. Para ilustrar, consideremos o caso de uma variedade
riemanniana M penta-dimensional, com métrica do tipo Mashhoon-Wesson[119]:
2

A
ds?® = ?yZQQ,gdxade — dy?. (9.27)

Foi mostrado em [6] que nesse caso nao existe confinamento de particulas nas hipesuper-

ficies y = const. Agora, analisemos o caso em que

Kos = (Y)gas + Lag, (9.28)

com L,p anti-simétrico. Com essa escolha, vamos mostrar que é possivel criar um mecan-

ismo de confinamento induzido somente pela contor¢ao. Com este objetivo em mente, vamos

definir

¢@%=§—My—m% (9.29)

onde a é uma constante. Neste caso, todas as geodésicas do tipo-tempo estao limitadas a
M* . Além disso, a estabilidade do confinamento neste caso é regida inteiramente pelo sinal
da constante a. Novamente, todos estes resultados podem ser obtidos da andlise do sistema
dinamico (9.9)(9.10) realizada na vizinhanca dos pontos de equilibrio, agora com a funcao
F(q,y) modificada devido a presencga de tor¢ao. O novo sistema dinadmico é dado por
ay _
dA
Y (A ) — 0.

q (9.30)
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Para o caso da métrica (9.27) de Mashhon-Wesson f’(y) = %, sem o campo de torcao.

Nesse caso é claro que nao hd pontos de equilibrio (j4 que f’(y) ndo tem raizes). Isso
significa que nenhuma contencao de particulas massivas é possivel, nas hipersuperficies y =

Yo = const.

g

Quando nao hé tor¢ao nao existem pontos de equilibrio. As particulas entram através das

folhas sem ser aprisionadas pela hipersuperficie 3.

Por outro lado, se "ligarmos" o campo de tor¢ao dada por (9.28), é usarmos (9.29), o

sistema (9.30) torna-se

dy _
d\
dq _
d\

q (9.31)
—a(y — yo)(1 + ¢°).

Em relacao ao sistema dindmico acima, temos um ponto de equilibrio £ em ¢ = 0,y = .
Esta solucao corresponde a linha de universo de uma particula massiva presa sob a agao
do campo de torcao na hipersuperficie y = yo. E notério que se a > 0, entdo, o ponto de
equilibrio E corresponde a um centro. Em outras palavras, as solugoes préximas, F/, possuem

a topologia de um circulo no diagrama de fase do sistema dinamico (9.31).

As curvas fechadas no plano de fase descrevem o movimento de particulas oscilando em
torno da hipersuperficie y = 1,. Neste caso, estamos na presenca de uma espécie quase-
confinamento, onde as particulas nas proximidades de y = 1 irao oscilar em torno deste
ponto, entrando e saindo da hipersuperficie indefinidamente. Por outro lado, se a < 0, E é
um ponto de sela. Neste caso, embora a particulas ainda estejam restritas pelo campo de
torcao a mover-se sobre Y, fora deste o confinamento é altamente instdvel. Praticamente,
qualquer pequena perturbacao no movimento 5—dimensional da particula pode fazer com

que ela escape de .
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Y

N

Figura 9.3: O efeito do campo de torgao é "fechar" os caminhos no diagrama de fase, com
o aparecimento de uma hipersuperficie atratora, retratada no diagrama como o equilibrio
ponto F.

Antes de concluir esta se¢@o, vamos considerar a questdo de saber se (9.28) representa
uma escolha possivel, ou seja, uma escolha legitima para as componentes do campo de
contorcao. Para responder a esta questao basta escolher todos os componentes do tensor de

torcao da seguinte mareira:
T,Baa = _5§¢(y)a T@%ﬁ = 2La,8- (932)

Um célculo simples é suficiente para nos convencer de que (9.32) vai levar a (9.28).
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Capitulo 10

Conclusao

Podemos dizer que a concepgao e o desenvolvimento da presente tese foram motivados
pelo seguinte principio: a crenca de que a contribuicao que a geometria contemporinea
pode dar a Fisica moderna nao se limita ao restrito universo da geometria riemanniana.
Acreditamos que a complexidade das novas teorias do espaco-tempo, as quais buscam de-
sesperadamente uma unificagao da gravitacao com as demais interacoes fundamentais da
Natureza ainda podem fazer uso da riqueza de possibilidades que hoje nos é oferecida pelas
chamadas estruturas nao-riemannianas. Aqui é importante salientar que, quando nos referi-
mos a “estruturas nao-riemannianas” estamos, na verdade, nos restringindo aquelas geome-
trias que diferem da geometria riemanniana apenas no que diz respeito & escolha da conexao
afim. Portanto, nao estamos considerando esquemas ainda mais gerais como a geometria
de Finsler, geometria nao-comutativa, etc. Mesmo assim, é surpreendente constatar como
as mais simples generalizacoes da teoria formulada por Riemann, tais como a geometria
de Weyl e a geometria de Riemann-Cartan, possuem novos graus de liberdade que podem,
de certa maneira “geometrizar” certos processos fisicos, sem a necessidade de postular, de
maneira ad hoc, a existéncia de campos sem nenhuma vinculacao com a natureza geometrica
do espaco-tempo. Um exemplo bem ilustrativo dessa afirmac¢ao nos é dada pelo confina-
mento cldssico de particulas numa brana o qual pode ser induzido por um campo de torcao
convenientemente escolhido.

Assim, nesta tese chamamos a atencao para aspectos ainda pouco explorados da geome-
tria de Weyl e de Riemann-Cartan, trazendo a tona suas formulacoes independentes de co-

ordenadas locais pouco utilizadas na Fisica, assim como suas possiveis aplicacoes em teorias



105

de dimensoes superiores. De certo modo, podemos dizer que nosso trabalho tem um carater
hibrido. Se por um lado, nosso objetivo em tltima instancia é a investigacao fisica do espago-
tempo, ao longo do caminho inevitavelmente tivemos de nos deparar com nocoes, teoremas
e fatos matemadticos ainda desconhecidos. Consideramos que a descoberta, formulacao e
demonstracao desses fatos puramente matemadticos fazem parte de nossa contribuigao origi-
nal & presente tese. Assim, por exemplo, podemos citar, dentre os resultados que obtivemos:
a formulacao da teoria de imersoes isométricas considerando variedades de Riemann-Cartan
e com nao-metricidade, juntamente com a concepcao de subvariedades umbilicas e geodési-
cas para variedades de Weyl e Riemann-Cartan semi-simétricas; a obtencao das equacoes
de Gauss-Codazzi nesses espagos; geodésicas e curvatura em espagos produtos distorcidos
(EPDs) com estrutura de Weyl, e outros tépicos. Como aplicagdo, mostramos como a um-
bilicidade das subvariedades que descrevem o espaco-tempo em algumas teorias de dimensoes
superiores é determinante no confinamento dos fétons. Finalmente, aplicando o formalismo
nao-riemanniano a Fisica, mostramos como é possivel realizar o confinamento de particu-
las em hipersuperficies (branas) através da presenga de um campo de torgao. Este tipo de
confinamento é, digamos, um andlogo geométrico do confinamento obtido por Rubakov, em
1988]4], através de um campo escalar fisico cujo papel confinante é aqui desempenhado pela

torcao do espaco-tempo.
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Capitulo 11

Apéndice

11.1 Tensores

A nogao de campo tensorial em uma variedade generaliza as nogoes de fungoes de valor
real, campo vetorial e 1—forma. Tensores ocorrem em muitas formas diferentes, mas a sua

propriedade caracteristica é sempre a multilinearidade.
Definigao 39 Define-se o produto cartesiano B: de r(T,M*) por s(T,M) da sequinte maneira:

B; ::\TI’,*M X ... X TpMi X T,M x ... x T,M

v~
T

Isto é,
B ={(w', ..., 0", Y1,..., Y}

T

Defini¢ao 40 Um tensor T' do tipo (r,s) em p € M é um funcional linear sobre B;, isso é

T:B —R

(W' o W Y, YY) = T(Wh W Y, L, YY)

e linear nas componentes.

O espago de todos os tensores em p € M é denominado o produto tensorial 7% (p)

T,(M)=TM®.0T,M xT,M® ..o T,M

S

~\~ v
r S
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Definigao 41 Sejam T eT € T7(p) dois tensores do mesmo tipo. Definimos a soma (T+T)

por

(T+T)=T(w, .., Y1, Y) + T(w, ..., 0", Y1, ..., Yy),

e o produto por um escalar o € R, por
(aT) (W', ...,w", Y1,....Y,) = aT(w, ..., 0", Y1, ..., Y})

Com essas regras, T (p) é um espaco vetorial real de dimensao r + s.

Sejam
X;€eT,M comi=0,..,r,

W€ TyM com j=0,.., A

Denotemos por

(X1X:®..0 X, Quw' ®w? ®...® w)
o elemento de 77 (p), que quando atua sobre
(n',...,n"\1,...Y,) € B}

d4 o nimero

(X1®..0X, 0w ®..0w)"',...,n",Y1,..,Y) =
Xi(n") .. X ()Wt (V7). (Ys).

Similarmente, se T € T7(p) e A € TF(p), entdo, denotaremos por T'® A o elemento de

Tsrfrrlk(p) que transforma (w!,...,w", ..., X1, ..., X4, ..., X,4;) no nimero real

TAW, ... W 0™ X, X, X)) =

T(wh, . W X1, XOAW, . Wf, X, X)),

Entao, T ® A é um tensor do tipo (r + k, s + 1), o chamado produto tensorial de T e A.

Se k=1=0, A é uma funcao f € D(M), e entao, teremos

T®f=fT.
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Assim, se A é também do tipo (0,0), o produto tensorial reduz-se a multiplicagao or-
dindria em D(M).

Evidentemente, o produto tensorial é D(M )—bilinear, ou seja, se T e T sdo do mesmo
tipo, entao

(fT+¢T)® B = f(T® B)+g(T ® B),
havendo uma propriedade semelhante para B . Além disso, é imediato constatar a partir
da definicao, que o produto tensorial é associativo. Assim, A® B® C estd bem definido para
tensores de quaisquer tipos. No entanto, o produto tensorial geralmente nao é comutativo.
Por exemplo, em coordenadas locais {x'} teremos,
del X d:vQ(@l, 82) = de‘l(al)de‘Q(ag) = 1,
dz® @ dz' (04, 0) = da*(0,)dx' (9;) = 0;
portanto, dz! @ do? # da? ® dx'. Por outro lado, as funcoes comutam no produto como

um todo:

f(A® B)= fA® B=A® fB.

Com este produto ® o espacgo dos tensores em p forma uma dlgebra sobre R.

11.1.1 Interpretacoes

Sewe T*(M)eX € TM, afuncio w(X) é D(M)—linear em T'M; portanto ¢ um campo
tensorial (0,1). De fato, pode-se mostar que cada campo tensorial (0, 1) estd associado a

uma 1—forma. Entao, escrevemos simplesmente
V(M) = T*(M).
H& duas interpretacoes menos 6bvias que serao usadas freqiientemente.
1. Se V€ T'M temos, por defini¢ao, que
V(w)=w(V) Ywe T*(M).
A aplicacao V' : T*(M) — D(M) & D(M)—linear, portanto, ¢ um (1,0) campo tensor-
ial. Cada campo tensorial (1,0) em M surge, desta forma, a partir de um dinico campo

vetorial. Entao,escrevemos

Ty (M) =TM.
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2. Se A:TM?* — D(M)' ¢ D(M)—linear, define-se A : T*(M) x TM* — D(M) por

Aw, X1y oy Xy) = w(A(X), .., X)), Vw € T*(M).

A & evidentemente D(M)—multilinear, sendo, portanto um campo tensorial de ordem
(1,s). Devemos considerar A como um campo tensorial, utilizando a férmula acima somente
quando necessério.

Tensores de ordem (0, s) sdo denominado covariantes, enquanto tensores de ordem (r,0)
com r > 1 sao contravariantes. Por exemplo, fun¢oes com valor real e 1—formas sao covari-
antes; campos de vetoriais sdo contravariante. Uma tensor de ordem (r,s) é misto se nem
r e nem s sao nulos. Observemos que a definicao de produto tensorial mostra que, se A é

covariante e B contravariante entdao, A ® B = B ® A.

11.1.2 Bases e componentes tensoriais
Lema 10 Sejam {e'} e {e;} duas bases duais de T,M e T M, respectivamente, entdo
{€;,®.Qe, Vel ®...Q els }
com i, j1 =1,....,n, é uma base de T7 (p).
De forma que se T' € T7 (p), escrevemos
T — Til...i;

Vseil ® ® €i7~ ® ejl ® ® ejS’

1.3

onde Tt sao as componentes de T' nessa base.
Loods

Usualmente, 7" é chamado de tensor r vezes contravariante e s vezes covariante, e os

componentes sao dadas por:

T =T(eh @..Q€e" Qe Q... Q¢€j;,)
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A dlgebra do espaco vetorial 77 (p) pode ser escrita em termos de componentes de tensores

em uma base coordenada como segue:

J1---Js J1---JA J1---Js
(O/T)ll...’h? = G/Tll...l?« .
J1---Js Ji---Js

Com o produto ® para T' € T%(p) e A € TF(p), temos

(T ® A)ilmir«kk: — Tilmir Azllk

J1Js41 J1---Js J1---J1

Decorre da definicao de variedade que as componentes dos tensores estao definidas a
menos de mudanca de coordenadas, ou seja, difeomorfismos que transformam as componentes
quando a base coordenada de 77 (M) muda.

Entao, se {é'} e {¢;} sdo duas bases duais de T,M e T M, respectivamente, elas podem

ser reescritas em termo das bases {€%} e {e,} de forma

~i AT _a
e=Ne

=~ _Ab
e]-fAjeb

onde A/, e A sdo matrizes n x n nao-singulares. Como as bases {¢'} e {¢;} sao duais,
temos

0 = &(8)) = Nye (A" jey) = Ay A et (er) = AT A” 307,

J

5, = A A

Isso quer dizer que A, e A7, sdo matrizes mutualmente inversas.

As componentes do tensor T' € T7(p) nas bases {é'} e {¢;} sdo dadas por

J1--Js

e estao relacionadas as componentes de T nas bases {¢'} e {¢;}, por

Til...ir _ T(Ailalem R.® Airarear ® Aj1b1€b1 R.. R A'jAeb5>

J1---Js J

= A", AT Albl..._/\ijT(e“1 ®.0€e" Qep ... ep,)

ar= 771

_ AT i by bsai...ar
— A AT AP AT

by...bs
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11.1.3 Contracao

H& uma notdvel operacao denominada contracao que diminui a ordem dos tensores de

ordem (r, s) para tensores de ordem (r —1,s—1). A defini¢do geral decorre do seguinte caso

especial.

Lema 11 Hd uma tnica aplicagio D(M)—linear C : T} (M) — D(M), denominados (1,1)
contragao, de tal forma que C(X Qw)=w(X)V X € TM ew € T*(M).

Prova: Uma vez que C é D(M)—linear, C serd uma operacao pontual. Em coordenadas

locais, o campo tensorial A de ordem (1,1) pode ser escrito como
A= A" (0; ®dx?).
Uma vez que C(9; ® dx?) deve ser da’(9;) = &7, temos

C(A) = A, = A (8; ® da').

(2

Entao, C tem as propriedades necessérias pelo menos nestas coordenadas locais. Para
obter a aplicacao desejada de maneira global basta mostrar que esta definicao é independente
da escolha do sistema de coordenadas. Logo, escolhendo um outro sistema de coordenadas

locais {y*} temos

ko a0
A(i@)dyk):A(ay.dx’ 0 0 )

oy oxt " Oyk Oxd

oy* 07 -0 , 9
=2 _—A — ) = ]A [——
dzt Oyk (da: ’ &TJ) & <dm ’ 83:J>

;0
—A(dm,axi>.

Evidentemente a contragao (1, 1) estd intimamente relacionada a nogao de trago matricial,

como veremos mais adiante.

Para estender uma contracao C para tensores de tipo superior, basta especificar um

indice covariante e um indice contravariante, e aplicar C a estes.

Suponha que A € T'(M) el <i<rel<j<s. Fixemosas 1—formas w',...,w" ! e 0s

campos vetoriais X, ..., X, 1. Entao, a funcao

(w, X) = Aw!, ooy w0 X Xy, X 1)
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¢ um tensor (1,1) que pode ser escrita como
AW e W X e Xl1),
uma contragao aplicando a A, produz uma funcao real denotada por
(CéA)A(wl, e WX e, X)),

Evidentemente CA é D(M)—multilinear nos seus argumentos. Por isso, C!A é um
tensor do tipo (r — 1,s — 1), a chamada de contracao (i,j) de A. Por exemplo, se A é um

campo tensorial (2,3), entdo, C3A ¢ um campo tensorial (1,2) dado por

(C34)(w, X,Y) = C{A(-,w, X, Y, ")}

Em um sistema de coordenadas locais, as componentes de C1A sao

(C3A)}; = (C3A)(dz", 0;,0;) = C{A(-, dz",0;,0;, )}
= A(da™, dx",0;,0;,00) = A™ ;..

Coroldrio 5 Seja A€ TT(M) tal que 1 <i<rel<j< A, e Ail'"";lm]_s. Com relagao a

uma base de coordenadas locais, as componentes de C;A na mesma base sao

Decomposicao Tensorial

Definigao 42 A parte simétrica de um tensor T do tipo (2,0) é o tensor A(T) € Tg(p)
definido por:
1 %
A(T) @) = ST (o) + T(n.00)}: Yoo € T

As componentes de A(T) em uma dada base {9;} em T,M e uma base {dz"} em T3 M
sao:
A(T)(dz?, dz”) = AY(0; ® 0;)(dz®, dx”)
= A”az(dxa)ﬁj(dxﬁ)
= AP,
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Com efeito,

1
A% = i{T“ﬁ + T},

Em geral, pode-se definir as componentes simétricas de um tensor 7' € T)*(p) com qual-

quer nimero de indices covariantes ou contravariantes da seguinte maneira:

1.0 . 1 1.0
T o =51 20 T g
(ﬁl/gr)

onde a soma é realizada sobre todas as permutacoes dos indices (;...3,. Por exemplo,
[e}% 1 (6% (6% [e% (e} (6% (6%
T (Byn) — §{T Byn T T By T T von T T B T T gy T T mﬂ}'

Um tensor é chamado simétrico em relacao aos indices se ele coincide com sua correspon-

dente parte simétrica, por exemplo,
Taﬁ = T(aﬁ) e Tag = Tga

Definicao 43 Da mesma forma que definimos a parte simétrica, definimos a parte anti-

simétrica A(T) de um tensor T € Tg(p) por:
1 *
A(T)(w7 77) = §{T(W7 77) - T(na CU)},' vwa ne TpM

Assim,

1
A(T)*? = Tl .= §{Ta5 — TP,

De forma geral para T' € T)*(p), temos:

[ov1...004] L 1 mraq...o
8 = D (YT
(B1---Br)
onde m é a ordem da permutagao.
Por exemplo:
(6% 1 [e% (0% (% [e% (0% (%
Tlgm = g{T gy = Ly + 1%y = T + T, = T8

Um tensor é chamado anti-simétrico nesses indices, se for igual a sua parte anti-simétrica.
Se 7% = Tl & anti-simétrico, entao T(*#) = 0. Além disso, dado T € T, 2(p), temos sempre
que:

a8 _ plas] | plad)
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Um subconjunto particularmente importante de tensores sao os de ordem (0, k), que sao
assimétricos em todas as posigoes k : Ar(p) C TP (p). E evidente que k < n , com n a
dimensao da variedade. O conjunto Ay (p) é chamado o espago de k—formas em p de M. Se
A e B sao ambas p e g—formas, podemos definir a (p+ ¢)—forma A A B, onde A é o produto
tensorial anti-simetrizado,

ANB:=A(A® B)
ou seja, A A B é um tensor do tipo (0, p + ¢), cujos componentes sao dadas por:
(A A B)al...apﬁ1...ﬁq = A[al...apBﬁl.,.,Bq]
Por exemplo, dado A, B € A;(p), entdo:
(AN B)os = AuBy
1
- §{AaBﬁ - AﬁBa}
Por outro lado,
(B A A)ap = BiaAg
1
= 5{BaAs — BgAa}
= (=) (AA B)ag-

Em geral
(AAB) = (=1)"(B A A),

onde A é uma p—forma e B é uma g—forma.
Se considerarmos os escalares como 0—formas, o produto A é chamado produto exterior,

o qual, define uma &lgebra sobre o espago de formas,

Alp) = UM (p),

chamada de dlgebra de Grassmann das formas. Além disso, se { E*} ¢ uma base de 1—formas,

entao

E* AN EP

é uma base de p—formas, ou seja, Se A é uma p—forma podemos expressar A como

A= A[almap]Eal ANTAN T



115

11.2 Sistemas DinAmicos

Um sistema dindmico é um sistema de n equagoes diferenciais de primeira ordem em
n variaveis x = (1, ..., Z,), que descrevem a evolucao temporal do estado de um sistema.

Essas equagoes possuem a seguinte forma:

x =F(x, 1), (11.1)

comx € UCRY, eV cR”, comU eV conjuntos abertos em RY e R”, respectivamente.

Na literatura da teoria de sistemas dindmicos temos as seguintes defini¢oes:

x é chamado vetor de estado;

F(x) corresponde a evolucao do sistema (descreve a dinamica), e descreve a trajetoria

do sistema;

trajetoria € a seqiiéncia de estados exibida por um sistema dindmico durante sua

evolugao temporal.

O conjunto de valores que toma x é denominado espago de fase.

11.2.1 Sistemas autonomos

Definicao 44 Chamam-se auténomos os sistemas de equagoes diferenciais invariantes sob

translagoes do tempo. Isto é:

x = F(x) (11.2)
E claro que um sistema serd autonomo se, e somente se, os lados direitos das equacées
nao dependerem explicitamente do tempo.
Estabilidade de um sistema auténomo

Definicao 45 Um vetor xo em R" se diz um ponto critico ou de equilibrio para o sistema

auténomo se F(xq) = 0.

Neste contexto, o primeiro problema da teoria da estabilidade ¢ o de determinar as

condigbes sob as quais as solugdes de (11.2) que partem das vizinhangas de um ponto de
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equilibrio para o sistema permanecem sempre perto desse ponto, ponto este que denominamos
ponto de equilibrio estdvel, e as condigoes sob as quais as solugoes nao permanecem por perto,

caso que corresponte a um equilibrio instdvel.

Classificagao dos pontos de equilibrio dos sistemas auténomos no plano

Dada uma equacao

x = Ax, (11.3)

com x =(11,72) € R?, onde A : R? — R? é uma matriz constante 2 x 2, define um sistema
autoénomo linear no plano.

Uma vez solucionada (11.3), poder-se-ao tracar as curvas z1(t) vs t e x5(t). Também é
possivel tragar uma curva x1(t) vs z3(t), em um plano x; X x5 conhecido como o plano de
fase. A curva resultante ¢ uma trajetéria de (11.3), e pode visualizar-se como uma curva
paramétrica definida por (x(t), x2(t)).

A solugao de (11.3) depende das condigbes iniciais. Com efeito, a trajetéria também
dependers das condicOes iniciais. Sobre o mesmo plano de fase se podem tracar diferentes
trajetérias obtidas com distintas condigoes iniciais; o resultado disso é o que chamamos
diagrama de fase ou Retrato de fase. A seguir, mostramos alguns diagramas de fase tipicos
de um sistema dindmico planar nas vizinhangas de um ponto de equilibrio:

A Figura 10.1 mostra os diagramas de fase tipicos de sistemas lineares estdveis e a
Figura 10.2 mostra os diagramas de fase tipicos de sistemas lineares instdaveis. Devemos

ressaltar que a forma dos diagramas de fase depende fundamentalmente dos auto-valores de

A.
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11.3 Sistemas nao lineares

Um sistema autonomo nao-linear de segunda ordem ¢é definido por duas equagoes difer-

enciais

T = f (l’ ) y);
y=g(z,y),
onde f e g nao sao simples combinacoes lineares das varidveis x e y. Nao existem técnicas
analiticas gerais para resolver esse tipo de equacao, e métodos numéricos apresentam mais
problemas do que no caso de equagoes lineares. No entanto, a andlise grafica no espago de
fase pode fornecer muitas informacgoes sobre o comportamento do sistema. Uma forma eficaz
de determinar a estabilidade de um sistema dindmico nao-linear ¢ linearizacao. O propésito
deste método é determinar se um ponto critico é estdavel, estipulando que nas proximidades
deste ponto o comportamento desse sistema se aproxime de um sistema linear.
Portanto, nas vizinhangas do ponto critico (u,v), as duas fungoes podem ser escritas na

forma de uma série de Taylor:

B N N
f(J:, y> B f(U, U) * (I u) or (u,) i (y U) dy (u,) o
_ ) 99
Lq(x’ y) B g(u, U) " (m U) Oz (u,v) i <y U) Yl (uw) o

Como (u,v) é um ponto critico do sistema, f(u,v) e g(u,v) serdo nulas. Com efeito, se
mudarmos a origem das coordenadas para o ponto critico (u, v), numa vizinhanga da origem,

o sistema pode ser aproximado pelo seguinte sistema linear:

of of

5 9 9

AN I I
v 0/ (uw)

Essa matriz, obtida a partir das derivadas das fungoes de estado, designa-se por matriz

jacobiana.
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