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Resumo

Consideramos a geometria de uma conexão a�m e abordamos como exemplos, as geome-

trias de Weyl e Riemann-Cartan, esta ultima considerando o caso em que a torção é semi-

simétrica. Após uma exposição moderna das propriedades destas geometrias, abordamos o

problema de imersões isométricas em espaços de Weyl e de torção semi-simétrica. Intro-

duzimos um roteiro para a obtenção da curvatura extrínseca, operador de Weingarten e das

equações de Gauss-Codazzi para tais espaços. Em seguida, analisamos as propriedades de

uma estrutura de Weyl em um espaço produto distorcido (EPD) e analisamos as geodési-

cas das folhas em tal espaço. Consideramos, também, o caso particular quando o espaço

ambiente para um (EPD) com uma geometria de Riemann-Cartan. Mostramos como o con-

�namento e as propriedades de estabilidade de geodésicas próximas ao mundo-brana podem

ser afetadas pela torção do bulk. Deste modo, construímos um análogo clássico do con�na-

mento quântico inspirado em modelos de teoria de campo, substituindo um campo escalar

por um campo de torção.
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Abstract

We consider the geometry of a¢ ne connections and take, as particular examples, Weyl

and Riemann-Cartan geometies. In a modern geometrical approach, we take up the problem

of local embedding of manifolds in Weyl spaces and in spaces endowed with semi-symmetric

torsion. We then obtain the extrinsic curvature, Weingarten operator and Gauss-Codazzi

equations in the mentioned non-riemannian spaces. We investigate some important proper-

ties of a Weyl structure in the case of a warped product and carry out an analysis of the

geodesics in a foliation de�ned in such a space. We consider the particular case when the

embedding space is a warped product manifold and has a Riemann-Cartan geometry. As an

application, we show that the torsion �eld of de bulk may provide a mechanism of geomet-

rical con�nement. In this way, we exhibit a classical analogue of the quantum con�nement

induced by scalar �elds.
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Quem te fez caboclo sonhar?

Quem te arremessou nesse mar de solidão?

Sobre a lua tão faceira sempre a beira do rio

Vem tirar o pão nessa imensidão.

Casa, curumim a brincar

Natureza e homem em comunhão

Frente aos olhos a incerteza de quem nunca viu

Mora a felicidade e paz, em lugar sem ambição

Eu vi a mata acordar eu vi o sol derramar

Seus raios sobre os açaizeiros

Um remo rude a remar

Canoa rio deslizar levando vida

Simples anseios de viver

Musica : Comunhão

Autor: Carlos Batata
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Física e Geometria

Historicamente, a partir da formulação da teoria da Relatividade Geral(RG), a geometria

tem desempenhado um papel extremamente poderoso na representação teórica da realidade

física. Pode-se dizer que a geometrização do campo de gravitação inaugurou um novo método

de investigação teórica, encontrando importante aplicações na Física contemporânea. Na ver-

dade, essa interação entre Geometria e Física não se dá em sentido único: o desenvolvimento

de uma dessas disciplinas impulsiona o avanço da outra, e vice-versa. Isto é, particular-

mente verdadeiro no que diz respeito à Geometria e a teoria da gravitação. Por exemplo,

o aparecimento das chamadas geometrias não-riemanianas tem levado a idéias fecundas na

representação das noções modernas do espaço-tempo, quer seja na busca de uma teoria uni�-

cada das interações fundamentais da Natureza, quer seja em outras questões fundamentais

ligadas à quantização de Gravitação e à Cosmologia Moderna.

Na presente tese, seguindo a tendência moderna de buscar na geometria conceitos que

se adaptem à descrição atual dos fenômenos físicos, investigamos algumas estruturas não-

riemanianas já conhecidas desde o início do século XX [1][2][3]. De fato, a geometria rie-

maniana se mostrou e�ciente na descrição da dinâmica do campo gravitacional. Contudo,

faltam-lhe graus de liberdade para descrever as outras interações da Física. Graus de liber-

dade, no entanto, podem advir de estruturas não-riemanianas, tais como não-metricidade

e existência de torção. Segue-se que o problema da imersão do espaço-tempo, tão discu-

tido nos dias de hoje, reveste-se de uma imensa riqueza quando tratado no contexto de
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geometrias mais gerais. Um exemplo claro desse fato está na abordagem do problema do

con�namento de partículas e fótons em hipersuperfícies que representam o modelo dos temas

de branas[4][5].

Uma característica comum das modernas teorias que tratam da imersão do espaço-tempo

é a escolha dos chamados espaços produto distorcidos (EPD), os quais podem ser vistos

como construções topológicas que levam a uma forma especial do tensor métrico. Um dos

resultados originais da presente tese corresponde a uma re-elaboração da teoria geométrica

dos espaços distorcidos no contexto de variedades de Weyl e Riemann-Cartan. Nesta tese,

começamos com a extensão do problema de imersão isométrica para variedades dotadas

de não-metricidade e torção. Neste contexto, investigamos a segunda forma fundamental,

o operador de Weingarten, as equações de Gauss-Codazzi, e outros conceitos geométricos

fundamentais. Também estudamos as propriedades de umblicidade, de subvariedades em

espaços de Weyl e em variedades de Riemann-Cartan semi-simétricas com vistas ao problema

do con�namento de fótons em branas.

O desenvolvimento da geometria diferencial no último século levou à descoberta de um

vasto número de geometrias não-riemannianas. A riqueza que estas geometrias possuem na

forma de novas estruturas geométricas (além da conexões a�ns e da métrica riemanniana )

pode ser útil na formulação de novas teorias físicas, na medida em que introduzem graus

extras de liberdade, por exemplo, para a descrição da Física dos campos não-gravitacionais.

Claro que este é um fato bem conhecido e foi por muito tempo explorado por Einstein e

outros, em sua busca de uma teoria do campo uni�cado [7][8]. No entanto, acreditamos que

ainda é de interesse investigar geometrias não-riemannianas em um contexto mais moderno,

ou seja, considerando teorias multi-dimensionais. Por exemplo, estudo de geodésicas em um

espaço-tempo penta-dimensional com geometria de Weyl. Um dos resultados dessa abor-

dagem é que, é possível estabelecer um análogo clássico de con�namento quântico [4] por

meios puramente geométricos [6].

A presente tese está assim organizada: No capítulo 1, apresentamos algumas motivações

e retrospectivas históricas acerca da geometria do espaço físico e da sua dimensionalidade.

No capítulo 2, apresentamos algumas noções básicas de geometria diferencial, com o ob-

jetivo de �xar notações e apresentar alguns conceitos geométricos que serão utilizados no

decorrer da tese. No capítulo 3, fazemos um apanhado do conceito de conexão a�m, suas

propriedades e alguns exemplos de geometrias a�ns, como as de�nidas pelas conexões de



3

Levi-Civita, Weyl, Riamnn-Cartan e semi-simétrica. No capítulo 4, apresentamos o aparato

conceitual das imersões isométricas, chamando a atenção para algumas conseqüências da ex-

istência de torção ou não-metricidade. No capítulo 5, descrevemos um roteiro das imersões

em espaço de Weyl, e em seguida, no capítulo 6, investigamos, as imersões em variedades

com conexão semi-simétricas chamando a atenção para a umbilicidade das subvariedades,

caso de conexões de Weyl e de conexão semi-simétricas. No capítulo 7, apresentamos os

espaços produtos distorcidos (EPD) com uma estrutura de Weyl generalizando os resultados

já conhecidos na literatura [9], chamando a atenção para o comportamento das geodésicas

das folhas horizontais e verticais. No capítulo 8, apresentamos o con�namento de geodésicas

em Riemann-Cartan como uma das aplicações dos desenvolvimentos anteriores [10] . No

capítulo 9, apresentamos nossas conclusões, apontando perspectivas futuras. Por �m, in-

cluímos um apêndice com duas seções, a primeira sobre tensores e operações algébricas e a

segunda sobre sistemas dinâmicos.
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Capítulo 2

O Problema do Espaço

O Problema do espaço consiste em determinar a geometria do espaço físico, ou seja, a

geometria inerente a própria natureza, e porque é que existe tal geometria. O problema

do espaço já havia sido abordado na Grécia antiga. Lá, tacitamente, admitia-se, que a

geometria do mundo plana, o que culminou na compilação do conhecimento geométrico

"antigo"na geometria euclidiana. Durante a idade média e no Renascimento a formulação

axiomática da geometria euclidiana começou a ser debatida, o que resultou no surgimento

de geometrias não-euclidianas no início do século XIX. A conclusão foi que poderíamos

conceber dois tipos de geometrias: a geometria física, que ocorre na natureza, e as geometrias

abstratas, meramente lógicas, as quais podem ser formuladas em uma forma puramente

axiomáticas sem necessariamente ter uma contrapartida na Natureza.

Em 1854, Riemann[11] tentou responder a pergunta: por que todas essas geometrias são

lógica e matematicamente possíveis? Embora Riemann não tenha conseguido apresentar uma

resposta peremptória à essa pergunta, conseguiu elaborá-la em uma linguagem matemática

precisa, e também desenvolveu as bases do que viria a se tornar a atual geometria rieman-

niana. Além disso, uma observação importante feita por Riemann é que a geometria física

deve ser determinada empiricamente, e não pode ser obtida a priori.

Em 1868, von Helmholtz tentou determinar qual das geometrias riemannianas possíveis

é a que se manifesta na Natureza. A conclusão de seu argumento, baseada na existência

de corpos rígidos, é que apenas a geometria euclidiana é possível �sicamente. O trabalho

de von Helmholtz [12] tem o mérito de ser o primeiro em que se aborda explicitamente o

problema do espaço. No entanto, o argumento de Helmholtz é um tanto quanto falacioso
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porque supõe precisamente o que se quer demonstrar, portanto, não pode ser considerado

como um argumento válido [13].

Mesmo ainda sem ter sido resolvido de forma satisfatória, o problema do espaço foi

esquecido até o início do século XX, quando em 1915 Einstein desenvolveu a teoria da

Relatividade Geral, que propõe que a geometria física seja riemanniana. A questão que,

então, se colocou, deixou de ser qual geometria riemanniana ocorre na natureza, mas sim,

determinar por que essa geometria é riemanniana?

Deve-se a H. Poincaré uma intrigante análise do problema e uma resposta que não o

resolve inteiramente. Segundo ele, os princípios da geometria não são derivados da exper-

iência, nem são juízos cuja verdade se imponha irrestritamente ao espírito, como os juízos

lógicos; são convenções em cuja escolha a experiência nos guia, são de�nições dissimuladas

[15]. De forma que nenhuma geometria é mais "verdadeira" que outra no que concerne a

representação da realidade física. Mas a experiência aparentemente nos tem sugerido que a

geometria riemanniana é mais "cômoda".

O problema foi reformulado em 1923 por H. Weyl, que aliás foi quem lhe deu o nome: das

Raumproblem, que quer dizer, "Problema do Espaço". Para Weyl, mais fundamental que

explicar por quê a geometria física seria ou não riemanniana é explicar o caráter fundamental

da métrica da geometria física [14]. No entanto, Weyl estava realmente interessado em

justi�car a geometria que ele tinha introduzido recentemente. A geometria de Weyl que

levou posteriormente ao conceito de teorias de calibre e que abordaremos com mais detalhes

ao longo deste trabalho

Como sabemos a física teórica teve desenvolvimentos importantes durante o século XX.

Além da Relatividade geral, a Mecânica Quântica foi desenvolvida, a qual foi capaz de

explicar os processos atômicos e moleculares. A quantização do campo eletromagnético deu

origem a eletrodinâmica quântica, cuja precisão é até hoje a teoria mais �na da Física.

Neste contexto, as tentativas para resolver o problema do espaço, pelomenos no que diz

respeito a natureza da geometria do espaço-tempo, adentraram os fundamentos teóricos da

Relatividade geral e da Mecânica Quântica. De fato, algumas questões inerentes a natureza

do espaço-tempo ainda encontram-se por resolver. Por exemplo, a quantização do campo

gravitacional não se fez possível dentro do programa de quantização das demais interações,

devido a diversas inconsistências matemáticas. Isso levou a física teórica a considerar outras

teorias em que o campo gravitacional aparece quantizado, como por exemplo a Teoria das
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Cordas e a Gravitação quântica de Laços.

2.1 A questão da dimensionalidade do espaço

A idéia de que o nosso espaço-tempo pode ter mais de quatro dimensões tem se tornado

um tema recorrente na pesquisa em Física teórica contemporânea. Tal idéia foi primeiro

conjecturada por Nordström [17], em 1914 (antes da conclusão da RG), cujo objetivo era a

uni�cação da gravitação e do eletromagnetismo. A mesma idéia básica foi retomada alguns

anos mais tarde pelo matemático T. Kaluza [19]. Kaluza, assumiu a existência de uma quinta

dimensão, e foi capaz de mostrar que as equações básicas do eletromagnetismo (equações de

Maxwell) também poderiam ser deduzidas das equações de Einstein escritas em um espaço

de cinco dimensões. A teoria de Kaluza, mais tarde conhecida como a teoria Kaluza-Klein

(após a contribuição do físico Klein)[20] tornou-se o ponto de partida para muitas teorias

de dimensões superiores. Nos anos setenta, a teoria de Kaluza-Klein foi generalizada para

incluir campos de calibre mais gerais [21][22], o que exigiu a introdução de outras dimensões

além da quinta já proposta pela teoria de Kaluza. Estes novos desenvolvimentos levaram

à teoria das cordas nos anos oitenta [24], e também às teorias de dimensões superiores na

década de noventa. Entre estas, destaca-se a teoria das D-branas [26], o cenáriomundo-brana

[27][28] e o modelo de matéria induzida [29].

Na maioria das teorias que utilizam dimensões extras, o espaço-tempo 4�dimensional é

concebido como uma hipersuperfície imersa em uma variedade de dimensão maior, muitas

vezes denominada na literatura por bulk [30]. Quanto à geometria desta hipersuperfície, em

geral, tem sido assumido uma estrutura riemanniana. Esta hipótese é, talvez, essencial para

evitar possíveis con�itos com a teoria bem estabelecida da relatividade geral que opera em

um ambiente riemanniano. Entretanto, podemos encontrar na literatura vários trabalhos que

utilizam geometrias não-riemannianas como a de Weyl para descrever fenômenos anômalos

na cosmologia e na astrofísica como, por exemplo [31][32][33][34][35]. Por outro lado, no

quadro de dimensões superiores, com muito poucas excepções, não tem havido discussão

sobre o tipo de geometria do bulk. Poucas tentativas de ampliar esse cenário têm aparecido

recentemente na literatura, onde a geometria de Weyl e Riemann-Cartan são considerados

como possibilidades viáveispara a geometria do bulk [36][37][38],[39][40][41].
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Capítulo 3

Prolegômenos Matemáticos

Aqui não será possível apresentar mais que um rudimento do vasto e interessante mundo

da geometria diferencial. Vamos apenas fazer des�lar algumas das idéias de certos resultados

mais diretamente relacionados com o que nos interessa: o carácter geométrico da teoria

clássica de campos.

Primordialmente, o estudo de superfícies regulares inalgura a nossa intuição da geome-

tria diferencial, contudo, o conceito de variedade diferenciável nos permite generalizar e

formalizar a de�nição de superfície, independentemente do espaço exterior. O vocabulário

da disciplina faz uso de terminologias usuais em topogra�a: a representação plana da su-

perfície da Terra é um problema que tem ocupado um papel central na geometria durante a

história. As regiões da Terra são representadas por cartas ou mapas, que são colecionadas

em um livro para formar um atlas, um conjunto de cartas para todo o planeta. É importante

salientar, que esse conceito além de ser multi-dimensional foi introduzido por Riemann de

forma a fazer a distinção entre a existência de um contínuo espacial e e sua estrutura métrica.

Isso é, a estrutura métrica é uma estrutura distinta ao conceito de variedade diferenciável.

Falando em espaço contínuo, é difícil imaginar um problema físico que não envolva um

certo de tipo do espaço contínuo. Por exemplo o espaço tridimensional físico, espaço-tempo

em quatro dimensões, o espaço de fase para um problema em mecânica clássica ou quântica,

o espaço de todos os estados de equilíbrio termodinâmico, ou algum espaço ainda mais

abstrato.

É importante ressaltar, que em todo essas notas, as variedades diferenciáveis aqui con-
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sideradas satisfazem sempre os Axiomas de Hausdor¤ 1 e o Axioma da base enumerável2.

Para termos práticos em nossas notas a palavra "diferenciável" signi�cará de classe 3C1.

Escreveremos Mn = M para indicar uma variedade diferenciável, n indicará a dimensão de

M . Utilizaremos também a convenção de Einstein, que implica na omissão do somatório,

quando um índice é repetido duas vezes num mesmo termo de uma equação, entendendo-se

que há uma somatória sobre todos os valores desses índices.

3.1 De�nição de Variedade Diferenciável

Uma variedade diferenciável n-dimensional é um conjunto M munido de uma família

f(U�; '�)g tal que:

1. Cada '� : U� � Rn ! M é um mapeamento injetor de abertos U� de Rn em M e é

denominado uma parametrização local de M .

2.
[
�

'�(U�) =M .

3. Se W = '�(U�) \ '�(U�) 6= ;, a aplicação '�1� � '� é um difeomor�smo4 entre os

abertos '�1� (W ) e '
�1
� (W ), contidos em Rn.

4. A família A = f(U�; '�)g é denominada atlas de M e deve ser maximal em relação às

condições anteriores.

O atlas f(U�; '�)g também denominado estrutura diferenciável, induz de forma natural

uma topologia em M , de�nindo-se que W �M é aberto se '�1� (W ) \ '�(U) � Rn é aberto

para todo � 2 f0; 1; :::; ng. De fato, segue de (1) que M e ; são abertos. As condições

relativas à união e à interseção �nita de abertos decorrem das relações

'�1� (
[
�

U�) =
[
�

'�1� (U�);

1Axima de Hausdor¤ : Dados dois pontos distintos de M existem vizinhanças destes dois pontos que não
se intersectam.

2Axioma da base enumerável: M pode ser coberta por uma quantidade enumerável de vizinhanças coor-
denadas ( diz-se então que M tem base enumerável).

3Continuamente derivável em todas as ordens.
4Função diferenciável com inversa diferenciável
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'�1� (
\
�

U�) =
\
�

'�1� (U�);

A idéia por trás do conceito de variedade diferenciável é a de um espaço que pode ser curvo

e possuir topologias complicadas, mas que localmente se assemelha ao Rn. Dessa forma, as

condições (1)-(3) da De�nição 1 garantem que toda variedade pode ser mapeada mediante

cartas (U�; '�), desde que cartas distintas possam ser transformadas uma nas outras quando

sobrepostas. O propósito da condição (4) é evitar que dois espaços equivalentes, munidos de

atlas diferentes, �gurem como variedades distintas.

De agora em diante, quando nos referirmos a uma n�variedade diferenciável, o faremos

indicando por Mn, o índice n indicando a dimensão de M .

3.2 Aplicações entre variedades

De�nição 1 Sejam Mn e Nm duas variedades e uma aplicação f : M ! N , f é dita

diferenciável em p 2 M se dada uma carta '� : U� � Rm ! N em f(p) existe uma outra

carta '� : U� � Rn ! M em p tal que f('�(U�)) � '�(U�), aplicação '�1� � f � '� : U �

Rn ! Rm é diferenciável em '�1� (p). A aplicação f é diferenciável em um aberto de M se

é diferenciável em todos os pontos desse aberto.

3.3 Espaço Tangente

O conceito de espaço tangente surge como uma generalização do que na teoria das super-

fícies em R3, chamamos plano tangente. A noção de vetor tangente a uma variedade também

nos permitirá generalizar o conceito de derivadas direcionais em Rn. Existem várias formas

equivalentes de de�nir o conceito de vetor tangente a uma variedade. Aqui vamos seguir um

caminho que, embora possa parecer abstrato a primeira vista, vai nos permitir construir os

conceitos necessários para introduzir a noção de derivada direcional de um tensor em uma

variedade de uma forma mais direta.

De�nição 2 Sejam p 2 M e f : M �! R uma função diferenciável de�nida em M , com

D(M) sendo o conjunto de todas as funções diferenciáveis de M em R . O vetor tangente a
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M no ponto p é uma aplicação

v : D(M)
f

�!
7�!

R
vp(f)

,

tal que sejam satisfeitas

i)

v(af + bg) = av(f) + bv(g),(Condição de linearidade).

ii)

v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g) para a; b 2 R e f; g 2 D(M). (Regra de Leibniz).

De�nimos como sendo o espaço tangente à variedade no ponto p 2 M o conjunto TpM

de todos vetores tangentes em p 2M .

3.4 Curvas

De�nição 3 Seja M uma variedade diferenciável. Então, uma aplicação

� : t 2 I� = ]��; �[ �!M

é chamada de curva. Dizemos que a curva � é diferenciável em 0 2 I� se existir uma carta

local (U;') de M em torno de p = �(0) tal que a curva c'(t) = '�1 � � : I� �! Rn seja

diferenciável na origem. O vetor tangente à curva � em t = 0 é a função �0(0) : D(M) �! R

dada por

�0(0)f =
d(f � �)

dt

����
t=0

, f 2 D(M):

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva � : ]��; �[ �! M

com p = �(0). O conjunto dos vetores tangentes a M em p será indicado por TpM .

Se escolhermos um sistema de coordenadas locais 'a:U� �!Mn em p = 'a(0), podemos

exprimir a função f e a curva � nesta parametrização por

(f � 'a)(q) = f(x1; :::; xn); q = (x1; :::; xn) 2 U�;

e

'�1 � �(t) = (x1(t); :::; xn(t));
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respectivamente. Portanto, restringido f a �(t),obtemos

d(f � �)
dt

jq =
d

dt
f(x1(t); :::; xn(t)) jq = (3.1)

= �xi(q)

�
@f

@xi

�
=

 
�xi(q)

�
@

@xi

�
q

!
(f)

= �0(0)(f). (3.2)

É possível mostrar que o conceito de tangência entre curvas não depende da carta local

escolhida, e ainda, que a noção de tangência entre curvas de�ne uma relação de equivalência.

No entanto, por hora, nos basta a de�nição acima [42].

M

ix
∂

∂
jx

∂
∂

ix

jx

nR

ϕ

p

Figura 3.1: Base do espaço tangente em p 2M .

3.5 Aplicações entre Variedades

De posse da noção de espaço tangente, podemos estender às variedades diferenciáveis a

noção de diferencial de uma aplicação. Recordemos que a ideia básica do cálculo diferencial

é aproximar objetos suaves por objetos lineares. Para a introdução da noção de espaço

tangente em p 2 M , a variedade M foi de�nida de tal forma, que, nas proximidades de

cada ponto p 2 M , M é localmente TpM . Agora, aproximamos um aplicação diferenciável

' :M ! N nas proximidades de cada ponto p 2M por uma transformação linear de espaços

tangentes.

Proposição 1 Sejam Mn e Nm variedades diferenciáveis e seja ' :M ! N uma aplicação

diferenciável. Para cada p 2M e cada v 2 TpM , escolha uma curva �(t) : (�"; ")!M com
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�(0) = p, ��(0) = v. consideremos a curva � = ' �� curva em N . A aplicação( diferencial

de ') d'p : TpM ! Tf(p)N dada por d'p(v) = ��(0) é uma aplicação linear que não depende

da escolha de �(t).

Prova: Tomemos x : U 2 Rn !M e y : V 2 Rm sistemas de coordenadas locais em p e

'(p) respectivamente. Escrevendo ' nestes sistemas temos

y�1 � ' � x(q) = (y1(x1; :::; xn); :::; y1(x1; :::; xm))

q = (x1; :::; xn) 2 U , (y1; :::; ym) 2 V .

Todavia, escrevendo � em x, obtemos

x�1 � �(t) = (x1(t); :::; xn(t)).

Portanto,

y�1 � �(t) = (y1(x1(t); :::; xn(t)); :::; y1(x1(t); :::; xn(t))).

Com efeito, a expressão de ��(0) na base f @
@yi
g de T'(p)N , associada ao sistema de coor-

denadas y, é dada por

d

dt
�(t)

����
0

=
d

dt
(y1(x1(t); :::; xn(t)); :::; ym(x1(t); :::; xn(t)))

����
0

(3.3)

��(0) =

�
@y1

@xi
�xi(0); :::;

@ym

@xi
�xi(0)

�
=

�
@yi

@xj

�
m�n

vj. (3.4)

A relação (3.3) mostra imediatamente que ��(0) não depende da escolha de uma curva �

em particular.

Portanto, d'p é uma aplicação linear de TpM e T�(p)N , cuja matriz jacobiana nas bases

associadas aos sistemas de coordenadas locais x e y é precisamente a matriz�
@yi

@xj

�
m�n

Observemos primeiro que se v 2 TpM , então, a aplicação d�(v) : D(M)! R envia cada

g 2 D(M) a um vetor tangente v(g � ') 2 T'(p)N . Para provar a propriedade de Leibniz,

por exemplo, tomemos f; g 2 D(M) e em seguida,

d'(v)(fg) = v(fg � ') = v((f � ')(g � ')) = v(f � ')g(') + f(')v(g � ')

= [d'(v)f ]g(') + f(')[d'(v)g].
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De�nição 4 Sejam M e N duas variedades diferenciáveis e ' : M ! N uma aplicação

bijetora. Diz-se que ' é um difeomor�smo entre M e B se ' e '�1 são diferenciáveis.

Aplicações identidade em variedades, composições de difeomor�smos, e inversas dos difeo-

mor�smos são difeomor�smos. Se existe um difeomor�smo ' de M ! N , Então M e N são

ditas difeomorfas em '. A teoria de variedade diferenciáveis pode ser de�nida como o estudo

daqueles objetos preservados por difeomor�smos. Deste modo, variedades difeomorfas são

as mesmas do ponto de vista de teoria de variedade.

De�nição 5 Seja ' :M ! N uma aplicação diferenciável. Denominamos diferencial de '

em p 2M à transformação linear dp' : TpM ! T'(p)N de�nida por:

d'p(v)(f) � v(f � ');

onde f :M ! R é qualquer função diferenciável de�nida numa vizinhança de p.

Notação 1 Ao longo do trabalho poderemos usar também a notação '� pra designar a difer-

encial e '� para designar sua inversa ou pulbak quando existir.

As propriedades da diferencial de uma aplicação entre variedades caracterizam os pred-

icados locais da aplicação. A seguinte de�nição distingue os tipos principais de aplicações

diferenciáveis:

De�nição 6 [43]Seja ' :Mn
1 !Mm

2 uma aplicação diferenciável.

(a) ' diz-se uma imersão se '� : TpM1 ! T'(p)M2 é injetiva, para todo o p 2 M1. Neste

caso deveremos ter n � m;

(b) Se ' é uma imersão e além disso, é um homeomor�smo sobre f(M1) �M2, quando nesta

se considera a topologia induzida pela topologia de M2, diz-se que f é um mergulho.

(c) ' diz-se uma submersão se '� : TpM1 ! T'(p)M2 é sobrejetiva, para todo p 2 M1.

Neste caso deveremos ter n � m;

(d) ' diz-se um étale5 se '� : TpM1 ! T'(p)M2 é um isomor�smo para todo o p 2M1.

5Visto que uma étale não é mais que uma aplicação que é, simultaneamente, uma imersão e uma sub-
mersão, basicamente uma etale é a mesma coisa que um difeomor�smo local.
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As imersões, submersões e étales possuem formas canônicas locais. Todas elas são ca-

sos particulares de um teorema geral denominado teorema do posto. O posto de uma

transformação linear T entre dois espaços vetoriais A e B é a dimensão de sua imagem, isto

é, o número máximo de vetores de sua base, ou, equivalentemente, o número máximo de

colunas linearmente independentes de uma matriz dessa transformação T . O posto de uma

aplicação diferenciável ' : U � Rm ! Rn em um ponto x 2 U é, por de�nição o posto de

sua diferencial '� : Rm ! Rn.

Teorema 1 Seja ' : M1 ! M2 uma aplicação diferenciável e p 2 M1. Se a aplicação

'� : TpM1 ! T'(p)M2 tem posto constante r, para todo o ponto q na vizinhança de p,

então, existem coordenadas locais (U; �) = (U; x1; :::; xn) centradas em p e coordenadas locais

(V;  ) = (V; y1; :::; ym) centradas em f(p), tais que:

 �1 � ' � �(x1; :::; xn) = (x1; :::; xr; 0; :::; 0):

Aqui omitiremos a prova deste teorema, para não onerar desnecessariamente nossa ex-

posição. Para maiores esclarecimentos consultar[45].

3.6 Fibrados Vetoriais e Campos Vetoriais

De�nição 7 Seja Mn uma variedade e o conjunto TM = f(p; v); p 2 M; v 2 TpMg é uma

variedade de dimensão 2n denominada �brado tangente6 de M .

De�nição 8 Um campo vetorial X em uma variedade diferenciável M é uma aplicação do

tipo

p 2M 7�! Xp 2 TpM:

Em termos de aplicações, X é uma aplicação de M no �brado tangente TM .

Muitas vezes é conveniente pensar um campo vetorial como uma aplicação X : D(M)!

D(M) de modo que:

(Xf)(p) = Xpf:

6Este é o espaço natural quando estamos tratando de questões que envolvem posições e velocidades, como
no caso da Mecânica analítica. Por enquanto, nos basta saber que podemos reunir os espaços tangente de
M em uma variedade diferenciável. Mais adiante, após introduzirmos outros conceitos, voltaremos a nos
defrontar com essas estruturas.
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Dizemos queX é diferenciável seXf 2 D(M) para todo f 2 D(M). Denotaremos por T (M)

o espaço dos campos vetoriais diferenciáveis em M . Cada campo vetorial é uma aplicação

R�linear de D(M) em D(M), isto é:

X(fg) = gXf + fXg:

Inversamente, toda aplicação com esta propriedade é um campo vetorial diferenciável. Pode-

se escrever em um dado sistema de coordenadas locais

X = X i @

@xi
, (3.5)

onde cada X i : U ! R é uma função em U e
�

@
@xi

	
é a base associada a '�, i = 1; :::; n.

Campos vetoriais e curvas integrais

Conforme de�nimos anteriormente, um campo vetorial é uma regra que associa um vetor

a cada ponto de M . Todavia, cada ponto de M possui seu próprio espaço vetorial tangente,

e assim, um campo vetorial seleciona um vetor de cada espaço. Mas, se uma dada curva

possui um vetor tangente em cada ponto, nos vem, a seguinte questão: Como saber se a

resíproca é verdadeira, isso é, se dado um campo vetorial arbitrário, será possível começar

em um ponto p e encontrar uma curva cujo vetor tangente em qualquer ponto é sempre o

campo vetorial? A resposta é sim, para campos de vetores diferenciáveis, essas curvas são

denominadas curvas integrais do campo vetorial.

A resposta a nossa questão está ligada à existência do �uxo local de um campo vetorial.

Teorema 2 Seja X 2 TM e seja p 2M . Então existem uma vizinhança U �M de p, um

intervalo (�"; ") 2 R, " > 0, e uma aplicação diferenciável ' : R�U !M tais que a curva

t! '(t; q), t 2 (�"; "), q 2 U , é a única curva que satisfaz

@'

@t
= X('(t; q)) e '(0; q) = q.

Uma curva � : (�"; ") ! M que satisfaz às condições ��(t) = X(�(t)) e �(0) = q é

chamada a trajetória do campo X que passa por q, em t = 0. O teorema acima assegura que

por cada ponto de uma certa vizinhaça passa uma única trajetória de X e que a aplicação

assim obtida depende diferencialmente de t e da "condição incial " q. Comumente se ultiliza

a notação 't(q) = '(t; q) e denominamos 't : U !M o �uxo local de X em M .
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Devido a características garantidas pelo teorema acima sabemos que aplicação 't é um

difeomor�smo, salientamos ainda o fato de que '0 é a aplicação identidade, os di�omor�smos

't formam um grupo local, pois:

't+A = 't � 'A, '�t = ('t)
�1.

Dizemos que os difeomor�smos 't de�nem um grupo local. Desta forma, o nosso campo

vetorial X origina um grupo local uniparamétrico de difeomor�smos.

3.6.1 Colchetes de Lie

Lema 1 Dados dois campos vetoriais X e Y em M , existe um único campo de vetores de

M , denotado por [X; Y ] e chamado colchete de Lie, tal que para todo f 2 D(M) temos

[X; Y ] f = X(Y f)� Y (Xf).

Prova: Basta determinar uma (única) expressão local de um campo com esta pro-

priedade. De fato, se X = X i @
@xi

e Y = Y j @
@xj

são expressões locais de X e Y num sistema

de coordenadas (U;') de M , temos:

X(Y f) = X

�
Y j @f

@xj

�
= X i@Y

j

@xi
@f

@xj
+X i @2f

@xi@xj
Y j. (3.6)

Por outro lado,

Y (Xf) = Y

�
X i @f

@xi

�
= Y j @X

i

@xj
@f

@xi
+ Y j @2f

@xi@xj
X i.

Portanto,

[X; Y ] =

�
X i@Y

j

@xi
� Y i@X

j

@xi

�
@

@xj
, (3.7)

de�ne um campo sobre M .

Esta operação possui as seguintes propriedades:

Proposição 2 Se X,Y e Z 2 TM , a ,b 2 R e f ,g 2 D(M), então:

(a) [X; Y ] = �[Y;X] (anticomutatividade),

(b) [aX + bY; Z] = a[X;Z] + b[Y; Z] (linearidade)

(c) [[X; Y ]; Z] + [[Y; Z]; X] + [[Z;X]; Y ] = 0 (identidade de Jacobi)
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(d) [fX; gY ] = fg[X; Y ] + fX(g)Y � gY (f)X.

O colchete [X;Y ] pode também ser interpretado como uma derivação de Y ao longo das

"trajetórias "de X. Esta interpretação emerge da seguinte proposição:

Proposição 3 Sejam X; Y 2 TM , seja p 2 M , e seja 't o �uxo local de X em uma

vizinhança U de p. Então

[X; Y ](p) = lim
t!0

1

t
[Y � d't(Y )]('t(p)).

Prova: Tomamos f 2 D(M) então:

[X; Y ]f = lim
t!0

1

t
[Y � d't(Y )]f('t(p))

= lim
t!0

1

t
[(Y f)('t(p))� (d't(Y )f)('t(p))]

= lim
t!0

1

t
[(Y f)('t(p))� Y (f � 't)(p)]

Expandindo (f � 't)(p) como

(f � 't)(p) = f(p) + tXf(p) + t2:::

temos

[X; Y ]f = lim
t!0

1

t
[(Y f)('t(p))� Y f(p)� tY Xf(p)� t2:::]

= lim
t!0

1

t
[(Y f)('t(p))� (Y f)(p)]� Y Xf(p)

= XY f(p)� Y Xf(p)

= ([X; Y ])f(p).

De�nição 9 Seja M uma variedade diferenciável e p 2 M . O espaço TpM denomina-se

espaço tangente a M em p. O dual T �pM é denominado espaço cotangente a M em p e seus

elementos são chamados de 1�formas.

Teorema 3 Seja M uma variedade n�dimensional. Os conjuntos
�

@
@xi
: i = 1; :::; n

	
(via

isomor�smo) e fdxj : j = 1; :::; ng são bases duais para TpM e T �pM , respectivamente, de-

nominadas bases locais de coordenadas( ou canônicas).
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Prova: O conjunto
�

@
@xi
: i = 1; :::; n

	
é base para TpM . Seja df 2 T �pM , de�nido por

df(v) = v(f). (3.8)

2 R. Como a dimensão de TpM é �nita, a a�rmação de que o conjunto fdxj : j = 1; :::; ng é

uma base de T �pM decorre da equação(3.8), fazendo-se f = xj e v = @
@xi
.

O dual T �pM é denominado espaço cotangente aM em p e seus elementos são denominados

1�formas.

3.7 Métrica semi-riemanniana

De�nição 10 Uma métrica semi-riemanniana g em uma variedade diferenciável M de

dimesão n é de�nida como um campo tensorial, do tipo (0; 2), simétrico e não degener-

ado, isto é, uma correspondência que associa à cada ponto p de M uma forma bilinear g tal

que: g : TpM � TpM ! R, satisfazendo às seguintes propriedades:

� g(V;W ) = g(W;V ),8 V;W 2 TpM ;

� Se g(V;W ) = 0, 8 W 2 TpM , então, V é um campo vetorial nulo.

De�nição 11 De�nimos a assinatura de uma métrica semi-riemanniana g de M , como o

número A(0 � A � n = dim(M)) dado por

A(g) = m� k

onde m é o número de autovalores positivos de g e k o número de autovalores negativos de

g.

Se o campo tensorial g é não degenerado e contínuo, então a assinatura do tensor métrico

g é constante em todo M . É sempre possível escolher uma base adequada fE�g em TpM ,

para a qual as componentes do tensor métrico covariante assumem os valores �1, ou seja,

g�� = g(E�; E�) = ���

os elementos ��� são de�nidos por

��� = diag:(+1; :::;+1| {z }
1
2
(n+A)

;�1; :::;�1| {z }
1
2
(n�A)

),

n a dimensão da variedade.
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De�nição 12 Uma métrica g é dita rimanniana se A(g) = n.

Notemos que essa de�nição equivale a dizer que a mesma é positivo de�nida.

De�nição 13 [46]Uma métrica g semi-riemanniana é dita lorentziana (espaço-tempo) se

A = 2�n. Ou ainda, seja X 2 TpM um vetor não nulo, então X é de uma em três classes

distintas:

� Se g(X;X) > 0; X é do tipo "tempo".

� Se g(X;X) < 0; X é do tipo "espaço".

� Se g(X;X) = 0; X é do tipo "luz".

Se a métrica é não degenerada e contínua, os vetores de tipo luz de TpM formam em

cada ponto de M um duplo cone (o cone de luz), o qual separa os vetores do tipo tempo dos

do tipo espaço. Esta separação dá origem a "estrutura causal "nessa variedade.

Dada uma métrica g em M , podemos de�nir a "norma"de um vetor Xp 2 TpM do tipo

espaço ou do tipo tempo como

j:jg : TpM
X

!
7�!

R
jXjg :=

p
jg(X;X)j

A partir desta de�nição, podemos introduzir o conceito de ângulo entre os vetores pela

relação:

cos](Xp; Yp) :=
g(Xp; Yp)

[jg(Xp; Xp)j jg(Yp; Yp)j]1=2
,

8Xp; Yp 2 TpM , com jXpj 6= 0 e jYpj 6= 0.

Portanto, dizemos que dois vetores 8Xp; Yp 2 TpM são ortogonais quando satisfazem a

condição g(Xp; Yp) = 0.

Em um sistema de coordenadas locais fx�g ao qual estão associadas as bases f@�g e

fdx�g temos

ds2 = g��dx
� 
 dx�

g�� = g(@�; @�)

As quantidades de�nidas pela métrica no espaço tangente estão relacionados com a me-

dida na variedade pela seguinte de�nição:
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De�nição 14 A restrição de uma curva �(t) a um intervalo fechado [a; b] � I chama-se

um segmento. O comprimento entre dois pontos p = �(a) e q = �(b) em M , é dado por

ds =

Z p
jg(��; ��)jdt.

Em coordenadas fx�g a equação acima toma a forma explícita

ds =

Z ����g�� dx�dt dx�dt
����1=2 dt

e, portanto, podemos escrever, simbolicamente, a distância ao longo de uma curva entre

dois pontos in�nitamente próximos um do outro, sob a forma

ds2 = g��dx
�dx�.

Em termos de componentes da métrica g dizer que a métrica é não degenerada signi�ca

dizer que

det jg��j 6= 0.

3.7.1 Construções elementares associadas às métricas semi-riemannianas

Uma das propriedades elementares mais importantes das métricas semi-riemannianas é

que elas nos permitem converter vetores em covetores e vice-versa. Dada uma métrica g em

M , esta de�ne uma aplicação de T (M) 7! T �(M) levando um vetor X em um covetor X[

de�nido por

X[(Y ) := g(X; Y ).

Em coordenadas

X[ = g(X i@i;�) = gijX
idxj.

Usualmente escrevemos X[ em coordenadas como X[ = Xjdx
j, onde

Xj := gijX
i.

Diz-se, então, que X[ é obtido de X via abaixamento de índice. (por isso a operação é

designada pela anotação musical [(bemol). A matriz de bemol em termos de uma base de

coordenada é a propria matriz g. Já que a matriz de g é inverssível; denotamos o inverso do

operador bemol a aplicação de ! 2 T �(M) 7! !] 2 T (M), chamado sustenido tal que

!(Y ) = g(!]; Y ).
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Em coordenadas, !] tem componentes

!i := gij!j,

onde, por de�nição, gij são as componentes da matriz inversa (gij)�1. Diz-se então que

!] é obtido via levantamento de índice.

Provavelmente a aplicação mais importante do operador agudo se dá na extensão do

operador gradiente clássico para variedades semi-riemannianas. Se f 2 D(M) em uma

variedade semi-riemanniana (M; g), o gradiente de f é o campo de vetor grad(f) := df ] .

Dizemos, então, que grad(f) foi obtido de df por levantamento de índice. Examinando as

de�nições, podemos ver que grad(f) é caracterizado por

df(Y ) = Y (f) = g(grad(f); Y ) 8Y 2 TM . (3.9)

Sua expressão em coordenadas é

grad(f) = gij@if@j.

Os operadores bemol e agudo podem ser aplicados a tensores de qualquer grau, em

qualquer posição de índice, convertendo tensores covariantes em contravariantes ou vice-

versa. Por exemplo, dado o 3�tensor misto B l
i k , podemos abaixar seu índice do meio para

obter um 3�tensor Bijk covariante, isso é

Bijk = gjlB
l
i k.

Na notação independente de coordenadas temos

B[(X; Y; Z) := B(X; Y [; Z).

(Claro, se um tensor tem mais de um índice superior, a anotação bemol não nos diz qual

dos indices foi abaixado. Em tais casos, temos que explicar em palavras o que é queremos

dizer.)

Nessas condições, podemos de�nir o tensor g�� tal que

g��g�� = ��� , (3.10)

ou seja, a matriz (g��) formada pelas componentes do tensor é a inversa da matriz (g��)

formada pelas componentes de g. As componentes g�� são chamadas de componentes do

tensor métrico contravariante, o que signi�ca que podemos estabelecer um isomor�smo entre

as componentes dos tensores covariante e contravariante como segue:
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Lema 2 Seja g uma métrica não degenerada. Dado X 2 TpM , então, a transformação

TpM
X

!
7�!

T �pM
C11 (g
X)

de�ne um isomor�smo.

Se g�� e X� são as componentes do tensor métrico g e do vetor X, então, as componentes

da 1�forma C11(g 
X) 7, as quais denominamos por X� são dadas por

X� = g��X
�. (3.11)

Uma vez que a métrica é não degenerada, usando (3.10) podemos determinar as compo-

nentes do vetor X em termos das componentes do C11(g 
X), então

g��X� = g��g��X
� (3.12)

= ���X
�

= X�.

Essa transformação e sua inversa são conhecidas na literatura como "subir" e "baixar"

índices. Assim, dada uma métrica não degenerada podemos dizer que as componentes covari-

antes X� e contravariantes X� de um "vetor" X, estão relacionadas biunivocamente pelas

equações (3.11) e (3.12). Esta operação pode ser estendida para levantar e baixar qualquer

índice tensorial (ou índices de aplicações sucessivas de uma mesma operação). Por exemplo,

considere um tensor de ordem 3 do tipo T 21 , com componentes T��
 , então, aplicando as

equações (3.11) e (3.12) obtemos os seguintes tensores:

T��
 = g�
T���

T��
 = g��T
��



T �
� 
 = g��T

��



T 

�� = g��g��g


�T ���

7A operação C11 de contração, está explicada no apêndice
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T �

� = g��g


�T ���.

Esse isomor�smo induzido pelo tensor métrico, signi�ca necessariamente que temos de

considerar que todos os tensores de ordem 3, cujas componentes estão relacionadas pelas

equações acima, como representações diferentes de um mesmo objeto abstrato T . Dora-

vante, vamos assumir isso para todos os tensores. Devemos notar que, neste caso, é necessário

respeitar a ordem dos índices nos componentes de ambos os tensores covariantes e contravari-

antes. Um caso particular importante é o tensor métrico g, onde as componentes covariantes

g��, contravariantes g��, e mistas ��� relacionadas pela equação (3.10) são representações

diferentes do mesmo objeto geométrico, o tensor g.

Lema 3 Em qualquer variedade semi-riemanniana (Mn; g) orientada8, há uma única n�forma

dV satisfazendo a propriedade que dV (E1; :::; En) = 1, com (E1; :::; En) base ortonormal ori-

entada em TpM .

Esta n�forma dV (algumas vezes denotada por dVg para maior clareza) é chamada de

elemento de volume (semi-riemanniano).

Prova: Para provar o lema acima, basta mostrar que a expressão de dV em relação a

qualquer referencial local fEig é

dV =
p
�gdE1 ^ ::: ^ dEn,

onde g é o determinante de (gij) e fEig é o dual de fEig.

A importância fundamental do elemento de volume semi-riemanniano se assenta no fato

de que ele nos permite integrar funções e não apenas formas diferenciais.

3.8 Isometrias

Uma isometria é o tipo especial de aplicação que expressa a noção de isomor�smo para

variedades semi-riemannianas, isso é, as isometrias estabelecem uma noção de equivalência

entre variedades semi-riemannianas .
8Diz-se que M é orientável se M admite uma estrutura diferenciável f(U�; '�)g tal que:
Para todo par �; �, com '�( U�) \ '�( U�) =W 6= ;, a diferencial da mudança de coordenadas '� � '�1�

tem determinante positivo.
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De�nição 15 Sejam M e N variedades semi-riemannianas com tensores métrico gM e gN .

Uma isometria de M em N é um difeomor�smo ' :M ! N tal que

'�(g
N
) = g

M
:

Explicitamente isso que dizer que

g
M
(u; v)p = g

M
(d'(u); d'(u))'(p), para todo p 2M e v; u 2 TpM .

Uma isometria ' : (M; g)! (M; g) é chamada de isometria de M . Uma composição de

isometrias e a inversa de uma isometria são isometria. Então, o conjunto de isometrias de

M é um grupo, chamado de grupo de isometrias de M geralmente denotado por I(M).
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Capítulo 4

Geometria de uma conexão a�m

A noção de derivada covariante traz consigo várias consequências para a geometria em

uma variedade diferenciável. Dela emergem conceitos como curvatura e transporte paralelo,

que podem ser de�nidos em situações mais gerais que a geometria riemanniana. Para este

propósito é su�ciente de�nir uma noção de derivação de campos vetoriais com certas pro-

priedades denominada conexão a�m. O estudo das propriedades de conexões a�ns estimulou

a criação de várias "estruturas geométricas "(em variedades diferenciáveis) mais gerais que

a geometria riemanniana.

Como já foi mencionado anteriormente, o caminho para a construção de novas teorias

físicas que possam compreender os fenômenos gravitacionais e cosmológicos que atualmente

não encontram na RG sua explicação derradeira, pode residir na concepção de uma nova

geometria para o espaço-tempo de dimensão arbitrária.

Como dito acima, esta estrutura suplementar que introduzimos em uma variedade difer-

enciável nos permite determinar a variação covariante dos campos tensoriais. Além disso,

este objeto geométrico �gura nas principais "realizações " das geometrias que aqui objeti-

vamos explorar. Para entendermos o porquê disto, faremos uma ligeira revisão histórica e

conceitual deste conceito.

Em certo sentido, os estudos "primitivos" da teoria das conexões começaram comChristof-

fel, em 1869. Christo¤el introduziu o que hoje conhecemos como símbolos de Christo¤el e

também o que hoje conhecemos como o tensor de Riemann�Christo¤el [56][13]. O trabalho

de Grassmann acerca da geometria a�m abstraiu os conceitos de linhas paralelas, elementos

de plano, etc.
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Em 1917, Hessenberg [63] desenvolveu uma geometria diferencial baseada em uma n-upla

de vetores independentes e desenvolveu um tipo de diferenciação baseada nisso. O artigo de

Hessenberg [62] começa com uma referência à teoria da relatividade:

[...]Devido à importância que as formas diferenciais quadráticas desempenham na teoria

da relatividade, a questão de se e como o aparelho formal e difícil desta teoria pode ser

simpli�cado, ou senão ultrapassado, ganhando novo signi�cado (p. 187) "[63] (Hessenberg

1917).

Ao referir-se ao cálculo de transformações de Christo¤el [62], Hessenberg a�rma que seu

objetivo é

[...]substituí-lo por um argumento geométrico (p. 187) [63] (Hessenberg 1917).

Ele critica o "métodos formais de formação"de várias quantidades, porque não trazem

à tona o signi�cado essencialmente intuitivo dos invariantes e covariantes tão necessários à

geometria e à Física. Ele destaca o artigo de Grassmann,

[...] O acesso ao seu signi�cado geométrico é mostrado de forma que, para mim, parece

surpreendentemente simples por meio de idéias de Grassmann"(p. 192) [63] (Hessenberg

1917).

Outro extraordinário avanço para a geometria aconteceu quando Levi-Civita, em 1917,

reinterpretou o cálculo puramente tensorial de Ricci (lemma de Ricci) [64] como uma de-

scrição analítica de um conceito que ele chamou de transporte paralelo. Com efeito, ele

transpôs o conceito de "campo vetorial paralelo", ao longo de uma curva de�nida em um

espaço euclidiano ordinário E3, para o caso generalizado de uma curva imersa em uma var-

iedade riemanniana n� dimensional.

Depois da introdução de paralelismo Riemanniano por Hessenberg e Levi-Civita e in-

dependentemente por Schouten 1918 [65], sua generalização se apresentou como um passo

natural. Já que a abstração (a distância) do paralelismo a�m do paralelismo em geome-

tria Euclidiana já havia sido implementada, a abstração (in�nitesimal) em uma variedade

riemanniana é imediatamente sugerida por analogia. Em 1918, Weyl de�ne uma conexão

a�m em um variedade. Em 1919, König[68], analisando o conceito à luz da contribuição de

Weyl, chamou a atenção para o fato que a conexão a�m de�nida por Weyl [67] não é nec-

essariamente simétrica. Até agora, esta é a primeira referência para o uso de uma conexão

assimétrica, embora evidentemente fosse considerado por Weyl, que não a usava pelas razões

previamente mencionadas[3].
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Em 1923, Elie Joseph Cartan[69] generaliza a noção de conexão e impulsiona o estudo

de maneira grandiosa. Em seu trabalho apresenta vários tipos de conexões: linear, linha,

a�m projetiva e conforme. A idéia de Cartan foi associar a cada ponto da variedade, um

espaço homogêneo, de mesma dimensão que a variedade e em algum sentido tangente a ela.

Introduz a holonomia e especi�ca as noções de curvatura e torção de uma conexão a�m

em termo de formas diferenciais. Cartan também mostrou que sua nova noção de conexão

poderia ser aplicada às geometrias do programa de "Erlangen", de Felix Klein1.

Em 1950, Jean-Louis Koszul concebeu uma estrutura algébrica para considerar uma

conexão como um operador diferencial. Esta de�nição, hoje chamada de conexão de Koszul,

foi posteriormente adotada pela maioria da comunidade de geômetras, uma vez que nela

efetiva-se a correspondência analítica entre diferenciação covariante e o transporte paralelo

em uma liguagem algébrica. A teoria de conexões será concluída por volta de 1950 por

Charles Ehresmann [71], com a consumação da teoria das conexões em �brados.

4.1 Conexão A�m

Neste ponto, seguimos com a exposição usual da teoria de conexões.

De�nição 16 Uma conexão a�m r em uma variedade M é uma aplicação

r : TM � TM
(X;Y )

!
!
TM
rXY

tal que:

(I) rXY é um tensor no argumento X, isto é

rfV+gWZ = frVZ + grWZ

8f; g 2 D(M), 8X;Y; Z 2 TM . Isto signi�ca que o operador rX(derivada) em p

depende apenas da direção X no ponto p.

(ii) rXY é linear em Y ,isso é

rX(�Y + Z) = �rXY +rXZ

8� 2 R, 8X; Y; Z 2 TM .
1Em 1872, Felix Klein propôs o seu famoso programa Erlanger que declara: a geometria é o estudo de

invariantes com respeito a um grupo de transformação.
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(iii) rV (fW ) = frVW + V (f)W , onde f ,g 2 D(M).

Da propriedade (i) temos que e rY é um campo tensorial de tipo (1; 1), a derivada

covariante de Y , que, quando associado ao com o campo vetorial X produz o vetor rXY .

Portanto, a propriedade (iii) pode ainda ser escrita como

r(fY ) = df 
 Y + frY .

Podemos expressar a conexão em termos de uma carta ou sistema de coordenadas locais

(U;') de M . Mais precisamente, se X; Y 2 TM; então, representamos campos usando esse

sistema de coordenadas como X = X i@i e Y = Y j@j. Portanto, se denotamos @
@xi
por @i e se

r é uma conexão a�m sobre M , teremos rXY escrito na seguinte forma

rXY = rXi@iY = X ir@i(Y
j@j) = X iY jr@i@j +X i@i(Y

j)@j. (4.1)

Como r@i@j é um campo vetorial, temos que em um ponto p 2M , podemos escrever

r@i@j := �
k
ij@k.

Os coe�cientes �kij = �
k
ij(p) são funções diferenciáveis, e são denominados coe�cientes

da conexão no sistema de coordenadas locais cosiderado. Assim, teremos a expressão (4.1)

rXY =
�
X iY j�kij +X i@i(Y

k)
	
@k , (4.2)

o que mostra querXY em um ponto p deM depende apenas deX i(p), Y j(p) e das derivadas

@i(Y
k)(p).

Em termos de componentes temos

(rXY )
k = X iY j�kij +X i@i(Y

k):

Notação 2 É comum na literatura caracterizar a derivada covariante das componentes de

um campo vetorial, pela expressão acima.

A noção de conexão fornece, portanto, uma maneira de derivar vetores na direção de

vetores.

Precisamos, agora, introduzir o conceito de derivada covariante de um campo vetorial

V 2 TM ao longo de uma curva particular. Para esse �m, façamos, então, a seguinte

proposição:
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De�nição 17 Seja M uma variedade munida de uma conexão a�m r. Existe, então, uma

única correspondência que associa a um campo vetorial V de�nido ao longo de uma curva


(t) um outro campo vetorial DV
dt
ao longo de 
(t), denominado derivada covariante de V

ao longo de 
(t), tal que:

� D
dt
(V +W ) = DV

dt
+ DW

dt
;

� D
dt
(fV ) = df

dt
V + f DV

dt
, onde W 2 TM ao longo de 
 e f 2 D(M) restrita ao longo de


(t);

� Se V é induzido por Y 2 TM , isto é V (t) = Y (
(t)), então DV
dt
= r d


dt
Y .

Aqui introduzimos esses atributos inerentes à derivada covariante via uma de�nição.

No entanto, os mesmos podem ser alcançados via uma proposição, demonstrável a partir

das propriedades da conexão a�m. Numa variedade diferenciável inexiste intrinsecamente

a noção de paralelismo entre vetores de�nidos em pontos diferentes. A proposição a seguir

de�ne tal noção.

De�nição 18 Dizemos que X 2 TM é paralelo se a derivada covariante de X ao longo de


 é tal que
DX

dt
= 0. (4.3)

Ou ainda pode-se dizer que X foi transportado paralelamente ao longo de 
.

4.1.1 Derivada covariante de campos tensoriais

Uma conexão a�m em M fornece uma maneira de de�nir a derivada covariante de

campos vetoriais. De fato, qualquer conexão a�m emM induz automaticamente as conexões

em todos os �brados tensoriais em M . Isso nos dá uma forma de calcular as derivadas

covariantes de qualquer campo tensorial.

Lema 4 Seja r uma conexão a�m emM . Existe uma única conexão em cada �brado tenso-

rial T rs (M), também denotada por r, de modo que as seguintes condições sejam satisfeitas.

I) Em TM , r é a mesma conexão de M .
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II) Em D(M), r é dado pela diferenciação ordinaria de funções:

rXf = X(f).

III) r obedece à regra de Leibniz em relação ao produto tensorial:

rX(F 
G) = (rXF )
G+ F 
 (rXG). onde F;G 2 T rs (M):

IV r comuta com contrações

rX(C(F )) = rX(C(F ));

onde C denota a contração com respeito a algum par de índices.

Essa conexão também satisfaz:

V Para Y 2 TM e ! uma 1�forma,

rX(!(Y )) = (rX!)(Y ) + !(rXY ).

VI Para F 2 T rA(M), campos vetoriais Yi e 1� formas !j,

(rXF )(!
1; :::; !r; Y1; :::; YA) = X(F (!1; :::; !r; Y1; :::; YA)�

�
rX
j=1

F (!1; :::;rX!
j; :::; !r; Y1; :::; YA)�

�
AX
i=1

F (!1; :::; !r; Y1; :::;rXY
i; YA).

Demonstração: Primeiramente, notemos que as propriedades (I)-(IV) implicam (V) e

(VI).

Para uma 1�forma ! e um campo vetorial Y , ! = C(! 
 Y ). Logo, por (IV e (III),

rX(!(Y )) = C(rX(! 
 Y )) = C((rX!)
 Y ) + ! 
 (rXY )),

e, portanto a a�rmamação (V) segue das anteriores. (II) e (V) implicam (VI). Como (VI)

de�ne uma conexão em T rA(M), (VI) vale para campos tensoriais arbitrários. Dessa forma,

(VI) é a única conexão que satistaz (I) - (IV).
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4.2 Não-metricidade

De�nição 19 Seja M uma variedade diferenciável com uma métrica semi-riemanniana

g(; ). A conexão é dita não métrica, quanto para toda curva diferenciável �(t) e quais-

quer pares de campos vetoriais X e Y paralelos ao longo de �(t) e Z = ��(t) campo tangente

de �(t), tivermos
d

dt
g(X; Y )

����
�(t)

6= 0. (4.4)

Proposição 4 Seja M uma variedade diferenciável com uma métrica semi-riemanniana

g(; ), Uma conexão r em M é dita não métrica se e somente se para todo par V e W de

campos de vetores ao longo da curva diferenciável � : I !M tem-se que

d

dt
g(V;W ) =

�
D

dt
g

�
(V;W ) + g(

DV

dt
;W ) + g(V;

DW

dt
), t 2 I. (4.5)

Demonstração: A equação (4.5) certamente implica em (4.4), posto que, sendo V ,W

paralelos em �(t) temos que (4.5) torna-se

d

dt
g(V;W ) =

�
D

dt
g

�
(V;W ). (4.6)

Portanto, mostraremos apenas a recíproca. Escolhemos uma base fe1(t0); :::; en(t0)g de

T�(t0)M , t0 2 I. E façamos a extensão paralela de cada um dos vetores desta base ao longo

de �(t).

Com efeito, podemos escrever

V = V iei, W = W jej, i = 1; :::; n,

Segue-se daí que
DV

dt
=
dV i

dt
ei,

DW

dt
=
dW j

dt
ej.

Logo

g(
DV

dt
;W ) + g(V;

DW

dt
) = (

dV i

dt
W j + V idW

j

dt
)gij

=
d

dt
(V iW j)gij

=
d

dt
(V iW jgij)�

dgij
dt

V iW j

=
d

dt
g(V;W )�

�
D

dt
g

�
(V;W ).

Conseqüentemente, temos o seguinte corolário:
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Corolário 1 Seja Q(Z;X; Y ) = (rZg) (X; Y ) uma aplicação trilinear Q : TM � TM �

TM ! TM;denominada não-metricidade. Dizemos que uma conexão é não-métrica, se e só

se,

Q(Z;X; Y ) = Z(g(X; Y ))� g(rZX; Y )� g(X;rZY ), Z;X; Y 2 TM . (4.7)

Podemos notar que, além disso, Q é simétrica nos dois últimos argumentos. De fato, esta

simetria vem de sua relação com g.

4.2.1 Geodésicas

Uma conexão a�m r em M permite de�nir de maneira invariante a derivada direcional

de um campo vetorial ao longo de uma curva, e assim calcular a aceleração de uma curva

com respeito a essa conexão. Basicamente uma geodésica é uma curva em M na qual seu

vetor tangente é paralelo a si mesmo, segundo o paralelismo instituído pela conexão r.

De�nição 20 Uma curva 
 : I ! M em uma variedade diferenciável M munida de uma

conexão a�m r é dita uma geodésica se pra todo t 2 I temos D
dt

�
d

dt

�
= 0.

Vamos agora determinar a expressão nas coordenadas. Para isto, tomemos um sistema

de coordenadas locais (U; x) em torno de 
(t0) em U ,


(t) = (x1(t); :::; xn(t))

e agora façamos uso da de�nição de geodésicas, isto é

D

dt

�
d


dt

�
=

�
d

dt
(
dxk
dt
) +

dxj
dt

dxi
dt
�kij

�
@k = 0

Portanto temos:

d2xk
dt2

+ �kij
dxj
dt

dxi
dt
= 0. (4.8)

Podendo ainda ser expressa como:

r�
�
 = 0, (4.9)

com �
 = dx( @
@t
).

Esse sistema de equações fornece as soluções procuradas. Da unicidade das soluções desse

sistema resulta a propriedade pela qual um campo vetorial paralelo é tangente a uma dada
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curva da variedade, constituindo-se assim uma condição necessária e su�ciente para a curva

ser uma geodésica.

Dado p 2M , a equação (4.9) constitui um problema de valor inicial, com dados iniciais

x(0) = p, �
(0) = v 2 TpM , (4.10)

solúvel, visto que o teorema da existência e da unicidade de EDO �s assim o garante. Com

efeito, rudemente podemos dizer que quando nos deslocamos sobre uma geodésica camin-

hamos ao longo da "mesma direção". Neste sentido, as geodésicas são generalizações das

linhas retas do espaço euclidiano. Todavia, do ponto de vista global, sendoM uma variedade

semi-riemanniana, decorre então que as geodésicas se comportam de modo bem diferente das

linhas retas da geometria euclidiana.

Na de�nição acima, está implícito que por uma geodésica se entende uma geodésica

parametrizada. Existe uma família de parametrizações preferenciais para uma geodésica, as

quais permitem que D
dt

�
d

dt

�
= 0 ao longo de 
. De fato, se � = f(�) for uma reparametrização

~
 de 
, então

r d~

d�

d~


d�
= �

�f
_f 2
~
0,

Prova-se que existe uma função difereciável � tal que toda geodésica admite uma repara-

metrização de forma que

r d

d�

d


d�
= �(�)

d


d�
. (4.11)

Então, a menos de uma constante aditiva, a (única) aplicação f(�) dada pela solução da

equação diferencial.

d2f

d� 2
= ��(�)

�
df

d�

�2
, (4.12)

é uma reparametrização local (enquanto for inversível) de uma geodésica.

Assim, somos levados a seguinte de�nição:

De�nição 21 Seja 
 : I ! M uma curva. Então, 
 é uma pré-geodésica se existir uma

reparametrização f : I ! J tal que ~
 = 
 � f : J !M seja uma geodésica.

Pela de�nição acima, 
 é uma pré-geodésica se, e somente se, a relação (4.12) for satisfeita

para alguma função �.
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De�nição 22 Quanto às geodésicas em uma variedade lorentziana, distinguimos três situ-

ações:

1. Quando � > 0, 
 é uma geodésica temporal e existe uma parametrização tal que

g(v; v) = gij
dxi

d�

dxj

d�
= 1;

2. Quando � = 0, 
 é uma geodésica nula ou tipo luz e existe uma parametrização tal que

g(v; v) = gij
dxi

d�

dxj

d�
= 0;

3. Finalmente, quando � < 0, 
 é uma geodésica espacial e existe uma parametrização tal

que

g(v; v) = gij
dxi

d�

dxj

d�
= �1;

De forma resumida podemos dizer, que sempre é possivel reparametrizar uma geodésica,

de modo a termos

gij
dxi

d�

dxj

d�
= �; (4.13)

onde � = 0;� 1:

Partículas materiais (massa de repouso não nula) descrevem trajetórias de tipo tempo,

isto é, com � = 1, enquanto que as partículas sem massa (isto é, fótons, grávitons) descrevem

trajetórias de tipo-luz, isto é, com � = 0. Trajetórias com � = �1 não têm realidade física,

uma vez que um movimento representado por elas violaria a casualidade.

É de se esperar que se 
 for uma geodésica, isto é, se sua aceleração for nula, sua

parametrização a�m seja tal que a norma de sua velocidade seja constante. Contudo, como

a aceleração de uma curva depende da conexão tomada emM , a norma do vetor velocidade de

uma geodésica também dependerá. Veremos que para a conexão de Levi-Civita as geodésicas

têm velocidade constante, enquanto que para conexões mais gerais (em particular para a

conexão de Weyl) isso deixa de ser verdade.

Pela equação (4.7), teremos


0g(
0; 
0) = g(r
0

0; 
0) + g(
0;r
0


0)�Q(
0; 
0; 
0).
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Como 
 é uma geodésica temos que r
0

0 = 0, portanto


0g(
0; 
0) = �Q(
0; 
0; 
0).

No caso lorentziano teremos que as geodésicas do tipo nulas permanecem como o modulo

de seu vetor tangente nulo, já as demais sofrem alterações devido a não metricidade.

4.2.2 Torção

A torção é uma característica da conexão a�m e está associada à parte antisimétrica da

mesma. Geometricamente, podemos interpretar a torção como discrepância no fechamento

dos paralelogramos in�nitesimais no plano tangente.

Para introduzirmos o conceito de torção, tomemos o colchete [X; Y ] e aplicamos o mesmo

em uma função � :M ! R: Então teremos para uma conexão métrica:

[X; Y ]� = X(Y (�))� Y ((X�)) (4.14)

g([X;Y ] ; grad�) = Xg(Y; grad�)� Y g(X; grad�),

onde usamos a propriedade (3.9). Em seguida tomemos a expressão (4.7) e apliquemos

a (4.14). Então,

[X; Y ]� = g(rXY; grad�) + g(Y;rX grad�)� g(rYX; grad�)� g(X;rY grad�)

g([X; Y ] ; grad�) = g(rXY �rYX; grad�) + g(Y;rX grad�)� g(X;rY grad�)

g(X;rY grad�)� g(Y;rX grad�) = g(rXY �rYX � [X;Y ] ; grad�)

H�(X; Y )�H�(Y;X) = T (X; Y )�.

Aqui usamos a de�nição do Hessiano

H�(X; Y ) = g(X;rY grad�).

Agora, de�nimos a aplicação torção da seguinte maneira:

De�nição 23 Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão a�m r. A aplicação

T : TM � TM � TM

dada por:

T (X;Y ) = rXY �rYX � [X; Y ] ,

é chamada de torção.
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Esta aplicação leva à de�nição do tensor de torção, já que T induz em p 2 M uma

aplicação bilinear Tp : TMp � TMp ! TMp, onde Tp(X; Y ) só depende do valor de X e Y

em p.

Uma conexão r é dita compatível com a métrica se, Q = 0, isto é, rXg = 0 para todo

X 2 TM e sem torção (ou simétrica) no caso de T = 0.

4.2.3 Tensor de Riemann

A geometria das superfícies de R3 nos diz que a forma de uma superfície depende de como

ele se desvia do plano tangente local. Esta variação do plano tangente local pode ser estu-

dada atravez da variação do vetor normal à superfície, e é chamada de curvatura extrínseca

da superfície. É extrínseca porque depende de uma propriedade que se encontra fora da

superfície, contudo, graças ao teorema Egregium de Gauss, pode-se mostrar que a curvatura

de Gauss depende apenas da primeira forma fundamental (ou métrica da superfície).

Em uma variedade diferenciável o conceito de curvatura intrínseca está ligada a conexão

ou mesmo ao conceito de transporte paralelo ao longo de curvas na variedade.

Consideremos duas curvas em uma variedade M , � e � com seus campos vetoriais U e

V , se interceptando em um ponto A. Em seguida, fazemos um deslocamento paralelo de V

e U ao longo das � curvas e �, respectivamente, como indicado na �gura abaixo:

Figura 4.1: Curvatura de Riemann

Nos pontos B e C traçamos curvas �1 e �1 com vetores tangente paralelos de U e V ,

respectivamente, obtendo um paralelogramo. Em seguida, consideremos uma terceiro campo

vetorialW ( linearmente independente a U e V ), no ponto A, e arrastamos ao longo da curva
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� de A para B. Em seguida, arrastamos de B para D ao longo da curva �1. O resultado

dessa operação é o campo vetorial dado pela de�nição:

De�nição 24 A curvatura R(; ; ) de uma variedade semi-riemanniana M é uma aplicação

R : TM � TM � TM dada por :

R(X; Y; Z) = rXrYZ �rYrXZ �r[X;Y ]Z: (4.15)

Uma vez �xados X; Y 2 TM , podemos considerar o operador curvatura R(X; Y ) dado

por R(X; Y ) : TM ! TM , tal que R(X; Y )Z = R(X; Y; Z).

Lema 5 Seja r uma conexão a�m em M e R a curvatura riemanniana. Então, para todo

X; Y; Z 2 TM temos

(a) R(X; Y )Z = �R(Y;X)Z

(b) Se r for simétrica, então

R(X; Y )Z +R(Y; Z)X +R(Z;X)Y = 0.

Esta relação é conhecida como primeira identidade de Bianchi, para todo X; Y; Z 2

TM;e para uma conexão sem torção.

Proposição 5 Vale a segunda identidade de Bianchi, isto é,

(rzR)(X; Y ) + (rXR)(Y; Z) + (rYR)(Z;X) = 0

e para uma conexão livre de torção.

Como o tensor de curvatura em si pode ser bastante complicado, é útil considerar algumas

de suas contrações, que trazem informações importantes acerca da curvatura na variedade

da conexão escolhida. Vamos agora de�nir o tensor de Ricci e a curvatura escalar.

De�nição 25 Dada uma base ortonormal feig em TpM; temos que:

1. A tensor de Ricci em p 2M é de�nido por

Ric(X; Y ) =
mX
i=1

g(R(ei; X)Y; ei). (4.16)
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O tensor de Ricci é bilinear não necessariamente simétrico, isto de fato depende da

conexão escolhida.

1. O escalar de curvatura R é de�nido como

R =

mX
j=1

Ricp(ej; ej) =

mX
i=1

mX
j=1

g(R(ei; ej)ej; ei), (4.17)
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4.3 Geometria não-métrica sem torção

No que diz respeito a medida dos comprimentos em diferentes pontos de uma variedade,

temos certos postulados, tais como "podemos comparar o comprimentos medidos em pon-

tos diferentes do espaço" esses postulados encontram-se no cerne da geometria riemanniana.

Para quem sabe resguardar sua ligação profunda com a geometria das superfícies no espaço

Euclidiano, contudo, como já foi exposto de um ponto de vista histórico, são possíveis geome-

trias em que a comparação de comprimentos in�nitesinais seja determinada pelo tensor de

não-metricidade.

Proposição 6 Dada uma variedade com métrica semi-riemanniana (M; g); existe uma única

conexão a�m r satisfazendo as condições

a) rg = Q;

b) T (X; Y ) = 0.

Demonstração: Suponhamos inicialmente a existência de uma tal r . Então, devido a

(4.7) podemos fazer

Xg(Y; Z) = g(rXY; Z) + g(Y;rXZ)�Q(X; Y; Z), (4.18)

Y g(Z;X) = g(rYZ;X) + g(Z;rYX)�Q(Y; Z;X), (4.19)

Zg(X; Y ) = g(rZX; Y ) + g(X;rZY )�Q(Z;X; Y ), (4.20)

Somando (4.18) e (4.19) e subtraindo (4.20), teremos que:

Xg(Y; Z)+Y g(Z;X)�Zg(X; Y ) = g(rXY; Z)+ g(Y;rXZ)+ g(rYZ;X)+ g(Z;rYX)�

� g(rZX; Y )� g(X;rZY )�Q(X; Y; Z)�Q(Y; Z;X) +Q(Z;X; Y ),

ou ainda como r é livre de torção, temos
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2g(Z;rYX) = Xg(Y; Z) + Y g(Z;X)� Zg(X; Y )� [Q(X; Y; Z) +Q(Y; Z;X)�Q(Z;X; Y )]

(4.21)

� [g([X;Z]; Y ) + g([X; Y ]; Z) + g([Y; Z]; X)]. (4.22)

A expressão (4.21) mostra que r está univocamente determinada por g e Q. Portanto,

caso exista, ela será única.

Para mostrar a existência, podemos de�nir r por (4.21). Veri�ca-se, após breves manip-

ulações, que r está bem de�nida e que satisfaz às propriedades desejadas.

O caso especial em que Q = 0 e T = 0 é o caso de uma conexão riemanniana( ou de Levi

Civita), isto é, uma conexão de riemanniana é ao mesmo tempo livre torção e onde o tensor

métrico é transportado paralelamente.

4.3.1 Conexão de Levi-Civita

Mesmo após termos de�nido o conceito de conexão a�m em uma variedade diferenciável,

notamos a existência de certa arbitrariedade quanto a esse conceito. Em uma variedade semi-

riemanniana que está munida de um conceito de métrica, que por sua vez, nos permite medir

o comprimento de vetores, temos que estabelecer a maneira pela qual se darão as relações

entre estes dois conceitos. Se optarmos por uma conexão tal que o comprimento dos vetores

de�nido por g(X; Y ) se mantenha constante ao transportarmos os vetores paralelamente

r�
X = 0, r�
Y = 0, ao longo de uma curva 
, então, esta conexão é denominada por

conexão de Levi�Civita ou riemanniana. Decorrerá daí, que a conexão de Levi�Civita estará

completamente determinada em virtude do extraordinário teorema de Levi�Civita.

De�nição 26 Seja M uma variedade semi-riemanniana munida de uma conexão a�m r e

uma métrica g . r é dita compatível com g, se

rXg(Y; Z) = g(rXY; Z) + g(Y;rXZ), para todo X; Y; Z 2 TM: (4.23)

Proposição 7 Dada uma variedade semi-riemanniana (M; g); existe uma única conexão r,

chamada de conexão de Levi-Civita, tal que:

� A torção T é identicamente nula, isto é, r é simétrica.
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� r é compatível com a métrica.

Prova: Usando 4.23 podemos escrever as seguintes igualdades:

Xg(Y; Z) = g(rXY; Z) + g(Y;rXZ); (4.24)

Y g(Z;X) = g(rYZ;X) + g(Z;rYX); (4.25)

Zg(X; Y ) = g(rZX; Y ) + g(X;rZY ); (4.26)

Após algumas manipulações triviais, chegamos à seguinte equação:

2g(rXY; Z) = Xg(Y; Z) + Y g(X;Z)� Zg(X; Y )+ (4.27)

+ g([X; Y ] ; Z) + g([Z;X] ; Y ) + g([Z; Y ] ; X). (4.28)

Essa é a equação de Koszul, que por sua vez, indica que r está unicamente determinada por

g .

Também podemos escrever, convenientemente,

2g(rXY; Z) = F (X; Y; Z); (4.29)

onde

F (X; Y; Z) = Xg(Y; Z)+Y g(X;Z)�Zg(X; Y )+g([X; Y ] ; Z)+g([Z;X] ; Y )+g([Z; Y ] ; X):

(4.30)

A conexão mencionada no teorema acima é denominada conexão de Levi-Civita (ou rie-

manniana) de M [49],

Seja (U; xi) qualquer sistema de coordenada local. Substituindo (3.7) e (4.2) em (4.30)

após algumas manipulações segue-se que:

�lijglk =
1

2

�
@

@xi
gjk +

@

@xj
gki �

@

@xk
gij

�
(4.31)

que é exatamente a expressão dos símbolos de Christo¤el de primeira espécie.

Ou ainda, tendo em vista que a matriz (glk) admite uma inversa (glk), temos:

�mij =
1

2
gkm

�
@

@xi
gjk +

@

@xj
gki �

@

@xk
gij

�
(4.32)

A equação (4.32) é a expressão já bem conhecida dos símbolos de Christo¤el de segunda

espécie em termos da métrica.
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Proposição 8 Seja ' : (M; g)! ( ~M; ~g) uma isometria. Então:

(a) ' leva a conexão riemanniana r de g na conexão riemanniana ~r de ~g, no sentido de

'� (rXY ) = ~r('�X)('�Y ) com X; Y 2 TM .

(b) Seja 
 uma curva em M e V um campo vetorial ao longo de 
, então

'�

�
D

dt
V

�
=
~D

dt
('�V ).

(c) ' leva geodésicas em geodésicas: se 
 é a geodésica emM com ponto inicial p e velocidade

inicial V (p), então, ' � 
 é uma geodésica em M com ponto inicial '(p) e velocidade

inicial '�V (p).

Para parte (a), de�ne-se uma aplicação

'� ~r : TM � TM ! TM

por

('� ~r)XY = '�1�

�
~r('�X)('�Y )

�
.

Mostra-se que '� ~r é uma conexão em M (chamada de a conexão "pullback "), e que

é simétrica e compatível com g. Então '� ~r = r por causa da unicidade da conexão

riemanniana. Para parte (b), de�ne-se um operador '�( ~D=dt) : TM � TM ! TM de uma

forma semelhante e mostra-se que é igual a para ~D=dt.

4.4 Geometria de Weyl

Em 1918 Hemann Weyl, no intento de estabelecer uma teoria uni�cada do campos grav-

itacional e eletromagnético, formulou uma teoria geométrica do espaço-tempo.

Dado que na teoria da relatividade geral o tensor métrico g representa o potencial gravita-

cional e a teoria é invariante por transformações gerais de coordenadas, então, Weyl mostrou

como g que pudesse ser vinculada a invariância de calibre, tal qual se faz com as equações

do eletromagnetismo.

O extraordinário é que Weyl encontrou a pista que perseguia ao eliminar o postulado

concernente a comparação das longitudes introduzindo um fator não-métrico dado por uma
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1�forma ! denominada campo deWeyl, que na teoria original de Weyl representa o potencial

eletromagnético.

Einstein apresentou o artigo de Weyl [66], a Academia de Ciências de Berlim. Ele acres-

centou um breve comentário crítico para explicar por que ele duvidava da viabilidade da

interpretação física proposta por Weyl.

Como a uni�cação de Weyl era construída fundamentalmente sobre a propriedade da

simetria do campo de calibre, e esta ideia acabou por ser de importância duradoura, emb-

ora não em sua forma original. Poucas semanas depois, em um segundo artigo [67], Weyl

apresentou o mesmo tema colocando a sua teoria na perspectiva mais ampla da geometria

diferencial. Weyl generaliza as idéia de Levi-Civita de transporte paralelo em uma variedade

riemanniana à de uma conexão a�m (logicamente) independente de qualquer métrica.

Idéias básicas de Weyl para a generalização da geometria riemanniana em seus artigos

de 1918 podem ser listadas como se segue:

1. Generalizar o conceito de deslocamento paralelo de Levi-Civita para variedades rie-

mannianas para um tipo abstrato de "deslocamento paralelo", não ligado a priori a

uma estrutura métrica, � = (�ijk) denominado conexão a�m.

2. Construir a geometria do ponto de vista puramente in�nitesimal, isso é, a possibilidade

de comparar diretamente quantidades métricas (observáveis físicos) em diferentes pon-

tos da variedade M deve ser considerada um defeito da geometria riemanniana, que é

devido à sua origem histórica na teoria superfície gaussiana.

Um dos maiores divulgadores da teoria de Weyl foi Eddington que incluiu uma exposição

da teoria de uma generalização em seu livro [1]. Uma primeira exposição moderna da

geometria de Weyl é encontrada no artigo de 1970 por Gerald B. Folland[72] seguido por

[73], [74].

De�nimos a equivalência conforme das métricas riemannianas da seguinte maneira:

De�nição 27 Duas métricas riemannianas g e ~g em M são conformalmente equiva-

lentes se e só se ~g = efg onde f é uma função suave emM: (O uso da função exponencial é

um modo de assegurar a positividade e seu uso nos trará outras vantagens que �carão claras

mais adiante).
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Uma estrutura conforme emM é uma classe de equivalência [g] de métricas riemanni-

anas emM . Uma variedade com uma estrutura conforme é chamada de variedade conforme.

Se a dim(M) � 3,temos que duas métricas lorentzianas pertecem à mesma estrutura

conforme se, e somente se, possuírem a mesma estrutura causal, pois uma transformação

conforme não altera os cones de luz. No caso de métricas riemannianas (positivas de�nidas),

uma estrutura conforme preserva os ângulos entre vetores e a razão entre suas normas.

Note que uma aplicação f :M �! �M é conforme se preserva ângulos entre vetores. Por

exemplo, para dois vetores u; v 2 Tp �M ,

cos �� =
�giju

ivjp
�gabuaub

p
�gklvkul

=
efgiju

ivj

ej
p
gabuaub

p
gklvkul

= cos �.

O seguinte lema mostra como uma transformação conforme altera as conexão de Levi-

Civita:

Lema 6 Se �g = efg, então �r = r+B com o campo tensorial simétrico (2; 1) B dado por

B(X; Y ) :=
1

2
[df(X) + df(Y )� g(X; Y ) grad f ]. (4.33)

Prova: Como (rXg)(Y; Z) = 0 teremos então

( �rX�g)(Y; Z) = X�g(Y; Z)� �g( �rXY; Z)� �g(Y; �rXZ)

= d
(X)g(Y; Z) + �g(B(X; Y ); Z) + �g(Y;B(X;Z))

= 0.

esta é a conexão de Levi-Civita para �g.

Dada uma conexão na variedade, um método de compararmos comprimentos de vetores

em diferentes pontos é a partir do transporte paralelo segundo a mesma. No entanto, apesar

de cada métrica da estrutura conforme [g] de M de�nir a conexão de Levi-Civita associada,

essas conexões são diferentes para diferentes métricas de [g]. Desse modo, ainda não temos

uma conexão linear na variedade que, de certo modo, reproduza as características de sua

estrutura de Weyl.

De�nição 28 Uma estrutura de Weyl em uma variedade conforme (M; [g]) é uma apli-

cação F : [g]! �1(M)2 satisfazendo

F (efg) = F (g) + df , com f 2 D(M)
2�1(M) é o espaço das 1�formas diferenciáveis em M .
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isto é, onde g é um elemento da classe [g]. Uma variedade com uma estrutura de Weyl é

chamada uma variedade de Weyl. Uma métrica g e uma 1�forma ! determinam uma

única estrutura de Weyl, de�nida a partir de F (g) = !.

A estrutura de Weyl em uma variedade com métrica semi-riemanniana pode ser intendida

da seguinte forma: as grandezas geométricas fundamentais deverão ter uma dupla invariân-

cia:

i) Invariantes por difeomor�smos.

ii) Invariantes por tranformações de Weyl. Isto é para cada mudança conforme da métrica

~g = efg temos associada uma tranformação em ! tal que ~! = ! + df .

Transporte paralelo de Weyl

Medida é comparação, assim, para Weyl, quando comprimentos em diferentes pontos têm

de ser comparados, é necessário leva-los ao um mesmo ponto, contudo, contudo, o resultado

pode depender da curva percorrida ao delocar-se de um ponto para outro. Vejamos como

se dá a translação do comprimento de um vetor( de um espaço tangente TpM ) ao longo

de uma curva no caso de uma geometria de Weyl. Uma visão geométrica interessante das

propriedades do transporte paralelo de Weyl é a seguinte: sejaM uma variedade diferenciável

com uma conexão a�mr!, uma métrica g e um campo de Weyl !. Ser! é Weyl-compatível,

então, para todo par V e U 2 TM ambos paralelos ao longo da curva diferenciável �(�),

� : I !M , tomemos uma métrica g 2 [g] em TaM e, então adotamos a seguinte relação de

não-metricidade na relação em (4.6), assim, temos então,

(
d

d�
g)(U; V ) = !(

d

d�
)g(U; V ), para todo � 2 I, (4.34)

onde d
d�
é o campo vetorial tangente à curva �(�).

Nota 1 Esta relação de não métricidade é invariante frente às tranformações de Weyl

d

d�
((efg)(U; V )) = ~!(

d

d�
)efg(U; V )

ef (
d

d�
g)(U; V ) = !(

d

d�
)efg(U; V ) + df(

d

d�
)efg(U; V )� efg(U; V )

d

d�
(f)

(
d

d�
g)(U; V ) = !(

d

d�
)g(U; V ).
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Integrando (4.34) ao longo da curva �(�), a partir de um ponto a = �(�0), obteremos

�g(V (�); U(�)) = g(V (�0); U(�0))e
R �
�0
!( d

d�
)d� . (4.35)

Consideremos o conjunto de todas as curvas fechadas � : [a; b] 2 R ! M , ou seja, com

�(a) = �(b). Com efeito, a equação

�g(V (b); U(b)) = g(V (a); U(a))e
R b
a !(

d
d�
)d� , (4.36)

�g é a translação de ga para o ponto b ao longo de �(�)

Notemos que a expressão é consistente, isto é, independe da escolha de g 2 [g]. De fato,

seja f 2 D(M), tal que f(p). Se ainda quisermos que os elementos deste grupo correspondam

puramente a uma isometria, então, devemos ter queI
!(

d

d�
)d� = 0,

para qualquer curva fechada.

Portanto, a partir do teorema de Stokes, ! deve ser uma forma exata, ou seja, existe

uma função escalar �, tal que ! = d� . Este caso, é frequentemente chamado na literatura

de Weyl integrável.

Em uma variedade de Weyl Mm munida da conexão a�m r! e uma métrica rieman-

niana g, r! é dita !�compatível com g, se

Xg(Y; Z) = g(rXY; Z) + g(Y;rXZ) + !(X)g(Y; Z), (4.37)

para todo X; Y; Z 2 TM(M),

onde temos que

(r!
Xg)(Y; Z) = !(X)g(Y; Z).

Proposição 9 Dada uma variedade de Weyl (M; g;r!) existe uma única conexão r!,

denominada conexão de Weyl de M , tal que:

1. A torção T é identicamente nula, ou ainda, podemos dizer que r! é simétrica.

2. r! é !�compatível dada por

r!
YX = rYX � 1

2
[!(X)Y + !(Y )X � g(X; Y )!]].
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onde denotamos por r a conexão de Levi-Civita de g.

Demonstração

Tomemos a equação (4.21) e tomamos Q = ! 
 g e logo teremos que

2g(Z;r!
YX) = Xg(Y; Z) + Y g(Z;X)� Zg(X;Y )� [!(X)g(Y; Z) + !(Y )g(Z;X)�

� !(Z)g(X; Y )]� [g([X;Z]; Y ) + g([X; Y ]; Z) + g([Y; Z]; X)];

g(Z;r!
YX) = g(Z;rYX)�

1

2
[!(X)g(Y; Z) + !(Y )g(Z;X)� !(Z)g(X; Y )]

= g(Z;rYX)�
1

2
[!(X)g(Y; Z) + !(Y )g(Z;X)� g(!]; Z)g(X; Y )]

= g(Z;rYX)� [g(
1

2
!(X)Y; Z) + g(

1

2
!(Y )X;Z)� g

�
1

2
g(X;Y )!]; Z

�
]

= g(Z;rYX)� g([
1

2
!(X)Y +

1

2
!(Y )X � 1

2
g(X; Y )g(!]; Z)]

= g(Z;rYX)�
1

2
[!(X)Y + !(Y )X � g(X; Y )!]]).

Portanto,

r!
YX = rYX � 1

2
[!(X)Y + !(Y )X � g(X; Y )!]], (4.38)

A fórmula (4.38) é invariante por transformações deWeyl, pois, a parterYX que depende

apenas da métrica g se transforma via uma transformação conforme efg, com a adição do

termo (4.33). Assim, temos:

~rYX = rYX +
1

2
[df(X) + df(Y )� g(X; Y ) grad f ].

O termo 1
2
[!(X)Y + !(Y )X � g(X;Y )!]] se tranforma da seguinte maneira:

1

2
[~!(X)Y + ~!(Y )X � efg(X; Y )~!]] =

1

2
[!(X)Y + !(Y )X � efg(X; Y )!]]+

+
1

2
[df(X) + df(Y )� g(X; Y ) grad f ].

Denotamos por r a conexão de Levi-Civita de g e !] é o dual de !. Além disso, como

r!
YX é invariante por tranformações de Weyl a curvatura R! desta conexão também o será.

Escrevemos o tensor de curvatura R! de r! da seguite forma
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R!(X; Y; Z) = r!
Xr!

YZ �r!
Yr!

XZ �r!
[X;Y ]Z

Calculando separadamente os três termos:

r!
Yr!

XZ = r!
Y [rXZ �

1

2
f!(Z)X + !(X)Z � g(Z;X)!]],

com

r!
YrXZ = rYrXZ �

1

2
[!(rXZ)Y + !(Y )rXZ � g(rXZ; Y )!

]], (4.39)

e

r!
Y [
1

2
f!(Z)X + !(X)Z � g(Z;X)!]] =

=
1

2
[Y (!(Z))X + !(Z)r!

YX + Y (!(X))Z + !(X)r!
YZ +�Y (g(Z;X))!] � g(Z;X)r!

Y !
]

=
1

2
fY (!(Z))X + !(Z)rYX +

1

2
[!(Z)!(X)Y + !(Z)!(Y )X�

� !(Z)g(X; Y )!]] + Y (!(X))Z + !(X)rYZ +
1

2
[!(X)!(Z)Y

+ !(X)!(Y )Z � !(X)g(Z; Y )!]]� Y (g(Z;X))!] � g(Z;X)rY !
]�

� 1
2
g(Z;X)[!(!])Y + !(Y )!] � g(!]; Y )!]]g

=
1

2
[Y (!(Z))X + !(Z)rYX + Y (!(X))Z + !(X)rYZ � Y (g(Z;X))!]

� g(Z;X)rY !
] + !(Z)!(X)Y ] +

1

4
f!(Z)!(Y )X � !(Z)g(X; Y )!] � g(Z;X) j!j2 Y g.

Portanto,

r!
Yr!

XZ = rYrXZ +
1

2
f!(rXZ)Y + !(Y )rXZ � g(rXZ; Y )!

]g+ 1
2
fY (!(Z))X + !(Z)rYX+

+ Y (!(X))Z + !(X)rYZ � Y (g(Z;X))!] � g(Z;X)rY !
] + !(Z)!(X)Y ]+

+
1

4
f!(Z)!(Y )X � !(Z)g(X; Y )!] � g(Z;X) j!j2 Y g.

Da mesma forma,

r!
Xr!

YZ = rXrYZ +
1

2
[!(rYZ)X + !(X)rYZ � g(rYZ;X)!

]] +
1

2
[X(!(Z))Y+

!(Z)rXY +X(!(Y ))Z + !(Y )rXZ �X(g(Z; Y ))!] � g(Z; Y )rX!
] + !(Z)!(Y )X]+

+
1

4
f!(Z)!(X)Y � !(Z)g(X; Y )!] � g(Z; Y ) j!j2Xg
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E ainda, o terceiro termo

r!
[X;Y ]Z = r[X;Y ]Z �

1

2
f!(Z) [X; Y ] + !([X; Y ])Z � g(Z; [X; Y ])!]g (4.40)

= r[X;Y ]Z �
1

2
f!(Z)rXY � !(Z)rYX + !([X; Y ])Z � g(Z;rXY )!

]+ (4.41)

+ g(Z;rYX)!
]g. (4.42)

Temos, então3, que: r!
Xr!

YZ �r!
Yr!

XZ �r!
[X;Y ]Z =

rXrYZ +
1
2
f!(rYZ)X + !(X)rYZ| {z }

1

� g(rYZ;X)!
]g + 1

2
fX(!(Z))Y + !(Z)rXY| {z }

2

+

X(!(Y ))Z+

+!(Y )rXZ| {z }
3

�X(g(Z; Y ))!]�g(Z; Y )rX!
]+!(Z)!(Y )X| {z }

6

g+1
4
f!(Z)!(X)Y| {z }

7

�!(Z)g(X; Y )!]| {z }
5

�

�g(Z; Y ) j!j2Xg�rYrXZ+
1
2
f�!(rXZ)Y�!(Y )rXZ| {z }

3

+g(rXZ; Y )!
]g+1

2
f�Y (!(Z))X�

�!(Z)rYX| {z }
4

�Y (!(X))Z�!(X)rYZ| {z }
1

+Y (g(Z;X))!]+ g(Z;X)rY !
]�!(Z)!(X)Y| {z }

7

g+

1
4
f�!(Z)!(Y )X| {z }

6

+ !(Z)g(X; Y )!]| {z }
5

+ g(Z;X) j!j2 Y g � r[X;Y ]Z +
1
2
f�!(Z)rXY| {z }

2

+

!(Z)rYX| {z }
4

� !([X;Y ])Z ++g(Z;rXY )!
] � g(Z;rYX)!

]g:

= R(X; Y )Z + 1
2
f[!(rYZ) � Y (!(Z)) + 1

2
(!(Z)!(Y )) � g(Z; Y ) j!j2]X + [X(!(Z)) �

!(rXZ)

+1
2
(!(Z)!(X)Y + g(Z;X) j!j2]Y + [X(!(Y ))� Y (!(X))� !([X; Y ])]Z+

+g(rXZ; Y ) + g(Z;rXY )�X(g(Z; Y ))| {z }+
�!(X)g(Z;Y )

Y (g(Z;X))� g(rYZ;X)� g(Z;rYX)| {z }
!(Y )g(Z;X)

]!]+

+g(Z;X)rY !
] � g(Z; Y )rX!

]g.

= R(X; Y )Z + 1
2
f[!(rYZ) � Y (!(Z)) + 1

2
(!(Z)!(Y )) � g(Z; Y ) j!j2]X + [X(!(Z)) �

!(rXZ)+

1
2
(!(Z)!(X) + g(Z;X) j!j2]Y + [X(!(Y ))� Y (!(X))� !([X; Y ])]Z+

+[!(Y )g(Z;X)� !(X)g(Z; Y )]!] + g(Z;X)rY !
] � g(Z; Y )rX!

]g.

Todavia, para que possamos prosseguir em nossas simpli�cações, vejamos o seguinte

3Para que o leitor acompanhe melhor as simpli�cações introduzimos números abaixo dos termos equiva-
lentes .
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cálculo

Y !(X) = (r!
Y !)(X) + !(r!

YX) (4.43)

= g(r!
Y !)

]; X) + !(rYX) +
1

2
[!(X)Y + !(Y )X � g(X;Y )!]]) (4.44)

= g(r!
Y !)

]; X) + !(rYX) + !(X)!(Y )� 1
2
g(X; Y ) j!j2] (4.45)

= g(r!
Y !

]; X) + g(!(Y )!]; X) + !(rYX) + !(X)!(Y )� 1
2
g(X; Y ) j!j2] (4.46)

= g(rY !
]; X) + !(rYX) + 2!(X)!(Y ) +

1

2
g(X;Y ) j!j2]) (4.47)

e

X!(Y ) = (r!
X!)(Y ) + !(r!

XY ) (4.48)

Subtraindo (4.48) de (4.43) temos

Y !(X)�X!(Y ) = (r!
Y !)(X)� (r!

X!)(Y )� !([X; Y ))

= g((r!
Y !)

]; X)� g((r!
X!)

]; Y )� !([X; Y ])

= g((r!
Y !)

]; X)� g((r!
X!)

]; Y )� !([X; Y ])

= g((r!
Y !)

]; X)� g((r!
X!)

]; Y )� !([X; Y ])

= g(r!
Y !

]; X)� g(r!
X!

]; Y ) + g(!(Y )!]; X)� g(!(X)!]; Y )�

� !([X;Y ])

= g(r!
Y !

]; X)� g(r!
X!

]; Y )� !([X;Y ])

= g(rY !
] + !(!])Y;X)� g(rX!

] + !(!])X; Y )� !([X; Y ])

= g(rY !
]; X)� g(rX!

]; Y )� !([X;Y ]).

Com efeito, temos

R!(X;Y )Z = R(X; Y )Z � 1
2
f[(rX!)(Z) +

1

2
!(X)!(Z)]Y � 1

2
f[(rY !)(Z) +

1

2
!(Y )!(Z)]X+

+
1

2
f[(rX!)(Y )� (rY !)(X)]Z � g(Y; Z)(rX!

] +
1

2
!(X)!])+

+ g(X;Z)(rY !
] +

1

2
!(Y )!])� 1

4
j!j2 (g(Y; Z)X � g(X;Z)Y ),

A fórmula anterior implica a seguinte relação entre o campo tensorial de curvatura R!

da conexão de Weyl r! e o campo tensorial de curvatura riemanniana R de r:

R!(X; Y )Z = R(X; Y )Z + �(X;Y )Z � �(Y;X)Z
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onde

�(X; Y )Z =
1

2
f(rX!)(Y )Z + (rX!)(Z)Y + !(Y )!(Z)Xg�

g(Y; Z)rX!
] � 1

4
j!j2 g(Y; Z)X � 1

2
g(X;Z)!(Y )!].

Para uma geometria de Weyl, além das propriedades já referidas a uma conexão sem

torção, temos ainda a seguintes propriedade do tensor de Riemann com g(R!(X; Y )Z;Z) =

R!(X;Y; Z; Z):

R!(A;B;C;D) +R!(A;B;D;C) = �2d!(A;B)g(C;D),

e

2d!(X; Y ) = X!(Y )� Y !(X)� !([X; Y ]).

Quanto ao tensor de Ricci, temos que a relação entre as curvaturas Ric(R!) e Ric(R) é

dada por

Ric!(Y; Z) = Ric(Y; Z) + (1�m)(rz!)Y+ (4.49)

+ (rY !)Z + (m� 2)!(Y )!(Z)+

+ (div!] � (m� 2) j!j2)g(Y; Z); (4.50)

ondem = dimM . Normalmente, o tensor de Ricci de uma estrutura deWeyl não é simétrico.

Se a parte simétrica da curvatura de Ricci de r! for proporcional (com fator de escala

� como uma função suave em M , não necessariamente constante) à métrica g da classe

conforme [g], então, (M; g;r!) é denomimada variedade de Einstein-Weyl, isso é

2�m

2
((rY !)Z + (rz!)Y ) + (m� 2)!(Y )!(Z) +Ric(Y; Z) = �g(Y; Z).

Para uma g 2 [g] de uma variedade de Weyl (M; g;r!), de�nimos o tensor pseudo-

Schwarz Tg(!) como

Tg(!)(Y; Z) = (1�m)(rY !)Z + (rZ!)Y + (m� 2)!(Y )!(Z)

+
1

m
(div!] � (m� 2) j!j2)g(Y; Z)

Este tensor pseudo-Schwarz é um campo tensorial de ordem 2 com traço nulo[79], não

necessariamente simétrico. O tensor pseudo-Schwarz Tg(!) é simétrico se, e só se, ! é

fechada[78].
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De posse desse tensor podemos escrever a equação

Ric!(Y; Z) = Ric(Y; Z) + Tg(!)(Y; Z)+ (4.51)

+
m� 1
m

(div!] � (m� 2) j!j2)g(Y; Z). (4.52)

Por outro lado, temos que a curvatura escalar é dada por

R! = R + (m� 1)(div!] � (m� 2) j!j2).

Notemos ainda que, o tensor de Ricci é invariante frente às transformações de Weyl,

dada sua de�nição em (4.16) a curvatura escalar não é invariantes por transformações de

Weyl, e dada sua de�nição em (4.17) temos que

~R~! = efR!.

4.5 Geometria de Riemann-Cartan

Nesta seção, vamos rever algumas de�nições básicas e fatos matemáticos da geometria de

Riemann-Cartan. Como veremos, esta pode ser vista como uma espécie de generalização da

geometria riemanniana, e alguns teoremas que serão apresentados aqui, são simples extensões

de teoremas correspondentes da geometria riemanniana. No entanto, essas extensões podem

apresentar novas apliações �sicas, especialmente no que concerne ao movimento geodésico,

que discutiremos posteriormente.

A característica fundamental da geometria de Riemann-Cartan é a existência de torção,

que como já mencionada anteriormente é dada por:

T (X; Y ) = rXY �rYX � [X; Y ] . (4.53)

Supomos ainda que a condição de metricidade é riemanniana, isto é,

Q = rg = 0.

Para estabelecer uma ligação entre a conexão a�mr e a métrica, obteremos uma extensão

do teorema de Levi-Civita precisamos de uma melhor de�nição.
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Teorema 4 Dada uma variedade de Riemann-Cartan M , existe uma única conexão a�m r

em M satisfazendo as condições

(a) T (X; Y ) 6= 0 8 X; Y 2 TM .

(b) r é compatível com a métrica g de M .

Prova : Da mesma forma como já �zemos em casos anteriores, vamos supor que r existe.

Então, como Q = 0 temos

Xg(Y; Z) = g(rT
XY; Z) + g(Y;rT

XZ); (4.54)

Y g(Z;X) = g(rT
YZ;X) + g(Z;rT

YX); (4.55)

Zg(X; Y ) = g(rT
ZX; Y ) + g(X;rT

ZY ); (4.56)

Novamente somando as duas primeiras equação e e subtraindo a terceira, e usando a

de�nição da torção, teremos

Xg(Y; Z) + Y g(Z;X)� Zg(X; Y ) = g(rT
XY +rT

YX;Z) + g(rT
XZ �rT

ZX; Y )+

+ g(rT
YZ �rT

ZY;X)

= g(rT
XY + T (Y;X) +rT

XY + [Y;X]; Z) + g(T (X;Z) + [X;Z]; Y )+

+ g(T (Y; Z) + [Y; Z]; X),

= 2g(rT
XY; Z) + g(T (Y;X) + [Y;X]; Z) + g(T (X;Z) + [X;Z]; Y )+

+ g(T (Y; Z) + [Y; Z]; X),

onde utilizamos (4.53). Simpli�cando a equação acima, teremos ainda que

g(Z;rT
YX) = g(Z;rYX) +

1

2
[g(T (X; Y ); Z) + g(T (Z;X); Y ) + g(T (Z; Y ); X)]; (4.57)

Aqui estamos denotando porrT é a conexão de Cartan, e porr a conexão de Levi-Civita.

De�nimos o tensor de contorção K da seguinte maneira:

g(K(Y;X); Z) = �1
2
[g(T (X;Y ); Z) + g(T (Z;X); Y ) + g(T (Z; Y ); X)]. (4.58)
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Assim, podemos excrever

g(Z;rT
YX) = g(Z;rYX)� g(K(Y;X); Z),

e, �nalmente,

rT
YX = rYX �K(Y;X). (4.59)

Então, concluímos que a conexão não será determinada somente pela métrica e suas

derivadas, pois, também dependerá da contorção.

Mas adiante, estudaremos as condições primeiras para uma imersão isométrica em um

espaço de Riemann-Cartan e estudaremos o con�namento geodésico em hipersuperfícies. A

seguir, veremos um caso bem peculiar desta geometria em que a torção é dada por uma

1�forma.

4.6 Geometria da torção Semi-simétrica

Em 1924, A. Friedmann e Schouten [81] introduziram a ideia de uma conexão linear

semi-simétrica. Uma conexão linear é dita ser uma conexão semi-simétrica se a sua torção é

da forma

T (X; Y ) = �(X)Y � �(Y )X (4.60)

onde � 2 �1(M) e X; Y 2 TM . Em consequência de (4.58) e de (4.60), temos portanto;

g(K(Y;X); Z) =
1

2
[g(�(X)Y � �(Y )X;Z) + g(�(Z)X � �(X)Z; Y ) + g(�(Z)Y � �(Y )Z;X)]

=
1

2
[g(�(X)Y; Z)� g(�(Y )X;Z) + g(�(Z)X; Y )� g(�(X)Z; Y ) + g(�(Z)Y;X)

� g(�(Y )Z;X)]

= g(�(Z)Y;X)� g(�(Y )Z;X)

= �g(�(Y )X;Z) + g(g(X; Y )�]; Z)

Então,

K(Y;X) = ��(X)Y + g(X; Y )�],
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e, levando em conta (4.59), temos

r�
YX = rYX + �(X)Y � g(X; Y )�].

onde �(X) = g(X; �]) e r é a conexão de Levi-Civita.

A curvaturas riemannianas da conexão r� denotada por R� e a curvatura da conexão r

de Levi-Civita denotada por R estão relacionadas por [82],[83]

R�(X; Y; Z;W ) = R(X; Y; Z;W )� g(X;W )�(Y; Z) + g(Y;W )�(X;Z)� g(Y; Z)�(X;W )+

+ g(X;Z)�(Y;W ),

onde

�(Y; Z) = (rX�)Y � �(X)�(Y ) +
1

2
g(X; Y ).

Os tensores de Ricci Ric�e Ric estão relacionados por

Ric�(X; Y ) = Ric(X; Y )� (n� 2)g(Y;rX�
]) + (n� 2)�(X)�(Y )� (n� 2)

���]��2 g(X; Y )+
(4.61)

+ g(X; Y ) div �].

Em virtude de (4.61) e da simetria de Ric temos que

Ric�(X; Y )�Ric�(Y;X) = (n� 2)[(rY �
])(X)� (rX�

])(Y )].

Consequentemente se Ric� é simétrico, para n � 3,

(rY �
])(X)� (rX�

])(Y ) = 0.

Isso mostra que d� = 0, isto é, � é fechada.



56

Capítulo 5

Imersões Isométricas

Geralmente quando falamos de teorias de branas mundo, conjecturamos que o espaço-

tempo 4�dimensional descrito pela RG está imerso em um espaço de dimensão n > 4, cuja

geometria é riemanniana.

Esta conjectura surgiu em 1998 com os trabalhos de Arkani-Hamed, G. Dvali e G.

Dimopolous[30], ou abreviadamente ADD, propondo de forma sui generis uma solução

para o problema da hierarquia das interações fundamentais. O problema da hierarquia

surge ao se tentar explicar por quê a interação gravitacional é muito mais fraca quando

comparada às demais interações fundamentais e de como podemos uni�cá-las a partir de

uma teoria física mais geral, incluindo aspectos quânticos e gravitacionais. Como apontado

pelo esquema de ADD, a escala de Planck para a gravitação forte é desprovida de caráter

experimental. Portanto não impede a elaboração de uma teoria gravitacional em escala de

energia menor, igual às demais interações, em escala Tev, o que implica que as dimensões

extras devem ser maiores que o comprimento de Planck (Lplanck ' 10�33cm)[30]. Em resumo,

a proposta de ADD à uma teoria de Branas-mundo contém três postulados básicos:

a) Existe uma variedade maior ou ambiente (bulk ), com dimensão n > 4, que é solução das

equações de Einstein.

b) O espaço-tempo quadridimensional é imerso no espaço ambiente.

c) Em escala Tev, a gravitação descrita pela métrica da variedade de 4 dimensões imersa

oscila no espaço ambiente e as ondas geradas propagam-se no espaço ambiente.
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A partir de então muitos outros trabalhos sobre Branas-mundo foram propostos, como

por exemplo o modelo Randall-Sundrum[27].

Em 1999, L. Randall e R. Sundrum propõem um modelo alternativo ao esquema

de ADD. O primeiro modelo conhecido como RS-I é construído com um bulk de curvatura

constante em cinco dimensões em um espaço-tempo do tipo anti-de Sitter, ou, simplesmente,

ADS 5.

R5AB = ��g5AB.

Também, nos anos 90, uma nova versão não-compacta da teoria de Kaluza-Klein, de-

nominada Matéria Induzida, foi sugerida por Paul Wesson e colaboradores. Já neste

cenário o "bulk " de cinco dimensões, é Ricci-Flat ou seja

R5AB = 0;

sendo que a quinta dimensão, não-compacta, é a responsável pela existência da matéria no

universo 4 dimensional. Em outras palavras, o que chamamos de matéria seria, em última

instância, meramente geometria, a qual se manifesta como substância quando observada por

seres que vivem numa hipersuperfície de quatro dimensões.

Em uma série de trabalhos interessantes [29], Wesson e seu grupo mostraram como o

modelo cosmológico pode ser obtido a partir de espaço vazio por um mecanismo de imersão.

Mas, na verdade, não havia garantia de que qualquer tensor energia-momento pudesse ser

obtido desta forma.

Falando em termos matemáticos, a validade do programa deWesson não estava garantida,

a menos que se pudesse provar que qualquer solução das equações de campo de Einstein possa

ser isometricamente imersa em um espaço Ricci-�at de cinco dimensões.

De fato, isso acontece, (resguardadas as devidas analiticidades das funções envolvidas)

graças ao conteúdo de um teorema conhecido como o teorema de Campbell-Magaard [85] [86].

Embora muito pouco conhecido, o teorema foi descoberto pelo matemático Inglês John

Campbell em 1926 [84] e à prova completa foi dada somente em 1963 por Lorenz Maga-

ard [85][86]. Mas, o teorema, que garante a consistência matemática da teoria de Wesson,

não se aplica ao modelo de Randall-Sundrum. Seria necessário generalizá-lo. A generaliza-

ções do teorema de Campbell-Magaard foram demonstradas em 2001 por Romero e Dahia

[86]. Romero e Dahia conseguiram demonstrar não apenas um, mas três tipos diferentes de

generalização do teorema, um dos quais se aplica ao modelo de Randall-Sundrum.
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Façamos, uma breve retrospectiva histórica da teoria de imersão.

O problema da imersão de uma variedade riemanniana n�dimensional localmente em

uma variedade euclidiana foi discutido pela primeira vez por Schlä�i em[89] 1873. Schlä�i

conjecturou que uma variedade riemanniana que não possui curvatura com métrica analítica

e de�nida positiva pode ser imersa localmente e isometricamente como uma subvariedade

em um espaço Euclidiano Em, onde m = n(n + 1)=2. Isto é, uma variedade riemanniana

4�dimensional está imersa em um espaço euclidiano de m = 4(4 + 1)=2 = 10 dimensões.

Em 1926, Janet usou um método de prova baseado num desenvolvimento de séries

de potência positivas convergentes, ou seja, analítico [90]. Porem, a prova estava incom-

pleta, pois apenas resolve o problema local para variedades riemannianas bidimensionais

com métrica analítica.

E.Cartan, em 1927, estendeu o resultado para uma variedade n�dimensional, commétrica

analítica. A dimensionalidade necessária para a imersão foi a mesma encontrada por Schlä�i

(m = n(n+ 1)=2) [91].

Em 1954, J.Nash mostrou que uma variedade C1 [92] pode ser imersa em espaço euclidi-

anos de 2n dimensões e em 1956, tratou o caso de Ck [93]para 3 � k � 1. Ele demonstrara

como fazer a imersão local de uma variedade diferenciável mantendo sua regularidade, não

necessitando mais de uma métrica analítica. Greene [94]estendeu o teorema de Nash para

métricas semi-riemannianas.

A dimensãom do espaço-ambiente para uma imersão isométrica e local de uma variedade

Mn depende das funções de imersão. Se utilizarmos o teorema de Janet-Cartan com funções

analíticas, o espaço-total terá o número de dimensões m � n(n+ 1)=2.

Portanto, se utilizarmos o teorema de Nash-Greene com funções diferenciáveis , o número

de dimensões do espaço-ambiente cresce para m � n(n+ 3)=2.

5.1 De�nição e Propriedades

Seja (M; �g; �r) uma variedade semi-riemanniana. Dada uma variedade N e i : N �! M

uma imersão, ou seja, dado p 2M a derivada i� : TpN ! Ti(p)M é injetiva. Nestas condições,

podemos munir a variedade N de uma métrica semi-riemanniana g através da de�nição

gp(Xp; Yp) = i� �g( �X; �Y ) , �X; �Y 2 T
i(p)
M .
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Dizemos, então, que a variedadeN tem amétrica induzida pela variedade semi-riemanniana

M e, portanto, i(N) é denominada subvariedade semi-riemanniana de M . A aplicação i é

dita uma imersão isométrica.

Observemos que dados p 2 N eXp 2 TpN , em razão de g, dispomos de uma decomposição

natural em p dada por TpM = TpN � (TpN)?, onde (TpN)? é o complemento ortogonal de

TpN em TpM . Podemos, assim, escrever Yp 2 TpM da seguinte forma

Yp = Y >
p + Y ?

p ; onde Y >
p 2 TpN e Y ?

p 2 (TpN)?.

Os vetores em (TpN)
? são ditos normais a N em p e, naturalmente, Yp 2 TpN é dito

tangente a N em p.

Desta forma, um campo de vetores X 2 TM é dito normal a N , se Xp 2 (TpN)
?

para todo p 2 N e denotamos o conjunto de tais campos por (TN)?. Temos portanto uma

decomposição natural em soma direta:

TM = (TN)� (TN)?.

Consideremos uma imersão i : N !M , ondeM é uma variedade com conexão �r. Sejam

X e Y campos vetoriais de N . Dados p em N e U , uma vizinhança de p onde i é injetiva,

temos que i�(X) e i�(Y ) são campos vetoriais de�nidos ao em i(U). Podemos estendê-los a

campos vetoriais �X e �Y de�nidos numa vizinhança de i(p) em M . Como ( �r �X
�Y )p depende

apenas de �Xp = Xp e de �Y ao longo de uma curva em i(U), temos que a de�nição não

depende da extensão.

Não é difícil mostrar que podemos tomar a parte tangente de �r �X
�Y dada por rXY

como conexão induzida em N , seja ela não-métrica ou Riemann-Cartan ambas induzem na

subvariedade uma conexão do mesmo tipo.

Proposição 10 Sejam �f 2 D(M) e �X 2 TM . Temos que �X( �f) jN = X(f) 2 R, sendo

f 2 D(N) e X 2 T (N).

Demonstração: Se �X é a extensão de X e �f e a extensão de f , esse resultado e

conseqüência imediata da própria de�nição de extensão.

A proposição acima tem imediatas conseqüências, tais como: Sejam X; Y 2 T (N) e

�X; �Y 2 TM suas respectivas extensões, então:

i [ �X; �Y ] jM = [X; Y ], X; Y 2 T (N);
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ii �g( �X; �Y ) jM = g(X; Y ),

5.1.1 Conexão induzida

SejaM uma variedade e N uma subvariedade semi-riemanniana deM , a conexão a�m �r

deM induz naturalmente uma aplicação de r : T (N)�T (N)! T (N) denominada conexão

induzida em N �M .

Se Y 2 T (N) e X 2 T (N), �rYX não tem signi�cado imediato, posto que Y e X não

estão em TM . Porém, para cada p 2 M sendo �Y e �X extensões locais suaves de Y e X

respectivamente em uma vizinhança coordenada U� de p em �M . De�ne-se �rYX em U� \N

como sendo a restrição de �r �Y
�X a U� \N .

Lema 7 �rYX é um campo vetorial bem de�nido em N .

Demonstração: Como a restrição de um campo de vetorial, �r �Y
�X jU�\N é suave, basta

mostrar que a mesma independe da escolha de extensões. Em termos de um sistema de

coordenada em U� escrevemos �X = �X i �@i . Então,

�r �Y
�X = �Y ( �X i)�@i + �X i �r �Y (�@i): (5.1)

Mas em

p 2 U� \N; ( �Y �X i)(p) = �Yp( �X
i) = Yp(X

i) (5.2)

e

�r �Y (�@i) jp = �r �Y j �@j(
�@i) jp = �Y j(p) �r�@j(

�@i) jp = (5.3)

= Y j(p)��kji(p)
�@k = Y j(p)�kji(p)@k. (5.4)

Assim, a restrição �r �Y
�X jU�\N depende apenas de Y e X.

De�nição 29 Sejam X,Y 2 T (N) e �X,�Y 2 TM suas respectivas extensões. Então, de�ni-

mos a conexão induzida r em N por M como

rXY = ( �r �X
�Y )> (5.5)

Corolário 2 Sendo r a conexão induzida de M � �M . Se X,Y ,Z 2 TM , temos:

1. rYX é D(N)�linear em Y .
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2. rYX é R�linear em X.

3. rY (fX) = (Y f)X + frYX para f 2 D(N).

Demonstração: Para todo ponto p 2 N , estendamos a M campos vetoriais e funções

a uma vizinhança de p em M . As cinco propriedades acima descritas, correspondem às

propriedades da conexão em p 2M . Portanto, a restrição a N dá os resultados acima, pois:

a) �rYX = �r �Y
�X jN .

b) �X( �f) = X(f) jN .

c) g( �X; �Y ) jN = �g(X; Y ).

d)
�
�X; �Y

�
jN = [X; Y ].

Um fato básico aqui é que para X;Y , ambos tangentes a N , a derivada covariante �rYX

não é necessariamente tangente a N . Então, é natural perguntar o que são ( �rYX)
? e

( �rYX)
>.

5.1.2 A segunda forma fundamental

Agora faremos uma primeira abordagem da segunda forma fundamental, mas não

faremos restrições à conexão a�m quanto a sua torção e não-metricidade, pois pretendemos

preparar o terreno para os capítulos posteriores, onde abordaremos as equações fundamentais

das imersões isométricas em espaços de Weyl e Rimann-Cartan semi-simétrico.

De�nição 30 A segunda forma fundamental de M é de�nida como sendo a aplicação B :

TM � TM �! TM? dada por

B(X; Y ) = �r �X
�Y �rXY , (5.6)

que é um campo local de �M normal a N .

A segunda forma fundamental B(X; Y ) não depende das extensões �X e �Y , pois, rXY

não depende das extensões, �X e �Y , e vemos que B(X; Y ) também não depende das extensões

�X e �Y [42].
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Proposição 11 A segunda forma fundamental B de uma imersão isométrica é D(M)-

bilinear.

De fato, se f 2 D(M), X,Y 2 TM e �f 2 D(M) é uma extensão local de f , levando em

conta as propriedades de linearidade de uma conexão, conclui-se, facilmente, que B é aditiva

em X e Y .

Quanto à simetria, observemos que usando a simetria de ambas as conexõesr e �r, temos

B(X; Y ) = �r �X
�Y �rXY = (5.7)

= �r �Y
�X +

�
�X; �Y

�
+ �T ( �X; �Y )� (rYX + [X; Y ] + T (X; Y )) (5.8)

= �r �Y
�X �rYX + �T ( �X; �Y ) jN � T (X; Y ) +

�
�X; �Y

�
jM � [X; Y ]| {z }
= 0

(5.9)

= B(Y;X) + �T ( �X; �Y ) jN � T (X; Y ), (5.10)

= B(Y;X) + ( �T ( �X; �Y ) jN )? (5.11)

onde �T é a suposta torção de M e T é a torção induzida em N . Assim, se pudermos

garantir que

�T ( �X; �Y ) jN = T (X; Y ), (5.12)

garantiremos a simetria da segunda forma, isso é

B(X; Y ) = B(Y;X).

Nota 2 A simetria é importante para a auto-adjunção do operador Weingarten A�, que

de�niremos adiante. Lembremos que se A� é auto-adjunto, tem auto-valores reais, assim a

curvatura média H que é o seu traço, é real. Trivialmente poderiamos fazer

( �T ( �X; �Y ) jM )? = 0.

Mas esta não é a única opção. Veremos mais adiante que uma torção do tipo

�T (X; Y ) = �!(X)Y � �!(Y )X, (5.13)

conhecida como semi-simétrica, também satisfaz esta propriedade.
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Quanto à D(M)-bilinearidade de B, podemos dizer que para f 2 D(M).

B(fX; Y ) = fB(X;Y )

posto que

B(X; fY ) = �r �X
�f �Y �rX(fY ) =

= �f �r �X
�Y � frXY + �X( �f) jM Y �X(f)Y| {z }

= 0.

= fB(X; Y )

Similarmente, temos que B(X; fY ) = fB(X; Y ).

Agora podemos de�nir uma aplicação H�, a qual expressa o valor da projeção normal de

B(X; Y ) em p 2 N .

De�nição 31 Seja p 2 N e � 2 (TpN)
?. E � uma extensão local de normal a N A

aplicação H� : TpN � TpN ! R dada por

H�(X; Y ) = �g(B(X;Y ); �), X; Y 2 TpN (5.14)

é denominada de curvatura extrínseca de N .

Observemos que à aplicação bilinear H� que pode associar-se com uma aplicação linear

auto-adjunta A� : TpN ! TpN denominada aplicação de Weingarten na direção � de�nida

por

�g(A�(X); Y ) = H�(X; Y ) = �g(B(X; Y ); �)p: (5.15)

A proposição abaixo fornece uma expressão de A� em termos da derivada covariante da

normal N .

Proposição 12 Seja �Q a não-metricidade deM e N uma subvariedade deM , em um ponto

p 2 N com X 2 TpN e � 2 (TpN)?. Então, se �Q( �X; �Y ; �) jp = 0 temos que:

A�(X) = �( �r �X�)
>: (5.16)
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Demonstração: Sejam X,Y 2 TpM e �X, �Y extensões locais de X,Y , respectivamente,

e tangentes a M . Então, �g(�; �Y ) = 0, e, portanto,

�g(A�(X); Y ) = �g(B(X; Y ) jp ; �) = �g( �r �X
�Y �rXY; �) jp =

= �g( �r �X
�Y ; �) jp � �g(rXY; �)| {z }

=0

jp =

= �Q( �X; �Y ; �) jp + �X�g(Y; �| {z }) jp
=0

� �g( �Y ; �r �X�) jp =

= �Q( �X; �Y ; �) jp � �g( �Y ; �r �X�) jp = �Q( �X; �Y ; �) jp + �g(� �rX�; �Y ) jp

= �Q( �X; �Y ; �) jp + �g(�( �r �X�)
>; �Y );

para todo �Y 2 TpM .

Nota 3 Aqui notamos que para que o operador de Weingarten A tenha sua interpretação

geométrica convencional como variação do vetor normal, teremos que

�Q( �X; �Y ; �) jp = 0.

Isto acontece por exemplo nas imersões em variedades de Weyl que exploraremos mais

adiante, pois,

�Q( �X; �Y ; �) jp = !( �X)�g( �Y ; �) jp

= 0.

Observemos que, denotando ( �r �X�)
? por �r?

�X
�, e usando a aplicação de Weingarten A

podemos escrever

�r �X� = ( �r �X�)
> + ( �rX�)

?

= �A�(X) + �r?
X�.

Temos, assim, duas fórmulas que serão usadas a seguir:

I) �r �X
�Y = B(X; Y ) +rXY ; ( fórmula de Gauss)

2) �rX� = �A�(X) +r?
X�. ( fórmula de Weingarten)

A partir das fórmulas de Gauss e de Weingarten, podemos deduzir as equações funda-

mentais de uma imersão isométrica, denominadas de equações de Gauss, Codazzi e Ricci.

Encontraremos essas equações fundamentais mais adiante quando dissertarmos a respeito de

subvariedades em espaços de Weyl.
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5.1.3 Subvariedades totalmente umbílicas

Em uma variedade semi-riemanniana, uma subvariedade tem um ponto umbílico p se,

neste ponto p, a segunda forma fundamental é um múltiplo da primeira forma fundamental.

Uma subvariedade é chamada totalmente umbílica se todos os seus pontos são umbílicos.

De�nição 32 Um ponto p de M � �M é umbílico se existe um vetor normal k 2 Tp(M)
?

tal que

B(X; Y ) = g(X; Y )k; para todo X;Y 2 TM ,

onde k é chamado de vetor curvatura normal de M em p.

Uma subvariedade totalmente umbílica é totalmente geodésica para k = 0.

No caso de variedades Lorentzianas temos:

Lema 8 Sejam N � M uma subvariedade Lorentziana e totalmente umbílica. Toda geo-

désica do tipo luz de N é geodésica de M

Demonstração: Se tomarmos X(t) campo tangente ao uma geodésica do tipo luz em

M

B(X;X) = g(X;X)k = �rXX �rXX

como g(X;X) = 0 e também rXX = 0, então:

�rXX = 0.

No caso de subvariedades do tipo-tempo ou do tipo-espaço, o quadro não é diferente de

uma variedade riemanniana. Para a métricas Lorentziana, a fórmula B(X;X) = g(X;X)k

mostra que a subvariedade N encurva-se na direção de k nas direções do tipo-espaço, e

afasta-se k nas do tipo-tempo ou vise-versa dependendo de sua assinatura; nas direções do

tipo-luz teremos que B(X;X) = g(X;X)k = 0, assim subvariedades umbílicas do tipo-luz

são geodésicas [75].

5.1.4 Subvariedades totalmente geodésicas

Uma subvariedade N de uma variedade riemanniana M é dita ser totalmente geodésica

se cada geodésica partindo de um ponto p em N e tangente a N nesse ponto permanece

sempre contida em N .
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Em geral uma variedade semi-riemanniana genérica não admite qualquer subvariedade

desta natureza, exceto para as curvas (geodésicas). Subvariedades totalmente geodésicas só

aparecem em contextos especiais como as formas espaciais1 onde subvariedades totalmente

geodésicas são mais abundantes [76]. Outra circunstância onde subvariedades totalmente

geodésicas aparecem é nos produtos riemannianos: qualquer subvariedade bidimensional

que é o produto de uma linha geodésica horizontal, com uma linha geodésica vertical é uma

superfície totalmente geodésica. Portanto, há muitos deles. Por exemplo, o produto de duas

geodésicas periódicas será um 2�toro plano. Mas, nos produtos, também existem diferentes

subvariedades totalmente geodésicas: todas as horizontais e verticais [76] subvariedades:

M � fng e fmg �N em M �N .

Aqui a terminologia é dada pela seguinte proposição.

Proposição 13 Uma imersão i : N ! M é geodésica em p 2 N se, e só se, toda geodésica


 de N partindo de p é geodésica em p, é uma geodésica de M em p..

Prova [42]: Sejam 
(0) = p e 
0(0) = X. Sejam � uma extensão local, normal a N , de

um vetor normal � em p, e �X uma extensão local, tangente aM , de 
0(t). Como �g( �X; �) = 0,

obteremos em p,

H�(X;X) = g(A�(X); X) = ��g( �r �X�; �X)

= � �X�g(�;X) + �g(�; �r �X
�X) = �g(�; �r �X

�X).

Daí decorre que f é totalmente geodésica em p se, e só se, para todoX 2 TpN , a geodésica


 de N que é tangente a X em p satisfaz à condição: �r �X
�X(p) não tem componente normal.

Portanto, f é totalmente geodésica em p se e só se toda geodésica 
 de N partindo de p é

geodésica de M em p.

Podemos ainda ver que : toda geodésica 
 de N partindo de p é geodésica de M em p,

se, e só se, e a segunda forma fundamental B for nula em p.

Tomemos �
 vetor tangente ao longo de 
. Logo;

r�
�
 = 0. (5.17)

Por outra parte, podemos fazer

1As variedades completas com curvatura seccional constante são chamadas formas espaciais.
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B(�
; �
) = �r�
�
 �r�
�
 (5.18)

Como B é nula em p, B(�
; �
) tambem o será; portanto:

�r�
�
 = r�
�
 = 0. (5.19)

De�nição 33 Dizemos que N é uma subvariedade totalmente geodésica se é geodésica

em todos os seus pontos.

Resumidamente, uma subvariedade semi-riemanniana N de M é totalmente geodésica se

B = 0 para todo p 2 N . Então, uma subvariedade N totalmente geodésica é extrinsecamente

plana: observadores em M não percebem uma curvatura em N . Isto não é dizer que N é

intrinsecamente plana.
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Capítulo 6

Imersões em Espaços de Weyl

Agora que sabemos como funciona o mecanismo de imersão de subvariedades em geome-

tria riemanianas, pretendemos mostrar o roteiro inerente a obtenção das equações de Gauss,

Codazzi, Ricci para a imersão isométrica em variedades de Weyl. Este constitui um primeiro

passo para a consideração de teoremas de imersão que devem ser observados no caso da

formulação de uma teoria de branas ou matéria induzida em um bulk com geometria de

Weyl.

Historicamente, as imersões e submersões em espaços de Weyl começaram a ser explo-

radas em 1952 por V. Hlavatý [95], e mais tarde por H. Pedersen[96],[97]. Outros trabalhos

[99],[100], [98] exploram o tema, principalmente, interessados nas estruturas de Einsten-

Weyl. Em [6] os autores do trabalho abordam o tema com o seguinte questionamento: é

possível ter uma subvariedade riemanniana mergulhada em um bulk de Weyl?

6.1 Subvariedades em espaços de Weyl

Seja uma variedade de Weyl (M; [�g]; �r�!) e seja i : N ! M uma subvariedade imersa

de M . Então é possível trazer a estrutura conforme de M para N [97]. Seja g = i��g com

� : i�TM ! TN a projeção ortogonal. Obtemos a conexão sem torção r! em TN da

seguinte maneira

r!
XY � �( �r�!

�X
�Y ) com �X; �Y 2 TM e com ! = i��!. (6.1)

Proposição 14 Se �r�! é livre de torção e �!�compatível com a métrica �g, então, temos que

r! é sem torção e !�compatível com a métrica g.
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Prova: Comecemos com equação que exprime a condição de compatibilidade de Weyl,

equação (4.37):

�X�g( �Y ; �Z) = �g( �r�!
�X
�Y ; �Z) + �g( �Y ; �r�!

�X
�Z) + �!( �X)�g( �Y ; �Z), (6.2)

onde �X; �Y ; �Z 2 TM . Agora, suponhamos que �X; �Y ; �Z são extensões locais dos campos

X; Y; Z 2 TN . Então, em p 2M , tem-se

�g( �Y ; �Z) = g(Y; Z) e �!( �X) = !(X)

onde levamos em conta que g = i��g . Por outro lado, calculando separadamente cada

termo do lado direito da equação (6.2) em p, obtemos

�g( �r�!
�X
�Y ; �Z) = �g(�( �r�!

�X
�Y ) + ( �r�!

�X
�Y )?; �Z) + �g( �Y ; �( �r�!

�X
�Z) + ( �r�!

�X
�Z?)) + �!( �X)�g( �Y ; �Z)

= g(r!
XY; Z) + �g(Y;r!

XZ)) + !(X)g(Y; Z)

Portanto, teremos

r!
YX = rYX +

1

2
[!(X)Y + !(Y )X � g(X; Y )!]],

onde denotamos por r a conexão de Levi-Civita de g.

Chamamos (6.1) estrutura de Weyl induzida em N pela estrutura de Weyl r[g] de M .

Além disso, r! é compatível com a estrutura conforme [g] de N(que motiva a notação ) isto

é, satisfaz a invariância da equação

r!g = ! 
 g.

Podemos considerar agora a seguinte versão das fórmulas de Gauss e Weingarten para

imersões isométricas em variedades de Weyl.

�r�!
�X
�Y = ~B(X; Y ) +r!

XY , ( Fórmula de Gauss)

�r�!
�X �� = � ~A�(X) +r

�!?
X �. ( Fórmula de Weingarten)

Os objetos conformalmente invariantes ~B e ~A são relacionados aos seus "equivalentes"

riemannianos segunda forma fundamentalB eA o operador deWeingarten associados

a imersão isométrica i : (N; g)! (M; �g), pelas seguintes equações:
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~B(X; Y ) = �r�!
�X
�Y �r!

XY

= �rYX +
1

2
[�!(X)Y + �!(Y )X � �g(X; Y )�!]]�

�rYX � 1
2
[!(X)Y + !(Y )X � g(X; Y )!]]

= B(X;Y )� 1
2
g(X; Y )(�!])?,

onde B é segunda forma devido a conexão de Levi-Civita.

~B = B � 1
2
g 
 (�!])?.

Assim, N é totalmente umbílica se é umbílica com respeito a r.

Lembremos ainda que

�g( ~B(X; Y ); �) = g( ~A�(X); Y ).

Para subvariedades riemannianas temos que

H =
1

n
tr�gB, (n = dimN),

é o vetor de curvatura média com respeito a �g.

Consideremos a curvatura normal ~H de�nida como

~H =
1

n
trg ~B

=
1

n
(trgB)�

1

2
trg(!

])?

= H � 1
2
trg(!

])?.

Então, as condições ~B = 0 e ~H = 0 são invariantes por transformações de Weyl e

de�nem, respectivamente, as subvariedades de Weyl totalmente geodésicas e Weyl-mínimas.

Além disso, uma subvariedade de Weyl N é dita totalmente umbílica se

~B = g(X; Y )k ou B = 0.

Nesse contexto, temos que (r!)? é uma conexão no �brado normal TM? compatível

com a relação

r�!?�g? = �!? 
 �g?,
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onde �g? é a métrica de TM? induzida de �g.

A partir das fórmulas de Gauss e de Weingarten podemos deduzir as equações fundamen-

tais de uma imersão isométrica, denominadas de equações de Gauss, Codazzi e Ricci. Para

esse �m, tomemos X; Y; Z 2 TM . Então,

�r�!
X
�r�!
YZ =

�r�!
Xr!

YZ +
�r�!
X
~B(Y; Z) (6.3)

= r!
Xr!

YZ + ~B(X;r!
YZ)� ~A ~B(Y;Z)(X) +r�!?

X
~B(Y; Z),

onde a primeira igualdade segue da fórmula de Gauss e a segunda igualdade, das fórmulas

de Gauss e Weingarten.

Analogamente,

�r�!
Y
�r�!
XZ = r!

Yr!
XZ +

~B(Y;r!
XZ)� ~A ~B(X;Z)(Y ) +r�!?

Y
~B(X;Z). (6.4)

Novamente, da fórmula de Gauss segue

�r�!
[X;Y ]Z = r!

[X;Y ]Z +
~B([X;Y ]; Z). (6.5)

Subtraindo (6.4) e (6.5) de (6.3), obtemos

�R�!(X; Y )Z = R!(X; Y )Z � ~A ~B(Y;Z)(X)+ (6.6a)

+ ~A ~B(X;Z)(Y ) +r�!?
X
~B(Y; Z)� ~B(Y;r!

XZ) (6.6b)

� (r�!?
Y
~B(X;Z)� ~B(X;r!

YZ))� ~B([X;Y ]; Z). (6.6c)

onde denotamos por �R�! e R! os tensores de curvatura de M e N respectivamente.

Tomando as componentes tangenciais e normais de (6.6a), obtemos duas equações:

Equação de Gauss:

�g( �R�!(X; Y )Z;W ) = �g(R!(X; Y )Z;W )� �g( ~A ~B(Y;Z)(X);W )+ (6.7)

+ �g( ~A ~B(X;Z)(Y );W )

= �g(R!(X; Y )Z;W )� �g( ~B(X;W ); ~B(Y; Z))+

+ �g( ~B(Y;W ); ~B(X;Z)).

para W 2 T (N).

Equação de Codazzi:
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A segunda forma fundamental pode ser considerada como um tensor

~B : TM � TM � TM? ! D(M),

de�nido por

~B(X; Y; �) = �g( ~B(X; Y ); �).

Para uma conexão de Weyl, sua derivada covariante é dada por

( �r�!
X
~B)(Y; Z; �) = X( ~B(Y; Z; �))� ~B(r!

XY; Z; �)� ~B(Y;r!
XZ; �)� ~B(Y; Z;r�!?

X �)

Primeiramente podemos notar que

( �r�!
X
~B)(Y; Z; �) = X( ~B(Y; Z; �))� ~B(r!

XY; Z; �)� ~B(Y;r!
XZ; �)� ~B(Y; Z;r�!?

X �)

= �g(r�!?
X
~B(Y; Z); �)� !(X)�g( ~B(Y; Z); �)� ~B(r!

XY; Z; �)� ~B(Y;r!
XZ; �),

onde � 2 (TM)?.

Tomando a parte normal da equação (6.6a), temos

�g( �R�!(X; Y )Z); �) = �g(r�!?
X
~B(Y; Z); �)� �g( ~B(Y;r!

XZ); �)� (�g(r�!?
Y
~B(X;Z); �)�

� �g( ~B(X;r!
YZ); �))� �g( ~B([X; Y ]; Z); �)

= �g(r�!?
X
~B(Y; Z); �)� �g( ~B(Y;r!

XZ); �)� �g( ~B(r!
XY; Z); �)� �g(r�!?

Y
~B(X;Z); �)+

+ �g( ~B(X;r!
YZ); �) + �g( ~B(r!

YX;Z); �)

�g( �R�!(X; Y )Z); �) = (r!
YB)(X;Z; �)� (r!

XB)(Y; Z; �) + !(X)B(Y; Z)� !(X)B(Y; Z).

Equação de Ricci

Para obter a equação de Ricci, temos

�R�!(X; Y )� = �r�!
X
�r�!
Y � � �r�!

Y
�r�!
X� � �r�!

[X;Y ]�

= �r�!
X(
�r�!?
Y � � ~A�Y )� �r�!

Y (
�r�!?
X � � ~A�X)

� �r�!?
[X;Y ]� + ~A�[X; Y ]

= �R�!?(X; Y )� � ~A �r�!?
Y �X �r!

X(
~A�Y )� ~B( ~A�Y;X)

� ~A �r�!?
X �Y +r!

Y ( ~A�X) + ~B( ~A�X; Y ) + ~A�[X; Y ]
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Multiplicando a expressão por � 2 (TM)?, observando que �g( ~B(X;Y ); �) = g( ~A�X; Y )

e g( ~A�X; Y ) = g(X; ~A�Y ), obtemos

�g( �R�!(X; Y )�; �) = �g(R!(X; Y )�; �)� �g( ~B( ~A�Y;X); �)

+ �g( ~B(Y; ~A�X); �)

= �g(R!(X; Y )�; �)� �g( ~A� ~A�Y;X)

+ �g( ~A� ~A�Y;X)

= �g(R!(X; Y )�; �) + �g([ ~A�; ~A�]Y;X).
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Capítulo 7

Subvariedades com conexão

semi-simétrica

K. Yano [83] mostrou que em uma variedade riemanniana com conexão semi-simétrica o

tensor curvatura anula-se se, e somente se, variedade for conformalmente plana. Mais tarde,

T. Imai [101],[102] estudou algumas propriedades de hipersuperfícies em uma variedade rie-

manniana com conexão semi-simétrica, e também as equações de Gauss-Codazzi com relação

à conexão semi-simétrica induzida na hipersuperfície. O objetivo deste capítulo é mostrar

um exemplo de imersão em um espaço com torção e também mostar o roteiro de obtenção

das equações de Gauss e Codazzi para uma subvariedade Nn imersa em uma variedade de

Riemann-Cartan M (n+p) com conexão semi-simétrica.

Como já �zemos uma exposição das imersões isométricas e da conexão semi-simétrica,

usaremos tudo que já expomos nos capítulos anteriores, fazendo algumas ressalvas quando

necessário.

Seja Nn é uma variedade semi-riemanniana isometricamente imersa em uma variedade

semi-riemanniana M (n+p).

A conexão semi-simétrica �r� de M induz em N uma conexão r� dada por

�r�
�X
�Y = ~B(X; Y ) +r�

XY , com � = i�� e g = i��g, (7.1)

onde X;Y 2 T (N _) e ~B é a segunda forma fundamental em relação a conexão semi-

simétrica de M .
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Como

~B(X; Y ) = �r�
�X
�Y �r�

XY (7.2)

= �r �X
�Y + �( �Y ) �X � �g( �X; �Y )�] � (rXY + �(Y )X � g(X; Y )�])

= B(X;Y )� g(X; Y )(�])?.

Aqui notamos que o termo correspondente à contribuição da conexão semi-simétrica é de

natureza umbílica. Vamos mostrar agora que ~B é simétrica. Para isso precisamos mostrar

que a torção semi-simétrica satisfaz (5.12), isto é,

�T ( �X; �Y ) jN = T (X; Y ).

Pela de�nição (4.60) temos

�T ( �X; �Y ) jN = (�( �X) �Y � �( �Y ) �X) jN = �(X)Y � �(Y )X = T (X; Y ) em N (7.3)

Aqui usamos os seguintes fatos

�( �X) = �g( �X; �]) jN = g(X; (�])?) = g(X; �]). e que �Y , �X são extensões de X; Y 2 T (N _).

Proposição 15 A conexão induzida em uma subvariedade de uma variedade de Riemann-

Cartan, com conexão de semi-simétrica, também é uma conexão semi-simétrica.

A prova desta proposição é veri�cada da mesma maneira que a conexão induzida da

estrutura de Weyl.

A equação de Weingarten (com respeito a r�) é dada por

r�
X� = � ~A�(X) +r�?

X �, onde X 2 T (N). (7.4)

Com ~B(X; Y ) = g( ~A�(X); Y )

De forma análoga aos casos riemanniano e de Weyl, a curvatura normal com respeito a

conexão r� é dada por

~H =
1

n
trg ~B.

De (7.2) temos

~H = H � 1
2
trg(�

])? (7.5)

Proposição 16 A curvatura média normal ~H de N com respeito à conexão semi-simétrica

coincide com H se, e somente se, o campo vetorial �] é tangente a N .
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Este resultado decorre de (7.5).

Proposição 17 Uma subvariedade N de uma variedade semi-simétricaM é totalmente um-

bílica se, e somente se, é totalmente umbílica com relação à conexão de Levi-Civita r de

M .

Prova: Como ~B(X;Y ) já é umbílica da parte que depende da 1�forma �, basta que

B(X;Y ) seja umbílica ou geodésica, para que a proposição acima seja verdadeira.

7.1 Equações fundamentais

Para uma variedade de Riemann-Cartan, com uma torção que satisfaça a condição (5.12),

podemos usar as fórmulas de Gauss e Weingarten para deduzir as equações fundamentais de

uma imersão isométrica levando em conta a torção.

Sejam X;Y; Z 2 TN , então

�r �T
X
�r �T
YZ =

�r �T
XrT

YZ +
�r �T
X
~B(Y; Z) (7.6)

= rT
XrT

YZ + ~B(X;rT
YZ)� ~A ~B(Y;Z)(X) +D?

X
~B(Y; Z),

onde a primeira igualdade segue da fórmula de Gauss e a segunda igualdade combinamos,

Gauss e Weingarten.

Analogamente:

�r �T
Y
�r �T
XZ = rT

YrT
XZ +

~B(Y;rT
XZ)� ~A ~B(X;Z)(Y ) +D?

Y
~B(X;Z). (7.7)

Novamente da fórmula de Gauss segue:

�r �T
[X;Y ]Z = rT

[X;Y ]Z +
~B([X;Y ]; Z). (7.8)

Subtraindo (7.7) e (7.8) de (7.6) obtemos

�R
�T (X; Y )Z = RT (X; Y )Z � ~A ~B(Y;Z)(X) +

~A ~B(X;Z)(Y ) +D?
X
~B(Y; Z)� ~B(Y;rT

XZ)�

�(D?
Y
~B(X;Z)� ~B(X;rT

YZ))� ~B([X; Y ]; Z),

onde ~A e ~B são, respectivamente a segunda forma e o operador de Weingarten em relação

à conexão com torção, e estamos denotando por �R �T e RT os tensores de curvatura de M e

N , respectivamente.
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Temos, ainda,

�R
�T (X; Y )Z = RT (X; Y )Z � ~A ~B(Y;Z)(X) +

~A ~B(X;Z)(Y ) +D?
X
~B(Y; Z)� ~B(Y;rT

XZ)� (D?
Y
~B(X;Z)�

(7.9)

~B(X;rT
YZ))� ~B(rXY �rYX � T (X; Y ); Z)

= RT (X; Y )Z � ~A ~B(Y;Z)(X) +
~A ~B(X;Z)(Y ) + (D

?
X
~B(Y; Z)� ~B(rT

XY; Z)� ~B(Y;rT
XZ))�

(D?
Y
~B(X;Z)� ~B(X;rT

YZ)� ~B(rT
YX;Z)) + ~B(T (X; Y ); Z).

Tomando as componentes tangenciais e normais de (7.9), obtemos duas equações:

� Equação de Gauss:

�g( �R
�T (X;Y )Z;W ) = �g(RT (X;Y )Z;W )� �g( ~A ~B(Y;Z)(X);W ) + �g(

~A ~B(X;Z)(Y );W ) (7.10)

para W 2 TN .

� Equação de Codazzi:

( �R
�T (X;Y )Z)? = (rT

X
~B)(Y; Z)� (rT

X
~B)(Y; Z) + ~B(T (X; Y ); Z). (7.11)

Notamos que D? é uma conexão com torção no �brado normal TM?.

Agora particularizemos para uma conexão semi-simétrica, tal que �r� e r� sejam as

conexões de M e N , respectivamente. Os tensores de curvatura de �r� e r� são de�nidos,

respectivamente, por

�R�( �X; �Y ) �Z = �r�
�Xr

�
�Y
�Z � �r�

�Yr
�
�X
�Z � �r�

[ �X; �Y ]
�Z,

R�(X; Y )Z = r�
�Xr

�
�YZ �r

�
�Yr

�
�XZ �r

�
[X;Y ]Z.

Em seguida, a partir de (7.10), obtemos a equação de Gauss em relação a �r� e r� :

�R�(W;Z;X; Y ) = R�(W;Z;X; Y ) + f ~B(X;Z) ~B(Y;W )� ~B(Y; Z) ~B(X;W )g, (7.12)

com W;Z;X; Y 2 TM . A partir de (7.11) obtemos a equação de Codazzi em relação a

�r� e r�:



78

�R�(�; Z;X; Y ) = (r�
�X
~B)(Y; Z)� (r�

Y
~B)(X;Z) + ~B(�(Y )X � �(X)Y; Z),

para X; Y; Z 2 T (N).

Agora, vamos supor que M é uma variedade de Rieman-Cartan semi-simétrica confor-

malmente plana, e que N é uma subvariedade totalmente umbílica. Então, podemos assumir

que �R� = 0 [83], e também que ~B = gk, onde k é o campo de curvatura normal. Em seguida,

a partir de (7.12) obtemos

R�(W;Z;X; Y ) = fg(Y; Z)g(X;W )� g(X;Z)g(Y;W )g jkj2 ,

o que implica que N é conformalmente plana (n > 3) [101].

Assim, em uma variedade Riemann-Cartan semi-simétrica podemos dizer:

Proposição 18 Uma subvariedade totalmente umbílica imersa em uma variedade Rieman-

Cartan semi-simétrica, conformalmente plana, é também conformalmente plana.[102]
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Capítulo 8

EPD com estrutura de Weyl

O conceito de espaços produtos distorcidos (EPD) foi de�nido por O�Neill e Bishop em

1969, onde foi utilizado na construção de variedades riemannianas com curvatura seccional

negativa [105]. Na Física, esse "cenário" tornou-se muito popular na construção de modelos

como os de Randall-Sundrum[27] e supergravidade [106]. De fato, na literatura de dimen-

sões superiores, pode ser encontrado um grande número de trabalhos que ultilizam (EPD),

como por exemplo [107][108][109] onde, é estudado o con�namento geodésico em hipersuper-

fícies, ou ainda, para mostrar como é possível gerar a aceleração cosmológica [110]. Convém

ainda mencionar, que o estudo de espaço-tempo do tipo (EPD) é de grande interesse na

relatividade geral, pois eles compreendem um amplo conjunto de soluções exatas para as

equações de campo de Einstein, tais como: Bertotti-Robinson, Robertson-Walker, Schwarz-

schild, Reissner-Nordstrom, de Sitter, etc [9].

Em [111] os autores estudam o con�namento de geodésicas em hipersuperfícies para um

(EPD) fM4 � R com estrutura de Weyl integrável. Convém ainda mencionar, o trabalho

pioneiro de Paul Gauduchon, de 1995, que explora variedades do tipo S1�S2 [112]. Um dos

objetivos deste capítulo é a extensão dos principais resultados encontrados por [113] para

um (EPD) n�dimensional, agora para (EPD) com estrutura de Weyl.

Antes de tudo, vamos apresentar alguns dos fundamentos da teoria de espaços produtos.

Em primeira instância, trataremos aqui de saber, se o produto cartesiano de duas ou mais

variedades diferenciáveis é, por sua vez, uma variedade diferenciável. Iniciemos por analisar

a seguinte proposição:

Proposição 19 Sejam M1 e M2 duas variedades diferenciáveis, e A = f(U�; '�)g e B =
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f(V�;  �)g seus respectivos atlases. Temos que M1 �M2 é uma variedade, com atlas dado

por A�B = f(U� � V�; '� �  �)g

Tal resultado decorre imediatamente do fato do produto cartesiano de conjuntos abertos

de um espaço euclidiano ser um conjunto aberto, e do produto cartesiano de aplicações

diferenciáveis ser diferenciável. Com efeito, chamemos por variedade-produto a variedade

resultante do produto de uma ou mais variedades, nas condições do enunciado da proposição

acima.

Utilizando um sistema de coordenadas do produto em (p; q) 2 M1 �M2 com p 2 M1 e

q 2M2, não é difícil conferir que:

(a) As projeções naturais:

� :M1 �M2 !M1 enviando (p; q) para p,

� :M1 �M2 !M2 enviando (p; q) para q;

são submersões.

(b) Para cada (p; q) 2M1 �M2 �xo, as folhas

M1 � q = f(r; q) 2M1 �M2 : r 2M1g, folha vertical,

p�M2 = f(p; b) 2M1 �M2 : b 2M2g, folha horizontal,

são subvariedades de M1 �M2.

(c) Para cada (p; q)

�
��
(M1�q) é um difeomor�smo de M1 � q em M1,

�
��
(p�M2) é um difeomor�smo de p�M2 em M2.
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(d) Os espaços tangentes

T(p;q)M1 � T(p;q)(M1 � q) e T(p;q)M2 � T(p;q)(p�M2),

são subespaços do espaço tangente de M1 �M2 em (p; q).

Lema 9 T(p;q)(M1�M2) é a soma direta dos subespaços T(p;q)M1 e T(p;q)M2. Isso quer dizer

que cada elemento z de T(p;q)(M1 �M2) tem uma expressão única, tal que:

z = u+ v onde u 2 T(p;q)M1 e v 2 T(p;q)M1:

Prova: Como � jp�M2 é constante, d�(p;q) : T(p;q)M2 ! Tp(M1) é uma aplicação nula.

Entretanto, d�(p;q) : T(p;q)(M1) é um isomor�smo de T(p;q)M1 em Tp(M1). Assim T(p;q)(M1)\

T(p;q)(M2) = ?. Segue, então, que, como T(p;q)(M1) de dimensão m e T(p;q)(M2) de dimensão

n são subespaços de T(p;q)(M1 �M2) de dimensão m+ n, então:

T(p;q)(M1 �M2) = TpM1 � TqM2.

De�nição 34 Se f 2 D(M1), o levantamento de f para M1 �M2 é:

~f = f � � 2 D(M1 �M2).

De�nição 35 Se v 2 TpM1 e q 2 M2, então, o levantamento ~v de v em p para (p; q) é o

único vetor em T(p;q)M1 tal que

d�(~v) = v.

De�nição 36 Se X 2 L(M1) é o levantamento de X para L(M1 �M2), o campo vetorial

~X é denominado levantamento vertical de X, cujo valor em cada (p; q) é o levantamento

de Xp para (p; q). Assim, o levantamento de X 2 L(M1) para M1�M2 é o único elemento

de L(M1 �M2) que se ��relaciona com X e se ��relaciona com o campo vetorial nulo em

M2.

De�nição 37 Se V 2 L(M2), o levantamento de V para M1 �M2 é o campo vetorial ~V

denominado levantamento horizonatal de V , cujo valor em cada (p; q) é o levantamento

de Vq para (p; q). Assim o levantamento de V 2 L(M2) para M1 �M2 é o único elemento

de L(M1 �M2) que se ��relaciona com V e se ��relaciona com o campo vetorial nulo em

M1.
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Denominaremos por L(M1) o conjunto dos levantamentos horizontais e por L(M2) o

conjunto dos levantamento verticais.

Corolário 3 Se ~X; ~Y 2 L(M1), então, [ ~X; ~Y ] = [̂X; Y ] 2 L(M1), e similarmente para

L(M2).

Se ~X 2 L(M1) e ~V 2 L(M2), o [ ~X; ~V ] = [X;V ] = 0.

Prova: (1) decorre diretamente da linearidade da operação levantamento (~). Enquanto

que (2), pode ser facilmente demonstrada usando-se uma base coordenada.

Como pretendemos que estes resultados sejam aplicados a teorias do tipo Kaluza-Klein

não-compactas, adotaremos o seguinte esquema:

Dadas duas variedades (uma riemanniana e uma lorentziana ) (M1; g1) e (M2; g2) e dada

uma função suave f : M1 ! R ( doravante chamada de função de distorção), pode-se

construir uma variedade de Lorentziana (M; g), de�ninida como M = M1 � M2, e g =

g1 � efg2.

Chamamos (M; g) um espaço produto distorcido e o denotamos por M � M1 �f M2. O

caso em que dimM = 4 (M; g) é um espaço-tempo ordinário, e, portanto, é chamado de

"espaço-tempo produto distorcido"(ou simplesmente espaço-tempo distorcido).

1. De�nição 38 Sejam (M1; g1) e (M2; g2) variedades com métricas semi-riemannianas e

f : M1 ! R uma função suave e diferenciável. A variedade produto M = M1� fM2 é um

produto distorcido se estiver munida da seguinte métrica:

g(u; v)(p;q) = g1(d�(u); d�(v))p + efg2(d�(u); d�(v))q (8.1)

para todo (p; q) 2M1 �M2, u; v 2 T(p;q)(M1 �M2).

Aqui chamaremosM2 de base deM , eM1, de �bra. Objetivamos apresentar a geometria

de M em termos da função de distorção F e as geometrias de M1 e M2.

Como no caso de um produto semi-riemanniano, é facil ver que as folhas horizontais

p�M2 = ��1(p) e as folhas verticais M1� q = ��1(q) são subvariedades semi-riemannianas

de M .

A métrica distorcida é caracterizada por:

(1) Para cada q 2M2, a aplicação �
��
(M1�q) é uma isometria em M1.
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Figura 8.1: Espaço produto distorcido.

(2) Para cada p 2M1, a aplicação �
��
(p�M2) é uma homotetia1 positiva em M2.

(3) Para cada (p; q) 2M , a �bra M1 � q e a folha p�M2 são ortogonais em (p; q).

Os campos tangentes às folhas horizontais (ou bases) p�M2 são denominados horizontais;

os campos tangentes às folhas verticais M1 � q ( ou �bras) são denominados verticais.

Denotamos por T v(M) e Th(M) os conjuntos dos campos vetoriais tangentes aM respec-

tivamente, horizontais e verticais. Imediatamente, temos que T v(M) e Th(M) são subespaços

de TM e que vale a soma direta ortogonal

TM = T v(M)� Th(M).

Assim, fazendo uso da notação da teoria de submersões riemannianas[114], as equações

fundamentais serão de�nidas por meio das projeções verticais e horizontais:

v : TM ! T v(M) e h : TM ! Th(M).

Se E 2 TpM , denotamos, respectivamente, por v(E) e h(E) as projeções ortogonais de

E.

Lembremos a noção de levantamento de um campo vetorial em M1 e M2 para M1 �

M2, onde os conjuntos de todos os levantamentos são denotados por L(M1) (verticais) e

1Homotetia signi�ca ampliação(positiva) ou redução(negativa) das distâncias dos pontos de um espaço
em relação a um ponto �xo.
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L(M2) (horizontais). Por simplicidade, utilizamos a mesma notação para um campo vetorial

e seu levantamento.

A relação do produto distorcido com a �bra M1 é quase tão simples quanto no caso do

produto semi-riemanniano; todavia, a relação com a base M2 geralmente envolve a função

de distorção.

Veremos, agora, como se dão as relações entre as geometrias das folhas horizontas e

verticais, quando M possui uma estrutura de Weyl. Aqui adotaremos a seguinte notação:

Seja ! o campo de Weyl de M , então;

� = v(!) 2 L(M1) e � = h(!) 2 L(M2). Como f :M1 ! R então grad f 2 L(M1)

Proposição 20 Seja (M; g;r!) com rg = �2! 
 g, uma variedade de Weyl, tal que :

M =M1 �f M2. Se X; Y 2 L(M1), e V ,W 2 L(M2). Então, temos o seguinte:

(1) v(r!
XY ) 2 L(M1) é o levantamento de r�

XY em M1,

(2) h(r!
XY ) = B1(X; Y ) = �g(X; Y )�],

(3) r!
XV = r!

VX = g(1
2
grad f + �]; X)V + g(�]; V )X,

(4) h(r!
VW ) 2 L(M2) é o levantamento de r�

VW em M2,

(5) h(rVW ) = B2(V;W ) = �g(W;V )(1
2
grad f + �]) em M2.

Neste ponto, chamemos a atenção de que (1) e (4) seguem das conexões induzidas pela

estrutura de Weyl de (M; g;r!). Esse problema foi discutido anteriormente no capítulo

sobre imersões em espaços de Weyl.

Para demonstrar (2) consideremos a fórmula de Koszul para a conexão de Weyl

2g(Z;r!
YX) = Xg(Y; Z) + Y g(Z;X)� Zg(X;Y ) + 2[!(X)g(Y; Z) + !(Y )g(Z;X)�

� !(Z)g(X; Y )]� [g([X;Z]; Y ) + g([X; Y ]; Z) + g([Y; Z]; X)];

Introduzindo os campos básicos X; Y 2 L(M1), e V ,W 2 L(M2), temos
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2g(V;r!
YX) = Xg(Y; V ) + Y g(V;X)� V g(X;Y ) + !(X)g(Y; V ) + !(Y )g(V;X)�

� !(V )g(X;Y )� g([X;V ]; Y ) + g([X; Y ]; V ) + g([Y; V ]; X)];

Como para o produto de variedades temos [X;V ] = 0, quando X 2 L(M1), e V 2 L(M2)

e devido a (8.1), temos que V g(X; Y ) = V g1(X; Y ) = 0. Teremos, portanto,

2g(V;r!
YX) = �2!(V )g(X; Y )

= �g(!]; V )g(X; Y ).

Assim,

v(r!
YX) = B1(X; Y ) = �g(X; Y )�].

A demonstração de (3), segue em duas partes. Primeiro, calculemos a parte vertical:

2g(Y;r!
XV ) = V g(X; Y ) +Xg(Y; V )� Y g(V;X) + 2(!(V )g(X;Y ) + !(X)g(Y; V )�

� !(Y )g(V;X))� g([V; Y ]; X) + g([V;X]; Y ) + g([X; Y ]; V )].

Daí segue que

g(Y;r!
XV ) = g(!(V )X; Y ),

e, assim

v(r!
XV ) = !(V )X = g(!]; V )X.

Agora, calculemos a parte horizontal:

2g(W;r!
XV ) = V g(X;W ) +Xg(W;V )�Wg(V;X) + 2(!(V )g(X;W ) + !(X)g(W;V )�

� !(W )g(V;X))� g([V;W ]; X) + g([V;X];W ) + g([X;W ]; V )].

Temos, então,
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2g(r!
XV;W ) = X(g(V;W )) + 2g(!(X)V;W )

= X(efg2(V;W )) + 2g(g(!
]; X)V;W ))

= g(grad f;X)g(V;W ) + 2g(g(!]; X)V;W ))

= g((g(grad f + !]; X)V;W ),

assim,

h(r!
XV ) = g(

1

2
grad f + !]; X)V .

Portanto,

r!
XV = g(grad f + !]; X)V + g(!]; V )X.

Para mostrar a simetria, basta considerar que [X;V ] = 0. Logo

r!
XV = r!

VX = g(
1

2
grad f + !]; X)V + g(!]; V )X.

Para demonstrar (5) façamos

2g(rWV;X) =Wg(V;X) + V g(X;W )�Xg(W;V ) + g([W;V ]; X) + g([X;W ]; V )�

� g([V;X];W ]) + 2(!(W )g(V;X) + !(V )g(X;W )� !(X)g(W;V ))

= �Xg(W;V )� 2!(X)g(W;V )

= �g(W;V )(grad f;X) + 2g(!]; X)g(W;V )

= �g(g(W;V ) grad f;X) + g(2g(W;V )!]; X)

= �g(g(W;V )(grad f + 2!]; X).

Portanto,

v(rWV ) = B2(W;V ) = �g(W;V )(1
2
grad f + �]).

Corolário 4 Seja um espaço produto distorcido com estrutura de Weyl (M1 �f M2;r!),

com p 2M1 e q 2M2. As folhas M1 � q e p�M2 são totalmente umbílicas.

Podemos associar os operadores de Weingarten

r!
XU = �A1U(X) + h(r!

XU).

r!
UX = �A2X(U) + v(r!

UX).
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Podemos ainda calcular sua forma explícita, dado o resultado (3) da proposição acima.

Assim,

A1U(X) = �v(r!
XU) = �g(�]; V )X,

A2X(U) = �h(r!
UX) = g(

1

2
grad f + �]; X)U .

Ou, ainda, como múltiplos da identidade, temos

A1U = �g(�]; V ):I e A2X = g(
1

2
grad f + �]; X):I.

8.1 Geodésicas em EPD com estrutura de Weyl

Se 
 é uma curva em (M1 �f M2;r!), ela pode ser decomposta em 
(�) = (�(�); �(�)),

onde � e � são as projeções em M1 e M2, respectivamente. Procuraremos as condições para

que 
 seja uma geodésica (auto-paralela) em M . Assim, enunciemos a seguinte proposição.

Proposição 21 Uma curva 
 = (�; �) em (M1 �f M2;r!) é uma geodésica se, e somente

se,

(1) �00 = g(�0; �0)(1
2
grad f + �])� 2g(�]; �0)�0, em M1;

(2) �00 = g(�0; �0)�] � g(grad f + 2�]; �0)�0 em M2.

Prova:

O resultado é de carácter local, e assim, basta tomar um intervalo na vizinhança de

p 2M .

Notemos que se 
(p) não é nem horizontal, nem vertical, então, sendo (�; �) curvas

regulares, podemos supor que � é uma curva integral de X em M1 e � é uma curva integral

de V emM2. Com X 2 L(M1) e V 2 L(M2), 
 é uma curva integral de 
0 = X+V , Assim,


00 = r!

0


0 = r!
X+V (X + V ) = r!

XX +r!
XV +r!

VX +r!
V V

Evidentemente 
00 = 0 se, e somente se, h(
00) = 0 e v(
00) = 0 isto é,

r�
XX +B2(V; V ) + 2v(r!

VX) = 0.



88

r�
V V +B1(X;X) + 2h(rVX) = 0.

Assim, pela proposição anterior, temos

r�
XX = g(V; V )(

1

2
grad f + �])� 2g(�]; V )X

= g(�0; �0)(
1

2
grad f + �])� 2g(�]; �0)�0.

E ainda

r�
V V = �B1(X;X)� 2h( �rVX)

= g(�0; �0)�] � g(grad f + 2�]; �0)�0.

Podemos fazer algumas suposições para saber quando as curvas � e � serão geodésicas

em M1 e M2; Assim,

(1) Para a curva vertical, �, podemos ainda constatar que

�00 = g(�0; �0)(
1

2
grad f + �])� 2g(�]; �0)�0.

A parte �2g(�]; �0)�0 pode ser retirada por uma reparametrização, de acordo com

(4.11). Todavia a parte g(�0; �0)(1
2
grad f + �]) não é absorvida pela reparametrização,

e, não se anula, a menos que

�] = �1
2
grad f , ou g(�0; �0) = 0.

Assim, teríamos que, ou a parte vertical do campo de Weyl seria integrável; nesse caso,

devido ao resultado da proposição acima, teríamos que as folhas horizontaisM2 seriam

geodésicas, pois

B2(V;W ) = �g(W;V )(1
2
grad f + �]) = 0,

ou �0 seria do tipo luz.

Assim, reparametrizando e impondo as condições acima, teríamos

�00 = 0.
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(2) Para o caso de � teríamos

�00 = g(�0; �0)�] � g(grad f + 2�]; �0)�0,

O termo �g(grad f + 2�]; �0)�0 anula-se pela mesma condição de integrabilidade im-

posta a �]. Todavia, o termo g(�0; �0)�] só se anula quando !] é vertical, isso é, �] é

um vetorial nulo; nesse caso, teríamos que as folhas verticais seriam geodésicas.

8.2 Curvatura em espaços produtos distorcidos

Neste seção, vamos expressar a curvatura de (M1 �f M2;r!) de f , do campo de Weyl

! (componentes do �; �) e das curvaturas de M1 e M2. Para auxiliar neste cálculo, faremos

uso (com algumas adaptações) das equações fundamentais de Gauss, Codazzi e Ricci, que já

apresentamos anteriormente em duas ocasiões distintas.

(a) equações de Gauss(6.7):

g(R!(X; Y )Z;Z 0) = (R�(X; Y )Z;Z 0)� g(B1(X;Z 0); B1(Y; Z))+

+ g(B1(X;Z); B1(Y; Z 0)),

e

g(R!(U; V )W;W 0) = g(R�(U; V )W;W 0)� g(B2(U;W 0); B2(V;W ))+

+ g(B2(U;W ); B2(V;W 0)).

(b) equações de Codazzi

g(R!(X; Y )Z); V ) = �2[(rYB
1)(X;Z; V )� (rXB

1)(Y; Z; V )�

� !(Y )g(B1(X;Z); V )� !(X)g(B1(Y; Z); V )],

g(R!(U; V );W;X) = �2[(rVB
2)(U;W;X)� (rUB

2)(V;W;X)+

+ !(V )g(B2(U;W ); X)� !(U)g(B2(V;W ); X)].
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(c) equação de Ricci

g(R!(X; Y )U; V ) = g(R�(X; Y )U; V ) + g([A1U ; A
1
V ]X;Y ),

g(R!(U; V )X; Y ) = g(R�(U; V )X;Y ) + g([A2X ; A
2
Y ]U; V ).

Após as devidas substituições e cálculo direto, temos

�

g(R!(X; Y )Z;Z 0) = g(R�(X;Y )Z;Z 0) + g(�]; �])fg(X;Z)g(Y; Z 0)� g(X;Z 0)g(Y; Z))g

�

g(R!(U; V )W;W 0) = g(R�(U; V )W;W 0) + g((
1

2
grad f + �]); (

1

2
grad f + �]))f(g(U;W )g(V;W 0)

� g(U;W 0)g(V;W ))g,

�

g(R!(X; Y )Z; V ) = !(V )

�
g(X;

1

2
grad f + �])g(Y; Z)� g(Y;

1

2
grad f + �])g(X;Z)

�
,

�

g(R!(U; V )W;X) = �f!(U)g(V;W )� !(V )g(U;W )g g(X; 1
2
grad f + �]),

�

g(R!(X; Y )U; V ) = �2d!(X; Y )g(U; V ).

�

g(R!(U; V )X; Y ) = �2d!(U; V )g(X; Y ).

Agora, que estamos de posse das componentes

R!(X; Y; Z; Z 0); R!(U; V;W;W 0); R!(X; Y; Z; V );

R!(U; V;W;X); R!(X; Y; U; V ); R!(U; V;X; Y );

calcularemos as demais. Podemos lançar mão da seguinte propriedade do tensor de

Rimann na geometria de Weyl:

R!(A;B;C;D) +R!(A;B;D;C) = �4d!(A;B)g(C;D),

o que nos permite calcular as curvaturas abaixo:
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�

g(R!(X; Y )V; Z) = �g(R!(X; Y )Z; V ) = �!(V )fg(X; 1
2
grad f � �])g(Y; Z)�

� g(Y;
1

2
grad f � �])g(X;Z)g;

g(R!(U; V )X;W ) = f!(U)g(V;W )� !(V )g(U;W )g (g(X; 1
2
grad f + �])).

Continuando, temos que

�

g(R!(X;V )Y; Z) = !(V )fg(X; Y )g(Z; 1
2
grad f + �]) + g(X;Z)g(Y;

1

2
grad f + �])�

� g(X; grad f)g(Y; Z)g.

E ainda

�

g(R!(V;X)Y; Z) = �g(R(X;V )Y; Z),

�

g(R!(X;U)Y; V ) = �H!
f (X; Y )g(U; V )� g(X; Y )[(r!

U!)(V ) + !(U)!(V )]�

� g(U; V )[(r!
X!)(Y ) + !(X)!(Y ) +X(f)!(Y ) + Y (f)!(X)]�

� g(X;Y )g(U; V )[!(grad f) + g(!]; !])],

onde H�
f (X;Y ) é o Hessiano de f com a conexão de Weyl.

Proposição 22 Seja (M1�fM2;r!) um (EPD) com estrutura de Weyl, e R! sua curvatura

com relaçao à conexão de Weyl. Se X; Y; Z;2 L(M1) e U; V;W 2 L(M2), então:

1. R!(X; Y )Z = R�(X; Y )Z�
���]��2 fg(X;Z)Y �g(Y; Z)Xg+fg(1

2
grad f+�]; X)g(Y; Z)�

�g(1
2
grad f + �]; Y )g(X;Z)g�].

2. R!(U; V )W = R�(U; V )W�
��1
2
grad f + �]

��2 fg(U; V )W�g(V;W )Ug�fg(�]; U)g(V;W )
�g(�]; V )g(U;W )g(1

2
grad f + �]).
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3. R!(V;X)Y = H�
f (X; Y )V + g(X;Y )fv(r!

V !
])�!(V )�]g+f(r!

X!)(Y )+!(X)!(Y )+

X(f)!(Y )+

+Y (f)!(X) + !(grad f) + g(!]; !])gV .

A prova desta proposição decorre dos cálculos anteriores.
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Capítulo 9

Con�namento de geodésicas em

hipersuperfícies em Riemann-Cartan

A investigação detalhada do comportamento qualitativo das soluções para o sistema

referente ao movimento geodésico em (EPD) foi realizado nos casos em que o bulk é penta-

dimensional em geometria riemanniana em [10][109], em geometria de Weyl em [6]. Aqui,

vamos voltar nossa atenção para o caso em que o bulk é uma variedade de Riemann-Cartan,

ou seja, dotado de torção. Uma das motivações para estudar o movimento geodésico na

presença de torção é a seguinte. Como é sabido, no cenário mundo-brana a estabilidade do

con�namento de campos de matéria no nível quântico é possível, assumindo uma interação

da matéria com um campo escalar. Um exemplo de como este mecanismo funciona é bem

ilustrado por um modelo de campo hipotético concebido por Rubakov, em que férmions

podem ser con�nados em uma brana, interagindo com um campo escalar que depende apenas

da dimensão extra [4]. Por outro lado, o tipo de con�namento em que estamos interessados

é puramente geométrico, e isso signi�ca que a única força atuando sobre as partículas é a

força gravitacional. Em uma contexto puramente clássico (não-quântico), gostaríamos de

ter um mecanismo e�caz, que não seja a presença de um campo escalar ad hoc, para impedir

a fuga das partículas massivas da hipersuperfícies. Duas possibilidades de implementar um

programa deste tipo já foram estudados. Um deles é supor uma interação direta entre

as partículas e um campo escalar [119]. Seguindo esta abordagem, demonstra-se que o

con�namento estável em uma brana com espessura é possível através de uma modi�cação

da lagrangiana da partícula. Uma segunda abordagem recorre apenas à geometria: por
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exemplo, a uma estrutura geométrica de Weyl. Neste caso, é o campo de Weyl que fornece

o mecanismo necessário para o con�namento e a estabilização do movimento de partículas

na brana [6]. Nesta fase, gostaríamos de saber se o con�namento clássico de partículas e

fótons também pode ser obtido através de um campo de torção ou seja, uma geometria de

Riemann-Cartan.

A seguir, façamos uma pequena revisão do con�namento geodésico no caso riemanniano

[108].

9.1 Movimento geodésico em um EPD riemanniano.

Consideremos um EPD penta-dimensional M5 =f M
4 � R com métrica �g = efh � k

, onde M4 é o espaço-tempo com assinatura (+ � �� ). Adotaremos coordenadas locais

fya = (x�; y4)g para p 2 M5. Usaremos técnicas da teoria de sistemas dinâmicos ( ver

seção 2 do apêndice). Especi�camente estamos a considerar, nessa seção, que M5 possui o

seguinte elemento de linha

ds2 = e2fh��dx
�dx� � dy2, (9.1)

onde f = f(y) e h�� = h��(x).

Em coordenadas locais, a equação das geodésicas em M5 é dada por

d2ya

d�2
+(5) �abc

dyb

d�

dyc

d�
= 0. (9.2)

Para esta métrica temos que:

(5)��44 = 0 (9.3)

(5)��4� =
1

2
g��g��;4 =

df

dy
��� = f

0
��� . (9.4)

O movimento 4�dimensional é dado por:

d2x�

d�2
+(4) ����

dx�

d�

dx�

d�
= �2f 0dx

�

d�

dy

d�
. (9.5)

É evidente que se tomarmos que y = y0 =constante, o lado direito �ca identicamente

nulo. Contudo, o movimento na dimensão extra é dado por:
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d2y

d�2
+ f 0e2fh��

dx�

d�

dx�

d�
= 0. (9.6)

De (9.1), podemos tomar

� = e2fh��
dx�

d�

dx�

d�
�
�
dy

d�

�2
. (9.7)

Assim, a equação (9.6) resduz-se à equação:

d2y

d�2
+ f 0

 
�+

�
dy

d�

�2!
= 0: (9.8)

A equação (9.8) diz respeito à parte pentadimensional do movimento geodésico. Como

já exposto, os valores de � de�nem que tipo de geodésica estaremos a estudar. Decerto, nos

interessamos por partículas cujo movimento satisfaz o princípio da causalidade. Assim os

valores de � deverão ser 0 ou 1. A equação (9.8) é uma equação diferencial de segunda ordem,

que em princípio, pode ser resolvida se admitirmos conhecida a função f 0 = f 0(y). Recip-

rocamente, se y = y(�) é então conhecido, conseqüentemente f = f(y) será determinado (a

menos de uma constante de integração), contanto que possamos escrever � = �(y).

9.2 Análise qualitativa do movimento na quinta dimen-

são

Recordemos que a hipersuperfície �xa as condições de limite para o fator de distorção.

Se o fator de distorção f = f(y) não é conhecido a priori, não disporemos de uma maneira

para obter informações conclusivas sobre o movimento na quinta dimensão. Contudo, aqui

mostraremos que uma análise qualitativa via sistemas dinâmicos nos fornecerá informações

relevantes sobre tal movimento.

Para efetuar a análise de�nimos a variável q = dy
d�
e, assim, passamos a considerar (9.8)

como o seguinte sistema dinâmico autônomo (vide seção 2 do apêndice).

dy

d�
= q; (9.9)

dq

d�
= F (q; y); (9.10)
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com

F (q; y) = �f 0(�+ q2): (9.11)

Na investigação de sistemas dinâmicos, os pontos de equilíbriodesempenham um papel

fundamental, que, neste caso particular do sistema dinâmico, é caracterizado por

q = 0 (9.12)

F (q; y) = 0. (9.13)

O conhecimento desses pontos, juntamente com as propriedades de estabilidade, permite

inferir algumas informações relativas aos tipos de comportamentos permitidos ao sistema.

Assim, se para uma geodésica particular conhecemos t como uma função do parâmetro �, isto

é, t = t(�), então, como dt
d�
6= 0 e, sabendo a priori o comportamento de y = y(�), a análise

qualitativa nos permitirá deduzir a evolução temporal do movimento de uma partícula (ou

feixes de luz) na quinta dimensão.

9.2.1 Movimento geodésico pentadimensional de partículas massi-

vas nas imediações de uma hipersuperfície tetradimensional

Iniciemos por considerar o caso das partículas, com massa de repouso não-nula (� = 1),

cujo movimento na quinta dimensão é governado pelo sistema dinâmico:

dy

d�
= q (9.14)

dq

d�
= �f 0(1 + q2). (9.15)

O ponto de equilíbrio é determinado por q = 0 e os zeros da função f 0(y) (se existirem),

que denotamos, genericamente, por y0. Estas soluções são interpretadas como pontos críti-

cos no diagrama de fase, e correspondem a curvas que se mantém completamente em uma

hipersuperfície (ou folha) �0 de uma folheação y = constante, em M5.

A existência de pontos de equilíbrio do sistema dinâmico (9.14) tem a importante conse-

quência de que as geodésicas do bulk e as da hipersuperfície (y = y0 =contante) coincidem.

Em [113] para métrica (9.1) a da hipersuperfície �0 tem curvatura extrínseca dada por

BN(@�; @�) = �f 0e2fh��(x), (9.16)



97

que é claramente nula para os pontos de equilibrío, onde f 0 = 0. Então, na ausência de

pontos de equilibrío, (i.e. f 0 6= 0), a curvatura extrínseca não se anula. Com efeito, a

hipersuperfície não será geodésica em nenhum ponto.

Para obter informações sobre os possíveis modos de comportamento de partículas e raios

de luz em tais hipersuperfícies é importante estudar a natureza e estabilidade dos correspon-

dentes pontos de equilíbrio. Isto pode ser feito linearizando-se as equações (9.14) (ver seção

2 do apêndice). Temos, então, as equações:

dy

d�
= q, (9.17)

dq

d�
= �f 00(y0)y(1 + q2), (9.18)

que podem ser representados pela equação matricial

�
_y

_q

�
=

0@ 0 1

�f 00(y0)(1 + q2) 0

1A�y
q

�
cujo polinômio característico é:

�2 + f 00(y0)y(1 + q
2) = 0

Estudando os autovalores da correspondente matriz jacobiana nos pontos de equilíbrio e

supondo que a função f 0(y) se anula em pelo menos algum ponto y0, podemos prontamente

mostrar que os correspondentes autovalores são determinados pelo sinal da segunda derivada

f 00(y0). Assim, as seguintes possibilidades emergem para os pontos de equilíbrio do sistema

dinâmico:

Caso I. Se f 00(y0) > 0, então, o ponto de equilíbrio (q = 0; y = y0) é um vórtice ou centro

(ver �gura 9.1). Este representa o caso no qual as soluções próximas ao ponto de equilíbrio

tem a topologia de um círculo. Neste caso, o diagrama de fase consiste em curvas fechadas

que descrevem o movimento da partícula oscilando em torno da hipersuperfície �0(y = y0),

inde�nidamente (ver �gura 9.1).

As amplitudes das oscilações dependerão somente das condições iniciais. Notemos que

a existência de tais movimentos cíclicos é independente do espaço-tempo tetradimensional,

exceto pelas condições f 0(y0) = 0 e f 00(y0) > 0, o fator de distorção f(y) continuando com-

pletamente arbitrário. A presença de tais pontos de equilíbrio tem como conseqüência o
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Figura 9.1: O ponto de equilíbrio E no caso onde f(l0) > 0.

quase-con�namento de partículas o que pode ser entendido como um exemplo de hipersu-

perfícies quase totalmente geodésicas.

Caso II. Se f 00(y0) < 0, então, o ponto (q = 0; y = y0) é um ponto de sela. Neste caso,

a solução correspondente ao ponto de equilíbrio E é instável. Isto quer dizer que a menor

perturbação leva a uma divergência exponencial das soluções.(ver �gura 9.3).

Figura 9.2: Quando f 00(l0) < 0 o ponto de equilíbrio é um ponto de sela. Neste caso o
con�namento é altamente instável. A única exceção corresponde às linhas AE e BE, ao
longo das quais as partículas são atraídas de volta para a folha.

Um exemplo deste con�namento altamente instável é dado pelo fator de distorção

f(y) = �bln cosh(cy); (9.19)

onde b e c são constantes positivas. Aqui temos um único ponto de equilíbrio, em y = 0.

É fácil veri�car que f 00(0) < 0 neste caso. Aproveitando este exemplo, notamos que para



99

grandes valores de y o fator de distorção (9.19) aproxima-se daquele presente na métrica de

Randall-Sundrum [27],[28]

ds2 = e�2kjyj���dx
�dx� � dy2 (9.20)

onde k é uma constante. Neste caso f 0(y) = �k, conforme o valor de y seja positivo ou

negativo. Então, para y 6= 0 não existem pontos de equilíbrio e, portanto, não há con�na-

mento de partículas devido, puramente, a efeitos geométricos. No entanto, neste limite de

�na espessura, se assumirmos nulo o valor da curvatura extrínseca da brana y = 0, então,

(9.14) implica em con�namento. Todavia, como apontado em [115] este é con�namento é

altamente instável no sentido de que qualquer perturbação transversal no movimento das

partículas massivas ao longo da brana acarretará uma fuga para a dimensão extra. Porém,

este caso está fora do elenco das métricas que estamos considerando aqui, pois, o fator de

distorção não é suave (a primeira derivada de f(y) com respeito à coordenada extra não é

contínua em y = 0).

Caso III. Se f 00(y0) = 0, então, ambos os autovalores são nulos, o que corresponde a

um caso degenerado. Para continuar analisando qualitativamente as soluções próximas do

ponto de equilíbrio, neste caso, necessitaríamos conhecer a derivada terceira (ou de ordem

superior) da função f(y). Não desejamos considerar este caso em sua generalidade. No

entanto, se f(y) é constante (caso IV), então, podemos, facilmente, desenhar um diagrama

de fase global do sistema.

Caso IV. Se f(y) =constante, então f 0(y) se anula para todos os valores de y, o que

implica que há uma in�nidade de pontos de equilíbrio não-isolados, ou seja, temos uma linha

contínua de pontos de equilíbrio (q = 0). Perturbações ao longo desta linha são neutramente

estáveis, o que implica que partículas colocadas em qualquer uma das hipersuperfícies da

folheação, y = y0 = const, irão permanecer lá, a menos que adquiram uma velocidade

tranversal à hipersuperfície.

Caso V. Se não temos pontos de equilíbrio, ou seja, se no fator de distorção f(y)

não existe ponto de retorno para nenhum valor de y, então, não podemos ter con�namento

clássico de partículas nas hipersuperfícies devido somente a efeitos geométricos. Um exemplo

desta situação é ilustrado pelo fator de distorção

f(y) =
1

2
ln (�y2=3) (9.21)
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considerado na referência [116].

Notamos que mesmo quando não há pontos de equilíbrio, a representação da dinâmica

ainda pode ser obtida se f(y) é conhecido, obtendo-se a primeira integral do sistema de�nido

por (9.9) e (9.10). Isto pode ser facilmente feito escrevendo-se este sistema como a equação

diferencial de primeira ordem
dy

dq
= � q

f 02(�+ q2)
; (9.22)

a qual pode ser prontamente integrada, levando a

f(y) = � ln
p
�+ q2 +B, (9.23)

onde B é uma constante de integração.

9.3 Movimento geodésico na presença de torção

Consideremos o EPD penta-dimensional M5 = R �f M4, com métrica �g = k � efg e

torção �T , onde M4 é o espaço-tempo com assinatura (+ � �� ). Adotando coordenadas

locais fya = (y4; x�)g para p 2 M5, o elemento de linha correspondente ao tensor métrico �g

será escrito como

ds2 = �gabdy
adyb,

ou ainda

ds2 = efg��dx
�dx� � (dy4)2.

Em coordenadas locais, a equação das geodésicas em M5 é dada por

d2ya

d�2
+(5) �abc

dyb

d�

dyc

d�
= 0, (9.24)

onde � é um parâmetro a�m e (5)�abc são as componentes da conexão que de acordo com

(4.59), em coordenadas temos (5)�abc = fabcg�Ka
bc, com fabcg, sendo os símbolos de Christo¤el e

Ka
bc os componentes da contorção. Em virtude de (5.12) , e adotando K

4
b4 = 0, o movimento

das particulas massivas na quinta dimensão é dado por

d2y

d�2
+ f 0

�
1 + (

dy

d�
)2
�
= K4

(��)

dx�

d�

dx�

d�
+K4

4�

dx�

d�

dy

d�
, (9.25)

onde K4
(��) denota a parte simétrica de K

4
��.
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A equação (9.25) não descreve o movimento ao longo da dimensão extra desacoplado

do seu movimento no espaço-tempo tetra-dimensional. Entretanto, existem alguns casos

particulares nos quais, o movimento na quinta dimensão é independente do movimento das

demais dimensões. Claro, o caso trivial, seria quando K4
(��) e K

4
4� = �T 4�4 são nulos. Nessa

situação, o campo de torção não in�uência o movimento da partícula ao longo da quinta

dimensão. Um caso mais interessante, é quando K4
(��) é proporcional a e

fg��, como por

exemplo, K4
(��) =  (y)efg�� e K4

4a = 0. Então, a equação (9.25) �ca

d2y

d�2
+

�
1 + (

dy

d�
)2
�
(f 0(y)�  (y)) = 0. (9.26)

A presença de  (y) modi�ca a dinâmica dos sistema (9.8) levando a uma nova repre-

sentação no plano de fase onde os pontos de equilíbrio e as propriedades de estabilidade da

solução devam mudar completamente. Para ilustrar, consideremos o caso de uma variedade

riemanniana �M penta-dimensional, com métrica do tipo Mashhoon-Wesson[119]:

ds2 =
�2

3
y2g��dx

�dx� � dy2. (9.27)

Foi mostrado em [6] que nesse caso não existe con�namento de partículas nas hipesuper-

fícies y = const. Agora, analisemos o caso em que

K4
�� =  (y)g�� + L��, (9.28)

com L�� anti-simétrico. Com essa escolha, vamos mostrar que é possível criar um mecan-

ismo de con�namento induzido somente pela contorção. Com este objetivo em mente, vamos

de�nir

 (y) =
1

y
� a(y � y0), (9.29)

onde a é uma constante. Neste caso, todas as geodésicas do tipo-tempo estão limitadas a

M4 . Além disso, a estabilidade do con�namento neste caso é regida inteiramente pelo sinal

da constante a. Novamente, todos estes resultados podem ser obtidos da análise do sistema

dinâmico (9.9)(9.10) realizada na vizinhança dos pontos de equilíbrio, agora com a função

F (q; y) modi�cada devido à presença de torção. O novo sistema dinâmico é dado por

dy

d�
= q (9.30)

dq

d�
= �(1 + q2)(f 0(y)�  (y)).
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Para o caso da métrica (9.27) de Mashhon-Wesson f 0(y) = 1
y
, sem o campo de torção.

Nesse caso é claro que não há pontos de equilíbrio (já que f 0(y) não tem raízes). Isso

signi�ca que nenhuma contenção de partículas massivas é possível, nas hipersuperfícies y =

y0 = const.

Quando não há torção não existem pontos de equilíbrio. As partículas entram através das

folhas sem ser aprisionadas pela hipersuperfície �.

Por outro lado, se "ligarmos" o campo de torção dada por (9.28), é usarmos (9.29), o

sistema (9.30) torna-se

dy

d�
= q (9.31)

dq

d�
= �a(y � y0)(1 + q2).

Em relação ao sistema dinâmico acima, temos um ponto de equilíbrio E em q = 0; y = y0.

Esta solução corresponde à linha de universo de uma partícula massiva presa sob a ação

do campo de torção na hipersuperfície y = y0. É notório que se a > 0, então, o ponto de

equilíbrio E corresponde a um centro. Em outras palavras, as soluções próximas, E, possuem

a topologia de um círculo no diagrama de fase do sistema dinâmico (9.31).

As curvas fechadas no plano de fase descrevem o movimento de partículas oscilando em

torno da hipersuperfície y = y0. Neste caso, estamos na presença de uma espécie quase-

con�namento, onde as partículas nas proximidades de y = y0 irão oscilar em torno deste

ponto, entrando e saindo da hipersuperfície inde�nidamente. Por outro lado, se a < 0, E é

um ponto de sela. Neste caso, embora a partículas ainda estejam restritas pelo campo de

torção a mover-se sobre �, fora deste o con�namento é altamente instável. Praticamente,

qualquer pequena perturbação no movimento 5�dimensional da partícula pode fazer com

que ela escape de �.
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Figura 9.3: O efeito do campo de torção é "fechar" os caminhos no diagrama de fase, com
o aparecimento de uma hipersuperfície atratora, retratada no diagrama como o equilíbrio
ponto E.

Antes de concluir esta seção, vamos considerar a questão de saber se (9.28) representa

uma escolha possível, ou seja, uma escolha legítima para as componentes do campo de

contorção. Para responder a esta questão basta escolher todos os componentes do tensor de

torção da seguinte mareira:

T��� = ���� (y), T 4�� = 2L��. (9.32)

Um cálculo simples é su�ciente para nos convencer de que (9.32) vai levar a (9.28).
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Capítulo 10

Conclusão

Podemos dizer que a concepção e o desenvolvimento da presente tese foram motivados

pelo seguinte princípio: a crença de que a contribuição que a geometria contemporânea

pode dar à Física moderna não se limita ao restrito universo da geometria riemanniana.

Acreditamos que a complexidade das novas teorias do espaço-tempo, as quais buscam de-

sesperadamente uma uni�cação da gravitação com as demais interações fundamentais da

Natureza ainda podem fazer uso da riqueza de possibilidades que hoje nos é oferecida pelas

chamadas estruturas não-riemannianas. Aqui é importante salientar que, quando nos referi-

mos a �estruturas não-riemannianas�estamos, na verdade, nos restringindo àquelas geome-

trias que diferem da geometria riemanniana apenas no que diz respeito à escolha da conexão

a�m. Portanto, não estamos considerando esquemas ainda mais gerais como a geometria

de Finsler, geometria não-comutativa, etc. Mesmo assim, é surpreendente constatar como

as mais simples generalizações da teoria formulada por Riemann, tais como a geometria

de Weyl e a geometria de Riemann-Cartan, possuem novos graus de liberdade que podem,

de certa maneira �geometrizar�certos processos físicos, sem a necessidade de postular, de

maneira ad hoc, a existência de campos sem nenhuma vinculação com a natureza geometrica

do espaço-tempo. Um exemplo bem ilustrativo dessa a�rmação nos é dada pelo con�na-

mento clássico de partículas numa brana o qual pode ser induzido por um campo de torção

convenientemente escolhido.

Assim, nesta tese chamamos a atenção para aspectos ainda pouco explorados da geome-

tria de Weyl e de Riemann-Cartan, trazendo a tona suas formulações independentes de co-

ordenadas locais pouco utilizadas na Física, assim como suas possíveis aplicações em teorias
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de dimensões superiores. De certo modo, podemos dizer que nosso trabalho tem um caráter

híbrido. Se por um lado, nosso objetivo em última instância é a investigação física do espaço-

tempo, ao longo do caminho inevitavelmente tivemos de nos deparar com noções, teoremas

e fatos matemáticos ainda desconhecidos. Consideramos que a descoberta, formulação e

demonstração desses fatos puramente matemáticos fazem parte de nossa contribuição origi-

nal à presente tese. Assim, por exemplo, podemos citar, dentre os resultados que obtivemos:

a formulação da teoria de imersões isométricas considerando variedades de Riemann-Cartan

e com não-metricidade, juntamente com a concepção de subvariedades umbílicas e geodési-

cas para variedades de Weyl e Riemann-Cartan semi-simétricas; a obtenção das equações

de Gauss-Codazzi nesses espaços; geodésicas e curvatura em espaços produtos distorcidos

(EPDs) com estrutura de Weyl, e outros tópicos. Como aplicação, mostramos como a um-

bilicidade das subvariedades que descrevem o espaço-tempo em algumas teorias de dimensões

superiores é determinante no con�namento dos fótons. Finalmente, aplicando o formalismo

não-riemanniano à Física, mostramos como é possível realizar o con�namento de partícu-

las em hipersuperfícies (branas) através da presença de um campo de torção. Este tipo de

con�namento é, digamos, um análogo geométrico do con�namento obtido por Rubakov, em

1988[4], através de um campo escalar físico cujo papel con�nante é aqui desempenhado pela

torção do espaço-tempo.
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Capítulo 11

Apêndice

11.1 Tensores

A noção de campo tensorial em uma variedade generaliza as noções de funções de valor

real, campo vetorial e 1�forma. Tensores ocorrem em muitas formas diferentes, mas a sua

propriedade característica é sempre a multilinearidade.

De�nição 39 De�ne-se o produto cartesiano Bs
r de r(TpM

�) por s(TpM) da seguinte maneira:

Bs
r := T �pM � :::� TpM

�| {z }
r

� TpM � :::� TpM| {z }
s

Isto é,

Bs
r = f(!1; :::; !r; Y1; :::; Ys)g

De�nição 40 Um tensor T do tipo (r; s) em p 2M é um funcional linear sobre Bs
r , isso é

T : Bs
r ! R

(!1; :::; !r; Y1; :::; YA)! T (!1; :::; !r; Y1; :::; Ys)

e linear nas componentes.

O espaço de todos os tensores em p 2M é denominado o produto tensorial T rA(p)

T rs (M) := T �pM 
 :::
 TpM
�| {z }

r

� TpM 
 :::
 TpM| {z }
s
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De�nição 41 Sejam T e ~T 2 T rs (p) dois tensores do mesmo tipo. De�nimos a soma (T+ ~T )

por

(T + ~T ) = T (!1; :::; !r; Y1; :::; Ys) + ~T (!1; :::; !r; Y1; :::; Ys),

e o produto por um escalar � 2 R, por

(�T )(!1; :::; !r; Y1; :::; Ys) := �T (!1; :::; !r; Y1; :::; Ys)

Com essas regras, T rs (p) é um espaço vetorial real de dimensão r + s.

Sejam

Xi 2 TpM com i = 0; :::; r,

!j 2 T �pM com j = 0; :::; A

Denotemos por

(X1 
X2 
 :::
Xr 
 !1 
 !2 
 :::
 !s)

o elemento de T rs (p); que quando atua sobre

(�1; :::; �r; Y1; :::; Ys) 2 Bs
r

dá o número

(X1 
 :::
Xr 
 !1 
 :::
 !s)(�1; :::; �r; Y1; :::; Ys) :=

X1(�
1):::Xr(�

r)!1(Y1):::!
s(Ys):

Similarmente, se T 2 T rs (p) e A 2 T kl (p), então, denotaremos por T 
 A o elemento de

T r+ks+l (p) que transforma (!
1; :::; !r; :::; !r+k; X1; :::; XA; :::; Xs+l) no número real

T 
 A(!1; :::; !r; :::; !r+k; X1; :::; XA; :::; Xs+l) =

T (!1; :::; !r; X1; :::; Xs)A(!
1; :::; !k; X1; :::; Xl).

Então, T 
 A é um tensor do tipo (r + k; s+ l), o chamado produto tensorial de T e A.

Se k = l = 0, A é uma função f 2 D(M), e então, teremos

T 
 f = fT .
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Assim, se A é também do tipo (0; 0), o produto tensorial reduz-se a multiplicação or-

dinária em D(M).

Evidentemente, o produto tensorial é D(M)�bilinear, ou seja, se T e ~T são do mesmo

tipo, então

(fT + g ~T )
B = f(T 
B) + g( ~T 
B),

havendo uma propriedade semelhante para B . Além disso, é imediato constatar a partir

da de�nição, que o produto tensorial é associativo. Assim, A
B
C está bem de�nido para

tensores de quaisquer tipos. No entanto, o produto tensorial geralmente não é comutativo.

Por exemplo, em coordenadas locais fxig teremos,

dx1 
 dx2(@1; @2) = dx1(@1)dx
2(@2) = 1,

dx2 
 dx1(@1; @2) = dx2(@1)dx
1(@2) = 0;

portanto, dx1 
 dx2 6= dx2 
 dx1. Por outro lado, as funções comutam no produto como

um todo:

f(A
B) = fA
B = A
 fB.

Com este produto 
 o espaço dos tensores em p forma uma álgebra sobre R.

11.1.1 Interpretações

Se ! 2 T �(M) e X 2 TM , a função !(X) é D(M)�linear em TM ; portanto é um campo

tensorial (0; 1). De fato, pode-se mostar que cada campo tensorial (0; 1) está associado a

uma 1�forma. Então, escrevemos simplesmente

T 01 (M) = T �(M).

Há duas interpretações menos óbvias que serão usadas freqüentemente.

1. Se V 2 TM temos, por de�nição, que

V (!) = !(V ) 8! 2 T �(M).

A aplicação V : T �(M)! D(M) é D(M)�linear, portanto, é um (1; 0) campo tensor-

ial. Cada campo tensorial (1; 0) emM surge, desta forma, a partir de um único campo

vetorial. Então,escrevemos

T 10 (M) = TM .
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2. Se A : TM s ! D(M)1 é D(M)�linear, de�ne-se �A : T �(M)� TM s ! D(M) por

�A(!;X1; :::; Xs) = !(A(X1; :::; Xs)), 8! 2 T �(M).

�A é evidentemente D(M)�multilinear, sendo, portanto um campo tensorial de ordem

(1; s). Devemos considerar A como um campo tensorial, utilizando a fórmula acima somente

quando necessário.

Tensores de ordem (0; s) são denominado covariantes, enquanto tensores de ordem (r; 0)

com r > 1 são contravariantes. Por exemplo, funções com valor real e 1�formas são covari-

antes; campos de vetoriais são contravariante. Uma tensor de ordem (r; s) é misto se nem

r e nem s são nulos. Observemos que a de�nição de produto tensorial mostra que, se A é

covariante e B contravariante então, A
B = B 
 A.

11.1.2 Bases e componentes tensoriais

Lema 10 Sejam feig e fejg duas bases duais de TpM e T �pM , respectivamente, então

fei1 
 :::
 eir 
 ej1 
 :::
 ejs g

com ik; jl = 1; :::; n, é uma base de T rs (p).

De forma que se T 2 T rs (p), escrevemos

T = T i1:::ir
j1:::js

ei1 
 :::
 eir 
 ej1 
 :::
 ejs ,

onde T i1:::ir
j1:::js

são as componentes de T nessa base.

Usualmente, T é chamado de tensor r vezes contravariante e s vezes covariante, e os

componentes são dadas por:

T i1:::ir
j1:::js

= T (ei1 
 :::
 eir 
 ej1 
 :::
 ejs)

1onde �(M)s := �(M)� :::� �(M)| {z }
s�vezes
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A álgebra do espaço vetorial T rs (p) pode ser escrita em termos de componentes de tensores

em uma base coordenada como segue:

(T + A)i1:::ir
j1:::js

= T i1:::ir
j1:::jA

+ Ai1:::ir
j1:::js

(aT )i1:::ir
j1:::js

= aT i1:::ir
j1:::js

Com o produto 
 para T 2 T rA(p) e A 2 T kl (p), temos

(T 
 A)i1:::ir+k
j1:::js+l

= T i1:::ir
j1:::js

Ai1:::ik
j1:::jl

Decorre da de�nição de variedade que as componentes dos tensores estão de�nidas a

menos de mudança de coordenadas, ou seja, difeomor�smos que transformam as componentes

quando a base coordenada de T rs (M) muda.

Então, se f~eig e f~ejg são duas bases duais de TpM e T �pM , respectivamente, elas podem

ser reescritas em termo das bases feag e febg de forma

~ei = �iae
a

~ej = �
b
j eb

onde �ia e �
b
j são matrizes n � n não-singulares. Como as bases f~eig e f~ejg são duais,

temos

�ij = ~e
i(~ej) = �

i
ae
a(�b jeb) = �

i
a�

b
je
a(eb) = �

i
a�

b
j�
a
b

�ij = �
i
a�

a
j.

Isso quer dizer que �ia e �
j
b são matrizes mutualmente inversas.

As componentes do tensor T 2 T rs (p) nas bases f~eig e f~ejg são dadas por

T i1:::ir
j1:::js

= T (ei1 
 :::
 eir 
 ej1 
 :::
 ejs)

e estão relacionadas às componentes de T nas bases f~eig e f~ejg, por

T i1:::ir
j1:::js

= T (�i1a1e
a1 
 :::
 �irare

ar 
 � b1
j1
eb1 
 :::
 � bA

jA
ebs)

= �i1a1 :::�
ir
ar�

b1
j1
:::� bs

jA
T (ea1 
 :::
 ear 
 eb1 
 :::
 ebs)

= �i1a1 :::�
ir
ar�

b1
j1
:::� bs

jA
T a1:::ar

b1:::bs
.
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11.1.3 Contração

Há uma notável operação denominada contração que diminui a ordem dos tensores de

ordem (r; s) para tensores de ordem (r� 1; s� 1). A de�nição geral decorre do seguinte caso

especial.

Lema 11 Há uma única aplicação D(M)�linear C : T 11 (M) ! D(M), denominados (1; 1)

contração, de tal forma que C(X 
 !) = !(X) 8 X 2 TM e ! 2 T �(M).

Prova: Uma vez que C é D(M)�linear, C será uma operação pontual. Em coordenadas

locais, o campo tensorial A de ordem (1; 1) pode ser escrito como

A = Ai j(@i 
 dxj) .

Uma vez que C(@i 
 dxj) deve ser dxj(@i) = �ji , temos

C(A) = Ai i = A (@i 
 dxi).

Então, C tem as propriedades necessárias pelo menos nestas coordenadas locais. Para

obter a aplicação desejada de maneira global basta mostrar que esta de�nição é independente

da escolha do sistema de coordenadas. Logo, escolhendo um outro sistema de coordenadas

locais fykg temos

A (
@

@yk

 dyk) = A

�
@yk

@xi
dxi;

@xj

@yk
@

@xj

�
=
@yk

@xi
@xj

@yk
A

�
dxi;

@

@xj

�
= �jiA

�
dxi;

@

@xj

�
= A

�
dxi;

@

@xi

�
.

Evidentemente a contração (1; 1) está intimamente relacionada à noção de traço matricial,

como veremos mais adiante.

Para estender uma contração C para tensores de tipo superior, basta especi�car um

indice covariante e um indice contravariante, e aplicar C a estes.

Suponha que A 2 T rs (M) e 1 � i � r e 1 � j � s. Fixemos as 1�formas !1; :::; !r�1 e os

campos vetoriais X1; :::; Xs�1. Então, a função

(!;X)! A(!1; :::; !i; :::; !r�1; X1; :::; Xj; :::; Xs�1)
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é um tensor (1; 1) que pode ser escrita como

A(!1; :::; �; :::; !r�1; X1; :::; �; :::; Xs�1),

uma contração aplicando a A, produz uma função real denotada por

(Ci
jA)A(!

1; :::; �; :::; !r�1; X1; :::; �; :::; Xs�1).

Evidentemente CijA é D(M)�multilinear nos seus argumentos. Por isso, Ci
jA é um

tensor do tipo (r � 1; s � 1), a chamada de contração (i; j) de A. Por exemplo, se A é um

campo tensorial (2; 3), então, C1
3A é um campo tensorial (1; 2) dado por

(C13A)(!;X; Y ) = CfA(�; !;X; Y; �)g.

Em um sistema de coordenadas locais, as componentes de C13A são

(C13A)
k
ij = (C

1
3A)(dx

k; @i; @j) = CfA(�; dxk; @i; @j; �)g

= A(dxm; dxk; @i; @j; @m) = Amk ijm.

Corolário 5 Seja A 2 T rs (M) tal que 1 � i � r e 1 � j � A, e Ai1:::ir
j1:::js

. Com relação a

uma base de coordenadas locais, as componentes de Ci
jA na mesma base são

Ai1:::;m;:::;ir
j1:::;m;:::;js

Decomposição Tensorial

De�nição 42 A parte simétrica de um tensor T do tipo (2; 0) é o tensor A(T ) 2 T 20 (p)

de�nido por:

A(T )(!; �) :=
1

2
fT (!; �) + T (�; !)g; 8!; � 2 T �pM .

As componentes de A(T ) em uma dada base f@ig em TpM e uma base fdx�g em T �pM

são:

A(T )(dx�; dx�) = Aij(@i 
 @j)(dx
�; dx�)

= Aij@i(dx
�)@j(dx

�)

= A��.
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Com efeito,

A�� =
1

2
fT�� + T ��g.

Em geral, pode-se de�nir as componentes simétricas de um tensor T 2 T sr (p) com qual-

quer número de índices covariantes ou contravariantes da seguinte maneira:

T�1:::�s (�1:::�r) :=
1

r!

X
(�1:::�r)

T�1:::�s �1:::�r ,

onde a soma é realizada sobre todas as permutações dos índices �1:::�r. Por exemplo,

T�(�
�) =
1

3!
fT��
� + T���
 + T�
�� + T�
�� + T���
 + T��
�g.

Um tensor é chamado simétrico em relação aos índices se ele coincide com sua correspon-

dente parte simétrica, por exemplo,

T�� = T(��) () T�� = T��

De�nição 43 Da mesma forma que de�nimos a parte simétrica, de�nimos a parte anti-

simétrica A(T ) de um tensor T 2 T 20 (p) por:

A(T )(!; �) :=
1

2
fT (!; �)� T (�; !)g; 8!; � 2 T �pM .

Assim,

A(T )�� � T [��] :=
1

2
fT�� � T ��g.

De forma geral para T 2 T sr (p), temos:

T
[�1:::�A]

�1:::�r
:=

1

r!

X
(�1:::�r)

(�1)mT�1:::�A �1:::�r

onde m é a ordem da permutação.

Por exemplo:

T�[�
�] =
1

3!
fT��
� � T���
 + T�
�� � T�
�� + T���
 � T��
�g

Um tensor é chamado anti-simétrico nesses índices, se for igual à sua parte anti-simétrica.

Se T�� = T [��] é anti-simétrico, então T (��) = 0. Além disso, dado T 2 T 20 (p), temos sempre

que:

T�� = T [��] + T (��)
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Um subconjunto particularmente importante de tensores são os de ordem (0; k), que são

assimétricos em todas as posições k : �k(p) � T 0k (p). É evidente que k � n , com n a

dimensão da variedade. O conjunto �k(p) é chamado o espaço de k�formas em p de M . Se

A e B são ambas p e q�formas, podemos de�nir a (p+ q)�forma A^B, onde ^ é o produto

tensorial anti-simetrizado,

A ^B := A(A
B)

ou seja, A ^B é um tensor do tipo (0; p+ q), cujos componentes são dadas por:

(A ^B)�1:::�p�1:::�q := A[�1:::�pB�1:::�q ]

Por exemplo, dado A;B 2 �1(p), então:

(A ^B)�� = A[�B�]

=
1

2
fA�B� � A�B�g.

Por outro lado,

(B ^ A)�� = B[�A�]

=
1

2
fB�A� �B�A�g

= (�1)1:1(A ^B)��.

Em geral

(A ^B) = (�1)p:q(B ^ A),

onde A é uma p�forma e B é uma q�forma.

Se considerarmos os escalares como 0�formas, o produto ^ é chamado produto exterior,

o qual, de�ne uma álgebra sobre o espaço de formas,

�(p) =

n[
k

�k(p),

chamada de álgebra de Grassmann das formas. Além disso, se fE�g é uma base de 1�formas,

então

E�1 ^ ::: ^ E�p

é uma base de p�formas, ou seja, Se A é uma p�forma podemos expressar A como

A = A[�1:::�p]E
�1 ^ ::: ^ E�p .
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11.2 Sistemas Dinâmicos

Um sistema dinâmico é um sistema de n equações diferenciais de primeira ordem em

n varíaveis x = (x1; :::; xn), que descrevem a evolução temporal do estado de um sistema.

Essas equações possuem a seguinte forma:

_x =F (x; �), (11.1)

com x 2 U � RN , � 2 V � RP , com U e V conjuntos abertos em RN e RP , respectivamente.

Na literatura da teoria de sistemas dinâmicos temos as seguintes de�nições:

� x é chamado vetor de estado;

� F (x) corresponde à evolução do sistema (descreve a dinâmica), e descreve a trajetória

do sistema;

� trajetória é a seqüência de estados exibida por um sistema dinâmico durante sua

evolução temporal.

� O conjunto de valores que toma x é denominado espaço de fase.

11.2.1 Sistemas autônomos

De�nição 44 Chamam-se autônomos os sistemas de equações diferenciais invariantes sob

translações do tempo. Isto é:

_x = F (x) (11.2)

É claro que um sistema será autônomo se, e somente se, os lados direitos das equações

não dependerem explicitamente do tempo.

Estabilidade de um sistema autônomo

De�nição 45 Um vetor x0 em Rn se diz um ponto crítico ou de equilíbrio para o sistema

autônomo se F (x0) = 0:

Neste contexto, o primeiro problema da teoria da estabilidade é o de determinar as

condições sob as quais as soluções de (11.2) que partem das vizinhanças de um ponto de
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equilíbrio para o sistema permanecem sempre perto desse ponto, ponto este que denominamos

ponto de equilíbrio estável, e as condições sob as quais as soluções não permanecem por perto,

caso que corresponte a um equilibrio instável.

Classi�cação dos pontos de equilíbrio dos sistemas autônomos no plano

Dada uma equação

_x = Ax, (11.3)

com x =(x1; x2) 2 R2, onde A : R2 ! R2 é uma matriz constante 2 � 2, de�ne um sistema

autônomo linear no plano.

Uma vez solucionada (11.3), poder-se-ão traçar as curvas x1(t) vs t e x2(t). Também é

possível traçar uma curva x1(t) vs x2(t), em um plano x1 � x2 conhecido como o plano de

fase. A curva resultante é uma trajetória de (11.3), e pode visualizar-se como uma curva

paramétrica de�nida por (x1(t); x2(t)).

A solução de (11.3) depende das condições iniciais. Com efeito, a trajetória também

dependerá das condições iniciais. Sobre o mesmo plano de fase se podem traçar diferentes

trajetórias obtidas com distintas condições iniciais; o resultado disso é o que chamamos

diagrama de fase ou Retrato de fase. A seguir, mostramos alguns diagramas de fase típicos

de um sistema dinâmico planar nas vizinhanças de um ponto de equilíbrio:

A Figura 10.1 mostra os diagramas de fase típicos de sistemas lineares estáveis e a

Figura 10.2 mostra os diagramas de fase típicos de sistemas lineares instáveis. Devemos

ressaltar que a forma dos diagramas de fase depende fundamentalmente dos auto-valores de

A.
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11.3 Sistemas não lineares

Um sistema autônomo não-linear de segunda ordem é de�nido por duas equações difer-

enciais

8<: _x = f(x; y),

_y = g(x; y),

onde f e g não são simples combinações lineares das variáveis x e y. Não existem técnicas

analíticas gerais para resolver esse tipo de equação, e métodos numéricos apresentam mais

problemas do que no caso de equações lineares. No entanto, a análise grá�ca no espaço de

fase pode fornecer muitas informações sobre o comportamento do sistema. Uma forma e�caz

de determinar a estabilidade de um sistema dinâmico não-linear é linearização. O propósito

deste método é determinar se um ponto crítico é estável, estipulando que nas proximidades

deste ponto o comportamento desse sistema se aproxime de um sistema linear.

Portanto, nas vizinhanças do ponto crítico (u; v), as duas funções podem ser escritas na

forma de uma série de Taylor:

f(x; y) = f(u; v) + (x� u)
@f

@x

����
(u;v)

+ (y � v)
@f

@y

����
(u;v)

+ :::

g(x; y) = g(u; v) + (x� u)
@g

@x

����
(u;v)

+ (y � v)
@g

@y

����
(u;v)

+ :::

Como (u; v) é um ponto crítico do sistema, f(u; v) e g(u; v) serão nulas. Com efeito, se

mudarmos a origem das coordenadas para o ponto crítico (u; v), numa vizinhança da origem,

o sistema pode ser aproximado pelo seguinte sistema linear:

�
_x
_y

�
=

0@ @f
@x

@f
@y

@g
@x

@g
@y

1A
(u;v)

�
x
y

�
Essa matriz, obtida a partir das derivadas das funções de estado, designa-se por matriz

jacobiana.
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Figura 11.1: Retratos de fase estáveis típicos
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Figura 11.2: Retratos de fase instáveis típicos
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