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Resumo

Nesse trabalho, analisamos a existéncia de singularidades do espago-tempo sob o ponto
de vista intrinseco da incompletude geodésica. Usamos o método presente nos teoremas
de Hawking-Penrose para demonstrar o resultado conhecido, desde a década de 1970, que
se suposta a inexisténcia de propriedades exéticas de matéria e energia, o espago-tempo
descrito pela Relatividade Geral (RG) é, necessariamente, singular.

Para contornar esse problema, consideramos a possibilidade de termos teorias gravita-
cionais ambientadas em uma geometria de Weyl integravel, como WIST. Generalizamos
o teorema de singularidade da RG riemanniana para essa geometria nao-riemanniana,
fornecendo assim, condigoes para a inevitabilidade ou provavel fuga do destino singular.
Também tratamos do tema da mudanga de frames nas teorias escalares-tensoriais, forne-
cendo uma visao geométrica da interpretacao de Dicke para a teoria de Brans-Dicke ao

unificar os frames em um ambiente weyliano.

Palavras-chave: Singularidades, Geometria de Weyl, Teoria de Brans-Dicke
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Abstract

In this paper, we analyze the existence of space-time singularities from the point of
view of geodesic incompleteness. We apply this method, also used to prove the well-
known Hawking-Penrose theorems which states that unless the matter content of the
Universe present unusual and exotic properties, the general theory of relativity predicts
that space-time singularities will develop either in the past of in the future.

In this dissertation we regard this question in different context, namely, by considering
alternative gravitational theories formulated in a Weyl integrable geometry (WIST). We
extend the Hawking-Penrose theorems to this kind of non-riemannian geometry and obtain
conditions for escaping the inevitability of space-time singularities. We also consider the
issue of changing frames in scalar-tensor theories and provide a geometric overview of
Dickes interpretation of Brans-Dicke theory by unifying the treatment of frames in a
weylian scenario.

Keywords: Singularities, Weyl Geometry, Brans-Dicke Theory
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Capitulo 1

Teorema de Singularidade

1.1 O que é singularidade?

Em livros de divulgacao cientifica é comum ouvirmos as palavras Buraco Negro ou Big
Bang. O que elas tém de similar é o fato de que nao sabemos ao certo, com o conhecimento
moderno, como a matéria e o espaco-tempo se comportam nessas situacoes extremas.

Os Buracos Negros surgem a partir do colapso gravitacional de um objeto material,
como uma estrela muito massiva quando seu combustivel interior cessa. Esse objeto, sob
a Otica da Relatividade Geral, é descrito por uma distribuicao esfericamente simétrica de
matéria e energia e que ao colapsar a ponto de atingir um raio critico, o raio de Schwarzs-
child, a métrica do espaco-tempo deixa de ser dada por fungoes "bem comportadas”e
apresenta um comportamento singular.

O Big Bang é um acontecimento na historia césmica caracterizado por ser o inicio
da expansao e "afastamento” de tudo o que existe a partir de um tunico ponto. Seu
aparecimento se da ao se levar em conta que o Universo obedece ao Principio Cosmoldgico,
ou seja, ¢ espacialmente homogéneo e isotrépico e cuja dinamica é regida pela Relatividade
Geral. Com isso, conclui-se que o chamado fator de escala, que é uma espécie de raio do
Universo, assume o valor nulo em um tempo finito, visto por um observador que se move
juntamente com as galaxias. KEsse ponto da variedade diferencidvel espago-tempo que
contém todo o conteido universal é também chamado de ponto singular ou singularidade.

Esses sao dois exemplos classicos de uma falha, do ponto de vista puramente ma-
tematico, da Teoria da Relatividade Geral. Mas serd que a singularidade desses casos sao
apenas provenientes, nas palavras de Wald [I], das simetrias do modelo ou a existéncia
de pontos singulares é uma caracteristica instriseca dessa teoria?

Com a escolha do modelo, as regioes falhas sao bastante evidentes, como nos casos
acima. Mas para se investigar essa patologia sob um ponto de vista mais geral, é necessario
classificar singularidades de uma maneira mais limpa, sem exigir a métrica explicitamente.

Essa é uma tarefa complicada, e uma das dificuldades presentes é de que nao existe uma
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resposta satisfatoria acerca da estrutura que abriga os pontos ou regices singulares. Um
alento encontra-se no método que veremos no qual apesar de nao sabermos ”"onde esses
objetos moram”, poderemos trabalhar indiretamente com eles.

A forma seguida por Hawking e Penrose na elaboragao de seus teoremas foi a de usar
a incompletude de geodésicas. Em poucas palavras, a tarefa consiste em encontrar pelo
menos uma curva, por exemplo, uma geodésica, cujo parametro nao possa ser estendido
livcemente dentro de seu dominio de validade, implicando que essa curva encontrou um
"buraco’singular retirado da variedade de forma a torna-la diferenciavel. Essa maneira
de mapear singularidades é sujeita a criticas e existem exemplos na literatura de espagos-
tempos que sao geodesicamente completos, mas sao tais que a linha de Universo de um
dado observador acelerado é incompleta. Misner [2] dd um exemplo de um espago-tempo
compacto e geodesicamente incompleto. A incompletude de geodésicas € apenas uma das
maneiras de se definir singularidades. O filésofo da ciéncia John Earman [3] em ”Tole-
rance for Spacetime Singularities”exibe quatro formas diferentes de caracterizd-las.
O presente trabalho defende o ponto de vista de que ao se encontrar um tnica curva que
mapeie uma singularidade da maneira exposta, entao esse espago-tempo ¢ singular.

Bem, mas esse método ¢ bom para encontrar singularidades dadas certas hipéteses
razoaveis. Em capitulos posteriores, usaremos métodos que exibem a auséncia de singu-
laridade no modelo bem especifico do Universo homogéneo e isotropico na teoria WIST,
isto é, usando as mesmas ferramentas que provam que a métrica FLRW possui um Big
Bang, mostraremos, que em outra geometria, essa mesma configuragao é nao-singular.
Mas nao vamos estragar a surpresa adiantando informacoes do tltimo capitulo, vamos
nos ater a mostrar um dos teoremas que mais deu forga a Teoria do Big Bang (antes de

mostrar uma alternativa que a refuta).

1.2 Geometria pseudo-riemanniana

A geometria diferencial de superficies do R? evoluiu naturalmente para a geometria
riemanniana, um grande resultado da geometria diferencial é que essa superficie, que
inicialmente era um subconjunto do R3, pode ser vista de forma independente do espaco
ambiente. Dada uma forma quadratica arbitrdria, mas com as carateristicas tipicas de
uma métrica, pode-se definir um espaco métrico tal que a curvatura desse espaco é dada
inteiramente em termos dessa forma quadratica. Dessa forma pode-se generalizar essa
idéia de um espaco de duas dimensoes para um espaco de dimensao arbitraria. A geometria
riemanniana ¢ uma dessas generalizacoes, apesar de nao ter sido Riemann, mas Weyl quem
construiu a teoria rigorosa da chamada variedade diferenciavel.

As teorias da gravitacao feitas com metodologia puramente geométrica tem inicio com
a Teoria da Relatividade Geral. Ela descreve a realidade como um continuum quadridi-

mensional envolvendo dimensoes de espaco e tempo. Diferentemente do que era pensado
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até entao, o tempo passa a ser visto em "pé de igualdade”com o espaco no sentido de
que passamos a trata-lo como uma dimensao do espago-tempo e nao apenas como um
parametro independente do espaco. A variedade diferenciavel que abriga esse modelo é
um conjunto dotado de geometria pseudo-riemanniana, o que quer dizer que possui todas
as caracteristicas, que ainda serao apresentadas, da geometria riemanniana com a excessao
que a métrica do espago nao é mais definida positivamente, mas ao invés disso a matriz
que a representa é nao-degenerada. Seguindo o formato de [4], nessa e na préxima segao

daremos defini¢oes de objetos que serao utilizados em desenvolvimentos posteriores.

Definicao 1.1 Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M e uma
familia de aplicagoes biunivocas x, : U, C R™ — M tais que:

(1) Upa(Ua) = M

(2) Para todo par «, 3, com x4(Us) Nxs(Us) = W # 0, os conjuntos x," (W) e x5" (W)
sao abertos em R™ e as aplicacoes xrgl 0 X, Sa0 diferencidveis

(3) A familia (Uy, x,) € mdzima relativamente as condigoes (1) e (2)

A aplicagao x, com p € z,(U,) é chamada uma parametrizagio de M em p. Uma
familia (U,, z,) satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura diferencidvel em M. O que
fizemos foi formalizar o que queremos que seja uma variedade diferencidvel de dimensao n:
um conjunto que localmente ¢é idéntico ao R™ e que se possa passar de forma diferenciavel
de uma parametrizagao para outra.

Objetos conhecidos do cdlculo no R™, como curvas, campos escalares, vetores, 1-formas,
tensores, podem ser generalizados para o contexto das variedades. De fato, o método usado
para dar definigoes para os ”animais desse zool6gico”é usar a aplicagao z,' para tomar a
imagem dessas fungoes no R™ e trabalhar com o que ja conhecemos.

Por exemplo, seja ¢ : M — R, um campo escalar, tome ® = ¢ o x como a imagem do
campo no R™. De forma equivalente tome a : I C R — M uma curva diferenciavel e

f = 27! o a sua imagem no R™. Note que podemos tomar a composicao de funcoes:
poa=¢oxox toa=oop. (1.1)

Tome a derivada £¢ = %Cb(x(t)) = 20 det — Y0t — (YO g = (Vi) 6.

OxH dt dxH oxH oxk

Perceba que %fb nada mais é que uma componente do vetor gradiente de uma funcao

real. Com isso se torna razoavel definir vetores V' na variedade como operadores lineares

tais que [5]
(Vg1 + d2] = Vign] + Viga], (1.2)
(2)V]ag] = aV]¢], (1.3)
(3)V[p10a] = ¢1V[da] + V1] oa. (1.4)

IDe agora em diante faremos um abuso de linguagem ao identificar  com ™!, j4 que nesse caso temos
claramente que ® = ®(x~1(t)), onde ®(z(¢)) ndo faz sentido.
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(1.5)

Explicitando as componentes temos que V = V“a%, onde {a%} é uma base coorde-
nada associada a T,,M, o espago dos vetores de M no ponto p.

A definicao de variedade diferenciavel e dos outros objetos citados acima é o que serve
de suporte para as diversas geometrias que podem ser construidas. Varios aspectos sao
o que diferem uma geometria de outra, no nosso caso o que vai diferenciar a teoria de
Riemann para a de Weyl é a chamada condicao de compatibilidade da métrica.

Uma métrica pseudo-riemanniana é uma aplicagao diferenciavel g, bilinear, simétrica
e nao degenerada (porém nao necessariamente positiva definida) em 7, M, que a cada dois
vetores em um ponto p de M associa a um numero real, g : T,M x T,M — R, que é da
seguinte forma X,Y — ¢(X,Y),, onde T,M é o espaco dos vetores de M no ponto p. E
interessante também definir g, = ¢(0,, 0p), onde 9, = % é vetor da base coordenada
associada a T, M na parametrizagao definida por x,. A métrica é o objeto que define o
produto interno em M e com isso também permite a definicao de distancia entre pontos
suficientemente proximos (ja que estamos tratando de geometria local).

Bom, ja temos uma métrica, o que mais é necessario?

Para generalizarmos o calculo do R"™ precisamos de uma aplicacao que nos dé a nogao
de derivada. Inspirado na derivada covariante, que aparece de forma natural na teoria
de superficies [6], conseguimos criar uma estrutura que contém as propriedades familiares
de derivada, como a linearidade e a regra de Leibniz, e que reproduz o que ja se sabe da

teoria de superficies. Esse é o papel da conexao afim.

Definigao 1.2 Seja M uma variedade diferencidvel e x(M) o conjunto de todos os cam-
pos vetoriais em M. Uma conexdo afim é uma aplicagio V : x(M) x x(M) — x(M),
dada por (X,Y) — VXY, que satisfaz as sequintes propriedades:

VixtgvZ = [Vx +gVy, (1.6)
VY + 7) = ViY + Vi Z, (1.7)
Ve(fY) = X[f]Y + fVyY, (1.8)

onde X,Y,Z € x(M) e f,qg sao funcdes escalares de classe C*> em M.

Vemos que o primeiro e segundo itens acima determinam a linearidade no argumento e
na diregao da derivada, enquanto o terceiro é o que permite a regra de Leibniz (lembrando
que vetores em uma variedade diferenciavel sao operadores reais que tomam valores no

espago das fungoes escalares de M). Com isso podemos definir a derivada de um campo

4
dt’

VxY, tal que é facil ver que as propriedades de linearidade e Leibniz

vetorial Y ao longo de uma curva, que tem X como campo vetorial tangente, X =
DY _
. =
sao satisfeitas. Também podemos dar uma definicao adequada de paralelismo: um campo

como sendo

vetorial Y é dito paralelo ao longo da curva av: I C R — M;a = «(t) se % = 0.
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Uma conexao afim é dita compativel com a métrica quando para toda curva dife-
renciavel a e quaisquer pares de campos de vetores paralelos X e Y ao longo de a tivermos
g9(X,Y) = constante. E nesse ponto em que surgem as divergéncias entre as geometrias
de Riemann e de Weyl, esta segue todas as definicoes feitas acima até essa condicao de
compatibilidade. Nesse ponto mostraremos uma outra expressao para o produto interno
que acabamos de definir, isto é, na geometria de Weyl o produto escalar de vetores, ou a
norma de vetores varia ao longo de caminhos, o que claramente ¢ uma generalizacao da
ideia riemanniana.

Sendo assim, podemos escrever a condicao de compatibilidade de uma forma mais

geral.

Defini¢ao 1.3 (Condigao de Compatibilidade) Seja M uma variedade diferencidvel
com uma conexao afim V, uma métrica g. Dizemos de V €é compativel com g se para
toda curva diferencidvel a = «(t) e todo par de vetores paralelos X eY ao longo de «,

tivermos

% (X,Y) =0, (1.9)

onde % denota o vetor tangente a « (o produto interno é constante ao longo da curva).

Proposicao 1.1 Uma conexao V em uma variedade pseudo-riemanniana M é compativel

com a métrica se e somente se
Xg(Y, Z) = g(VXY, Z) +g(Y, VXZ) VX,Y, Z € X(]\/[) (1.10)

Demonstragao: Veja [4], pagina 60 OJ

Também precisaremos da seguinte defini¢ao:

Definigao 1.4 Uma conezxdao afim V em um variedade diferencidvel M é dita simétrica
quando
VxY —VyX =[X,Y] VXY € x(M). (1.11)

Com essas informacoes, é possivel demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 1.1 (Levi-Civita) (Levi-Civita) Dada uma variedade riemanniana M, existe
uma unica conexao afim V em M satisfazendo as condigoes:
(1) V € simétrica,

(2) ¥V € compativel com a métrica pseudo-riemanniana.

Demonstragao: Considere X, Y, Z € x(M), entao

Xg(Y, Z) = g(VxY, Z) + g(Y,Vx Z), (1.12)
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Yg(Z,X) = g(VyZ,X) + 9(Z,Vy X), (1.13)
Zg(X,Y) = g(V,X,Y) + g(X,V,Y). (1.14)

Somando com|l.13|e subtraindo de e usando a simetria da conexao, é possivel

mostrar que

o2,V X) = 5 {Xg(Y, 2) + Yo(Z,X) = Zg(X.Y)}

—% {9(1X, 21, Y) + 9([Y, 2], X) + 9([X, Y], Z)} . (1.15)

Dessa forma, ve-se que caso V exista, estd univocamente determinada por essa ex-
pressao. Para provar a existéncia de V, a defina por meio da equagao m E facil
verificar que, dessa maneira, a conexao satisfaz suas condigoes de defini¢ao. [

Com esse teorema pode-se mostrar que as componentes da conexao riemanniana as-

sumem a forma conhecida dos livros de andlise tensorial:
1 0 0 0
| R —q, —_— — —— G, 1.16
w = 99 ((%zzugﬁ—i_@xl,g“ﬁ 8x5gu ) (1.16)

Onde I'},0, = Vj,0, sdo as componentes da conexdao na parametrizagao definida por
Zo. A conexao dada pelo teorema acima é chamada de conezxao riemanniana de M. Dessa
expressao percebemos a grande surpresa dessa geometria: definimos a métrica e a conexao
de forma inteiramente independente uma da outra, e no entanto vemos que ha uma relacao
Unica entre g e a conexao riemanniana. Nessa geometria diz-se que a conexao respeita
a métrica, no sentido de que dada uma estrutura de espaco métrico Riemanniano na
variedade, a conexao riemanniana (simétrica e compativel com a métrica) fica inteiramente
definida por g. Agora que temos uma ”cara”’ para a derivacao, nos sentimos na liberdade de

perguntar: como ficaria a expressao da derivada covariante no espago-tempo de minkowski
M"™? Seja V = v0,, logo:

DV d dz”
T VaiaV = V%ayv"au = %Uﬂaﬂ + i

dv® dzt

V"V 5,0, = <_ T —UV> Oa. (L.17)

dt Hdt

Adotando a parametrizacao cartesiana, em que g,,, = 1, onde 1, = diag(+1, -1, ...,

¢ métrica de Minkowski, vemos que os coeficientes da conexao sao nulos, de forma que

DV _ dvt g _ dv
dt ~—  dt K T dt>?

mos, como deveria ser.

a derivada covariante coincide com a derivada ordinaria que conhece-

Por completeza, mostraremos mais alguns resultados que serao utilizados.

Proposicao 1.2 Sejam M, N variedades diferencidveis e seja ¢ : M — N uma aplicagao
diferencidavel. Para cada p € M e cada v € T,M, escolha uma curva diferencidvel
a(—e,e) = M, com o(0) =p, a/(0) =v. Tome = poa. A aplicagcio dp, : T,M — T,N

dada por dp,(v) = B'(0) € uma aplicagao linear que ndo depende da escolha de c.

—1)
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A aplicagao linear d¢, é chamada diferencial de ¢ em p.
Demonstracao: Veja [4], pagina 9.

Definicao 1.5 Um tensor T de ordem s contravariante e ordem r covariante (que dize-
mos ser de ordem (s,r)) em uma variedade pseudo-riemanniana é uma aplicagdo multi-

linear
s fatores

T (M) x - x x(M) x x* (M) x -+ x x*(M) = M (1.18)

J

—
r fatores

Por multilinear queremos dizer que dados Xy,---,X, € x(M) e Y3,---,Y, € X*(M)

temos

T(X1,---,fA+gB,'--,Xr,§71,-~,ﬁ):
aT(-Xl;'";Ay"'yX'r;};l;"',Ys)+bT(X17"',Zy"'7X'r7Y~17"';};s) (1.19)
VX,ZexM), f, g€ DM),

onde T(0y, -+, 0y, w", - -+ ,wh) = Tu---ua"ﬂ

Definicao 1.6 Seja T um tensor de ordem (s,r). A derivada covariante VT de T € um

tensor de ordem (s, + 1) dada por

VT(Xl,---,XT,Z,?l,---, L) =

Z(T(Xl,---,X,,,Yl,---, ~s))_T(VZle"'aXmYle"'a ~S)_

"'—T(Xl,"',VZXr,?l,“',?s)+T(X1,"',Xr,@z?1,'“, ~S)+
e+ T(Xy, o, X, Yh, e VY. (1.20)

Onde a definicdo de conexio pode ser generalizada para 1-formas V : x(M) x x*(M) —
X" (M) com as mesmas propriedades da conexao vetorial acima, mas que obedece a se-

guinte equagao V,w® = —I' w".

1.3 Quantidades Cinematicas

O uso de geodésicas para mostrar as singularidades passa por um estudo puramente
geométrico de seu comportamento, independentemente da teoria do espago-tempo, numa
geometria pseudo-riemanniana.

Para descrever essas curvas, considere M uma variedade diferenciavel e seja O C M

um conjunto aberto. Uma congruéncia em O é uma familia de curvas tais que para

20nde definimos Y = ¢(Y, ), o espaco dual formado pelas 1-formas Yé chamado espaco dual x*(M),
cujos elementos da base chamamos w” em oposigao a 0,,.
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cada ponto p € O passa uma curva dessa familia. Uma outra maneira de falar em uma
congruéncia se da em termos dos vetores tangentes as suas curvas constituintes.
Em um sistema coordenado {z#}, temos que o campo vetorial tangente V* a uma

curva com parametro t satisfaz as equagoes

dx* u
E(t) = VH(1). (1.21)

Como esse ¢ um conjunto de equacoes diferenciais de primeira ordem, dado um ponto

dxt
d\

Com isso, vemos que a cada ponto da variedade, estd definido um vetor tangente, o que

inicial p, tal que, %5-(X\g) = V*(p), ela admite solugao tinica numa dada vizinhanca de p.
implica que a variedade é varrida pelas curvas dessa congruéncia.

Agora, considere uma congruéncia de geodésicas do tipo-tempo, cujo vetor tangente
V#(s) estd parametrizado pelo comprimento de arco s, isto é, g, V*(s)V¥(s) = +1,
estamos usando a assinatura da métrica (+ — ——).

A maneira de estudar cinematicamente o fluxo geodésico é considerar um vetor que
conecta as curvas dessa congruéncia e calcular como ele varia ao longo delas.

Existe um procedimento em geometria que serve justamente para estimar isso, cha-
mado derivacao de Lie. Em poucas palavras, ela nasce a partir da percepcao de que, dada
uma congruéncia e um campo tensorial nela definido, é possivel definir esse campo para
um certo um valor do parametro da congruéncia aumentado de A — X\ + A\ e com o
uso do campo vetorial das curvas, é possivel expandir esse tensor de maneira a escreve-lo
em termos do parametro orginal A, isto é, retornar ao ponto de saida. Todo esse pro-
cedimento é conhecido como arrastamento de Lie. Assim, pode-se calcular a diferenca
entre o campo tensorial original e o arrastado de um ponto posterior, portanto, ao dividir
pelo parametro da congruéncia, temos uma definicao de derivada, chamada Derivada de
Lie. Dizemos que uma quantidade ¢é invariante ao longo desse fluxo de curvas quando sua
derivada de Lie é nula.

Como queremos que esse vetor do tipo-espaco, 7, preserve a caracteristica de ”ligar” as
curvas (aqui, vetor quer dizer campo vetorial), sua derivada de Lie deve ser nula ao longo

da congruéncia.
Lyn® =VHon* —ntd, Ve = V“no‘m — n“V?‘u =0. (1.22)

Essa pentltima igualdade é valida porque estamos considerando uma geometria sem
torcao, ou seja, com conexao simétrica.
Da equagao acima, tiramos
Dn®
ds

Vent = B0t =V, = (1.23)

Daqui, vemos que o tensor B% = V¢ mede a falha do vetor n de se propagar parale-
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lamente ao longo da curva cuja tangente é V.

A literatura é recheada de definigoes diferentes de subvariedades suaves, daremos a
que parece mais préxima da que demos de variedade diferencidvel [5]. Uma subvariedade
suave n-dimensional ¥ de uma variedade m-dimensional M é um conjunto de pontos de
M com a seguinte propriedade: em qualquer p € O C XN M, existe uma parametrizagao
ou sistema de coordenadas para M, na qual os pontos de ¥ nessa vizinhanca sao pontos
caracterizados por z! = 22 = .- = 2™ ™ = 0. O chamado teorema de Frobenius [5]
fornece condicoes para que a variedade seja folheada por subvariedades em um sentido
semelhante ao que fornecemos de congruéncia de curvas.

Suponha que o espaco-tempo que vamos considerar é folheado por hipersuperficies do
tipo-espacgo ortogonais a congruéncia, nesse caso o préoprio 7 é do tipo-espago também. A
literatura atribui defini¢oes diferentes a relagao entre essa hipersuperficie, que chamaremos
de X e os parametros da congruéncia. Nesse texto, usaremos [7].

Seja I' a familia de curvas que intercepta perpendicularmente ¥ assumindo o valor dos
parametros s;. A definicdo mais rigorosa de 1 é de que ele conecta as curvas no mesmo
valor real dos parametros s;, isto €, s; = s € R.

Vamos abusar a linguagem e chamar sy = s pois X vai folhear toda a variedade e as
definicoes dadas acima serao véalidas em todos os pontos.

> é a superficie de simultaneidade de todos os observadores de nosso espaco-tempo. E
vamos realizar todos os nossos calculos nela. Ela também sera importante no quesito de
que representard a superficie de condigoes iniciais a partir da qual encontraremos pontos
singulares.

O conhecido tensor de projecao, que projeta todas as entidades com indices tensoriais

1

em X, é dado por hy, = g, — WVqu como no nosso caso, |[V|=1

h,uu = Guw — V,u‘/u (124)

Ele possui as seguintes propriedades que o estabelece como um operador de projecao

e uma espécie de métrica para cada subvariedade X

o WM VY =0,

o WHV, =0 & WY =WH,

° h“,/h”ﬂY = h"v,

° IV, =3,

o Ny = hyy

Como BY, = V*, definido anteriormente mede como varia o vetor que conecta as

geodésicas, vemos que ele é o agente com todas as informacgoes cinemaéticas da congruéncia.
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E como vamos trabalhar na superficie de simultaneidade 3, e 14 é onde veremos se as

curvas se aproximam, expandem-se ou rotacionam, vamos chamar o objeto
B — pi BB Yo
Q", = h WV, (1.25)

de Tensor de Deformacao.

Todo tensor de segunda ordem pode ser escrito em termos de partes irredutiveis da

forma .
Q" = ghﬂye + ot +wh, (1.26)

onde 6 = h*,Q", € o traco de Q; 0 = 04y = Q) — %hwﬁ é a sua parte simétrica sem
trago; wy, = —wyu = Q) sao as componentes antissimétricas de Q).

0, o, wsao chamados, respectivamente, de expansao (expansion), cisalhamento (shear)
e vorticidade (twist) da congréncia.

A principio, a motivacao fisica por tras dessa classificacao nao é evidente. Vamos

agora tentar clarear essas nogoes seguindo a abordagem de Plebanski [§].

1.3.1 Interpretacao das quantidades cinematicas no espago Eu-

clidiano

Suponha que no espaco euclidiano R3, estd definida uma congruéncia de curvas. Seja
p um ponto dessa congruéncia.
O ponto p é descrito, em coordenadas cartesianas, no parametro ¢ por {z;} e possui

velocidade

dx i
dt

Préximo a p suponha que existe um ponto ¢, no mesmo parametro ¢, cujas coordenadas

(t) = vilt, yy)lyy—a, = vi(t, ). (1.27)

sao {z; + 0x;} e com velocidade v;(t,x + dz). A velocidade do ponto ¢ em relagao a p é

dado por (desprezando termos de segunda ordem em diante)
(Vgp)i(t) = vi(t, @ + dx) — v;(t, &) = Oju;(t, x)dz;. (1.28)

Agora, suponha que se passou um tempo (parametro) At, de forma que a posicao de
g em relacao a p é dada por (até termos de primeira ordem) 02’ (t) = dx;(t + At) =

dz;:(t) + (vgp)iAt. Usando a equagao temos que
dx) = dx; + (Ojv;)d0x;At. (1.29)

Bem, 0;v; = v;; é justamente o, j& definido, Tensor de Deformacao escrito em
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coordenadas cartesianas e projetado no préprio espaco euclidiano.

Realizando a decomposicao
1
3

0, 0, w possuem a mesma nomenclatura e definicao anteriores. Para interpretar fisicamente

Vi; = 50550 + 0y + wij, (1.30)

essas quantidades, tomemos cada uma separadamente

e Suponha que 0 = w = 0, assim, v;; = é%ﬂ = oz, = dx; + %QéijéxjAt =
(1 + %GAt) 0x;
Daqui, vemos que, se 6 > 0, entdo dz;; > dz; e dessa forma, estaria acontecendo um
afastamento dos pontos da congruéncia. Para 6 < 0, acontece uma aproximagcao. O

que justifica chamar 6 de fator de expansao.

e Agora considere que § =0, w = 0.
Sejam trés pontos ¢i, g2, g3 vizinhos ao ponto p. Cujas posigdes relativas (em
relagdo a p) sdo dadas por oz, oy, dz.

O volume do paralelepipedo formado por esses trés pontos é dado por

OV =dz - (dy X 02) = €;,07;0y;0 2. (1.31)
Transcorrido um tempo At, o novo volume é

OV' = €jr0x30y;02, = 6V + DAL, (1.32)

onde D = (€mk0kn + €1jn0jm + Eimn0il)0L10Ym 02y,

E possivel mostrar que D = 0, pois 0;; = 0ji, 0 = 0.

Assim, 0V’ = §V. E apesar do formato do sélido gerado por esses trés pontos mudar
com o tempo, seu volume permanece inalterado. Esse é o chamado movimento de

cisalhamento e o recebe o nome de tensor de cisalhamento.

e Agora, suponha que # =0, o = 0.
Nesse caso, 0z = dx; + w;;0z;At.

A norma desse vetor é (a menos de termos de segunda ordem):
(61')? = (0x}6x)) = (dxidz;) = (1) (1.33)

A taxa de mudanca de dz;, projetada na direcao do vetor posicao relativa é dada
por

ou seja, o produto escalar da velocidade com o vetor posi¢ao ¢ nulo.

Essas sao as caracteristicas de um movimento de rotacao, isto é, ¢ e p rotacionam
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entre si.

Por essa razao, w é chamado de tensor de vorticidade ou simplesmente vorticidade.

Com isso, vemos a interpretacao fisica dessas chamadas quantidades cinemdticas. O
que precisamos agora ¢ estudar como elas variam sob o ponto de vista dos observadores
fisicos, isto é, na hipersuperficie X .

O plano seguido pelos teoremas de Hawking-Penrose consiste em encontrar uma equagao
de evolugao para esses parametros e que carregue a informacao acerca da dinamica
do espago-tempo. Voltemos a nossa analise na geometria quadridimensional pseudo-

riemanniana.

1.3.2 Equacoes de evolucao dos parametros cinematicos

As equacoes diferenciais para a expansao, cisalhamento e vorticidade devem partir
de relacoes que envolvem a derivada de segunda ordem da velocidade da congruéncia.
Também deve-se levar em conta que, em algum lugar, a teoria vigente da dinamica do
espago-tempo deve entrar nas equagoes. Na Relatividade Geral, o objeto principal que
possui a informg¢ao do campo gravitacional é a curvatura, o tensor de Ricci. Ora, sabe-
mos que a definicao do tensor de Riemann se utiliza da diferenca de derivadas segundas
covariantes, que ¢ justamente o fato de elas nao comutarem que caracteriza a variedade

COImo curva.

A definigao de tensor de Riemann que usaremos é

A
Conforme pode ser vista em [7], é possivel encontrar a seguinte equacao para a ex-
pansao, conhecida como equacao de Raychaudhuri, e é central para a analise que faremos

a seguir.

.1 .
0+ 502 +2(0? —w?) — (VM),, = R, V"V". (1.36)

Como queremos mostrar que o espaco-tempo gerado pela Relatividade Geral (dadas
condigbes razodveis de matéria-energia) é singular, basta que se mostre a incompletude
citada anteriormente para uma curva, ou um tipo de curva, vamos nos adiantar e afirmar

que basta utilizar a equacao de Raychaudhuri para geodésicas
-1
0 + 502 +2(0® —w?) = R, V'V, (1.37)

Como as equagoes de evolucao do cisalhamento e vorticidade nao serao necessarias,
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nao daremos tanta atencao a esse assunto, veja [7]
wy v 1 2 2 A 1 wy v
ht'hg 6 + ghag[—w — 20" +a’y\] + aqap — §ha hg (G + Qi) (1.38)
2 € v 1 v
+§00a5 + UO&MO-M,B — Wap = Raegyv VY — éRw,VMV hag,

1 2
ho'hg' G — §ha“hﬁ”(au;,, — Qyy) + gﬁwag + wa“ﬁ — oguwh, = 0. (1.39)

1.3.3 Analise da Equacao de Raychaudhuri

Da equacao de Raychaudhuri, vemos que ela possui uma entrada, o tensor de Ricci,
em que ¢é possivel "encaixar”a teoria da gravitacao ou a dinamica do espago-tempo.

Dada uma variedade diferenciavel (M, g), da acao de Einstein-Hilbert

S = /d4x\/—_g(R + KLy,) (1.40)

As equagoes de campo de Eisntein sao

1 8rG
ij = RMV — §ng, = _kTuV , R = 7

(1.41)
Tomando o traco dessa equagao, temos R = kT, substituindo de volta em [L.41] R, =
—k(Tyw — 3Tgu). Assim,

1
R ,VIVY = —k (TWV“V” - §T) LV VR =1 (1.42)

Nesse ponto, considere que o conteudo material-energético do Universo é um fluido
perrfeito, isto ¢, T, = pV,,V,, — ph,,, cujos elementos de pressao nula se movem seguindo
as geodésicas que estamos considerando. Daqui, segue-se que T, V*V" = p, onde p é a
densidade de energia do fluido, que ¢ uma quantidade positiva, isto ¢, T),,V*V"¥ > 0.

Também é possivel concluir que T = T"g,, = T = p — 3p. Onde p é a pressao
do fluido, que também para fluido ordinéarios, nao exéticos, é uma quantidade positiva.

Juntando esses dois resultados,
1 1
T, VIVY — §T = §(p + 3p). (1.43)

Logo, para um fluido perfeito, podemos concluir, a partir da equacao|l.42, que R, V*V" <
0. Pois a densidade de energia e pressao sao quatidades positivas. Essa inequacao pode

ser generalizada para fluidos com pressao anisitrépica.
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Em geral, existe uma classificacao para as chamadas condicoes de energia:

e A condicdo de energia fraca é aquela em que 7, V*V" > 0, o que para um fluido

perfeito representa p > 0e p+p > 0.

e A condicdo de energia forte é aquela em que T, VHVY — %T > 0, o que para um

fluido perfeito representa p+p > 0e p+ 3p > 0.

e A condicio de energia dominante é aquela em que a condicao de energia fraca é
satisfeita e temos ainda que o vetor T#V,, ¢ um vetor do tipo nulo ou tempo. O que
para um fluido perfeito representa p > |p|, que fisicamente significa que a velocidade

do fluxo de energia nao excede a velocidade da luz.

Essas sao as principais condicoes de energia, a literatura apresenta ainda algumas ou-
tras, vide [9]. Usando a condicao de energia fraca, vemos que a equacao de Raychaudhuri,
torna-se uma inequacao
(1.44)

c1
9—|—§92+2(02—w2)<0

Citando as palavras de Wald [1]:

"Note that by virtue of equation V*V,V, = V¥V ,V, =0 and Frobenius’ Theorem, the

congruence is (locally) hypersurface orthogonal if and only if w,, = 0".

Também é possivel mostrar que o2 > 0, logo a inequacao acima sé é satisfeita se

A R a1, d, .1
—9* < — 4+ 262 < — > - :
9+39 _O©d8+30 _O@ds(é’ )_3:> (1.45)
1
0 1(s) >0, + 35 (1.46)

Se 6y ¢ negativo, entao 6~! deve passar por zero por baixo, isto é, § — —oo em um
comprimento de arco (tempo préprio) finito s < 3/|6y|.

O que significa que as geodésicas se aproximam infinitamente em um ”tempo”finito.
Essa caracteristica é presente até mesmo no espago-tempo de Minkowski, e sabemos que
ele nao ¢é singular, no sentido que queremos abordar, logo apesar da presenca dessa ”singu-
laridade”na congruéncia geodésica, essa desigualdade nao representa uma demonstracao
dos teoremas de Hawking-Penrose, e nao descreve uma singularidade do espacgo-tempo,
apenas da congruéncia; mas ela é parte integrante de um esquema maior que trataremos

nas paginas seguintes.

1.4 Quatro pecas do quebra-cabeca

A partir dessa se¢ao, mostraremos alguns conceitos que, a primeira vista, podem

parecer independentes, mas que sua uniao formara a estrutura matematica com o poder
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de cumprir o objetivo desse capitulo.

Essas pecas serao organizadas da seguinte maneira: exibiremos a relacao entre a pro-
priedadade de maximizacao dos comprimentos das geodésicas com a chamada aplicacao
exponencial, que por sua vez se relaciona com os campos de Jacobi, os quais mantém

estreita relagdo com a equagao de Raychaudhuri.

1.4.1 A aplicacao exponencial

Seja TM = {(p,v);p € M,v € T,M} (onde T,M é o espaco tangente a M no ponto p),
munindo 7'M com uma estrutura diferencidvel, é possivel mostrar que ele é uma variedade
diferencidvel de dimensao 2n (se a variedade original M tem dimensao n). T'M é chamado

de fibrado tangente.

Definicao 1.7 Uma curva parametrizada v : [ — M € uma geodésica em ty € I se
% (‘é—:) = 0 no ponto ty; sey é uma geodésica de t, para todo t € I, dizemos que v € uma

geodésica.

Definimos a aplicacao exponencial em U como

exp: UCTM — M (1.47)
v
(¢,v) — exp(q,v) = v(1, ¢, v) = ¥(|v], ¢, W)' (1.48)

Onde usamos a designagao v(t,q,v) para representar a geodésica tipo-tempo para-
metrizada por ¢, que passa pelo ponto ¢, cujo vetor tangente nesse ponto ¢ v. Também
usamos a propriedade de homogeneidade geodésica [4] (1, q,v) = v(|v|, g, ﬁ)

Essa aplicacao tem a caracteristica de reunir em uma tnica funcao diferenciavel todas
as geodésicas tipo-tempo de M. Fixando ¢, ela representa um ponto que passa por
uma geodésica no valor de seu parametro dado por |v|, cujo vetor velocidade é unitario

(parametrizada pelo comprimento de arco) e é dado por v/|v|.

Figura 1.1: Aplicacio exponencial em S?

Il -

- =~

o
—_—
tn
%)
-

FONTE: do Carmo [6], 1976, p. 284.
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1.4.2 Da relacao da aplicacao exponencial com os campos de

Jacobi

Uma superficie f parametrizada em M é uma aplicacao f : A C R? — M diferencidvel.
Suponha que essa superficie é parametrizada por (¢,s) € R2. Definimos a derivada co-
variante parcial de maneira analoga ao R"™. Para um campo vetorial V' definido em f,
BY(t,s) é a derivada covariante usual ao longo da curva integral f(t,sp). De maneira
anéloga definimos DV/0s. Isto define a derivada 2Y, ZY V(¢ s) € A.

Nesse ponto, escolha a superficie f da forma f(t,s) = exp(p,tv(s)) = exp,tv(s) =
~(t, p,v(s)); para um intervalo adequado dos parametros (¢, s), 0 <t < 1, —e < s < ¢, com
v(s) um curva de T, M com v(0) = v, v'(0) = w e fizemos a identificagao T,M ~ T,(T,M),
ou seja, na aplicacao exponencial, fixe o ponto da variedade p e defina a superficie como
o conjunto de geodésicas que emanam de p e nao se cruzam (ndo se cruzam porque as
linhas coordenadas de uma superficie nao se cruzam), ou seja, identifique a congruéncia
de geodésicas que partem de p com uma superficie. Dessa maneira, usamos a aplicagao
exponencial, que nao somente abriga as geodésicas de M, como serve para definir de
maneira mais rigorosa o conceito de congruéncia apresentado anteriormente.

Com essa notagao, é facil perceber que a curva integral f(t,0) é uma geodésica com
vetor velocidade no ponto p igual a %(t,O) = d(exp,)wv = 7'(t). Também é possivel
ver que para t variavel, %(t,O) = d(exp,)wtw ; w € T,(T,M) ~ T,M, fixo, segue e
varre cada geodésica da congruéncia. Seu vetor velocidade, de certa maneira, conecta
geodésicas vizinhas.

O que faremos agora é encontrar a famosa equacao de Jacobi, que também pode ser
conhecida como equagao do desvio geodésico.

Em [I0] e grande parte da literatura em Relatividade Geral, deduz-se, a partir dessa
ideia de congruéncia de geodésicas, a equacgao do desvio geodésico. No caso do livro
citado, ela serve para extrair as equagoes de campo da RG para o vacuo por um método
que nao aborda a acao de Einstein-Hilbert. Aqui, além de a deduzirmos para um propdsito
diferente, o faremos em uma linguagem independente de coordenadas, em que utilizaremos
as ferramentas acima expostas.

Da definicao de curvatura,

Definicao 1.8 A curvatura R de uma variedade (pseudo) riemanniana M € uma corres-
pondéncia que associa a cada par X,Y € x(M) uma aplicagio R(X,Y) : x(M) — x(M)
dada por:

R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ =V ixyZ ; ZecZ(M), (1.49)

onde V € a conexdo (pseudo) riemanniana e x(M) € o conjunto de campos vetoriais de
M.

Em linguagem dependente de coordenadas 1(9,,9,)0s = R, 504
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Por completeza, chamamos o tensor de curvatura, a aplicagao

R < x(M) x x(M) x x(M) x x(M) — D(M), (1.50)
RIX,Y,Z,W) =< R(X,Y)ZW > ; X,Y,Z,W € y(M).

Onde D(M) é o anel de fungoes diferencidveis em M.

Numa base coodenada, ela possui componentes dadas por

R(Dp, D, O, D) =< R0y, 05 >= R, < ., 05 >= (1.51)

p,ya

98 R’yuua = RBNVOC .

Trabalhemos com a curvatura propriamente dita. Seja

Cof . of
X=" =2 Y =5 (1.52)

of of f D Ddf D DOIf of

(5095 ar ~aios o soior - VS ar (1.53)

Como f é uma superficie, o comutador dos vetores tangentes de suas linhas integrais

é nulo. E como f(t,0) é uma geodésica, 2L = (. Definindo 8—f(t 0) = n(t) e usando o

» Bt Bt
Dof _ DOof

lema de simetria [4], 555 = 5255,

of of . of D DOof
i@t 25091 ~ototos (154
D ontt) = ROL ey 2 <o (1.5)
como 8t L(t,0) =~(t) e
Zn(t) = R(Y (1), (D) () = 0. (1.56)

Essa é a chamada equacao de Jacobi, que numa linguagem dependente de coordenadas

assume a forma da equacgao do desvio geodésico
VOV (VPVe) = R,V VF = 0. (1.57)

Para o vetor V' tangente a geodésica v. O vetor n(t) = 8f ~(t,0) é chamado Campo de

Jacobi em ~. Que, como vimos, tem a interpretagao de conectar geodésicas vizinhas.

A relacao dos campos de Jacobi com a aplicacao exponencial anteriormente definida

se da por meio da seguinte proposicao

Proposicao 1.3 Seja v : [0,a] = M uma geodésica do tipo-tempo. Entio um campo de
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Figura 1.2: Campo de Jacobi s — J(s) de uma superficie S, partindo de um ponto p

Geodesics
A

FONTE: do Carmo [6], 1976, p. 358

Jacobin ao longo de v com n(0) =0 é dado por

n(t) = (dexp,)iy(o) (' (0)) 5 ¢ € [0, a]. (1.58)

Demonstragao: Veja [4], pagina 126. [

A aplicagao exponencial é uma fungao cujo dominio é a variedade diferenciavel fibrado
tangente TM e tem imagem em M. Sua diferencial toma valores no espago tangente
do fibrado, que ¢é identificado com o préprio fibrado e leva em T,M. Portanto, essa
diferencial é um vetor, assim como 7(t), logo, a notagao usada acima faz sentido. Outra
observagao acerca da notacao diz respeito ao termo (d expp)w(o). Nesse caso, queremos

dizer d(exp,(t7/(0))), ou seja, como exp,(t7'(0)) estd definida em M, logo
(d epr)t,y/(O) (tn/(O)) . T(p’t,yl(o)) (TM) — TpM (159)

Como fixamos o ponto p = v(0), o espago tangente ao fibrado é simplesmente ele
préprio T,(T,M) = T,M e sabemos que 7/(0) € T,(T,M)

1.4.3 Da relagao da aplicagao exponencial com os pontos conju-

gados

Vimos uma equagao diferencial que relaciona o vetor que determina a separacao entre
curvas de uma dada congruéncia (que por sua vez, define uma superficie) e a curvatura
da variedade e as préprias curvas geodésicas constituintes: a equagao de Jacobi. Também
exibimos uma importante proposicao que relaciona esse campo do desvio geodésico com

a diferencial da aplicacao exponencial.
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Bem, vimos na secao anterior, sobre a equagao de Raychaudhuri, que existem curvas,
que para um valor finito do seu parametro, e dadas as equacoes de campo da Relatividade
Geral, elas tendem a uma aproximacao infinita, o que intuitivamente nos leva a conjecturar
que esses pontos singulares da congruéncia tém intima relacao com valores nulos do objeto
que representa a separacao das geodésicas, isto é, os campos de Jacobi. Iremos mostrar
posteriormente que, de fato, esses pontos em que n = 0 existem e coincidem com aqueles
em que § — —oo na equagao [1.37]

Seja 7y : [0,a] — M uma geodésica, dizemos que o ponto y(ty) é conjugado de v(0) ao
longo de v ; ty € (0, al, se existe um campo de Jacobi n # 0 tal que n(0) = n(ty) = 0.

Da proposicao anterior, que relaciona o campo de Jacobi com a diferencial da expo-

nencial, é possivel concluir o seguinte resultado:

Corolario 1.1 Seja v : [0,a] — M wma geodésica do tipo-tempo tal que v(0) = p. O
ponto ¢ = (ty) ; to € (0,a] € conjugado de p ao longo de vy se e somente se vy = tyy'(0)

€ um ponto critico da aplicacao exponencial em p.

Demonstragio: Dizer que vy = t97'(0) é ponto critico de exp,, a partir da equagao
significa que 0 = (dexp,)yy(0)(ton'(0)) = n(to) ; 7'(0) # 0. Logo, segue que
dexp,(tey'(0)) =0 O
Outra das ferramentas necessarias para a demonstracao de um dos teoremas de Hawking-

Penrose ¢é a caracteristica que a geodésicas do tipo-tempo possui de ser a curva que lo-
calmente maximiza o comprimento de arco entre dois pontos ”sufientemente préximos”.
No caso da geometria riemanniana, como é o caso de um dos livros-texto usados nessa
dissertacao, como Geometria Riemanniana, de Manfredo do Carmo [4], a minimizacao do

comprimento de arco ¢ a caracteristica das curvas geodésicas.

1.4.4 Da relacao dos pontos conjugados com a propriedade ma-

ximizante das geodésicas

Se exp, ¢ um difeomorfismo numa vizinhanga V', qualquer, da origem de T, M,
entao exp, V = U ¢é chamada uma wvizinhang¢a normal de p. Se B(0), a bola de centro
na origem e raio € em T,M, é tal que o fechoﬁ B.(0) C V, chamamos exp, B:(0) a bola

normal de contro p e raio €. Dessa forma, segue a seguinte:

Proposicao 1.4 Sejam p € M, U uma vizinhan¢a normal de p, e B C U wma bola
normal de centro em p. Seja v : [0,1] — B um segmento de geodésica com v(0) = p.
Se ¢ : [0,1] — M € qualquer curva diferencidvel por partes ligando v(0) a (1), entdo
s(y) > s(c) e se a igualdade vale, entao v([0,1]) = ([0, 1]).

30 menor conjunto fechado que contém B, (0).
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Demonstragao: Consulte [4], pdgina 79. Porém, uma pequena observagao deve ser feita.
O vetor % é a derivada v' de um dado vetor v. Sabemos que ele é um vetor do tipo-
espago, pois representa nesse caso mais geral o que, no contexto da congruéncia geodésica
era 0f/0s = n, logo |0f/0t]> < 0, o que implica que | % [>< |#/(¢)]?, o que leva a
maximizacao do comprimento, segundo essa demonstracao. Na presente referéncia, que
trata de geometria riemanniana e niao da pseudo-riemanniana, temos |0f/dt|?> > 0 o que
leva a minimizacao do comprimento. [J

Onde s(vy) = fol <& 4 >1/2 Gt 6 o comprimento de arco da curva v de (0) até y(1).

Essa proposicao toma em suas hipdteses que a imagem da geodésica esteja definida
numa bola normal, isto é, se vocé lembrar da definicao de bola e vizinhanca normal, vocé
vera que essa definicao necessita que a exponencial seja um difeomorfismo num aberto de
T,M. Pelo teorema da funcgdao inversa, sabemos que esse nao € o caso se essa aplicacao
possuir pontos criticos (como os citados anteriormente no estudo dos campos de Jacobi e
pontos conjugados), pois nesse caso, ela ndo pode ser localmente inversivel.

Uma releitura dessa proposicao que acabamos de exibir, daremos na forma do seguinte

Teorema 1.2 Seja 7 : [0,1] — B uma curva diferencidvel tipo-tempo que conecta dois
pontos p, ¢ € M. Se vy é uma geodésica sem pontos conjugados entre p e q, entdo -~y

maximiza localmente o comprimento de arco entre p e q.

O resultado acima atesta que uma condicao suficiente para que as geodésicas sejam
as curvas de comprimento méximo é que elas nao possuam pontos conjugados. Mas o
que podemos afirmar acerca da volta desse teorema? Isto é, se a geodésica maximizam
o comprimento entre dois pontos, serd que podemos tirar alguma conclusao acerca da
existéncia de pontos conjugados? A resposta é afirmativa e possui o nome de Teorema de

Jacobi, que iremos enunciar da seguinte maneira

Teorema 1.3 (Jacobi) Seja v : [0,1] — B uma curva diferencidvel tipo-tempo que co-
necta dois pontos p, ¢ € M. Entdo, a condi¢ao necessdria e suficiente para v mazimizar
localmente o comprimento de arco entre p e q € que 7y Sseja uma geodésica sem pontos

conjugados entre p e q.

Demonstragdo: Veja o apéndice [D] O

Com esse teorema fechamos a relagao entre os pontos conjugados e a maximizacao do
comprimento de arco de geodésicas. Na proxima secao mostraremos que existem pontos
conjugados em um espago-tempo que é regido pela Relatividade Geral, isto é, regioes em
que a exponencial nao é um difeomorfismo, por meio da relacao dos campos de Jacobi e

os pontos conjugados com a equagao de Raychaudhuri.
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1.4.5 Da relacao dos campos de Jacobi com a equacao de Ray-

chaudhuri

Nessa se¢ao, iremos apresentar uma forma mais conveniente para o campo de Jacobi,
trabalharemos com esse formato e a compararemos com o escalar de Raychaudhuri 6.

Vimos que 6 é a funcdo escalar que calcula o afastamento (ou aproximagcao) de uma
congruéncia geodésica do ponto de vista da hipersuperficie de simultaneidade dos obser-
vadores cujas trajetorias sao as curvas da congruéncia.

Para cumprir como os objetivos dessa secao, devemos analisar a equacao de Jacobi
do ponto de vista da hipersuperficie 3. Para tal fim, escolha uma base ortonormal de
tetradas, cujo vetor e = V#* é o nosso vetor tipo-tempo tangente a uma geodésica. E
uma base ortonormal tipo-espago, na qual iremos escrever a equagao de Jacobi (lembrando
que X é uma hipersuperficie do tipo-espago, isto é , seus vetores s@o todos dessa natureza).

Na base de tetradas {e{'} ; A=1,2,3. A equagdo de Jacobi toma a forma

d2 A
d—ZQ - RABCDVBTICVDv (1.60)

Uma maneira de resolver essa equacao é, além de escrever a equagao nessa base e
propaga-la paralelamente ao longo de v, evidenciar que 7 deve depender linearmente da
condicao inicial 2—2(0), e que 7n(p) = n(0) = 0. Dessa maneira, podemos escrever sem
perder generalidade

dnB
Ar .\ 4A
1(s) = A()

A equacao a ser obedecida agora se escreve como

(0). (1.61)

B AA,
ds?

(5) = R p s VEVEAD, (1.62)

Vemos que a equacao é uma equacgao matricial e a condi¢ao para que nA(p) =

n(s0) = 0 é que det(A%;(sg)) = 0. Essa é uma condicdo necessdria e suficiente.

Agora, vamos incluir o tensor de deformacao nessa historia.

dnA

o = VIVt = VIV () = VIV = (1.63)
eA,/n“VMV” = eAVB”Mn“ = B"Ln“ = BABnB.

Essa ultima igualdade é valida, pois para o caso de geodésicas parametrizadas pelo

comprimento de arco, o tensor de deformagao ¢ puramente espacial, B, V* = B,,V" = 0,
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ou seja, () = B, na equacao [1.250 Também temos que dn? _ dAp dn” 0) =

ds ds ds
dA dn”(0) . 5 dn©(0)  dAY
— BA 2B B _ BA AC.. 1.64
ds ds BTC s = ds ct B ( )

Em linguagem matricial, % =BAouB= %A‘l.

Sabemos que 0 = trB

dA 1 d
=trB=tr |—A| = — (detA 1.
0=tr tr {ds } Tt A ds (detA) = (1.65)
d

Essa expressao é a que procuravamos, pois sabemos que detA — 0 < 0 — —o0. Logo,
uma condi¢ao necesséaria e suficiente para que um certo ponto ¢ seja conjugado de um
ponto p é que o fator de expansao tenda a "menos infinito” nesses pontos, isto é, que
possuam uma aproximacao infinita, o que confirma nossa intuicao inicial.

Como vimos, esses pontos, de fato existem, o que pode contradizer o teorema da se¢ao
anterior sobre a maximizacao local das geodésicas. A existéncia desses pontos é fator
crucial para a demonstracao dos teoremas de singularidades.

Na préxima secao, apresentaremos um estudo da topologia e da estrutura causal de

um espago-tempo, ou se preferir, de uma variedade diferenciavel lorentziana.

1.5 Da existéncia de curvas de comprimento maximo

Estamos com todas as ferramentas para demonstrar pelo menos um dos teoremas de
singularidade. Até o momento, fizemos a analise das geodésicas maximizantes supondo
sua existéncia, porém isso foi um abuso. Sé se pode garantir a presenca de curvas com
essa caracteristica em variedades muito especiais. Aquelas que possuem um conjunto de
dados iniciais de maneira que a causalidae seja assegurada nesse espaco-tempo, o qual
chamamos de globalmente hiperbdlico.

Aqui nao faremos uma analise exaustiva da estrutura causal do espago-tempo. Limitar-
nos-emos a fornecer uma série de defini¢des para que a linguagem nao se torne confusa e
simplesmemte discutiremos os resultados. Para um estudo detalhado do que sera abordado

nessa secao, sugerimos as referéncias [1], [11], [12].

e Um espacgo-tempo M é temporalmente orientavel se for possivel definir um campo
vetorial V' que é do tipo-tempo em toda a variedade. Seja v : [0,1] — M uma curva
do tipo-tempo, dizemos que ela é direcionada ao futuro se g(7/(t), V(y(¢t)) > 0. Se
g('(t), V(y(t)) < 0, entdo v é direcionada ao passado.
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e Seja v : [0,1] € R — M uma curva. Dizemos que () é uma curva causal di-
recionanda ao futuro se 7/(t) é um vetor tipo-tempo ou tipo-nulo. Similarmente,

define-se uma curva causal direcionada ao passado.

e O conjunto /7 (p) é definido da seguinte forma:
It (p) = {q € M ; Existe uma curva do tipo-tempo direcionada ao futuro ¥(t), com
7(0) =per(1) =g}
Similarmente, define-se I~ (q).

e Um subconjunto S C M é dito acronal se nao existem p, ¢ € S tais que q € I (p),
ou seja, IT7(S)NS = 0.

O qual as curvas causais apenas a cruzam uma vez.

e Seja y(t) uma curva causal direcionada ao futuro. Dizemos que p € M é um ponto
final futuro de -y se para toda vizinhanga O de p existe um ¢, tal que y(t) € O para
todo t > t.

A curva é dita futuramente inextensivel se ela nao possui pontos finais futuros.

Similarmente, definimos ponto final passado e curva passadamente inextensivel.

e O conjunto D*(9) ¢ definido da seguinte forma:
D*(S) = {p € M ; Toda curva causal passadamente (futuramente) inextensivel
através de p intersecta S}.
Também definimos D(S) = DT (S)U D~ (5), ele é chamado dominio de dependéncia
de S.

e Um conjunto acronal, fechado ¥, cujo dominio de dependéncia é a variedade M,

isto é, para o qual D(X) = M, é chamado uma superficie de Cauchy.

e Um espago-tempo que possui uma superficie de Cauchy ¥ é dito Globalmente Hi-

perbolico.

Uma caracteristica de variedades lorentzianas globalmente hiperbdlicas é que elas nao

possuem curvas fechadas do tipo-tempo, ou seja, sao causalmente bem comportadas.

Figura 1.3: Curva fechada do tipo-tempo

FONTE: Penrose [13], 2004, p. 409
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Para espacos-tempos globalmente hiperbdlicos, o conjunto das curvas que ligam dois
pontos fixos p, ¢ da variedade é compacto, veja [I]. Dai, a fungao comprimento de arco
deve assumir valores maximos e minimos nesse conjunto, essa é uma generalizacao de um
resultado de funcoes do R™ na reta R. Logo, existe a tal curva de comprimento maximo
e ela é uma geodésica.

Uma superficie de Cauchy é um conjunto sem referéncia a tempo e na qual todas
as curvas causais, ou seja, que podem ser linhas de mundo de observadores materiais
ou radiacao, tomam valores, a intersectam, e cujo passado e futuro consiste em toda
a variedade, um resultado global. Nesse sentido, uma superficie de Cauchy é uma su-
perficie de simultaneidade (acronal) e de condigdes iniciais (ja que todas as curvas causais
"passam” por ela).

Segundo Wald [I], pdgina 236, ”/[...Jan arbitrary continuous causal curve connecting
any two points cannot be a curve of maximum lenght between those points unless it is a

geodesic/...]”. Uma assertiva semelhante também pode ser encontrada em [4].

Teorema 1.4 Seja (M, g) um espago-tempo globalmente hiperbélico. Sejap € M, ¥ uma
superficie de Cauchy e defina C(3,p) como o conjunto de curvas causais direcionadas ao
futuro a partir de X2 a p. Entdo existe uma curva vy € C(3,p) para a qual o comprimento
de arco atinge seu valor mdrimo em C(X,p). Além disso, v deve ser uma geodésica

ortogonal a X sem pontos conjugados a Y. entre Y e p.

Demonstragao: Veja [1], paginas 236 e 237, teoremas 9.4.3 e 9.4.5. Também ¢é utilizado o
teorema [D.2l O
Um espaco-tempo que admite esse tipo de estrutura é o que estamos atras no teorema

de Hawking-Penrose, esse ¢ um espacgo-tempo ”Fisico”, "Real”.

1.6 O Teorema de Singularidade

Vimos acima que vamos considerar espacos que sao causalmente bem comportados,
isto é, que possuem uma hipersuperficie de condig¢oes iniciais na qual passam todas as
curvas causais da variedade, podendo ser geodésicas ou curvas aceleradas, que sao linhas
de universo de algum observador, ou raios de luz.

A imagem que queremos construir para os teoremas de singularidades é a de geodésicas
que atravessam essa superficie de condigoes iniciais (superficie de Cauchy) e que nao
podem ser estendidos para além de um dado ponto. Isto é, queremos ampliar a no¢ao que
apresentamos de conjugacao de pontos para a de um ponto conjugado a uma superficie.
Apesar de parecer, essa nao é uma tarefa complicada, como veremos.

Definimos a curvatura extrinseca K, de uma hipersuperficie X ortogonal a uma con-

gruéncia de curvas como K,, = V,V,, onde V ¢é o vetor tangente a congruéncia. Essa
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definicao é a usual, pois

1 1 1
§£Vh,uu = §£V(h,u1/ + Vuvu) = §£Vg#y = V#VV = KHV = (166)
1
Kl“’ = §£Vh/“,.
Que em coordenadas gaussianas assume a forma K, = %82‘;”, que é a expressao usual

da curvatura extrinseca.

O traco de K

w, chamado de K = WK, = WV,V, = 0 que é o escalar de Ray-

chaudhuri da congruéncia. Nesse sentido, podemos generalizar os teoremas anteriores com

essa linguagem.

Proposicao 1.5 Seja M uma variedade lorentziana que satisfaz R,,V*VY < 0 para
todo wvetor tipo-tempo V. Seja ¥ uma hipersuperficie tipo-espaco com traco da curva-
tura extrinseca K = 0 < 0V q € ¥. Entdo para um comprimento de arco s < 3/|K|,
ezxiste um ponto p conjugado a 3 ao longo da geodésica vy ortogonal a X2 e que passa por

q. Se v puder estendida tao longe.

Teorema 1.5 Seja M wuma variedade lorentziana, v : [0,1] — M uma curva do tipo-
tempo que conecta um ponto p € M a um ponto q pertencente a uma hipersuperficie 3.
Entao a condi¢ao necessdria e suficiente para que v mazimize localmente o comprimento
de arco entre p e X2 é que v seja uma geodésica ortogonal a 3 sem pontos conjugados a X

entre X e p.

Agora, podemos enunciar e provar pelo menos um dos teoremas de singularidades de

Hawking-Penrose, aquele que diz respeito a geodésicas do tipo tempo.

Teorema 1.6 (Teorema de Singularidade) Seja (M, g) um espago-tempo globalmente
hiperbolico com R, VFVY < 0 para todo vetor tipo-tempo V. Suponha que existe uma su-
perficie de Cauchy tipo-espago ¥ para a qual o trago de sua curvatura extrinseca (para a
congruéncia ortonormal de geodésicas direcionadas ao passado) satisfaz K < C < 0 em
toda a superficie, onde C' € uma constante.

Entao, nenhuma curva tipo-tempo direcionada ao passado, a partir de X2, pode ter com-
primento maior do que 3/|C|. Em particular, todas as geodésicas tipo-tempo direcionadas

ao passado sao incompletas.

Demonstra¢ao: Vamos demonstrar por absurdo. Suponha que existe uma curva tipo-
tempo A, a partir de ¥ com comprimento maior que 3/|C|. Seja p um ponto dessa
curva que esta definido além desse comprimento. Vimos que como o conjunto das curvas
que ligam dois pontos de uma variedade globalmente hiperbélica é compacto, vimos pelo

teorema (1.4 que a funcao comprimento de arco deve ter um valor maximo para uma dada
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curva, que é uma geodésica. Portanto, deve haver uma geodésica (com comprimento maior
que 3/|C|) ligando p a X. Também pelo Teorema [1.4] isso significa que nao hé pontos
conjugados entre p e X. Mas pela Proposicao [1.5| e a relagao [1.66] apresentada na se¢ao
entre o escalar de Raychaudhuri e o campo de Jacobi, temos que v deve possuir
pontos conjugados entre p e . O que é um absurdo. A vista disso, a curva original A
nao pode existir. [J

Para interpretar esse resultado, note quais foram as hipdteses exigidas no teorema.
Uma dela diz respeito ao traco da curvatura extrinseca K da superficie de Cauchy .
Como a variedade ¢é folheada por essas hipersuperficies de simultaneidade, o que pedimos
é que em algum ”"momento”da histéria do Universo, ela seja negativa. Agora, lembre
que essa quantidade nada mais é que o fator de expansao da congruéncia geodésica e
que, no teorema acima, tratamos de curvas tipo-tempo direcionadas ao passado. Isto é,
fisicamente, o que pedimos no teorema foi que a congruéncia, que aponta para o pas-
sado, em algum ”instante” aproxime-se, ou seja, que, vendo o movimento para o futuro,
a congruéncia se afaste. Essa hipdtese pode ser interpretada como o pedido de que em
algum momento da histéria césmica, o Universo tenha estado em expansao. O que é uma
hipétese razoavel, em vista dos recentes experimentos.

Outra observacao a ser feita sobre essa suposicao, é a de que K < C < 0= K <0,
ou seja, K # 0. Nesse caso, o espaco de Minkowski nao é contemplado, pois a curvatura
extrinseca de sua superficie de simultaneidade, que é plana, é nula. Também nota-se da
desigualdade de Raychaudhuri 6 + %02 < 0, que para o caso da auséncia de matéria, ela
se torna uma igualdade 6 + %02 =0, cuja solugao é 07 1(s) = 0, + %s, e para a curvatura
extrinseca de ¥ em um dado instante K = 0y = 0, temos que 6 /4 —oo, pois a fungao
comprimento de arco é positiva s > 0. Ou seja, o espago-tempo de Minkowski nao possui
uma singularidade passada.

Na secao [1.3.3, citamos que a andalise da Equacao de Raychaudhuri que levava a uma
singularidade na congruéncia podia ser feita no espago de Minkowski M, isso é verdade,
afinal, se as geodésicas, que sao retas, em algum momento se aproximam, nada mais
natural esperar que depois elas se toquem. O que fizemos no teorema foi relacionar o
fator de expansao inicial da congruéncia com a expansao dessa variedade, como M ¢é fixo,
esse fator é inicialmente nulo, o que nao satisfaz as hipéteses do teorema.

Para ilustrar o teorema de singularidade, usaremos um subconjunto do espaco-tempo
de Minkowski. Mas nao se espante, pois apesar dessa variedade global nao satisfazer as
hipdteses do teorema, existe um exemplo artificial que utiliza apenas um pedaco dela e
que simula alguns resultados experimentais da Cosmologia, como a singularidade inicial,
ele é chamado Universo de Milne [14], pagina 178.

Defina a variedade como o interior da parte futura do cone de luz, a partir da origem, do
espago-tempo de Minkowski. Dessa forma, o hiperboldide de revolu¢ao (em coordenadas

cartesianas) definido por ¥ : t?—2%—y?—22 = a?; t > 0 é uma superficie do tipo-espaco,
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acronal, fechada e cujo dominio de dependéncia é a prépria variedade, D(3) = M.

Figura 1.4: Universo de Milne
warld lines

surfaces
of
homogeneity

FONTE: Ellis, Williams [14], 2000, p. 179

O trago da curvatura extrinseca dessa hipersuperficie é negativa em todos os pontos,
[12], pagina 274. Considerando que esse espago-tempo é plano, a condigao de convergéncia
geodésica ¢ satisfeita, 12, V*V" < 0, portanto todas as hipdteses do teorema de singulari-
dade valem e temos a existéncia de um ”Big Bang”na origem O do sistema de coordenadas.
Todas as curvas da variedade convergem para O e nao podem ser estendidas além desse
ponto, além disso, da definicao do hiperboldide e da métrica de Minkowski, o comprimento
méximo das geodésicas que partem de ¥ é |a|, o que de fato, é o tempo préprio medido
por esses observadores. O modelo de Milne nao se encaixa com os dados observacionais,
pois nao prevé a radiagao coésmica de fundo.

Como os teoremas de Hawking-Penrose nasceram na década de 70, nao havia a dis-
cussao presente nos dias atuais acerca da possibilidade da existéncia de um conteido de
matéria que quebra as condigoes de energia. Muito se fala da presenga de uma constante
cosmoldgica responsavel pela expansao acelerada do Universo, ela pode ter uma equagao
de estado representada por um fluido perfeito com p = —p, o que quebra a condicao de
energia forte. Outros modelos que abordam essa constante sao os de inflacao, nos quais se
supoe que houve um curto periodo de acelerada expansao do fator de escala, responsavel
por homogeneizar e aplanar a secao espacial do Universo. Com esse conteiido exdtico de
matéria, o espaco-tempo poderia nao desenvolver uma singularidade inicial. Mas como
nossa abordagem segue uma escola de pensamento puramente geométrica, nao abordare-
mos essa possibilidade e trataremos da fuga do destino singular por meio da introdugao

de uma geometria nao-riemanniana, a geometria de Weyl.



Capitulo 2

Geometria de Weyl

2.1 Motivacao

Imagine que estamos em 1918 e alguns dos principais testes da Relatividade Geral estao
sendo realizados, como a verificagao do avanco do periélio de Merctrio e o desvio da luz
por efeito gravitacional. O cenério é bem favoravel a essa nova teoria revolucionaria, que
amplia de maneira inimaginavel o horizonte da humanidade na compreensao da natureza.
Temos o nascimento da ideia belissima de que o espaco e o tempo sao conceitos dinamicos,
o que quebra completamente os paradigmas newtonianos e kantianos acerca da fixacao
e existéncia exterior de um palco espacial no qual os eventos do Universo se desenrolam
ao longo da passagem de um fluxo metafisico de um ”"rio do tempo”imutdvel. A matéria
deixa de se comportar em resposta a uma forca ou campo gravitacional que preenche a
tudo e passa a seguir simplesmente seu caminho mais natural, o de linhas retas nessa
geléia frenética que é a variedade espago-tempo.

Um dos dois campos da natureza conhecidos na época, a gravidade, é geometrizado,
e Einstein se torna um cientista popstar. Entretanto, a outra interacao fundamental, o
eletromagnetismo, nao possui tal interpretacao. Dessa tarefa, ocupou-se o matematico

e fisico alemao Hermann Weyl. E de sua construgao que se trata esse capitulo.

2.2 Relaxando Postulados

Sabemos da Histéria da Matematica que desde a enunciacao dos axiomas da geometria
feita por Euclides, os matematicos ndo encaram com bons olhos o quinto postulado, [15],
pagina 4. Ele nao parece ser essencial para a contrucao da disciplina e a intuicao os
guiava a tentarem demonstra-lo a partir dos outros quatro, o que nao se mostrava possivel.
Posteriormente, percebeu-se que era possivel abandonéa-lo e ainda assim construir objetos
geométricos bem definidos, o que tiraria a geometria euclidiana do posto divino de tnica

possivel.

28
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Ao notar que o quinto postulado se tratava apenas de uma escolha, nao sendo fun-
damental para uma boa matematica, chegou-se a geometrias mais gerais e em conjunto
com uma generalizagao da teoria de superficies de Gauss, foi possivel atingir a geometria
riemanniana, que vimos no capitulo anterior.

A gravitacao, descrita pela Relatividade Geral, estd ambientada nessa geometria qua-
dridimensional, dai vé-se que os dez graus de liberdade da métrica abrigam toda a in-
formacao necessaria para descrever essa interacao. Entao, como seria possivel incluir o
eletromagnetismo, por meio do 4-potencial, na geometria do espaco-tempo?

A maneira usada po Kaluza-Klein foi a de ampliar a dimensao da variedade e incluir
esses novos graus de liberdade na prépria métrica da variedade "maior”. A seguida
por Weyl foi relaxar uma dos axiomas riemannianos e descobrir uma nova teoria que as
abarcasse.

Uma caracteristica da geometria euclidiana é que ao transportar paralelamente um
dado vetor, ele se mantém com a mesma direcao, sentido e norma. O que nao acontece no
caso riemanniano, em que, como vimos, apesar do transporte paralelo preservar a norma, o
que seria sua diregao, é modificada, o que é interpretado como efeito da curvatura (lembre
que ela é definida como uma diferenca de derivadas ao longo de caminhos diferentes)ﬂ.

A moderna geometria diferencial, que é usada em teorias fisicas, utiliza, basicamente, o
conceito de variedade diferenciavel M, uma lei para comparar objetos em pontos diferentes
por meio da deriva¢ao ou da conexao V e de uma maneira de definir comprimento, norma,
produto interno, que é a métrica g. A geometria riemanniana é aquela em que existe uma
relacao entre o objeto que transporta estruturas e a que mede comprimentos, dada pela
relacao de compatibilidade, Definicao , e que nao possui torgao, Iy, =I') .

Vimos no teorema de Levi-Civita [1.1] o milagre dessa geometria: a total dependéncia
da conexao com a métrica. A maneira de incluir novos graus de liberdade encontrada por
Weyl foi permitir que a norma do vetor varie ao ser transportado paralelamente por meio

das seguintes

Defini¢ao 2.1 (Condigao de W-compatibilidade) Seja M uma variedade diferencidvel
com uma conexao afim V, uma métrica g e um campo de I1-formas o, chamado campo
de Weyl. Dizemos de V € compativel com g no sentido de Weyl (W-compativel ) se para
toda curva diferencidvel a = «(t) e todo par de vetores paralelos X eY ao longo de «,

tivermos

(X.Y)=0 {1] g(X,Y), (2.1)

dt dt

onde % denota o vetor tangente a « . (Perceba que o produto interno nao é mais constante

ao longo da curva).

1Esse tipo de imagem faz sentido se, por exemplo, considerarmos a variedade riemanniana como uma
superficie bidimensional imersa no espaco euclideano R?, 4 moda de Gauss.



CAPITULO 2. GEOMETRIA DE WEYL 30

Proposicao 2.1 Uma conexao V em uma variedade pseudo-riemanniana M é W-compativel

com a métrica se e somente se
Xg(Y.Z) = g(VxY.2) + g(Y.VxZ) + o[X]g(Y. Z) YX.Y.Z € x(M).  (22)

Demonstragao: Segue os moldes da proposi¢ao [I.1] andloga do capitulo anterior. [J

Que em conjunto com a auséncia da tor¢ao nos da o

Teorema 2.1 (Levi-Civita estendido) Dada uma variedade diferencdvel M com uma
métrica g e um campo de 1-formas o. Eziste uma unica conexao afim V em M satisfa-
zendo as condigoes:

(1) Simétrica,

(2) W-compativel com a métrica.

Demonstragao: Considere XY, Z € y(M), entao

Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ) + o(X)g(Y, 2), (2.3)
Y9(Z,X)=9(VyvZ, X))+ g(Z,VyX)+0(Y)g(Z, X), (2.4)
Zg(X,Y)=9g(VzX.Y)+g9(X,V2Y)+0(Z)9(X,Y). (2.5)

Somando com e subtraindo de e usando a simetria da conexao, é possivel

mostrar que

o(2,VyX) = 5 {Xg(Y, 2) + Yg(Z,X) ~ Zg(X.Y)}
S 401X, 20, )+ g(1Y: 20, X) + (X, Y], 2)}

_% (0(X)g(Z,Y) +o(Y)g(Z,X) — o(Z)g(X,Y)}. (2.6)

Dessa forma, vé-se que caso V exista, esta univocamente determinada por essa expressao.
Para provar a existéncia de V, a defina por meio da equacgao . E f4cil verificar que,
dessa maneira, a conexao satisfaz suas condig¢oes de definicao. [

Vemos explicitamente o aparecimento dos novos termos através dos coeficientes da
conexao, isto é, Vy,d, = I'},0a, pois, I'}, = f/‘jy — %gaﬁ(ggual, + 98,0, — 9w0p), onde,

como sempre, g, = g(0y,0,) e a]d,] = o,w”[0,] = 0,0, = 0.

2.2.1 Transformacoes de gauge

Os graus de liberdade procurados por Weyl para geometrizar o eletromagnetismo
podem ser encontrados na 1-forma o, ao identifica-la com o 4-potencial A. Porém, o
campo eletromagnético nao é somente uma teoria com um campo vetorial, sabemos que

além dessa caracteristica, ele possui a chamada invariancia de calibre. Isto é, ao realizar
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a transformacao interna A — A’ = A + df, a teoria deve ser invariante. Dai, seria
interessante que essa geometria pudesse, com algums ajustes absorver essa caracteristica
para a 1-forma o. Uma das marcas mais bonitas dessa formulacao é que nenhum desses
ajustes é necessario, a geometria de Weyl é, naturalmente, invariante de calibre.

De fato, pode-se perceber que ao realizar as tranformagoes simultaneas:

o[U] = o'[U] = o[U] + df[U], (2.7)
g(X, Y) — g(X7 Y)/ - efg(X, Y)
VX,Y,U € x(M).

A condicao de W-compatibilidade permanece inalterada. De fato,

%g(X Y)—a{jt] g(X,Y) &
Ci( X Y) =e o’ mgo( Y)—e fdf[ } (X,Y) &
—eff;; g(X,Y)+e dig’(x,y):efa’ {%] J(X,Y)—e /= f J(X,Y) &

Ze<X Y) = [%] J(X,Y).  (2.8)

A condicao de W-compatibilidade em conjunto com a auséncia de torcao é o niucleo
da geometria. Portanto, se sua forma é preservada frente a essa transformacao, todas as
consequencias que dela decorrem também se preservam, em particular, a forma dos coefi-
cientes da conexdo, isto é, ['(¢’, ') = T'(g,0). As diferentes configuracoes geométricas da
variedade, caracterizadas por (g,0), ligadas pelas transformagoes de Weyl acima, damos
o nome de frames.

Com isso, vemos que essa teoria, além de possuir a invariancia por difeomorfismos,
que é elemento essencial da Relatividade Geral para satisfazer o Principio de Covariancia
Geral; possui a invariancia por transformagoes de gauge para um campo de 1-formas (foi
o proprio Weyl que cunhou essas transformacoes com o nome de ”gauge transformati-
ons”) que inclui o eletromagnetismo; por ultimo, temos a invariancia de escala presente
na transformacao da métrica, essa é uma propriedade procurada em teorias que visam
quantizar a gravitagao, como a chamada ” Conformal Gravity” [16].

Como o tensor F,, = J,0, — 0,0, ¢ invariante de gauge, vemos que a funcao escalar
V—gF,,F* também é invariante. De fato,

V—=gF, ' Y = e_QfHF’ Flﬁg g
—e —-2f 2f\/_Flin(; /au 1By \/_F/ i (29)

Portanto, a acao de Maxwell do eletromagnetismo abriga naturalmente essa formulacao.
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Outro ponto a ser chamado a atencao diz respeito a nao preservacao dos comprimentos.
Seja V' um campo vetorial do tipo-tempo transportado paralelamente, DV/dt = 0, ao
longo da curva oo = «(t) : I — M. A funcao escalar norma ao quadrado de V' ¢ definida
como [V (8)[* = g(V (1), V(1)).

Da condi¢ao de W-compatibilidade:

dit (V,V)za[jt] gV, V) = (Vlv)j [ } & (2.10)
%m G(V.V) = o {%] S g(VE), V(1)) — Ing(V(to), V (ko)) — [ } o
G(V(1), V() = g(V k), V(ts)) exp ( [ } ) (2.11)
Se a for uma curva fechada, isto ¢, a(a) = a(b) : [a,b] € I, entao

oV V) = oV Ve (o | ] ar). (2.12)

Ao longo de um loop, a norma de um vetor transportado nao é preservado, esse é justa-

mente o relaxamento de postulado citado no inicio dessa secao.

2.3 Objecao de Einstein

Ao propor essa unificagao do eletromagnetismo com a gravitagao, Weyl entusiasmou-
se e se comunicou por correspondéncias com Einstein. Este, a principio, achou essa
formulacao muito interessante, a matematica era perfeita e poderosa, com isso, Weyl
publicou seu trabalho. Porém, algum tempo depois, o préprio Einstein notou um grave
problema que enterou essa geometria por muitos anos, vindo a ser redescoberta para
pesquisa recentemente, mas com outro objetivo.

Uma das grandes virtudes possuidas por Einstein era a sua capacidade de pensar um
problema do ponto de vista fisico antes de entrar com a matematica para ele. Foi assim,
por exemplo, com a Relatividade Restrita, ao imaginar como seria a fisica acompanhando
um raio de luz; e na Relatividade Geral, ao pensar nos principios de Equivaléncia, Co-
variancia Geral e Mach antes de usar a geometria riemanniana como linguagem. Dessa
maneira, ele vislumbrou, apesar da matematica coerente, um problema fisico na for-
mulagao de Weyl.

Como vimos, a condi¢gdo de W-compatibilidade, eq. 2.1 para X =Y =V, pode ser
escrita como Lg(V,V) =0 [£] g(V, V).

Seja g(V,V) = L?(t), a norma ou comprimento do vetor V. Dessa forma

o[l L2 o2l =[] L= G =50 [5] L

dr2 _
’dtL
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L(t) = Lito) exp (% /t:a {%} dt’) | (2.13)

Einstein, entao, conjecturou que esse comprimento poderia ser proprocional ao ”tique-

Cuja solucao é:

taque proprio”de um relégio, em outras palavras, a duragao de uma oscilagao periédica
no referencial comével da curva cujo vetor tangente é d/dt. Esse tique-taque, claramente,
depende da linha de universo desse observador.
Suponha que temos dois desses observadores, digamos A e B, que sao atomos de um gas
de um mesmo elemento que emitem radiagao num padrao espectral conhecido. Suponha
que A e B seguem a mesma linha de universo até um dado ponto p. Agora imagine que A
permanece em repouso, isso nao é perda de generalidade, pois é apenas uma questao de
escolha de referencial, enquanto o atomo B segue uma linha de universo diferente. Esse
é um experimento de pensamento semelhante ao presente no ”paradoxo”dos gémeos.

A frequéncia da radiacao emitida por A pode ser usada como uma medida de tempo
e representar um “tique-taque préprio”desse atomo. Com isso, vemos que, ao seguir
trajetorias diferentes, A e B emitirao um espectro de radiagao diferente, até aqui tudo
bem, pois esse ¢ um fenomeno presente inclusive na Relatividade Restrita.

O problema esta no momento em que eles se reencontram num ponto g e seguem
o mesmo caminho, pois, como as linhas de universo sao diferentes, ou foram diferentes,
mesmo ao continuarem juntos, esses atomos continuarao emitindo radiacao em frequéncias
diferentes, isto é, seus tique-taques continuarao sendo diferentes, e concluimos que o espec-
tro atomico ”enxergard” a historia passada de cada um deles. Essa medida espectroscopica
¢ feita utilizando um gds com um nidmero da ordem de 10?3 dtomos, que em geral, tive-
ram origens diferentes no Cosmos, e portanto, nao deveriam apresentar um padrao, uma

assinatura espectral, que sabemos existir.

Figura 2.1: Segundo efeito do relégio

/
/

|
|

Mas ha alguma maneira de superar essa incoeréncia? Sim, esse problema pode ser

FONTE: Penrose [I3], 2004, p. 452

sanado se a duracao dos tique-taques, que é determinado por uma norma, seja funcao do
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ponto e nao dependa da trajetoria.

Da expressao [2.13] vemos que a dependéncia do tempo préprio com o caminho se

4
dat’

necessaria e suficiente para essa integral depender apenas dos pontos inicial e final é que

encontra no temo ftz o [ ] dt’. Do teorema de Stokes [5], sabemos que uma condigao
o seja uma 1-forma exata. Isto é, que exista uma funcao escalar, chamada campo de
Weyl, ¢ : U C M — R, tal que o = do, isto é, que o 4-potencial eletromagnético seja um
gradiente, o[V] = V#o, = d¢[V] = V*0,¢. A geometria em que isso acontece é chamada
de geometria de Weyl integrdvel.

Dessa maneira, a objecao de Einstein é superada. Ora, mas é facil ver que esse for o
caso, o tensor de Maxwell é nulo. De fato, F,, = 9,0, — 0,0, = 0,0,¢ — 0,0,¢ = 0, ou
seja, nao ha eletromagnetismo.

O que também pode ser percebido por meio das transformacoes de Weyl, pois se

escolhermos em 2.8 f = —¢, teremos

d¢' = do —dop =0, (2.14)

g =e%g. (2.15)

Ou seja, o frame (g,d¢) é equivalente a (e?g,0), que nada mais é que a geometria
riemanniana numa métrica efetiva e ?g.

Daqui alguém pode se perguntar sobre o carater inovador de utilizar essa formulacao,
tendo em vista que, por um lado ganha-se o eletromagnetismo, mas se esbarra com a
objecao de Einstein, por outro, o uso da geometria integravel leva simplesmente a uma
teoria riemanniana sem eletromagnetismo.

A resposta se encontra em usar a geometria integravel, agora sem mais pensar no
campo eletromagnético, mas em incluir um campo escalar a moda das teorias escalares-
tensoriais da gravitagao, e construir uma teoria que nao seja invariante frente as trans-

formacoes de gauge.
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A Geometria de Weyl na gravitacao

3.1 Introducao

O objetivo desse trabalho é analisar o tema de singularidades no espago-tempo, isto
é, situacoes em que a teoria fisica que o descreve mostra-se internamente incoerente. O
objeto do primeiro capitulo foi a demonstracao de um dos famosos teoremas de Hawking-
Penrose, no qual, ao supor que a matéria e energia que compem a natureza nao possuem
propriedades exoticas, o que pode ser traduzido na linguagem da Cosmologia como a
caracteristica de termos uma densidade de energia e pressoes do fluido galactico com
a qualidade usualmente tratada em problemas de hidrodinamica: elas sao positivamente
definidas; que o Universo esteve, em algum momento, em expansao e que a teoria que rege
o espaco-tempo ¢é a Relatividade Geral, concluimos que em algum ”instante”da histéria
codsmica, existiu um ponto em que os observadores geodésicos nao existiam, um Big Bang.

A Cosmologia usa um modelo homogéneo e isotrépico para a métrica, com isso, €
possivel mostrar que esse ponto especial é tal que o volume do Universo é nulo, a densidade
de matéria-energia, a temperatura sao quantidades infinitas, isto é, "tao grandes quanto
se queira”. A fisica é construida a partir de leis que sao dadas por equacoes diferenciais,
portanto, ela precisa de condigoes iniciais bem definidas, a partir das quais as solugoes
sao determinadas. Logo, uma teoria que traz, naturalmente, condigoes iniciais confusas
deve ser incompleta [I7]. Além disso, se esse ponto de fato existiu, todo o contetido
universal estava concentrado nele, o que, claramente, contradiz o principio de incerteza
de Heisenberg. Portanto, é razoavel esperar que haja algum mecanismo quantico que
impega o surgimento desse tipo de singularidade, essa abordagem por ser feita por meio
da Cosmologia Quantica.

Nesse capitulo mostraremos uma maneira de fornecer condigoes que permitam a fuga
das hipoteses do teorema de singularidade sem supor um conteido de matéria exdtico e
sem introduzir um formalismo quantico. O que fizemos foi generalizar as ferramentas do

primeiro capitulo para estender, de maneira inédita, o teorema de singularidade para uma

35
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geometria de Weyl integravel. Ao final do capitulo, aplicaremos o resultado obtido em
teorias ambientadas nessa geometria.

Na proxima secao, o que faremos é mudar a Relatividade Geral, propor uma teoria
diferente, por meio de uma modificacao da geometria do espaco-tempo, para uma de Weyl
integravel (WIST), com o objetivo de introduzir um campo escalar sem massa de maneira

nao ad hoc, isto é, por um mecanismo legitimamente geométrico.

3.2 Equacao de Raychaudhuri em WIST

Vimos que um passo importantissimo para essa forma de tratamento de singularidades
consiste em derivar uma equacgao de evolugao do parametro cinemaético fator de expansao
0, uma equacao de Raychaudhuri. Nessa secao, seguiremos a mesma construcao da con-
gruéncia de curvas do capitulo 1, com a diferenca que a faremos para curvas gerais, nao
necessariamente geodésicas, e levando em conta a nao-metricidade da geometria de Weyl
integravel.

Usaremos um vetor velocidade da congréncia normalizado, isto ¢, g, V*V" =1 =
0= (g V*V")., = ¢ + 2V, V*,, portanto,

1
ViVt = =50 (3.1)

Também usaremos as seguintes notacoes V+*¢,, = be Vevek, = Vi, A andlise baseada
na derivada de Lie do vetor que mede o afastamento da congruéncia também é valida,
pois a relacao entre a derivacao de Lie e covariante é valida para conexoes simétricas,
independentemente da nao-metricidade [10].

Usando a expressao para o tensor de deformacao:
. 1 .
Q) = WGV = V2, = g VVE 4 5 (VE6, = Viga,Vo0) (3:2)

podemos fazer a mesma decomposicao em fatores irredutiveis e encontrar equacoes de

evolucao para eles. De fato, seja
Contraindo essa equacao com V7, segue

VAWV 5 — vﬁ(v*jﬂ)y =R' V'V & (3.4)
VAWV )s — (V1) + Vi VA, =R VAVE, (3.5)

Substituindo a equacao |3.2] acima e projetando o resultado com o tensor de projecao,
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ficamos com

. 1 .
h,uehvyRﬂ)\u/BVAV’B - huehyyvﬁ |:QHV + gavvavu - 5 (Vugbv - v#gayva¢>:| 5 -

€1, V(T €1, v ary, 1 a ]
—h, h, (V#)., + h, h., {Q“ﬁ + oV VH — 3 (V“(ﬁg — VtgagV qb)] X
) 1 )
[Qﬂ,, + 9o, VOVP — 3 (v%y — vﬁngw)} . (3.6)
Desprezando os termos que sao nulos por conta dessa operagao de projecao, segue
BB |QF, 4 gu VOV = Vi, — (V9), + Q4Q°, | = b VR VAVE (3)

Fazendo a decomposicao Q*, = %h“ﬁ + o, 4+wt,, vemos que para encontrar a equacao
de evolugao do fator de expansao [3.7, devemos contrair os indices livres. Usando o resul-
tado facilmente verificavel Q*,Q", = %92 +2(0% — w?) e a equagao , segue a esperada

equacgao de Raychaudhuri para geometria de Weyl

0+ %02 +2(0% —w?) -V — % (é + %& + 2Vﬂ¢u> = R, V'V, (3.8)
Que obviamente recai na expressao riemanniana para o campo de Weyl constante.
Nesse ponto, vemos que para avangarmos, precisamos de uma teoria cujas equacoes de
campo contenham o tensor de Ricci, constituindo, assim a parte dinamica dessa analise e
que fornece a evolucao do fator de expansao.
Como teste para nossa equacgao, a utilizaremos na chamada teoria WIST, que possui
solugao bem conhecida para o vacuo e que aborda com forca esse tema de singularidade

inicial.

3.3 Teoria Gravitacional em WIST (Weyl integrable
spacetime)

A teoria mais simples para o campo gravitacional de maneira a incluir um campo escalar
geométrico e que recaia na Relatividade Geral para essa campo constante é representada

por essa acao
5= [dey=g(r+on) (3.9)

Onde o escalar de curvatura R é construido a partir da conexao de Weyl, ou seja, além
de depender da métrica de maneira usual, ele ainda apresenta termos que dependem do
campo de Weyl ¢; o fator £ é um parametro livre real.

Essa foi uma proposta feita por Mario Novello, na década de 80, que tinha como um
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dos resultados, a presenca de um Universo homogéneo e isotropico nao-singular. Existe
um texto vasto escrito por Novello e Elbaz em que esse modelo para o vazio é detalhado,
para o leitor interessado, nele pode-se encontrar interpretagoes para o papel do campo
escalar no inicio do Universo [I§]. Nesta segdo obteremos o mesmo comportamento com
o uso da nossa equacao de Raychaudhuri recém extraida.

Se tomarmos a variacao da agao com respeito a ¢ e o tensor métrico g, encontramos

as seguintes equagoes [19]

O¢ =0, (3.10)

1
R,u,y - éRgm/ + Qb,,u;u - (25 - 1)¢,u¢,u + §¢,a¢7aguu - O, (311)

onde ¢ é o operador de Laplace-Beltrami riemanniano.
A forma para encontrar uma equacao de Raychadhuri para esta teoria é feita pelo
isolamento do tensor de Ricci, isto pode ser conseguido tomando o trago da equagao

tensorial. De fato,

9" R~ 3R+ Sy — (26 = D08, + 660000 = 0 & (312
R = 0" (6,) + (26 + 16700 & (313

R= (66,0 — (0" )up+ (26 + 10700 & (314

R= 6% 4 00,0, + (26 +1)6%0 4 ¢ (315)

R= 0%, + (26 + 266 (316

Substituindo na equacao |3.11

1

R;w = éguu[¢7a;a + (26 + 2)¢7a¢,a] - ¢,u;u + (25 - 1)¢,,u¢,l/ - €¢,a¢’aguu = (317)

R VIV = %[W;a + (26 +2)0%00] = b VIV + (26 = 1)(0)” — €000 & (3.18)

RuVIVY = S[0% 0 + (26 4+ 200°0] = (V) VY + VA V6, + (2 — 1)(6) — £0.16(3.19)

O escalar de Raychaudhuri assume a forma
. 1 .
R, VIVY = —p+VHgo, + 5[(?’0‘;& + (26 +2) P o] + (26 — 1)¢* — £¢ 00, (3.20)

onde definimos ¢ = V¥, Vi = VY (VH),,, ¢ = V().
Vimos que a equagao de Raychaudhuri para uma congruéncia de curvas arbitrarias do

tipo-tempo ¢é dada pela equagao [3.8] Usando a expressao [3.20], alcancamos o resultado

.1 . 1 . 1. .
0+ 592 +2(0? —w?) —Vr,, — 50+ §¢2 +2VHe,) +
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. . 1 .
+¢— Vig, — §[¢>7a;a + (26 +2)p b o] — (26 — 1)$* + £ o™ = 0. (3.21)

Para testar nossa equacgao, vamos tomar exatamente as mesmas hipéteses que Novello
toma em seu modelo. Primeiramente, considere que estamos trabalhando com um Uni-
verso que é espacialmente homogéneo e isotrépico, o que significa que nossa métrica é
FRLW e o campo de Weyl dependem apenas do tempo coordenado, ¢, = 50#dgz5(t) /dt,
considere também que estamos utilizando um referencial comével, V# = §.

No apéndice [A] demonstramos as seguintes igualdades

vH = —%(2‘/% — "), (3.22)

V“% = _lqu (3.23)

(VE) = ——[ d) 267 + 24, (3.24)
0= 3é - <b, (3.25)

9; —~ 3A—2 + 3¢ ?’Zé’ (3.26)

aﬁ?a = 20", (3.27)

Usando esses resultados na equagao de Raychaudhuri para WIST, encontramos

A A A? A ..
(32—3ﬁ——¢2) B +7 ¢2—3 ¢) (3 Z¢—¢2+¢)—
5@+ 3F 4 g + G B - L[ <2s F2)P) - (2 - 1)F 467 =00(3.8)
A .03 1 1 1 1

3Z+¢2[1_1_Z+§+§+1_5(25+2)_(2_§_1)+€] =0« (3.29)

37 + L2+ 0] = (830
Sabemos da equacao de campo para ¢ que

(g = j__gaAW——gasA) — 0= (A1)*(t) = 7. (3.31)

Onde v é alguma constante real. Portanto, temos ¢ = yA™® = ¢2 = 42476 O que
implica que a equagao [3.30| assume a forma
3

i
3= + AT 26 + =

B P aae
i 2]_0;»A_6[4g 3|A. (3.32)

A qual é exatamente a solucao de Novello presente na literatura de WIST, para o vacuo

com as mesmas hipSteses que tomamos. Bem, se 46 —3 > 0, entdo A > 0 e nés temos um
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Universo com expansao acelerada. Chamando %[45 — 3] = Aj, e integrando a equagao
m encontramos A? = ag— [%]4. Vemos que, nesse caso, devemos ter ag > 0, chamando
ag = 4, vemos que devemos ter a condicaoA(t) > QA,.

Essa equacao implica que encontramos um um Universo sem singularidade inicial e eter-

namente em expansao acelerada. Que é exatamente o resultado encontrado por Novello.

3.3.1 Solucoes de O’Hanlon-Tupper

Como esta explicitado no artigo [20], existe uma equivaléncia entre WIST, que
¢ contruida no ambiente geométrico de Weyl, e a teoria riemanniana de Brans-Dicke.
Como complemento dessa secao, mostraremos um exemplo pratico dessa caracteristica.

Considere o caso do vacuo, a acao de WIST é

S = / d*z/—g(R+E¢™). (3.33)

Vamos realizar uma transformacao de Weyl na agao de WIST, para isso, considere g, =
e’fgu,, = G = efg,w =g =elg", ¢g=0¢— f= ¢ =0+ f, dessa forma, a acdo fica

(desprezando termos de divergéncia riemanniana)

S = [ dey=ge {19 Ru9,0) = 2679 (3ubur+ Byl t Fubo+ £ub)}
(3.34)
Agora fazendo f = ¢, vemos que estamos indo do frame (g, ¢) para (g = e %g, ¢ = 0).
Também levando em conta que o tensor de Ricci é invariante frente a transformacoes de
Weyl, temos que R,,(g,¢) = R,,(3g), onde chamamos de R, o tensor de Ricci riemanni-

ano na métrica g. Com isso, ficamos com
S = / d*z/=g {e’R — 26”3 (¢ ,.0) } - (3.35)

Redefinindo o campo escalar, e = & = ¢, = &', vemos um mapeamento de WIST
na teoria de Brans-Dicke (BD) para w = —2¢.
A acao de BD é

1
Spp = /d4x\/—g {@R - wag“l’@,,ﬁl{y} : (3.36)
Em nossa métrica efetiva, g,, = e ?g,, = ®7'g,,, a teoria WIST se torna
1
Sw = /\/—g {<I>R — 2569“”<I>M(I>,,} . (3.37)

Como podemos verificar essa relagado em um caso concreto? Bem, conhecemos a
solugao de BD quando tomamos as mesmas hipdteses que levaram a solugao de Novello

acima, portanto podemos utilizar esse procedimento nessas equacoes e verificar se al-
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cancaremos as chamadas solucoes de O’'Hanlon-Tupper para BD.
Nossa equacao principal é A = %2[45 — 3]A75. Vejamos como fica a métrica efetiva

FRLW com secao espacial plana k£ = 0
ds* = dt* — A% (1)d¥? = d5* = e ?dt* — e P A%dX? = dr? — A%d%% (3.38)

Onde dr := e ?2dt ; A(r) := e ??A(t(r)) = A(r) = €/?A. Também temos 4 =

e ¢4 d . Isso implica que

Ado

d d
A= —Alt o2 L geory - 4 5, A0 3.39
AT = A = A S T (3:39)
_dd— Ado _d2—1_ dop dA
A = ¢ 9/2 A+ = /2 7 A4 /200
e i e R iy
Ad?¢
—¢/277 4
+e 5 g2 (3.40)
Mase¢:<b:>e‘bj—¢— :>d¢ 182
O que também implica que ‘127‘3 = —é(‘é—f)z + %‘f%. Substituindo essas equacoes,
encontramos
. 72
A= E[45 —-3|A7° & (3.41)
1 & . 1 1ddA 1 A[ 1 ,dd, 1d°®
LAy 22 2 (B L2
V@ dr? 20/OPdrdr /2 2 dr d dr?
2
Y — N
= g[45—3]@) S2(A)5. (3.42)
A outra equacao de campo é:
de _ Lypdd 1 1d0 - -
o AT e e s o AT =@t )

O que faremos agora é a verificacao de que ® = ®y7" ; A = Ag7? sao solugoes das
equacoes escalar e tensorial.

De fato, a equacio escalar ¢ = yA~3 assume a forma

1 1 _
L = 4y 3/27_3T/2A53T_3q. (3.44)

VAN Dy

SPAT =y = rABdy = 4% = r2 ASD2.

Igualando os expoentes de 7 temos, —r/2—1 = —3r/2—3¢ = 3¢ = —r+1=q= (1-7)/3,

: —1/2
Os coeficientes de 7 fornecem, @, 2y = vP,

que ¢ justamente a relacao presente na solugao de O’Hanlon-Tupper.
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Também usando que —2¢ = w, encontramos, a partir da equacao (3.42

B 1 1 1
®; 1/2A07_q—2—7"/2 {q(q — 1)+ §Tq _ 57“2 + 57“(7“ — 1)} =

2
_ ¢51/2A07_5r/2—5q {_%[Qw + 3]} ) (3.45)

Os expoentes sao iguais pois —5r/2 — 5q = —br/2 — 5(1 —r)/3 = —=br/6 —5/3 =

q — 2 —r/2. Igualando os coeficientes, encontramos

1 1 1 2 4 2 2
q(¢g—1)+ o= §r2 + ér(r —-1) = —%[ch + 3] <= {w+ 5} r? — 373" 0.(3.46)
A solucao para essa equacao é trivial
2 4 [8wt12
e (3.47)
2 [W + 5}
O que pode ser mostrado como equivalente a igualdade
1 1

r = —5[1 + /32w + 3)]. (3.48)

Que sao exatamente os expoentes encontrados nas solucoes de O’Hanlon-Tupper presentes
na literatura, por exemplo, em [21].

Nessa secao vimos que nossa equagao de Raychaudhuri generalizada para uma geome-
tria de Weyl reproduz o conhecido resultado de WIST no vacuo, que é o desaparecimento
da singularidade inicial, para certos valores de seu parametro livre (além de expansao

acelerada do fator de escala)

2
A= %[45 — 3]A77. (3.49)

Nao existe solugao exata para essa equacao diferencial, no maximo ela pode ser escrita
em termos de integrais elipticas. Porém, ao observar o mapeamento que pode ser feito de

WIST em Brans-Dicke, alcancamos as também conhecidas solugoes de O’Hanlon-Tupper

A(t) = Agt?, (3.50)

D(t) = Dot (3.51)

q= %(1—7”), (3.52)

rt = —%[1 + /32w + 3)]. (3.53)

E importante notar que enquanto o caso WIST é manifestamente nao-singular para

4 —3 = —2w—3 > 0 <= 2w+3 < 0, essa é a condi¢ao oposta para se ter bem definidas as
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solugoes de O’Hanlon-Tupper, o que é esperado, pois estas sao manifestamente singulares.

3.3.2 Solucgoes para poeira

A proxima analise natural, que consiste numa generalizacao do que acabamos de
abordar, é o caso de um espaco-tempo com contetiido de matéria. Vamos para um caso
cosmologico bastante simples, que é num tensor momentum-energia da poeira T}, =
pV,V,. Seguindo a nossa prescri¢ao, a acao de WIST para uma lagrangeana de matéria

arbitraria L,, é

S= / oy =g(R + €6, + e Lon(e%g)). (3.54)

Onde usamos a prescrigao de construir a lagrangeana de matéria invariante por trans-
formacoes de gauge, isto é, ao invés de usar o acoplamento minimo que toma a lagrangeana
da relatividade especial e substitui a métrica de Minkowski por uma geral g e as deri-
vadas usuais por covariantes riemannianas, nés trocamos n — e ®g e as derivadas agora
usam a conexao de Weyl. Seguindo esse principio, é facil ver que a conexao entre WIST
e Brans-Dicke se mantém. Nessa secao seremos mais economicos na abertura de contas,
pois acreditamos que o leitor tornou-se sufientemente familiarizado com nosso método na
secao anterior.

Para o elemento de linha
2

.
1 —Ekr?

ds® = dt* — A%(t) ( +72(d6* + sing(ﬁ)dgbg)) : (3.55)
as equagoes de campo sao idénticas as de [19] para poeira, pois apesar de nao explicitar
conscientemente essa prescri¢ao invariante para a matéria, nesse artigo, pelo menos para

a poeira, a sua prescricao coincide com a nossa:

\ 2
_3 (%) _ 3% _ %@2 o, (3.56)
. -\ 2
_23 - (%) - % _ —%dﬂ, (3.57)
%% <A3<b> - —%p. (3.58)
Onde A = %2, p = p, ejgm. Realizando a mudanca de varidveis ¥ = e~%/2, temos
N 2 L\ 2

. .\ 2 . 2
A A k v
2Z + (Z) tp = 2\ <$> : (3.60)
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1d o 1 v
A=) = —p—. .61
A% dt ( np) AN 43 (3:61)
Busquemos por solucoes do tipo lei de poténcia com k =0
A(t) = Aot? ; W(t) = Uyt (3.62)

Substituindo nas equagcoes de campo acima encontramos

4\ 2
_ = — 3.63
P=or—1 " 17 6en—1 (3.63)
Assim como na secao passada, realizamos a transformacdo na métrica ds? =
dt? — A%(1)dX? = d5% = e ?dt? — e ?A2d%? := dr? — A2d¥?, e como ja temos a solugao

exata do problema anterior, fica trivial realizar a transformacao

6A+ 1 B
t= V! 3.64
() (3.64)

A1 (6N 1\ A

_ _ 22241 _ 22-1 +
A(T) = Aot Xt o Ay = AgTST + ' (3.65)

6A — 1
Usando as identidades A = 457_3 = —(w+ %), calmos nessa conhecida solucao, que
toma as mesmas hipéteses que consideramos, encontrada em [9
_ — 2(w+1)

A(T) = Apr 31, (3.66)

Em um apéndice, atacaremos de maneira mais qualitativa e cuidadosa a questao da
mudanca de frames nas teorias escalares-tensoriais da gravitacao, o significado da inter-
pretacao desse tema feita por Dicke, mas sob a Otica da nao-metricidade; mostraremos
também uma geometrizacao dos chamados frames de Jordan e Einstein o como fica a

questao das singularidades sob essas mudancas.

3.4 Generalizando o teorema de singularidade

A anélise que fizemos da estrutura causal do espaco-tempo fazia mencao a geometria ri-
emanniana. Porém, sabemos que como na geometria de Weyl integravel, sempre é possivel
ir para o frame riemanniano, onde o campo de Weyl é nulo, e a métrica é conformalmente
relacionada a anterior, e que a estrutura causal do espago-tempo é invariante frente a
transformacoes conformes, segue-se que a analise topoldgica puramente cinematica feita
no primeiro capitulo se mantém intacta na presente formulacao.

Logo, é possivel encontrar teoremas analogos aos de Hawking-Penrose, que mostram

que o espaco-tempo ¢é singular, a depender da teoria. Vimos acima que a solucao de
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WIST para o vazio é nao-singular apenas para um certo intervalo do parametro livre &.
Logo, um complemento natural para esse estudo é procurar se existem valores de £ para
o qual, no caso de matéria e energia nao-exotica mais geral possivel, o Universo colapsa
(independentemente da métrica). Esses poderiam constituir valores proibidos para & de
WIST (se o pesquisador quiser evitar singularidades) e como consequéncia, tendo em
vista sua relacao com a teoria de Brans-Dicke, para w. Vale salientar que a equagao de
Raychaudhuri s6 garante a existéncia de singularidades sem exigir a métrica da variedade.
Para trabalhar com sua inexisténcia é sempre necessario fornecer o modelo de matéria-
energia e métrica.

Nesse capitulo, nés deduzimos uma equagao de Raychaudhuri para uma congruéncia
de curvas parametrizadas pelo comprimento de arco, o que é equivalente a condicao de
normalizagao do vetor tangente a congruéncia. Usamos essa equacao parametrizada dessa
maneira para testd-la em modelos cujo vetor velocidade (por exemplo, o que aparece no
tensor momentum-energia do fluido perfeito) seja unitdrio, como foi o caso do modelo
nao-singular de WIST para o vazio, em que é utilizado V* % =¢/,.

Por outro lado, vimos no primeiro capitulo a construgao e demonstracao de um dos
teoremas de singularidade para a teoria riemanniana da Relatividade Geral. Para isso,
demonstramos esse teorema por absurdo usando o resultado de que as curvas geodésicas
(nessa geometria) parametrizadas pelo comprimento de arco tém a propriedade de ma-
ximizarem localmente essa funcao comprimento de arco. Logo, pensando de maneira
pragmatica, apenas com o objetivo de estender o teorema, sem motivacao fisica a priori,
precisamos utilizar, numa possivel generalizagao, curvas especiais que tenham a propri-
edade de maximizar alguma funcao, usar o fato de que em uma variedade globalmente
hiperbdlica o espaco das curvas que ligam dois pontos fixos é compacto, portanto te-
mos assegurada a existéncia de maximo local, e usar o mesmo argumento do teorema de
Hawking-Penrose para demonstrar essa generalizagao por absurdo, esse ¢ o caminho.

A primeira vista, o leitor poderia propor que fossem utilizadas geodésicas de Weyl
como uma generalizagao natural do que fizemos e simplesmente utiliza-las na equacao de
Raychaudhuri. Essa é uma aposta ingénua, pois como vemos na expressao [3.1} a utilizacao

do comprimento de arco como parametro leva a

1 DV 1do
VVE =—¢o 9| V,— | = —=—, 3.67
B e 2¢’ g ( ds ) 2ds (3.67)
ou seja, a condi¢ao de geodésica que utilizamos % = 0 levaria a % = 0, o que é um

absurdo para um campo de Weyl nao trivial. Essa expressao significa que as tinicas curvas
compativeis com a parametriza¢ao do comprimento de arco (normalizagao da velocidade)

e a equagao acima sao as ”geodésicas riemannianas” E|

1Usamos as aspas para enfatizar que, apesar da nomenclatura, essas nao sao geodésicas verdadeiras
dessa geometria, pois ela somente utiliza os simbolos de Christoffel.
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Como estamos pensando somente em encontrar uma classe de curvas que maximizem
alguma funcao, podemos muito bem utilizé-las na equacao de Raychauduri e realizar a
andlise de sinal de uma desigualdade diferencial para o fator de expansao 6. O problema
dessa andlise surge por conta da presenca de termos sobre os quais nao podemos fazer
qualquer tipo de juizo, como a divergéncia do vetor velocidade, a equacao assume um
aspecto muito complicado.

Essa tarefa poderia ser simplificada se utilizdssemos geodésicas de Weyl e encontrassemos
algum funcional que fosse maximizado por essas curvas. Mais adiante, mostraremos que
essa fungao existe e é justamente o parametro § permitido para que possamos escrever a
equacao de geodésica candnica 2¥ = (.

Definimos o comprimento de arco (tempo proprio ) invariante de ty a t; uma curva

da t do da\]Y?
—t1 _ —p(t)/2 = =
o ( dt > /to ‘ {g <dt | dt >] . (368)

A funcao comprimento de arco (tempo préprio) invariante de uma curva t — «(t) é uma

t da do
t—s 5(t :/ e~9M/2 [g( )} dt. 3.69
(1) ) il (3.69)

Com esse parametro, é facil reconhecer que qual é a nova norma do vetor a curva

t — a(t) como

aplicagao

5+ a(5). Para ¢ =V, onde d5 = e~%/2ds, entdo

=
dxt dx¥ dxt dx¥
V - UV” V= v = T = ¢) '
IVV) = 9u VIV = G = 9w g 3.70)
g(V,V) = e?. (3.71)
Onde usamos o resultado conhecido guu%djg = 1. Com isso, derivando a expressao

acima e usando a condicao de W-compatibilidade

DV d
ZIVV) =29V, —— | +do | =1 g(V. V). (3.72)
ds ds
Mas, da normalizacao vemos que
d _do 4
(V) = e, (3.73)
Logo,
DV do do DV
vV, =— Le? = Le? V.— | =0. 3.74
( ds>+§e ds* :>g<’d§) (3:74)
Portanto, a equacao de geodésica Z—V = 0 é compativel com essa parametrizacao.

A equacgao de Raychaudhuri derivada anteriormente utiliza como parametro o compri-

mento de arco, dai, para trabalhar com geodésicas de Weyl é necessario derivar uma nova
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equacao de Raychaudhuri no parametro s.

Uma maneira alternativa de derivar essa equagao no parametro comprimento de arco
consiste em partir de sua expressao riemanniana, trata-la como ambientada em um frame
de Riemann na geometria de Weyl e realizar transformacoes de gauge para um frame
arbitrario e tomar o cuidado de escrever a equagao no parametro comprimento de arco
anterior (pois ele também sofre com a transformacao de Weyl).

De maneira similar, podemos partir de

Q", = W' PV, (3.75)
.92

6 + R 2(0? —w?) = R,V*V". (3.76)
Como a parametrizacao com o comprimento de arco invariante ¢é igual a do compri-
mento de arco usual no frame de Riemann, a equacao de Raychaudhuri weyliana para
a congruéncia de geodésicas parametrizadas por s possui a mesma forma da contraparte

riemanniana
do(s) N 62(5)
ds 3

Onde o tensor de Ricci acima é weyliano.

+2(0%(3) — w?(3)) = R, V*(3)V¥(5). (3.77)

Agora, devemos estender a proposicao de maximizacao do comprimento de arco das
"geodésicas riemannianas”para a maximizacao do comprimento de arco invariante para

geodésicas de Weyl.

3.4.1 Quatro pecas do quebra-cabeca - Parte 11

Definicao 3.1 Uma curva parametrizada ~v : I — M € uma geodésica em ty € I se

% (Z—Z) = 0 no ponto ty; sey é uma geodésica de t, para todo t € I, dizemos que v € uma

geodésica.

Também definimos a aplicagao exponencial da mesma forma anterior

exp: UCTM — M (3.78)
(q,v) = exp(q,v) = (1, q,v). (3.79)

A homogeneidade geodésica se mantém [4], pois ndo mudamos a defini¢ao de geodésica.
Portanto, a exponencial tem a interpreteacao de, fixando o ponto ¢ € M, e como
exp(q,v) = v(1,q,v) = v (e‘¢/2\v|,q,e¢/2‘z—‘), ela representa um ponto que passa por
uma geodésica no valor de seu parametro dado por e~?/2|v|, cujo vetor velocidade é dado
por e?/ 2% e tem norma ao quadrado e?, portanto é parametrizado pelo comprimento de
arco invariante.

Como nao mudamos nada do que foi feito no capitulo 1, pois ele foi escrito com uma

linguagem muito poderosa, a relacao da aplicagao exponencial com os campos de Jacobi



CAPITULO 3. A GEOMETRIA DE WEYL NA GRAVITACAO 48

e os pontos conjugados se mantém. A forma das equacoes é a mesma, sO é necessario
lembrar que nossa conexao é de Weyl, portanto o tensor de curvatura e a equacao de
Jacobi envolvem o campo escalar ¢.

Para generalizar a proposicao de maximizagao do comprimento de arco, precisamos

do seguinte:

Lema 3.1 Seja M uma variedade de Weyl com métrica g e campo de Weyl ¢. Se f :
A C R* = M € uma superficie parametrizada dada por (t,s) — f(t,s) = exp,tv(s),
0<t<1, —e<s<eg ondes— v(s) éuma curva em T,M com v(0) = v, v'(0) = w,

9(8{7?) e(ts). Entaog(%,%) = 0.

Demonstra¢ao: Com o uso da condigdo de W-compatibilidade, para todo (t,s) € A

9 ot (ﬂ ﬁ) _

ot ds’ Ot
_ Dof of _ af Dof of of 8(;5 of of
_ e (LPO5 OF o (90 DOf —6
¢ g<8tas’8t>+e g(as’atat) d(b{ 1 (as 815) atc g(a a1 J380)
Para f(t,s) = exp, tv(s) = v(1,q,tv(s)) = v(t,q,v(s)), f(t,s0) ¢ uma geodésica, portanto
Dof
5 =0 (3.81)

Como a conexao ¢é simétrica e vale o Lema de simetria [4],
g (221 91 Dof ory _
otos o) I\asat o)
1D (of of 0 of Of\| _ 1199 4 09 ,| _
5[@9@’5) ¢[ ] (82& at)]—g[as 25¢ |70 (382

Usando esses resultados encontramos que

9 s, (OF OF o (0f Of\ 96 _, (Of Of
at¢ g(aﬁm)‘“{] <a 8t> B g(a 875) 0. (383)

Logo, e~ ¢3¢ (%, %—{) ¢ independente de t.
Como d(exp, )i (v) = %(t,O) e também d(exp, ) (tw) = %(t,O), entdo, como a dife-

rencial é linear d(exp, ), (tw) = td(exp,)w(w)

e g (5L 0.0), 57 (0.0)) =ty e (dexp, o). dlesp, (o)) = 0,380

Isso nos permite concluir que e=?*)g (%, %) = 0, e como a exponencial de uma func¢ao
nunca se anula, encontramos o resultado procurado g (%, %) =0V(t,s) e A. O

Com esse resultado em maos e lembrando que a aplicacao exponencial continua sendo



CAPITULO 3. A GEOMETRIA DE WEYL NA GRAVITACAO 49

um difeomorfismo local numa vizinhanca da origem de 7,M, podemos usar a mesma

notagao argumentos semelhantes para generalizar a proposigao [1.4]

Proposicao 3.1 Sejam p € M, U uma vizinhan¢ca normal de p, e B C U uma bola
normal de centro em p. Seja v : [0,1] — B um segmento de geodésica com v(0) = p.
Se ¢ : [0,1] — M ¢é qualquer curva diferencidvel por partes ligando v(0) a v(1), entdo
5(v) > 5(c) e se a igualdade vale, entao v([0,1]) = ¢([0, 1]).

Demonstragao: Segue o mesmo molde da proposicao analoga riemanniana, que nada mais
é que o uso da manifestacao do teorema de Pitagoras para o espago-tempo de Minkowski,
em que ao invés de ser a soma, é a diferenca do quadrado dos catetos de um triangulo
retangulo que ¢ igual ao quadrado de sua hipotenusa. Como exp, ¢ um difeomorfismo,
a curva t — c(t) pode ser escrita em coordenadas polares como c(t) = exp,(r(t)v(t)) =

f(r(t),t), daqui, segue que
dc af dr Of

dt ~ or dt+ ot

No caso anterior g (%, %) =1,aquig (%, %) e?, pois tratamos t — 7(t) = 5(y(t)).

Dai, com o uso do lema acima, temos que g (6— 91

Assim como no teorema do primeiro capitulo, g (

de!? 8f 2 2 s (dr 2 2 dr\?
— — — — < B = .
at| ~ |or (dt) lFr (dt) | =€ (dt) (3.86)
dc dr ! dc bodr
/2 —4/2 < ar
@ <@ ).e : dt_/HO —rdt. (3.87)

Como tratamos t — r(t) = s(y(t)) e (1) = s(7), concluimos que
5(0) < 5(7). (3.85)

A discussao quanto a igualdade é idéntica a presente em [4]. OJ
Seguindo esse espirito de generalizar os teoremas riemannianos para a geometria de
Weyl por meio da métrica efetiva, também temos uma generalizacao do teorema [D.2]

Restando apenas expandir o que foi feito no apéndice [D]

Teorema 3.1 Seja M wuma variedade lorentziana, v : [0,1] — M uma curva do tipo-
tempo que conecta um ponto p € M a um ponto q pertencente a uma hipersuperficie 3.
Entao a condi¢ao necessaria e suficiente para que v mazimize localmente o comprimento
de arco invariante entre p e ¥ € que v seja uma geodésica ortogonal a X sem pontos

conjugados a X entre X e p.

E da proposicao
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Proposicao 3.2 Seja M uma variedade lorentziana que satisfaz R, V*VY < 0 para
todo wvetor tipo-tempo V. Seja ¥ wma hipersuperficie tipo-espaco com traco da curva-
tura extrinseca K = 0 < 0V q € X. Entdao para um comprimento de arco invariante
s < 3/|K]|, existe um ponto p conjugado a ¥ ao longo da geodésica 7y ortogonal a ¥ e que

passa por q. Se v puder estendida tao longe.

Podemos estender todos os teoremas discutidos no primeiro capitulo por meio dessa
andlise invariante. Inclusive a relagao entre o escalar de Raychaudhuri 6 e a curvatura
extrinseca da subvariedade ortogonal a conguréncia geodésica. De fato, definimos essa
curvatura extrinseca como um tensor misto K, * = h“ahBVVf‘ﬁ, que para o caso de uma
congruéncia de geodésicas ortogonais a hipersuperficie > e parametrizadas pelo compri-
mento de arco invariante fornece K,/ = V¥ . Portanto, o trago desse tensor é a fungao 0,
ou seja, K = K, = 0.

Como essa analise é invariante, o termo 02 na geometria de Weyl, com essas condicoes,
ainda é positivamente definido e w? é zero.

Com isso, a desigualdade de Raychaudhuri para R, V*V" <0 se mantém

ﬂf) + 192(5) <0. (3.89)
ds 3

Além disso, como as transformacoes de Weyl afeta a métrica conformalmente, o cone
de luz e a estrutura causal nao é afetada, nao modificando o conteido do estudo de
topologia diferencial do primeiro capitulo, com as tnicas altera¢oes vindo por meio da

troca da maximizacao do comprimento de arco por sua contraparte invariante.

Teorema 3.2 Seja (M, g) um espago-tempo globalmente hiperbélico. Sejap € M, ¥ uma
superficie de Cauchy e defina C(X,p) como o conjunto de curvas causais direcionadas ao
futuro a partir de 3 a p. Entao eziste uma curva v € C(X,p) para a qual o comprimento
de arco invariante atinge seu valor mdzimo em C(X,p). Além disso, v deve ser uma

geodésica ortogonal a > sem pontos conjugados a X2 entre ¥ e p.
Segue o teorema de singularidade generalizado:

Teorema 3.3 Seja (M, g) um espago-tempo globalmente hiperbolico com R, V*VY <0
para todo vetor tipo-tempo V. Suponha que existe uma superficie de Cauchy tipo-espaco
Y para a qual o trago de sua curvatura extrinseca (para a congruéncia ortonormal de
geodésicas direcionadas ao passado) satisfaz K < C < 0 em toda a superficie, onde C é
uma constante.

Entdao, nenhuma curva tipo-tempo direcionada ao passado, a partir de X3, pode ter com-
primento de arco invariante maior do que 3/|C|. Em particular, todas as geodésicas

tipo-tempo direcionadas ao passado sao incompletas.
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Demonstracao: Vamos demonstrar por absurdo. Suponha que existe uma curva tipo-
tempo A, a partir de ¥, com comprimento de arco invariante maior que 3/|C|. Seja p um
ponto dessa curva que esta definido além desse comprimento invariante. Vimos que como
o conjunto das curvas que ligam dois pontos de uma variedade globalmente hiperbdlica é
compacto, a funcao comprimento de arco invariante deve ter um valor maximo para uma
dada curva, que, pelo teorema é uma geodésica. Portanto, deve haver uma geodésica
(com comprimento invariante maior que 3/|C/|) ligando p a . Pelo Teorema isso
significa que nao ha pontos conjugados entre p e . Mas pela Proposicao e a relagao
1.66| apresentada na segao entre o escalar de Raychaudhuri e o campo de Jacobi,
temos que vy deve possuir pontos conjugados entre p e X. O que é um absurdo. A vista
disso, a curva original A\ nao pode existir. [

No caso da Relatividade Geral, a hipétese R, V#V" < 0 ¢ idéntica a condicao de
energia 1), VAV — %T > 0, que ¢ valida os tensores momentum-energia conhecidos, em
particular, para o fluido perfeito nada mais é que o requerimento de que a densidade de
energia e pressao nao sejam exoticas, isto €, que sejam sempre quantidades positivas. Para
a geometria de Weyl, a depender da teoria, podemos ter requerimentos fisicos diferentes.

Por exemplo, para WIST, encontramos que

o do 1 1
MY = L (26 -1 e (T, VHVY — Z|\VI*T + —|V|*T .
Ruveve =50 4 00 () oo (aveve - Jvpr s Jver), oo

onde A = (4¢€ — 3) /2 Um espaco-tempo singular pode ser atingido ao se pedir trés
condigdes distintas &% = =¢>0,2-1<0, T, V'V — VP + VT > 0. Que
podem ser satlsfeltas ou quebradas para o fluido perfeito, uma métrica e campo de Weyl
homogeéneos e isotrépicos, por exemplo.

Para a teoria de Brans-Dicke Geométrico, que é outro exemplo de fisica construida na

geometria de Weyl [22], cuja agao é dada por

/d4x\/_e (R+wd®p o+ k*e®Ly(e g, ¥, VI)). (3.91)

Onde a lagrangeana de matéria é construida da mesma maneira que WIST, de maneira in-
variante por transformacoes de gauge, e ¥ sao os campos nao-gravitacionais. As equacgoes

de campo dessa teoria sao

1 . w o
R;u/ - §guuR = _k T;w - W¢,u¢,u + §guu¢7 ¢,aa (392)
R+ 3w®¢ o + 2wle = k*T. (3.93)

Tomando o trago da equagao tensorial encontramos

R+ wp®¢o = k*T. (3.94)
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Substituindo na mesma equacao encontramos que
* 1 *
R, = —K'T,, + ag,wk T — wouo,. (3.95)

Observe que encontramos uma expressao muito limpa para

v * v 1 i
R,VIVY = —k (TWV“V — 5|V|2T) — we?. (3.96)
Que em conjunto com as condigoes de energia usuais leva a uma equacao de Raychaudhuri
da forma o )
0+ 3 + 207 + wd? = —k* (TWV“V” — §]V|2T) <0. (3.97)

Como o2 > 0, se o parametro w > 0, encontramos 0 + % < 0 e segue o teorema de
singularidade. As condigbes para que esse espaco-tempo seja singular é mais simples e
facil de avaliar do que da teoria WIST.

Essa é uma generalizagao bastante natural e simples de um dos teoremas de Hawking-
Penrose e que apesar de possuir a componente geométrica invariante, isto ¢, idéntica ao
caso riemanniano, as teorias fisica utilizadas nao o sao, necessitando, assim, de hipdteses
fisicas adicionais e diferentes das do primeiro capitulo.

Também podemos ter uma modificagao de sua interpretacao fisica, pois no caso an-
terior tinhamos encontrado uma incompletude geodésica no parametro comprimento de
arco, que possui um significado fisico claro de representar o tempo medido por um ob-
servador comével a essa curva, o tempo proprio. Essa incompletude significava que esse
observador nao mediria nenhum tempo apds um certo intervalo finito, implicando que ele
era um observador singular.

No nosso caso, acredito que ainda nao ha um consenso acerca da interpretagao fisica
do comprimento de arco invariante, exceto em Brans-Dicke Geométrico, em que é deixado
bem claro que o tempo proéprio é o invariante. Como a definicao dessa quantidade ¢é
uma escolha, uma hipodtese adicional da teoria, poderiamos, em principio, escolher tanto
o comprimento de arco usual, que normaliza do vetor velocidade e permite ”geodésicas
riemannianas”, como a sua contraparte invariante, cuja extremizacao é efetuada pelas
geodésicas verdadeiras, as de Weyl. Mas essa é uma discussao a ser realizada a posteriori.
Naturalmente, espera-se que se essa andlise for levada a Relatividade Geral Mascarada
(veja apéndice , o resultado nao deve diferir do primeiro capitulo, pois até mesmo o

tempo préprio é definido dessa maneira invariante, assim como toda a teoria.



Capitulo 4
Conclusao

Nessa dissertagao, mostramos que o espago-tempo possivel de ser incluido na Re-
latividade Geral é singular sem precisarmos levar em conta a simplicidade ou possiveis
simetrias de algum modelo. Entre as opgoes disponiveis para fugir dessa caracteristica
estd a suposicao de que ha um conteido exético de matéria no Universo, o que se resume
em quebrar as condi¢oes de energia. Para fornecer uma contribuicao inédita na litera-
tura dos teoremas de singularidade, nao seguimos essa via e preservamos as propriedades
regulares de matéria-energia, mas propusemos uma modificacao da dinamica gravitacio-
nal, ao considerar a possibilidade de se ter um espaco-tempo de Weyl integravel, no qual
nao ha o problema do sequndo efeito do relogio. Outra motivacao por tras dessa escolha
estd na possivel interpretagao geométrica de efeitos quanticos, em que o campo de nao-
metricidade é responsavel por definir o potencial de Bohm-de Broglie [23], o que talvez
possa nos aproximar da cosmologia quantica.

Recuperamos por meio de uma equacao de Raychaudhuri weyliana a solucao cos-
molégica nao-singular presente em [I§] para a teoria WIST. Como um resultado extra,
descobrimos um mapeamento dessa teoria na de Brans-Dicke [24] e recuperamos algumas
solugbes presentes em [19], esse assunto é discutido com maiores detalhes interpretativos
no apéndice B} em que damos uma visao geométrica e unificadora da interpretacao de
Dicke [25] para mudanca de frames Jordan-Einstein.

Expandimos o teorema de singularidade para a geometria de Weyl integravel e verifica-
mos que, dentre as trés teorias gravitacionais utilizadas, WIST, Brans-Dicke Geométrico
e Relatividade Geral mascarada (apéndice , a primeira é a que fornece mais liberdade
para se ter um espaco-tempo nao-singular; a segunda é certamente singular a depender
do sinal do seu parametro livre; a terceira, como é a Relatividade Geral num frame de
Weyl, entao é, necessariamente, singular.

Para perspectivas futuras, poderemos trabalhar em uma possivel generalizagao do
teorema de singularidade para a geometria de Weyl nao-integravel, o que acreditamos
que deva passar por uma escolha do parametro invariante apropriado para a congruéncia

geodésica. O que também pode iluminar a definigao do tempo préprio e ajudar a contornar

23
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a objecao de Einstein para essa geometria, o problema do segundo efeito do relégio. Outro
passo seguinte natural é a extensao da analise de singularidades sob a 6tica da cosmologia
quantica, isto é, um desenvolvimento do formalismo ADM, bem como a busca de uma

solucao da equacao de Wheeler-DeWitt para variedades de Weyl.



Apeéendice A
Derivacao de alguns resultados

Vamos mostrar que para a métrica FRLW, um campo de velocidades comével e um
campo escalar dependente do tempo, uma série de resultados usados no capitulo 3 vale.
Mostremos que V# = —%(QV“gﬁ — ¢'*). De fato,

VE= VYV, = VIVE+ TE VIV (A.1)
Para V# = 8%y ; ¢, = 0%¢ ; ds® = dt* — A(t)2dx?

Vi =Tl = %guA(QO)\,O + goro — Goor) — %QM(QOA% + goa®o — JgooPr) = (A.2)
= @G - o) = V-0t (AD)

Agora devemos mostrar que V“qﬁgu = —%ég. De fato,
V46, = 5 (2V40,0 — 670,) = —5 (26 — &%) = (A4)

1.,
— ¢ A.
59 (A.5)
Agora devemos mostrar que (V*),, = —%(6%& — 292 +2¢). De fato,
VHY. — 1 U, w1 IV 4 2V h A6
(V) 5( ¢ — ") _5( ;,ﬁﬁ Op— ¢ ;u>' (A.6)

Calculemos o primeiro termo V*,

B YK L TH v _ 1 ua 5 1 e SV LA
Vi = V0 DV = 59" (Gapw + Javi = Juna)®'o = 59" (anv + Jav G = G $a)dy HAT)
1 1
§guo¢ (gau,O + gaO,u - guO,a) - §gua(gau¢0 + ga0¢u - gMO¢a) :<A8)

1 1

1 . . . .
§guagau,0 - 5(4¢ + Qb - 925) = éguagau,o — 2925 :(AQ)

95
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11 A
5?5 16ij(A)g — 206 = 31 AA.10)

Sabemos que a equagao de campo para ¢ em WIST é ¢! = —2¢%p , = —2¢2. Usando

esses resultados em [A.6] encontramos o resultado almejado
) 1({ A. ) . ) 1({ A. ) .
I L St 2| _ _ el o2
(V*).. 5 <6A¢ 4¢ +2¢+2q§> 5 (6A¢ 2¢ —|—2gz§) . (A.11)
Agora, vamos calcular quanto vale o fator de expansao 6
0=Q", =h%Vi = (6% VVy)VE, =VE—1VV7 (A.12)

Usando e 3.1 encontramos

A 3.
0=3——=¢. Al
SF (A13)
O item 6?/3 segue trivialmente:
> A2 3., _A.

Aqui vemos o aparecimento explicito do campo de Weyl, pois é bem conhecido da Relati-

vidade Geral que esse escalar de Raychaudhuri envolve somente o primeiro termo acima.



Apendice B
Mudanca de Frames

Aqui, abordamos questoes intepretativas a respeito da mudanca de frames na teoria
de Brans-Dicke.
Como pode ser visto em [9], temos duas maneiras de abordar as teorias escalares-tensoriais,
em particular a teoria de Brans-Dicke. A primeira abordagem é aquela em que os pesqui-
sadores se deparam ao comegarem a estudar essa teoria, e que foi a que nds tratamos ao

longo desse texto, que consiste em considerar a acao da forma

S = /Q4VFY¢R

g, P, + 167L,,). (B.1)
o7
Nesse apéndice usaremos a notacao seguida por [9], que consiste em tomar o escalar
de curvatura com o sinal oposto ao que utilizamos ao longo do texto e um sistema de
unidades que traz a constante que faz o acoplamento com a matéria da forma da acao
acima. HEssa teoria possui equagés de campo que nascem a partir da variagao em relacao

a métrica g e a funcao escalar ®

8m w 1 o 1
G = ETW + @(@MCI)V — §gw,<1>a<1> )+ 5@“”’ — 9,00), (B.2)
8T
P = T B.3
13 L (B.3)

onde 7}, = F59uu (v/—9Lm).

Com essa estrutura, vemos o grande diferencial que essa teoria trouxe, que é o aco-
plamento nao-minimo da geometria riemanniana com a funcao escalar via o termo ®R
na acao. Também percebemos a auséncia da constante gravitacional G. Bem, esse era o
objetivo de Carl H. Brans e Robert H. Dicke ao propor essa teoria, tornar G um campo,
G x 1/®, isto é, tratar a intensidade da interagdo gravitacional como uma varidvel que
dependa do ponto do espaco-tempo descrito. Nesse sentido, essa seria uma formulacao
mais Machiana do que a Relatividade Geral (RG).

Notou-se que era possivel, através de transformacgoes simples na métrica e no campo

o7
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escalar, mudar o acoplamento de ® com a geometria e voltar para a forma canonica da
Relatividade Geral, com a presenca de um G constante e ¢ desempenhando o papel de

um conteudo de matéria, essas transformagoes sao

g,uu = GQSQM,, (B4)
- 2w+ 3 P

onde w > —3/2 e ¢! = G. A nova agao assume a forma da RG
} . (B.6)

Note que o acoplamento estranho ® R foi transferido para a lagrangeana de matéria.

TG
2w+3¢

_ 4 —
S_/dx{” 162G~ 2

o - lgﬂygz_s,uﬁ_s,y + exp (—8 _> Lm(g/Gq))

O primeiro caso, com acoplamento nao-minimo define o chamado frame de Jordan,
FJ, pois Pascual Jordan, a partir de 1959, comecou a desenvolver esse formalismo escalar-
tensorial; enquanto o segundo define o frame de Finstein, FE, pois nesse caso, a agao e
as equacoes de campo assumem a forma da Relatividade Geral, com a acrecao de uma
matéria escalar.

Nesse ponto, os pesquisadores, que notaram que o mesmo problema apresentava re-
sultados diferentes, comegaram a se perguntar: afinal, qual frame corresponde a realidade
fisca, qual é o frame fisico? Faraoni trata desse tema em seu livro [9] e no artigo [26].
Como ¢ deixado bem claro, a maior parte da literatura do assunto traz o frame de Eins-
tein como fisico, pois, entre outras caracteristicas, ele tem o termo de energia cinética
positivamente definido na aproximacao de campo fraco, diferentemente do outro frame.

Claro que esse é apenas um ”lado da moeda”, o frame de Jordan também possui seus
defensores. O fato é que Faraoni também traz a tonaa existéncia de um terceiro ponto de
vista, um que foi defendido pelo préprio Dicke no artigo [25]. A terceira via é a de que os
dois frames sao, na verdade, equivalentes.

Ao realizar a transformacao conforme na métrica, vemos que o elemento de linha ou

tempo préprio também é transformado. De fato, se
ds® = g, dxtdx”, (B.7)
entao sob a transformagao g, — G = Q%9 = GOy,
ds® — ds° = O2ds® = g, datda” = g, Q%datda” (B.8)
v % : :

Seguindo o raciocinio de Dicke, a fisica nao poderia depender da escolha das unidades
de medida usadas e nao somente para o caso em que, globalmente, se aumente ou diminua

a escala das réguas e reldgios, mas essa deveria ser uma caracteristica que valesse mesmo
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se o reescalonamento mudasse de ponto para ponto, isto é, fosse local. Uma maneira
simples de matematizar essa ideia foi escolher uma fungao escalar, suave, positivamente
definida, que fosse responsdvel por esse mapeamento, essa é a funcao Q%(z) = G®(z)
acima.

O elemento de linha transformado é claramente diferente do antigo. O que, pode-
se pensar, levaria a uma teoria completamente diferente do espaco-tempo. Porém, se

redefinirmos o tempo e o espago da forma

dt = Qdt, (B.9)
dz" = Qda’, (B.10)
ds* = g,,dz"dz". (B.11)

Logo, se considerarmos que réguas e relégios nao possuem escalas fixas, mas podem
variar dependendo do ponto do espaco-tempo por meio do campo Q? = G®, vemos que,
sob essa interpretacao, os frames de Jordan e Einstein sao equivalentes na teoria de Brans-
Dicke [l

Resumo: No FJ, as unidades de tempo-espaco-matéria sao constantes enquanto que
a constante gravitacional é variavel; no frame de Einstein a constante gravitacional volta
a ser constante e sua dependéncia do ponto é transferida para os objetos que sentem sua

interacao, o espago, o tempo e a matéria. A coeréncia é mantida.

B.1 Geometrizacao dos frames

Nessa se¢ao, mostraremos como ambientar os diferentes frames da teoria de Brans-
Dicke em uma linguagem puramente geométrica por meio de uma identificacao dessas
diferentes configuragoes com os gauges naturais de uma geometria de Weyl, em que o
campo escalar passa a carregar uma interpretacao geométrica. Com essa visao, a constante
de acoplamento que mede a intensidade da interagao gravitacional, G, que na teoria
de Brans-Dicke passa a ser um campo, ganha a interpretacao de medir o cardter nao-
riemanniano do espaco-tempo por meio da nao-metricidade do campo escalar. A analise
que mostraremos a seguir é inédita.

A teoria de Brans-Dicke no frame de Jordan é ambientada numa geometria riemanni-
ana, como sabemos que sempre ¢é possivel, dado uma frame na geometria de Weyl, realizar
transformacoes de gauge e atingir um frame riemanniano, podemos imaginar a situagao
inversa e desenhar o frame de Jordan como ambientado em uma geometria de Weyl, mas

num frame riemanniano. Avancemos com esse raciocinio e vejamos até onde ele nos leva.

!Qutras grandeza que sofrem com esse reescalonamento sio a massa das particulas e os campos de
matéria [26]. Assim, as constantes fundamentais: velocidade da luz, que envolve dimensdes de espago por
tempo, a constante de Planck, carga eletronica, sao invariantes.
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Se na acao imaginarmos que estamos em um frame riemanniano (g, 0), realizemos

a transformacao de Weyl

(9.0 =0) > (9,6 ) = (5.6 00) = (3.0 (. ). (B.12)
G = e‘z”‘z’ogu,, =Gy, ; e =d; e =@, (B.13)
¢=0+¢—¢0@¢:m(%), (B.14)

o= W =g (B)

Feito isso, vemos que a acao transformada assume a forma:
S = /d4x—‘16_g {e‘bog“”]_%u,, — we‘bog’“’(ﬁu(ﬁy + 167re_2‘z’Lm(e_"gg)} : (B.16)
T

Vimos no capitulo sobre geometria de Weyl que as componentes da conexao sao inva-
riantes frente a transformacoes de gauge, como consequéncia disso, o tensor de Riemann
e o escalar de Ricci também o sao. Dal, é trivial concluir que o tensor de Ricci R, no
frame riemanniano (g, 0) possui o mesmo valor que sua contraparte na geometria de Weyl
no frame (g = e®%g,é = ¢ — @), ou seja, queremos dizer que o R, (e~ ¢~%)g) que
aparece na expressao acima ¢ igual ao tensor de Ricci RWEYL(g, ¢). Dessa forma, a acio

de Brans-Dicke sob uma transformacao de Weyl, assume a conhecida forma de WIST

/d4x\/_{16 g RWEYL 16“G GG by + €2 Lo (e” )}. (B.17)

Essa é agdo de WIST a menos de constantes multiplicativas (e da, ja citada, dife-
renga de sinal da curvatura) que podem ser absorvidas pelos campos ou por uma escolha
conveniente de unidades. Bem, mas isso nds ja sabiamos, pois ja realizamos o procedi-
mento inverso de sair do frame de Weyl, chegar no riemanniano e encontrar a teoria de
Brans-Dicke.

Para comparar essas transformacoes com as realizadas na secao anterior, devemos ter
atencao e perceber que o escalar de curvatura que aparece em ¢ riemanniana, ou seja,
é construido somente com os simbolos de Christoffel para a métrica g, enquanto que o da
equagao acima possui contribuicoes do campo de Weyl, dai, para podermos efetivamente
comparar as duas agoes devemos absorvé-las no termo cinético.

Chamemos R}/ F¥E = (R, )w e sua parte riemanniana de (R,,)g. Como isso, fazemos

a decomposigao presente em [18], mas com a corregao na definigdo da curvatura:

Pud +
(R)w

(Ruw)w = (Ryw) R + b + Gur (00 — 907) = (B.18)

R) g + 306 — 5557”557“, (B.19)

1 1
2 39
= (
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onde ¢ 1, ¢ a derivacdo covariante puramente riemanniana (na métrica g, é claro). Des-

prezando termos de divergéncia riemanniana /—gll¢, encontramos

1 /342w - _ B
4 Vo —pv 24 3
/d ! {16 G2 ( 167TG>9 Oyt e (e 9)}- (B.20)
Redefinindo
2w+ 3 - bo—tb
=" =1/G2. B.21
Gra e =e /G (B.21)

Encontramos uma acao idéntica a de Brans-Dicke no frame de Einstein

TG

1
4 1, )
/d N/ — {16 a Rp 59 PP + exp ( 8 SR 3@) Lm(g/G<I>)} . (B.22)

Dessa maneira, podemos concluir que as chamadas transformacgoes de frames na teoria

de Brans-Dicke ganham uma interpretacao bastante natural se vistas sob a otica da geo-
metria de Weyl integravel. Além disso, vemos com clareza a geometrizagao da constante
gravitacional.

De acordo com [9], grande parte da literatura, com respeito a estas transformacoes,
nao utiliza a terceira interpretacao que citamos acima, isto é, nao considera as unidades
varidaveis de espaco-tempo-matéria. Considera que o que se faz é um mapeamento de uma
teoria riemanniana no FJ em outra de mesmo carater geométrico no FE, o que leva a
divergéncias fortes, como a violagao do principio de equivaléncia no frame de Einstein,
em que, se, inicialmente, tem-se uma geodésica no FJ, nao se chega em uma geodésica no
FE, com o aparecimento de uma quinta forca desconhecida.

O que nés fizemos foi ambientar o frame de Jordan em uma frame geométrico de
Riemann na geometria de Weyl, utilizar as transformacgoes de gauge naturais dessa geo-
metria, desacoplar o campo escalar com a curvatura, e chegar em um frame de Einstein
ou o geométrico frame de Weyl.

Tendo em vista que essas sao transformagoes intrinsecas a essa geometria, ou seja,
que geometricamente, os frames sao equivalentes, vemos que a terceira interpretacao de
Dicke [25] é naturalmente matematizada e ambientada, onde a imagem das running units
do frame de Einstein nada mais é do que a manifestacao fisica da nao-metricidade, por
exemplo, as geodésicas riemannianas sao mapeadas em geodésicas de Weyl e o principio
de equivaléncia é preservado.

Algumas 1ltimas palavras sobre esse tema dizem respeito ao fato de que no artigo [18]
utiliza-se a justificativa de uma perturbacao das réguas e reldgios do sistema de unidades
no espaco-tempo de Minkowski como um mecanismo para a formagao do Universo e que
essa perturbagao seria executada pelo campo de Weyl. Portanto, vé-se que ja havia essa
interpretacao para a nao-metricidade, apesar de que, aparentemente, nao tenha sido feita

essa ligacao com a interpretacao de Dicke.



APENDICE B. MUDANCA DE FRAMES 62

Toda essa anélise é feita do ponto de vista classico, mas assim como é apontado por
Faraoni [9], a equivaléncia de frames nao parece se manter quanticamente, o que, sob a

nossa otica, indica que as transformacoes de Weyl nao comutam com as leis quanticas.



Apéndice C
Relatividade Geral Mascarada

Uma das grandes revolugoes provocadas pela Relatividade Geral é o fato de ela ser
uma teoria essencialmente geométrica, ou seja, diferentemente do que havia, e passou a
ter, no conjunto das teorias fisicas, cujos objetos fundamentais sao os campos, na RG seus
objetos dinamicos sao geométricos.

O desejo de covariancia geral de Einstein o levou naturalmente ao ambiente da ge-
ometria riemanniana, que, como vimos, é a generalizacdo mais simples da geometria
Euclidiana e de superficies, e cujos objetos intrinsecos sao invariantes por transformagoes
de coordenadas.

Algo que ajudou bastante Einstein na busca de sua teoria foi a formulacao de Min-
kowski da Relatividade Especial, em que toda aquela construcao de invariancia da fisica
por transformagoes de Lorentz do espaco e do tempo era unificada em uma tnica for-
mulacao geométrica no chamado espaco-tempo de Minkowski. Um relaxamento desse
espaco na direcao de lhe dar curvatura nao-nula é um dos pilares da RG, ou seja, a
medida que se generalizou a geometria do espaco-tempo, conseguiu-se uma teoria mais
completa e que caia no caso anterior, ja mais bem estruturada, por uma escolha particular
dos objetos geométricos envolvidos. Em outras palavras, pode-se pensar que a RE nada
mais ¢ do que a RG em que a curvatura riemanniana ¢é nula. Nessa linha, pode-se pergun-
tar se é possivel generalizar ainda mais a RG de maneira a incluir fendomenos novos por
meio de uma generalizagao ainda maior do ambiente geométrico em que o espago-tempo
estd definido. Como sabemos da existéncia de outras geometrias, como a de Weyl, por
exemplo, vamos mostrar que resultados encontramos por meio dessa linha de raciocinio.

Lembramos que a agao de Einstein-Hilbert é [10] S = [ d*z\/=gR, logo esperamos algo
parecido para o nosso caso. Porém, um dos requerimentos que pediremos é que a teoria
obedega as mesmas simetrias que a geometria de Weyl. Assim como a teoria riemanniana
é construida por meio de objetos que sao invariantes frente a difeomeorfismos, que define

o grupo de invariancia riemanniano, devemos esperar que uma teoria formalizada com a

63
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geometria de Weyl integravel seja invariante frente a

G = efgw,, (C.1)
6=1+0o.

Uma acao invariante que inclua constante cosmoldgica e matéria e que serda o objeto

fundamental de nossa teoria é

G

1

S = /d4x\/—ge¢(R + 267N+ e %kLy,) ; k= (C.2)

c

Algumas consideracoes devem ser feitas acerca da definicao da lagrangeana de matéria
L,,. Na RG ela é construida seguindo a prescri¢ao do acoplamento minimo com a relativi-
dade especial, em que a métrica de Minkowski da lugar a uma métrica geral g da variedade
e as derivadas parciais sao substituidas por derivadas covariantes. No nosso caso, a pres-
crigao serd a substitui¢do, na lagrangeana da relatividade especial, de 7, — e %g,, e as
derivadas parciais sao substituidas por derivadas covariantes com a métrica e“ﬁgw,. Dessa
maneira, garantimos a invariancia de toda a agao. O tempo prorpio também é afetado
por essa prescri¢do, de maneira que ele assume a forma A7 = [ e 9/ Q(gm,‘?—;dz%)l/ 2 A
extremizacao desse tempo proprio da origem as equacoes de movimento de uma particula
num campo gravitacional, que sao exatamente as equagoes de geodésicas da geometria de
Weyl quando o campo de nao-metricidade é o = do.

2.0 1 “w v

dd% + [ zu} - §9ap (gpu¢v + ng¢u - guvgbp)]%% =0, (0-3)
onde ¢, := 0,¢.

Podemos deixar a acdo em uma forma bem mais interessante realizando a decom-
posicao do escalar de curvatura em uma parte puramente riemanniana R, ou seja, que
depende apenas dos simbolos de Christoffel, e em uma parte que dependa do campo de
Weyl. De fato, R = R — 30¢ + % g" ¢,¢,,. Também podemos redefinir o campo de Weyl

e~? := ® e retirar termos de divergéncia, com isso, a acdo fica
~ 3
S = /d4x\/—g(<I>R — ﬁg’“’@u@y + 2AD? + k®?L,,). (C4)

As equagoes de campo podem ser obtidas da acao acima por sua extremizacao em

relacao as varidveis métrica e campo de Weyl. Dessa forma, encontramos duas equacoes

_ 3 | 1

GMV = —I{T/“, + A(I)guy + @((DM@V — iguyq)aq) ) — E(CI)M;V — gMVD(I)), (05)
~ (L 3
R+3— — — 3,0 = kT — 40A.  (C.6)

) 292
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E facil ver que as equagoes acima nao sao independentes, a segunda é o trago da
primeira. Essa caracterstica é devida a invariancia da teoria frente a transformagoes de

gauge.

C.1 Semelhanca com a Teoria de Brans-Dicke

A teoria de Brans-Dicke é uma das generalizacoes mais frutiferas da Relatividade
Geral, além de possuir um acervo de discussoes extenso na literatura. Seu nascimento
esta ligado a ideia de tornar a constante gravitacional de Newton varidvel com o tempo
coordenado. Além de impor um acoplamento desse novo campo escalar com a geometria
por meio do escalar de curvatura, também é interessante introduzir uma dinamica para

ele. Sua formulacao como uma teoria de campo se faz através da agao

w . . 8
S:/d4x\/—g((1>R+ag"”@u@,,—l—QA—Hf Ly) ; k"= o (C.7)

onde o campo ¢ = 1/G.
Vemos uma semelhanca entre a teoria de acabamos de desenvolver na secao anterior e

a Brans-Dicke. Podemos tornar essa semelhanca mais evidente ao comparar as equagoes

de campo:
~ K* w 1 a1
Glu,z/ = _ET/LV - @(q)uq)u - 59#1/(1304(1) ) - 6((@#;1/ - gNVDCI))’ (CS)
~ P w
—2w— 4+ —B,P* = 0. .
R w > + 32 0 (C.9)

Comparando as equagoes de campo das duas teorias, vemos que elas sao idénticas para
0 caso em que o parametro w = —3/2, A = 0, e tensor momentum-energia tem trago nulo,
lembrarmos que k = Gk*. Também deve-se levar em conta que devemos redefinir o tensor
momento-energia. De fato, seja T o tensor momentum-energia da teoria da geometria
de Weyl e TP ¢ da teoria de Brans-Dicke.

Ao chegar nesse ponto, alguém pode pensar, o que acaba de ser feito é elegante, mas
se for levada em conta a simetria de gauge que a teoria possui, vemos que para o caso
da Geometria de Weyl integravel pode-se sempre anular o campo de nao-metricidade e
inclui-lo na definicao da métrica, de tal forma que temos uma condicao de compatibili-
dade riemanniana V, (e ?g,,) = 0. Logo, essa teoria nada mais é que uma Relatividade
Geral "mascarada”, ou seja, escrita em uma geometria de Weyl, mas que possui os mes-
mos resultados fisicos que sua contraparte riemanniana. A inclusao do campo, apesar de

didética, apenas complica a teoria ao introduzir um grau de liberdade desnecessario.

Uma aplicagao dessa teoria esta justamente na sua identificacao com a teoria de Brans-

Dicke. Pois a partir disso, pode-se concluir, por exemplo, sem grandes dificuldades, que
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se 0 parametro w = —3/2 e o trago do tensor momento energia for nulo, a teoria é
conformalmente equivalente a Relatividade Geral. Dai, tira-se também que é possivel
realizar transformacoes no campo de Brans-Dicke e na métrica de forma a torna-la mais
simples e usar os resultados conhecidos da RG para solucionar problemas em Brans-Dicke.

De fato, fizemos isso que serda explicitado na proxima secao.

C.2 A solucao de Brans-Dicke para o vacuo

Alguém pode se perguntar, é possivel usar esse formalismo da geometria de Weyl para
resolver problemas da teoria de Brans-Dicke? A resposta é sim.
Sabemos que a teoria que estamos desenvolvendo é invariante frente as transformacgoes

de gauge, logo é possivel sairmos de um ”frame”com para um sem campo de Weyl.

Juv — 6_¢g;w = (I)g;w, (ClO)
p— —p+op=0=d — & 'd =1, (C.11)

Dessa forma, as equagoes de campo assumem a forma da Relatividade Geral para uma
métrica efetiva, cujas solugoes para um Universo homogéneo e isotrépico sao as equagoes

2
de Friedmann. Se ds* = dt* — [1f£2r2] d¥:?, entao
4

R(t)

d§? = ¢ WO g2 _ p=ot) | )
1+ ik‘r?

2
} ds?. (C.13)
Tomando k = 0 e definindo d72 := e ¢\ dt2 e R(T(t)) = e‘¢(t)R(t), chegamos a conclusao
de que

R d -
Guw=0=—R=0= (C.14)
dr

O(t)R(t) = constante. (C.15)

Constituindo, assim, uma classe de solugoes equivalentes.
As conheciadas solucoes de O’Hanlon-Tupper para a teoria de Brans-Dicke, com w =
—3/2, sdo
R(t) = Rot,  ®(t) = dot 2. (C.16)

Sendo apenas uma das infinitas possiveis solucoes.
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C.3 Conclusoes

Ao utilizar a ideia de invariancia por mudanca de ”frames”na secao anterior, per-
cebemos que ela permite escrever as equagoes numa forma em que o campo de Weyl é
nulo e temos apenas uma métrica efetiva conforme. Dessa forma, é possivel sair de uma
geometria de Weyl para uma riemanniana conformalmente relacionada.

Logo, conclui-se que se uma teoria da gravitagao escrita numa geometria de Weyl
possui essa invariancia, ela nada mais é do que a Relatividade Geral mascarada.

Essa analise também permite que se chegue a conclusao de que as equagoes de campo
de Brans-Dicke para o tensor momentum-energia sem trago, w = —3/2 nada mais sao que
as da Relatividade Geral.

Apesar de que partimos de uma motivacao puramente tedrica, que é a de construirmos
uma gravitacao na geometria de Weyl, preservando todas as suas invariancias, encontra-
mos uma utilidade pratica surpreendente, que foi um método para buscar solucoes para
a teoria de Brans-Dicke.

Por fim, vemos que é possivel construir a Relatividade Geral em uma geometria que
nao seja a riemanniana, o que vai de encontro a uma ideia de Poincaré, de que a geometria
do espago-tempo nao deve ser fixada a priori, mas qual delas utilizar ser simplesmente da

escolha do pesquisador.



Apendice D
Teorema de Jacobi

Como para demonstrar esse teorema seria necessario definir uma linguagem muito
especifica dentro do primeiro capitulo, preferimos separar um apéndice especifico para pelo
menos guiar o leitor na demonstragao desse forte resultado. O resultado a que queremos

chegar ¢é

Teorema D.1 Seja v : [0,a] — B uma curva diferencidvel tipo-tempo que conecta dois
pontos p, q € M. Se vy € uma geodésica que mazximiza localmente o comprimento de arco

entre p e q, entao vy nao possui pontos conjugados entre p e q.

Entao, para atingir esse objetivo, mostraremos a negacao dessa assertiva, ou seja, essa
secao servira para concluirmos que se uma geodésica possui pontos conjugados, entao ela
nao maximiza o comprimento de arco, é possivel perturba-la de forma a termos curvas
vizinhas como as maximizantes. Para tal fim, precisaremos formalizar o que queremos
dizer com curvas vizinhas e perturbacao de uma curva. Ou seja, trataremos a maximizacao
do comprimento de arco como um problema variacional, como é muitas vezes apresentado

na litaretura. Seguindo [4]

Definigao D.1 Seja c: [0,a] — M uma curva diferencidvel por partes em uma variedade
pseudo-riemanniana M. Uma varia¢ao de ¢ € uma aplicagao continua f : (—e, €)x[0,a] —
M tal que:

o f(0,t) =c(t),t €[0,a],

e cziste uma subdivisao de [0,a] por ponteos 0 = tg < t; < ... < tyr1 = a, tal que a

restricio de f a cada (—€,€) X [t;,tipq1],0 =0,1,..., k, € diferencidvel.

Uma variagao diz-se propria se
f(5.0)=¢(0) e f(s,a)=c(a) (D.1)
para todo s € (—e€,€). Se f € diferencidvel, a varia¢ao diz-se diferencidvel.

68
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Figura D.1: Variagao (s,t) — h em uma superficie S, partindo de um ponto p

FONTE: do Carmo [6], 1976, p.

340

Essa definicao engloba a ideia do calculo de variagoes familiar na Fisica, para cada
s, a curva parametrizada fs(t) = f(s,t) : [0,a] — M é chamada curva da variacao e a
variacao é dita propria se os pontos finais sdo coincidentes. O vetor V(t) = %(O,t) é
um campo vetorial ao longo de ¢(t) e é chamado campo variacional de f. Além disso, é

possivel demonstrar a seguinte [4]

Proposicao D.1 Dado um campo V (t), diferencidvel por partes, ao longo de uma curva
diferencidvel por partes ¢ : [0,a] — M, existe uma variacao f : (—e, €) x [0,a] — M de
¢, tal que V (t) é o campo variacional de f; além disto, se V(0) = V(a) = 0, é possivel

escolher f como uma varia¢ao propria.

Demonstracao: Veja [4], pagina 213. O
A variagao é prépria se esse campo variacional se anula nos extremos.

Para comparar o comprimento de arco de curvas vizinhas, definimos a fungao L :

L(s):/oa

¢ o comprimento da curva f(s,t).

(—e,€) — R por
or
ot

<s,t>’ it (D2)

Proposicao D.2 (Primeira férmula da variagao do comprimento de arco) Sejam
¢:[0,a] = M uma curva diferencidvel por partes do tipo-tempo e f : (—€,€) x [0,a] — M

uma varia¢ao de c. Se L : (—e, e) = R € o comprimento de arco de f, entao

dt
- (Ve e~ Ge)

~o (V0. 50)) +9 (Vo). f). 03)

1 [ D dc
v =1z [Co(ve. 55 )@
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onde V (t) € o campo variacional de f, e

dc de dc dc

— ()= lim —, —(t;) = lim —. D.4
dt<’) tff}dt’ dt(l> tirf}dt (D-4)
Demonstragao: Veja [4] paginas 215 e 216; veja também [27] paginas 264 e 265. Trata-se
apenas de uma derivagao simples da expressao do comprimento acima. []

Isso, nos permite caracterizar geodésicas da seguinte maneira

Proposicao D.3 Uma curva diferencidvel do tipo-tempo diferencidvel por partes c¢ :
[0,a] = M ¢é uma geodésica se e somente se, para toda variagdo propria f de ¢, tem-
se L'(0) = 0.

Demonstracao: Veja [4] pégina 217. O

As geodésicas sao as curvas especiais que extremizam o comprimento de arco. Como
vimos que para uma geometria pseudo-riemanniana elas o maximizam, conclumos a partir
do célculo de fungoes de uma variavel que se ela ndo possuir pontos conjugados L”(0) < 0.
Logo, é facl perceber que o que queremos encontrar é que se existir pelo menos um ponto
conjugado, existe uma variacao da curva geodésica que possui comprimento de arco maior,
ou seja, é suficiente mostrar que é possivel termos L”(0) > 0. Para tal fim, precisamos de

uma expressao geral da segunda variagao do comprimento de arco. Seguindo a referéncia

de O’Neil [27]

Proposicao D.4 (Férmula da segunda variagao) Seja : [0,a] — M uma geodésica
e f:(—e€)x[0,a] = M uma variagao prépria dey. Seja s — L(s) a fungao comprimento

de arco da variacao. Entao

vo= [ (5 5 ) o a 05)

DV

pvLl S - o / -
onde - € a projecao de 7~ na hipersuperficie ortogonal a ', ou seja,

DVt DV 1 DV

dt a |t \Car

Demonstracao: Veja [4], paginas 218 a 221; além de [27], paginas 266 a 269 e as notas de
aula [28]. O
E possivel mostrar que para uma variagdo prépria de geodésicas vy : [0,a] — M
parametrizadas pelo comprimento de arco, em que || = 1, realizando uma integragao
DV

. 1 L .
por partes e expandindo o termo -, a segunda variagao do comprimento de arco assume

L"(0) = _/0“ {g (lZ;;/ — R(fy’,V)f}/’,V) + [g (%,7’)]2} dt (D.7)

a forma
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Seguindo a construcao usada na referéncia [29], [6]

Proposicao D.5 Seja v : [0,a] — M uma geodésica do tipo-tempo parametrizada pelo
comprimento de arco. Denote p = v(0), y = v(a). Se existe T € (0,a) tal que g = (1)
¢ um ponto conjugado a p, entao existe uma variagio propria de v tal que L(s) > L(0)

para s € (—¢,e).

Demonstragao: Seja t — X (t) um campo de Jacobi de uma congruéncia geodésica cen-

trada em v, ou seja, para a superficie da congruéncia g(t, s) = exp, tv(s) = v(t,p,v(s)) ; v(0) =
D2X
ar?

ponto conjugado em ¢ = ~(7), X(0) = X(7) =0.

~', temos %(t,O) = X(t) e obedece & equagao — R(v, X)y = 0. Como temos um

Seja t +— Z(t) um campo vetorial suave arbitrario ao longo de t — ~v(t) com Z(0) =

Z(a) =0, Z(t) = —2%(7). Para qualquer n > 0 considere o campo

Ya(t) =nZ(t), 1<t<a. (D)

Y(t) = { Yi(t)=X(t)+nZ(t), 0<t<T,

De acordo com a proposicao , existe uma variagao prépria de t — 7(t) em que t —
Y'(t) é o campo variacional. De fato, na demonstragao dessa proposigao, vemos que essa

variagao é f(s,t) = exp, ) sY (t).

Defina
1wy -- [ {g(lfltv —REVIV) s (%wﬂ}dt D9)

)= [ (%L %7 Fa (RO VY b (D10

E facil ver que I : x(M) x x(M) — R é uma aplicacio bilinear e simétrica.
Também temos que L”(0) = I(Y,Y) = I[(YL, Y1)+ (Y2, Y?), e que

IYLYY = I(X, X) +0°1(Z,Z) — 21 (X, %) . (D.11)

Pelo lema de Gauss ou o fato de X e 4/ serem ortogonais, além de 7 ser geodésica, temos

9(X,7)=0= g(%—f,v’) = %g(X, v') = 0. Que em conjunto com a equagao de Jacobi,

concluimos que I(X, X) = 0.

D2X
dt?

Agora, vamos calcular I (X, 2X) como g(EX,4) = 0 = ¢(

) dt t )
1 2y L 2 , . .
DET = DX X" = I2X O que também permite concluir que

DX+ D*XT\ D*X+ DX* LA (DX* DX _
INTar Tae )T I\ a0 A a\"ae Tat )T

,7) = 0, ou seja,
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B D?*X DX +d DX DX (D.12)
g dt2 7 dt dt dt  dt ) ’

Portanto,

DX T D2X . ., DX DX DX\1" |Dx, |’
(x25) == [o (B - ooy Z5) b [o (X 20)] - [BX masy

2

IYYLYY =021(Z,7) — 2 %(T) : (D.14)
I(Y2YH =0*1(Z,2). (D.15)

Como o vetor %(7) pertence a hipersuperficie ortogonal a congruéncia de curvas,

ele é um vetor do tipo-espago, e assim como no caso do teorema de maximizagao do

comprimento de arco das geodésicas riemannianas, sua norma ao quadrado ¢ negativa.
. 2 :
Seja 2 |2X(7)|" = —A? < 0. Com isso,

L"(0) =n*1(Z,Z) + nA? > 0. (D.16)

Para um 7 suficientemente pequeno, de forma & contribuicao de n superar a de n?,
nao importando o sinal de I(Z, Z). Essa é a generalizagao do teorema de Jacobi para a
geometria pseudo-riemanniana. [

Vimos que se uma geodésica possui pontos conjugados, ela nao maximiza o compri-
mento de arco. Tomando a negativa dessa assertiva, encontramos que se uma geodésica
necessariamente maximiza o comprimento de arco, entao nao possui pontos conjugados,
que é o contetido do teorema [D.I Que com o uso da proposi¢ao [1.4] nos permite enunciar

o teorema:

Teorema D.2 (Jacobi) Seja v : [0,1] — B uma curva diferencidvel tipo-tempo que
conecta dois pontos p, ¢ € M. Entao, a condi¢cao necessaria e suficiente para vy maximizar
localmente o comprimento de arco entre p e q € que 7y Sseja uma geodésica sem pontos

conjugados entre p e q.
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